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Uvod

Pii studiu na stfedni Skole jsem se s kombinatorikou setkala ve 3. ro¢niku a velice mé zaujala,
predevdim zagatek, kdy jsme probirali kombinatorickd pravidla a variace. Uvod nasi pani
ucitelky byl pro mé velice motivujici, zacinala jednoduchymi Gilohami®, které jsme si mohli

predstavit.

Poté, co jsem sama ucila na stfedni Skole kombinatoriku, jsem si po diskuzich s kolegy
uvédomila, ze vlastné kazdy ma k vyuce kombinatoriky jiny pfistup. Proto jsem se rozhodla
zjistit vice o tom, jak moji kolegové kombinatoriku uc¢i a jak se jejich pristup odrazi
ve zpusobech, jakym jejich zaci fesi kombinatorické ulohy a jak je chapou. Tedy stanovila jsem

si tyto cile:

1. Analyzovat vybrané ucebnice stfednich Skol z hlediska zavedeni pojmi a operaci
kombinatoriky a z hlediska typt pouzitych uloh.
2. Na zéklad€¢ rozhovorti s n€kolika uciteli matematiky stiedni Skoly (a pfipadné naslechii
na jejich hodinach) popsat jejich zptisob vyuky kombinatoriky.
3. Na zaklad¢ testu pro zaky dotazovanych ucitelll zjistit, zda a jak jsou feSitelské strategie a
chyby zakl ovlivnény ptistupem jejich ucitelll k vyuce kombinatoriky.
4. Porovnat své vysledky s existujicimi vysledky didakticko-matematickych vyzkumi, které se
tykaji kombinatorického uvazovani zak.
Prace je rozd€lena do Ctyt kapitol. V prvni kapitole uvadim, jak je kombinatorika zahrnuta
v ramcovych a §kolnich vzd&lavacich programech pro stfedni koly?. Ve 2. kapitole jsou shrnuty
nékteré definice a véty tykajici se kombinatoriky a analyzovany nékteré ucebnice, podle kterych
se uci nebo uclila kombinatorika na stfednich Skolach. Zajimalo mé, jak jsou v nich jednotlivé
Casti kombinatoriky vysvétleny a jaké jsou pii tom pouzity tlohy. V dalsi, tj. 3. kapitole je
zminéno n¢kolik didaktickych vyzkumi, které se tykaji vyuky kombinatoriky (konkrétné toho,
jak Zaci tesi kombinatorické ulohy, jakych chyb se dopoustéji a zda si sva feSeni néjak
kontroluji, a dale rozdilu ve vysledcich zakt, kteti se u¢i kombinatoriku standardnim zpisobem,
a zaku, kteti kombinatoriku probiraji s pomoci interaktivni tabule). Posledni, 4. kapitola je

vénovana vlastnimu vyzkumu. Formou rozhovoru s6 wuciteli jsem zjistila zakladni

! Napt. Mam v 3atniku troje kalhoty a 4 tricka. Kolika zptisoby se mohu obléknout?

2 Pouze pro studijni obory, ve kterych u¢i u¢itelé, s nimiz jsem délala rozhovor.
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charakteristiky jejich pfistupti k vyuce kombinatoriky. Ve druhé ¢asti vyzkumu jsem zadala
74kiim dvou z dotazovanych ugiteld test®, v némz fesili kombinatorické ulohy. Sledovala jsem,
zda se Vv jejich zpusobech feSeni néjak projevi vliv zpusobu vyuky kombinatoriky.

vvvvvv

navrzeny mozné smery pokra¢ovani. Prace je ukoncena seznamem literatury.

3 Jedna se pouze o dva ugitele, protoze ve §kolnim roce, kdy jsem vyzkum délala, kombinatoriku ugili pouze dva
ucitelé, resp. ucitelky.
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1 Kombinatorika v pedagogickych dokumentech

V této kapitole uvedu, jak je kombinatorika zahrnuta v ramcovych vzdélavacich programech
(RVP) pro stiedni odborné $koly a ve $kolnich vzdélavacich programech (SVP) jednotlivych
stiednich kol kde jsem provedla vlastni vyzkum. RVP i SVP uvedu pouze pro ty studijni obory,

které jsou na Skolach, kde jsem délala vyzkum (viz kapitola 4).
1.1 Kombinatorika v ramcovych vzdélavacich programech

1.1.1 RVP pro studijni obory dle RVP (23-41-M/01 Strojirenstvi, 26-41-M/01
Elektrotechnika, 36-47-M/01 Stavebnictvi, 63-41-M/02 Obchodni
akademie, 65-42-M/01 Hotelnictvi, 65-42-M/02 Cestovni ruch, 66-41-
L/01 Obchodnik, 78-42-M/02 Ekonomické lyceum)

V RVP pro studijni obory uvedené v nazvu oddilu jsou uvedeny nasledujici pozadavky na cile a

vysledky matematického vzdélavani.

Matematické vzdélavani ma v odborném S$kolstvi funkci vSeobecné vzdélavaci a
prapravnou pro odbornou slozku vzdélavani.

Vseobecnym cilem vyuky matematiky je vychova piemyslivého ¢loveka, ktery bude
umét matematiku pouzivat v ruznych zivotnich situacich (v odborné slozce
vzdélavani, v dalSim studiu, v osobnim Zivot€, budoucim zaméstnani, volném cCase
apod.).

Nize uvedené vysledky vzdélavani a uc€ivo je minimum, co se zaci dan¢ho stupné
vzdélani musi v matematice naudit. V oborech se zvySenymi naroky na vyuku
matematiky musi Skola ve svém Skolnim vzdé&lavacim programu rozsifit obsah
zejména o:

— operace s komplexnimi Cisly a feSeni kvadratickych rovnic v mnoziné C;

— teSeni aplikacnich tloh s vyuzitim funkci, posloupnosti a trigonometrie;

— analytickou geometrii kuzelosecek.

Vzdélavani smetuje k tomu, aby zaci dovedli:

— vyuzivat matematickych védomosti a dovednosti v praktickém Zivoté: pii feSeni
béznych situaci vyzadujicich efektivni zplisoby vypoctu a poznatkl o geometrickych
utvarech;

— aplikovat matematické poznatky a postupy v odborné slozce vzdélavani;
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— matematizovat redlné situace, pracovat s matematickym modelem a vyhodnotit

vysledek feseni vzhledem k realitg;

— zkoumat a fesit problémy vcetné¢ diskuse vysledki jejich feSeni;

— (ist s porozuménim matematicky text, vyhodnotit informace ziskané z rtiznych zdroja

(grafii, diagramui, tabulek a internetu), pfesné se matematicky vyjadfovat;

— pouzivat pomicky: odbornou literaturu, internet, PC, kalkulator, rysovaci potieby.

V afektivni oblasti smétuje matematické vzdeélavani k tomu, aby zéci ziskali:

— pozitivni postoj k matematice a zajem o ni a jeji aplikace;

— motivaci k celozivotnimu vzd€lavani;

— davéru ve vlastni schopnosti a preciznost pii praci.

V tabulce 1 uvedu vysledky vzdélavani zakt a u¢ivo kombinatoriky pro studijni obory.

Tabulka 1: Vysledky vzdélavani a uéivo pro studijni obory viz vyse

Vysledky vzdélavani Ucivo
uziva vztahy pro pocet variaci, permutaci a 7 Kombinatorika, pravdépodobnost a statistika
kombinaci bez opakovani; Y prak‘uckych ulohach
— pocita s faktorialy a kombina¢nimi &isly; variace, permutace a kombinace bez
— uréi pravdépodobnost ndhodného jevu opakovani
kombinatorickym postupem; — nahodny jev a jeho pravdépodobnost,
— uziva pojmy: statisticky soubor, absolutni a nezavislost jevl
relativni ¢etnost, variacni rozpéti; — zaklady statistiky

— &te, vyhodnoti a sestavi tabulky, diagramy a grafy
se statistickymi udaji.

1.1.2 RVP pro nastavbové obory dle RVP (64-41-L/51 Podnikani)

V RVP pro nastavbové obory je uvedeno, Ze cilem ,,vyuky matematiky je vychova c¢loveka,

ktery bude umeét pouzivat matematiku v riznych Zivotnich situacich®. Vysledky vzd€lavani a

ucéivo uvedené v RVP je minimum, co se musi zaci daného stupné vzdélani naudit a navazuji

na obsah a vysledky vzdélavani stanovené RVP pro tfileté obory vzdélani s vyucnim listem.

V oborech se zvySenymi naroky na vyuku matematiky musi Skola ve svém Skolnim

v

vzdélavacim programu rozsitit obsah matematiky podle potfeb vyucovanych oboru. V tabulce 2

jsou uvedeny vysledky vzdélavani zaki a uc¢ivo kombinatoriky pro nastavbové studium.

Tabulka 2: Vysledky vzdélavani a ucivo pro obor podnikani

Vysledky vzdélavani Ucivo
vyuziva vztahy pro pocet variaci, permutaci a kombinaci | 4 Prace s daty, kombinatorika a
bez opakovani pravdépodobnost

— urc¢i pravdépodobnost nahodného jevu kombinatorickym
postupem;

— Cte, vyhodnoti a sestavi tabulky, diagramy a grafy se
statistickymi udaji.
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1.2 Kombinatorika ve Skolnich vzdélavacich programech

V tomto oddile budou stru¢né popsany skolni vzdélavaci programy skol, z nichZ pochazeli zaci

ucastnici se mého vyzkumu. Zvolila jsem 3 stiedni odborné skoly v jednom stfedoCeském mesté.
1.2.1 Stfedni primyslova Skola

Stiedni primyslovéa $kola méa 3 studijni obory: SVP* 23-41-M/01 Strojirenstvi, 26-41-M/01
Elektrotechnika, 36-47-M/01 Stavebnictvi.

Z4ci oborii strojirenstvi, elektrotechnika a stavebnictvi maji ve studijnim planu matematiku
jako samostatny predmét v 1.—4. roCniku v celkovém rozsahu 448 hodin. Dale si mohou
ve 4. ro¢niku studia zvolit jako volitelny pfedmét seminaf z matematiky, jehoz cilem je dalsi
rozvijeni matematickych znalosti a dovednosti studentli a pfiprava na maturitni zkousku ¢i

pfijimaci zkouSky na vysokou Skolu.

Tematicky celek kombinatorika je zahrnut na zacatku 4. ro¢niku studia v rozsahu 20 hodin
vramci pfedmétu matematika. Dale je také probirdn v seminafi z matematiky. V SVP je

uvedeno:
Obsah vzdélavani:

— variace, permutace a kombinace bez opakovani

— faktorial, kombinacni ¢islo

Vysledky vzdélavani a kompetence: Zak

— rozlisi variace, permutace a kombinace

— matematizuje redlné situace

— upravuje a fesi vyrazy a rovnice s faktoridly a s kombina¢nimi ¢isly

1.2.2 Obchodni akademie

Obchodni akademie ma 2 studijni obory: SVP: 63-41-M/02 Obchodni akademie, 78-42M/02

Ekonomické lyceum.

Z4ci oboru obchodni akademie maji ve studijnim planu matematiku jako samostatny predmat
v 1.-3. ro¢niku v celkovém rozsahu 340 hodin. Dale si mohou ve 4. ro¢niku studia zvolit jako

volitelny pfedmét seminaf z matematiky a praktikum z matematiky, jehoz cilem je dalsi rozvijeni

* Neuvadim odkazy na prisluiné SVP, aby nedoslo k identifikaci dotazovanych ugiteld.
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matematickych znalosti a dovednosti studentli a pfiprava na maturitni zkousku ¢i pfijimaci

zkousky na vysokou Skolu.

Tematicky celek kombinatorika, pravdépodobnost je zahrnut na zacatku 3. ro¢niku studia
v rozsahu 38 hodin v ramci pfedmétu matematika. Dale je také probiran v seminafi z matematiky

a v praktiku z matematiky na konci 4. roéniku v celkovém rozsahu 10 hodin. V SVP je uvedeno:

Obsah vzdélavani:

variace, permutace a kombinace

— faktorial

— vlastnosti kombinacnich ¢isel, Pascaltv trojuhelnik
— binomicka véta

Vysledky vzdélavani a kompetence: Zak

— uziva zékladni kombinatoricka pravidla
— rozpoznava kombinatorické skupiny (variace, permutace a kombinace)
— urcuje pocet variaci, kombinaci a permutaci
— uziva je v redlnych situacich
— pocita s faktoridly a kombina¢nimi ¢isly
— vyuziva vlastnosti kombinac¢nich ¢isel (Pascaltv trojuhelnik)

— pouziva binomickou vétu pfi feSeni uloh
Zaci oboru ekonomické lyceum maji ve studijnim planu matematiku jako samostatny predmét
v 1.—4. ro¢niku v celkovém rozsahu 460 hodin. Dale si mohou ve 4. ro¢niku studia zvolit jako
volitelny pfedmét semindf z matematiky a praktikum z matematiky, jehoZz cilem je dalSi rozvijeni
matematickych znalosti a dovednosti studenti a pfiprava na maturitni zkouSku ¢i piijimaci

zkousky na vysokou Skolu.

Tematicky celek kombinatorika, pravdépodobnost, statistika je zafazen na druhé pololeti
3. ro¢niku studia v rozsahu 31 hodin vramci pfredmétu matematika. Dale je také probiran
VvV seminafi z matematiky a v praktiku z matematiky na konci 4. ro¢niku v celkovém rozsahu
10 hodin. SVP obsahuje:

Obsah vzdélavani:

— variace, permutace a kombinace

— faktorial, kombinac¢ni ¢islo — vypocty

—  binomické véta
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Vysledky vzdélavani a kompetence: Zak

— uziva zékladni kombinatoricka pravidla

— rozpozna kombinatorické skupiny (variace, permutace, kombinace bez opakovani)
— urcuje pocet variaci, kombinaci a permutaci

— uziva vztahy pro pocet variaci, kombinaci a permutaci

— pocita s faktoridly a kombina¢nimi Cisly

— pouziva binomickou vétu

1.2.3 Integrovana stiedni Skola hotelového provozu, obchodu a sluzeb

ISS HPOS ma tii étyileté studijni obory: SVP: 65-42-M/01 Hotelnictvi, 65-42-M/02 Cestovni
ruch, 66-41-L/01 Obchodnik a dale dvoulety studijni obor: 64-41-L/51 Podnikani, jedna se tzv.

0 nastavbu po vyuceni zéka.

Zaci oborii hotelnictvi, cestovni ruch a obchodnik maji ve studijnim planu matematiku jako
samostatny predmét v 1.—4. ro¢niku v celkovém rozsahu 256 hodin. Déle si mohou ve 4. ro¢niku
studia zvolit jako volitelny pfedmét seminaf a cvi¢eni z matematiky, jehoz cilem je, aby si zaci

zopakovali, upevnili a prohloubili diive ziskané matematické znalosti a dovednosti.

Tematicky celek kombinatorika, pravdépodobnost a statistika Vv praktickych tlohach je

zahrnut na konci 4. ro¢niku studia v ramci pfedmétu matematika. V SVP je uvedeno:
Obsah vzdélavani:

— variace, permutace a kombinace bez opakovani
Vysledky vzdélavani a kompetence: Zak
— uziva vztahy pro pocet variaci, permutaci a kombinaci bez opakovani
— pocita s faktoridly a kombina¢nimi Cisly
Zaci oboru podnikéni maji ve studijnim planu matematiku jako samostatny piedmét
v 1.-2. ro¢niku v celkovém rozsahu 128 hodin. Déle si mohou ve 2. ro¢niku studia zvolit jako
volitelny pfedmét seminaf a cvi¢eni z matematiky, jehoz cilem je, aby si studenti zopakovali,

upevnili a prohloubili dfive ziskané matematické znalosti a dovednosti.

Tematicky celek prace s daty, kombinatorika a pravdépodobnost je zahrnut na konci

2. roéniku studia v rAmci pfedmétu matematika. V SVP je uvedeno:
Vysledky vzdélavani a kompetence: Zak

— vyuziva vztahy pro pocet variaci, permutaci a kombinaci bez opakovani
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2 Kombinatorika v u¢ebnicich

V této kapitole bude nejprve uveden piehled vét (bez dukaz) a definic tykajicich se

kombinatoriky a poté pichled uc¢ebnic pro stiedni skoly. Z kazdé ucebnice Vybem5 nekolik

zajimavych tloh.

2.1 Definice a véty

V1.

V2.

D1.
D2.
D3.

V3.

D4.

V4.

D5.

V5.
D6.

Jsou-li A4, Ay, ..., A koneéné mnoziny, které maji po fadé ny,n,, ..., ny prvkd, a jsou-li
kazdé dv¢ z téchto mnozin disjunktni (tj. A; N A; = @ pro kazdé i # j), pak pocet prvki
mnoziny A; U A, U ...U A, jeroven n, + n, + -+ + ng.

Pocet vSech uspotadanych k-tic, jejichz prvni ¢len Ize vybrat n,; zpisoby, druhy clen
po vybéru prvniho ¢lenu n, zplsoby atd. az k-ty ¢len po vybéru vSech predchazejicich
Clent ny, zptisoby, je roven ny *n, - -+ - ny.

Pro kazdé n € N definujeme:n!=1-2-3----(n—1) - n.

0l=1

k-Clennd variace z n prvki je uspofadana k-tice sestavend z téchto prvki tak, ze kazdy se
V ni vyskytuje nejvyse jednou.

Pocet V (k,n) vSech k-¢lennych variaci z n prvka je

Vik,n) =nn—1)(n—-2)..(n—k+1) =ﬁ

Permutace z n prvku je kazda n-¢lennd variace z téchto prvku neboli kazdd uspotfadana
n-tice sestavena z téchto prvka tak, ze kazdy se v ni vyskytuje praveé jednou.
Pocet P(n) vSech permutaci z n prvki je

Pn)=Vnn)=nn-1)(n—2)-----2-1=n!

k-¢lennd variace s opakovanim z n prvki je uspofadand k-tice sestavend z téchto prvki
tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse k-krat.

Pocet V'(k,n) vSech k-¢lennych variaci s opakovanim z n prvki je V' (k,n) = n*.
Permutace s opakovanim z n prvki je kazda uspotadana k-tice sestavena z téchto prvki

tak, ze kazdy se v ni vyskytuje asponl jednou.

®> Ulohy vyberu takové, které jsou bud’ pouze v dané udebnici, nebo maji zajimavy kontext nebo se mi zdaji

Iv v

[aoys
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V6.

D7.

D8.

V7.

D9.

V8.
Vo.

V10.
V11

Pocet P'(ky, k5, ..., k) permutaci s opakovanim z n prvki, v nichz se jednotlivé prvky

(ki+ ky+4kp)!
kqlky! - kp!

opakuji kq, ks, ..., ky-krat, je P'(kqy, ko, ..., ky) =
k-Clenna kombinace z n prvkl je neuspotfddand k-tice sestavend z téchto prvki tak, ze
kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou.

k-Clennd kombinace zn prvki je k-prvkova podmnozina mnozZiny témito n prvky
urcené.

Pocet K (k,n) vSech k-Elennych kombinaci z n prvki je

Vik,bn) nn—1)(Mn—-2).(n—k+1) n!
K(k,n) = = =
k! 1:2---k k!'(n—k)!
Pro kazdé n,k € Ny, k < n, je (Z) = k'(:ik)'.

Prokazd¢én € Nplati () = (") =1,(}) =n,(3) = 1.
Pro kazdé n, k € No,k < n,plati (", ) = (}).
Pro kazdé n,k € No, k < n, plati (7) + (,7,) = (317)-

Pascaltiv trojuhelnik

1 3 3 1
1 4 6 4 1

V12. Pro vSechna Cisla a, b a kazdé ptirozené ¢islo n plati

(a+b)"

= (g) a™ + (711) a™ b + (;) a>?p? + -+ (Z) a™kpk 4+ ... + (n f 1) ab™ ! + (Z) "

D10. k-¢lenna kombinace s opakovanim z n prvki je neusporadana k-tice sestavena z téchto

prvki tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvySe k-krat.
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V13. Pocet K'(k,n) vsech k-Elennych kombinaci s opakovanim z n prvki je
n+k— 1)

K'(k,n) =< I

V nasledujicim oddile bude uveden rozbor ucebnic pro stiedni Skoly. Ucebnice jsem zvolila
jak soucasné, tak i star$i, jedna ucebnice je elektronicka, ostatni tisténé. Dale jsem chtéla ukazat
rozdil mezi ucebnicemi uréenymi pro gymnazia a u¢ebnicemi pro sttedni odborné skoly. Popisi,
jak je v ucebnicich kombinatorika vysvétlena, pii¢emz uvedu nékolik ilustrativnich piikladu a
uloh s komentafem. N¢kterd zadani jsem pro Usporu mista zkratila (tak, aby nedoslo ke zméné

vyznamu). U vybranych tloh uvadim v hranatych zavorkach i vysledky.
Terminologicka poznamka: Dale v textu pouzivam terminy piiklad a Gloha. Termin piiklad je

urcen pro oznaceni uloh, které jsou v ucebnici feSeny, pro ostatni ulohy je ur¢en termin tloha.

2.2 Matematika pro gymnazia: Kombinatorika, pravdépodobnost,
statistika (autoii Emil Calda, Vaclav Dupac, nakladatelstvi

Prometheus, rok vydani 2009)
Potadi probiranych témat je nasledujici:

1. Uvod, 2. Zakladni kombinatoricka pravidla, 3. Variace, 4. Permutace, 5. Kombinace,
6. Shrnuti I, 7. Ulohy k opakovéani, 8. Variace sopakovanim, 9. Permutace s opakovanim,
10. Kombinace s opakovanim, 11. Shrnuti II, 12. Ulohy k opakovani, 13. Vlastnosti
kombinaénich &isel, 14. Binomicka véta, 15. Shrnuti I11, 16. Ulohy k opakovani

2.2.1 O ucebnici

Kapitoly zacinaji kratkym Uvodem, kde je popsano, ¢eho se tykaji. Déle je uvedena definice
konkrétniho pojmu a nasleduje odvozeni vzorce pro vypocet.
Napi. kombinatoricka pravidla jsou ukazana na konkrétnim ptikladu.
Priklad
Urcete pocet vSech piirozenych dvojcifernych Cisel, v jejichz dekadickém zapisu se
kazda cislice vyskytuje nejvyse jednou.
Reseni
1. zplsob. Na misté desitek mlze stat libovolna z deviti ¢islic 1,2, ---,9, nebot’ zde

nesmi byt Cislice 0. Ke kazdé z téchto deviti moznosti pro vybér Cislice na misté
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desitek existuje devét moznosti, jak vybrat ¢islici pro misto jednotek: mize zde totiz
byt Cislice 0 a jakakoli z osmi Cislic, ktera je rizna od cislice stojici na misté desitek.
Pocet uvazovanych dvojcifernych ¢isel je tedy 9 - 9 = 81.

2. zpusob. VSechna pfirozend dvojcifernd Cisla l1ze rozlozit do dvou disjunktnich
skupin tak, Ze v prvni jsou dvojciferna Cisla s riznymi a ve druhé dvojciferna cisla
s tymiz Cislicemi. Je zfejmé, Ze vSech dvojcifernych ¢isel je 90 a dvojcifernych
S tymiz Cislicemi 9; oznacime-li p hledany pocet dvojcifernych ¢isel s riznymi
Cislicemi, plati p +9 = 90. Odtud dostdvame, Ze je p = 81. (Calda, Dupac, 2009,
s. 8)

Jinde je odvozeni udélano zobecnénim konkrétniho ptikladu (kap. 5, 9, 10 ucebnice).

Mame ur€it pocet vSech permutaci s opakovanim zn prvki, v nichz se jednotlivé prvky
opakuji k,-krat, k,-krat, ..., k,-krat; znaceni P'(kq, ko, ..., k). Vzorec odvodime z konkrétniho
prikladu.

Ptriklad
M¢jme pét riznych prvkld a4, a,, by, by, b3, utvofme z nich vSech 5! permutaci a
zkoumejme, kolik ztéchto permutaci se ztotozni, jestlize u vSech péti prvkua
odstranime indexy, tj. polozime a; = a, = a,b; = b, = b3 = b. Které permutace
zprvkl aq,ay, by, by, b3 se po odstranéni indexi ztotozni napf. s permutaci
(b,a, b, b,a)? Ztejmé to budou permutace: (by, a1, by, b3, a), (by, ay, by, bs, ay),

(b1, ay, bs, by, a3), (by, az, b3, by, ay),

(b2, ay, by, by, a3), (by, az, by, bs, ay),

(b2, aq, bs, by, az), (by, az, bs, by, ay),

(b3, ay, by, by, a3), (bs, az, by, by, ay),

(b3, ay, by, by, az), (bs, az, by, by, ay).
Je vidét, Ze to jsou prave ty permutace, V nichZ jsou prvky aq, a; na mistech druhém
a patém a prvky b4, b,, b na pistech prvnim, tfetim a ctvrtém. Pro umisténi na téchto
mistech vSak mame pro prvky aq,a, pravé 2! a pro prvky by, b,, b; pravé 3!
moznosti, takze — v souladu s uvedenym vyétem — splyne s permutaci (b, a, b, b, a)
celkem 2!-3! =12 puvodnich permutaci zpéti prvkd a,,a,, by, by, bs. Timto
zpisobem se vSech 5! permutaci z danych péti prvkd a4, ay, by, by, bz rozlozi
do takovych tfid, ze v kazdé budou prave ty permutace, které se po odstranéni indext

u danych prvkll ztotozni. A protoze kazda tato tfida odpovida jediné permutaci
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s opakovanim ze dvou prvkl a a tfi prvka b, a protoze ma 2!- 3! ¢leni, plati pro

jejich pocet P'(2,3): P'(2,3) = —, neboli P'(2,3) = &2 (Calda, Dupag, 2009,

213! 213!

s. 41)
Napf. pro variace je ukazano obecné odvozeni.
Ptiklad
Mame urcit pocet vSech k-Elennych variaci z n prvki; znaceni V (k, n).
Je tedy ddno n navzdjem ruznych prvkl a ptirozené Cislo k, k < n. Schematické

znazornéni, jak vybrat jednotlivé Cleny:

Uspotadana k-tice I.¢len | 2.¢len | ... | (k — 1)-ni ¢len | k-ty ¢len
Moznosti vybéru z n prvki n n—1|...| n—((k-2) |n—(k—-1)

Podle kombinatorického pravidla souinu (viz V2, oddil 2.1) je pocet vSech téchto
usporadanych k-tic roven soucinu

nn—1)mn-2) ...(n—(k—l)) =nn—-1)(n—-2)..(n—k+ 1), coz  je
vysledek. (Calda, Dupac, 2009, s. 13)

Véty o kombinacnich ¢islech jsou dokazany az po uvedeni dané véty. Po teorii je uvedeno

nékolik piiklada a uloh.

Podle mého nazoru je tato ucebnice jedna zhodné pouzivanych ucebnic matematiky
na gymnaziich. Myslim, Ze pro studenty gymnazii je latka vysvétlena dostate¢né a 1 piiklada a
uloh je zde dost vzhledem k tomu, Ze jsou zde i kapitoly (kap. 7, 12, 16), které obsahuji pouze
ulohy.

2.2.2 Vybrané ulohy

1. Urcete, kolika zptlisoby lze sestavit rozvrh na jeden den pro tfidu, v niz se vyucuje dvanacti
pfedmétim a kazdému nejvyse jednu vyucovaci hodinu denné, ma-li se skladat ze Sesti
vyucovacich hodin. V kolika z nich se vyskytuje dany pfedmét a v kolika z nich je tento
pfedmét zafazen na 1. vyucovaci hodinu? [V (6,12) = 665280, s danym piedmétem
6-V(5,11) = 332 640, s danym pfedmétem v 1. hodiné V(5,11) = 55 440] (s. 16)

2. Dokazte, ze pro pocet k-Clennych variaci zn prvka plati V(k,n) =nV(k—1,n—1).
[V(k—-1,n-1)= n[(n - 1D(n-2)(n—3) - (n -1-(k—-1- 1))] =n[(n—1)(n-
-2)(n—=3)-(n—k+1)] =V(k,n)] (s. 16)

3. Urcete, kolika zptisoby mtize m chlapcii a n divek nastoupit do zastupu tak, aby

a) nejdiive staly vSechny divky a pak vSichni chlapci; [n! m!]
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b) mezi zadnymi dvéma chlapci nebyla zadna divka ani mezi zadnymi dvéma divkami nebyl
zadny chlapec; [2n! m!]
C) mezi zadnymi dvéma chlapci nebyla zadna divka. [(n + 1)!m!] (s. 23)

4. Vyjadrete kombinacnimi Cisly, kolika zplisoby mtize m chlapct a n divek utvofit tanecni par.
(-G - (632

5. Urcete pocet prusecikil vSech thlopti¢ek konvexniho n-thelniku, nemaji-1i Zadné tii spolecny
vnitini bod. [(})] (s. 34)

6. Urcete, kolika zplisoby se kolem kulatého stolu mize posadit pét muzi a pét Zen tak, aby
zadné dve zeny nesed¢ly vedle sebe. [2 - 5! 5! = 28 800] (s. 34)

7. Jméno a prijmeni kazdého obyvatele méstecka s 1500 obyvateli miize zacinat jednim
ze 32 pismen. Dokazte, ze aspon dva obyvatelé mésteCka maji stejné inicialy. [pocet
moznych inicial je V'(2,32) = 1 024] (s. 40)

8. Urcete, kolika zplisoby je mozno ptemistit pismena slova BATERKA tak, aby se souhlasky a
samohlasky stiidaly. [4! z—:] (s. 46)

9. Urcete pocet vSech trojuhelniki, z nichz zadné dva nejsou shodné a jejichz kazda strana ma

velikost vyjadienou jednim z ¢isel 4, 5, 6, 7. [K'(3,4) = (g) = 20] (s. 51)

2.3 Kombinatorika pro 2. ro¢nik gymnazii se zaméfenim
na matematiku (autor Antonin Vrba, nakladatelstvi SPN, rok
vydani 1978)

Potadi probiranych témat je nasledujici:

1. Poradi, variace a kombinace, 2. Faktoridly a kombinaéni ¢isla, 3. Binomicka v¢éta,
4. Variace s opakovanim, kombinace s opakovanim a pofadi s opakovanim, 5. ReSeni

kombinatorickych uloh, 6. Zobrazeni kone¢nych mnozin, 7. Vysledky cviceni

2.3.1 O ucebnici

Kapitoly 1, 4, 5 zacinaji konkrétnim ptikladem, ktery je zobecnén a vyfeSen. Na zakladé feseni je
odvozen napt. vzorec pro vypocet permutaci.

Priklad
Do skolni jidelny pfisla skupina 35 zakt. Urcete, kolika zptsoby se mohli setadit

do fronty u vydeje obédu.
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Jednotlivé zptisoby se budou lisit pofadim, v némz zaci u okénka stoji. Mame tedy
uréit poradi viech potadi 35 zaki. Ulohu zformulujeme a vyfesime obecné:

Urcete pocet vSech poradi prvki neprazdné konecné k-prvkové mnoziny M. Poradim
se zde mini usporddana k-tice navzajem riznych prvki mnoziny M.

Hledany pocet oznac¢ime P(k)6. Pocet P(k) bude ovSem zaviset jen na ¢isle k a ne
na dalgich vlastnostech mnoziny M a jejich prvki’.

Je-li ¢islo k malé, mizeme najit pocet pofadi P (k) tak, Ze systematicky sestavime
vSechna potadi a pak spocitame, kolik jich je. (...)

Obecné pro kazdé piirozené ¢islo n plati, ze P(n + 1) = (n + 1)P(n). (...)

O vzorec P(n + 1) = (n + 1)P(n) se budeme opirat pii dikazu véty (viz V4). (...)
Podle Pm+1)=(Mm+ 1)P(n) je pak Pn+1) =n+1)P(n) =m+ )n(n -
—1-...-2-1 a vzorec tedy plati i pro Cislo 7z+1, ¢imz je diikaz hotov.

(...) Pocet riznych front, které mohli zaci v jidelné utvotit, ¢ini

P(35) =35-34-..-2-1. (Vrba, 1978, s. 3)

V kapitole 2 jsou uvedeny potiebné matematické symboly (faktorial, kombinacni ¢islo) pro
jednodussi a prehlednéjsi zapis. VEty o vlastnostech kombinacnich ¢isel jsou zde dokazany vzdy
po uvedeni pfislusné véty. Ve 3. kapitole je na zaklad¢ znalosti pfedchoziho uciva sepsana
binomickd véta a poté 1 dokdzana. Po teorii nasleduji cviceni, kde se vyskytuji i ulohy,
ve kterych se prokéze, zda Zaci latku pochopili, ¢i nikoli (jedna se o lohy, ve kterych musi zaci

vysvétlovat, zdivodiovat).

Tuto ucebnici uvadim pro zajimavost, jedné se o u€ebnici, ktera je jiz nékolik desitek let stara.
Kladné hodnotim zpracovani jednotlivych kapitol (hlavné kap. 1, 4, 5), protoze je v nich pékné
rozepsan postup feSeni ukazkovych ptikladi. Téchto piikladi je vSak malo. Myslim, ze
schopnéjsi zak by se podle této ucebnice mohl kombinatoriku naucit sdm. Bohuzel se jedna
0 starou ucebnici, takZe graficky neni pfili§ ptehledna (napf. neni zvyraznéno, co je dilezité a co

mén¢ dulezité).
2.3.2 Vybrané ulohy

1. V Ceskoslovensku je souvisla Zelezniéni sit’ s 3 714 stanicemi. Zjistéte, kolik riiznych druht

jizdenek za obycejné jizdné by musela nechat natisknout Zelezni¢ni sprava, kdyby na kazdé

®V Giloze bude k = 35 a M skupina zaki, hledame P(35).
" Po&et pofadi 35 zakil je stejny jako pocet potadi 35 parnich lokomotiv &i pocet poradi 35 bodd v roving.
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jizdence  byly uvedeny dvé stanice: nejprve  vychozi a pak cilova.
[V(2,3714) =3714-3713](s. 8)

2. Vroviné je dano 7 bodl, znichz zadnymi tfemi neprochazi pfimka a zadnymi Ctyimi
kruznice. Kazdymi tfemi ztéchto bodi vedeme kruznici. Kolik kruznic dostaneme?
[K(3,7) = 222 = 35] (s. 8)

321
2.4 Matematika pro 2. ro¢nik gymnazii. Kombinatorika (autor
Jozef Smida, nakladatelstvi SPN, rok vydani 1989)

Poradi probiranych témat je nasledujici:

1. Uvod, 2. Matematick4 indukce, 3. Pocet prvkl kone¢nych mnozin, 4. Kombinatorické
ulohy 1, 5. Variace sopakovanim, 6. Variace bez opakovani, 7. Poradi (permutace),
8. Kombinace, 9. Kombina¢ni ¢isla, 10. Kombinace s opakovanim, 11. Kombinatorické tlohy 2,

12. Binomicka véta, 13. Vyzkousejte se, 14. Vysledky uloh

2.4.1 O ucéebnici

V kapitolach 4 a 11 jsou feSené piiklady a na zavér kapitol je uvedeno néekolik tloh.
Od 5. kapitoly je vzdy uvedena definice pojmu, na kterou navazuje piiklad ¢i ptiklady, které jsou

feSeny vypisovanim vSech moznosti (viz ilustrace dole).

Piiklad
Je dana kone¢na mnozina M = {a, b, c}. VSechny dvoj¢lenné variace S opakovanim

ze tii prvka této mnoziny jsou:

(-..)

Pii teSeni uloh neni obvykle tfeba hledat a vypisovat vSechny k-Clenné variace
s opakovanim z n prvki dané mnoziny, ale staci zjistit jejich pocet. V dalSim budeme
tento pocet oznacovat V'(k,n). (Smida, 1989, s. 36)

Déle v ucebnici nésleduje vzorec pro vypocet a jeho dikaz (kap. 5, 6).

U kapitol 7, 8, 10 je ptfipomenuta piedesla latka pomoci piikladl, které vedou na moznost

feSeni jinym pojmem napi. n-€lenné variace bez opakovani z n prvkl lze fesit jako permutace
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z n prvku. Nasleduje definice a zapsani vzorce pro vypocet. V 9. kapitole je z piikladu odvozen

vzorec pro vypocet kombinaci a uvedeno kombinacni ¢islo.

Ptiklad

Napiste vSechny: a) tficlenné kombinace, b) tfi¢lenné variace bez opakovani z prvkl
mnoziny M = {a, b, c,d}.

Reseni

a) kombinace

{a,b,c}

{a,b,d}

{a,c,d}

{b,c,d}

b) variace bez opakovani
[a,b,c] |a,c,b] [b,a,c] [b,c,a]l |[c,a b] [c b,a]
la,b,d] [a,d,b] [b,a,d] [b,d,a]l |[d,a,b] |[d,b,a]
la,c,d] [a,d,c] I[c,ad] [c,d,a]l [dac] |[dca]
[b,c,d] [b,d,c] [c,d,b] |[c,b,d] |[d,b,c] |d,c,b]

Vsimnéte si, Ze variace jsme ziskali utvofenim vSech potadi ptislusné kombinace.
Vidime, Ze pro pocet téchto variaci plati V(3,4) = K(3,4) - P(3) = 4- 3! = 24.
Zobecnéni postupu z feSeni prikladu ndm umozni odpovédét na otdzku, kolik je
k-¢lennych kombinaci z n prvkd.

Jelikoz k-Elenné variace z n prvkil lze ziskat z k-Elennych kombinaci z n prvka tak,
Ze utvotime vSechna potfadi (permutace) kazdé k-Clenné kombinace, je k-Clennych
variaci k!-krat vice nez k-Clennych kombinaci z téhoZ poctu prvkii.

Plati V(k,n) = K(k,n) - P(k).

v (k,n) 2. (Smida, 1989, s. 60)

Z tohoto vztahu dostaneme K (k,n) = = W ot

V této kapitole je zminén Pascaliiv trojuhelnik a véty o vlastnostech kombinacnich ¢isel.
V kapitole 12 je uvedena binomické véta a poté dokdzana. U kazdé kapitoly po teorii nasleduji

ptiklady a ulohy.

Stejn¢ jako V piipadé pfedchozi uebnice se jednd o starSi publikaci. Z hlediska vyuky je
dalezité, ze v ucebnici jsou uvedeny nejprve ptiklady a az poté vzorce pro vypocet. Povazuji
za vhodné kapitoly 4 a 11, kde je hodné uloh. V kapitole 4 jsou kombinatorické tlohy, které maji
zaci teSit bez znalosti kombinatoriky, coz je podle mého ndzoru dilezité, Zaci nejsou hned

od zacatku tlaceni k pouzivani vzorcid. U piikladl je pekné rozpracovano feseni.
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2.4.2 Vybrané ulohy

1.

V nékterych zemich davaji rodice détem pii narozeni vice jmen. Kolik riznych
»pojmenovani‘“ nejvyse tfemi jmény muze dit¢ dostat, je-li kK dispozici 300 riznych jmen?
(Na potadi jmen v ,,pojmenovani ovSem zalezi.) [Dit¢ muze dostat jedno, dvé nebo tii
jména, pficemz jsou vSechna tfi rtizna. Celkem to je 300 + 300 - 299 + 300299298 =
= 26 820 600 moznosti.] (s. 35)

Je dan ctverec ABCD. Kazdou z tse¢ek AB,BC,CD,AD, AC obarvime jednou z péti barev.
Kolik je téchto obarveni, povazujeme-li za rtizna obarveni ta, kdy takto obarvené ctverce
nelze ztotoznit Zadnym premisténim? [30 obarveni] (S. 52)

Jizdenky dopravniho podniku maji devét ocislovanych okének. Kolika zpisoby Ize nastavit
navzajem rizné kody v oznacovacim strojku, dirkuji-li se tfi nebo Etyii okénka? [K(3,9) +
+K(4,9) = 210] (s. 62)

V domé¢, ktery ma Sest podlazi (pfizemi a pét poschodi), je vytah. Vypocitejte, kolika
riznymi zpusoby lze vyjet z pfizemi do patého poschodi. Zptsob jizdy vytahu je dan tim,
Vv kterych podlazich se zastavuje. Vytah se pohybuje pouze smérem nahoru. Chceete-li si jizdy

vytahu zaznamenévat, muzete to udélat pomoci znakt 1, 0 — vytah zastavi, vytah nezastavi.

[16] (s. 81)

2.5 Komplexni Cisla, kombinatorika, pravdépodobnost a statistika:

matematika pro stfedni Skoly (autofi Jarmila Robova, Martin
Hala a Emil Calda, nakladatelstvi Prometheus, rok vydani
2013)

Potadi probiranych témat je nasledujici:

1. Zéakladni kombinatoricka pravidla, 2. Permutace, 3. Variace, 4. Kombinace, 5. Vlastnosti

kombinagnich &isel, Pascaliv trojithelnik, 6. Binomicka véta, 7. Ulohy k opakovani I,

8. Permutace s opakovanim, 9. Variace s opakovanim, 10. Kombinace s opakovanim, 11. Ulohy

k opakovani 1, 12. Exkurze do historie

2.5.1 O ucéebnici

Na zacatku kazdé kapitoly (kap. 1-4, 8-10) je uveden piiklad, po kterém nasleduje definice

pojmu a odvozeni vzorce pro vypocet a nékolik ptikladi a uloh.
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Priklad

Kolika zplisoby se na ¢tyfmistnou lavici letniho kina mohou posadit ¢tyti divaci?
Ulohu vyfesime nejprve tak, Ze vypiSeme viechny moZnosti; tento zpiisob se da sice
pouzit pro konecny pocet divaki vzdy, ale pii jejich velkém poctu bude ¢asové velmi
naro¢ny. Oznacime-li jednotlivé divaky B, C, D, je pro jejich rozsazeni na ctyimistné
lavici téchto 24 moznosti:

[4,B,C,D] [AB,D,C] [AC,B,D] [ACD,B] [AD,BC] [AD,CB]
[B,A4,C,D] [B,A,D,C] [B,CAD] [BCD,A [BDAC [BD,C,A]
[c,A B,D] [C,AD,B] [C,BAD] [CBDA [CDAB] [CD,B,A]
[D,A,B,C] [D,AC,B] [D,B,AC] [D B,CAl [D,CAB] [DC,B,A]

Zajimame-li se vSak pouze o pocet téchto zplisobti a uvédomime-li si, ze se jedna
0 pocet uspotfddanych Ctvetfic sestavenych ze Ctyf prvkl, mlZeme pouzit
kombinatorické pravidlo soucinu: (...)

Uspotadané ctverice ze Ctyf prvki z predchazejici ilustraéni ulohy se nazyvaji
permutace, presnéji feceno permutace ze Ctyt prvkda.

Obecné definujeme: viz D4, oddil 2.1.

Kolik permutaci zn prvki? Odpovéd ziskdme podobnym zplsobem jako
v predchozi uloze, a to uzitim kombinatorického pravidla soucinu: (...) Pocet
permutaci zn prvka je proto roven sou¢inu n-(n—1)-(n—2)-..-3-2-1.

(Robova, Hala, Calda, 2013, s. 68)

V kapitolach 2 a 4 jsou zavedeny matematické symboly (faktorial, kombinaéni ¢islo) pro
jednodussi a prehlednéjsi zapis feSeni. V kapitole 5 jsou nejprve z piikladi odvozeny véty
0 vlastnostech kombina¢nich ¢isel a poté véty zapsany. V kapitole zabyvajici se binomickou
vétou je nejprve uvedeno odvozeni véty a pak je véta zapsana. Na zavér je uvedeno néco malo

Z historie, co se tyka kombinatoriky, coz v uc¢ebnicich nebyva pravidlem.

Jednotlivé kapitoly jsou pekné graficky zpracovany, jsou zde odlisné oznacCeny definice a véty

.. . . vi 8 - ., .
a jinak jsou oznaceny poucky" ¢i zajimavosti.

Ucebnice se mi velice libi, na rozdil od starSich ucebnic je p&€kné graficky zpracovana.

Vhodné jsou i kapitoly (7, 11), kde jsou dalsi ulohy.

8 Napt. poznamky k definicim a v&tam nebo popsani, co je to anagram, apod.
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2.5.2 Vybrané ulohy

1. Hlavni mésto Svambranie ma 500 000 obyvatel, 7adny znich nema na hlavé vice neZ
500 000 vlast. Je jisté, Ze mezi témito obyvateli jsou urcité¢ dva, ktefi maji stejny pocet
vlast? [Jisté to neni.] (S. 68)

2. Urcete, kolika zpiisoby muize pii nastupu, kterym se zahajuje volejbalovy turnaj, nastoupit
n hract
a) do fady, v niz hra¢ A stoji na prvnim misté, [(n — 1)!]

b) do fady, ve které hraci A, B nestoji vedle sebe. [n! — 2 - (n — 1)!] (s. 69)

3. Urcete, kolika zplisoby je mozné sestavit pro danou tiidu Sestihodinovy rozvrh hodin
najeden den, ma-li vném byt zdeseti vyuCovanych pfedmétli kazdy nejvys jednou.
[V(6,10)] (s. 75)

4. V kolika bodech se protind deset ptimek v roviné, z nichz Zadné dvé nejsou rovnobézné a
zadné tii neprochazeji tymz bodem? [(120)] (s. 79)

5. Kolik trojuhelnikli je mozné sestrojit z usecek o délkach 4 cm, 5 cm, 6 cm, 7 cm a 8 cm?
Trojuhelniky mohou byt i rovnostranné nebo rovnoramenné. [K'(3,5) — 1] (s. 98)

6. Urcete, kolika zplisoby se ze vSech ptirozenych ¢isel od jedné do padesati daji vybrat tii,

jejichz soucet je sudé Cislo. [(225) 25+ (235)] (s. 99)
2.6 Matematika SS: Kombinatorika (autor Martin Krynicky, 2010)

Potadi probiranych témat je nasledujici:

1. Zéakladni kombinatoricka pravidla, 2. Variace, 3. Permutace, 4. Kombinace, 5. Ulohy
s faktorialy a kombina¢nimi ¢isly, 6. Kombinatorické ulohy bez opakovani, 7. Variace
s opakovanim, 8. Permutace s opakovanim, 9. Kombinace s opakovanim, 10. Kombinatorické
ulohy s opakovanim, 11. Dalsi vlastnosti kombinac¢nich ¢isel, 12. Binomicka véta, 13. Uziti

binomické véty
2.6.1 O ucebnici

Jedna se o internetovou ucebnici, jejiz podobu autor prubézn¢ upravuje.

Kapitoly zacinaji n€kolika ptiklady, na které navazuje definice pojmu a odvozeni vzorce pro
vypocet, piip. véty. Autor nechava odvozovani a dokazovani hodné na zakovi (jak je zfejmé

z pedagogickych poznamek, kterymi sviij text doprovazi).
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Priklad

Ur¢i pocet k-Clennych variaci z n prvki.

Reseni:

Vytvatime usporadanou k-tici z n prvka?

1. ¢len: n moznosti,

2. ¢len: n — 1 moZnosti,

3. ¢len: n — 2 moznosti, (vZdy odecitame od n ¢islo o jedna mensi, nez kolikaty je

¢len)

(k — 1)-ni¢len: n — (k — 2),
k-ty ¢len: n — (k — 1).
MozZnosti kombinujeme:

n-(n—l)(n—Z)-...-(n—(k—l)) =n-(n—-1)n-2)-...(n—k+1)
Pedagogicka pozndmka: VétSina studentl sestavi vyraz:
nm—-1)n-2)-..-(n—k),
nejdiive je pouze upozoriiuji, aby si prepocitali pocet ¢lend.
Pocet k-Clennych variaci zn prvka znac¢ime Vi (n) nebo V(k,n), n€kdy se také
oznacuje jako variani €islo.
Pedagogickd poznamka: V dalSim textu budeme disledné pouzivat pouze zapis
Vi (n). Je podle mé logi¢téjsi nez v novych uéebnicich pouZivany zapis V(k,n).
Zapis Vi (n) lépe koresponduje se zapisem permutaci P(n). Zakim iikam, Ze
Vv zavorce vzdy uvadime pocet prvkd, ze kterych vybirdme, a jako index, kolik prvki

vybirame. (Krynicky, 2010, hodina ¢. 090104, s. 2)

Dale je uveden vzorec pro vypocet variaci, viz V3 v oddile 2.1.

Jsou zde graficky zvyraznény definice, véty a vzorce. V kapitolach 3 a 4 jsou uvedeny
matematické symboly (faktoridl, kombinacni cCislo), které umoznuji jednodussi a ptrehlednéjsi
zapis feSeni. Ddle jsou zde jiz zminéné pedagogické poznamky a na zaver kazdé kapitoly je
kratké shrnuti. V ucebnici jsou pouze piiklady, u nckterych je uvedeno 1 vice feSeni.
Ve zvlastnim souboru ke kazdé kapitole jsou ulohy, definice a véty pro zéky. Na dalsi ulohy

autor odkazuje na publikaci ,,Matematika — pfiprava k maturit¢ a k pfijimacim zkouskam

na vysokeé skoly* od Jindry Petakové.
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Ze vsech ucebnic, které jsem méla k dispozici, je v této asi nejvice ptikladi a Gloh. Pripada mi
velice vhodné, Ze autor hodné véci nechava na zacich, aby k matematickym poznatkiim dospéli
sami. Ale nejsem si jista, zda by se tato metoda dala pouzit na SOS, alespoii podle mé
zkusSenosti. Ne vSude jsou zaci, ktefi jsou svymi védomostmi schopni se aktivné podilet

na vyuce. A také ucitelé jsou limitovani ¢asem a mnozstvim latky, kterou musi s zaky probrat.

Tato ucebnice se zda byt spiSe pro ucitele nez pro zéky, aby ji méli k dispozici pfi vyuce.
V textech je vSe feSeno, zaci by nebyli nuceni pfemyslet, ale mohli by se na feSeni podivat

do udebnice. Zaktim bych dala k dispozici pouze soubor s tlohami.
2.6.2 Vybrané ulohy

1. Barvy na monitoru jsou vytvafeny smichdnim tii barev (RGB — Cervend, zelend, modra). Jas
kazdé z nich mizeme ménit od 0 do 255. Kolik barev je na monitoru mozné vytvofit?
[256 - 256 - 256 = 16 777 216] (hodina ¢. 090102, s. 3)

2. Kral ma osm dcer. Ur¢i, kolika zpisoby muze vybrat dvé dcery, které chce snist stohlavy

drak (vzhledem k tomu, Ze drak bude jist obé princezny najednou, nezalezi na tom, kterou
vybereme jako prvni a kterou jako druhou). [% = 28] (hodina ¢. 090103, s. 3)

3. Je dan ctverec ABCD, na kazdé z jeho stran je ddano n vnitfnich bodf. Uré¢i pocet
trojithelnikd, které maji vrcholy v téchto bodech a na riiznych stranach &tverce ABCD. [4n3]
(hodina ¢. 090103, s. 4)

4. Televizniho potfadu, ve kterém divaci kladou politikim nepfijemné otazky, se ucastni
I ob¢ané Nora, Oldfich, Pavlina, Radek, Stanislav, Tamara a UrSula. Kazdy ucéastnik muize
polozit jednu otazku. Urci pocet vSech moZnych potadi, ve kterych:

a) mohou polozit své dotazy, [P(7) = 7! = 5 040]

b) polozi dotazy nejdiive Zzeny a pak muzi, [4! 3! = 144]

C) polozi sviij dotaz Pavlina a hned po ni Radek, [6! = 720]

d) Nora polozi svijj dotaz diiv nez Tamara. [7;' = 2 520] (hodina ¢. 090106, s. 4)

5. Silené smutnou princeznu pfisSlo rozesmat 20 kejklift, 35 komikd, 41 Saskd, 27 zpévaka,
12 bavict, Zlatovlaska, Kocour v botiach a Hloupy Honza. Ur¢i pocet vSech potadi,
ve kterych mohou pted princeznu predstoupit:

a) vsichni uchazeci, [138]
b) pouze kejklifi a $asci, [61!]

C) pouze komici a po nich zpévaci, [35! 27!]
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d) nejdiive vSichni baviéi, [12! 126!]

e) kazda  skupina  uchaze¢d  pohromadé, pohadkové  bytosti na  konci,
[5!20!35!141!127!112!3!]

f) prvni Zlatovlaska, druhy Kocour v botach a tteti Hloupy Honza, [135!]

g) vsichni uchazecéi tak, aby byl Hloupy Honza byl prvni nebo druhy, [2 - 137!]

h) vsichni uchazeci tak, aby Kocour v botach nebyl prvni, [137 - 137!]

i) vSichni uchazeci tak, aby Hloupy Honza byl nejhuife desaty, [10 - 137!]

J) Zlatovlaska pied Hloupym Honzou a Kocourem v botach ostatni libovolné. [%8!] (hodina

¢. 090106, s. 5)
6. Urci, kolika zptisoby miize n tabornikli nastoupit na rozcvicku:

a) do tady, [n!]

b) do fady, na jejimz kraji stoji tabornik VI¢i Drap, [2(n — 1)!]

c) do fady, ve které stoji vedle sebe VI¢i Drap a Sovi Oko, [2(n — 1)!]

d) do fady, ve které stoji vedle sebe trojice tabornikd VI¢i Drap, Sovi Oko a Medvédi Tlapa,
[B'(n—2)]

e) do fady, ve které VI¢i Drap nestoji vedle Rysiho Sparu, [n! — 2(n — 1)!]

f) do kruhu, v némz zalezi pouze na vzajemném umisténi tabornikli a ne na jejich poloze
vzhledem k okoli. [(n — 1)!] (hodina ¢. 090107, s. 3)

7. Na osobnim oddéleni velké firmy pracuje jako obyCejny zaméstnanec z Zen a m muzi. Pocet
zen je veétsi nez pocet muzi. Kromé nejvysSi vedouci, kterd ma v mimofadné oblibé
hromadné néstupy, mé oddéleni navic jesté tfi dalsi vedouci pracovniky, ktefi se nepocitaji
ani mezi muze ani mezi zeny. Ur¢i kolika zplisoby je mozné:

a) postavit vSechny zaméstnance oddéleni do fady u piilezitosti blahopiani vedouci
k vyznamnému Zivotnimu jubileu, [(m + z + 3)!]

b) postavit vSechny zaméstnance oddéleni do fady tak, aby vedouci pracovnici stali
na zacatku rady, [3! (m + 2)!]

C) postavit vSechny zaméstnance oddéleni do fady tak, aby vedouci pracovnici stali vedle
sebe, [3!(m+z + 1)!]

d) postavit v§echny zaméstnance oddé€leni do fady tak, aby vedouci pracovnici, muzi i Zeny
stali pohromadg, [3!3!m! z!]

e) rozestavit obycejné zaméstnance do fady tak, aby se pravidelné stfidaly Zzeny s muzi a

zbyvajici zeny staly pohromad¢ na tom z kraji fady, kde by jinak stal muz, [2 - m! z!]
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f) rozestavit obycejné zaméstnance podle pohlavi do dvou kruhti ke hrani stmelovaci hry
,,Ja jsem $anon, kdo jsi Ty?, [(m — 1)! (z — 1)!]

g) rozestavit kruh, ktery ve hie ,,JJa jsem Sanon, kdo jsi Ty?“, vyhraje, pokud si vedouci
jeden z kruhti z pfedchoziho bodu vybere a stoupne si v ném na libovolné misto, [m! +
+ z!]

h) rozestavit v§echny zaméstnance kolem kulatého stolu tak, aby vedouci méla vedle sebe
své oblibence Petru a Josefa, [2(m + z + 1)!]

i) rozestavit do jednoho kruhu vSechny muzZe a potiebny pocet zen tak, aby se pohlavi

(m-1)'z!
(z—m)!

pravidelné stiidalo. [ ] (hodina ¢. 090107, s. 4)

. Policejni agent-provokatér vybira ze zasoby peclivé evidovanych bankovek (kazda bankovka
je oznacena Cislem, které umoziuje jeji identifikaci) sumu na uplatky. K dispozici ma celkem
100 bankovek 1000 K¢, 100 bankovek 2000 K¢, 100 bankovek 5000 K¢ a 50 bankovek
10000 K¢. Ur¢i, kolika zptisoby mtize vybrat:

a) 10 bankovek 5000 K& na piijimaci uplatek na VS pravnického sméru, [(11000)]

b) 40 bankovek 10000 K¢ a 20 bankovek 5000 K¢ na ,,pét na stole v ¢eskych® pro byvalého
tajemnika predsedy vlady CR, [(Zg) . (12000)]

c) S bankovek 5000 K¢ tak, aby mezi nimi byla legendarni bankovka E05 752314, se kterou
se mazlil pii svém zatéeni tehdejsi starosta brnénskych Zaboviesk, [(949)]

d) bankovky 1000 K¢, 4 bankovky 2000 K¢ a 2 bankovky 5000 K¢ potiebné k vyfizovani
povoleni k trvalému pobytu na cizinecké policii v Karlovych Varech,
157 - (50 - (5]

e) 4000 K¢ v libovolnych bankovkach na feSeni dopravniho  piestupku,
[059)+ (99 () + ()

f) 6000 K¢ v libovolnych bankovkach na urychleni vyfizovani stavebniho povoleni
na tpravu kiilny na zahrade.[(*2°) + (%) - (*9%) + (*2) - (') + (*2°) + (%) - ("))
(hodina ¢. 090108, s. 4)

. Znama modelka VV ma obrovsky Satnik s velkym vybérem modelii. Naptiklad pro pékné

pocasi ma 15 (6 od prvni a 9 od druhé sponzorské firmy) druhti klobouki, 58 (24 od prvni a

34 od druhé sponzorské firmy) riznych kostymt a 32 (20 od prvni a 12 od druhé) part bot.

Kolika rliznymi zplsoby miize zkombinovat jednotlivé ¢asti obleceni ta, aby byla cela

vybavena od jedné firmy? [6 - 24 - 20 + 9 - 34 - 12] (hodina ¢. 090111, s. 1)
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2.7 Matematika pro stfedni odborné Skoly a studijni obory
stiednich odbornych udilis§t’: 4. ¢ast (autori Oldiich Petranek,
Emil Calda a Petr Hebak, nakladatelstvi Prometheus, rok
vydani 2006)

Potadi probiranych témat je nasledujici:

1. Kombinatorické pravidlo soucinu, 2. Variace, 3. Permutace, 4. Variace s opakovanim,

5. Kombinace, 6. Vlastnosti kombinac¢nich &isel, 7. Binomick4 véta
2.7.1 O ucebnici

Prvni kapitola zacind ptiklady, za kterymi je uvedeno pravidlo soucinu, piiklady a ulohy.
Kapitoly 2, 3, 4, 5 za¢inaji kratkym Gvodem, navazuje na néj definice pojmu a piiklad, po kterém

je odvozen vzorec pro vypocet.

Ptriklad

Napiste vSechny variace treti tfidy z prvka 3,5, 7, 9.

Reseni. Pfi namatkovém vypisovani tdchto variaci by se mohlo stat, Ze na nékterou
zapomeneme. Je proto nutno ve vSech piikladech tohoto typu postupovat
systematicky; v daném piikladu vypiSeme tieba nejdiive vSechny variace obsahujici
prvky 3,5, 7, potom vSechny variace s prvky 3,5, 9, dale vSechny variace obsahujici
prvky 3,7,9 a nakonec vSechny variace s prvky 5,7,9: (...)

Spise nez o vypisovani vSech variaci k-té tfidy z danych n prvki vsak jde o uréeni
poctu vech téchto variaci. Oznacime V} (n) pocet vSech variaci k-té téidy z n prvki;
uzitim kombinatorického pravidla souéinu pocet V,(n) vsSech téchto variaci
odvodime.

(...) Podle kombinatorického pravidla sou¢inu je pocet vSech uspotadanych k-tic
pozadované vlastnosti roven soucinu
nn—-1)n-2)..n—(k—-1D]=nn-1)(n-2)..(n—k+ 1),

takze je V,(n) =n(n—1)(n — 2) ...(n — k + 1). (Petranek, Calda a Hebak, 2006,
s. 53)

Dokazali jsme vétu V3, viz oddil 2.1.

Kapitoly pokracuji piiklady a tlohami. U kapitol 3 a 5 jsou jes$t€¢ uvedeny matematické
symboly (faktorial, kombinaéni ¢islo) pro krat$i zapis a prehlednost vypoétu. V kapitole 6 jsou
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uvedeny véty o vlastnostech kombinacnich Cisel a poté piiklady a ulohy. Je zde také zaveden
Pascaltiv trojuhelnik. V posledni kapitole je na zaklad¢ znalosti pfedchoziho uciva sepsana
binomicka véta a poté 1 dokazana. Je zde nékolik ptikladii a Gloh. Na zavér je uvedeno néco

kratce z historie.

Tato ucebnice se pouziva k vyuce jiz n€kolik desetileti, svéd¢i o tom nekolikaté vydani.
V uéebnici jsou standardni tlohy z kombinatoriky, kterych neni mnoho, ale pro ziky SOS a

SOU, pro které je ucebnice urcena, je dle mého nazoru mnozstvi tloh dostacujici.
2.7.2 Vybrané ulohy

1. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC a na kazdé jeho strané je zvoleno n jejich vnitinich
bodi. Urcete pocet vSech trojuhelnikl, jejichZz vrcholy X,Y,Z leZzi v danych bodech a
na riznych stranach daného trojihelniku ABC. [n3] (s. 52)

2. Urcete, kolik kruZnic je urceno deseti body, jestlize Zadné tfi z t€chto bodii nelezi v jedné

piimce a zadné Ctyii na kruznici. [120] (s. 70)
2.8 Matematika pro netechnické obory SOS a SOU: 3. dil. (autor
Emil Calda, nakladatelstvi Prometheus, rok vydani 2004)
Potadi probiranych témat je nasledujici:
1. Zakladni pravidla, 2. Variace, 3. Permutace, 4. Kombinace, 5. Vlastnosti kombina¢nich
¢isel, 6. Binomicka véta

2.8.1 O ucéebnici

Po kratkém uvodu je uvedena definice ¢i pravidlo (kap. 1, 2, 3, 4) a nasleduje piiklad, na kterém
je definice ¢i pravidlo vysvétleno.

Priklad

Pro ilustraci tohoto pojmu jsou vV nasledujicim schématu vypsany vSechny

dvojclenné a troj¢lenné variace ze Ctyt prvki a, b, ¢, d:

(..)
[a,b,c] [a,c,b] [b,a,c] [b,c,a]l |[c,ab] [cb,a]
[a,b,d] [a,d,b] [b,a,d] [b,d,a] [d,a,b] |[d,b,a]
[a,c,d] [a,d,c] [c,a,d] [c,d,a]l [d,ac] |[d,cal
[b,c,d] [b,d,c] [c,d,b] |[c,b,d] [d,b,c] |d,c,b]

(Calda, 2004, s. 173)
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Dale je odvozen vzorec pro vypocet variaci V3, viz oddil 2.1.

Piiklad

Pocet k-Clennych variaci zn prvki budeme znaéit V(k,n) a ur¢ime ho pomoci

kombinatorického pravidla soucinu.

(..)

Tento postup si mizeme znazornit nasledovné:

Vybér ¢lenti usporadané k-tice

1.

2.

(k — 1)-niho

k-tého

Pocet moznosti vybéru z n prvki

n

n—1

n—(k—2)

n—(k—1)

Podle kombinatorického pravidla soucinu (viz V2, oddil 2.1) dostavame, Zze pocet

V (k,n) vSech téchto uspotadanych k-tic je roven sou¢inu

nn—1Mn-2)(n—-(k-1))=nn-1mn-2) (n—k+1). (Calda, 2004,

s. 173)

Vsechny kapitoly pokracuji feSenymi piiklady a tlohami. V kapitolach 3 a 4 jsou uvedeny
matematické symboly (faktoridl, kombinacni ¢islo) pro krat$i zépis a ptehlednost vypocta.
V kapitole 5 jsou nejprve uvedeny véty o vlastnostech kombinacénich ¢isel a poté fesené piiklady
a ulohy. Je zde také zaveden Pascaliv trojuhelnik. V posledni kapitole je na zakladé

znalosti predchoziho uciva sepsana binomicka véta a poté i dokazana. Je zde n€kolik feSenych

ptikladt a uloh.

Ucebnice je uréena pro netechnické obory SOS a SOU, éemuz odpovida i obsah, nejsou zde

variace s opakovanim, permutace s opakovanim ani kombinace s opakovanim, ale zaroven

ucebnice splituje pozadavky pro statni maturitu platné od Skolniho roku 2009/2010°.

2.8.2 Vybrané ulohy

1. Urcete pocet vSech ptimek, které prochazeji danymi dvaceti body, jestlize

a) zadné tii nelezi v piimce, [(220)]

b) pravé pét jich lezi v piimce. [(220) - (g) + 1] (s. 187)
2. Je dana ctvercova sit, ve které je 10 vodorovnych a 15 svislych pifimek. Urcete, kolik je

V této siti obdélnikd, jejichz vSechny Ctyfi strany lezi na piimkach této site. [(120)(125)]

(s. 187)

% Viz: Katalog pozadavki zkousek spole¢né ¢asti maturitni zkousky platny od roku 2009/2010: Matematika,

zéakladni uroven. http://www.novamaturita.cz/index.php?id document=1404033138
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Pokud bych si méla vybrat mezi uvedenymi uc¢ebnicemi, které bych chtéla pouzivat pti vyuce
kombinatoriky, tak z hlediska zpracovani bych zvolila uc¢ebnici Komplexni c¢isla, kombinatorika,
pravdépodobnost a statistika: matematika pro stiedni skoly (viz oddil 2.5). Ucebnice je pékné
graficky zpracovana, coz umoznuje rychlou orientaci v textu. Nebo elektronickou ucebnici
Matematika SS: Kombinatorika (oddil 2.6), z niZ bych pouzila jak vykladovou ¢ast, tak i vétsinu
uloh a ptikladii. Vyklad kombinatoriky je nechadn spiSe na zédkovi a jsou zde jen pomoci ptikladii
odvozeny vzorce. Ucebnice obsahuje zajimavé, netradi¢ni ptiklady a tlohy; Vv jinych uéebnicich
jsem se s takovymi ulohami nesetkala. Ulohy bych &erpala i z udebnice Kombinatorika pro
2. rocnik gymnazii se zamérenim na matematiku (oddil 2.3) a u€ebnice Matematika pro 2. rocnik

gymnazii. Kombinatorika (oddil 2.4), protoze obé ucebnice obsahuji zajimavé ulohy.
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3 Vyuka kombinatoriky a vyzkum v didaktice

matematiky

V této kapitole jsou shrnuty ¢tyti vyzkumy, které se tykaji kombinatoriky. Pfi jejich vybéru jsem
se fidila pozadavkem, aby se tykaly ruznych aspekti zkoumané problematiky. Prvni z nich se
zabyva zakovskymi strategiemi pii feSeni kombinatorickych tloh, druhy se tyka chyb, kterych se
zaci pii teSeni uloh dopoustéji, tfeti se vénuje tomu, jak provést kontrolu feSeni
kombinatorickych uloh a zda Zaci kontroly uloh provadéji, a posledni vyzkum se zabyva
vysledky zaku, ktefi se ucili kombinatoriku standardné, a zaku, kteti kombinatoriku probirali
s interaktivni tabuli a bez pfed¢asného pouziti vzorct. Vyzkumi podobného typu je samoziejmé

mnohem vice, zde uvedené je tedy tieba brat spise jako ilustrativni k dané problematice.
3.1 Strategie FeSeni kombinatorickych uloh

Zakovskymi strategiemi feSeni kombinatorickych tuloh se zabyva vyzkum M. Janackové a
J. Janacka (2006). Konkrétné autofi zkoumali strategie feSeni Sestnactileté divky Jane u Ctyf

kombinatorickych tloh.
1. Megsto

Domy na obrazku jsou oznacené jako obdélniky, mezi nimi jsou ulicky. Mame zjistit, kolika
zpusoby se lIze dostat z mista A do mista C, pokud se budeme pohybovat v ulicich mésta jen

nahoru a doprava?

D C

A B
2. Ledni hokej

Hokejovy zéapas skoncil 2 : 3. Jaké jsou mozné dil¢i vysledky, které by vedly ke konecnému

skore tohoto zapasu?
3. Ptihradky

Napiste vSechny moznosti, ve kterych 5 mict A, B, C, D, E mlze byt umisténo do dvou

piihradek u a v tak, ze 2 micky jsou v pfihradce u a 3 micky v piihradce v.
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4. Rada
Kolika zptsoby je mozné dat do fady tii o a dva m?

Viechny problémy jsou izomorfni'®, miZeme je fesit jako jeden problém, pii pouziti
zastupnych znaku 0 (tfi symboly) a 1 (dva symboly) tak, Ze symbol 0 znamena:
1. vpravo
2. g0l dal soupeftici tym
3. mice dat do piihradky v
4. symbol o

a symbol 1 znamena:

1. nahoru

2. g6l dal domaci tym

3. mice v pfihradce u

4. symbol m

[lustrativni priklad
D © [pozice [L.p™[2.p|3.pl4p|5.p
cesta |0 1 0 0 1

I
I R

A B

Problémy teSila Jane, Zakyn¢ 2. ro¢niku stfedni Skoly. Jane byla pfi feSeni problému natocena
na video a poté bylo video pfepsano 1 s Casovym protokolem.
Autori identifikovali celkem 11 strategii, které pouzila Jane pii feSeni.
1. Strategie vy¢erpani podmnoziny (of exhausted subset) — zak hleda novou strategii, protoze je
jiz vy€erpana podmnoZina permutaci se spoleénym rysem:
a) Permutace s urcitou spole¢nou piedponou — tj. permutace, které jsou totozné az na urcitou

pozici. Viz piiklad 1: permutace (a)—(c), tj. permutace, které za¢inaji symboly 10.

1% Tzomorfni ulohy — ulohy, které jsou formalng identické, ale 1isi se v povrchové struktufe.

11 v o .
1.p—5.p — oznaceni pozice
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b) Permutace, u kterych se az do urCitého mista pravidelné stfidaji symboly 0 a 1. Viz
priklad 1: Permutace (a)—(e), tj. permutace, kde se stfidaji symboly 0 a 1 na prvnich dvou
pozicich.

c) Permutace, u kterych je nejprve sekvence jednoho symbolu a na néj navazuje sekvence
druhého symbolu. Viz piiklad 1: permutace (g), (h).

d) Permutace, které maji symbol 1 v urCité poloze. Viz piiklad 2: permutace (c)—(f),
tj. permutace maji symbol 1 na tieti pozici.

e) Permutace, které obsahuji vSechny mozné uspofadani dvou symbold 1 v danych

pozicich. Viz priklad 2: permutace (a), (¢), (d).

Piiklad 1:
(a) 10100 (c) 10001 (€) 01100 (g) 00011
(b) 10010 (d) 01010 (f) 01 (h) 11000
Piiklad 2:

(a) 11000 (d) 10100 (g) 10010 (j) 01001
(b) 11 (€) 00110 (h) 10001 (k) 00011
(c) 01100 (f) 00101 (i) 01010

. Skupinova strategie — jizZ zjiSt€né permutace se pouzivaji ke zjisténi dalSich permutaci.

Priklad:
1p. 2p. 3p. 4p. 35p. Lp. 2p. 3p. 4p. 5p. lp. 2p. 3p. 4p. 5p.
@ 1 o0 1 0 0 (b) 1 0o 0 1 0 () 1 o o0 0 1
v VvV V ¥V v Vv VvV 'V
(do 1 o 1 0 (&) 0 1 1 0 0

V — oznacuje zménu na jiny symbol

. Strategie konstantniho zac¢atku — vSechny kroky jsou stejné az do toho mista, kde v ptipadg,

ze by nedoslo ke zméné¢, tak by permutace byla totozna s predchozi permutaci.

Priklad:
lp. 2p. 3p. 4p. 5p
@1 0 1 0 0
VN
o1 o Jo 1 0
Lol
(©[L_0 Jo 0o 1
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4. Strategie stejného poctu permutaci ve skupinach

Priklad:
Lp. 2p. 3p. 4p. 5p.

(@ 1 0 1 0 0
®» 1 0 o0 1 0
()1 0 0 o0 1
@@o 1 o0 1 0
e 0 1 1 0 o0
® =<4,

0 0 0 1 1

5. Strategie soumérnosti (of symmetry) — symboly O zaménim za 1 a naopak, az do mista, kde to

neni mozné, protoZe by byl ptekrocen pocet daného symbolu. Tento pocet je pfedem znam.

Priklad:
Lp. 2p. 3p. 4p. 5p.
(a1 0 1 0 0
v vV V V
by 0 1 0 1 0

6. Strategie rovnobéznosti (of parallelism) — symboly 0 jsou posunuty o jednu pozici doprava ¢i
doleva a zbyvajici mista zaplnéna symboly 1. Pokud symbol nemiize byt posunut v prvnim

kroku, zlstava na svém misté€ a ostatni symboly se posunou.

Priklad:
1p. 2.p. 3p. 4p. 5p.
@ o0 1 o0 1
V ¢ &
1 o0 1 o0 0
\

©1 1 0 0 0

7. Strategie konstantniho prvku — jeden ze symboli 1 nechame na misté a druhy symbol ma

nahodnou polohu, zbyvajici mista jsou doplnéna symbolem 0.

Priklad:
Lp. 2p. 3p. 4p. 5p.
(@ 0 1 1 0 0
\
b 1 0 1 0 0
\
(¢ 0 0 1 1 0
\
d o o0 1 01
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8. Strategie doplnku vsech tprav — podmnozina permutaci obsahuje vSechna usporadani az

na jedno. Zbyvajici permutace se vytvori pomoci strategie vycerpani podmnoziny.

Priklad:

Lp. A2.p. 3p. | 4p- 5P
@t 1 0o o o
mlo 1 1 lo o
@]t o 1 Jo o

9. Strategie tachometru — jeden symbol 1 je stile v dané poloze a druhy postupné zabira

zbyvajici pozice. Po vyCerpani vSech moznosti je vybrana dalsi pozice a proces se opakuje.

Priklad:

=
o
o
=
=

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
®
(g
()
1)
Q)

Sl S| @ S = - - —
Sle o= mmleoo o =N
Qe =|loco =IO = © W
ol =R IR =T [
= olmre ol s ow

10. Strategie otaceni — nova permutace je vytvoiena oto¢enim piedchozi o 180°.

Priklad:
lp. 2.p. 3p. 4p. 5p.
@ 1 1 0 o0 0
® 0 o o0 1 1

11. Strategie dopliiku vycerpané mnoziny (of complement of the exhausted subset)

Priklad:

)

o
=
=
o
=

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
()
(2)
(L)
(1)

- O oS ©
[N =]
COROROMMEO W
IR — R N
S OO OO D =

Autofi dosli k zavéru, ze Zaci pouzivaji rozdilné strategie, i kdyZ se jednd o izomorfni Glohy.
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Pti planovani vyuky kombinatoriky (zejména pokud jde o vyuku, v niZ hraje dilezitou roli
aktivita zéka) je zaddouci, abychom m¢éli pfedstavu o tom, jakymi zplsoby zéci kombinatorické

ulohy fesi. Proto povazuji tento vyzkum pro svou praci za vyznamny.
3.2 Chyby zaki v FeSeni kombinatorickych uloh

Z4ci se stejné jako v jinych matematickych tématech i v kombinatorice dopoustsji chyb. To bylo

tématem vyzkumu (Batanero, Navarro-Pelayo, Godino, 1997).

Hlavnim cilem vyzkumu Batanero a kol. bylo zjistit vliv implicitniho kombinatorického

modelu na kombinatorické uvazovani zaku pied a po vyuce kombinatoriky.

K ziskani vysledkl autofi pouzili dotaznik, ktery obsahoval 13 kombinatorickych uloh. Autofi
m¢éli dvé varianty, druha méla otocené poradi polozek, tj. zacinala bodem 13 a koncila bodem 1.
Dotaznik ptedlozili 720 zdkim, kterym bylo 14-15 let, na 9 riznych stfednich Skolach
ve Spanélsku tak, Ze polovina zakt kazdé tiidé méla jinou variantu. Zaci na vyplnéni dotazniku
pottebovali hodinu az hodinu a ptl. Z celkového poctu zaki se kombinatoriku jiz ucilo 352 zakd,

ostatni jest¢ kombinatoriku neméli.

Analyzou dotazniku autofi dospéli k souboru chyb, kterych se Zaci dopoustéli. Strucné je
popisi a v tabulce 3 uvedu relativni frekvenci, s jakou se jich dopoustéli zaci pied vyukou a
po vyuce.:

1. Chybny vyklad textu ulohy — chyba se vyskytovala vice ve skupiné zaka, ktefi jiz vyuku
kombinatoriky méli.

2. Chyba potadi — vznika z kritéria kombinace a variace, jestli rozliSovat potadi prvkl nebo ne.
Chyba se vyskytla nejvice ze vSech chyb u Zakl s vyukou kombinatoriky.

3. Chyba opakovani — zak opakuje prvky, kdy to neni mozné, a neopakuje prvky, kdyz je to
zadané. Jedna se o druhou nejcastéjsi chybu u 74kl s vyukou kombinatoriky.

4. Zaména typu objektu — zak povazuje stejné objekty za rizné nebo riizné za nerozlisitelné.
Jedna se o chybu, ktera se vyskytla u zaka s vyukou, jako tieti s nejmensim poctem vyskyta.
U zakt bez vyuky se vyskytla jako v pofadi ¢tvrta nejcastéjsi.

5. Vylouceni n€kterych prvku, které tvoii usporadani — ¢asté U permutaci s opakovanim; pokud
se prvky opakuji, tak je Zaci nezapoditaji. Tato chyba se vyskytla nejméné krat v obou
skupinach.

6. Nesystematické fazeni — vypisovani pokusem-omylem. Byla to nejcastéjsi chyba u skupiny

bez vyuky.
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7. Chybna intuitivni odpoveéd’ — zaci napisi numerické feSeni, aniz by svou odpovéd’ oduvodnili.
Ve skupiné bez vyuky se chyba vyskytla vice krat, nez u druh¢ skupiny.

8. Spatna aritmetickd operace pii feSeni — pouziti kombinace zakladnich pravidel souginu,
souctu, podilu pfi feSeni, namisto vzorce ¢i vypsani moznosti. V obou skupinach se tato
chyba vyskytla malo.

9. Zapomenuti spravného vzorce pro kombinatorickou operaci, kterd byla spravné
identifikovana. Tato chyba se vyskytla pouze u skupiny s vyukou.

10. Zapomenuti vyznamu proménnych vV kombinatorickém vzorci. Ve skupiné s vyukou se chyba
vyskytla v poradi jako tfeti nejvice krat. Ve skupiné bez vyuky se vyskytla v poradi jako tieti
S nejmens$im poctem vyskyti.

11. Chybna interpretace ,,stromu* (schématu) — malo zaku pouziva ,,strom* jako pomoc pro
nalezeni feSeni; pokud jej pouZiji, neuméji ho spravné interpretovat. Tato chyba se vyskytla
pouze ve skupiné s vyukou.

12. Chybn¢ pouzito kombinaéni ¢islo. Chyba se vyskytla v obou skupinach.

13. Zaména typu skupiny prvku — zak véfi, ze se stejné skupiny daji rozlisit, nebo Ze naopak neni
mozné rozliSit rozeznatelné skupiny. Ve skupiné bez vyuky se tato chyba vyskytla v potadi
jako druhé nejcetné;jsi.

14. Chyba v nalezeném rozdéleni — napt. v aloze 62 musime vzit v tvahu viechny nésledujici
rozklady Cisla 4: 4=4+0=34+1=2+2=1+43 =0+ 4. Nektefi zaci brali vavahu

pouze nékteré rozklady ¢isla:

,»10 zpisobi:

A, B, C, D = 1. patro; A, B, C, D = pfizemi;

A, B, C = 1. patro D = ptizemi; A, B, D = 1. patro C = ptizemi;
A, D, C=1. parto B = ptfizemi; B, C, D = 1. parto A = ptizemi;
A, B, C =pfizemi D = 1. parto; A, B, D =ptizemi C = 1. parto;
A, D, C =ptizemi B = 1. parto; B, C, D = ptizemi A = 1. parto.*

Chyba se vyskytla vicekrat ve skupiné bez vyuky, jedna se o tieti nejpocetnéjsi vyskyt.

12 Ctyii déti Alice, Bert, Karel a Diana jdou spat k babi¢ce domi. Babitka ma dvé mistnosti (jedna je v prizemi,
druhd v 1. patie), ve kterych mohou déti spat. Kolika zptisoby si mohou déti u babicky vybrat misto na spani?
(Mohou spat vSichni v jedné mistnosti.)
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Tabulka 3: Seznam chyb s po¢ty vyskytu v jednotlivych skupinach

Chyby Pocet vyskytu chyby | Pocet vyskytu chyby
ve skupiné s vyukou | ve skupiné bez vyuky
1. | Chybny vyklad textu tilohy 145 36
2. | Chyba potadi 787 153
3. | Chyba opakovani 563 145
4. | Zaména typu objektu 26 241
5. | Vylouceni nékterych prvki, které tvoii usporadani 20 3
6. | Nesystematické fazeni 50 1678
7. | Chybna intuitivni odpovéd’ 29 220
8. | Spatna aritmeticka operace pfi feseni 24 19
9. | Zapomenuti spravného vzorce pro
kombinatorickou operaci, kterd byla spravné 156
identifikovana
10. | Zapomenuti vyznamu proménnych 458 30
vV kombinatorickém vzorci
11. | Chybnad interpretace ,,stromu” (schématu) 36
12. | Chybné pouzito kombinacni ¢islo 103 213
13. | Zameéna typu skupiny prvki 42 280
14. | Chyba v nalezeném rozdéleni 36 272
Vice nez dvé chyby 226 388
Z4dné feseni 549 648

Podle vysledki dotazniku ma vyuka kombinatoriky pozitivni vliv na vyskyt chyb. Zaci bez
vyuky méli primérné 10,59 chyby na zéka a Zaci s vyukou méli 7,01 chyby na zaka. U kolika
zakl se vyskytly vice nez dvé chyby a kolik jich nemélo zadné feseni, je vidét pro jednotlivé
skupiny v tabulce 3. U zakd, kteti se kombinatorice jiz ucili, se v8ak vyskytoval jiny typ chyb,
které poukazovaly na nepochopeni vyznamu kombinatorické operace.

Autofti déle zjistili, Ze jednotlivé strategie se prolinaji, Zaci nepouzivaji k feSeni jedné ulohy
pouze jednu strategii, ale pouzivaji jich vice.

S 17 zaky autofi udélali rozhovor, ve kterém zjistili, ze ani v pfipad¢, ze Zaci pouziji stejnou

strategii pti feSeni dvou kombinatorickych uloh, nepovazuji tyto lohy za rovnocenné.

Podle Odvarka (1990) je zdrojem castych chyb v kombinatorice snaha zaki o rychlé vyteseni
ulohy tak, Ze za¢nou uplatnovat vzorce, aniz by provedli rozbor tlohy a pfislusnou matematizaci.
To odpovida i nékterym vyse uvedenym chybam.

Pro ucitele je dobré veédét, jakych chyb se Zaci nejcastéji pii feSeni kombinatorickych tloh
dopoustéji, aby mohli pfi vyuce s chybami pocitat a vhodnym zpisobem vyuky jim pfedchazet a
pfipadné didakticky vyuZzivat. Popis chyb zakl pti feSeni vybranych kombinatorickych tuloh je

jednim z cild i mé diplomové prace (viz kap. 4).
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3.3 Zpusoby kontroly iFeSeni kombinatorickych tuloh

U kombinatorickych uloh je obtizné délat zkouSku, neexistuje zaddny osvédceny, zaruceny
zpusob, jak najit chybu v feseni. Pokud né&jakou chybu najdeme, neznamena to jeste, ze nalezené
feseni je spravné.

Mashiach Eizenberg a Zaslavsky (2004) se zabyvali otazkou ,,Jak ov¢fit feSeni studentt a jaké

strategie studenti pouzivaji k ovéfovani?*“. Zaroven se autofi pokusili o vyhodnoceni u¢innosti

jednotlivych strategii.

Vyzkumu se zacastnilo 14 vysokoSkolskych studenti ve véku 19-24 let, ktefi méli zapsan
alesponn jeden kurz z kombinatoriky a ktefi podle svého vyjadieni neméli zkuSenosti
s ovérovanim vysledkti u kombinatorickych uloh. Studenti fesili 10 kombinatorickych uloh bud’
samostatné, nebo ve dvojicich. Vyzkumnici s nimi vedli rozhovory a pozorovali je pii préci.
Studenti pracujici samostatné méli pfi feSeni premyslet nahlas a studenti pracujici ve dvojici méli
spolupracovat. Se studenty se vyzkumnici setkali ctyfikrat. Prvni setkani bylo 30ti minutové,
ostatni setkani byla dvouhodinova po dobu 2-3 tydnd. Celkem ziskali autofi 108 feSeni

(11 rozhovoru, 10 uloh, 2 pfipady byly bez feseni).

Vyzkumnici pii feSeni Gloh sledovali, jestli studenti ovéfuji sva feSeni z vlastni iniciativy

nebo aZ na vyzvani.

Nejprve studenti fesili tlohy a pouze z vlastni iniciativy ovéfovali sva feSeni. Z celkem
ze 108 feSeni pouze 66 bylo ovéfeno z iniciativy studentt. Pies pokusy zkontrolovat feSeni
zustalo 34 z 66 teSeni Spatné. Pouze 6 z 39 pivodné chybnych feSeni bylo zlepSeno na zakladé

kontroly.

Dale studenti fesili Glohy a na zakladé zadosti vyzkumnika méli provést kontrolu svého
feSeni, bez ohledu na spravnost tohoto feSeni. Pocet feSeni, kde se studenti pokusili o ovétreni
feSeni, stoupl, bylo jich 83 ze 108, ale piesto jej stale nékteti studenti neprovedli (25 ze 108).
Pouze 7 z 51 plvodné chybnych feSeni bylo zlepSeno na zakladé kontroly. U 3 ptipadii doSlo
v ramci kontroly K chybnym upravam, coz vedlo ke 2 feSenim, ktera byla pfed kontrolou

spravna, ale po kontrole byla chybna. Celkem po této ¢asti vyzkumu zistalo 63 chybnych feseni.

Jako posledni ¢ast vyzkumu byli studenti s chybnym feSenim na tuto skute¢nost upozornéni a
opétovné vyzvani, aby provedli kontrolu svého feSeni. Nyni bylo 54 z 63 chybnych feseni
ovéteno, ke zlepseni doslo v 18 pfipadech. Ve 41 ptipadech nebyli studenti schopni zjistit chybu
svého feSeni.
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Autofi vyzkumu identifikovali 5 strategii, které studenti pouzili pro kontrolu feseni

kombinatorickych tloh.

1.

Piepracovani feSeni — studenti piepracovali své feseni tak, Ze vSe (nebo ¢ast) prosli podruhé.
Tento zplisob kontroly byl ¢asty, ale neucinny.

Pfidani odiivodnéni k feSeni — studenti pfipsali odiivodnéni svého feseni. To bylo uzitecné
pro opravu feseni, v nichz byl sice pouzit spravny model, ale v nichZ se objevily dil¢i chyby:
a) oduvodnéni jen nékterého kroku feseni

b) odavodnéni pouzitého modelu FeSeni problému

€) odivodnéni zalozené na analogii k zndmé nebo jiz feSené uloze

Posouzeni piiméfenosti odpovédi — studenti posoudili kone¢ny vysledek, jestli je pfiméteny
k zadanym hodnotam. Touto metodou nelze najit konkrétni chybu, pouze upozorni na chybu.
Studenty bylo malo pouzivané.

Uprava nékterého kroku feseni — studenti si predstavili situaci jinym zptisobem nebo si ulohu

upravili pro mensi Cisla, nez ktera byla v zadani. To v§ak mize zménit povahu problému.

5. Studenti Glohu vyfesili jinou metodou a porovnali vysledky. Jedna se o ¢astou a uzite¢nou
metodu, ale je zde riziko, ze student ziska dv¢ stejné a presto nespravné odpovédi, pokud jsou
feSeni provazana.

Vysledky pouziti strategie 5 ukazuje tabulka 4.
Tabulka 4: Pouziti strategie 5

Celkové Prvni metoda feseni Druha metoda feseni | Porovnani Volba Celkem

pouziti (pfed pouzitim (pouziti strategie 5) vysledkd feSeni

strategie 5 strategie 5)

Nespravné feSeni Spravné feSeni Rizné Druhé 12
(43 pripadi) (13 ptipadd) Prvni 1
Nespravné feseni Stejné Stejné 3
(30 ptipadi) Rizné Druhé 17
T Prvni 9
57 ptipada Fadne 1
Spravné feseni (14 Spravné feseni Stejné Stejné
v e v o 12
pripadd) (12 ptipadi)
Nespravneé feseni Razné Druhé
wr 2
(2 ptipady)

Z celkového poctu 57 ptipadl pouziti se touto metodou zlepsilo 24 feseni.

Studenti se pokusili ovéfit 219 feseni. Tabulka 5 ukazuje, jaké pti tom volili strategie.
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Tabulka 5: Zvolené strategie a zlepSeni feSeni

Typ strategie ovéfeni feSeni Pocet pokust ovéteni Pocet piipadi, ve kterych mélo
touto strategii ovefeni vliv na zlepSeni feseni
1. | Pfepracovani feSeni 83 2
2. | Pridani odiivodnéni k feSeni 57 12
3. | Posouzeni piiméfenosti odpovedi 11 3
4. | Uprava nékterého kroku feseni 11 2
5. | Studenti tlohu vyftesi jinou
o 57 13
metodou a porovnaji vysledky
Celkem 219 32

Nejcastéji pouzivanou kontrolou byla 1 (38 %), 2 (26 %) a 5 (26 %). Mezi nejucinné;si
kontroly patii strategie 2 a 5.

Vyzkum ukazal, Ze kombinatorika je komplexni téma, vzdyt jen 43 ze 108 piivodnich feSeni
bylo spravné. Dale se potvrdilo, ze je nutné studenty vést k ovéfovani feSeni u kombinatorickych
uloh. Neéktefi studenti jsou schopni najit zptsob, jak ovéfit své feSeni bez predchozi vyuky,
pfedevs§im pokud jim n¢kdo fekne, Ze je jejich feSeni chybné. Avsak také se ukéazalo, ze mnoho
studenttl, kteti d€lali kontrolu feSeni at’ z vlastni iniciativy nebo na vyzvu vyzkumnikii, nebylo
schopno najit efektivni metodu ovéfovani a nenasli a neopravili chybu. Ruzné strategie
oveéfovani spravnosti feSeni kombinatorickych uloh by tedy mély byt zatazeny do vyuky

kombinatoriky.

Jak se zmifluji na zacatku tohoto oddilu, kontrola feSeni je diilezita nejen u kombinatorickych
uloh. Zajimalo m¢, jaké zptisoby kontroly feseni jsou mozné u kombinatorickych tloh a zda zaci
zkousky feSeni d€laji. Ve svém vyzkumu jsem se pokusila tento faktor sledovat; zjisténi uvedu

v kapitole 4.

r

3.4 Vyzkum zabyvajici se vyukou kombinatoriky s vyuZzitim
interaktivni tabule a porovnani s vysledky zaki, kteri se uci

kombinatoriku standardné

Neékolika otazkami tykajicimi se kombinatoriky se ve své disertacni praci ,,Interaktivni metody

ve vyuce matematiky* zabyva M. Katkova.

Vyzkumu se zucastnili zaci tii gymnazii (z Ceskych Budé&jovic, Prachatic a BeneSova).

V tabulce 6 uvedu piehled udaji K jednotlivym tfidam.

47




Tabulka 6: Udaje o tiidach

Ttida Skola Pocet Pocet hodin pted Pocet hodin mezi 1. a
zaki 1. testem 2. testem

2.A Gymnézium v Ceskych 7 hodin 7 hodin

e, 27
Budé¢jovicich

8A§ Gymnazium v BeneSové neuveden 15 hodin 3 hodiny

oktava

4.B 31 9 hodin 6 hodin

septima Gymnazium v Prachaticich 26 17 hodin 0 hodin

Ttida 2. A, kterou u¢ila autorka, probirala kombinatoriku pomoci interaktivni u¢ebnice. Zaci
se nedozvédéli zadné vzorce k feSeni kombinatorickych tuloh, ty fesili pouze pomoci pravidla
souctu a sou¢inu. Béhem vyuky se seznamili, pro ulehéeni vypoctii, s kombina¢nim ¢islem a
pojmem n!. Az na konci vyuky se dozvédéli pojmy variace, permutace a kombinace a piislusné

vzorce.

V septim¢ Gymnazia v Prachaticich se ulohy feSily pfevazné logickou tvahou, na konci

kazdého tématu se odvozovaly obecné vzorce, které studenti mohli pouzivat.

Ve tiidach Gymnazia v BeneSové se kombinatorika probirala podle ucebnice od E. Caldy
,Kombinatorika, pravdépodobnost, statistika“. U kazdého kombinatorického tématu se

odvozovaly jednotlivé vzorce.

M. Kafkova ve svém vyzkumu zadala celkem tfi testy. Vstupni, kterym zjistila u zakl jejich
aktualni matematické znalosti, a nasledn€ 2 testy kombinatorické, pomoci kterych zjistovala
rozdily mezi Zaky jednotlivych tfid v tom, jaké maji obtize pii feSeni uloh a ptedevsim do jakeé

miry zaci kombinatoriku pochopili.

Vstupni test napsalo 99 zakli a obsahoval 7 tloh (mnoziny, délitelnost, vyrazy, funkce,
geometrie, kombinatorika) a Zaci mohli ziskat celkem 7 bodl. Pouze 25 % Zaku ziskalo 4 a vice
bodi, nejlépe dopadli Zaci oktavy z Gymnazia v BeneSové, kde necelych 48 % napsalo test

alespon na 4 body.

Prvni test z kombinatoriky psala kazda tfida po jiném poctu oducenych hodin, viz tabulka 6.
Ucitelé test zadali, az kdyz byli pfesvédceni, ze by zaci méli test zvladnout. Test obsahoval
6 tloh (viz oddil 4.3), celkem mohli Zaci ziskat 10 bodi. Nejlépe dopadla tfida autorky, tj. 2. A,
kde necelych 80 % zaki ziskalo alesponi 5 bodi, tj. nejhlife trojku. V ostatnich tfidach alespoi
5 bodu ziskalo 52 %, 42 %, 39 % (oktava, 4. B, septima). Podrobné&jsi vysledky testu uvedu

v oddile 4.3, kde je porovnam s vysledky vlastniho vyzkumu.
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Druhy test z kombinatoriky obsahoval 7 uloh, kde se Zaci museli rozhodovat mezi
6 skupinami (variace, permutace, kombinace s opakovanim i bez), test obsahoval také jednu
rovnici. Zaci mohli ziskat maximéalng 16 bodi. Alespoti 7 bodd, tj. trojku, ziskalo nejvice zaka
opét ve tiid¢ autorky, tj. témét 70 %. V ostatnich tfidach to bylo pouze 42 %, 34 %, 23 %
(septima, 4. B, oktava).

Dle zjisténi autorky vyzkumu byly velké rozdily v feseni iloh mezi t¥idami. Zaci ve téidach,
kde se ucily i vzorce, se je také snazili aplikovat, malokdy ulohu feSili vlastnim tsudkem bez
pouziti vzorct. Pokud zadani ulohy nebylo jednoduché, ve smyslu pouhého dosazeni do vzorce,
méli Zaci problémy s jejim feSenim. Zaci, ktefi se ucili kombinatoriku bez pouziti vzorct, nad

vvvvvv

(M. Kafkova, 2010).

Vyzkum M. Kaftkové je pro mou préaci dilezity, protoze se bezprostfedné dotyka vyuky
kombinatoriky na stfedni Skole, konkrétné s pouzitim interaktivni tabule a bez pouzivani vzorci.
M. Kafkova se zabyva porovnanim zpusobu vyuky a vysledkt zakt na gymnaziich, ja budu ve
svém vyzkumu (viz kap. 4) porovnavat ucitelky a zaky stfednich odbornych $kol. Proto jsem
také pro svou praci pouzila zadani 1. testu, ktery navrhla a pouzila ve svém vyzkumu

M. Kafkova.
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4 Vlastni vyzkum

Béhem své praxe a predev§sim béhem své prace ucitelky na stiedni Skole pii diskusich se
zkusen¢jSimi kolegy jsem si zacala pii vyuce kombinatoriky uvédomovat, ze kazdy ucitel ma

k vyuce kombinatoriky jiny pfistup. Proto jsem si polozila tyto otazky:
Jak uci kombinatoriku mi kolegové?
Jak se jejich zpiisob vyuky odrazi v uvazovani a feSeni uloh u zaka?

Na tyto otazky jsem se snazila najit odpoveédi pomoci rozhovori S uciteli a naslechi na jejich

hodinach a testt, které byly zadany zakim.

Z diivodu dostupnosti jsem zvolila tfi stfedni odborné Skoly (Obchodni akademii, Stfedni
primyslovou $kolu a Integrovanou stfedni Skolu) v malém stfedoCeském mésté. Rozhovor jsem
udélala s celkem Sesti vyuCujicimi matematiky, z toho byl jeden muz. Jedna pani ucitelka jeste

nikdy kombinatoriku neucila. Naslechy jsem vykonala u dvou ucitelek.

Na dvou stfednich Skolach (Stfedni pramyslové Skole a Integrované stiedni Skole) jsem
nechala zadat test v celkem Sesti tfidach u dvou ucitelek (na kazdé skole dala jedna pani ucitelka

testy ve tiech tfidach). Celkem test vyplnilo 97 zakl 4. ro¢niku stfedni skoly.
4.1 Rozhovory s ufiteli

Jak jsem uvedla vyse, rozhovor jsem udélala s Sesti uditeli, udaje o nich jsou uvedeny v tabulce
7.

Tabulka 7: Seznam ucitelt

Utitel/ka | SS, na které uéi Délka praxe na | Poznamka
SS
BO Obchodni akademie 30 let v dob¢ dotazovani kombinatoriku neucila
SI Integrovana stfedni $kola | 4 roky kombinatoriku uéila poprvé
HPOS
CS Integrovana stiedni Skola | 7 let pan ucitel, ktery kombinatoriku v dobé
HPOS dotazovani neucil
VS Integrovana stiedni Skola | 25 let kombinatoriku ucila, byla jsem u ni na
HPOS naslechu
HS Stfedni pramyslova skola | 17 let kombinatoriku ucila, byla jsem u ni na
naslechu
RP Stredni pramyslova skola | 26 let v dob¢ dotazovani kombinatoriku neucila
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Otazky pro rozhovor jsem podle vyvoje rozhovoru trochu upravovala ¢i prehazovala jejich

poradi. Pfipravené jsem méla nésledujici otazky:

Jak dlouho ucite na stfedni Skole?
V jakych rocnicich se na vasi skole u¢i kombinatorika?
Uz jste tuto latku ucil/a?

Jaké obtize zaci u kombinatoriky podle vas ma;ji?

o B~ w0 D

Jak pfistupujete k vyuce kombinatoriky? Podle ¢eho se fidite? Jaké zdroje pouzivate? Jak

probihaji vase prvni hodiny pfi vyuce kombinatoriky? Jakymi ptiklady zacinate?

6. Jaka je vyhoda vaseho piistupu ke kombinatorice oproti napt. piistupu v ucebnicich?

7. Pozadujete po zécich, aby si pamatovali vzorce a pouzivali je, 1 kdyz by ulohy dokazali
vytesit jinak (bez pouziti vzorci)? Kdyz uz chcete, aby zici pouzivali vzorce, mohou
pouzivat tabulky ¢i jiné pomiicky, kde by méli vzorce zapsany?

8. Pouzival/a jste n€kdy jiny pfistup pfi vyuce kombinatoriky? Pro¢ jste u néj neziistal/a?

9. Jaké vysledky v kombinatorice Zzaci maji?

Rozhovory probihaly ve $kolnim roce 2013/2014 a jejich délka byla mezi 15 a 30 minutami.
Zaznamenavala jsem je na diktafon a zdznam nasledné piepsala do protokold. Shrnuti poznatk

Z rozhovort nasleduje.
Tabulka 7 ukazuje, jakou zkusenost s vyukou matematiky dotazovani ucitelé méli.

Pouze na Obchodni akademii se kombinatorika vyucuje jiz ve tfetim ro¢niku. Na ostatnich

Skolach maji kombinatoriku zafazenu aZ ve ¢tvrtém rocniku studia.

Az na ucitelku SI méli vSichni ucitelé zkuSenost s vyukou kombinatoriky. S ucitelkou jsem SI
tedy rozhovor vedla smérem do budoucnosti, jak planuje vyuku kombinatoriky, ¢eho se obava

apod.

U otazky o obtizich v kombinatorice se nekteti vyucujici vyjadfili  konkrétné

ke kombinatorice, jini vSak mluvili obecn€, v ¢em spatiuji problém u zak v matematice.

Ucitelé¢ se vesmés shodovali, ze vétSina zakli ma problém rozliSit variace, kombinace a
permutace, nejsou schopni poznat, zda zéalezi i nezalezi na poradi. Déale maji Zaci problém
pochopit zadani, porozumét textu, coz se prolina celou matematikou, hlavné témi oblastmi, kde
se vyskytuji slovni ulohy. Problémem jsou podle ucitelii také Spatné matematické zaklady, které
zakiim délaji problémy pii feSeni kombinatorickych uloh. Ucitelé uvadéli, ze Zaci nemaji
problémy, pokud fesi jednoduchou ulohu, kde uz je ze zadani jasné, jakou operaci (variace,

51



permutace, kombinace) maji pouzit, nebo pokud maji vypocitat faktoriadl nebo kombinacni ¢islo

¢i fesit rovnici, kterou nemuseji sestavovat.

BO: ,,Spatné se jim rozliSuje, co je kombinace a co je variace, to je hlavni problém. Myslim,
ze celkem bez problému se popasuji, kdyz pomine ten prvotni Sok z faktoriali a z kombinacniho
Cisla, ze to prosté je nové znaceni, tak pak to nedéla problém. Dobfe se s nimi nauci pracovat a
fesit takové standardni rovnice nerovnice s faktoridly a s kombina¢nimi ¢isly. Problém je, kdyz
je slovni uloha; nejvétsi problém jsou slovni ulohy typu: Zvétsi-li se pocet prvkl o 2, zvéEtsi se
pocet variaci, kombinaci druhé tfidy o néco nebo nékolikrat, tak se jim pak Spatné sestavuje ta

rovnice. Sama nevim proc, ale u téchto uloh prosté narazime.*

VS: ,,Pochopit zadani ulohy, dvé zakladni pravidla, ktera nejsou vétSinou schopni si aplné
uvédomit; kdyz tesi, zda se jedna o variace, permutace, nebo kombinace, tak to jedno zakladni
pravidlo, zda zdlezi, nebo nezaleZi na potadi ve skupinach, to je pro n€ problém a je to zase dano
tim, Ze oni by méli umét Cist ulohu, porozumét textu a vzhledem k tomu, Ze maji problémy

S porozuménim textu, tak se to samoziejmée promité 1 do slovnich tloh tady toho typu.*

Problémy podle ucitelt zacinaji, kdyz se do testu nedavaji tlohy jen na jeden typ operace, ale
jsou to jiz smisené tlohy. To potvrzuje ucitelka VS, ktera to piisuzuje tomu, ze zaci ,,prosté
nepfemysli, neuvazuji“. Ucitelka SI se vyjadiuje podobné: ,,Pokud bude piiklad ,vypocitej
kombinacni ¢islo, permutace... ¢, tak to bude bez problému, to dosadi do vzorce. Ale pokud bude

slovni uloha, na kterou bude tteba zvolit vhodnou metodu vypoctu, tak to bude problém.

Z hlediska vysledkti zakd jen ucitelka BO uvedla, Ze nejsou az tak Spatné, pokud se

kombinatorika vezme jako celek. Ostatni vyucujici uvadéli, Ze jejich vysledky jsou ,,strasné*.

S variacemi, permutacemi a kombinacemi, pokud se vyskytuji ve slovnich tlohéch, maji
podle ucitelll Zaci problémy, ale u rovnic s faktorialy ¢i kombina¢nimi ¢isly nebo s binomickou

vétou velké problémy nemaji, tady se pry da naucit postup.

BO: ,,No, pfekvapivé ne tak Spatny, ale kdyz se to vezme jako celek. ProtoZze pomérné
bezproblémové jsou pro né€ ty rovnice nebo nerovnice s faktoridly, s kombina¢nimi cisly, to se
nauc¢i, odstrani faktoridl nebo kombinacni Cislo a pak je to normalni kvadraticka rovnice,
nerovnice, uz jim to nedéla tak velky problém. Celkem dobfe se nauci pracovat s binomickou
vétou, ta jim taky nedé€la problémy, a asi z téch tii casti nejproblematictéjsi jsou pro né tedy
slovni ulohy, ale to zase neni nic divného, protoze slovni Ulohy a prace s textem je pro né

vV oGe

vzdycky nejtézsi.

U otéazky tykajici se pristupu k vyuce kombinatoriky se odpovédi dotazovanych ucitel lisily.
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Ucitelky BO, VS, HS a RP pfi vykladu kombinatoriky zacinaji tzv. uvodni hodinou, kde
zakim predlozi nékolik redlnych kombinatorickych tloh, aniz by zéaci néco vedéli
0 kombinatorice, a snazi se je feSit. Postupné se zaci pomoci téchto tloh seznamuji s variacemi,
permutacemi a kombinacemi, ze zadani ulohy zjistuji, o jakou kombinatorickou operaci se
jedna, az poté si tikaji definice a odvozuji vzorce. Zalezi také na reakcich zakd, u nékteré tiidy
jsou zaci schopné;jsi fesit i slozitéjsi priklady.

BO: ,,Mame na za¢atku uvodni hodinu, kde jim ptedestiu asi tak 12 nebo 15 riznych piipadd,
kdy se seznamuji s kombinatorickymi ulohami, a vysvétlime si, cO jsou variace, kombinace
a permutace, a nechavam je, aby si ty Glohy roztfidili do téchto tii kategorii, aby k tomu uréili n a
ka jestli jsou s opakovanim, nebo bez opakovani. To je prvni hodina. A kdyz toto udélame
a nauci se nebo méli by se na tom naucit rozlisit ty konkrétni pfipady, kdy se jedna o variace a
kdy se jedna o kombinace, tak pak teprve za¢iname s variacemi, odvozujeme vztahy a pocitame

ulohy na variace, na permutace a potom na kombinace.*

VS: ,Méam vzorové piiklady zpraxe, kde se Zaci sami, aniz by vedéli, ze se jedna

0 kombinatoriku, seznadmili s illohami typu, které patii do kombinatoriky.*

Zbyli dva ucitelé zac¢inaji rovnou vykladem latky. Ukazou zakiim vzorovy piiklad a na ngj

aplikuji teorii (obdobné je to ve vétsin€ ucebnic).

SI: ,,Ridim se podle SVP (...), co se chce u statni maturity, to je pro mé duleZity (...)
ptiklady, které se v maturitnich otazkach vyskytly. Tam to potom sméruju a samoziejmé se pak
také divam do ucebnic, 1 kdyZ to nedélam uplné presné, vybiram spiSe ty jednodussi priklady,

protoze mame dvé¢ hodiny tydné.*

Ucitelky BO, HS a RP uvedly podle svych slov ,,typové tlohy*, kterymi zacinaji. Jedna se
0 ulohy na ,slovniky, cesty, jablka, hruSky, zdmek u sejfu, telefonni ¢islo, SPZ v rliznych

modifikacich, morseovka, volba ¢lent volejbalového druZstva ¢i tfidniho vyboru®.

Kazdy z dotazovanych ucitelli pouZiva rizné zdroje, n&kteti vyuZzivaji tiSténych zdroji —
ucebnice, sbirky, jini maji vlastni ptiklady nebo také hledaji ulohy na internetu ¢i vyuzivaji
DUMy."

Otazku ,Jakd je vyhoda vaseho piistupu ke kombinatorice oproti napf. piistupu
V ucebnicich?“ jsem polozila pouze ucitelkdm BO, VS, HS a RP, které zacinaji tzv. uvodni

hodinou, ostatni ucitelé u¢i podobné, jako je tomu v ucebnicich.

3 DUM - digitalni u¢ebni material na www.rvp.cz.
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Ucitelky BO, HS a RP se odkazovaly pravé na tu prvni hodinu, na rozliSeni variaci, permutaci
a kombinaci, pouziti vlastnich ptikladd. Pani ucitelka BO tekla: ,,No, myslim si, ze hlavné v té
prvni hodin€, protoze to v uclebnici nevidim tak dobfe rozliSeny, omezuje se to tam
na teoretickou definici a ja potfebuju, aby se déti naucily v konkrétnich piipadech urcit, 0 co se
jedna, jestli o variace, kombinace, nebo permutace.” Pani ucitelka VS si naproti tomu nemysli,

ze by méla Gplné jiny pfistup, v ucebnicich se také zacind prikladem.

VS: ,,(...) vétsina ucebnic vychazi s n¢jakym piikladem, tfeba takova klasickd mam pocit, ze
to je v gymnazialni ucebnici, jak se domluvil kovar s majitelem kon¢, Ze mu okova toho koné a
ze za to bude chtit jenom takhle malo, ale potom za dalsi podkovy bude chtit tolik a tolik, to je
takova klasicka, vlastn¢ uz ze starovéku, uloha, ktera pravé tfeba v téch ucebnicich
gymnazidlnich je na tvod (...). Nefekla bych, Ze je to uplné néjaky jiny piistup, ale je pravda, ze
ne asi ve vSech ucebnicich, ale jak tfikdm, ja pouzivam téch ucebnic jenom par urcité, kdyz
pracuji s n¢jakymi novymi piiklady nebo novymi piistupy, tak to spis zjist'uju pies internet nez

V uéebnicich.*

Pouze ucitelka RP chce, aby si zaci pfi probirani latky vzorce pamatovali: ,,Pfi probirani latky

chci, aby si vzorecky pamatovali, ale u ¢tvrtletni pisemné prace sméji mit tabulky.*

Ostatni ucitelé nepozaduji po zacich zapamatovani vzorcl, mohou pouzivat napf. ,,ucebni

pomucku®, kde maji vzorce vypsané, nebo ,,vzorni¢ek* ¢i tabulky.

BO: ,,Ne. Nemusi mit ani tabulky, ale v prvnim ro¢niku si zakladddme seSitek ,vzornicek‘ a
tam si prub&zn¢ pripisuji vzorecky.

VS: ,,Ne, maji je v tabulkach, (...) na ty vypocty bézné v hodinach jim dovoluji vytvofit si
,ucebni pomicku®, to znamena ne tahék, ale ve tvaru opravdu ctvrtka, barevné fixy, popséano atd.

Na téch u€ebnich pomtickach nesmi byt vzorové ptiklady, pouze jenom vzorce.*

Ucitelka VS a ucitel CS u¢i kombinatoriku podle svych slov stale stejnym zpusobem, jiny
pfistup nepouzivali. Ostatni ucitelky u¢i nyni jinak. Ucitelka BO zacinala uéit kombinatoriku
podle ucebnice, nyni ma sviij pfistup (zminovanou tvodni hodinu). Dalsi uvedly, Ze kazdy rok
kombinatoriku uci jinak, zalezi na slozeni tfidy: ,,Kazdy rok u¢im kombinatoriku trochu jinak,
zalezi, jaké je tfida. Také madm na zdky rok od roku niz$i ndroky, postupem c¢asu ji uc¢im vice

jednoduse a minimum, co musim.* (HS)
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4.2 Naslechy na hodinach

Na vyucovacich hodinach, kde se probirala kombinatorika, jsem se byla podivat u dvou ucitelek
(HS, VS) — u kazdé na jedné vyucovaci hoding. Ob¢ hodiny nejdiive stru¢né popisi a nasledné

provedu rozbor s cilem identifikovat hlavni rysy vyukového piistupu obou ucitelek.
4.2.1 Naslech u ucitelky HS

Na néslechu u pani ucitelky HS jsem byla v fijnu 2013, byla to tfeti hodina kombinatoriky,
jednalo se o tiidu 4. PA a pfitomnych bylo 20 zakd. Tato téida se zucastnila mého vyzkumu (viz

oddil 4.3).

Zaci si nejprve zopakuji pravidlo sou¢inu. Pani ugitelka vyvolava Zdka, ktery se snazi fict

pravidlo souéinu, uéitelka mu radi, aby uvedl ptiklad. Zak nevi, tak uvadi ptiklad sama:

1. Mame k dispozici patery kalhoty, 6 kosil a 2 bundy. Kolika zpiisoby se mizeme obléci,

jestliZe si vezmeme od kazdého druhu jeden na sebe?
Ucitelka vyvolava dalsiho zdka a pomaha mu dat pravidlo dohromady. Uvadi dalsi ptiklad:
2. Kolik je ¢tytcifernych Cisel, jestlize se ¢islice nemohou opakovat?

Ucitelka uvadi ptiklad ¢isla, které nepatfi mezi Ctyfcifernd cisla, kde se nesmi Cislice
opakovat. Pomaha zakiim v feSeni navodnimi otazkami; napt. Kolik je ¢isel?, Kolik je cifer?,
zaci postupné odpovidaji. Jeden Zak je vyvolan a tika, Ze na misto tisicovek je moznost dat
10 ¢islic, ucitelka se pta: ,,Muze byt nula na misté tisicovek?*, a jestli je opravdu mozno dat na

misto tisicovek 10 ¢islic. Spravné odpovida jiny zak. Ucitelka zadava dalsi Glohu:
3. Kolik je ctyfcifernych Eisel, jestlize se Cislice mohou opakovat?
Jeden Zak odpovida a ucitelka piSe na tabuli a dava dalsi ulohu:
4. Kolik je ¢tytcifernych ¢isel délitelnych 10, jestlize se ¢islice mohou/nemohou opakovat?

Vyvolany zak chce nejprve fesit ulohu s opakovanim ¢islic, odpovida na otazky, které
poklada ucitelka, napt. Kolik cifer?, Kolik ¢isel?, Kolik je moZnosti na misté jednotek?, A co
misto tisicovek?, Muze tam byt nula?. Spolu s ucitelkou Zak ulohu vyftesi, ucitelka pise feSeni

na tabuli. Dalsi Zak s pomoci uéitelky a navodnych otazek fesi ulohu bez opakovani ¢islic.
Dale na uloze 5 Zaci opakuji, co znamena, Ze zaleZi, resp. nezaleZi na potadi.

5. Vybereme tfi Zaky ze tfidy.
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Ucitelka se pta: ,Jestlize mame ze tiidy vybrat tfi zaky, je jedno, jestli vybereme Martina,
Adama a Petra, nebo Adama, Petra a Martina?* Zaci fikaji, Ze je to jedno. U¢itelka pokrauje a
pta se: ,,A co kdyZ prvni vybrany dostane 100 K¢, druhy 200 K¢ a teti 500 K¢. Je jedno, jestli
vybereme Martina, Adama a Petra, nebo Adama, Petra a Martina?* Zaci spravné usuzuji, Ze to

jedno neni.
Ucitelka zadava dalsi tlohu:

6. Kolika zpisoby mizete navstivit svych 5 oblibenych restauraci, jestlize chceme navstivit

vSechny za vecer?

Zaci nejprve tipuji 25, 20, pak ugitelka poéitd s zaky na tabuli pomoci pravidla souinu.
Nasledné zadava podobnou ulohu:
7. Kolika zplisoby mlizete navstivit 3 restaurace z 8§ existujicich restauraci ve méste?

Ulohu vyfesi Zaci spravné a ucitelka upozoriiuje na to, Ze se jedna o uspofadané trojice, a
odkazuje se na minulou hodinu, aby Zaci uré¢ili, zda se jedna o variace, ¢i kombinace. Zaci uréuji

spravng, ze se jedna o variace, a uditelka zapisuje na tabuli V3(8), vraci se k tloze 6 a zapisuje

na tabuli Vs (5).

Dale ucitelka poklada otazku: ,,Je mozné pfi feSeni ulohy pouzit variace i pravidlo soucinu?*
Zaci pfemysleji a ucitelka se odkazuje na tlohu 2. Jeden zak se hlasi: ,,Variace ¢tvrté tfidy
z deseti.” Ucitelka se pta ostatnich, jestli je to spravné. Po spravné reakci jednoho Zaka, Ze ne, se
pta: ,,Pro¢? Co tam vadi? Jak4 by tam byla i étvefice?* Zaci mléi. Ugitelka tedy vypoéita s zdky
V,(10) a porovnava ziskany vysledek s vysledkem, ktery jim vysel u tlohy 2. U¢itelka poklada
dalsi otazky, jeden Zak upozoriuje, Ze jsou tu navic 1 Cisla, kterd maji na misté tisicovek nulu.
Ttida dofesi ulohu pomoci odecteni ¢isel, ktera maji na misté tisicovek nulu.

Pani ucitelka zakiim ukazuje, jak pocitat variace na kalkula¢ce, pomoci funkce ,,nPr a zadava
nékolik uloh:

8. Vs(8) 9. V10(20)

Upozortiuje, ze vedle je funkce pro pocitani kombinaci ,,nCr*. Pokracuje tlohou:
10. Z 8 barev mame vytvofit trikoloru. Kolik je takovych trikolor?

Nejprve si feknou, co je to trikolora, a poté vyvolany zak diktuje feSeni na tabuli. Ucitelka

zadava podobnou ulohu.

11.Z 10 barev mame vytvofit trikoloru. Kolik je takovych trikolor?
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74k spravné diktuje V5(10). U¢itelku dale zajima, jak zapsat variace vzorcem. Vyvolava zaky
a pomoci otazek davaji vzorec dohromady. Dale pokracuje variacemi n-té tfidy z n prvkl a vraci
se kuloze 6, vypocet zapisuje pomoci faktoridlu a seznamuje s nim zaky. Zadava ulohy

na faktorial, chce po zacich, aby ji fekli, jak by faktorial rozepsali.
12.7! 13.100!

Ukazuje vypocet faktoriali na kalkulacce, zaci vytesi nékolik uloh na kalkulacce:

14. 20! 15.9! 16.70! 17. 69!

Ucitelka uuloh 16 a 17 upozoriuje na omezeni kalkulacek a moznost kraceni faktoriald.

Zadava ulohu:

102!
100!

18

Pomoci ndvodnich otdzek vyftesi s zaky ulohu upravou citatele a zkracenim faktoriald.

Na zéavér hodiny chee ucitelka po zacich, aby ji fekli, co je to faktorial a variace. Vyvolani

zaci se snazi dat dohromady odpovéd’, kterou ucitelka dopliuje.
4.2.2 Naslech u uéitelky VS

Na hodin¢ kombinatoriky u pani uéitelky VS jsem byla v unoru 2013, jednalo se o 6. hodinu

kombinatoriky ve ttidé CR4, pfitomnych bylo 15 zaki.

Pti zapisu do tfidni knihy pani ucitelka oznamuje zakim, jaky bude pribéh hodiny — budou
pokracovat s permutacemi, variacemi a nové za¢nou probirat kombinace, ke kterym jim pusti
prezentaci. Nez za¢nou pracovat, maji se podivat na vzorce z minula, které maji v sesite.
Ucitelka upozornuje na ué¢ebni pomicku, kterou si maji zaci vyrobit do pfisti hodiny, kdy budou
psat pisemku; mohou mit i tabulky. Po zapisu do tfidni knihy zadava zaktim tlohu k opakovani,
piSe ji na tabuli:

1. Kolik ¢tytcifernych ¢isel je mozno napsat z Cislic 1, 2, 3, 4, 5, 6 tak, aby byla d¢€litelné ctyfmi

(Cislice se nesmé&ji opakovat)?

Ucitelka pfipomind, Ze probirali variace a permutace, a chce po Zacich, aby ji fekli rozdil mezi
uvedenymi operacemi a rozhodli, jak budou feSit ulohu 1. Pokldda zakiim pomocné otazky:
,Jaké maji variace a permutace vlastnosti? Zalezi u nich na pofadi?* Zaci mléi, uitelka si sama
odpovida a vraci se k feseni ulohy. Ucitelka chce po zacich, aby urcili k a n, zakyné odpovida
n = 6,k = 4. Ucitelka upozoriuje, Ze v tomto piipadé se jednd o vSechna ctyicifernd nikoli jen

o ta, ktera jsou délitelna ctyfmi. Chce po zacich pravidlo délitelnosti ¢tyfmi, zaci nevédi, tak jim
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ho ptfipomind. Nasledn¢ spolecné vypisuji dvojice Cisel z Cislic ze zadani, ktera jsou délitelna
&tyimi. Ulohu prevadéji na vybér dvojic (tisice a stovky) ze 4 &islic a na zbyvajici dvé mista
(desitky a jednotky) lze dosadit 8 ¢isel. Dochazi k vypoctu V(2,4) - 8. Nez zacne uclitelka fesit
na tabuli, pta se jesté zaku, aby se ujistila, Ze danou tlohu pochopili: ,,Pro¢ V(2,4) a ne variace
V' (4,6)? Dale pani ucitelka pokraCuje obecnym piedpisem pro variace a chce, aby ji Zaci
nadiktovali, jak jej budou obecnd poéitat a kolik bude v zapisu &initeld. Zakyné odpovida:

SWk,n)=n-(n—1)---(n—k+ 1) apocet Ciniteli bude roven k.“ Ucitelka upozortiuje, ze

n!
(n=kK)"

je mozny jesté jiny vzorec pro vypocet variaci, a sice V(k,n) = Ucitelka piSe feSeni
ulohy 1 na tabuli a zakyné diktuje, jak rozepsat V(2,4) podle vzorce. Ucitelka sama dopocitava.
Jedna zakyné se pta: ,,Jak poznam, kolik bude Cinitelti?* Ucitelka celé tfid¢ piipomina, jak zjisti

pocet Ciniteld, a dava ulohu na procviceni:
2. V(511)

Zaci diktuji moznosti vypoétu uvedené variace, pomoci souéinu i pomoci faktoriald, které se
upravi na soucin. UCcitelka na tabuli dopocitava a upravuje vypocet s faktoridly a upozoriuje
na moznost upravy faktorialu (pf. 10! = 10 - 9 - 8!) a kraceni, na coz zadava tlohu:

(n+1)!
(n-1)!

3. Upravte

Pani ucitelka zjistuje u zakl, co je to faktoridl, co predstavuje. Jeden zdk odpovida, ze
vykfi¢nik, ucitelka opravuje, Ze vykiicnik je oznaceni faktorialu, a fiké, co je to faktoridl. Zadava

ulohu:
4. 6!

74k diktuje 6-5-4-3-2-1, uditelka chce krati zapis (napf. 6 - 5 - 4!) a vraci se k uloze 3.
Utitelka tika, ze se faktoridl rozlozi a zkrati, rozlozi se to, co je Vétsi, vétsi je Citatel. Zaci
dopliuji, jak upravit Citatele, aby se vyraz dal kratit. Ucitelka piSe feSeni na tabuli a chce po

zécich, aby rozlozili 1 vyraz ve jmenovateli. Jedna zakyné odpovida spravné.

Dale zacinaji probirat kombinace bez opakovani. Ucitelka pousti prezentaci k vykladu
kombinaci. Upozorniuje na rozdil oproti permutacim a variacim, Ze nezalezi na potadi prvka, Ze
se jedna o neuspoiadanou k-tici. Dale v definici narazi na pojem ,,nejvyse jednou“. Ucitelka
s zaky tesi rozdil mezi ,,nejméné jednou®, ,nejvyse jednou®, ,,praveé jednou®. Déle chce, aby si
zapsali vzorec pro vypodet kombinaci nejprve pomoci faktoriald, a pise na tabuli. Rika, Ze je

jesté jedna moznost, jak zapsat vypocet kombinaci, a sice pomoci kombina¢niho Cisla. Zaky
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seznamuje s tim, jak se Cte vyraz V zavorce, a upozoriuje, ze se nejednad o zlomek, neni tam
zlomkova ¢ara, v ¢emz podle ni Casto zaci chybuji. Zdlraznuje, Ze kombinac¢ni ¢islo predstavuje

kombinaci. Zadava tlohu, zaci maji kombinace zapsat jako kombinacni ¢islo:
5. K(5,6)

Pokud si zaci piisté pfinesou tabulky, tak jim ucitelka ukaze, kde hledat kombinace. Zapisuje

na tabuli vzorec pro vypocet kombinacniho ¢isla a podotyka, ze se takto da spocitat i kombinace

K(k,n).

Ucitelka zadava zakiim tlohy na vypocet kombinacnich ¢isel a chce po nich, aby si vysledky

se zadanim zapsali stranou, aby je méli po ruce na pfisté a nemuseli je znovu pocitat.

6. (3) 7. (%) 8 (3) 9. (3) 10.(%)

U Sesté ulohy zakyné diktuje vypocet a uditelka zapisuje na tabuli a dopogitava. Zaci pisi
do sesitu a kontroluji vypocty na kalkulacce. Ucitelka klade diraz na propojeni pojmu
kombinace a kombinaéni ¢&islo, Ze hodnota kombinaéniho ¢&isla je podet kombinaci. Ulohu 7 si
Zaci maji vyreSit sami a spolecné pokracuji tlohami 8 a 9. Ucitelka vyvolava Zaky, ti diktuji
vypocet podle vzorce a ucitelka piSe na tabuli a dopocitava. Na konci hodiny upozoriiuje na

kratkou pisemnou préci z variaci, permutaci a faktorialti pfisti hodinu.
4.2.3 Shrnuti naslechi

Je jasné, ze na zéklad¢ pozorovani jediné hodiny nelze spolehlivé popsat vyukovy styl obou
ucitelek. Nicméné 1 z téchto dvou hodin jsou ziejmé nékteré rozdily mezi nimi, které by mohly
ovlivnit pfistupy jejich zaku k feseni uloh.

Pani ucitelka HS chce po Zacich, aby pfemysleli, po vyiceni otdzky jim nechdva prostor
k premysleni a odpovédi, teprve po néjaké dobé odpovidd a fesi ulohu sama. Ulohy voli
predevsim ze zivota zakul, aby je latka vice bavila. Pfedklada zakim hodné piikladt, aby méli
moznost co nejvice si latku procvicit. Zadani uloh rizné upravuje, aby je Zaci mohli fesit jinou
kombinatorickou operaci, napt. tlohu zada nejprve s opakovanim, poté chce po zacich, aby ji
tesili bez opakovani, nebo nejprve u tlohy zélezi na potadi a poté nezalezi na poradi — Zaci se uci
rozdily mezi jednotlivymi kombinatorickymi operacemi. Nevyzaduje po Zacich vzorce pii feSeni
uloh, pokud to neni uvedeno v zadani a lze je vyftesit jinak. V piipadé, ze zak ulohu fesi chybné,
tak se snazi zapojit celou tfidu. Pta se zaki takovym zplisobem, aby dosli k zavéru, Ze feSeni je

chybné, a nasSli spravné feSeni. Nefekne okamzité, Ze je to Spatné¢ (viz feSeni Ulohy 2
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Vv oddile 4.2.1). Nebo necha zaky pokracovat v chybném feseni a pak zada zakiim tulohu, u které

bude prislusné feseni spravnym, a necha zaky ulohy porovnat (viz feseni tllohy 7 v oddile 4.2.1).

Pani ucitelka VS pii procvicovani latky zaktim poklada otazky a téméf okamzité na né

odpovida, takze jim nedava velky prostor k pifemysleni. Nevyzaduje po zacich definice, ale chce,

aby rozpoznali variace, permutace a kombinace na zakladé vlastnosti, zda zalezi, ¢i nezalezi na

poradi, jiz ze zadani tlohy, a chce po Zacich, aby pii feSeni uloh aplikovali vzorce (resp. alespon

tak fesi ulohy na tabuli, s pouZzitim vzorcii). Vzorce si zaci nemuseji pamatovat, mohou pouzivat

,ucebni pomuicku® nebo tabulky. V piipadé, ze zdk teSi nebo se chysta fesSit lohu chybné,

ucitelka ho na chybu upozorni a vede ho ke spravnému feseni (viz feSeni tlohy 1 v oddile 4.2.2).

Rekne Z4kam, co by v piipadé pokradovani v chybném vypoétu dostali.

4.3 Diagnosticky test

Testu se zcastnilo celkem 97 zaku ¢tvrtych ro¢nika ti stiednich Skol. V tabulce 8 je piehled tiid

a potet zak ve tfidach véetné poétu hodiny kombinatoriky pied testem. Zaci psali test 1 az

2 hodiny po ukonéeni kombinatoriky.

Tabulka 8: Pfehled tiid

Skola, pani u¢itelka Ttida™ Pocet zaki Pocet hodin kombinatoriky pied testem
4. SP 14 22 hodin
SPS — HS 4. PA 18 20 hodin
4. PB 20 20 hodin
HT4 16 14 hodin
ISS - SI CR4 19 14 hodin
0OB4 10 13 hodin

Ulohy testu jsem prevzala z vyzkumu M. Kafkova (viz oddil 3.4), véetné bodového

hodnoceni a ¢asu, ktery méli zaci k dispozici. Cilem testu bylo ziskat piehled, jakymi zplisoby

zaci tesi kombinatorické tlohy a jakych chyb se dopousté;i.

1. Na schuzi ma promluvit pet recnikui A, B, C, D, E (kazdy pravé jednou).

a) Urcete pocet vsech moznych poradi jejich vystoupeni. (1b) [120; permutace z péti

prvkaii]

b) Urcete pocet vsech moznych poradi jejich vystoupeni, ma-li recnik B promluvit

bezprostiedné po A. (1b) [24, dvé osoby se zafixuji a jedna se o permutace ze Ctyr

prvki]

% Obory jednotlivych tiid: SP — strojirenstvi; PA, PB — stavebnictvi; HT — hotelnictvi; CR — cestovni ruch; OB —

obchodnik.
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c) Urcete pocet vSech moznych poradi jejich proslovii, ma-li recnik B promluvit az
poté, co promluvil recnik A. (1b) [60; pocet vSech moznych poradi, kdy vystoupi
osoba B az po osobé A je stejny jako pocet poradi, kdy osoba A vystoupi az
po osobé B, tedy staci vysledek z 1a vydélit dvemal]

U ulohy 1 je mozné vidét, zda Zaci pouzivaji pti feSeni vzorce, nebo si dokdzou poradit jinak,

V tomto piipad¢ naptiklad pouzitim pravidla soucinu.

2. Rotu tvori 3 diistojnici, 6 poddiistojnikii a 60 vojdkui.
a) Kolika zpiisoby z nich lze vybrat Cetu, kterou tvori 1 diistojnik, 2 poddiistojnici a
6 vojaku? (1b) [2 252 873 700; soucin kombinaci]
b) Reste tentyz kol (vybirdme 1 distojnika, 2 poddiistojniky a 6 vojakii) pro piipad,
kdy vybrany dustojnik ma byt velitelem této cety a jeden z poddistojnikii jeho
zastupcem. (1b) [4 505 747 400; jeden poddiistojnik mad byt zastupcem velitele,

staci tedy predchozi vysledek vyndsobit dvémal

Uloha 2 je zaméfena na pouziti kombinaci a pravidla soucinu. Zaci musi rozliSit a vhodné

pouzit pravidla souctu a soucinu.

3. Kolik étyfcifernych ptirozenych ¢isel s navzajem riznymi ciframi Ize sestavit z cifer: 0,
1, 2, 3, 4, 5? Kolik je mezi nimi sudych cisel? (2b) [300; pravidlo soucinu, 156;
secCteme pocet cisel, ktera maji na misté jednotek 0, 2, 4, ta zjistime pomoci pravidla
soucinu]

Prvni ¢ast tlohy 3 je jednoduchd, pokud si Zaci uvédomi, kam 1ze umistit nulu. Druha ¢ast je

vvvvvv

nad nulou, ale pfedevsim nad tim, jak pozname sud¢ Cislo.

4. Kolika zpiisoby Ize postavit do rady 4 Anglicany, 5 Francouzii a 3 Turky, musi-li osoby
téze narodnosti stat vedle sebe? (1b) [103 680; soucinem permutaci, zjistime pocet

moznych poradi jednotlivych osob u kazdé narodnosti a také jednotlivych narodnosti]

U ulohy 4 zakim castecné staci vzorec, musi vSak také provést urCitou uvahu. Museji si
uvédomit, ze maji zjistit jednak pocet potadi osob u kazdé narodnosti (permutace osob), ale také

jednotlivych narodnosti (pravidlo soucinu).

5. Kolika zpiisoby je mozné vybrat z prirozenych cisel mensich nebo rovnych 30 tri riizna
¢isla tak, aby jejich soucet byl roven sudému cislu? (1b) [2030; secteme vybeér tii

sudych cisel a vybér 2 lichych a jednoho sudého cisla)
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Uloha 5 vyzaduje feSeni tivahou, nestaci pouzit jen vzorce.

6. V pekarstvi dnes prodavaji 6 riznych druhit rohlikii. Kolika zpusoby si mize zakaznik

vybrat 3 rohliky, ma-li byt kazdy jiného druhu? (1b) [20; kombinace]

Sesta tiloha je jednoduchd. Lze ji feit vzorcem (pro kombinace) nebo wivahou (pravidlo

soucinu d¢lené 3!).

Na vypracovani testu méli zaci 35 minut a bodové hodnoceni je uvedeno v tabulce 9.

Tabulka 9: Bodové hodnoceni testu

Pocet bodu | Znamka
10-9
8,5-7
6,55
45-3
2,5-0

OB IWIN -

(M. Kafkova, 2010, s. 128)

4.3.1 Vyhodnoceni testu

Nize uvedu vysledky testu zaki zkoumanych tiid (viz obr. 1 a 2) a porovnam je s vysledky testu

zakt z prace M. Kafkové.

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

Pocet zaka v %

Hodnoceni zaku podle trid

4.5p 4. PA CR4 oB4

4. PB HT4
Jednotlivé tfidy

W nedostatecné
M dostatecné

m dobre

M chvalitebné

H vyborné

Obrazek 1: Hodnoceni zakt podle t¥id
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Znamky zaku
16
14
12
m4.SP
2 10
By m4.PA
- 8
Q m4.PB
<)
a 6
B HT4
4 mCR4
2 m0B4
0
Vyborné Chvalitebné Dobre Dostatecné  Nedostatecné
Znamka

Obrazek 2: Znamky zaka
Jak je vidét z obrazkt 1 a 2, nejlépe dopadla tiida 4. PB, coz je tfida ucitelky HS, a nejhtire
tiida CR4 pani ugitelky SI. Zadny 24k neziskal jednitku a nejvice jich mélo &tyfku
(47 z 97 zaku). Dvojku dostalo 6 zakt, jedna se o zéky tfid 4. PA a 4. PB pani uditelky HS.
Na trojku test napsalo 15 Zakl a pétku dostalo 29 Zzaka. Celkové vysledky nejsou pro nas tak
dalezité, tiidy nelze mezi s sebou porovnavat, protoze jsem neprovadéla vstupni porovnani jejich

matematickych znalosti.

Zaci, které testovala M. Kafkovéd, dopadli o poznani lépe. Ve dvou tiidach se vyskytla
jednicka, ve vSech tfidach byli Zaci, ktefi méli dvojku, trojku a Etyfku dostal podobny pocet Zaki
a pétku mélo méné zakl nez dvojku. Hodnoceni 1 az 3 ziskalo témét 54 % zakd, coz je témét
032 % vice nez zaci z mého vyzkumu. Ctyiku dostalo skoro 34 % zaki, oproti piiblizné 48 %
zakli z mého vyzkumu. Je nutné si vSak uvédomit, ze M. Kafkova zkoumala pouze zaky

Z gymnazia.
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Zajimavéjsi jsou vysledky z hlediska jednotlivych uloh a obtizi, které v nich zaci méli.

Pocet spravnych reSeni
100
90 1
80
i 0 . l m4.SP
3 11 m4.PA
X 50
% 10 | =4.PB
& I mHT4
30
20 | m CR4
10 I mOB4
0
a1 1c 2a 2 3a 3b 4 5 6
Ulohy

Obrazek 3: Pocet spravnych feseni
Z obrazku 3 lze vycist, ze tloha 5 délala zakiim nejvétsi problémy, vytesil ji spravné pouze
jeden zak (ttida HT4). Déle méli Zaci problémy s ulohou 3b, tu vyfesilo pouze 5 zakl. Nejlépe si
zaci poradili s tlohou la, vyteSilo ji 78 z 97 Zakl. Podrobnéji se jednotlivymi ulohami budu
zabyvat v dal$im textu.

byly tlohy 3b a 5.
4.3.2 Zpisoby reSeni u jednotlivych tloh podle trid
Postupné pro kazdou ulohu uvedu zptisoby feseni, které pouzily jednotlivé tridy.

1. Na schuzi ma promluvit pét recnikit A, B, C, D, E (kazdy pravé jednou).

a) Urcete pocet vSech moznych poradi jejich vystoupeni.

Tabulka 10: Spravnost feSeni ulohy 1la

Reseni/Ttida 4SP |4 PA |4.PB |HT4 |CR4 |OB4 | Celkovév%
Spravné 14 18 20 15 11 0 80,4 %
Spatné 0 0 0 1 8 10 19,6 %

Zaci pani ugitelky HS byli pfi feSeni ulohy la zcela Gspé&sni, ale Zaci pani uditelky SI uz tak
uspésni nebyli. Ve tiidé OB4 tuto tlohu nikdo nevyftesil spravné, tesili ji pomoci kombinaci

(viz obr. 4).
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Obrazek 4: Ukazka chybného feseni ulohy 1a pomoci kombinaci

Tabulka 11: Zpisoby feseni tlohy la

Ucitelka/Zpusoby teSeni (% / | Permutace | Pravidlo Variace | Vysledek | Chybné Zadné
pocet zakil) soucinu feseni feseni
HS 79 % 13%/7 - 8%/4 - -

Sl 49 % - 5%/2 | 4%/2 | 38%/17 | 4%/2

Celkem 16 ze 17 zaka pani ucitelky SI, ktefi tilohu fesili chybné, ji fesili pomoci kombinaci.

1
y Lo s
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Obrazek 7: Ukazka chybného feseni tlohy 1a pomoci variaci a kombinaci

Ulohu 1la zaci M. Kafkové vytesili témét se 100% tUspéSnosti, k feSeni pouzili permutace

(faktorial) ¢i pravidlo soucinu.

b) Urcete pocet vSech moznych poradi jejich vystoupeni, ma-li Fecnik B promluvit

bezprostredne po A.

Tabulka 12: Spravnost feSeni

tlohy 1b

Reseni/THida 4. SP  |[4.PA |4.PB |HT4 |CR4 |OB4 | Celkovév%
Spravné 13 9 12 16 4 3 58,8 %
Spatné 1 9 8 0 15 7 41,2 %

V kazdé tiide byli Zaci, ktefi lohu 1b fesili spravné, pouze tfida HT4 méla 100% tspéSnost

v feSeni. Zaci tiidy CR4 vyiesili tuto ulohu spravné jen z 21%, obé tiidy uéi pani uéitelka SI.

Tabulka 13: Zpisoby feseni ulohy 1b

Ucitelka/Zptsoby Permutace | Pravidlo | Variace | 120:5=24 | Vysledek | Chybné | Zadné
feSeni (% / pocet Zakit) soudinu feSeni feSeni
HS 57 % 2%/1 - - 6%1/3 29 % 6 %
Sl 40 % - 7%/3 | 4%/2 - 13 % 36 %
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Obrazek 8: Ukazka feSeni tlohy 1b pomoci variaci
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Obrazek 9: Ukazka feSeni ulohy 1b
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Obrazek 10: Ukazka chybného feseni ulohy 1b
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Obrazek 11: Ukazka chybného feseni tlohy 1b
Pti feseni ulohy 1b byli zaci M. Kafkové Gspésni z ptiblizné¢ 77 %. Jejich zptisob feseni byl
podobny zptisobum feSeni mnou zkoumanych zakl, pouzili permutace (zafixovani 2 osob a

permutace ze 4), pravidlo souc¢inu a rozepsani.

C) Urcete pocet vSech moznych poradi jejich proslovii, ma-li Fecnik B promluvit az poté, co

promluvil 7ecnik A.

Tabulka 14: Spravnost feSeni tlohy 1c

Reseni/Tiida 4. SP 4. PA 4. PB HT4 CR4 OB4 Celkové v %
Spravné 3 0 5 1 4 4 17,5%
Spatné 11 18 15 15 15 6 82,5 %

vvvvvv

vvvvvv

uloha la. Ve ttid€ 4. PA tlohu nevyftesil spravné nikdo.

Tabulka 15: Zpisoby feSeni ulohy 1c

Ucitelka/Zptsoby feSeni 5! | Variace |120:2=60 | Vysledek | Chybné feSeni | Zadné feseni
(% / pocet zaki) 2

HS 15% - - - 48 % 37%

Sl - 11%/5 7%1/3 2%/1 2% 78 %

Z péti zaka od pani ucitelky SI, kteti feSili ulohu pomoci variaci (viz obr. 12), 3 Zaci

variacemi fesili i ulohu 1b, dva Zaci, ulohu 1b neftesili.
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Obrazek 12: Ukazka feseni tlohy 1¢ pomoci variaci

Obrazek 13: Ukazka feseni tlohy lc
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Obrazek 14: Ukazka chybného feseni ulohy lc

Ulohu 1c zaci M. Kafkové vyresili s témét 33% tuspésSnosti. Ulohu fesili rozepsanim nebo

délenim%! = 60.

2. Rotu tvori 3 dustojnici, 6 poddiistojnikit a 60 vojakii.

a) Kolika zpiisoby znich lze vybrat cetu, kterou tvori 1 distojnik, 2 poddiistojnici a

6 vojakii?

Tabulka 16: Spravnost feseni ulohy 2a

Reeni/Tiida 4. SP 4. PA 4.PB HT4 CR4 0OB4 Celkové v %
Spravné 2 17 19 0 0 0 39,2 %
Spatné 12 1 1 16 19 10 60,8 %

Tuto ulohu vytesili pouze nékteti zaci pani ucitelky HS, nejlépe tiidy 4. PA (94 %) a 4. PB.

Tabulka 17: Zptsoby feseni tilohy 2a

Ucitelka/Zplsoby feSeni

Soucin kombinaci

Chybné feSeni

Zadné feSeni

HS

73 %

19%

8%

Sl

24 %

76 %

U pani uéitelky HS fesili ulohu tspé$né zaci pomoci soucinu kombinaci (obr. 15). Ostatni

74ci fesili ulohu chybné, nebo vibec. Zaci pani uéitelky SI Gilohu fesili chybné, nebo viibec.
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Obrazek 15: Ukazka feSeni ulohy 2a pomoci sou¢inu kombinaci
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Obrazek 16: Ukazka chybného feSeni tlohy 2a pomoci kombinaci
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Obrazek 17: Ukazka chybného feseni tlohy 2a pomoci variaci
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Obrazek 18: Ukazka chybného feseni tlohy 2a
Zaci M. Kafkové ulohu 2a vyfesili z témét 63 % spravné. K feseni vyuzili kombinaéni &isla,
pravidlo soucinu, nékteti pouzili chybné pravidlo souctu, naSla se feSeni jen S napsanym

vysledkem ¢i pouzitim variaci.

b) Reste tentys kol (vybirame 1 diistojnika, 2 poddiistojniky a 6 vojakii) pro pripad, kdy

vybrany diistojnik ma byt velitelem této cety a jeden z poddiistojnikii jeho zdstupcem.

Tabulka 18: Spravnost feseni Glohy 2b

Reseni/Ttida 4.SP 4. PA 4.PB HT4 CR4 OoB4 Celkové v %
Spravné 2 6 16 0 0 0 24,7 %
Spatné 12 12 4 16 19 10 753 %

Ulohu 2b také ve tfidach pani ucitelky SI nevyfesil nikdo spravné, u pani u¢itelky HS bylo
u zaka zhorseni v uspesnosti feSeni. Nejlépe dopadla tfida 4. PB, kde spravné vyiesilo ulohu
80 % zak.

Tabulka 19: Zptsoby feseni tlohy 2b

Utitelka/Zpiisoby feseni | Kombinace | Souin | Variace, kombinace | Chybné fedeni | Zadné feseni

HS 36 % 6 % 4 % 23 % 31%

Sl - - - - 100 %

Zaci pani ugitelky HS fesili ulohu opét kombinacemi (viz obr. 19), tfi Zaci pouzili k feSeni
soucin (obr. 20), nebo zdvojnésobili vysledek feSeni tlohy 2a), dva Zaci fesili lohu souc¢inem
variaci a kombinaci (obr. 21), ostatni zaci feSili Glohu chybné (12 zaku, 5 znich udé¢lalo

numerickou chybu) nebo viibec.

Z4ci ze tiid pani u¢itelky SI se o vyFeseni této tlohy viibec nesnaZili.

Obrazek 19: Ukazka feseni tlohy 2b pomoci kombinaci

68




Obrazek 20: Ukazka feseni ulohy 2b pomoci sou¢inu
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Obrazek 21: Ukazka feSeni tlohy 2b pomoci soucinu variaci a kombinaci
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Obrazek 22: Ukazka chybného feseni tlohy 2b

Obrazek 23: Ukazka chybného feseni ulohy 2
Ulohu 2b zaci M. Kafkové vyfesili s piiblizné 26% usp&snosti. K feseni pouZili stejné postupy
jako u ulohy 2a (kombinacni ¢islo, variace, pravidlo souc¢inu) a n€kolik zakl napadlo vynasobit

dvéma vysledek z ulohy 2a.

3. Kolik ctyrcifernych prirozenych cisel s navzdjem riiznymi ciframi lze sestavit z cifer 0, 1, 2, 3,

4,57

Tabulka 20: Spravnost feseni ulohy 3a

Reseni/Ttida 4.SP 4. PA 4.PB HT4 CR4 OB4 Celkové v %
Spravné 5 5 8 0 0 0 18,6 %
Spatné 9 13 12 16 19 10 81,4 %

Ulohu 3a vyiesili spravné pouze nékteii Zaci pani ucitelky HS, Z4ci pani u¢itelky byli zcela

neuspeésni.

Tabulka 21: Zptsoby feseni tilohy 3a

Ucitelka/Zptsoby feSeni Pravidlo soucinu Vysledek Chybné feseni Z4dné feseni
HS 32,7% 19% 32,7% 32,7 %
Sl - - 51,1% 48,9 %

Zaci pani ugitelky HS fesili ulohu 3a pomoci pravidla sou¢inu, jeden zak napsal rovnou
vysledek a ostatni zaci feSili ulohu chybné, napt. 9 zakl pouzilo chybné pravidlo soucinu
(obr. 24), 4 zaci napsali rovnou chybny vysledek, dale se jako feSeni vyskytly variace, sou¢in

permutaci i kombinace, 17 zaku tlohu nefesilo vibec.

69




Ve tfidach pani ucitelky SI nevytesil tlohu spravné nikdo, 23 zakl se snaZzilo o feSeni pomoci
variaci, 11 zakl feSeni ulohy zapsalo pfimo jako variace, 12 zakl zapsalo pouze vypocet,

ke kterému pies vzorec variaci dojdou. Ostatni zaci se o feSeni ulohy nesnazili.
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Obrazek 24: Ukazky chybnych feseni tlohy 3a pomoci pravidla soucinu
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Obrazek 25: Ukazky chybnych feseni ulohy 3a pomoci variaci

3 b

P % 7 'E ; . . 3 -

Obrazek 26: Ukazka chybného feseni ulohy 3a
Ulohu 3a vyfesili zaci M. Kafkové isp&né z témé 73 %. Ulohu fesili pfevazné pravidlem
soucinu.
Kolik je mezi nimi sudych cisel?

Tabulka 22: Spravnost feseni ulohy 3b

Reseni/Ttida 4. SP 4. PA 4.PB HT4 CR4 OB4 Celkové v %
Spravné 0 1 2 2 0 0 5,2 %
Spatné 14 17 18 14 19 10 94,8 %

Uspésnost feseni tilohy 3b bylo o poznani horsi, vyfesilo jej spravné pouze 5 zaki, z toho

2 74ci ze tiidy HT4, kteti ulohu 3a nevyfiesili spravne.

Tabulka 23: Zptsoby feSeni tlohy 3b

Ucitelka/Zpusoby feseni (% / pocet zak) Vypsani | Vysledek | Chybné feSeni | Zadné feseni
HS 6%/2 - 29% /15 65 %
Sl - 4% /2 7%/3 89 %

Deset z 15 zakd pani ucitelky HS, kteti ulohu fesSili chybné, uvedlo jako vysledek 150

(obr. 28) a nékteti dokonce piimo k tomu vysledku napsali, Ze je to ptilka z vysledku ulohy 3a.

Ze tfi zakt pani ucitelky SI, ktefi ulohu feSili chybné, 2 uvedli jen wvysledek 180

(ptedpokladam, ze vychazeli ze svého vysledku ulohy 3a, obr. 28) a jeden zak uvedl jako

vysledek 181.
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Obrazek 27: Ukazka feSeni ulohy 3b pomoci vypsani moznosti pro 0, 2, 4
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Obrazek 28: Ukazka chybného feseni ulohy 3b
S tlohou 3b méli problémy i zaci M. Kafkové, v feSeni byli uspésni pfiblizné z 10 %. VétSina
74kt vydélila vysledek z alohy 3a dvéma. Zaci, ktefi fesili ulohu spravng, rozebrali viechny ti
moznosti podle Cislice na mist¢ jednotek. Vyskytl se i jiny zptsob, a sice od vSech moznosti se

odectou ty, které nemohou nastat.

4. Kolika zpusoby Ize postavit do Fady 4 Anglicany, 5 Francouzii a 3 Turky, musi-li osoby téze

narodnosti stat vedle sebe?

Tabulka 24: Spravnost feseni Glohy 4

Reseni/Ttida 4.SP 4. PA 4. PB HT4 CR4 OoB4 Celkové v %
Spravné 4 4 13 6 2 2 32%
Spatng 10 14 7 10 17 8 68 %

ucitelky HS. Naopak nejméné spravnych feSeni se vyskytlo ve tfidé CR4 pani ucitelky SI.

Tabulka 25: Zptsoby feSeni tlohy 4

Ucitelka/Zptsoby feSeni | Soucin Soucin Vypsani | Vysledek | Chybné Zadné
(% / pocet zaka) permutaci feSeni feSeni
HS 35 % 4% /2 - 2%/1 38% /20 21 %
Sl 19 % - 5% - 9% 67 %

Sest z 20 zakd pani u¢itelky HS, kte¥i méli chybné feseni, mélo $patné znaménko ve vypodtu,

6 zakli mélo chybné vypocet.

Obrazek 29: Ukazka feSeni tilohy 4 pomoci soucinu permutaci
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Obrazek 30: Ukazka feseni tlohy 4 pomoci souéinu

=

Obrazek 31: Ukazka feseni tlohy 4 vypsanim
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Obrazek 32: Ukazka chybného feseni ulohy 4

Obrazek 33: Ukazka chybného feseni ulohy 4
Ulohu 4 vyiesilo spravné piiblizné 25 % zaka M. Kafkové. Nejéast&jsi chyby byly, Ze Zaci
zaménili pravidlo sou¢tu a souCinu nebo si neuvédomili, Ze musi urcit jak poradi osob

jednotlivych narodnosti, tak i potfadi narodnosti.

5. Kolika zpusoby je mozné vybrat z prirozenych cisel mensich nebo rovnych 30 tri ruznd cisla

tak, aby jejich soucet byl roven sudému cislu?

Tabulka 26: Spravnost feSeni tlohy 5

Reseni/Tiida 4. SP 4. PA 4. PB HT4 CR4 OB4 Celkové v %
Spravné 0 0 0 1 0 0 1%
Spatné 14 18 20 15 19 10 99 %

Tato uloha byla pro Zaky nejobtiznéjsi, pouze jeden zdk, ze tfidy HT4 pani ucitelky SI, ji

vytesil spravné.

Tabulka 27: Zptsoby feseni tlohy 5

Ucitelka/Zpusoby feseni (% / pocet zak) Vysledek Chybné feseni Z4dné feSeni
HS - 12%1/6 88 % /46
Sl 2%/1 2%/1 96 % /43
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Obrazek 34: Ukazky chybnych feseni Glohy 5

Uloha 5 méla nizkou tspé&Snost u vSech tfid, zaci M. Kafkové byli Gspésni z témét 13 %.

U ulohy si zaci uvédomili, ze lze vybrat tfi suda Cisla nebo dvé licha a jedno sudé, pricemz

kazdou variantu fesili zvlast. Dale se vyskytlo feSeni zalozené na ciferném souctu. Ten bude
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sudy pravé tehdy, kdyz nastanou moznosti S + S + S nebo S + L + L, podobné to plati pro lichy

soucet: L + L + L nebo L + S + S. jelikoz sudych a lichych ¢isel je stejné, staci vypocitat

vSechny ruzné trojice Cisel ze tiiceti a vydélit dvéma. Mezi nejcastéjsi chyby patiila zaména

pravidla souctu a soucinu.

6. V pekarstvi dnes prodavaji 6 riznych druhii rohliki. Kolika zpusoby si mize zdakaznik vybrat

3 rohliky, ma-li byt kazdy jiného druhu?

Tabulka 28: Spravnost feSeni tlohy 6

Reseni/Ttida 4. SP 4. PA 4. PB HT4 CR4 OB4 Celkove v %
Spravné 3 7 8 15 1 3 38,1 %
Spatné 11 11 12 1 18 7 61,9 %

Tuto ulohu uspésné vyiesili zaci kazdé tiidy, nejlépe ji vyfesila tfida HT4 pani ucitelky SI,

nejhtie dopadla CR4, také tfida pani ucitelky SI.

Tabulka 29: Zptsoby feseni tlohy 6

Ucitelka/Zpusoby feseni (% / pocet | Kombinace, kombina¢ni | Vysledek | Chybné Zadné
zaki) Cislo feSeni feSeni
HS 31 % 4%1/2 27 % 38 %
Sl 42 % - 11%/5 47 %
Zaci pani ugitelky SI fegili ulohu chybné pomoci variaci.
l\'\ |\ / ‘j’ t*— (\— ‘j '\/

Obrazek 35: Ukazky feSeni tlohy 6 pomoci kombinaci

Obrazek 36: Ukazka feseni lohy 6 pomoci kombinaéniho c¢isla

Obrazek 37: Ukazky chybnych feseni ulohy 6

¥ ) = '(‘Lé:f(’f,z 2/ 50
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Obrazek 38: Ukazka chybného feseni tlohy 6

Posledni ulohu 6 vyiesilo spravné asi 61 % zakti M. Kafkové. Zaci jej fesili pomoci

kombinaci a kombinacniho ¢isla nebo pravidlem soucinu a vydélenim 3!.
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Jak je uvedeno vyse u jednotlivych tuloh, Zaci se pii jejich feSeni dopoustéli nékolika typi
chyb. Nejcastéji zaci chybovali v uvedeni vysledku bez fesSeni, tzv. intuitivni odpovédi (viz
¢islo 7 v seznamu chyb, oddil 3.2), této chyby se dopustil alesponi jeden zék u vSech tloh kromé
ulohy la. S vyjimkou dvou tuloh (3a, 4) zaci také ud¢€lali Spatnou aritmetickou operaci (viz
¢islo 8 v seznamu chyb, oddil 3.2). V poloviné uloh méli Zaci problém s porozuménim textu, tzv.
chyba vykladu textu tlohy (viz Cislo 1 v seznamu chyb, oddil 3.2). Dale zaci udé€lali jesté
nasledujici chyby: chyba potadi, chyba opakovani, nesystematické fazeni, zapomenuti spravného
vzorce pro kombinatorickou operaci, kterd byla spravné identifikovana, a chyby zapomenuti
vyznamu proménnych v kombinatorickém vzorci (viz po tfadé Cisla 2, 3, 6, 9, 10 ze seznamu

chyb, oddil 3.2).

Zaci se také dopustili zamény pravidel souc¢tu a soucinu, kterd je spojend s nepochopenim

vvvvvvv

M. Kafkové.

U zadného zaka jsem nenasla znamku toho, Ze by se pokousel o kontrolu svého feseni. Je
mozné, Ze by nékteré své chyby odhalili. Potvrzuje to, Ze Zaci nejsou zvykli u kombinatorickych
uloh délat kontroly. Nejsou k tomu ani vedeni. Ani jeden z mnou dotazovanych ucitelt (viz oddil
4.1) se o problematice kontroly spravnosti feSeni u kombinatorickych tloh sdm nezminil a ja

jsem jim bohuzel pfimou otazku nepolozila.
4.3.3 Porovnani vysledki zaki ucitelky HS a Sl

Jak jsem uvedla vySe, na zdklad¢ jednoho rozhovoru s ucitelem a naslechu na jedné hodiné nelze
usuzovat na vyukovy styl ucitele. Nicméng¢ s jistou davkou opatrnosti mizeme vyslovit zavér, ze
zpiisob vyuky a pfedev§im pozadavky ucitelek maji vliv na zplsob feSeni uloh Ziky. To
vyplynulo pfesvéd¢ivé z analyz feseni zakl. V tabulce 30 je uveden piehled uspésnosti feseni

uloh ve tfidach obou ucitelek.

Tabulka 30: Usp&snost feseni tloh t¥id obou ugitelek

Ucitelka/Uloha la 1b 1c 2a 2b 3a 3b |4 5 6
HS 100% | 65% | 15% | 73% | 46% | 346% | 6% | 41% | 0% | 35%
Sl 58% | 51% | 20% | 0% | 0% 0% 4% | 24% | 2% | 42%

ucitelky SI. OvSem je velice zajimavé, ze u tlohy 1c byli v feSeni tispéSné;jsi zaci SI, pfitom tato

vvvvvv

zaku SI u tlohy 3b, kde 4 % zakt tuto Glohu vyfesilo spravné (uvedli vysledek, viz oddil 4.3.2),
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zminéné ulohy lc, také v ulohéach 5, zde ji vyiesil pouze jeden zdk (uvedl vysledek, viz oddil
4.3.2) ze vSech zacastnénych, a v Gloze 6, kterou vSichni zaci, ktefi ji vyfeSili spravné, ji fesili

pomoci kombinaci (viz oddil 4.3.2).

U pani ucitelky HS se zaci snazili Glohy fesit jednak pouzitim vzorct, ale také, a to hlavné
vlastni tivahou ¢i rozepisovanim, nepotiebovali mit konkrétni vzorec pro danou ulohu. Oproti
tomu zéci pani ucitelky SI se snazili pfevazné najit vhodny vzorec a ten aplikovat na ulohu.
Jejich vypocCty vétSinou zacinaji oznaCenim pro variace, permutace nebo kombinace (napt. viz

obrazek 4, oddil 4.3.2).

Ulohu 2 Z4ci HS aspé&sné fesili pomoci soudinu kombinaci (viz tabulka 17 a obrazek 15, oddil
4.3.2), zaci SI tlohu spravné nevyftesili, hledali k feSeni vzorec (viz obrazky 16 a 17, oddil
4.3.2). I u ulohy 3 Zaci HS nepouzivali vzorec, fesili ji pomoci pravidla sou¢inu a druhou ¢ast
tilohy vyfesili vypsanim moznosti pro 0, 2, 4 (viz tabulky 21a 23, oddil 4.3.2). Zaci SI se snazili
ulohu fesit pomoci variaci (viz obrazek 25, oddil 4.3.2). Posledni ulohu, tj. Sestou, zaci HS fesili
vétsinou kombinac¢nim ¢islem (viz obrazek 36, oddil 4.3.2), oproti tomu zaci SI ji fesili prevazné

pomoci vzorce pro kombinace (viz obrazek 35, oddil 4.3.2).

Domnivam se, ze podstatnym divodem, pro¢ se zaci HS snazi fesit tlohy i jinak nez vzorci,
je fakt, ze pani ucitelka HS zacina kombinatoriku tzv. ,,;Gvodni hodinou® a poté teprve pokracuje
konkrétni latkou a vzorci. Pani ulitelka SI latku sice zavadi pomoci piikladi, ale okamzité

9

ptrechézi ke vzorcim.

K podobnému zavéru dosla i M. Kafkova. Podle ni maji zaci, kterym byly pfedkladany vzorce
brzo, tendence je pouzivat pii feSeni vSech uloh a jsou pii tom c¢asto netspé$ni, na rozdil
od zakd, ktefi dostali k dispozici vzorce az pozdé€ji, po pochopeni podstaty kombinatorickych

operaci, a jsou zvykli nejdfive hledat feseni llohy ivahou.
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Z.aver

Ve své praci se zabyvam vyukou kombinatoriky na stiedni Skole, konkrétng, jak se zptisob

vyuky odrazi v feSeni tloh u zakl. Na zacatku jsem si stanovila nasledujici cile:

1. Analyzovat vybrané¢ ucebnice stfednich Skol zhlediska zavedeni pojmii a operaci
kombinatoriky a z hlediska typt pouzitych aloh.

2. Na zékladé rozhovorti s nékolika uciteli matematiky stiedni Skoly (a pfipadné naslecht
na jejich hodinach) popsat jejich zptisob vyuky kombinatoriky.

3. Na zaklad¢ testu pro zaky dotazovanych uciteli zjistit, zda a jak jsou feSitelské strategie a
chyby zakt pravdépodobné ovlivnény piistupem jejich uciteld k vyuce kombinatoriky.

4. Porovnat své vysledky s existujicimi vysledky didakticko-matematickych vyzkumt, které se
tykaji kombinatorického uvazovani zaka.

Pfi rozboru ucebnic jsem méla k dispozici celkem 7 ucebnic pro vyuku kombinatoriky; dvé
ucebnice byly starSiho data vydani, jedna elektronickd a ostatni se dle mych zkuSenosti stale
pouzivaji. Nejlépe graficky i zptisobem zavedeni pojmi je zpracovana ucebnice Komplexni cisla,
kombinatorika, pravdépodobnost a statistika: matematika pro stiedni skoly (viz oddil 2.5).
Nejvice tloh (a také nejvice zajimavych) je V elektronické udebnici Matematika SS:
Kombinatorika (oddil 2.6). Vyklad v u¢ebnici je podnétny. Odvozovani vzorci pomoci uloh je
nechano spiSe na zakovi. Dal$i zajimavé tlohy jsou v ucebnicich Kombinatorika pro 2. rocnik

gymndzii se zamérenim na matematiku (oddil 2.3) a Matematika pro 2. rocnik gymndazii.

Kombinatorika (oddil 2.4).

Rozhovor jsem délala s celkem Sesti uditeli ze tii sttednich odbornych $kol, z toho jeden byl
muz, a naslech jsem méla u dvou ugitelek na dvou stiednich $kolach. Ctyfi ugitelky, alesport
jedna z kazdé Skoly, zacinaji kombinatoriku tzv. ,;0vodni hodinou* a poté postupné probiraji
latku a odvozuji vzorce. To ma podle mého nézoru pozitivni vliv na zpusob feSeni tloh Zaky.
Z4ci se nesnaZi pouzivat vzorce, ale zkousi ulohy fesit i bez pouziti vzorct, Givahou. To se
potvrdilo 1 v mém testu, kde jednu tiidu ucila 1 pani ucitelka, ktera zacinala ,,avodni hodinou* a

nepoZzadovala po Zacich nutné vzorce.

Zaci pani ucitelky, kterd zacinala ,,0vodni hodinou®, se snazili ulohy feSit jednak pouzitim
vzorci, ale také, a to hlavng, vlastni uvahou ¢i rozepisovanim; nepotiebovali mit konkrétni

vzorec pro danou tlohu. Oproti tomu Z4ci druhé ucitelky se snazili pfevadzné najit vhodny vzorec
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a ten aplikovat na ulohu. Jejich vypocty vétSinou zacinaji oznafenim pro variace, permutace

nebo kombinace. Pani ucitelka zakim piedkladala vzorce jiz pii vykladu latky.

Zéci viech tiid se dopoustéli podobnych chyb. Nejéastéji uvadéli pouze vysledek bez feseni a
délali aritmetické chyby a chyby souvisejici s neporozuménim textu. Déle se dopustili téchto
chyb: chyba potadi, chyba opakovani, nesystematické fazeni, zapomenuti spravného vzorce pro
kombinatorickou operaci, kterd byla spravné identifikovdna, a chyby zapomenuti vyznamu
proménnych v kombinatorickém vzorci. Zaci se jesté dopustili zamény pravidel soudtu a
soucinu, protoze dukladné nechépali, v jakych situacich se uzivaji. U zadného zdka jsem se

nesetkala s pokusem o kontrolu feseni.

Podle mého nazoru by ucitelé méli vénovat dostatek casu vybéru vhodné ucebnice pro zaky,
kde by bylo dostate¢né mnozstvi riznych tloh a vhodné udé€lany vyklad. Ucebnice neslouZi jen
ucitelim, ale také zaktim. Ti by méli dostat dostate¢né mnozstvi uloh at’ uzZ pomoci vhodné
zvolené ucebnice nebo z jinych. Na zakladé svého vyzkumu i na zdkladé odborné literatury
zminéné V této praci se domnivam, ze je vhodné&jsi zavadét jednotlivé operace pomoci feSeni
vhodnych uloh a aZz na samotny zavér dovést zaky k poznani, Ze zpusoby feSeni, které dosud
okolnosti preferovat vzorce, i kdyz je nebudou chapat. Bylo by vhodné, aby se pfii vyuce
kombinatoriky také vyucovalo, jak kontrolovat feSeni kombinatorickych tloh. VéEtsi pozornost
by se mé¢la vénovat kombinatorickym pravidlim souctu a soucinu a nejen v matematice dbat na

porozumeéni textu.

BohuzZel jsem méla moznost testy zadat pouze u dvou ucitelek a naslechy jsem také méla jen
u dvou ucitelek, ale jinych nez, u kterych jsem dévala Zakim testy, takze neni mozné porovnat
vysledky testd i s naslechy (jako jsem to udé€lala pro porovnani vysledku testi s tim, jak sami
ucitelé hovofili o tom, jak u¢i kombinatoriku). MoZna by také bylo i dobré délat vyzkum pouze
na jedné Skole u vice ucitelil, protoZe na kazdou stfedni odbornou Skolu se hlési jinak pfipraveni
Zacl.

Pti psani prace jsem si udélala prehled ve stfedoSkolskych ucebnicich, coz vyuziji pro vlastni
praxi. Také poznatky z vyzkumu, které v praci uvadim, pii své praci ucitelky urcité¢ vyuziji.
Zavelky pfinos povazuji zkuSenost s pfipravou a samotnym rozhovorem. Pro mou praxi za
nejpiinosnéjsi povazuji vyhodnocovani testu, zejména uvazovani nad chybnymi feSenimi. Ucitel

%

by mél védét, jakych chyb se zaci dopoustéji, a snazit se pfijit na jejich piicinu.
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