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Abstrakt

Tato práce podává ucelený p°ehled o tématu platónských t¥les. Po£ínaje krátkou kapitolou

o historii, kde jsou ukázány po£átky jejich zkoumání a uºití � zejména Platón·v a Kepler·v

p°ínos. Nejd·leºit¥j²í £ást práce se zabývá p°edstavením v²ech p¥ti platónských t¥les. Jsou

zde popsány jejich míry (vlastnosti st¥ny, úhlop°í£ky, vý²ka, povrch a objem), odchylky

£ástí t¥lesa a my²lenky vedoucí k odvození t¥chto vzorc·.

Tyto znalosti nám dovolují obsáhnout vztahy mezi zkoumanými t¥lesy, coº je pro-

vedeno v následující £ásti práce � mezi nejd·leºit¥j²í vztahy pat°í dualita a vzájemné

vpisování. Prostor je v¥nován také Archimédovým a dal²ím £áste£n¥ pravidelným t¥le-

s·m, které lze odvodit z t¥ch Platónských.

Klí£ová slova: Platónské t¥leso, stereometrie, st¥na, úhlop°í£ka, vý²ka, povrch, objem

Abstract

This paper deals with the theme of Platonic solids. Opening with little history chapter,

where beginings of their examination and use � especially Plato's and Kepler's contri-

bution � are shown. The main part is focused on introducing all of the Platonic solids

including their measures (properties of faces, diagonals, height, surface, volume), angles

and ideas leading to formulas, that describe these properties.

This knowledge allows us comprehend relations between the solids, as it is done in

the next part of this paper � most important of them are duality and inscribing each

other. There is also mention about Archimedic and other partly regular solids, that can

be described using Platonic solids.

Keywords: Platonic solid, stereometry, face, diagonal, height, surface, volume
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Úvod

�T°eba pov¥d¥ti, jaké vlastnosti by m¥la £ty°i nejkrásn¥j²í t¥lesa, nepodobná si navzájem,

ale schopná vznikati jedna z rozkladu druhých; dojdeme-li totiº k tomu, nalezli jsme

pravdu o vzniku zem¥ i ohn¥ i t¥ch látek, které jsou jejich st°edními úm¥rnami.� (Platón,

Timaios, 53e)

P°estoºe nemám takové ambice a hledání pravdy o vzniku Zem¥ p°enechám jiným,

souhlasím, ºe je dobré vlastnosti t¥chto t¥les znát a popsat, coº je p°esn¥ to, o co jsem

se v co nej²ir²í mí°e v této práci pokusil. P°ede mnou se jimi zabývali mnozí v £ele s jiº

citovaným Platónem a pat°í jim za to místo ve stru£né kapitole o historii platónských

t¥les. T¥ºi²t¥m práce je sbírka matematických fakt· o kaºdém ze £ty° nejkrásn¥j²ích t¥les,

i pátém � také p¥kném pravidelném mnohost¥nu, podpo°ená jejich odvozením. To jsem

ve v¥t²in¥ p°ípad· na²el v [3] a pro pot°eby práce upravil, n¥které vzorce zmín¥ná práce

neobsahuje a odvození je vlastní práce. V n¥kterých p°ípadech se odvození vzorc·, které

Chmelíková nezahrnula, ukázalo jako vhodný mezikrok v dal²ím postupu.

Zajímavou pointou pak m·ºou být jejich vzájemné vztahy, zejména pak moºnosti

a zp·soby jejich vpisování do sebe navzájem. Krom¥ obrázk· ilustrujících, jak jsou v·£i

sob¥ t¥lesa umíst¥na, je d·leºitou sou£ástí kapitoly podrobný my²lenkový postup tohoto

vpisování.

Poslední kapitolu jsem v¥noval t¥les·m, která jsou mén¥ pravidelná, uº ne nejkrás-

n¥j²í, ale je v nich vºdy kus krásy platónských t¥les, nebo´ jsou z nich odvozena r·znými

postupy a s p·vodním platónským t¥lesem sdílí nap°íklad symetrie, jsou zde zmín¥ny ne-

konvexní pravidelné mnohost¥ny, polopravidelná t¥lesa a t¥lesa s nepravidelnými st¥nami.

O t¥chto t¥lesech se jiº nedo£tete mnoho podrobností, snaºil jsem se p°edev²ím vystihnout

my²lenku jejich konstrukce z výchozího platónského t¥lesa.

Snaºil jsem se text vystav¥t svébytn¥, aby pochopení nebylo závislé na obrázcích a je-

jich p°iloºení bylo spí²e pro pot¥chu oka a usnadn¥ní, p°ípadn¥ zrychlení, nahlédnutí do
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dané problematiky. Krom¥ klasického £tení od za£átku do konce jsem se snaºil zachovat

i moºnost samostatného £tení st¥ºejních kapitol, aby práce mohla slouºit jako p°íru£ní

zdroj informací o platónských t¥lesech.
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Kapitola 1

Historie

Nelze tvrdit, ºe jsou platónská t¥lesa stará jako lidstvo samo. Lze tvrdit, ºe jsou star²í, ne-

bo´ nap°íklad krystaly chloridu sodného tvo°í tvar krychle i bez lidského p°i£in¥ní. Ale to

byly jen pravidelné krystaly, £lov¥k si jimi jist¥ d°íve solil, neº za£al zkoumat jejich pravi-

delnost. To se stalo aº s rozvojem starov¥kých civilizací. Patrn¥ nejstar²í dochovanou £ástí

um¥lého platónského t¥lesa je Dºoserova pyramida star²í neº 4 600 let. Egyptské pyramidy

byly stav¥ny jako pravidelný £ty°boký jehlan se stranou délky a a vý²kou v =
√
2
2
a, neboli

polovinou pravidelného osmist¥nu. Po nejstar²ím £ty°st¥nu, který lze snadno p°ibliºn¥

vytvarovat z m¥kké hmoty mezi palci a ukazováky obou rukou, je asi zbyte£né pátrat,

stejn¥ jako dokládat n¥jakou nejstar²í krychli. Zajímav¥j²í a o lidském zkoumání více vy-

povídající jsou nálezy dvanáctist¥nu v jiºní Itálii, jehoº vytvo°ení je datováno 500 let p°ed

ná² letopo£et ([8], s. 181), coº je nedlouho po Pythagorovi (p°ibliºn¥ 570 aº 510 p°.n.l.),

a je²t¥ star²í p¥tice kamen· p°ipomínajících pravidelná t¥lesa ze Skotska (obr. 1.1), které

mohou stá°ím 4 000 let konkurovat i egyptským pyramidám [6].

Obr. 1.1: Kameny nalezené ve Skotsku (p°evzato z [7])

Historicky zásadní je Platón·v popis t¥chto t¥les v dialogu Timaios (datováno p°ibliºn¥

360 p°.n.l.). Na stran¥ 55 popisuje zevrubn¥ konstrukci £ty° t¥les z krásných trojúhelník·,
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kterých jsou dva druhy � oba pravoúhlé, jeden rovnoramenný, druhý dnes nejsnáze popsa-

telný jako polovina rovnostranného trojúhelníku (v originále �ten, v n¥mº £tverec del²í

odv¥sny jest t°ikrát v¥t²í neº £tverec krat²í odv¥sny� nebo také �mající p°eponu dva-

krát del²í krat²í odv¥sny�). Jejich skládáním vedle sebe pak získáváme v prvním p°ípad¥

£tverec, kdyº p°epony tvo°í strany £tverce a k sob¥ p°iloºené odv¥sny jsou polovinami

úhlop°í£ek, v druhém p°ípad¥ pak ze ²esti sloºíme rovnostranný trojúhelník vºdy krat-

²ími odv¥snami a p°eponami k sob¥; výsledkem je trojúhelník rozd¥lený vý²kami. �tverec

i rovnostranný trojúhelník lze samoz°ejm¥ sloºit z krásných trojúhelník· i jinak (v obou

p°ípadech nap°íklad ze dvou); uvedeným zp·sobem je skládal Platón. T¥lesa pak Platón

konstruoval spojováním ur£itého po£tu n-úhelník· u jednoho vrcholu a tato t¥lesa nazval

krásná.

Obr. 1.2: Kepler·v nákres t¥les se zobrazením p°íslu²ných ºivl· podle Platóna (p°evzato

z [7])

V²echny pravidelné mnohost¥ny pouºil b·h podle Platóna p°i uspo°ádávání sv¥ta.

Kaºdému ze £ty° krásných t¥les p°i°adil jeden ºivel podle ur£ité podobnosti. Krychli, ja-

koºto nejstabiln¥j²í, p°i°adil zem ve smyslu pevné sloºky, ostatním t¥les·m pak p°i°adil

pohyblivé ºivly. �ty°st¥nu, nejmen²ímu a nejost°ej²ímu, p°isoudil ohe¬, osmist¥nu mén¥

pohyblivý vzduch a nakonec vodu p°i°adil dvacetist¥nu. Zbývající pravidelné t¥leso, dva-

náctist¥n sloºený z p¥tiúhelník· namísto dokonalých trojúhelník·, pak b·h podle Platóna

�uºil, propracovávaje nákres v²ehomíra� . [4] (obr. 1.2)

Nezbytn¥ se tedy platónská t¥lesa dostala i do Eukleidova souhrnu tehdej²ího matema-

tického poznání. Ve t°inácté knize Základ· se podrobn¥ v¥nuje p°edev²ím jejich konstrukci,

dualit¥ a vzájemnému vpisování. [9] Obsaºen je i d·kaz existence práv¥ p¥ti takových t¥-

les, coº jsou témata, která blíºe p°edstavíme v dal²ích kapitolách. V¥domosti v Základech

p°eºily i °ímskou dobu zákazu matematiky do její postupné obnovy.

Mezi jinými se v dob¥ renesance tématem podrobn¥ zabýval Johannes Kepler nap°ed

v práci Mysterium Cosmographicum, 1 596 (je²t¥ p°ed pobytem v Praze spojeným s p°í-
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Obr. 1.3: Model Keplerova uspo°ádání slune£ní soustavy (p°evzato z [2])

stupem k m¥°ením Tycha Brahe); toto dílo bylo mimo jiné první ve°ejnou obhajobou

Kopernikova heliocentrismu. Pokusil se rozvrhnout polom¥ry ob¥ºných drah pravideln¥

a pouºil k tomu práv¥ platónská t¥lesa, která vepsal mezi sféry s t¥mito polom¥ry.

Sfé°e Saturnu, který byl podle tehdej²ích poznatk· nejvzdálen¥j²í planetou, vepsal

krychli, do níº byla vepsána sféra Jupiteru, do ní vepsán £ty°st¥n, dále stejn¥ sféra Marsu,

dvanáctist¥n, sféra Zem¥, dvacetist¥n, sféra Venu²e a do ní osmist¥n opsaný sfé°e Merkuru

[1] (obr. 1.3).

Sat 6 Jup 4 Mar 12 Zem 20 Ven 8 Mer

9,54 0,55 5,20 0,29 1,52 0,66 1 0,72 0,72 0,54 0,39

6,54 0,58 3,77 0,33 1,25 0,79 1 0,79 0,79 0,58 0,45

Tabulka 1.1: Skute£né a podle pom¥r· vypo£ítané vzdálenosti planet od Slunce a jejich

pom¥ry; vysv¥tlivky:

Zkrácený název planety �íslo � po£et st¥n platónského t¥lesa ...

Skute£ná st°ední vzdálenost Vypo£ítaný pom¥r vzdáleností ...

planety od Slunce [10] dvou sousedních planet

Vypo£ítaná vzdálenost Pom¥r polom¥r· ...

podle pom¥r· po£ítaná od Zem¥ vepsané a opsané koule [5]

Krom¥ neskonalé krásy a p°ibliºné pravdy (tabulka 1.1) je v tomto pojetí d·leºité

i omezení po£tu planet � mezi ²est sfér je vepsáno práv¥ p¥t platónských t¥les a jako není

více t¥ch druhých, není a nem·ºe být více ani t¥ch prvních. Bohuºel sám Kepler posléze
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prokázal eliptické dráhy t¥les a dne²ní seznam planet je del²í o Uran a Neptun.

Hledáním krásy ve slune£ní soustav¥ pomocí platónských t¥les Kepler ov²em nekon£í

jeho zájem o tato t¥lesa. Pozd¥ji popsal v díle Harmonices Mundi dal²í dva pravidelné

mnohost¥ny nazývané Keplerova t¥lesa, konkrétn¥ malý a velký hv¥zdicový dvanáctist¥n.

Stejn¥ jako platónská t¥lesa mají tato dv¥ t¥lesa v²echny st¥ny a hrany shodné, ale st¥ny

nejsou konvexní. Krom¥ nich popsal je²t¥ dal²í t¥lesa vykazující £áste£nou pravidelnost.

Francouz Poinsot (1 777�1 859) popsal patrn¥ nezávisle na Keplerovi £ty°i nekonvexní

pravidelná t¥lesa, krom¥ hv¥zdicových dvanáctist¥n· to byly velký dvanáctist¥n a velký

dvacetist¥n. Jejich st¥ny jsou konvexní a jsou duální ke Keplerovým t¥les·m. T¥mto t¥le-

s·m se budeme v¥novat v kapitole 10.

Dále uº se samotná platónská t¥lesa nestala p°edm¥tem zásadn¥j²ího matematického

bádání, spí²e motivací v jiných oborech matematiky, kdyº byly p°evedeny do plo²ných

graf·; podobnost je ostatn¥ viditelná jiº ve shodné terminologii vrchol· a hran. Tímto

tématem se mezi prvními zabývali William Rowan Hamilton (1 805�1 865) a Victor Schle-

gel (1 843�1 905). Zjednodu²ení jejich charakterizace p°inesl Ludwig Schlä�i (1814�1895),

který zárove¬ otev°el cestu hledání analogií ve více rozm¥rech.

Platónská t¥lesa jsou oblíbená i v jiných oborech p°írodních v¥d � pokud se cht¥jí

nap°íklad atomy v molekule pravideln¥ rozmístit, vytvá°í ve vhodném po£tu tvary pla-

tónských t¥les, proto jsou tato t¥lesa £asto zmi¬ována v krystalogra�ckých pracích, ale

tvary p°ipomínající tato t¥lesa najdeme i v ºivé p°írod¥ � nap°íklad u m°íºkovc· [7]. Po

celou dobu historie hrála tato t¥lesa také významnou estetickou úlohu, a´ uº v podob¥

model· nebo plo²ných zobrazení, ale téma platónských t¥les v um¥ní není zahrnuto v této

práci. Historii nejen pravidelných mnohost¥n· se v¥nuje podrobn¥ [6], o historii platón-

ských t¥les se m·ºeme do£íst také v [1].
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Kapitola 2

Související literatura

Z autor· zmín¥ných jiº v kapitole 1 je vhodné zopakovat Eukleida, jehoº Základy �m·ºeme

pokládat za systematickou u£ebnici nejen tehdej²í geometrie, ale také teorie £ísel a ele-

mentární algebry. N¥kte°í matematikové dokonce tvrdí, ºe Eukleidovým cílem bylo popsat

vlastnosti práv¥ pravidelných mnohost¥n·, k £emuº musel p°idat obsáhlý úvod do dané

problematiky. Pravdou je, ºe konstrukci platónských t¥les v¥noval Eukleides poslední,

tj. t°ináctou knihu svých Základ·. První aº ²está kniha jsou v¥novány poznatk·m z ro-

vinné geometrie, sedmá aº devátá kniha se zabývají studiem p°irozených £ísel a desátá

kniha zkoumá tzv. nesoum¥°itelné veli£iny, v dne²ní terminologii £ísla iracionální.� [6,

str. 15] Za°azení platónských t¥les na konec ale m·ºe vyjad°ovat také to, ºe tato t¥lesa

povaºoval Eukleides za vrchol soudobé matematiky. Aktuáln¥ vychází jejich £eský p°eklad

Franti²ka Servíta s komentá°em Petra Vop¥nky; zatím vy²lo ve £ty°ech svazcích prvních

dvanáct knih. Online jsou dostupné v angli£tin¥ jako stránky [9].

Základní p°ehled o platónských t¥lesech najdeme v Platónských a archimedovských

t¥lesech od Dauda Suttona [5], kde jsou jednotlivá t¥lesa stru£n¥ popsána a uºite£nou

m·ºe být tabulka hodnot s po£ty vrchol·, st¥n a hran, pom¥rem délek hran a polom¥r·

význa£ných kruºnic. Bohuºel Sutton ºádnou z hodnot neodvozuje a pro tuto tabulku jsou

vyjád°eny desetinným £íslem namísto exaktního vyjád°ení zlomkem.

Dílo stejného názvu � Platonishe und Archimedishe Körper (tedy £esky Platónská a ar-

chimedovká t¥lesa) � dopln¥né podnázvem ihre Sternformen und polaren Gebilde (voln¥

p°eloºeno jejich ohv¥zdování a duality) publikoval Paul Adam spole£n¥ s Arnoldem Wys-

sem v N¥mecku [1], rozsahem je ale nesrovnateln¥ ²ir²í a velmi poctiv¥ zpracované, zvlá²t¥

rozsáhlý je zde obrazový doprovod jak p°ímo v textu, tak i v p°ílohách. Zahrnuje mimo
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jiné i podrobnou kapitolu o Keplerov¥ uspo°ádání slune£ní soustavy pomocí platónských

t¥les a popis jeºk· zaloºených na platónských t¥lesech, který je citován v £ásti 10.1.

Kdyº p°edstavivost a statické obrázky nesta£í, m·ºeme se obrátit na webový aplet

Waltera Fendta, zásluhou Miroslava Pano²e p°eloºený do £e²tiny [11], kde m·ºeme vy-

brané t¥leso nechat rotovat kolem jedné ze základních os a ve vhodných úhlech pohledu

si pohyb zastavit.

Na poli £eských akademických prací nejsou platónská t¥lesa novým tématem. Jiº v his-

torické kapitole jsme ostatn¥ citovali zejména rigorózní práci Veroniky Svobodové, Historie

pravidelných mnohost¥n· [6], kde najdeme více informací o postupném rozvoji poznání

v tomto oboru, ale i p°íklady uºití v um¥ní.

Citována je také bakalá°ská práce Mnohost¥ny a diskrétní povrchy Adély Vytiskové [7],

kde krom¥ Eulerovy v¥ty a jejích d·kaz· najdeme téma platónských graf· jakoºto repre-

zentace t¥les, dozvíme se o jejich vlastnostech, ale celkov¥ platónská t¥lesa nejsou hlavním

tématem této práce.

Naopak p°ímo je na n¥ zam¥°ena bakalá°ská práce Lucie Hudcové Platónova t¥lesa

[2], kde najdeme rozsáhlou obecnou £ást a stru£ný vý£et n¥kterých vzorc· vztahujících se

k jednotlivým t¥les·m, které nejsou odvozeny.

Chyb¥jící odvození najdeme pro mnoho vzorc· v u£ebním textu Pravidelné mno-

host¥ny od Vlasty Chmelíkové a Lubo²e Moravce [3], jehoº cílem je inspirovat u£itele

k roz²í°ení výuky stereometrie o výklad platónských t¥les. V jejich textu krom¥ v¥t²iny

vzorc· najdeme £asto i my²lenku jejich odvození. V kapitolách v¥novaných dvanáctist¥nu

a dvacetist¥nu je zmín¥ná práce citována. Vzhledem k zam¥°ení textu ale obsahuje dále

jen letmou informaci o dualit¥. Také v n¥m nenajdeme n¥které odchylky a polom¥ry

hranových koulí.

V literatu°e celkov¥ chybí exaktní vyjád°ení délek polom¥r· hranových koulí a ne-

najdou se ani odchylky hran od st¥n. Proto jsou v na²í práci dopln¥ny tyto hodnoty

v£etn¥ my²lenky jejich odvození. Originální jsou také n¥která dal²í odvození, ve v¥t²in¥

p°ípad· snad jednodu²²í neº v citovaných zdrojích. Dal²ím p°ínosem na²í práce je shrnutí

základních fakt·, vzorc· a odvození v kapitolách v¥novaných jednotlivým t¥les·m.
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Kapitola 3

Základní pojmy

T¥leso nebo mnohost¥n je £ást prostoru ohrani£ená n¥kolika rovinami. M·ºeme ji tedy

de�novat jako pr·nik n poloprostor·, kde n je po£et st¥n.

Pravidelný mnohost¥n je takový mnohost¥n, který má v²echny st¥ny shodné a v²echny

vrcholy shodné ve smyslu po£tu hran stýkajících se v kaºdém vrcholu. Jejich konvexní

p°ípady ozna£ujeme souhrnn¥ jako platónská t¥lesa, vzácn¥ Platónova t¥lesa.

Ludwig Schlä�i vyuºil pravidelnosti t¥les k jejich jednodu²²ímu popsání. Kdyº má mít

pravidelné t¥leso v²echny st¥ny a vrcholy shodné (ve smyslu vzájemné zam¥nitelnosti),

sta£í odpov¥d¥t na dv¥ otázky: jaké jsou st¥ny a jaké jsou vrcholy. St¥ny jsou pravidelné

p-úhleníky a £íslo p nazveme stupn¥m st¥ny. Valencí vrcholu nazveme £íslo q vyjad°u-

jící po£et hran, které z n¥j vedou. Uspo°ádanou dvojici {p, q} pak nazveme Schlä�iho

symbolem.

Obr. 3.1: P¥tiúhelník � Schlä�iho symbol {5} a pentagram � {5
2
}

Roz²í°ením této de�nice m·ºe být pouºití racionálních £ísel p a q. Pokud p = r
s
, vyja-

d°uje r po£et vrchol· pravideln¥ rozmíst¥ných po kruºnici a s upravuje rozmíst¥ní hran
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� o£íslujeme-li vrcholy po kruºnici od nuly, povede hrana mezi vrcholem 0 a vrcholem s

(obr. 3.1). V p°ípad¥ £ísla q jde o rozmíst¥ní st¥n u vrcholu, nejlépe si ho lze p°edstavit

jako st¥nu, která vznikne useknutím vrcholu. [7]

Také není nutné uspo°ádat vºdy dv¥ £ísla. Jedno £íslo vyjad°uje pravidelný rovinný

obrazec, nap°íklad {5
2
} vyjad°uje pentagram. Na druhou stranu m·ºeme £ísla i p°idávat,

coº nám umoº¬uje generovat pravidelné mnohost¥ny ve vy²²ích dimenzích. Uº ve t°ech

rozm¥rech je ale vid¥t, ºe £ísla do Schlä�iho symbolu nem·ºeme volit libovoln¥ se zárukou

existence takového t¥lesa. Nap°íklad ale posloupnost {3, 3, 3, ..., 3} n trojek tuto jistotu

poskytuje nezávisle na volb¥ p°irozeného £ísla n a útvar se bude jmenovat n-simplex.

Zlatý °ez je nejoblíben¥j²ím pom¥rem délek v lidské historii. Jeho základní vlastností

je, ºe v¥t²í £ást d¥lí celek ve stejném pom¥ru jako men²í £ást d¥lí v¥t²í £ást. Zna£í se ϕ,

dá se vyjád°it nekone£ným zlomkem

ϕ = 1 +
1

1 + 1
1+ 1

...

,

je °e²ením rovnice (vycházející z de�ni£ní vlastnosti)

1

ϕ
= 1− ϕ

a jeho p°ibliºná hodnota je

ϕ
.
= 1, 618. [5]

Úhlop°í£ka je kaºdá úse£ka spojující dva vrcholy a není hranou. Náleºí-li st¥n¥, jedná

se o st¥novou úhlop°í£ku, v opa£ném p°ípad¥ to je úhlop°í£ka t¥lesová. Prochází-li navíc

st°edem t¥lesa, je to hlavní úhlop°í£ka.

T¥lesová vý²ka ke st¥n¥ je nejv¥t²í moºná kolmá vzdálenost bodu t¥lesa od roviny

st¥ny dané st¥ny.

3.1 K platónským t¥les·m

Voln¥ji °e£eno jsou platónská t¥lesa taková t¥lesa, jejichº v²echny st¥ny jsou shodné pra-

videlné n-úhelníky. Takto je vnímal i Platón. Vzhledem k tomu, ºe tato práce se nezabývá

obecnými mnohost¥ny, budeme vºdy £ty°st¥nem myslet pravidelný £ty°st¥n, osmist¥nem

pravidelný osmist¥n atd.

Podobn¥ jako pravidelné n-úhelníky, kterým lze vepsat a opsat kruºnici, mají platónská

t¥lesa vepsanou a opsanou kouli, £ehoº vyuºil Kepler p°i uspo°ádávání slune£ní soustavy
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(kapitola 1.1), navíc jako t°etí existuje koule dotýkající se st°ed· hran. Jsou zde tedy t°i

význa£né koule � opsaná, na které leºí vrcholy t¥lesa, vepsaná, na které leºí st°edy st¥n,

a hranová, která je de facto vepsána drát¥nému modelu. St°edy v²ech t¥chto koulí splývají

ve v²ech p°ípadech v jednom bod¥ [5]. Zna£ení se v literatu°e r·zní, polom¥r vepsané koule

je n¥kdy zna£en ρ a opsané koule r, v této práci je budeme zna£it b¥ºným písmenem r

opat°eným indexem, tedy od nejv¥t²ího ro, rh, rv.

3.2 Eulerova v¥ta

Ozna£íme v po£et vrchol·, h po£et hran a s po£et st¥n t¥lesa. V konvexním mnohost¥nu

potom platí

v + s− h = 2 .

Existuje mnoho zp·sob·, jak toto tvrzení dokázat, n¥kolik z nich popisuje Vytisková . Pro

pot°eby této práce dozajista sta£í jeden. Ten je inspirován d·kazem £íslo 7 [7, str. 46�47].

D·kaz je veden indukcí pro t¥lesa s trojúhelníkovými st¥nami, pro st¥ny jiných tvar·

pak úpravou. �ty°st¥n má £ty°i st¥ny, £ty°i vrcholy a ²est hran. A protoºe 4 + 4− 6 = 2,

tvrzení pro n¥j platí.

Dále p°idávejme vºdy jeden vrchol nad libovolnou st¥nu (vn¥ t¥lesa tak, aby nové t¥-

leso bylo konvexní), coº dá zaniknout této st¥n¥. Kaºdou ze t°í hran dosud ohrani£ujících

bývalou st¥nu spojuje ale s novým vrcholem nová st¥na a od kaºdého ze t°í vrchol· náleºe-

jících p·vodní st¥n¥ k n¥mu vede nová hrana. Tento induk£ní krok zápí²eme symbolicky:

vn+1 = vn + 1

sn+1 = sn + 2

hn+1 = hn + 3

Pokud pro p·vodní t¥leso Eulerova v¥ta platila, platí i pro t¥leso obohacené o jeden vrchol:

vn+1 + sn+1 − hn+1 = (vn + 1) + (sn + 2)− (hn + 3) = vn + sn − hn = 2

Ne kaºdé t¥leso je ale ohrani£eno trojúhelníky. P°edchozí postup v²ak nebránil vzniku

sousedních komplanárních st¥n. Pokud odebereme hranu, která dv¥ takové st¥ny odd¥luje,

stane se ze dvou st¥n jedna, dohromady po£et st¥n klesne o jednu stejn¥ jako po£et hran.
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Po£et vrchol· se nezm¥nil. I zde tedy platí, ºe pokud v¥ta platila pro p·vodní t¥leso, platí

i pro nové:

vm+1 + sm+1 − hm+1 = vm + (sm − 1)− (hm − 1) = vm + sm − hm = 2

3.3 Práv¥ p¥t platónských t¥les

Jak uº bylo nazna£eno v historické kapitole, je platónských t¥les p¥t a ºádný dal²í pra-

videlný konvexní mnohost¥n neexistuje. To je tvrzení, které se slu²í dokázat. Nap°ed se

seznámíme s d·kazem pomocí Eulerovy v¥ty, který je matematicky p°esv¥d£iv¥j²í, ale

z úcty k historii a p°edstavivosti nazna£íme i d·kaz Euklid·v.

3.3.1 D·kaz pomocí Eulerovy v¥ty

P°edpokládejme existenci pravidelného konvexního mnohost¥nu charakterizovaného Schläf-

liho symbolem {p, q}.

Kaºdá st¥na je tedy pravidelný p-úhelník, zárove¬ kaºdá hrana náleºí dv¥ma st¥nám.

Pro po£et st¥n a hran tedy platí vztah ps
2
= h, po úprav¥ s = 2h

p
. Také z kaºdého vrcholu

vede q hran a kaºdá hrana spojuje dva vrcholy. Analogicky tedy platí qv
2
= h, potaºmo

v = 2h
q
. Upravené vztahy dosadíme do Eulerovy v¥ty:

2h

q
+

2h

p
= 2 + h

Na levé stran¥ je stejný £itatel, kterým ob¥ strany rovnice vyd¥líme a dostaneme

1

q
+

1

p
=

1

h
+

1

2

a tuto rovnici °e²íme jako diofantovskou s omezením p ≥ 3 a q ≥ 3; p°ipome¬me, ºe st¥na

je p-úhelník a q je po£et st¥n nebo hran u vrcholu, pro ob¥ £ísla je tedy minimum 3.

Zárove¬ i po£et hran je kladný, takºe aby rovnost mohla být spln¥na, musí platit

1

q
+

1

p
>

1

2
,

coº nem·ºe být spln¥no, pokud jsou p > 3 ∧ q > 3. Alespo¬ jedno z £ísel p, q tedy musí

být rovno 3.

Nech´ nap°ed p = 3, potom
1

q
+

1

3
=

1

h
+

1

2
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a po úprav¥
1

q
− 1

6
=

1

h
.

Víme, ºe h je kladné, p°ípustné hodnoty q jsou tedy z mnoºiny {3, 4, 5}. Stejného výsledku

se nám dostane i p°i volb¥ q = 3, kde z rovnice 1
p
− 1

6
= 1

h
dostáváme mnoºinu {3, 4, 5}

jako mnoºinu moºných hodnot p.

Dvakrát jsme tedy získali t°i moºné kombinace, uº na první pohled je ale vid¥t, ºe

kombinace p = 3 a q = 3 se vyskytuje dvakrát. Omezili jsme tedy po£et pravidelných

t¥les na p¥t. O jejich existenci se p°esv¥d£íme konstrukcí v kapitolách 4 aº 8.

3.3.2 Euklid·v d·kaz po£tu platónských t¥les

Euklid·v d·kaz po£tu platónských t¥les, p°esn¥ji °e£eno d·kaz uvedený v jeho Základech,

pochází nejpozd¥ji od Theaitéta z Athén (417�369 p°.n.l). Je zaloºen na konstrukci pravi-

delných prostorových úhl·, jak je u bodu A nazna£eno na obr. 3.2. Pro vznik prostorového

úhlu pouºitelného v pravidelném mnohost¥nu je pot°eba alespo¬ t°í pravidelných mno-

hoúhelník·. Nejmen²ím je trojúhelník, který vytvo°í prostorový úhel v po£tu t°í, v po£tu

£ty° i v po£tu p¥ti u jednoho vrcholu. �est rovnostranných trojúhelník· vypl¬uje plný

rovinný úhel a tvo°í pravidelný ²estiúhelník. [6]

Obr. 3.2: Po£ty pravidelných n-úhelník· u vrcholu [7]

�tverec, pravidelný £ty°úhelník, vytvo°í prostorový úhel jen v po£tu t°í, £ty°i pravé

úhly £tverce tvo°í op¥t plný úhel. Pravidelný p¥tiúhelník má vnit°ní úhel u vrcholu 108◦,

t°i p¥tiúhelníky tedy vytvo°í prostorový úhel, £ty°i se v rovin¥ jiº p°ekrývají a t°i ²estiú-

helníky tvo°í plochu, jak je vid¥t na obr. 3.2.
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Tím je vymezeno p¥t pravidelných prostorových úhl·, jejichº opakováním ve v²ech

vrcholech vzniká p¥t platónských t¥les. To, ºe v²echna t¥lesa existují, dokázal Eukleidés

jejich konstrukcí.
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Kapitola 4

Pravidelný £ty°st¥n

Pravidelný £ty°st¥n je tvo°en £ty°mi st¥nami, £ty°mi vrcholy a ²esti hranami. V kaºdém

vrcholu se stýkají t°i hrany a t°i st¥ny, které mají tvar rovnostranného trojúhelníku.

Aletrnativní názvy jsou tetraedr nebo z°ídka pouºívaný 3-simplex odkazující na rodinu

vícerozm¥rných t¥les, do které £ty°st¥n pat°í. Schlä�iho symbol £ty°st¥nu je {3, 3}. Podle

Platóna je základní sloºkou ºivlu ohn¥, Kepler jej vepsal mezi Jupiter a Mars.

4.1 Vzorce a odvození

4.1.1 Míry

Délku hrany ozna£me a.

Vý²ka st¥ny vs je odv¥snou pravoúhlého trojúhelníku s p°eponou délky a a krat²í

odv¥snou délky a
2
; z Pythagorovy v¥ty získáváme snadno

vs =

√
3

2
a .

Obsah S jedné st¥ny je podle vzorce pro obsah trojúhelníku roven polovin¥ sou£inu

délky strany a a vý²ky vs, tedy

S =

√
3

4
a2.

T¥lesová vý²ka vt vychází z t¥ºi²t¥ podstavy, je tedy odv¥snou v pravoúhlém trojúhel-

níku se zbývajícími stranami délek a a 2
3
vs =

√
3
3
a. Podle Pythagorovy v¥ty je tedy

vt =

√
a2 − a2

3
=

√
2

3
a ,
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vt =

√
6

3
a .

Povrch £ty°st¥nu P je £ty°násobkem obsahu rovnostranného trojúhelníka:

P =
√
3a2

Protoºe je £ty°st¥n speciálním p°ípadem jehlanu, jeho objem je t°etinou objemu hra-

nolu se stejnou podstavou a stejnou vý²kou. Platnost tohoto tvrzení lze názorn¥ ukázat

rozkládacím geometrickým modelem, spo£ítat lze pomocí £ty°st¥nu vepsaného do krychle

(vepsání je popsáno v odstavci 9.2), nejjednodu²²í je ale pouºití ur£itého integrálu. Protoºe

tento vzorec vyuºijeme i v dal²ích kapitolách, odvodíme jej pro obecný jehlan s vý²kou

vo a podstavou plochy soa
2 (kde so je plocha podstavy pro jednotkovou hranu a a je

délka hrany). Na intervalu 〈0, v0〉 potom budeme integrovat funkci f vyjad°ující plochu

podstavy p°i vý²ce x, hrana podstavy závisí na vý²ce lineárn¥:

f = so
a2

v2o
x2

Objem bude tedy:

Vo =
∫ vo

0
so
a2

v2o
x2dx =

[
1

3
so
a2

v2o
x3
]vo
0

=
1

3
soa

2vo

Po dosazení vt za v0 a za soa2 pak obsah podstavy S pravidelného £ty°st¥nu vyjád°íme

objem pravidelného £ty°stenu

V =

√
2

12
a3.

St°edem pravidelného £ty°st¥nu je pr·se£ík t¥lesových vý²ek, které d¥lí v pom¥ru

1 : 3 (sou°adnice t¥ºi²t¥ jsou aritmetickým pr·m¥rem sou°adnic vrchol·). Vzdálenost

mezi st°edem a libovolným vrcholem, neboli polom¥r opsané koule, je tedy t°i £tvrtiny

délky t¥lesové vý²ky:

ro =
3

4

√
2

3
a =

√
6

4
a .

Jedna £tvrtina vý²ky tvo°í naopak vzdálenost st°edu od libovolné st¥ny a polom¥r

koule vepsané:

rv =
1

3
ro =

√
6

12
a

Náro£n¥j²í je odvození polom¥ru hranové koule rh. Nejsnáze jej lze vyjád°it jako vý²ku

rovnoramenného trojúhelníku s rameny délky ro a základnou délky a podle obr. 4.1.
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Obr. 4.1: Polom¥r hranové koule rh

Pouºitím Pythagorovy v¥ty dostaneme:

rh =

√
r2o −

a2

4
=

√
6

16
a2 − 4

16
a2

rh =

√
2

4
a

4.1.2 Odchylky

St¥ny pravidelného £ty°st¥nu jsou rovnostranné trojúhelníky, odchylky hran mají tedy

velikost 60◦. Velikost odchylky ω dvou st¥n je úhlem u hlavního vrcholu rovnoramenného

trojúhelníku, ve kterém je základnou hrana délky a, ramena jsou pak st¥nové vý²ky vs =
√
3
2
a (na obr. 4.2), ze kterého uº není problém vyjád°it

sin
ω

2
=

a
2√
3
2
a
=

1√
3
=

√
3

3
.

Odkud
ω

2
.
= 35◦16′ , a tedy ω .

= 70◦32′.

Stejn¥ velký je také úhel svíraný ve st°edu £ty°st¥nu dv¥ma t¥lesovými vý²kami, jak je

znázorn¥no na obr. 4.2 vpravo.

Obr. 4.2: �ez £ty°st¥nu, odchylka jeho st¥n [3] a odchylka dvou t¥lesových vý²ek
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Dal²ím zajímavým úhlem je úhel mezi hranou a st¥nou u vrcholu. Ten je v trojúhelníku

na obr. 4.2 vlevo reprezentován úhly p°i základn¥ AB (úhel mezi touto hranou a nap°íklad

st¥nou ACD) a jeho velikost lze tedy snadno dopo£ítat:

ψ =
180◦ − ω

2
.
=

109◦28′

2
.
= 54◦44′
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Kapitola 5

Krychle

Krychle je platónským t¥lesem, se kterým se v¥t²ina lidí seznámí jako s prvním prost°ed-

nictvím kosti£ek a hracích kostek jiº v útlém v¥ku. Má ²est £tvercových st¥n stýkajících

se po t°ech v osmi vrcholech, které spojuje dvanáct hran.

Pouºívá se také název hexaedr, pro její zobecn¥ní do více rozm¥r· je uºíván pojem

hyperkrychle nebo nadkrychle, jako 3-rozm¥rná hyperkrychle je tedy prakticky nazývána

jen ve výkladu hyperkrychlí ve vy²²ích dimenzích. Hyperkrychle mají obecn¥ Schlä�iho

symbol {4, 3, ..., 3}, kde po£et £ísel 3 je dán rozm¥rem hyperkrychle tak, aby m¥l symbol

pat°i£nou délku � pro krychli tedy {4, 3}. Pro svojí stabilitu p°edstavovala u Platóna ºivel

zem¥ a Kepler ji vepsal mezi Saturn a Jupiter.

5.1 Vzorce a odvození

5.1.1 Míry

Pouºijeme op¥t délku hrany a.

Povrch P je ²estinásobkem obsahu st¥ny S = a2, tedy

P = 6a2.

Objem krychle je roven

V = a3.

St¥nová úhlop°í£ka má délku

us =
√
2 a .
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T¥lesová úhlop°í£ka je p°eponou nad odv¥snami délek a, us a její délku vyjád°íme jako

ut =
√
3 a .

St°ed krychle je v pr·se£íku t¥lesových úhlop°í£ek, sou£asn¥ se v n¥m st°etávají i spoj-

nice st°ed· protilehlých st¥n i hran. Polom¥ry význa£ných koulí odpovídají polovinám jiº

vyty£ených délek. Polom¥r koule vepsané je polovinou délky hrany

rv =
a

2
,

polom¥r hranové koule je polovinou délky st¥nové úhlop°í£ky

rh =

√
2 a

2

a nakonec polom¥r opsané koule je polovinou t¥lesové úhlop°í£ky

ro =

√
3 a

2
.

5.1.2 Odchylky

Nap°ed konstatování z°ejmých fakt·: kaºdé dv¥ sousední st¥ny jsou na sebe kolmé, proti-

lehlé st¥ny jsou rovnobéºné, hrany jsou rozmíst¥ny ve t°ech navzájem kolmých sm¥rech,

kaºdý z t¥chto je kolmý na dv¥ vzájemn¥ rovnob¥ºné st¥ny. Tyto skute£nosti vyplývají

p°ímo z vlastností £tverce a z umíst¥ní t°í £tverc· u jednoho vrcholu.

Obr. 5.1: Odchylka t¥lesové úhlop°í£ky a st¥ny

T¥lesová úhlop°í£ka se t¥mto kolmostem vymyká, proto si ur£íme její odchylku od st¥ny

vyjád°enou velikostí úhlu mezi t¥lesovou a st¥novou úhlop°í£kou (obr. 5.1). Jak je vid¥t,
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odchylku τ lze vyjád°it pomocí goniometrických funkcí z pravoúhlého trojúhelníku, kde

je t¥lesová úhlop°í£ka p°eponou a odv¥snami jsou hrana a st¥nová úhlop°í£ka. Nap°íklad

je tedy

sin τ =
a√
3 a

=

√
3

3
.

Tuto hodnotu jiº známe z oddílu 4.1.2, kde reprezentovala polovinu odchylky dvou

st¥n £ty°st¥nu. Tuto rovnost zd·vodníme p°i vepisování £ty°st¥nu do krychle v £ásti 9.2.

P°ibliºná hodnota odchylky τ t¥lesové úhlop°í£ky od st¥ny je tedy

τ
.
= 35◦16′.

U st°edu lze zkoumat odchylku dvou t¥lesových úhlop°í£ek, kterou není t¥ºké dopo£ítat

ze sou£tu velikostí úhl· v rovnoramenném trojúhelníku � poloviny úhlop°í£ek tvo°í ramena

a základnou je hrana. P°i základn¥ budou úhly 90◦ − τ . Vychází tedy hodnota 2τ , neboli

odchylka dvou st¥n £ty°st¥nu s p°ibliºnou hodnotou

2τ
.
= 70◦32′.
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Kapitola 6

Pravidelný osmist¥n

Pravidelný osmist¥n má osm trojúhelníkových st¥n stýkajících se po £ty°ech v ²esti vr-

cholech spojených dvanácti hranami.

Dal²ím jeho názvem je oktaedr. Dob°e si ho lze p°edstavit jako t¥leso vzniklé pouºitím

st°ed· st¥n krychle jako vrchol· osmist¥nu, neboli je duálním t¥lesem krychle (dualit¥ se

v¥nuje kapitola 9.1). Dá se také sestrojit jako pr·nik dvou £ty°st¥n·, podrobn¥ji tentokrát

v odstavci 10.2. V Platónov¥ nauce pat°il osmist¥n vzduchu, Kepler jej vepsal mezi sféry

Venu²e a Merkuru.

6.1 Vzorce a odvození

6.1.1 Míry

Tradi£n¥ ozna£íme délku hrany a.

St¥nou osmist¥nu je rovnostranný trojúhelník, jehoº vý²ka vs =
√
3
2
a i obsah S =

√
3
4
a2

jsou stejné jako u £ty°st¥nu, povrch je osminásobkem obsahu st¥ny :

P = 2
√
3 a2

T¥lesová úhlop°í£ka je úhlop°í£kou £tverce se stranou délky a:

ut =
√
2 a

T¥lesová vý²ka vt, v p°ípad¥ osmist¥nu vzdálenost protilehlých st¥n, lze nejlépe na-

hlédnout na °ezu vedeném dv¥ma prot¥j²ími vrcholy a dv¥ma st°edy hran (obr. 6.1).
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Obr. 6.1: �ez vyzna£ený na osmist¥nu a odchylka jeho st¥n sousedících hranou (na °ezu

vlevo) a odchylka prot¥j²ích st¥n u vrcholu (naho°e), vyzna£ení t¥lesové vý²ky vt.

V tomto koso£tverci se stranami délky
√
3
2
a a úhlop°í£kami délek a a

√
2a je vt vzdálenost

protilehlých stran. Tu pak není t¥ºké vyjád°it z rovnosti obsah· koso£tverce:
√
3

2
avt =

√
2

2
a2

vt =

√
6

3
a

Objem je dvojnásobkem objemu pravidelného £ty°bokého jehlanu nad základnou s hra-

nami délky a, podle vzorce V = 1
3
Spvt, který byl metodou integrace odvozen jiº v kapitole

4.1.1. Vý²kou jehlanu je v tomto p°ípad¥ polovina t¥lesové úhlop°í£ky ut:

V =

√
2

3
a3

Polovina t¥lesové úhlop°í£ky, vzdálenost st°edu a vrcholu, je zárove¬ polom¥rem opsané

koule, jehºo velikost je tedy

ro =

√
2

2
a .

Polom¥r hranové koule je velikostí roven polovin¥ délky hrany, jak je patrné na £tver-

covém °ezu £ty°mi komplanárními vrcholy (obr. 6.2), tedy

rh =
a

2
.

Polom¥r vepsané koule odpovídá polovin¥ t¥lesové vý²ky:

rv =

√
6

6
a
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Obr. 6.2: �tvercový °ez vyzna£ený na osmist¥nu s t¥lesovými úhlop°í£kami

6.1.2 Odchylky

Jak jiº bylo nastín¥no, £ty°i komplanární vrcholy osmist¥nu tvo°í £tverec � protilehlé

hrany jsou tedy rovnob¥ºné. Aplikací této skute£nosti na dv¥ dvojice hran zjistíme, ºe

i protilehlé st¥ny jsou rovnob¥ºné. Úhlop°í£ky zmín¥ného £tverce, o kterých je známo, ºe

svírají pravý úhel, jsou zárove¬ t¥lesovými úhlop°í£kami.

St¥ny, které nejsou protilehlé, spolu sousedí bu¤ hranou, nebo p°es jeden spole£ný

vrchol. V obou p°ípadech jsou jejich odchylky v °ezu na obr. 6.1. Odchylku dvou st¥n

sousedících u vrcholu spo£teme pomocí sinu její poloviny:

sin
ωv
2

=
a
2√
3
2
a
=

√
3

3
.

Tato hodnota je nám jiº dob°e známa z krychle i £ty°st¥nu a je

ωv = 70◦32′.

Z koso£tverce je vid¥t, ºe odchylka st¥n sousedících hranou bude dopl¬kem do 180◦, coº

jsme ostatn¥ uº po£ítali v £ásti 4.1.2 jako odchylku hrany od st¥ny £ty°st¥nu. Celá od-

chylka je tedy

ωh = 109◦28′.
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Kapitola 7

Pravidelný dvanáctist¥n

Obr. 7.1: Ukázka pravidelného dvanáctist¥nu (vytvo°eno pomocí apletu [11])

Stranami pravidelného dvanáctist¥nu jsou pravidelné p¥tiúhelníky, které se po t°ech

stýkají ve dvaceti vrcholech (jak je vid¥t na obr.7.1), to znamená Schlä�iho symbol {5, 3}.

K pospojování vrchol· je pot°eba 30 hran.

V literatu°e je pro pravidelný dvanáctist¥n pouºíván také název dodekaedr. B·h jej

podle Platóna pouºil p°i uspo°ádávání vesmíru, coº moºná Keplera inspirovalo ke vpiso-

vání t¥les mezi sféry ob¥ºných drah planet, ale práv¥ mezi Marsem a Zemí, kam vepsal

dvanáctist¥n, byl jeho model nejmén¥ p°esný (jak je vid¥t v tabulce 1.1).

Na rozdíl od t¥les s men²ím po£tem st¥n má dvanáctist¥n t¥lesové úhlop°í£ky r·zných

délek, také jich má výrazn¥ víc: z kaºdého vrcholu vedou t°i hrany a ²est st¥nových úhlo-

p°í£ek, ke zbývajícím deseti vrchol·m tedy vede t¥lesová úhlop°í£ka. Jediná z nich prochází

st°edem a vede do prot¥j²ího vrcholu, tuto úhlop°í£ku nazveme hlavní. Úhlop°í£ky jsou

podrobn¥ popsány v £ásti 7.2.1.
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Zajímavé je, ºe vrcholy leºí po p¥ti ve £ty°ech rovnob¥ºných rovinách; prost°ední dv¥

roviny d¥lí t¥leso na t°i £ásti: dva shodné komolé p¥tiboké jehlany s hranou v¥t²í podstavy

o délce úhlop°í£ky p¥tiúhelníku a ostatními hranami z p·vodního t¥lesa, mezi nimi zbývá

t¥leso s dv¥ma shodnými podstavami � v kapitole 10.3 poznáme, ºe díky vzájemné poloze

obou podstav se jedná o antihranol. Navíc mají tyto t°i £ásti stejný objem. D·kaz tohoto

tvrzení najdeme na konci této kapitoly.

7.1 Pravidelný p¥tiúhelník

Obr. 7.2: Ukázka pravidelného p¥tiúhelníku

Zatímco vlastnosti st¥n p°edchozích t¥les � rovnostranného trojúhelníku a £tverce �

jsou dob°e známé, vlastnosti p¥tiúhelníku (obr. 7.2) si zaslouºí vy£len¥ný popis.

V tém¥° v²ech pramenech je informace o zlatém °ezu v p¥tiúhelníku. Pro£ se v n¥m

vyskytuje, je ov²em informace vzácná. Pokusíme se odpov¥¤ alespo¬ nastínit. Pom¥r

zlatého °ezu se tradi£n¥ zna£í ϕ a nabývá hodnoty ϕ = 1+
√
5

2
.

Známe sou£et velikostí vnit°ních úhl· n−úhelník·

n∑
i=1

αi = (n− 2) · 180◦,

pro pravidelný p¥tiúhelník bude tedy platit 5α = 540◦ a u kaºdého vrcholu bude úhel

o velikosti

α = 108◦ .

Dále je pot°eba znalost pojmu zlatý trojúhelník. Ten je rovnoramenný a základna je

v¥t²í £ástí zlatého °ezu ramen. Na obr. 7.3 je vid¥t konstrukce men²ího zlatého trojúhel-

níku nad £ástí ramene p·vodního zlatého trojúhelníku. Trojúhelník vzniklý nad druhým
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Obr. 7.3: Zlatý trojúhelník

ramenem je díky zlatému °ezu rovnoramenný a ze shodnosti úhl· u jeho základny získá-

váme β = 2γ a ze sou£tu velikostí vnit°ních úhl· pak 5γ = 180◦. Úhel δ je dopl¬kovým

úhlem k β, a tedy δ = 3γ ve stupních a pak

γ = 36◦ , β = 72◦ a δ = 108◦ .

Libovolné dv¥ sousední strany p¥tiúhelníku spolu s úhlop°í£kou tedy tvo°í trojúhelník

podobný trojúhelníku BDC z obr. 7.3 podle v¥ty sus. Úhlop°í£ka p¥tiúhelníku je tedy

stranou d¥lena v pom¥ru zlatého °ezu:

us =
1 +
√
5

2
a

Zárove¬ m·ºeme vyjád°it cos 72◦. P°i pouºití poloviny zlatého trojúhelníku s jednot-

kovou základnou má p°ilehlá odv¥sna délku 1
2
a p°epona je délky ϕ:

cos 72◦ =
1
2

1+
√
5

2

=
1√
5 + 1

=

√
5− 1

4

Ze vzorce | sin x
2
| =

√
1−cosx

2
získáme

sin 36◦ =

√√√√1−
√
5−1
4

2
=

√
5−
√
5

8
=

1

2

√
5−
√
5

2
.

Tím se kone£n¥ dostáváme k obsahu pravidelného p¥tiúhelníku. T°ikrát aplikujeme

vzorec pro obsah trojúhelníku S = 1
2
ab sin γ u jednoho vrcholu podle obr. 7.4, kde za ab
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Obr. 7.4: Rozd¥lení pravidelného p¥tiúhelníku pro výpo£et jeho obsahu

dosadíme dvakrát a2ϕ a jednou (aϕ)2:

SEAD = SBCD =
a2ϕ

2

√
5−
√
5

8
=
a2ϕ

4

√
5−
√
5

2

SABD =
a2ϕ2

4

√
5−
√
5

2

Ze v²ech s£ítanc· obsahu tedy m·ºeme vytknout a2

2
ϕ sin 36◦:

S =
a2ϕ

4

√
5−
√
5

2
· (2 + ϕ) =

=
a2

4

√
5−
√
5

2
· 1 +

√
5

2
·
(
2 +

√
5 + 1

2

)
=

=
a2

16
√
2

√(
5−
√
5
) (√

5 + 1
)2 (

5 +
√
5
)2

=

=
a2

16
√
2

√
(25− 5)

(
6 + 2

√
5
) (

5 +
√
5
)
=

=
a2

16
√
2

√
20
(
40 + 16

√
5
)

Odtud uº po snadné dal²í úprav¥ získáme:

S =

√
25 + 10

√
5

4
a2

Pro odvození n¥kterých vztah· v dvanáctist¥nu je pot°eba znát také polom¥ry význa£-

ných kruºnic p¥tiúhelníku. Ozna£íme r5 polom¥r opsané kruºnice a ρ5 polom¥r vepsané

kruºnice, jak je nazna£eno na obr. 7.5.

K odvození r5 poslouºí v¥ta o obvodovém a st°edovém úhlu, díky které známe velikosti

úhl· |6 BSC| = 72◦ a |6 FSB| = 36◦. Protoºe jiº známe hodnotu sin 36◦, vyjád°íme délku
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r5 z trojúhelníku FBS:

r5 =
a
2

1
2

√
5−
√
5

2

=

√
10
(
5 +
√
5
)

10
a

Polom¥r vepsané kruºnice pak vyjád°íme z Pythagorovy v¥ty z trojúhelníku FBS:

ρ5 =

√
2

5−
√
5
a2 − a2

4
=
a

2

√√√√8−
(
5−
√
5
)

5−
√
5

=
a

2

√√√√(3 +√5)
5−
√
5

Po dvojím usm¥rn¥ní je:

ρ5 =

√
25 + 10

√
5

10
a

Poslední pot°ebnou vzdáleností z pravidelného p¥tiúhelníku je vzdálenost vrcholu od

úhlop°í£ky; ozna£íme ji vu a vyjád°íme jako krat²í odv¥snu pravoúhlého trojúhelníka CUD

(obr. 7.5):

v2u = a2 −
(
1 +
√
5

4
a

)2

= a2

16−
(
6 + 2

√
5
)

16


vu =

a

4

√
10− 2

√
5

Obr. 7.5: Délka vu a polom¥r kruºnice vepsané a opsané pravidelnému p¥tiúhelníku

7.2 Vzorce a odvození

Z d·vodu p°ehlednosti je odvození n¥kterých vzorc· platných v pravidelném dvanáctist¥nu

vyd¥leno do kapitoly 7.2.1, p°ehledové kapitoly jsou za°azeny dále. Délku hrany zna£íme

jiº tradi£n¥ a.
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7.2.1 Odvození n¥kterých vzorc·

T¥lesové úhlop°í£ky

Obr. 7.6: Dvanáctist¥n s vyzna£enými vzdálenostmi vrchol· vyjád°enými po£tem hran na

nejkrat²í cest¥. Podkladový obrázek vytvo°en pomocí [11]

Úhlop°í£ky pravidelného dvanáctist¥nu jsou r·zných délek, konkrétn¥ t°í. To nejlépe

prokáºeme vzdáleností jednotlivých vrchol· od výchozího vrcholu vyjád°ené podle gra-

fové terminologie po£tem hran, jak je vyzna£eno na obr. 7.6. Sousední vrcholy, vzdálené

jednu hranu, jsou pochopiteln¥ spojeny s výchozím vrcholem hranou. S nimi sousední,

na obrázku ozna£eny azurovou barvou a £íslem 2 náleºí stejné st¥n¥ jako výchozí vrchol

a úse£ka k n¥mu je st¥novou úhlop°í£kou. Nejkrat²í t¥lesová úhlop°í£ka vede k vrchol·m

vzdáleným po drát¥ném modelu t°i hrany, proto ji ozna£íme u3, del²í úhlop°í£ka k jejich

o jednu hranu vzdálen¥j²ím sousedním vrchol·m, kterou ozna£íme u4. Nejdel²í úhlop°í£-

kou je ta, která vede do prot¥j²ího vrcholu se vzdáleností p¥ti hran; ozna£ení u5 by se

ale mohlo plést se st¥novou úhlop°í£kou us, proto hlavní t¥lesovou úhlop°í£ku a jedin¥ ji

budeme zna£it ut.

Pro odvození jejich délek je uºite£né p°edstavit si ve dvanáctist¥nu vepsanou krychli

(obr. 7.7) s délkou hrany ϕa (o vpisování podrobn¥ji v £ásti 9.2). Úhlop°í£ka dvanáctist¥nu

u3 je pak st¥novou úhlop°í£kou vepsané krychle a nejdel²í ut je její t¥lesovou úhlop°í£kou

a sta£í dosadit do vzorc· známých z kapitoly 5:

u3 =

√
2
(
1 +
√
5
)

2
a
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Obr. 7.7: Krychle vepsaná do dvanáctist¥nu

ut =

√
3
(
1 +
√
5
)

2
a

Délku zbývající úhlop°í£ky u4 vypo£teme pomocí Pythagorovy v¥ty v pravoúhlém

trojúhelníku se stranami délek a, u4 a ut:

u4 =

√√√√√√3
(
1 +
√
5
)

2
a

2

− a2 =

√√√√3
(
6 + 2

√
5
)
− 4

4
a =

√
2
(
7 + 3

√
5
)

2
a

�e je takový trojúhelník pravoúhlý, není t¥ºké nahlédnout. Dv¥ protilehlé hrany jsou rov-

nob¥ºné, spojnice vytvá°ející s nimi obdélník jsou délky u4 a úhlop°í£ky tohoto obdélníku

mají délku ut. K p°edstav¥ obdélníku m·ºe pomoci krychle vepsaná do dvanáctist¥nu (na

obr.7.7), kde je vid¥t, ºe hrany leºící nad protilehlými st¥nami krychle tvo°í dv¥ prot¥j²í

st¥ny obdélníku.

Polom¥ry význa£ných koulí

Hlavní t¥lesová úhlop°í£ka prochází st°edem pravidelného dvanáctist¥nu a je zárove¬ pr·-

m¥rem jeho opsané koule; délka jejího polom¥ru je tedy

ro =

√
3
(
1 +
√
5
)

4
a.

Pomocí Pythagorovy v¥ty získáme polom¥r hranové koule:

r2h = r2o −
(
a

2

)2

rh =

√
3a2

16

(
1 +
√
5
)2
− a2

4
=

√√√√3
(
6 + 2

√
5
)
− 4

16
a
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rh =

√
14 + 6

√
5

4
a

Jinou aplikací Pythagorovy v¥ty získáme polom¥r koule vepsané:

r2v = r2o − r25 =
3
(
6 + 2

√
5
)

16
a2 − 5 +

√
5

10
a2 =

25 + 11
√
5

40
a2

rv =

√
10
(
25 + 11

√
5
)

20
a

Objem

Pravidelný dvanáctist¥n lze sloºit z dvanácti jehlan·, ve kterých je jeho st¥na jejich podsta-

vou a vý²kou je polom¥r vepsané koule, jeho objem tedy vyjád°íme jako dvanáctinásobek

objemu pravidelného p¥tibokého jehlanu s vý²kou rv:

V =
12

3
Srv = 4·

√
5
(
5 + 2

√
5
)

4
·

√
10
(
25 + 11 ·

√
5
)

20
a3 =

√
5 + 2

√
5

√
2
(
25 + 11

√
5
)

4
a3 =

=
√
2(25 + 11

√
5)(5 + 2

√
5) · a

3

4
=

√
2
(
125 + 55

√
5 + 50

√
5
)
+ 110 · a

3

4
=

=
√
470 + 210

√
5 · a

3

4
=
√
225 + 210

√
5 + 245 · a

3

4
=

√(
15 + 7

√
5
)2
· a

3

4

Fináln¥ tedy:

V =
15 + 7

√
5

4
a3

7.2.2 Míry

P°ehledov¥ uvádíme vztahy p°i hran¥ délky a, odvození najdeme v p°edchozích £ástech.

Délka st¥nové úhlop°í£ky je

us =
1 +
√
5

2
a .

Obsah st¥ny je

S =

√
25 + 10

√
5

4
a2.

Povrch t¥lesa je prostým dvanáctinásobkem obsahu jedné st¥ny:

P = 3
√
25 + 10

√
5 a2

T¥lesové úhlop°í£ky vyzna£ené na obr. 7.8 mají délky:

u3 =

√
2
(
1 +
√
5
)

2
a
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u4 =

√
2
(
7 + 3

√
5
)

2
a

ut =

√
3
(
1 +
√
5
)

2
a

Obr. 7.8: Vyzna£ené úhlop°í£ky pravidelného dvanáctist¥nu (podkladový obrázek vytvo°en

pomocí apletu [11])

Polom¥ry význa£ných koulí jsou délek:

ro =

√
3
(
1 +
√
5
)

4
a

rh =

√
14 + 6

√
5

4
a

rv =

√
10
(
25 + 11

√
5
)

20
a

Vý²ka dvanáctist¥nu je pr·m¥rem vepsané koule, tedy

vt =

√
10
(
25 + 11

√
5
)

10
a.

Objem jsme odvodili jako sou£et objem· dvanácti jehlan·, V = 12
3
Srv:

V =
15 + 7

√
5

4
a3
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7.2.3 Odchylky

Odchylku sousedních st¥n ozna£íme ω. �Pro odchylku dvou sousedních st¥n budeme uva-

ºovat pomocný pravidelný trojboký jehlan od°íznutý z pravidelného dvanáctist¥nu tak,

ºe hrany podstavy mají délku úhlop°í£ky pravidelného p¥tiúhelníku a bo£ní hrany jsou

hrany dvanáctist¥nu. P°edstavíme si °ez tohoto jehlanu rovinou kolmou k bo£ní hran¥ a

procházející hranou podstavy (obr. 7.9). �ezem je rovnoramenný trojúhelník se základnou

délky us a rameny délky x.� [3] Ramena tohoto trojúhelníku svírají úhel, jehoº velikost

je sou£asn¥ odchylkou dvou sousedních st¥n. Pro zji²t¥ní hodnoty x ji vyjád°íme z rov-

nosti obsahu trojúhelníku v plá²ti pomocného jehlanu, kde je x vý²kou k rameni délky a.

Vý²ka k základn¥ délky us je vzdáleností vrcholu od úhlop°í£ky pravidelného p¥tiúhelníku,

kterou zna£íme vu a její velikost je odvozena v oddílu 7.1:

ax

2
=

usvu
2

ax =
1 +
√
5

2
·

√
10− 2

√
5

4
a2

x =
a

8
(1 +

√
5)
√
10− 2

√
5

Pro dal²í výpo£et se bude hodit zápis

x =
us
2
·

√
10− 2

√
5

2
.

Obr. 7.9: Pomocný jehlan a délka x pro výpo£et odchylky sousedních st¥n (p°evzato z [3])

P°i znalosti x uº m·ºeme spo£ítat sin ω
2
, kde x bude p°eponou a us

2
protilehlou odv¥s-

nou:

sin
ω

2
=

us
2

x
=

2√
10− 2

√
5
=

2
√
10 + 2

√
5√

80
=

√
10 + 2

√
5 ·
√
5

10
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sin
ω

2
=

√
10(5 +

√
5)

10

P°ibliºn¥ je tedy úhel ω
2

.
= 58◦17′, a odchylka sousedních st¥n je tedy

ω
.
= 116◦34′.

Obr. 7.10: �ez pomocného jehlanu z obr. 7.9 pro výpo£et odchylky hrany od st¥ny

Odchylku ψ hrany od sousední st¥ny spo£ítáme pomocí stejného jehlanu, ze kterého

vezmeme °ez kolmý na základnu (obr. 7.10). Vznikne trojúhelník se stranami délek a, vu a

vý²kou podstavy vp p·vodního jehlanu, kterou tvo°í rovnostranný trojúhelník se stranou

délky ϕa; po dosazení tedy

vp =

√
3(1 +

√
5)

4
a.

V²imn¥me si, ºe tato vý²ka je shodná s polom¥rem opsané koule vp = ro. Známe tedy

délky t°í stran obecného trojúhelníku a chceme zjistit velikost jednoho z úhl·. M·ºeme vy-

uºít je²t¥ vlastnosti vycházející z p·vodního jehlanu, a sice ºe kolmý pr·m¥t jeho vrcholu

d¥lí vý²ku � t¥ºnici podstavy v pom¥ru 1 : 2. Vý²ku jehlanu ozna£íme pro p°ehlednost

jako b. Z trojúhelník· uº sice jdou spo£ítat hodnoty sinu úhl· α a β, ale se znalostí b ,

b =

√√√√a2 − (√3(1 +√5)
6

a

)2

=

√
1− 3(6 + 2

√
5)

36
a =

√
6− 2

√
5

12
a,

vyjád°íme p°esn¥ sinψ z rovnosti obsahu trojúhelníku po£ítaného t¥mito dv¥ma zp·soby:

1

2
avu sinψ =

1

2
vpb

sinψ =

√
6−2
√
5

12
·
√
3(1+

√
5)

4
a2√

10− 2
√
5 · a2

4

=

√
6− 2

√
5 · (1 +

√
5)

2
√
10− 2

√
5

=

√
(6− 2

√
5)(6 + 2

√
5)

2
√
10− 2

√
5

sinψ =
2√

10− 2
√
5

nebo po usm¥rn¥ní

sinψ =

√
10(5 +

√
5)

10
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S v¥domím, ºe je úhel tupý, získáme

ψ
.
= 121◦43′.

Odchylka τ hlavních t¥lesových úhlop°í£ek je rovna velikosti vrcholového úhlu rovno-

ramenného trojúhelníku s rameny délek ro a základnou o délce a. [3] Z jiº známých hodnot

tedy spo£teme

sin
τ

2
=

a

2ro
=

a
√
3(1+

√
5)

2
a
=

2√
3(1 +

√
5)
,

po úprav¥ a usm¥rn¥ní

sin
τ

2
=

√
3(
√
5− 1)

6
,

z £ehoº získáváme p°ibliºnou hodnotu τ
2

.
= 20◦54′ a odchylka dvou úhlop°í£ek je po zao-

krohlení

τ
.
= 41◦49′.

7.2.4 T°etiny objemu

Jak bylo na za£átku kapitoly avizováno, dokáºeme, ºe objem dvanáctist¥nu je rovinami

jeho vrchol· rozd¥len na t°etiny. Na to sta£í dokázat, ºe objem jednoho komolého jehlanu

je t°etina objemu dvanáctist¥nu. Známe sinψ = 2√
10−2

√
5
, coº m·ºeme pouºít pro vyjád-

Obr. 7.11: �ez dvanáctist¥nu s vyzna£eným °ezem komolého jehlanu. Je z°ejmé ºe oba

vyzna£ené úhly mají stejný sinus

°ení vý²ky komolého jehlanu vJ v závislosti na délce hrany a. Kdyº sinψ′ = vJ
a
(obr. 7.11),

potom

vJ =
2√

10− 2
√
5
a
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Tuto hodnotu sta£í dosadit do vzorce pro komolý jehlan V = 1
3
vj
(
S1 + S2 +

√
S1S2

)
spole£n¥ s hodnotou S1 =

√
25+10

√
5

4
a2 pro obsah men²í podstavy a pro obsah v¥t²í pod-

stavy S2 =

√
25+10

√
5

4

(
1+
√
5

2

)2
a2 . Pov²imn¥me si, ºe se obsahy li²í jen o £initel

(
1+
√
5

2

)2
,

schváln¥ ponechaný ve druhé mocnin¥. Objem komolého jehlanu je tedy

VJ =
1

3

2√
10− 2

√
5
a·

·


√
25 + 10

√
5

4
a2 +

√
25 + 10

√
5

4

(
1 +
√
5

2

)2

a2 +

√
25 + 10

√
5

4
· 1 +

√
5

2
a2

 =

=
a3

3
· 2√

10− 2
√
5
·

√
25 + 10

√
5

4

1 + 1 +
√
5

2
+

(
1 +
√
5

2

)2
 =

=
a3

6
·

√
25 + 10

√
5√

10− 2
√
5
·
2 +

(
1 +
√
5
)
+
(
3 +
√
5
)

2
=

=
a3

6
·

√
5
(
5 + 2

√
5
) (

10− 2
√
5
) (

3 +
√
5
)2

10− 2
√
5

=

=
a3

6
·

√
5
(
50− 10

√
5 + 20

√
5− 20

) (
14 + 6

√
5
) (

10 + 2
√
5
)2

100− 20
=

=
a3

6
·

√
50
(
3 +
√
5
) (

14 + 6
√
5
) (

100 + 40
√
5 + 20

)
80

=

=
a3

6
·

√
2 000

(
3 +
√
5
) (

14 + 6
√
5
) (

3 +
√
5
)

80
=

=
a3

6
·

√
2 000

(
14 + 6

√
5
)2

80
=
a3

6
·

√
2 000

(
196 + 168

√
5 + 180

)
80

=

=
a3

6
·

√
2 000

(
8 · 47 + 8 · 21

√
5
)

80
=
a3

6
·

√
1 600

(
470 + 210

√
5
)

80
,

ale tuto závorku uº známe z výpo£tu objemu dvanáctist¥nu, proto

VJ =
a3

6
·

√(
15 + 7

√
5
)2

2

a po snadné �nální úprav¥ získáme

VJ =
15 + 7

√
5

12
a3.

Pro p°ipomenutí objem dvanáctist¥nu je V = 15+7
√
5

4
a3, takºe pom¥r VJ

V
= 1

3
dokazující

p·vodní tvrzení je uº snadno vid¥t.
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Kapitola 8

Pravidelný dvacetist¥n

Obr. 8.1: Ukázka pravidelného dvacetist¥nu (vytvo°eno pomocí apletu [11])

Zbývajícím platónským t¥lesem je pravidelný dvacetist¥n (obr. 8.1), jehoº dvacet troj-

úhelníkových st¥n se stýká po p¥ti ve dvanácti vrcholech a má t°icet hran. Pro Platóna

p°edstavoval vodu a v Keplerov¥ modelu byl vepsán mezi Zemi a Venu²i.

Libovolný vrchol tvo°í s p¥ti sousedními vrcholy pravidelný p¥tiboky jehlan; tento

jehlan budeme v kontextu dvacetist¥nu nazývat vrcholový. Odebereme-li dva prot¥j²í vr-

cholové jehlany, t¥leso, které z·stane, se nazývá antihranol, v tomto p°ípad¥ navíc pravi-

delný (podrobn¥ji v £ásti 10.3).

Z kaºdého vrcholu pravidelného dvacetist¥nu vychází ²est úhlop°í£ek, z toho jedna

hlavní do prot¥j²ího vrcholu a ostatní do p¥ti vrchol· s ním sousedících.
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8.1 Vzorce a odvození

8.1.1 Míry

Délku hrany zna£íme op¥t a.

Trojúhelníkové st¥ny mají vý²ku vs =
√
3
2
a a obsah S =

√
3
4
a2, známé jiº z p°edchozích

t¥les. Povrch je dvacetinásobkem obsahu jedné st¥ny:

P = 5
√
3a2

Obr. 8.2: Pravoúhlý trojúhelník s vrcholy ve st°edu dvacetist¥nu, st°edu st¥ny a st°edu

hrany (p°evzato z [3])

Polom¥ry význa£ných koulí budeme tentokrát odvozovat od hranové koule p°i vyuºití

odchylky sousedních st¥n ω odvozené aº v následující podkapitole 8.1.2 tak, jako v [3].

P°edstavíme si trojúhelník s t¥mito vrcholy: st°ed dvacetist¥nu, st°ed libovolné st¥ny

a st°ed n¥které její hrany, tak jako je na obr. 8.2. V n¥m známe jednu stranu a jí p°ipsané

úhly � tou stranou je t°etina st¥nové vý²ky, u st°edu st¥ny je pravý úhel a u st°edu hrany

je úhel polovinou velikosti odchylky dvou st¥n ω
2
. Pro tento úhel je dále odvozena hodnota

sin ω
2
= 1+

√
5

2
√
3
, a m·ºeme tedy dv¥ma zp·soby vyjád°it kosinus:√

1− sin2 ω

2
= cos

ω

2
=

vs
3rh

Odtud vyjád°íme polom¥r hranové koule

rh =

√
3
6
a√

1− 6+2
√
5

12

=

√
3
6√

6−2
√
5

2
√
3

a =
1√

6− 2
√
5
a,

po usm¥rn¥ní je

rh =

√
6 + 2

√
5

4
a .
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Podle Pythagorovy v¥ty aplikované na stejný trojúhelník dopo£ítáme polom¥r koule

vepsané a sou£asn¥ polovinu t¥lesové vý²ky

rv =

√
6 + 2

√
5

16
− 1

12
a =

√
18 + 6

√
5− 4

4
√
3

a =

√
9 + 6

√
5 + 5

4
√
3

a,

po úprav¥ je

rv =

√
3
(
3 +
√
5
)

12
a.

Podobn¥ vypo£ítáme i polom¥r opsané koule jako délku p°epony v trojúhelníku s od-

v¥snami rh a a
2

ro =

√
6 + 2

√
5

16
a2 +

a2

4
=

√
10 + 2

√
5

4
a,

p°ípadn¥

ro =

√
2
(
5 +
√
5
)

4
a.

Délka hlavní t¥lesové úhlop°í£ky je dvojnásobkem tohoto polom¥ru:

ut =

√
2
(
5 +
√
5
)

2
a

Krat²í úhlop°í£ky ve dvacetist¥nu jsou úhlop°í£kami podstavy vrcholového jehlanu

a mají délku

u5 =
1 +
√
5

2
a.

Vý²ka vrcholového jehlanu vJ je odv¥snou pravoúhlého trojúhelníku, ve kterém je

druhou odv¥snou polom¥r kruºnice opsané základn¥ tohoto jehlanu, pravidelnému p¥tiú-

helníku, o velikosti r5 =

√
10(5+

√
5)

10
a a p°eponou je hrana délky a. Z Pythagorovy v¥ty

získáme

vJ =

√√√√
a2 −

10
(
5 +
√
5
)

100
a2,

po úprav¥

vJ =

√
10
(
5−
√
5
)

10
a.

Objem pravidelného dvacetist¥nu je dvacetinásobkem objemu pravidelného trojbokého

jehlanu s hranou podstavy o délce a a vý²ce rv [3]:

V =
12

3
Srv
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V =
12

3
·
√
3

4
a2 ·
√
3
(
3 +
√
5
)

12
a

V =
3 +
√
5

4
a3

8.1.2 Odchylky

Odvození odchylek je p°evzato z [3]. Odchylku dvou sousedních st¥n nejlépe nahlédneme

na °ezu vrcholového jehlanu na obr. 8.3. Bude nás zajímat úhel u hlavního vrcholu rov-

noramenného trojúhelníku s rameny délky rovné st¥nové vý²ce vs =
√
3
2
a a základnou

o délce úhlop°í£ky pravidelného p¥tiúhelníku u5 = 1+
√
5

2
a. Snadno tedy vyjád°íme sinus

polovi£ního úhlu

sin
ω

2
=

1+
√
5

4
a

√
3
2
a

=
1 +
√
5

2
√
3

,

z £ehoº zjistíme p°ibliºnou hodnotu

ω

2
.
= 69◦05′ a ω

.
= 138◦11′.

Obr. 8.3: Vrcholový jehlan a jeho °ez pro výpo£et odchylky sousedních st¥n (p°evzato

z [3])

Odchylku hlavních t¥lesových úhlop°í£ek u st°edu pravidelného dvacetist¥nu spo£í-

táme obdobn¥ jako u dvanáctist¥nu pomocí rovnoramenného trojúhelníku nad libovolnou

hranou s hlavním vrcholem ve st°edu dvacetist¥nu. Potom je

sin
τ

2
=

a
2√

10+2
√
5

4
a
=

2√
10 + 2

√
5
=

=
2

√
2
(
5 +
√
5
)

2
(
5 +
√
5
) =

(
5−
√
5
)√

2
(
5 +
√
5
)

20
=

√
40
(
5−
√
5
)

20
,
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sin
τ

2
=

√
10
(
5−
√
5
)

10
,

z £ehoº vychází p°ibliºné hodnoty úhl·:

τ

2
.
= 21◦43′ a τ

.
= 63◦26′
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Kapitola 9

Dualita a vpisování

9.1 Dualita

Dualita nebo také dualismus vychází z vyuºití st°ed· st¥n jednoho t¥lesa jako vrchol·

nového t¥lesa. Jiº jsme se dozv¥d¥li, ºe krychle má osm vrchol· a ²est st¥n, zatímco

osmist¥n má tyto po£ty opa£né, tedy osm st¥n a ²est vrchol·. Stejn¥ jsou tyto po£ty

prohozené i u dvanáctist¥nu s dvaceti vrcholy a dvacetist¥nu s dvanácti vrcholy. Zbývající

£ty°st¥n má £ty°i vrcholy, po£et st¥n a vrchol· je stejný, a je tedy duální sám se sebou.

Je nutné si uv¥domit, podobn¥ jako v d·kazu po£tu platónských t¥les v £ásti 3.3.1, ºe

kaºdá hrana spojuje dva vrcholy a odd¥luje dv¥ st¥ny. Vrcholy i st¥ny jsou tedy k hranám

v analogickém vztahu. Tolik hran, kolik vychází z jednoho vrcholu základního t¥lesa,

ohrani£uje v duálním t¥lese jednu st¥nu a naopak. Proto je dualita vzájemným vztahem

práv¥ dvou t¥les, neexistuje ºádné t°etí, které by bylo duální s jedním nebo ob¥ma.

Zcela obecn¥ vychází dualita t¥les z Eulerovy v¥ty (pro p°ipomenutí v + s = h + 2)

kde lze prohodit po£et vrchol· v a po£et st¥n s. Duální t¥leso má tedy kaºdé t¥leso

spl¬ující vztah z Eulerovy v¥ty. N¥kdy se také nazývá duál. Dále se ale budeme v¥novat

jen dualit¥ platónských t¥les, p°estoºe n¥které výroky platí i pro nepravidelná t¥lesa.

V p°ípad¥ pravidelných t¥les je dualita zárove¬ oto£ením Schlä�iho symbolu (nap°íklad

krychle se symbolem {4, 3} je duální s osmist¥nem symbolizovaným dvojicí {3, 4}).

Dv¥ navzájem duální t¥lesa lze p°evést jedno na druhé pouºitím st°ed· st¥n jako

vrchol· (obr. 9.1), jak jiº bylo nazna£eno v kapitole 6, p°i tom splývá vepsaná koule

vn¥j²ího t¥lesa s koulí opsanou t¥lesu vnit°nímu [5].

Dal²í vzájemn¥ propojenou konstrukcí je splynutí st°ed· hran (obr. 9.2), v takovém
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Obr. 9.1: P°íklady duálních t¥les (p°evzato z [1])

p°ípad¥ splývají hranové koule obou t¥les. Sjednocením dvou takto umíst¥ných duálních

t¥les vznikl nový mnohost¥n, nepravidelný, nekonvexní, ale p°esto �dost pravidelný� , který

budeme dále nazývat dvojt¥lesem.

Ob¥ duální t¥lesa spolu s tímto novým sdílí grupu symetrií. D·kaz není sloºitý. Je jasné,

ºe dvojt¥leso nemá ºádnou symetrii navíc oproti ani jednomu z p·vodních duálních t¥les,

a tedy p·vodní t¥lesa mají v²echny symetrie dvojt¥lesa. �ádná symetrie ale nezanikla:

nad kaºdou st¥nou, pravidelným n-úhelníkem, je vzty£en pravidelný n-boký jehlan se

základnou danou st°edy hran p·vodní st¥ny a vrcholem, který je na kolmici ze st°edu

st¥ny � a nezáleºí na volb¥ výchozího t¥lesa, jak je vid¥t na obr. 9.2.

Obr. 9.2: P°íklady dvojt¥les: vlevo krychle s osmist¥nem, vpravo dvanáctist¥n s dvacetis-

t¥nem

St°edové symetrie jsou zachovány � jehlan je oto£en spole£n¥ se st¥nou, nad kterou je

vzty£en. Osy symetrií mohou procházet st°edem st¥ny � v tom p°ípad¥ prochází i vrcholem

jehlanu a symetrie je zachována, nebo p·vodním vrcholem � v tom p°ípad¥ se jehlan nad

st¥nou zobrazí na jehlan p°íslu²ný st¥n¥, na kterou se zobrazila p·vodní st¥na. Plochy
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symetrií jsou dány st°edem t¥lesa spole£n¥ s osou symetrie st¥ny a díky tomu, ºe hlavní

vrchol jehlanu leºí stejn¥ jako st°ed na kolmici ke st¥n¥, je jehlan vºdy symetrický podle

takové plochy.

Rozborem moºností jsme tedy vylou£ili ztrátu symetrie a zárove¬ tím prokázali, ºe

ob¥ duální t¥lesa mají stejné symetrie. �e symetrie tvo°í spole£n¥ se skládáním grupu, je

z°ejmé.

9.2 Vpisování

Dualita není jediným zp·sobem, jak vepsat jedno platónské t¥leso do druhého. Po£ty

vrchol· a st¥n také nejsou jediná £ísla opakující se v popisu platónských t¥les: £ty°st¥n

má ²est hran, krychle má ²est st¥n a dvanáct hran � a to je po£et st¥n dal²ího platónského

t¥lesa. V t¥chto p°ípadech pouºijeme metodu vepsání �hrana na st¥nu� , která je de facto

jedinou nosnou my²lenkou, jak do sebe vpisovat neduální t¥lesa.

Obr. 9.3: �ty°st¥n vepsaný do krychle (p°evzato z [1]) a rovnost poloviny odchylky st¥n

£ty°st¥nu a odchylky úhlop°í£ky od st¥ny na °ezu krychle

Zárove¬ za£ne být patrná rovnost úhl· v krychli a £ty°st¥nu, jak je vid¥t na úhlop°í£-

ném °ezu krychle (obr. 9.3); díky pom¥ru délek hrany a st¥nové úhlop°í£ky krychle 1 :
√
2

jsou dva vyzna£ené úhly shodné.

Opakovaným pouºitím vepí²eme £ty°st¥n do dvanáctist¥nu pomocí jiº vepsané krychle

� pouºijeme ne osm z dvaceti vrchol·, ale jen £ty°i. Pro vepsání dvanáctist¥nu do £ty°st¥nu

vyuºijeme jiº vepsanou krychli. Protoºe na st¥nách £ty°st¥nu leºí vrcholy krychle, opí²eme

dvanáctist¥n této krychli s vyuºitím t¥chto £ty° vrchol· (obr. 9.4).

Protoºe mají ob¥ t¥lesa spole£ný st°ed, dá se tato my²lenka vpisování pouºít i obrá-
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Obr. 9.4: �ty°st¥n vepsaný pomocí krychle do dvanáctist¥nu a dvanáctist¥n vepsaný do

£ty°st¥nu (p°evzato z [1])

cen¥; t¥leso p·vodn¥ vpisované se zv¥t²í tak, aby od st°edu nejvzdálen¥j²í body p·vodn¥

vn¥j²ího t¥lesa leºely ve st¥n¥ zv¥t²eného t¥lesa. Tím získáme krychli vepsanou do £ty°-

st¥nu a dvanáctist¥n vepsaný do krychle. V prvním p°ípad¥ leºí ve st¥nách £ty°st¥nu

£ty°i z osmi vrchol· (druhé £ty°i jsou na polom¥rech koule opsané vedených k vrchol·m

£ty°st¥nu). V druhém p°ípad¥ leºí ve st¥nách krychle vºdy hrana dvanáctist¥nu.

Obr. 9.5: Osmist¥n vepsaný £ty°st¥nu (p°evzato z [1])

Zbývá jen zkombinovat tuto metodu vpisování s dualitou tak, abychom byli schopni

navzájem vepsat i £ty°st¥n a osmist¥n (obr. 9.5), kde je situace jednoduchá � hrany

vepsaného £ty°st¥nu prochází st°edy st¥n krychle, kde leºí vrcholy osmist¥nu vepsaného

jak krychli, tak i £ty°st¥nu. Proto mají st¥ny £ty°st¥nu stejnou odchylku jako dv¥ u vrcholu

prot¥j²í st¥ny osmist¥nu (kapitoly 4 a 6).

Pro vepsání dvacetist¥nu do krychle vyuºijeme jiº vepsaného dvanáctist¥nu, který

roz²í°íme na dvojt¥leso pomocí dvacetist¥nu. Na st¥n¥ krychle budou tedy na sebe kolmé

hrany dvanáctist¥nu a dvacetist¥nu, obou vepsaných do stejné krychle (obr. 9.6).
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Obr. 9.6: Zp·sob vepsání dvacetist¥nu do krychle pomocí jiº vepsaného dvanáctist¥nu

Zajímavé je, ºe hrany krychle, dvacetist¥nu a dvanáctist¥nu jsou p°i tomto vepsání

v pom¥ru zlatého °ezu po °ad¥ ϕ : 1 : 1
ϕ
. [1]
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Kapitola 10

Související t¥lesa

To bylo p¥t platónských t¥les, které splnily p°ísné poºadavky pravidelnosti ve smyslu

vrchol· hran i st¥n a zárove¬ poºadavek na konvexitu. Je jist¥ uºite£né alespo¬ zmínit

t¥lesa, která nespl¬ují n¥který z t¥chto poºadavk·; £asto jsou totiº ze zcela pravidelných

mnohost¥n· odvozená. Tato kapitola nemá ambici p°esného popisu, je spí²e p°ehledovým

seznamem; nap°ed si p°edstavíme nekonvexní pravidelné mnohost¥ny, dále t¥lesa polo-

pravidelná, jejichº st¥ny jsou r·zné pravidelné mnohoúhelníky. Na záv¥r je²t¥ zmíníme

mnohost¥ny, které mají v²echny st¥ny shodné, ale stýkají se v jednotlivých vrcholech

v r·zném po£tu.

10.1 Kepler-Poinsotova t¥lesa

Kepler-Poinsotova t¥lesa je souhrnné ozna£ení pro £ty°i pravidelné nekonvexní mnohost¥ny

(obr. 10.1). Jedním ze zp·sob·, jak je vytvo°it, je pouºití vrchol· dvanáctist¥nu nebo dva-

cetist¥nu a mezi nimi stanovit jiné st¥ny. Tento postup se obecn¥ nazývá fasetace. Fasetací

krychle nap°íklad dosáhneme dvou prolínajících se £ty°st¥n·. [5]

10.1.1 Keplerova t¥lesa

St¥ny Keplerových t¥les tvo°í pravidelné pentagramy (Schlä�iho symbol {5
2
}), které jsou

cípy k sob¥ p°ipojeny ve vrcholech, jak je dob°e vid¥t na 10.1, kde jsou u jednotlivých

t¥les vyzna£eny viditelné £ásti vybrané st¥ny. Ostatní body, kde se protínají hrany, nejsou

vrcholy stejn¥ jako u pentagramu. Taková t¥lesa jsou dv¥ a jejich názvy jsou malý hv¥z-

dicový dvanáctist¥n reprezentovaný symbolem {5
2
, 5} a velký hv¥zdicový dvanáctist¥n se
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symbolem {5
2
, 3}.

Vizuáln¥ vypadají tato t¥lesa stejn¥ jako dvanáctist¥n (respektive dvacetist¥n), kte-

rým byl ke kaºdé st¥n¥ p°ipsán pravidelný p¥tiboký (respektive t°íboký) jehlan. Tento

popis m·ºe lépe p°iblíºit podobu t¥les, ale vzdaluje se od ideje jejich vzniku. Kepler je

moºná proto nazval v¥t²í a men²í dvacetist¥nný jeºek; n¥které dal²í vlastnosti najdete

v tabulce 10.1.

Klasickým zp·sobem konstrukce Keplerových t¥les, kterou pouºil i Kepler [5], je pro-

dluºování hran platónského t¥lesa. Z mnohoúhelník· pouºitých p°i konstrukci pravidel-

ných mnohost¥n· se jedin¥ strany p¥tiúhelníku p°i protaºení znovu protnou a vytvo°í jiº

zmín¥ný pentagram (pentagram tvo°í také úhlop°í£ky p¥tiúhelníku, £ehoº vyuºívá pro

konstrukci Keplerových t¥les facetace). První p¥tiúhelník, jehoº strany jsou protaºeny,

je st¥na dvanáctist¥nu � nad kaºdou st¥nou pomysln¥ vznikne p¥tiboký jehlan, vzniklé

pentagramy utvo°í malý hv¥zdicový dvanáctist¥n. Pro velký hv¥zdicový dvanáctist¥n jsou

protaºeny hrany dvacetist¥nu, kdy výchozí p¥tiúhelník je vºdy podstavou vrcholového

jehlanu (popsán v kapitole 8).

Obr. 10.1: Kepler-Poinsotova t¥lesa: zleva malý a velký hv¥zdicový dvanáctist¥n, velký

dvacetist¥n a velký dvanáctist¥n (p°evzato z [13])

10.1.2 Poinsotova t¥lesa

St¥ny dvou Poinsotových t¥les jsou b¥ºné konvexní mnohoúhelníky � trojúhelník a p¥ti-

úhelník a vznikají facetací dvacetist¥nu a op¥t platí, ºe vrcholy jsou jen krajní body hran

a navíc ani kaºdý pr·nik dvou st¥n není hrana (obr. 10.1). Jmenují se velký dvacetist¥n

(Schlä�iho symbol {3, 5
2
}) a velký dvanáctist¥n ({5, 5

2
}). V obou p°ípadech mají stejnou

st¥nu jako �malé� , platónské, t¥leso a jsou duální ke Keplerovým t¥les·m.

Náro£n¥ je lze sestrojit i zv¥t²ováním st¥n, coº popí²eme na p°íkladu dvanáctist¥nu.

Pokud z dvanáctist¥nu ud¥láme protaºením hran do pentagramu Kepler·v malý hv¥zdi-
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cový dvanáctist¥n, nové vrcholy m·ºeme spojit také do p¥tiúhelník·, které tvo°í práv¥

st¥ny velkého dvanáctist¥nu. U dvacetist¥nu je tato p°edstava hor²í, m·ºe jí pomoci Ba-

ravalleova hv¥zda (její popis je v £ásti 10.5).

10.2 Archimédova t¥lesa

Obr. 10.2: Kepler·v nákres v²ech Archimédových t¥les (p°evzato z [6])

Archimédova t¥lesa, n¥kdy také archimedovská, spl¬ují konvexitu, shodnost hran a do-

konce i ekvivalenci vrchol·, jediná odli²nost od platónských t¥les je, ºe jejich st¥ny tvo°í

r·zné pravidelné n-úhelníky (vºdy v²ak u kaºdého vrcholu zastoupeny ve stejném po£tu

i po°adí). Jejich £eské názvosloví není úpln¥ ustálené. Poprvé popsal t¥chto t°ináct t¥les

ve svých spisech Archimédes (p°ibliºn¥ 287 � 212 p°.n.l), ale tyto spisy se nedochovaly
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a pro Evropu byla Archimédova t¥lesa postupn¥ znovu objevena v pr·b¥hu renesance a

v²echna popsána v Keplerov¥ Harmonices Mundi (1620) (obr. 10.2). [5]

V²echna tato t¥lesa lze postupn¥ odvodit z platónských t¥les. První skupinu tvo°í

osekaná platónská t¥lesa (£ísla 1 aº 5). Osekání znamená o°íznutí rohu tak, aby st¥ny

tvo°ily pravidelný n-úhelník s dvojnásobným po£tem vrchol·. O°íznutím vzniká také nová

st¥na pod p·vodním vrcholem, rovn¥º pravidelný n-úhelník a po£et jejích vrchol· je roven

po£tu hran vycházejících z vrcholu p·vodního platónského t¥lesa.

Jiná dv¥ archimedovská t¥lesa jsou tvo°ena pr·nikem dvou duálních t¥les p°i ztotoºn¥ní

st°ed· hran � vznikají tedy podobn¥ jako dvojt¥lesa v kapitole 9.1. Novými vrcholy jsou

tedy st°edy hran. I jméno kombinuje jména p·vodní duální dvojice: jmenují se kuboktaedr

(£. 8) a ikosododekaedr (£. 9). Kuboktaedr je kombinací krychle a osmist¥nu, má proto ²est

£tvercových a osm trojúhelníkových st¥n. Vrcholy ikosododekaedru tvo°í poloviny hran

dvacetist¥nu nebo dvanáctist¥nu a má dvanáct p¥tiúhelníkových a dvacet trojúhelníkových

st¥n.

Dal²í metodou utvá°ení archimedovských t¥les je �nafukování� , kdy se st¥ny od sebe

odsunují tak, aby se vrcholy vzdálily na délku hrany, neboli hrany jsou nahrazeny £tverci

a vrcholy jsou nahrazeny st¥nami duálního t¥lesa. Nafukováním krychle nebo osmist¥nu

vznikne rombokuboktaedr a z druhé dvojice duálních platónských t¥les vznikne romboiko-

sododekaedr (£ísla 10 a 11), n¥kdy se tato t¥lesa nazývají také rombická krychle a rombický

dodekaedr. Nafukováním £ty°st¥nu vznikne s ²esti £tvercovými a osmi trojúhelníkovými

st¥nami kuboktaedr. Rozestupovat se mohou i st¥ny osekaných t¥les, vºdy ty s nejv¥t²ím

po£tem vrchol·. Z výchozího platónského t¥lesa vznikne stejné t¥leso nezávisle na volb¥

z p·vodní duální dvojice. Vznikne velký rombokuboktaedr a velký romboikosododekaedr

(£ísla 6 a 7).

Do avizovaných t°inácti zbývají dv¥. Jsou odvozená od �malých� rombických t¥les

zkroucením (obr. 10.3) tak, ºe £tverce jsou nahrazeny dvojicí rovnostranných trojúhelník·.

Náleºí jim p°ídavné jméno �otupené� nebo �p°itla£ené� namísto �rombické� ; £esky tedy

otupená krychle (£. 12) a otupený dvanáctist¥n (£. 13). [5]

Je dobré poukázat, ºe p°edstavené metody utvá°ení t¥les mohou transformovat také

platónská t¥lesa mezi sebou, pouºití st°ed· hran jako vrchol· nového t¥lesa je také me-

todou vepsání osmist¥nu do £ty°st¥nu, podle terminologie archimedovských t¥les by se

osmist¥n mohl nazývat podle vzoru kuboktaedru tetrotetraedr. Dvacetist¥n zase vzniká
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Obr. 10.3: Zkroucení rombokuboktaedru (p°evzato z [1])

z £ty°st¥nu p°itla£ením [12].

10.3 Hranoly a antihranoly

Z rovinných pravidelných n-úhelník· není t¥ºké ud¥lat t¥leso, které má v²echny hrany

stejn¥ dlouhé a spl¬uje i ostatní poºadavky archimedovských t¥les, vzty£ením £tverce

nad kaºdou stranou a uzav°ením druhým shodným n-úhelníkem � neboli vytvo°it hranol

s pravidelnou základnou a plá²t¥m sloºeným ze £tverc·, v odborné literatu°e lze najít

také název prizma.

Druhý zp·sob, jak konvexn¥ spojit dva rovnob¥ºné n-úhelníky, je pomocí trojúhel-

ník·. P°i vhodném vzájemném pooto£ení a vzdálenosti n-úhelník· mohou být spojující

trojúhelníky rovnostranné. Takové t¥leso má tedy u kaºdého vrcholu jeden n-úhelník a t°i

trojúhelníky a jmenuje se antihranol nebo antiprizma (obr. 10.4).

Obr. 10.4: Ukázka hranolu a antihranolu (p°evzato z [7])

Archimédes do svého vý£tu ale neza°adil hranoly ani antihranoly, naopak Kepler je

v Harmonices Mundi zmi¬uje, ale odd¥len¥ [6]. Dnes se hranoly, antihranoly a Archimé-

dova t¥lesa souhrnn¥ ozna£ují jako polopravidelná. Na první pohled je z°ejmé, ºe krychle

je zástupcem takovýchto hranol· mezi platónskými t¥lesy. Na druhý pohled je také vid¥t,

ºe osmist¥n lze popsat jako trojboký antihranol.
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Obr. 10.5: Koso£tvere£ný dvanáctist¥n a t°icetist¥n (p°evzato z [13])

10.4 Koso£tvere£né mnohost¥ny

V Harmonices mundi si Kepler také pov²iml moºnosti p°ipsat hranám krychle a dvanác-

tist¥nu koso£tverce tak, aby utvo°ily nové t¥leso. V p°ípad¥ krychle vzniká koso£tvere£ný

dvanáctist¥n a v p°ípad¥ dvanáctist¥nu koso£tvere£ný t°icetist¥n (obr. 10.5). Krom¥ toho,

ºe koso£tverec není úpln¥ pravidelný £ty°úhelník, poru²ují tato t¥lesa i dal²í podmínku

pravidelnosti � mají dva typy vrchol·: jeden ve vrcholech p·vodního t¥lesa, kde se stý-

kají vºdy t°i koso£tverce tupými úhly k sob¥, druhý nad st¥nami p·vodního t¥lesa, kde

se stýká £ty°i nebo p¥t ostrých úhl· koso£tverce. U osmist¥nu a dvacetist¥nu jdou ko-

so£tverce p°ipsat jen del²í úhlop°í£kou na hranu a vznikají tedy znovu stejná t¥lesa �

vrcholy koso£tvere£ných mnohost¥n· jsou tedy tvo°eny také vn¥j²ími vrcholy dvojt¥les

(popsaných v kapitole 9.1) [1]. �ty°st¥nu lze stejným zp·sobem p°ipsat £tverec a vzniká

krychle.

10.5 Dal²í jeºci

Obr. 10.6: Zleva malý a velký hv¥zdicový dvanáctist¥n, Bindel·v a Baravall·v jeºek (p°e-

vzato z [1])

Krom¥ Keplerových hv¥zdicových mnohost¥n· existují dal²í hv¥zdicovitá t¥lesa odvo-

zená z dvacetist¥nu (obr. 10.6). Zde uº je p°edstava p°ipsaných jehlan· ºádoucí, p°ehled

vlastností jeºk· najdeme v tabulce 10.1. Dal²í dva jeºci nevychází p°i zv¥t²ování st¥n

z prodluºování hran, ale z prodluºování vý²ek p°es hranu. Jednodu²²í Bindel·v jeºek (na
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Malý Velký

hv¥zdicový hv¥zdicový Bindel·v Baravall·v

dvanáctist¥n dvanáctist¥n jeºek jeºek

Výchozí t¥leso dvanáctist¥n dvacetist¥n dvacetist¥n dvacetist¥n

Konstrukce hran hran vý²ek vý²ek

prodlouºením

Po£et st¥n 60 60 60 60

Po£et vrchol· 12 20 20 12

(v£etn¥ vnit°ních) 32 32 32 62 (20+30+12)1

Po£et hran 90 90 90 120

(podle délek) (30 + 60) (30 + 60) (30 + 60) (60 + 60)

Pom¥r velikostí zlatý °ez zlatý °ez s = hrana plá²t¥ k = hrana 20st¥nu

hran v p°ipsaných ϕ = 1+
√
5

2 ϕ
.
= 1, 618 s = k

√
10
5

.
= 0, 632k s = k

2

√
2
(
2 +
√
5
)

jehlanech k = s
√
10
2

.
= 1, 581s s

.
= 2, 995k

Jádro dvanáctist¥n dvacetist¥n dvacetist¥n nemá

(t¥leso vnit°ních vrchol·)

Obal dvacetist¥n dvanáctist¥n pentakisdodekaedr dvacetist¥n

(t¥leso vn¥j²ích vrchol·)

Tabulka 10.1: Tabulka hv¥zdicovitých t¥les [1, str. 95]

obr. 10.6 druhý zprava) je zaloºen na dvacetist¥nu a nové vrcholy konstruuje nad kaºdou

ze st¥n prodlouºením vý²ek t°í st¥n sousedících hranou. Protoºe jsou takto prodlouºeny

v²echny vý²ky, z kaºdé st¥ny se stane ²estiúhelník.

Druhý je Baravall·v jeºek (obr. 10.6, zcela vpravo), který prodluºuje vý²ky trojúhel-

ník· sousedících hranou s vrcholovým jehlanem. U vrcholu je tedy kaºdý osten p¥tiboký

jehlan. Tyto jehlany jsou p°ipsány podstavám vrcholových jehlan· a pronikají se i mimo

výchozí dvacetist¥n. Kaºdý nový vrchol je na ose st°edu dvacetist¥nu a jednoho p·vodního

vrcholu, proto jsou jeho vn¥j²í vrcholy uspo°ádáy ve dvacetist¥nu. Z obou t¥chto jeºk· na-

lezneme v £eském literatu°e pouze Baravallova jeºka na stránkách [12] pod názvem �velký

deltoidový ²edesátist¥n� . Pouºívaná terminologie je p°ekladem z [1].

1Baravall·v jeºek má dva druhy vnit°ních vrchol·: �nad hranou� , kde se stýkají £ty°i st¥ny (30) a

�nad st¥nou� , kde se stýkají t°i st¥ny (20).
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Záv¥r

Jak jiº bylo zmín¥no, touto prací jsem se za°adil do dlouhé °ady matematik· a dal²ích

autor·, kte°í se kdy zabývali platónskými t¥lesy, a doufám, ºe se ctí. Poda°ilo se dát dohro-

mady velmi rozsáhlý soubor vztah· platných v jednotlivých pravidelných mnohost¥nech

a to v£etn¥ jejich odvození, které se ne vºdy v literatu°e a v mnoha p°ípadech je toto

odvození � a exaktní hodnota � vlastní práce. V²echny výpo£ty jsem skute£n¥ provedl,

by´ v n¥kterých p°ípadech jen jako kontrolu citovaných zdroj·.

Také jsou v práci za£len¥ny v²echny nalezené zajímavé skute£nosti o platónských t¥le-

sech a jejich vztazích, moºnostech a zp·sobech vzájemného vpisování a popis obecn¥j²ího

fenoménu duality t¥les na p°íkladu t¥les platónských. Podstatnou £ástí, rozvíjející pohled

na tato t¥lesa, je pak p°esahová kapitola o t¥lesech polopravidelných a dal²ích t¥lesech

odvozených od p¥tice t¥ch platónských, z nichº n¥které jsem v £eské literatu°e v·bec

nena²el.

Práce by mohla pokra£ovat dal²ími p°esahy do úzce p°íbuzných témat, a´ uº jsou to

vícerozm¥rná pravidelná t¥lesa a jejich reprezentace ve dvou a t°ech rozm¥rech. Z dvoj-

rozm¥rných reprezentací platónských t¥les se nedostalo na sít¥ reprezentující �rozbalený�

povrch � tedy v²echny st¥ny se zachováním jejich velikosti, ale bez informace o jejich vzá-

jemném uspo°ádání. Nedot£eno z·stalo také téma platónských graf·, které reprezentují

tato t¥lesa jiným zp·sobem neº sít¥ a p°evád¥jí zkoumání t¥les do teorie graf·.

Podrobn¥ji by se samoz°ejm¥ dala zpracovat i Archimédova a dal²í t¥lesa zmín¥ná

v poslední kapitole. Zkoumání jejich vlastností je podmín¥no znalostí platónských t¥les a

zp·sobu odvození, coº jsou nosné £ásti kapitoly jim v¥nované. Tato práce tak poloºila pro

detailní zkoumání dal²ích t¥les uºite£ný základ, na kterém lze pokra£ovat.

V neposlední °ad¥ jsem díky této práci objevil zajímavé internetové zdroje, a´ uº

striktn¥ na t¥lesa zam¥°ený web [12], nebo server s mnoha didakticky vyuºitelnými zejména

matematickými aplety, mezi kterými jsou i rotující platónská t¥lesa [11].
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