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Abstrakt

Cilem diplomové prace Funkcni mysleni u Zaku strednich skol je analyza a popis vybranych
problémovych aspektti z vyuky teorie funkci na stfedni skole. V prvni ¢asti prace jsou popsany
zékladni teoretické koncepce v oblasti didaktiky matematiky se zamérenim na uvedenou
problematiku a shrnuty vybrané vyzkumy z hlediska jednotlivych aspektt. Druha ¢ast prace
je vénovana analyze ptivodniho vyzkumu realizovaného v hodindch matematiky na stiedni
skole. V zavérecné kapitole jsou shrnuty vysledky vyzkumu z hlediska jednotlivych aspekti

a diskutovan jejich vyznam a zptlisob vyuziti ve vyuce.



Abstract

The aim of the thesis Functional thinking of high school students is an analysis and descrip-
tion of chosen aspects of function theory at high school, which seems to be problematic. The
first chapter of the thesis summarizes basic theoretical concepts of didactics of mathematics
focusing on and describing selected researches in the framework of aspects. The second part
deals with the analysis of the research realized in standard math lessons at high school. The
final chapter of the thesis recapitulates the results of the research from the points of view of

particular aspects and discuses their importance and the way of utilization in education.
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Uvod

Rozdily mezi pohledem uciteli a zaki na matematiku lze jisté prohlésit za znacné a exis-
tuje mnoho riznych vlivii, které mohou tyto rozdily dale negativné ovliviiovat. Mohl bych
jmenovat mnoho prikladi: rizné pristupy uciteli k vyuce, vztahy ve tridé, psychicky stav
zéka, mira soustifedéni, inava a podobné. To vSe mtze negativné ovliviiovat zaktv pohled
na latku, ktera ho provazi celou skolni dochézkou, a pritom ji z vétsi ¢asti nerozumi. Jednot-
liva témata zaci nechapou jako soucast vétsiho celku, spise jsou pro né utrzky bez dalsich
souvislosti. Teorie funkci je v tomto sméru vhodnym ptikladem. Je to téma velmi komplexni
a slozité, které nam poskytuje nastroje k popisu zavislosti, se kterymi se lidé setkavali od
nepaméti na jedné strané a stoji jako zédklad moderni matematice vznikajici teprve v nékolika
poslednich staletich na strané druhé. Obé tyto hranice se promitaji i do skolnich vzdélava-
cich programti. Prvnim kontaktem s funkcemi byva pro zaky seznameni s pfimou a neprimou
umeérnosti, priklady z realného svéta a funkci linearni. Na druhé strané stoji urcovani formal-
nich vlastnosti a charakteristik funkci, které jsou zakladem k matematické analyze, a jejichz
vyuziti nalezneme ve fyzice, ekonomii a spousté dalsich védnich obord. Vezmeme-li v tivahu,
ze takovyto vyvoj by mél v mysli zdka probéhnout béhem tii let pfi tfech hodinach tydne,
je jasné, ze pokud je to viibec mozné, jisté to musi byt velmi obtizné.

Tato myslenka mne privedla ke snaze pochopit, jakym zptisobem zaci funkce vnimaji. Jeji
teoretické ukotveni popisuji v prvni kapitole nazvané Funkce jako matematicky poznatek. Za-
kladem tohoto ukotveni se stala teorie poznavaciho procesu M. Hejného (Hejny, 2004, 2009).
Jako dalsi aplikované teorie jsou zde popsany teorie procepti (Tall, Gray, 2001), APOS te-
orie (Dubinsky, 2001) a teorie reifikace (Sfard, Linchevski, 1994). Déle zde shrnuji vybrané
vyzkumy souvisejici s tématem funkci analyzované na zakladé kombinace vysSe citovanych
teorii. Treti dilezitou c¢asti je zastoupeni funkci v ¢eskych kurikularnich dokumentech. Jak
uvedené vyzkumy, tak kurikularni dokumenty jsem se snazil popisovat z hlediska jevi pozo-
rovanych v druhé kapitole.

Mnoho otazek, které vyplynuly z teoretického zakladu prace, bylo nesmyslnych, nékteré

byly zbytecné, dalsi utopické a ty, které sitem mych tivah a namitek vedouciho prace prosly,
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formuluji v druhé kapitole nazvané ,Vlastni vyzkum®. Na zékladé téchto otazek vznikla série
CtyT testl, které jsem pouzil jako vyzkumny nastroj k jejich zodpovézeni. Samotné vyzkumné
otazky vsSak spiSe udavaly smér, kterému bych se ve vyzkumu chtél vénovat. Z tohoto dtivodu
jsem pii analyzach testi vychézel z principti zakotvené teorie (Strauss, 1999) a vyznamné
vysledky klicoval do kategorii, které dale nazyvam aspekty a pomoci kterych popisuji vétsinu
vyznamnych pozorovanych jevii.

Kapitola Diskuse je vénovana snaze vyuzit vysledki vyzkumu ke zpfesnéni pohledu dnesni
didaktiky matematiky na problematiku funkci u zakid stfednich skol, a to ze tfi sméri.
V prvni fadé bylo potfeba pomoci aplikace riznych principt a teorii matematického poznani
upfesnit, jakym zpiisobem u zaki probihd poznavaci proces funkce. Za druhé potom zjistit,
do jaké miry se popsané jevy a aspekty shoduji s existujicimi vyzkumy na podobna témata.
Na zavér jsem formuloval nékolik otézek/hypotéz vychazejicich z mého vyzkumu, které si
v kontrastu dalSich praci zaslouzi z hlediska poznéavaciho procesu pojmu funkce urcitou
pozornost.

V prilohach jsou uvedena zadéani jednotlivych test a ke kazdému z nich bud celé vy-
brané prace, nebo ukazky praci s jednotlivymi pozorovanymi jevy. VSechny tyto ukazky jsou

opatfeny kratkymi komentafi.



Kapitola 1

Funkce jako matematicky poznatek

1.1 Matematicky poznatek

Podstatu matematického poznatku! v pojeti této prace nejlépe vystihuje jedna ze zisad

konstruktivismu M. Hejného a F. Kufiny:

Poznatky, a to nejen poznatky matematické, jsou nepfenosné. Pfenosné ... jsou pouze
informace. Poznatky vznikaji v mysli poznavajicitho ¢lovéka. Jsou to individualni
konstrukty (Hejny, 2009, s. 194).

Tyto konstrukty, které Hejny nazyva obsahem (pro odliSeni od schopnosti) matematického
poznani, lze pfitom castecné kategorizovat. Hejny obsah dale ¢leni na objekty, vztahy, po-

stupy a schémata takto:

1. objekty jsou zakladni stavebni kameny poznatkové struktury (kruznice, trojihelnik,
kolmost, posunuti, ¢islo 5, celé ¢islo, zlomek, soucet, délitelnost, poradi, rovnice,

funkce, implikace, ...),

2. wztahy vzajemné propojuji dva nebo vice objekt nebo vztahti. Budeme je délit na
turzeni (243 =5, 7-8 = 56, Pythagorova véta, kritérium délitelnosti ¢islem 3) a

vzorce (S = % — vzorec pro obsah trojihelniku, sin2a = 2sin a cos @),

3. postupy predstavuji sirokou tiidu poznatki; sem néalezi algoritmy a ndvody zamé-
fené na realizaci procedury nebo feSitelského kroku (névod na pisemné néasobeni,

navod na sestrojeni rovnostranného trojihelniku, navod na kréaceni zlomku), 7esi-

IPopisujeme zde poznatek nikoli obecny, ale poznatek jedince.



telské strategie zamérené na nalezeni feseni nestandardni matematické ulohy, argu-

mentace zaméfené na hledani souvislosti jevii a vztahti atd.,

4. schémata jsou ucelené predstavy, které se ve védomi cCloveka vytvareji na za-
kladé mnohonasobné opakované zkuSenosti a jsou nositelem mnoha konkrétnich
poznatki, které ¢lovék zna jen nepiimo, tj. dovede je ze schématu vyvodit (napf.
ze schématu svého bytu dovede vyvodit pocet oken, které v byté jsou, nebo ze

schématu krychle pocet télesovych thlopiicek télesa) (Hejny, 2004, s. 25).

Napriklad funkce je mozné v riiznych kontextech povazovat za objekty, vztahy ¢i schémata.
Napiiklad s konkrétni funkei f(z) = sin(z) jako objektem mtizeme provadét rizné operace,
urcovat jeji vlastnosti apod. Z pohledu vztahti mizeme chépat tuto funkci jako zavislost
poméru odvésny a pirepony na uhlu proti této odvésné, zatimco jako schéma u ni pozorujeme
jejl vzajemnou provazanost s dalsimi goniometrickymi funkcemi, jejim historickym vyvojem
¢i jeji ulohou v teorii pravdépodobnosti.

Podobny pfistup k matematickym poznatkim zaujima S. Vinner (1983), ktery je roz-
lisuje na concept image a concept definition a popisuje principy jejich utvaieni (concept
formation). Concept image® je podle n&j tvofen mnozinou vlastnosti spojenjch s danym
pojmem a mnozinou mentalnich obrazi (mind pictures), kterou tvoii vSechny (vizuélni)
predstavy, které ma zak s timto pojmem spojeny. Concept definition je mozno oznacit jako
wkonvencni definici“ (Edwards, 2005), se kterou se v matematice béZné setkavame.

Neékteré z téchto mentalnich obrazi zaci preferuji, jsou pro né typickymi piiklady (ty-
pickymi pfedstaviteli) daného pojmu. Co je ovSem typickym piikladem pojmu pro jednoho
zéka, nemusi byt typickym piikladem pro jiného. Na zadani ,,uvedte libovolnou funkci“ od-
povi jinak zak zakladni skoly, ktery se setkal zatim pouze s funkcemi linedrnimi, a jinak
student vysoké skoly matematického zaméfeni. Nékteré typické priklady maji riizni zaci za-
kotfenény vice nez jiné. Tyto oznacuje A. Kopackova (2003, s. 56) za tzv. prototypy?®, tedy

priklady pojmi, které jsou pro néjakou skupinu jedincti typickymi predstaviteli.

1.2 Matematicky pojem

Problematiku vymezeni terminu pojem (na trovni obecné, matematické i jako konkrétni

funkce) vystizné shrnuje Kopackova (2003, s. 53 — 54). K obecnému vyznamu terminu pojem

20pét je zde myslen concept image jednoho konkrétniho zaka
3Na zakladé prace E. E. Smithe a dalsich autort (Smith, 1988).



z jeji prace povazuji za dostatecné citovat definici dle Pedagogického slovniku (Priticha, 2001):

zobecnéna predstava o nécem vyjadfena jednim ¢i vice vyrazy prirozeného nebo

formélniho (napf. chemicky vzorec) jazyka.

Matematicky pojem mizeme charakterizovat jako ziizeni pojmu obecného. Toto zuzeni je
déno snahou matematické pojmy definovat jednoznacné, na cemz stoji celé axiomatické pojeti
matematiky.

Funkce miizeme potom chapat bud jako pojem obecny, nebo jako pojem matematicky. Obec-
nym pojmem je funkce napt. ve smyslu, kdy néjaky pfistroj ma své funkce. Z pohledu ma-
tematickych pojmu je potom funkce dana svou definici a stava se soucasti matematického
obsahu.

Nagim cilem je upfesnit reprezentaci tohoto pojmu (tedy funkci jako poznatek) v po-
znatkové strukture zéka tak, aby byl v souladu s definici pojmu chapan dostatecné Siroce a
zaroven se s ni nedostaval do rozporu?.

V celé praci pro vétsi srozumitelnost rozlisuji mezi matematickym pojmem a matematic-
kym poznatkem zéka ve smyslu konstruktu konkrétniho jedince. Je dtlezité podotknout, ze
pojmy i poznatky se vyvijeji. Vyvojem matematickych pojmi se zabyva historie a filosofie
matematiky, vyvojem matematickych poznatkt didaktické a didakticko-matematické teorie.
Teoreticky vztah mezi témito dvéma procesy popisuje metoda genetické paralely (Hejny,
2004, 2009). Konkrétni pouziti této metody pro logické mysleni popisuje K. Zavtel (2012),
pro funkce A. Kopackova (2003).

Z hlediska fylogeneze matematiky vyvoj matematickych pojmi popisuje L. Kvasz (2008).
V jeho knize Patterns of change: Linguistic Innovations in Development of Classical Mathe-
matics mizeme nalézt nékterd pozorovani vyvoje pojmu funkce ve vztahu k jazyku mate-

matiky.

1.3 Poznavaci proces

1.3.1 Teorie mechanismu poznavaciho procesu

Pro vyzkumnou ¢éast této préace se stala zédkladem teorie M. Hejného (Hejny, 2004, 2009).

S touto teorii jsem se v ramci studia na PedF UK setkaval nejcastéji a také ji jako klicovou

47Zde se nabizi otazka, zda jako ucitelé upiestiujeme Zakovi tento poznatek smérem k definici pojmu
funkce nebo k nasemu osobnimu poznatku funkce, resp. je zfejmé, ze vzdy nastava druhd varianty, a potom

je otazkou, nakolik jsou tyto shodné.



teorii uvadi pro svou praci Kopackova (2003). Kombinace téchto dvou citovanych zdroji mi
poskytla nahled na vznik poznatkii z oblasti teorie funkci u zakt, ze kterého jsem mohl ve
vyzkumné ¢asti vychazet.

»,Motivace zptisobuje napéti mezi nemdm a chtél bych mit, neumim a potrebuji umét,
nezndm a potrebuji zndt“ (Hejny, 2009, s. 129). Jak uvadi Kopéackova, k motivaci pro za-
vedeni funkci dochézi, kdyz se zaci seznamuji ,s rtiznymi priklady kauzalit ze zivota, vy-
tvareji tabulky rtznych zavislosti, pripravuji se na soufadny systém a kresli rtizné grafy a
diagramy, ...“ (Kopéackova, 2003, s. 62).

Izolované modely® jsou ,reprezentanty obecného pojmu“, se kterymi zdk operuje a jak
se postupné seznamuje s dalsimi, seznamuje se s jejich dalsimi souvislostmi, vytvari se u néj
,shluky modelti“. Postupné u zaka dochazi k ,,poznani jejich podstaty“ Hejny (2009, s. 129).
Kopackova do faze izolovanych modelu funkci zafazuje ,seznamovani se s konkrétnimi pii-
klady funkci, s jejich grafy i vlastnostmi ... pfimé a nepfima tmeérnost jako specialni pripady
funkei linearni a linedrni lomené, ...“ (Kopackova, 2003, s. 62), také sem muzeme zaradit
dalsi zavislosti zndmé z realného zivota.

Nalézani podstaty izolovanych modelti Hejny oznacuje etapou univerzalnich modelt.
Univerzalni model je abstraktnéjsi nez izolovany, je to ,popis situace ve vhodném jazyku,
ktery umoziuje predpovidani“ (Hejny, 2009, s. 129). U pojmu funkce zpravidla vznikéa az po
zavedeni definice.

Déle dochézi k druhému abstrakénimu zdvihu, po némz se vytvaii abstraktni znalosti®.
Cilem vyucovani je dosdhnout co nejvyssi funkéni shody reprezentace funkce v mysli zaka a
definice pojmu funkce. Cim vyssi funkéni shody dosdhneme, tim lepsich vysledkit mtize zak
dosahovat.
se upravuji na zakladé novych, ale mohou se dostat i do sporu. Tato faze se oznacuje jako
krystalizace. V pripadé funkci se proces krystalizace muze projevit napi. pii jejich uziti
v netradi¢nich tlohach a kontextech a ,probiha u ceskych studentti az na stfedni a vysoké
skole* (Kopackova, 2003, s. 62).

V ramci krystalizace Hejny také poukazuje na proces restrukturace poznatku. Za ten
povazuje situaci, kdy ,,v disledku zasadné nového pohledu na urcitou oblast poznatki v ni
dochazi k restrukturaci®. Tento termin jiz neni soucasti popsané teorie, nicméné je zde uveden
proto, ze je dulezité si uvédomit, ze af uz nahlizime na utvafeni poznatkt podle jakékoli

teorie, zpravidla tento proces neprobiha rovnomeérné, dochazi v ném ke ,skoktim“. Hejného

5V dfivéjsim znadeni se toto stddium oznacovalo za fazi separovanjch modeld.
8d¥ive faze intuitivné-abstraktnich piedstav



teorie takovyto vyvoj naznacCuje pfi popisu abstrakénich zdvihi, ale napf. v popisu procesu

v teorii proceptil jsem se s touto itvahou nesetkal.

1.3.2 Teorie proceptu

Hejného teorie popisuje jednotlivé procesy, které se déji s poznatky o riznych matematic-
kych pojmech v ramci znalosti konkrétniho zédka. Tyto procesy ¢leni do jednotlivych fazi a
prechod® mezi nimi. Tall a Gray (2001) nahliZeji na matematické pojmy z pohledu symbol,
kterymi je popisujeme. U téchto symboli pfitom rozliSuji mezi dvéma hledisky. Jedna se
o proces (process) a koncept (concept). Na symbol f(z) mizeme tedy nahlizet z hlediska
procesualniho, pak se jedna o pfifazeni hodnoty z oboru hodnot hodnoté z defini¢niho oboru.
Z hlediska konceptualniho o objekt, se kterym miizeme provadét rtizné operace. Terminem
procept potom shrnuji zastoupeni obou téchto pohledti a vyjadiuji jim dulezitou skutecnost,

Ze pri procesu poznavani jsou u zaka v rtizném pomeéru zastoupeny oba tyto pohledy.

1.3.3 Dalsi teorie

E. Dubinsky formuluje APOS teorii na podobném zakladé. Ta je zalozena na hypotéze, ze zak
pracuje s matematickou problémovou situaci pomoci konstrukei mentélnich akei (actions),
procesu (processes) a objektu (objects) a ty organizuje do schémat (schemas), ktera slouzi
k tomu ,aby situaci daly smysl a Z4ci vyfesili dané problémy*“”(Dubinsky, 2001).

Ze stejnych principii vychézela A. Sfard pfi formulaci teorie reifikace. V (Sfard, Linchev-
ski, 1994) popisuje zakladni myslenku své teorie, Ze zak nejprve pracuje s matematickymi
pojmy na operacni trovni (operational, process oriented) a az pozdéji se u néj rozviji pohled
na pojem jako na objekt (object, structural conception). Proces pfechodu mezi témito dvéma
stadii oznacuje jako reifikaci (reification). V kontextu teorie funkei tuto teorii aplikoval ve
svém vyzkumu D. Slavit (1997).

1.3.4 Shrnuti

Jednotlivé teorie se mohou vzajemné doplnovat, ale i rozchazet. K tomu dochazi zejména
pri vymezovani uzitych pojmi, které se casto opakuji sice s podobnym, ale ne vzdy uplné
shodnym vyznamem. Napt. procesy popsané v teorii proceptii jsou chapany sifeji nez procesy
APOS teorie. Z tohoto divodu je potfeba vzhledem k terminologii pracovat maximalné

obezretné.

7 to make sense of the situations and solve the problems®
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Za dtilezity ovSem povazuji popis samotného pritbéhu utvareni matematickych poznatka®
zéka, ktery je popsan v kazdé z teorii trochu jinak, coz je hlavnim divodem opraviiujicim
jejich pouziti v této praci. Kazdy z jevll pozorovanych ve vyzkumné c¢asti prace ma trochu
jiny charakter a omezeni se na jednu konkrétni teorii se ukazalo jako nepiiméfené zuzeni
teoretického ramce.

Cilem popsanych teorii je na jedné strané interpretace pfimo nepoznatelnych procest
probihajicich uvnitt zdkova védomi, na strané druhé potom srozumitelné popsani této inter-
pretace slouzici k predani teorie ostatnim.

Z mé dosavadni zkusenosti jsou tyto teorie nastrojem pro mnoho rtznych ¢innosti. Slouzi
napfiklad jako nastroje pro vyzkum, jako voditko pro ucitele, jako zaklad k budovani dalsich
teorii s uzsim rozsahem a vétsi korelaci s danou problematikou a také jako motivacni nastroj

pro restrukturaci naseho pohledu na danou problematiku.

1.4 Vybrané vyzkumy se vztahem k tématu funkci

1.4.1 A. Kopackova: Pojmotvorny proces konceptu funkce

Jedna se o disertacni praci, ve které je kompletné popsan fylogeneticky i ontogeneticky vyvoj
pojmu resp. poznatku funkce a jejiz vyzkumna ¢ast zahrnuje celou fadu problémi, se kterymi
se zaci v kontextu funkci setkavaji. Na zakladé nékolika vyzkumi Kopackova zjistila nékteré
fenomény, se kterymi jsem se poté v ramci svého vyzkumu také setkal.

Dale uvedu jen ty vysledky Kopackové, které jsou relevantni pro mou praci.

Soustava souradnic

Kopéackova pozoruje, ze ,diraz na souradny systém, ktery neni dostate¢né propojen na
hlavni objekt, tj. na graf, ukazuje na formalni vniméani tohoto nastroje.“ Upozornuje, ze
idea kartézskych soufadnic ma nedostatecnou propedeutiku. Zaci neciti potfebu strucné a
vysoce sofistikované terminologie a symboliky, a proto ji nepfijimaji za vlastni.“ Dulezité
je také nasledujici pozorovani uchovavani systému soufadnic v poznatkové struktute zaki.
ydoufadny systém je uchopovan vizualné, nikoliv kontextoveé a neni chapan jako nastroj pro
popis grafu.®

U pojmu kartézské soustavy soutadnic (KSS) je podle Kopackové potieba vice klast

diraz na propedeutiku a z hlediska teorie proceptt na procesy (tedy konstrukei KSS, princip

8V ramci této prace je jim tedy zékova cesta od matematického pojmu k vlastnimu poznatku.
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vynéseni bodd, ...) spiSe nez na koncepty (KSS jako staticky objekt) (s. 74, 75).

Grafické reprezentace

U 74kt ZS je zakreslend kiivka vnimana jako ,celek, vytvarné dilo, nikoliv jako mnozina
usporddanych dvojic bod@“, pficemz pozdéji, na SS mivaji zaci problémy pii prechodu od
dosazovani ke grafu funkce resp. od vyneseni bodii ke spojité kiivce.

Pti rozhodovéani, zda je né€jaky objekt funkci nebo ne, se ukazalo, ze zaci pritazuji funkcim
rizné vlastnosti, které jsou z hlediska definice moznou, ale ne nutnou podminkou existence.
Typicky se jedna o pozadavek spojitosti a ,,pravidelnosti kiivky, z opacného pohledu potom
za ,(ne)funkce® zaci povazuji napt. grafy konstantnich funkei (s. 103).

Z4ci také casto uvadéji jako funkce jejich typické predstavitele?. Kopackova identifikuje
jako prototypicky priklad funkce funkci linedrni, pfipadné funkeci ,specidlni linedrni (napft.

y=1x,y=—1).

Spojitost

Dilezité je pozorovani, ze ,zaci pti konstrukci grafu nerozlisuji mezi diskrétnim a spojitym
definiénim oborem® pii pouZiti reprezentace funkce grafem (s. 85). Zaci kresli spojité grafy i
v pripadé, Ze defini¢nim oborem jsou napt. poc¢ty knih a oborem hodnot jejich celkova cena.

Kopéackova poukazuje na to, ze divodem muize byt i zptisob skolniho vykladu této latky.

Slovni popis

U nékterych zakt Kopackova zjistila, ze pii slovnim popisu funkei a riznych ¢innosti z oblasti
teorie funkci ,pouziti synonym signifikuje hlubsi vhled“ do problematiky. Je také podle
Kopackové znamkou toho, ze ,zak si vytvaii svou vlastni personal concept definition, na
jejimz zakladé vznika concept image a ktera je predpokladem existence univerzalniho modelu

pojmu® (s. 106).

9Jedn4 se o prototypy funkei, tedy ¢asto pozorované typické repezentanty tohoto pojmu u zaku.
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1.4.2 E. Iliada a S. Panayotis: How students conceive function:
A triarchic conceptual-semiotic model of the understanding

of a complex concept

E. Iliada a S. Panayotis (2006) provedli vyzkum mezi studenty druhého ro¢niku Department
of Education at the University of Cyprus zaméfeny na rtizné zpiisoby reprezentace funkeci
studenty a jejich vliv na komplexni poznatky o funkcich.

Analyzy vysledki ukazuji, Zze studenti nejcastéji nahlizeji funkce jako vztahy ,one-to-
one“, tedy k jedné hodnoté je pritazena pravé jedna jinad hodnota a neni prilis rozliSovan
defini¢ni obor a obor hodnot. Dale poukazuji na ¢asto se objevujici podminku (podobné

jako Kopéckova), ze graf funkce musi byt spojity, kterou studenti povazuji za nutnou.

Znaceni funkci

Pro tuto praci jsou dulezité také vyroky studenti k otazce, zda a pro¢ mohou byt rtizna
symbolickd vyjadieni (symbolic expressions) predpisem funkce (napi. 2%+ y* = 25). Vyroky

,funkce musi obsahovat dvé proménné nebo nezndmé“!®, . x (nebo y) neni obsaZeno ve

«ll «l2

vyjadreni, takze funkce nemiize byt definovana“’* nebo ,funkce je rovnice“'* jsou znamkou
toho, Ze studenti Casto ztotoziuji funkce s rovnicemi, pozaduji (dvé) proménné, které by

mohli porovnavat.

1.4.3 E. Dubinsky, R. T. Wilson: High school students’ understan-

ding of the function concept

Dubinsky a Wilson (2013) si ve svém vyzkumu pokladaji otazku, jakych znalosti a schop-
nosti z oblasti teorie funkci mohou dosdhnout zaci z nizsich socioekonomickyjch pomért
béhem prvnich tii let dochazky na SS. Analyzuji rozhovory se zdky na zakladé APOS teo-
rie a pozoruji predevsim problematiku rozeznavani, co je a co neni funkei, a chapani funkci
z hlediska vztahu definiéniho oboru a oboru hodnot. Zde, stejné jako v (Iliada, 2006) a (Ko-
packova, 2003), ukazuji rtizné chybné podminky, kterymi zaci podminuji oznaceni vztahu

nebo zavislosti za funkei.

10 a function must essentially contain two variables or unknowns“
1 x (or y) do not appear in the expression, therefore a function cannot be defined“
12 a function is an equation®
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Reprezentace funkci

Z jejich zavéri je pro mou praci dilezité zejména srovnani zastoupeni jednotlivych reprezen-
taci funkci zaky SS. Ukazuji, Ze zdky nejcastéji volenou reprezentaci byly po fadé ,gipkové
diagramy* (arrow diagrams), piimé grafy'® (directed graphs), usporddané dvojice (ordered
pairs) a az na poslednim misté bylo pouziti kartézské soustavy soutadnic. V kontrastu s tim

vvvvvv

nebo vyjadfeni grafem.

1.4.4 M. Sajka: A secondary school student’s understanding of

the concept of function — A case study
Znaceni funkci

M. Sajka (2003) se zabyva podobnym tématem — znacenim funkci z pohledu teorie proceptii.
Na komentovanych ukazkach z rozhovoru s Sestnactiletou zakyni, na jehoz pocatku byla
uloha ,Udej priklad funkce f, pro kterou je pro vsechna realna ¢isla x a y z defini¢niho
oboru f splnéna rovnost: f(x+y) = f(z)+ f(y).“'*, ukazuje, jakym zpiisobem Zaci pFistupuji
k pouzitému znaceni a jak se procept funkce na zdkladé symbolu f(z) vyviji.

Identifikuje zde t¥i zakladni problémy ve vztahu ke znaceni. Nejednoznacnosti ve vniti-
nim pochopeni znaceni objevené pomoci pokladani série upfesnujicich otazek, které zakyni
nutily pfehodnotit jeji protichiidné interpretace, znacné ziuzené chapani nékterych matema-
tickych symbolt a svérazny postoj k polozenym matematickym otazkam.

Ukazalo se, ze zakyné chapala tento symbol nejprve jako pojmenovani funkce, pficemz pti
zaméné x za jiny znak se pro ni pouze zménilo pojmenovani dané funkce. Sajka popisuje také
podobné mylné interpretace symbolt zaky a shledava, ze ¢asto nemaji problém s proceptem

funkce, ale pravé se symbolikou uzivanou k jejimu znaceni.

13 Directed graphs jsou spise grafy, jak je zndme z teorie grafil, tedy prvky propojené vazbami
14 Give an example of a function f such that for any real numbers z, y in the domain of f the following

equation holds: f(z +y) = f(z) + f(y).“
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1.5 Funkce v ¢eskych kurikularnich dokumentech

1.5.1 Ramcové vzdélavaci programy

Réamcové vzdélavaci programy popisuji mimo jiné matematicky obsah, ktery by si zaci v rdmci
teorie funkci méli osvojit. Na zakladni skole se jedna spise o propedeutiku pojmu funkce a
nékteré typické piiklady funkei (pfimé a nepfima tmérnost, linedrni a pfipadné kvadraticka

® na jehoz zakladé jsou koncipovany

funkce). V ramci RVP pro SS oboru veiejna spraval
vSechny tii obory vyucované na gkole, na které probihal vyzkum (SOS pro administrativu
EU), je mnozina funkci v podstaté redukovana pouze na funkce elementérni. Zkratkou SS je

proto dale chapana SS oboru vefejné sprava, pokud neni Fe¢eno jinak.

Spojitost

Z divodu zastoupeni problematiky spojitosti (viz kapitola 3) jsem se pokusil najit, v jakych
bodech je zde zastoupena alespon jeji propedeutika, nebot spojitost je pojem, s nimZ se
7aci seznamuji asto aZ na VS. V RVP je uvedeno, Ze 7k na ZS ,orientuje se v ¢ase,
provadi jednoduché prevody jednotek ¢asu“ a pozdéji pracuje s funkcemi jako matematickym
pojmem. Z divodu zastoupeni vyhradné elementérnich (tedy spojitych) funkei je otézkou,
zda je mozno je pouvazovat za propedeutiku, kdyZ se ani na ZS ani na SS Zaci nesetkaji

s funkei nespojitou.

Reprezentace funkci

74k nejprve ,popisuje jednoduché zévislosti z praktického Zivota®, tedy k vyjadieni zavis-
losti pouziva napt. slovni popis, pozdéji ,dopliuje tabulky, schémata, posloupnosti ¢isel®
— piechézi k rfiznym reprezentacim zévislosti. Na SS pracuje jiz s matematickym pojmem
funkce a jeho adekvatni reprezentaci, tedy ,,vyjadii funkéni vztah tabulkou, rovnici, grafem*
a ,matematizuje jednoduché realné situace s vyuzitim funkénich vztahia“. Z tohoto pohledu
jsou v RVP zastoupeny zdkladni reprezentace. Nicméné ve vyse popsaném ¢lanku (Dubinsky,
Wilson, 2013) mizeme sledovat, jaké dalsi reprezentace funkei by mohly byt v RVP zahrnuty

(sipkové diagramy, pfimé grafy).

I5RVP pro gymnézia je z hlediska obsahu teorie funkci s timto programem v podstaté totozny.
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Grafické reprezentace

Se zakladnimi typy graffi se z4k seznamuje jiz na ZS také v rdmci tématu Zdvislosti, vztahy a
prdce s daty, pozddji zak SS ,rozlisuje jednotlivé druhy funkci, nacrtne jejich grafy a uréi je-
jich vlastnosti®. S grafickym vyjadrenim algebraickych rovnosti zaci pracuji také v analytické
geometrii, i kdyz to v RVP neni pfimo explicitné vyjadfeno.

Dosazovani

Na ZS #4ci dosazuji do vyrazii za proménné a zjistuji hodnoty z riznych dtvodt (napi. aby
zjistili, zda pro dané hodnoty m4 vyraz smysl). Po probrani tématu Cislo a proménnd %ak
podle RVP ,matematizuje jednoduché realné situace s vyuzitim proménnych; uréi hodnotu
vyrazu®“. Z hlediska dosazovani jsou dutlezité i vySe uvedené pozadavky v ¢asti grafy, nebot
pro kresleni grafi je potfeba si nékteré hodnoty funkce vypocitat.

Ostatni

Déle uvadim pozadavky na zaka, které nebylo vhodné kategorizovat podle uvedenych témat,

ale maji vztah k této praci. Zak
e fesi linearni a kvadratické rovnice a jejich, soustavy, linearni a kvadratické nerovnice,
e tiidi upravy rovnic na ekvivalentni a neekvivalentni,

e prevadi jednoduché realné situace do matematickych struktur, pracuje s matematickym

modelem a vysledek vyhodnoti vzhledem k realit€,

e urcuje vztah pfimé anebo nepfimé imeérnosti.

1.5.2 Skolni vzdélavaci program SOS pro administrativu EU

Vsechny vyse zminéné pozadavky na zaky jsou v ramci skolniho vzdélavaciho programu SOS
rozpracovany podrobnéji. V tabulce 1.1 uvadim vybrané pozadavky na zaka a odpovidajici

ucivo, jez riznymi zptisoby souvisi se mnou zkoumanymi otazkami.
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74k:

Udivo:

Algebraické vyrazy

— urcuje hodnotu vyrazu
— urcuje nulovy bod vyrazu
— urcuje defini¢ni obor lomeného vy-

razu

algebraicky vyraz

mnohocleny

lomené vyrazy

vyrazy s mocninami a domocninami

Rovnice a

nerovnice

— Tesi pocetné i graficky soustavu dvou
linearnich rovnic o dvou neznamych

— stanovuje defini¢ni obor rovnice

— vyuziva k feSeni slovni tlohy grafu

neprimé ameéry

— linearni rovnice a jejich soustavy
— rovnice s neznamou ve jmenovateli

— kvadratické rovnice

Funkece

— uziva rizna zadani funkce, zvlada po-
jmy defini¢ni obor, obor hodnot, hod-
nota funkce v bodé, graf funkce

— sestroji graf funkce y = f(x)

— Tesi realné problémy pomoci linearni
funkce a nepfimé tmeérnosti

— ur¢i jednotlivé funkce, nacrtne jejich
graf, stanovi jejich defini¢ni obor, obor
hodnot, intervaly monotonie a obor

v némz nabyva funkce extrému

— zakladni poznatky o funkcich

— linearni funkce, nepfimé tmeérnost

— kvadraticka funkce

— exponencialni a logaritmicka funkce,

jednoduché rovnice

Goniometrie a trigonometrie

funkce

znazornuje goniometrické
v oboru realnych c¢isel a zna jejich vlast-

nosti

— funkce sinus, kosinus, tangens, kotan-
gens

— zakladni vztahy mezi goniometric-

kymi funkcemi
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Pravdépodobnost a statistika

— prezentuje graficky soubory dat, ¢te a
interpretuje tabulky, diagramy a grafy,
diferencuje rozdily v zobrazeni obdob-
nych soubort vzhledem k jeho odlis-

nym charakteristikam

Analyticka geometrie linearnich utvart

— zavadi a pouziva soustavu souradnic | — soustavy soufadnic

na pfimce, v roviné a prostoru

Tabulka 1.1: Vybrané pozadavky na zaka v kontextu funkci z SVP gkoly SOS pro adminis-
trativu EU.
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Kapitola 2
Vlastni vyzkum

Vyzkum byl realizovan na SOS pro administrativu Evropské unie v Hornich Pocernicich
v priitbéhu ledna 2013. Testu se zticastnilo 250 zaki, ktefi vyplnili 323 testii.

V ramci testovani jsem se snazil vyuzit veskeré moznosti, které jsem mél k dispozici,
z tohoto divodu jsem zadal rtizné testy i v prvnim roc¢niku, ve druhém a ¢tvrtém rocniku
jsem zadal zaktim druhé verze. V rdamci matematického seminafe jsem s budoucimi matu-
ranty z matematiky fesil testy pivodné cilené na tieti ro¢nik. Vétsina z téchto testit vsak
nebyla z hlediska zkoumanych jevi prili§ vypovidajici a takto sebrana data byla znacné ne-
konzistentni a problematicky analyzovatelna. Z téchto divodl jsem 116 testti z celkového

poctu z prace vyradil. Nakonec jsem tedy v praci analyzoval celkem 207 testi.

2.1 Vyzkumné otazky

Ustfednim tématem vyzkumné Easti této prace je problematika uzivani poznatktl a metod
spojenych s konceptem funkce u zakt stfednich skol. Teoreticky ptvod, ze kterého toto
téma vychazi, nejlépe vystihuji vyzkumné otazky. Povazuji za dtlezité, nez prikroc¢im k je-
jich formulaci, je ¢astecné klasifikovat. Jako zasadni lze oznacit otazky primarni, které jsem
formuloval na zékladé vybranych praci a zkuSenosti mych kolegti i svych vlastnich. Sekun-
darnimi otazkami oznacuji takové, které nejsou pro praci stézejni, ale néjakym zptisobem
konkretizuji otazky teoretické, poukazuji na znamé jevy ze skolské praxe, pfipadné jsou ve
vztahu s dalsimi pracemi zabyvajicimi se oblasti matematickych funkci.

U nékterych otazek jsou zaroven uvedeny a popsany zakladni pojmy bezprostiedné s otaz-
kou souvisejici a slouzici jako mozny odkaz v dalsim textu. K tomuto postupu mne vede snaha

ridit se pfi popisu analyzy testi jednotnym schématem.
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2.1.1 Primarni otazky

1. Do jaké miry dokéazi zaci pouzivat poznatky, které ziskali pfi vyuce funkci, v jinych

kontextech?

2. Do jaké miry zaci ovladaji rtizné reprezentace funkci a zavislosti a ktera z nich je pro

né nejprijatelnéjsi?

e Za reprezentaci funkce oznacuji pouziti matematickych symboli, slov nebo na-
¢rtkt zaky k vyjadreni informaci o funkénich hodnotach v zavislosti na hodno-
tach z defini¢niho oboru. V nékterych kontextech déle nahrazuji pojem funkce
obecnéjsim pojmem zavislost pro odliSeni od forméalnich matematickych funkeci

odpovidajicich definici.
3. Jaké maji zaci prototypické ptiklady funkei?

e Casto se vyskytujicim prototypickym ptikladem je v nésledujicim vyzkumu line-
arni funkce. Slovni spojeni ,,Zéci linearizovali graf funkce“ popisuje situaci, kdy
zaci néjakym zpusobem upravili anebo vynechali nékteré své vysledky kvili snaze

pouzit linearniho grafu funkece.

2.1.2 Sekundarni otazky

4. Vnimaji zaci rozdil mezi pfimou resp. nepfimou tmérnosti a rostouci resp. klesajici

funkci?
5. Vnimaji zaci pojem defini¢ni obor forméalné ¢i neformalné?
6. Pouzivaji zaci znaceni funkci symbolem f formalné?

e Znaceni funkci (zavislosti) reprezentuje zndmou symboliku f(x) a jeji analogie at

uz pouzité autorem nebo zaky.

7. Dochéazi u zakt k restrukturaci poznatki pii ztotoznéni intuitivnich prekoncepti s vy-

ucovanymi pojmy?

e Prekoncept je zde pouzit v souladu s terminologii popsanou v (Bertrand, 1998) a
oznacuje poznatky, ,které si zak do skoly prinasi a které ziskal diive®. Jedna se
tedy o jakési intuitivni poznatky, které si zaci vytvari v ramci svého neformalniho

vzdélavaciho procesu.
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2.2 Vyzkumné nastroje

Vyzkumnymi néstroji jsou jednotlivé tikoly! sdruzené do testii. P¥i konstrukei téchto tikolt
jsem vychazel z riiznych témat matematiky (pravdépodobnost, analytickd geometrie, funkce)?
a Skolniho vzdélavaciho programu cilové skoly. Zakladni tkoly, které takto vznikly, jsem po-
sléze doplnil o dalsi, méné rozsahlé, u nichz jsem se snazil, aby u zaka vytvarely alespon
trochu podnétny prostor k zamysleni. Toho bylo zapotiebi zejména proto, Ze se jednalo
o ukoly, se kterymi se zaci v béznych hodinach nesetkavaji.

P1i zavérecné formulaci kol i nasledném testovani zakl jsem byl veden principy vy-

chazejicimi z vyzkumnych otazek a svych vlastnich zkuSenosti.

e Ulohy nejsou formulovany formalné a matematicky piesné, a to ze dvou divodi. Na
prvnim misté pro mne byla srozumitelnost textu pro co nejvice zakt?®. Dale pak snaha

o to, aby zaci k testu neptistupovali jako k pisemné praci.

e Ulohy jsem formuloval tematicky co nejblize pravé probirané latce. Cilem bylo navodit
u studentit dojem, Ze Tesi tlohy, na které jsou nyni zvykli. Také jsem se tim snazil re-
dukovat vysvétlovani pojmi a nejasnosti na minimum a predejit pfipadnym vymluvam

vedoucim ke snizené aktivité zaka.

e Béhem zadavani jsem se vyhybal pojmtim z teorie funkci, né€kolikrat se vsak stalo, ze
se zaci zeptali piimo, zda je ,to ¢i ono funkci“ nebo zda maji napsat ,,jaké vlastnosti
tato funkce ma“. V téchto situacich jsem zaktm sdéloval informace, které pozadovali,

ale snazil jsem se je formulovat bez pouziti konkrétnich matematickych pojmi.

e Z4ci byli nab4adani k zaznamenavani veskerych svych myslenek jakymkoli zptisobem.
Casto se objevovaly riizné na¢rtky (zejména v testech 2 a 3) a slovni popisy bez uziti

matematickych symboli.

Samotny vyzkum byl realizovan ve vétsim nez ptivodné zamysleném métitku a také o néjaky
cas drive, nez se predpokladalo, a to z diivodu neocekavané moznosti autora zastoupit nékteré

vyucujici v jejich hodinach matematiky bez nutnosti probirat urc¢enou latku. V tu dobu byly

1Z&mérne v praci pouzivdm termin tikol. Na rozdil od tlohy neni pozadovéno feseni (vysledek), pouze je

navrhnuta ¢innost, kterou méa zak provadeét.
2V tomto sméru by bylo mozné s tvorbou tikoltl pokradovat — napf. pro témata intervalil, vyrazi, statistiky,

planimetrie nebo stereometrie.
3Pfesto se ukézalo, Ze tikoly byly pro nékteré studenty nesrozumitelné. Bohuzel neni mozné rozhodnout,

zda to bylo zptisobeno spise tézkostmi pfi porozumeéni textu nebo nedostateénou motivaci pro praci.
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jiz v ramci pripravy testovani zpracovany nékteré dilcéi teoretické ¢asti a stanoveny vyzkumné
otazky, nicméné v ne uplné konec¢né formé. V disledku toho se zamysleny predvyzkum stal
soucasti samotného vyzkumu a reformulace zadani ukolti probihala v pribéhu testovani.
Jednalo se predevsim o grafické a stylistické upravy, které ale casto mély nezanedbatelny

vliv na Gspésnost feseni. VSechny takovéto pripady jsou vzdy v textu nélezité oznaceny.

2.3 Vyzkumna metoda

Volba vyzkumné metody podléhala zna¢nym omezenim danym jak moznostmi prostiedi, ve
kterém byl dany vyzkum provadén, tak omezenimi plynoucimi z rozsahu diplomové prace.
Jako vyzkumnou metodu jsem tedy nakonec zvolil matematicky test, jehoz tkoly nejsou
zameéreny na konkrétni postupy ani na uvedeni feseni. Z hlediska obecnych pedagogickych
vyzkumnych metod je matematicky test svym charakterem nejblizsi metodé dotazniku (Ga-
vora, 1996).

K analyze dat jsem pristupoval jak z kvantitativniho, tak z kvalitativniho hlediska.
Pro kvalitativni analyzu jsem pouzil technik zakotvené teorie (Strauss, 1999). Jednotlivé
testy nebyly tvoreny na zakladé jedné konkrétni teorie, spise jsem se po studiu literatury
rozhodl vytvorit podnétné ukoly, které jsem predlozil zaktim, a jejich naslednou analyzou
jsem sledoval riizné jevy a aspekty, které se v pracich objevovaly.

Analyzu testil by bylo mozné provést mnohymi sofistikovanymi metodami?, to by vsak
vzhledem k obsahlosti jednotlivych testi presahovalo ramec této prace. V ramci testli jsem
zaznamenaval jednotlivé jevy, z nichz nékteré jsem nakonec viibec v praci nevyuzil, nékteré
dévaly pomérné jasné odpovédi na vybrané sekundéarni otédzky a nékteré (a ty povazuji ve své
préci za zdsadni) se zacaly po analyze vSech typt testtt propojovat do struktur, které dévaly
smysl i napfi¢ jednotlivymi matematickymi tématy, a to nejen svym vyskytem, ale i jejich
interpretacemi a pozorovanymi disledky. Takovych aspektii, které sdruzuji nejzajimavejsi

pozorovani napric testy, jsem identifikoval 9:
e Reprezentace funkei (zavislosti)
e Soustava soufadnic
e Grafické znazornéni

e Dosazovani

4Nap#. pomoci atomarni analyzy M. Hejného.
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Znaceni funci

Slovni popis

Charakteristiky a vlastnosti funkci

Souvislost defini¢niho oboru®

Spojitost

2.4 Faktory ovliviujici vysledky testu

Kazdy vyzkum provazi rada faktori, které maji negativni vliv na vysledky. Z principi,
jakymi byl test konstruovan, povazuji za vhodné uvést piehled téch faktort, které jsou mi

znamy a jez mohly mit vliv na pribéh testovani.

e Zaci vypliiovali testy v bézné hodiné, nebyli rozdéleni do skupin. Proto v nékterych

pripadech mohlo dojit k opisovani.

e V dusledku toho, Ze se jednalo o suplované hodiny, davali néktefi zZaci najevo svou

neochotu pracovat a vyrusovali vice, nez je u nich obvyklé v béznych hodinach.

e Test jsem prezentoval jako povinny, nikoli ale hodnoceny, nékteii zaci jej proto nebrali
prilis vazné a nedosahovali tak vysledkt, kterych by byli schopni dosdhnout s vétsi

motivaci.

SV textu rozlisuji mezi pojmy souvisly defini¢ni obor a spojita funkce (spojita kiivka). Je to ddno rozdilem

mezi souvislosti jako vlastnosti mnoziny a spojitosti jako vlastnosti funkce.
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2.5 Test 1

Komentované zadani testu

1. Jak se meéni f(x), dosazujeme-li za x riznd celd ¢isla? Popiste nebo zndzornéte libo-

volnym zpusobem. Vsechny svée kroky popisujte slovné.

e f(z)=—x
o flx) =73

Domnival jsem se, ze zaci prvni dvé uvedené funkce divérné znaji, a proto na-
kresli bud p¥imo jejich graf anebo si vynesou nékteré body a ty propoji kiivkou.
Na zékladé vysledkti Kopackové (2003, s. 85) jsem neocekaval, Ze by néktery
z zakl kreslil pouze diskrétni graf, nicméné jsem ocekéaval alespont naznaceni, ze

funkénimi hodnotami jsou pro celé ¢isla konkrétni body.

Na zakladé dosazeni hodnot jsem také ocekaval pouziti riiznych reprezentaci, nej-

vice grafickych.
. Jlx) =12
o f(z) =13

Druhé dvé funkce nebyly pro zaky prilis znamé, proto jsem predpokladal pouziti
postupu dosazeni — graf, pfipadné pouziti jiné reprezentace a opét vyznaceni
diskrétnich hodnot.

2. Maji predchozi zdavislosti néco spolecného?

Od otazky jsem si sliboval, Ze zaci naleznou nékteré charakteristiky a vlastnosti, které
se vyskytuji u vice funkci. Napf. omezené jsou pro celd ¢isla funkce f(x) = % —xa
f(z) = 1, Klesajici je pouze f(z) = —=, grafem vSech vyjma prvni je pro redlnd ¢isla

hyperbola a dalsi.

3. Ktere z uvedenych zdvislosti reprezentuji primou resp. neprimou umernost?

P¥imou timérnost nereprezentuje zadné funkce, nepfimou timérnost funkce f(z) = %

4. Jakych maximdlnich a minimdlnich hodnot tyto mohou zdvislosti pro dand x nabyvat?

Zde jsem chtél, aby se zaci zamysleli predevsim nad spojenim ,,dosazujeme-li za x rtizna

celd ¢isla“. V pripadé funkee f(z) = 1 je maximum v bod¢ 1 a minimum v bodé¢ -1 a

pro f(x) = ﬁ je maximum v bodé 0 a minimum v bodé 2.
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2.5.1 Charakteristika testu

Prvni z testi (Ptilohy — 3.1, 3.2) byl sestaven pro zédky druhého ro¢niku, zadan 1 — 3 hodiny
matematiky po napsani pololetni pisemné prace na téma funkce ve trech t¥idach a vypl-
nilo jej 78 zakl. Test byl pivodné koncipovan jako dopliujici ¢ast vyzkumu, zaméfeného
pivodné na vyuzivani funkci v jinych tématech, nicméné casty vyskyt typickych piikladi
funkei (otazka 3) ukazal, Ze si zaslouzi svou pozornost.

Prvni kol byl zaméfen mimo jiné na znaceni funkci. Toto zaméreni mé vedlo k formulaci
dvou riznych verzi testt (prvni vyplnilo 40, druhou 38 zaki), v prvni je zavislost znacena dle
standard® dnesni matematiky, v druhém pismenem B. Tuto verzi jsem povazoval za pro zaky
obtiZnou, nicméné kompenzovanou okolnostmi zadani, nebot Zaci byli v poslednim ptlroce
v kontaktu s funkcemi témér v kazdé hodiné matematiky. Poloviné t¥idy byla rozdana prvni
a poloviné tfidy druhé verze. Dale bych chtél upozornit na pozadavek na dosazovani celych
¢isel do zavislosti. Tato formulace byla motivovana snahou zjistit, jaky postoj zaujmou zaci
k defini¢nim obortm danych funkei (ot. 5).

Druhy kol mél zaky vést ke zkouméani uvedenych funkci z hlediska jejich charakteristik a
vlastnosti. Mym cilem bylo zjistit, zda jsou nékteré z téchto charakteristik a vlastnosti zaky
preferovany a ptipadné odpovédi formulovany matematickym ¢i béznym jazykem (ot. 1).

Pomoci tretiho tkolu jsem se snazil zjistit miru ztotoznovani pojmu rostouci, resp. kle-
sajici funkce a pfimé, resp. nepiimé tmérnosti (ot. 4).

Zaveérecny ukol byl formulovan tak, abych mohl na zékladé feSeni zakl urcit jejich vztah

k souvislosti resp. diskrétnosti defini¢niho oboru (ot. 5).

2.5.2 Analyza ukolu 1

Prvni tkol tohoto testu byl jednim z nejobsahlejSich v ramci celého testovani. Vzhledem

k timyslné nejednoznacnosti zadani byl pristup zaki k tkolu velmi rozmanity.

Dosazovani

Dosazovani do vztahii bylo nejcastéji pouzitou technikou k feseni tikolu. U zakt se ale velmi
zfetelné projevilo, Ze nejsou s timto postupem dobfe obezndmeni a neumi ho pouzivat (obr.
2.1). Tabulka 2.1 ukazuje, jakym zptsobem zéci pouzili dosazeni do vztahi. Jednotlivé ka-
tegorie jsou disjunktni, serazené podle toho, jak vhodné bylo jejich pouziti. Dosazeni muselo
byt v testu explicitné vyjadieno, nestacilo vyneseni hodnot do grafu. Konkrétni test byl vzdy

zafazen do nejvyssi mozné kategorie.
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Obrazek 2.1: Dvé chybna dosazeni do vztahu.
typ f(z) (celkem 40 testtt) | B(A) (celkem 38 testit)

jedna hodnota ) 7
dvé hodnoty 4 4
vice pfirozenych 12 3
vice celych 6 5
celkem dosazeni 27 19

Tabulka 2.1: Riizné varianty dosazovani pfi rozdilném znaceni.

Z tabulky je mozno vyvodit nékteré zaveéry:

vvvvv

e Pouze v jedenécti ptipadech (14 %) zaci dosadili do vztaht i zéporn4 ¢isla.

e Celkem 34 zaki ze 78 (44 %) nedosadilo nebo Spatné dosadilo do vztahu. Divodu bylo
vice, nej¢astéjSim byla snaha popsat situaci jinak (viz grafické reprezentace, slovni

popis), nepochopeni zadani (viz znaceni zavislosti), chybné dosazeni do vztahu nebo

chybny vyklad znaceni vztahu.

V souvislosti s problematikou dosazovani se objevoval dalsi fenomén — dosazovani malych
prirozenych ¢isel. V naprosté vétsiné pripadt byla dosazena ¢isla 1, 2, 3 a naopak, pouze v né-
kolika vyjimecnych pripadech zaci dosadili 0. Tyto vysledky mi umoznuji oznacit ¢isla 1, 2, 3

jako prototypy ¢isel u zakt, zatimco 0 jako prototyp ¢isla pro zaky nebyla identifikovana.

Reprezentace funkci

Nejcastéjsimi reprezentacemi, pomoci kterych zaci funkce popisovali, byly grafy, slovni popisy

a vycislovani jednotlivych hodnot. V nékolika pripadech zaci pouzili tabulku nebo uvedli

pouze vlastnosti nebo charakteristiky funkei.
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Slovni popis

Za test obsahujici slovni popis feseni byl povazovan takovy, ktery obsahoval alespon u jed-
noho funk¢éniho vztahu samostatny vyrok komentujici symbolické nebo grafické vyjadreni
zédka nebo vyrok, ktery by z tohoto popisu vyvozoval né&jaké zévéry (i chybné). Za slovni
popis nebylo uznavano jmenovani vlastnosti dané funkce nebo urcovani jejich charakteristik.
Priklad slovniho popisu je uveden na obrazku 2.2.

I J_ak se méni f{x), dosazujeme-li za x riizna celé &isla? Popiste nebo znazornéte
libovolnym zpilisobem. V3echny své kroky popisujte slovng,

1) om0 e ot 1 iy
1) <A G Cyins )
//'/r/ APsauery” (Hody, VIO "./’-:’;4?5/7 14, A )

Obrazek 2.2: Ukazka vyvozeni zavéru ze symbolického popisu (dosazeni do vztahu).

Z4ci, ktefi popisovali funkce svymi vlastnimi slovy, se ¢asto dopoustéli nasledujicich

nepresnosti.

e Popsali situaci spatné, ale vypocty i grafické znazornéni ukazuji na spravnost myslenky.
Napr. ,kdyz dosadime za —zx ¢islo, f bude v minusu“ nebo ,,¢im vétsi dosadime z, tim

113

vétsi nam vyjde —z.
e Formulovali trivialni vyroky: ,,Cim vétsi éislo dosadime, tim vétsi bude nezndma x.¢

e Formulovali vyroky, které popisovaly situaci nedostatecné: ,Kdyz si dosadim 1, tak

B=—-1akdys —1, tak B = 1.“

Takové formulace svédci o tom, Ze tito zaci z hlediska reprezentace funkci nepodléhaji forma-
lismu, tedy nepopisuji funkce bez porozumeéni, ale na druhou stranu maji problémy s presnym
vyjadfovanim. Zde se nabizi otazka, zda néjakym zptisobem souvisi formalni porozuméni ma-

tematickym pojmtm se schopnosti vyjadiovani.

Tabulky

Tabulka byla pro popis situace pouzivana velmi ziidka a princip jejiho uziti kopiruje prin-
cip dosazovani, proto tomuto popisnému nastroji nebude v dalsim textu vénovana prilisSna

pozornost.
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Grafické reprezentace

Grafy byly oproti ocekavani uzivany zaky v mnoha ptipadech chybné. A to i diky takovym

chybam, které by se u zaki 2. ro¢niku SS daly oznacit za velmi piekvapivé.

e Neprilis Casto se vyskytujicimi nedostatky zakt byla omezena schopnost nakreslit kar-
tézskou soustavu soufadnic a nepochopeni zakladni myslenky vynaseni bodu (obr. 2.3).
Ty se projevovaly predevsim zameénou os, kdy zaci vynaseli dosazené hodnoty na svis-
lou osu a funkéni hodnoty na osu vodorovnou (obr. 2.4). Z principiadlniho hlediska
nelze tuto zaménu povazovat za chybnou, nicméné v tomto kontextu je ziejmé, ze zak

vynaseni bodi do grafu nerozumi.

Obrazek 2.3: Vynaseni obou hodnot na jednu osu grafu.

. f= L
(). %

s} i

H)=-

(49 &

513

|
2

\

Obrazek 2.4: Vynaseni bodt definicniho oboru na svislou osu a funkénich hodnot na vodo-

rovinou.

e Z4ci vynesli maly poéet bodtl, na jejichz zdkladé nakreslili nespravny graf funkce. Tento
divod byl zdaleka nejcastéjsi a objevil se ve vétsi ¢i mensi mite u velkého mnozstvi zaki.
Pritom byly z vynasenych bodt dopliiovany nejcastéji grafy linearnich nebo linearnich

lomenych funkci. Tento fenomén zasluhuje nékolik konkrétnich prikladt s popisem:

— Zéci nakreslili graf intuitivné, podle stavajicich poznatkii.

— Zéci nakreslili graf na zakladé jednoho vyneseného bodu. Tento piipad nasta-
val pouze vyjimecné a jednalo se zpravidla o vedeni nahodné piimky vynesenym
bodem (obr. 2.5).

— Zéci nakreslili graf na zékladé dvou vynesenych bodi. Zéaci kreslili bud grafy

funkce linearni (obr. 2.6), linearni lomené, pouze vyjimecné jiné (Ptilohy —obr. 3.3).
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e B=-A

. B:l
A

. B:L-A
A

Obrézek 2.6: Zak vynesl dvé hodnoty na osy a vzniklé body propojil piimkou.

— Pomérné casto se vyskytovaly pristupy, kdy si zaci zdeformovali osy grafu tak, aby
mohli graf nakreslit, pfipadné kreslili natolik nepfesné, Ze nenarazili na problém
(Pfilohy — obr. 3.4). V jednom pt¥ipadé dokonce zak skrtl vypocet a vyneseny bod

v grafu, protoZe by mu znemoznil nakreslit jako graf linearni funkci (obr. 2.7).

Nejcastéjsi chybou pfi vytvafeni grafii jednotlivych zavislosti byla linearizace, ktera se
objevila pfiblizné v poloviné testli, u nékterych zakd se vsak jako typicky piiklad grafu
ukézala napf. sinusoida (P¥ilohy — obr. 3.5). Linedrni funkci (rostouci i klesajici) zde mizeme
na zakladé pozorovani oznacit za prototyp grafu funkce.

Konstrukce grafu funkce, specialné prechod od soufadnic bodu ke spojité krivce grafu, se
ukazal jako proces, ktery zaci chapou spiSe formalné. Kiivku konstruuji na zakladé malého
poctu vynesenych bodt a pii propojovani bodt ignoruji své dalsi matematické poznatky.

V ramci testovani jsem se s timto fenoménem setkéval casto i jinde a pozoruje ho i
Kopackova: ,Kfivka sama vcetné souradného systému je vnimana jako celek, vytvarné dilo,

nikoliv jako mnozina usporadanych bodu.“(Kopéackova, 2003, s. 76).
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Obrazek 2.7: Zak vypocetl a vynesl soufadnice bodu, na¢ez ho gkrtl, nebof znemoziioval

zakresleni grafu linearni funkce.

U zakd 2. ro¢nikd byly identifikovany jako izolované modely funkeci nejcastéji funkce
linearni, funkce linearni lomené, v nékolika piipadech funkce sinus. Na zakladé grafti nebylo

mozné prokazat, ze néktery z zaki pracoval s funkcemi na tirovni univerzalniho modelu.

Charakteristiky a vlastnosti funkci

Zéci urcovali nejéastéji u funkei definiéni obor, monotonii a extrémy funkce. Své zavéry ale
zpravidla nijak nezdtvodnovali a urcovali jednotlivé vlastnosti a charakteristiky na zakladé
chybnych postupi. Na obrazku 2.8 zak urc¢il monotonii vSech funkci na zakladé dosazeni
jediné hodnoty do kazdé z nich. Vyjimkou bylo urcéovani defini¢niho oboru funkci, v je-
jichz predpisu figuroval zlomek. Zde zaci ¢asto uvadéli, ze ,,ve jmenovateli nesmi byt 0. Na
obrazku 2.8 vSak mizeme vidét, Ze ani tato znama podminka smysluplnosti vyrazu neni po-
uzivana precizné. Zak ji identifikoval u druhé funkce, u tieti ale zaroven oznacil za definiéni

obor mnozinu realnych ¢isel.
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Obrazek 2.8: 1. Zak uréil monotonii na zékladé dosazeni jedné hodnoty. 2. U druhé funkce

uvedl podminku nenulového jmenovatele, ale u tieti urcil jako defini¢ni obor realna cisla.
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Znaceni funkci

Rozdily dané riiznym znacenim funkci byly znacné. Vzhledem k aspektu dosazovani zaci
pracujici s obvyklym znacenim dosazovali ¢astéji a dosazovali vhodnéjsi hodnoty (viz tabulka
2.1). Nekteti zaci, ktefi své postupy popisovali slovné, uvadéli vyroky typu ,dosadime za B
libovolné ¢islo a vyjde nam vysledek® nebo ,kdyz B bude néjaké ¢islo (napt 3), tak A bude
—3“. Nekolik zakt nedokazalo urcit, za jaké z pismen maji dosazovat, chapali rovnosti jako
rovnice a oznacCovali za proménnou pismena A i B, pripadné rtuzné kombinace vzhledem
k dalsim pouzitym symbolim (napt. —B). Potvrdila se tedy domnénka, Ze znaceni pismeny

Oznacovani kombinace symbolt za jednu proménnou (jeden zadstupny symbol), nikoli
jako znaménko a proménnou, se vSak objevoval i pfi obvyklém znaceni (symbolem proménné

bylo zde tedy napt. —z). Podobné Zaci chépali i symbol f(z).

Shrnuti

Vysledky prvniho tkolu ukazaly nékteré problémy, které zaktim zptisobovaly potize pfi praci
na testech a nemensi potize jim musi ptlisobit i pii feseni standardnich kol z matematiky.
Jako problematicky se jevi fakt, Ze zék, ktery na jedné strané urcuje z pohledu zaka SS
netrividlni vlastnosti a charakteristiky funkci (defini¢ni obor, sudost/lichost, monotonii), na
strané druhé neumi vynaset body grafu, pfipadné pomoci téchto bodi odvozovat spravné
grafy funkei. Zadny z 74kt v testu bezpeéné neprokazal, Ze by jeho poznatky o funkcich byly

na urovni univerzalniho modelu.

2.5.3 Analyza ukolu 2
Slovni popis

Odpoveédi zakt v ramci tohoto kolu nemély zpravidla zadnou informac¢ni hodnotu. Nékolik

jedinct k tkolu pristoupilo z téchto pohledii:
e popisovali obecné zavéry (,,vSechno jsou to funkce“, ,vSechno jsou to rovnice®),
e pokusili se urcit spoleéné vlastnosti danych funkei (,,jsou prosté, jsou neomezené®),

e zatadili funkce do kategorii (,,vSechny kromé prvni jsou lineérni lomené funkce®).
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2.5.4 Analyza ukolu 3

Ukazalo se, ze zaci nemaji pojmy pfimé a neprimé imeérnosti propojeny s funkcemi reprezen-
tovanymi predpisy resp. jejich grafy. Odpovédi byly zpravidla neodtivodnéné, pouze nékolik
zakt uvedlo poucky ,¢im vice, tim vice“ resp. ,¢im vice, tim méné“ a dokazalo je propojit

na rostouci, resp. klesajici funkci®.

2.5.5 Analyza ukolu 4

Na tuto otdzku zaci bud neodpovédéli anebo popsali funkce jako neomezené, piipadné né-

kterym z ekvivalentich zapisi (od —oco do 00).

2.5.6 Reflexe testu 1

Zadani testu 1 bylo v mém zpétném ohledu Siroce oteviené a pro zaky obtizné. Velka naroc-
nost na predstavivost pfi feseni tikolu 1 zfejmeé studenty odradila od feseni dalsich tikolt. Na
druhou stranu tato komplexnost ukazala nékteré fragmenty toho, jak zaci funkce vnimaji.

Konkrétné bych zminil slovni popis, typy grafi a zptisoby dosazovani.

2.6 Test 2

2.6.1 Komentované zadani testu

Tramvaj jezdi pravidelné jednou za 10 minut.

1. Jaka je pravdépodobnost, Ze do jedné minuty od mého prichodu na zastdvku prijede

tramvaj? Zduvodneéte.

Jedna minuta tvori desetinu intervalu prijezdu tramvaji. Pokud pfijdu na zastavku

Uuplné ndhodné, mam tedy Sanci 1 ku 10, ze tramvaj do minuty pfijede.

2. Jak se zvysuje pravdépodobnost, Ze prijede tramvaj, kdyz cekam na zastdvce? Zkuste
tuto zménu pravdépodobnosti néjak zndzornit a popiste ji co nejpresnéji vlastnimai slovy.
Ocekaval jsem, ze si zaci spocitaji pravdépodobnost pro riizné casy ¢ekani na zastavce.
pro 2 minuty je pravdépodobnost 2 ku 10, pro 3 je 3 ku 10 atd. Dalsi dilezité body jsou

ty, kde se nariist pravdépodobnosti méni, tedy ¢asy 0 a 10 minut. Zde je jiz potieba jisté

6Co% jesté samo o sobé nestadi. Je nutno si uvédomit jaké pfedpisy tyto konkrétni funkce mohou mit.

Vzhledem k uvedenému vysledku povazuji toto téma za vhodné pro vyzkum spise v prvnim roc¢niku VS.
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abstrakce. Je nutné prejit v uvazovani od reality k matematickému modelu, nebot tézko
se vysvétluje pravdépodobnost piijezdu tramvaje pfi nulové nebo velmi malé délce
c¢ekani. Pokusy zjistime, ze pravdépodobnost nariistd rovnomeérné, pro nekladna cisla

bude pravdépodobnost nulové, pro ¢isla vétsi nebo rovna 10 bude pravdépodobnost 1.

3. Jakych hodnot muze pravdépodobnost z predchoziho prikladu nabyvat?

Z definice pravdépodobnost muze nabyvat hodnot z intervalu (0;1). V 0 je pravdé-
podobnost nulova, v 10 je rovna 1. Pravdépodobnost nartistd pfimo tmeérné, grafem

jejiho piirtstku je na intervalu (0;10) tsecka.

4. Jakd je pravdépodobnost, Ze prijede tramvaj do 30 sekund od mého prichodu? Zamyslete

se, jakymi zpusoby muZeme tuto pravdépodobnost odvodit nebo spocitat.

Doba c¢ekani je poloviéni, pravdépodobnost nartista prfimo tmérné, tedy bude také

polovicni: 1 ku 20.

5. Pro jaké casy muZeme urcovat pravdépodobnost prijezdu tramvagje?

Zde zalezi, do jaké miry jsou zaci schopni situaci matematizovat, teoreticky lze takovou

pravdépodobnost urcit pro vSechna realna cisla.

2.6.2 Charakteristika testu

Test byl sestaven pro zaky tietich ro¢nikii se zaméfenim na pravé probranou latku, a to
pravdépodobnost. Byl vypracovan ve dvou verzich. Prvni z nich vypracovalo 22 zakt a po
predbézné analyze vysledkti bylo nutno zadani vyrazné zjednodusit a zpiehlednit. Tyto testy
jsem z vyzkumu vyloudil a v praci se tedy dale zabyvam vysledky druhé verze (tu vypracovalo
47 74ki), nebot vysledky prvni nemély potiebnou vypovidajici hodnotu.

Samotny test ukazuje pravdépodobnost z jiného tthlu pohledu, nez s jakym se zaci bézné
v hodinéch setkéavaji, nebot zde neurcovali pravdépodobnost jednoho nebo nékolika konkrét-
nich jevi. Spise bylo cilem podnitit u nich zamysleni nad mnozinou prvkid, pro které danou
pravdépodobnost miizeme urcovat, piipadné jakych hodnot mize pravdépodobnost nabyvat.

Ukol &. 1 mél tilohu vyhradné motivaéni, nebot byl zodpovéditelny intuitivné a p¥irozenou
uvahou.

AZ druhym tkolem méli zaci prokazat, zda jsou schopni detailné uvazovat nad mnozinou
prvki, pro které pravdépodobnost urcuji (otazka 5). Také, podobné jako v testu 1, bylo mym

cilem zjistit, jaké reprezentace budou Zaci k popisu dané zavislosti pouzivat (ot. 2).
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spojity graf | 28 | 60 %
vydisleni 2 | 4%
jiné grafické | 2 | 4 %

Tabulka 2.2: Pocty zaki, ktefi pouzili danou reprezentaci.

Treti, resp. paty tkol jsem se snazil formulovat tak, aby bylo mozné ziskat informace
o tom, zda pribéh pravdépodobnosti v ¢ase budou schopni zaci posoudit z hlediska spojitosti,
tedy jestli popisi hodnoty defini¢niho oboru resp. oboru hodnot spojité ¢i diskrétné (ot. 5).
Cilem tkolu 4 bylo zaktim ukazat, zda mohou byt hodnoty, pro které urcuji pravdépo-

dobnost, ,,jemnéjsi“, zda je mohou né&jakym zpisobem délit (ot. 5).

2.6.3 Analyza ukolu 1

Vzhledem k charakteru tikolu zde uvadim pouze jeho tispésnost. Spravné otazku zodpovédélo
41 zakt (87 %). Vysokéa uspésnost muze mit nékolik divodi. Jako nejvice pravdépodobné

bych oznacil jednoduchost a intuitivnost feseni.

2.6.4 Analyza ukolu 2

Reseni tikolu 2 bylo také intuitivni, nebylo prokazatelné, zda Zaci pracovali s hlub§im poro-
zuménim problému. Ukol byl viak velmi dobfe analyzovatelny z hlediska rtiznych reprezen-
taci zkoumané zavislosti. Zaci pouzivali k reprezentaci funkce spojitych a diskrétnich graft,
vy¢isleni, slovniho popisu nebo vlastnich grafickych zndzornéni (viz tabulka 2.2). Uvedené
kategorie jsou disjunktni. Slovni popis tentokrat nebyl do tabulky zafazen, nebot byl obsazen

v naprosté vétsiné praci.

Grafické reprezentace

Z tabulky 2.2 je vidét, Ze nejcastéji volenym nastrojem k popisu situace byly uzivany grafy.
Z4ci je kreslili vétsinou spravné, ovsem vzhledem k faktu, Ze jeho predpisem je ¢ast linedrni
funkce f(z) = x/10, neni mozné rozhodnout, zda byl kreslen také s porozuménim, nebot se
jednalo o intuitivni feseni.

U graft se objevovalo nékolik typickych prvki, které jsou vzhledem k mému pozorovani

podstatné.
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e ZAci naznadili pokracovani grafu linedrni funkce nad 100 % pravdépodobnosti (obr. 2.9).
V drtivé vétsing piipadi byl graf veden od bodu [0,0], ale nebyl ukonéen, pfipadné
zalomen, u hodnoty 100 % resp. 1. Pouze ve tiech piipadech bylo ziejmé, Ze méa zak

povédomi o tom, jak se méni hodnoty funkce v okoli 0 a 10 min (obr. 2.10).
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Obrazek 2.9: Naznaceni pokracovani grafu nad 100 % pravdépodobnosti.

2. Jak se zvySuje pravdépodobnost, Ze pfijede tramvaj, kdyZ ¢ekam na zastdvee? Zkuste
tuto zménu pravdépodobnosti znazornit graficky a popiste ji co nejpiesnéji vlastnimi
slovy.
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Obrézek 2.10: Ukonéeni grafu u hodnoty 100 %.

e Z4ci pouzili zkresleného méfitka pii konstrukei os soutfadnic. Vsichni Zaci pii kresleni
grafu pouzili ,neproporcionalni“ méfitko os souradnic, kde 1 minuta na vodorovné ose
odpovidala 10 procentnim bodim na ose svislé. Toto zkresleni ukazuje v tomto kon-
textu f(x) = z jako prototypicky piiklad linedrni funkce, nebot Zaci, pravdépodobné
neumyslné, zkreslili soustavu soutadnic tak, aby funkce odpovidala jejich predstaveé
(viz obr. 2.9)7

e Dva zaci pouzili k reprezentaci zavislosti diskrétni graf, ktery nebyl tiplné standardni,
nebot se podobal spiSe nez kartézské soustavé souradnic sloupcovym grafiim znamym

z programu Excel (obr. 2.11). Hodnoty pravdépodobnosti se zde ménily ,,po skocich®.

"Zde je mozné interpretovat pouziti zkresleného grafu i tak, ze Zaci zkreslili mé¥itko os proto, aby $lo vie

lépe znazornit nebo z diivodu umisténi na papire apod.
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slovy.

Obrazek 2.11: Pouziti grafu ,,po skocich®.

e Ve vétsiné pripadi zaci pouzili k reprezentaci spojity graf. U zadného spojitého grafu
nebyla vynesena jina nez diskrétni hodnota. Z tohoto hlediska tedy zadny z zakid bez-

pecné neprokazal, ze plné chape spojitost pribéhu casu z hlediska matematického.

Navic, i pfes spravnost linearniho grafu, Ize tyto vysledky interpretovat jako pripady
linearizace, nebot Zaci si neovérili, zda se skuteény graf neméni jinak nez linedrné, a

nakreslili automaticky primku.

e Neékolik zakt pouzilo netypickych, chybnych grafi a jinych grafickych znazornéni. Dva
zaci se snazili znazornit zavislost pravdépodobnosti na case graficky, ale bez pouziti
poznatki o funkcich, které ziskali v pfedchozim studiu (obr. 2.12). Zajimavé bylo rovnéz

pouziti linedrnich lomenych funkei k vyjadieni zavislosti (obr. 2.13).
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Obréazek 2.12: Grafické znazornéni bez pouziti poznatki o funkcich.
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Obrazek 2.13: Linearni lomena funkce pouzita pro popsani zmény pravdépodobnosti.
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Vy¢disleni

TTi zaci se pokusili vycislit hodnoty pravdépodobnosti, konkrétné v desitkach procent nebo
v odpovidajicich zlomcich, coz svédci o jejich jednostranné diskrétnim uvazovani v pristupu
k této situaci (obr. 2.14).

et a L s -

Obrazek 2.14: Vy¢isleni jednotlivych pravdépodobnosti pro celé minuty.

Slovni popis

Tento nastroj nebyl zamérné zahrnut do tabulky, nebot ve vét$i ¢ mensi mife byl pouzit
témeér ve vSech pracich. V drtivé vétsiné vsak ve tvaru trividlniho vyroku: ,,¢im déle budeme
na zastavce cekat, tim vyssi je pravdépodobnost piijezdu tramvaje.“ Pouze nékolik zakt
dovedlo vyuzit slovniho popisu k lep$imu znazornéni situace: ,,ZvySuje se o 10 % kazdou
minutou, kazdych 6 vtefin se zvysi o 1 %.“ Tento vyrok svédéi o ivaze sméfované k snaze

dale popis ,zjemnovat*.

2.6.5 Analyza ukolu 3

Nejcastéjsi vyrok pri feseni tikolu 3 znél: ,mutze nabyvat maximalné sta procent“. Je vidét,
Ze tuto znalost maji zaci z hodin vénovanych pravdépodobnosti silné zakorenénu. Ovsem
jak je vidét z tabulky 2.3, podil Spatnych odpovédi (diskrétnich, kladnych, ...) mél velké
zastoupeni — celkem 10 zaku (21 %) odpovédélo $patné. Ze zbyvajicich patnécti zaki, jejichz
odpovéd se d4 povaZovat za spravnou®, pouze dva napsali presné rozmezi hodnot (0-100 %).
Tyto poéty je mozno interpretovat tak, Ze zaci nepocituji nutnost vyjadfovat se presné, a to
i v pfipadé, Ze znaji spravnou odpovéd.

Pozitivnim prvkem, ktery se mezi feSenimi objevil, byla snaha studenti ,zjemnovat®

hodnoty, pro které mohou pravdépodobnost uréit (obr. 2.15).

8tzn. v jejich formulaci se nevyskytuje zadné chyba, ale FeSeni nemuselo byt zcela tGplné
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desitek procent 316%

libovolnych 112%
kladnych 41 9%
od 0 do 100% 15|32 %
diskrétnich 112%

odvozenych z jednotek casu | 2 | 4%

Tabulka 2.3: Jednotlivé uvedené mozné hodnoty zavislosti a pocty zaki, ktefi je uvedli.

AT

Obrazek 2.15: Snaha zéka popsat pravddépodobnost pro ,,jemnéjsi“ hodnoty nez minuty.

2.6.6 Analyza ukolu 4

Urceni pravdépodobnosti pro polovi¢ni ¢asovy tsek nez v tkolu 1 vytesilo 33 zakt (70 %),
tedy o 8 méné. Pouze jediné TeSeni je mozno interpretovat tak, ze zak diky tomuto tkolu

dokézal pfehodnotit feSeni tkolu pfedchoziho (obr. 2.16).

3. Jakych hodnot miize pravdépodobnost z pedchoziho pri kladu nabyvat? //

it oA T e by
= "‘. / ; s . / ; / ’ : g’ ;r { / / ’{-’ ‘- fr’
)’fl"‘"rf‘ _f;—}‘- ¢ "I{J_"?’J-; i T; '_'_ : b M, 7T "-J-’?f“:é'_ 2R 43 B (e ’?),-’--" _)2, ﬂ’;’ je
B gt ’

4. Jakd je pravdépodobnost, ze prijede tramvaj do 30 sekund od mého piichodu?
Zamyslete se, jakymi zpiisoby muZzeme tuto pravdépodobnost odvodit nebo spocitat.
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Obrézek 2.16: Zak na zakladé tkolu 4 prehodnotil a opravil kol 3.
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2.6.7 Analyza ukolu 5

U posledniho tkolu se ukézalo, ze mnoho zakt si nedokaze predstavit urcovani pravdépo-
dobnosti pro jiné ¢asové tseky neZ minuty (6 zaka, 13 %), resp. jiné pouzivané jednotky
¢asu (sekundy, hodiny — 10 zdk, 21 %). Pfitom za spojité spektrum (13 zakt, 28 %) byly
uznavany vyroky jako ,pro jakékoli ¢asy“, ,pro vSechny* atd., tedy zde neni mozné presné
urcit, jak hluboce vnimaji néktefi zaci spojitost pribéhu casu. Nékolik feseni vSak bylo for-
mulovano tak, Ze je z nich patrna myslenka, Ze urceni pro minuty ¢i vtefiny je nedostatecné:

13

,minuty, vtefiny, nanosekundy, ...“, ,vSechno < minutam®“.

2.6.8 Reflexe testu 2

Druha verze testu dva byla podle mého nézou svou obtiznosti i rozsahlosti odpovidajici
moznostem studentt. Vétsina student byla schopna vice & méné tspésné test fesit. Ukoly
nepusobily natolik rozsahle, aby zaky od feSeni odradily. OvSem jejich nedostatek vidim

v intuitivnim zpusobu feSeni (zejména u tkolt 1 a 2).

2.7 Test 3

2.7.1 Komentované zadani testu
Predstavme si desetisténnou kostku.

1. Jakd je pravdépodobnost, Ze padne jedno konkrétni cislo?
Cisel je na kostce 10, tedy pravdépodobnost, ze padne jedno z nich je 1 ku 10.

2. Je mozné rozsirit dvahy o urcovdni pravdépodobnosti na libovolnd cisla? Tedy napr.
jakd je pravdépodobnost, Ze padne c¢islo mezi 0 a 2,757
Z cisel na kostce do intervalu (0,2, 5) spadaji ¢isla 1 a 2, pravdépodobnost, Ze padne
jedno z nich je 2 ku 10.

3. Zndzornéte a slovné popiste pravdépodobnost, Ze padne cislo mezi 0 a x, kde T nemusi
byt pouze celé cislo. Popiste, co vsechno o takovem vztahu muZete Tici.

Ocekaval jsem, Ze si zaci vypocitaji pravdépodobnost pro nékolik riiznych hodnot tak,
aby zjistili, jakym zptsobem se dana pravdépodobnost méni. Naptiklad pro ¢isla 2,15 a
2,75 bude pravdépodobnost stejna. Pro 2,75 a 3,1 se bude lisit o jednu desetinu. Z toho

miizeme vyvodit jakych hodnot bude dana pravdépodobnost pro rizna c¢isla nabyvat.
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Graf hledané pravdépodobnostni funkce potom kopiruje na intervalu (—oo,0) kon-
stantni funkci f(z) = 0, na intervalu (0, 10) graf funkce f(x) = |x] /10 a na intervalu
(10, 0c0) konstantni funkei f(x) = 1 pfi uvadéni pravdépodobnosti ve tvaru desetinného

cisla.
4. Pro jakd vsechna cisla miZeme urcovat tuto pravdépodobnost?

Zalezi na mife matematizace daného problému, teoreticky je mozno takovou pravdépo-
dobnost urcit pro libovolna realna ¢isla, pokud budeme uvazovat, ze pro 0 se nejedna

o interval, ale pouze jedno cislo.

5. Jakych hodnot muze tato pravdépodobnost nabyvat?

Pravdépodobnost se miiZze ménit pouze ,skokové“ s prirtistkem 0,1 a v intervalu (0, 1).

6. Zkuste se zamyslet, jak by se mohla tato pravdépodobnost hodi zobecnit na dvé de-
setistenné kostky, kde jedna by urcovala desitky, druha jednotky a vysledkem by bylo

dvojciferné cislo.

Misto deseti by mohlo padnout na kostkach ¢isel sto (10 moznosti na jedné a 10 na
druhé kostce). Pravdépodobnost by se potom ménila stejné jako v pfedchozim ptipadé

vzdy, kdyz by se x rovnalo celému cislu.

2.7.2 Charakteristika testu

Série tikoltt byla vypracovana opét pro 3. ro¢nik, v névaznosti na predchozi test. Ukoly
byly tentokrat konstruovany v prostiedi hodu kostkou, tedy s diskrétnim obsahem, nicméné
v tkolech 2, 3 a 4 jsem se snazil zaky privést na myslenku rozsireni defini¢cniho oboru na
realnd cisla se zachovanim diskrétnosti oboru hodnot. Jednalo se o tkoly dosti netradi¢ni,
pravé prechod od diskrétniho vnimani ke spojitému délal zakim velké problémy. Test fesilo
celkem 42 zaki.

Prvni kol byl trividlni, opét mél plnit pfedevsim motivacni tlohu.

Oproti tomu v druhém tkolu jiz byl pozadovan posun od diskrétniho k souvislému definic-
nimu oboru (otazka 5). Tento pfechod jsem se pokusil zmirnit pozadavkem urcéeni konkrétni
pravdépodobnosti, aby bylo zadani pro zaky smysluplné.

Ve tfetim tkolu bylo pozadovano zobecnéni této myslenky (ot. 5) a byl vznesen pozadavek
na znazornéni a popis zakovych predstav o problému (ot. 2). Formalné by tkol odpovidal

hledani pravdépodobnostni funkce daného problému.
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Néasledovaly tikoly podobné tém ze zadani predchoziho testu, ve kterych jsem se dotazoval
na definiéni obor a obor hodnot zkoumané zavislosti (ot. 5).

Posledni tkol byl zaméfen na dalsi zobecnéni predchozich, tentokrat ale ze samého za-
dani, rozsifenim o druhou kostku. Zde mne zajimalo jakym zpiisobem budou toto rozsifeni
popisovat.

Od takto strukturovaného testu jsem si sliboval pfedevsim moznost ukazat zakim rtzna
rozsifeni ¢i zobecnéni znamych tloh, které tesili, do netradi¢nich kontextt s dalsi latkou.

Protoze byl tento test specificky tim, ze byl v pofadi druhy se zaméfenim na 3. ro¢nik,

uvadim u analyzy kol i porovnani s analogickymi tikoly testu 2.

2.7.3 Analyza ukolu 1

Trivialni tkol, jehoz hlavnim ucelem bylo motivovat zaky k feSeni dalSich tkoll, vytesila
spravné naprosta vétsina zaku. Pouze dva (4 %) odpovédéli Spatné, a to spiSe z nepozornosti

nez z neschopnosti kol vyftesit.

2.7.4 Analyza ukolu 2

Reseni se vyskytovala predevsim ve dvou tvarech. Velmi ¢asto Zaci zapisovali ptimo konkrétni
pravdépodobnost bez dalsich postupii. Casto také Zaci zminili, Ze ¢isla, kterd mohou padnout
na kostce mezi 0 a 2,75, jsou pravé dvé, a tedy pravdépodobnost, ze padnou, je 2/10.

Ze zpusobi odpovédi a také z Cetnosti spravnych vysledki (29 zakt, tedy 69 %) usuzuji,
ze onen prechod od diskrétniho k souvislému defini¢énimu oboru pro zaky nebyl zasadné cizi.
Konkrétni priklad byla v tomto kontextu schopna fesit vétsina zaktl, potize vznikaly pii
pozadavku zobecnéni téchto prikladi, kdy si zaci museli souvislost defini¢niho oboru sami

uvédomit, pripadné kdyz méli pfechazet mezi riiznymi reprezentacemi zavislosti.

2.7.5 Analyza ukolu 3

Tabulka 2.4 vystihuje zastoupeni jednotlivych reprezentaci pii znazornovani zavislosti.

Graficka reprezentace

Znac¢né netrividlni grafickd reprezentace funkce vedla k tomu, ze zaci, ktefi se pro tento
druh zépisu rozhodli, byli netispésni (obr. 2.17). Zpravidla totiz kreslili ¢ast linedrni funkce.
Divod vidim ve faktu, Ze ani jeden z nich si pravost svého grafu zadnym zptsobem neovéril

dosazenim rtznych cisel.
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slovni popis 6 |14 %

graf linearni funkce 10 | 24 %
tabulka 112%

jiné grafické zndzortiovani | 3 | 7%

Tabulka 2.4: Pouziti jednotlivych reprezentaci zavislosti.

3. 7Znazornéte a slovné popiste pravdépodobnost, Ze padne ¢islo mezi 0 a x, kde x neni

pouze celé ¢islo. PopiSte, co viechno o takovém vztahu muZzete fici.
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Obrazek 2.17: Reprezentace zmény pravdépodobnosti, ze padne ¢islo z intervalu v zavislosti

na zmeéne¢ intervalu, ve kterém ji urcujeme.

Privodnim znakem vsech feseni v podobé grafii byly, stejné jako ve zminovaném tkolu
. . g1 . . ” - . - " «
predchoziho testu, trividlni slovni popisy typu: ,,¢im vyssi x, tim vyssi pravdépodobnost
nebo ,,¢im vyssi ¢islo, tim vyssi pravdépodobnost k tomu, ze padne vice ¢isel.”
Na obrazku 2.18 je mozno pozorovat jev, kdy si byl zak zfejmé védom dosazovani rtiznych
hodnot do zavislosti (na vodorovné ose jsou vynesena ruzna ¢isla), ale uz pro né neprovedl

ovéfeni funkcénich hodnot. Diisledkem bylo, Ze nakreslil chybny graf.

Obrazek 2.18: Zak znazornil na ose riizné hodnoty, ale nevypodcital funkéni hodnoty a nakreslil

chybny graf.
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Celkem tii zéci pouzili k reprezentaci vlastni grafické znazornéni (obr. 2.19). Ta pova-

Zuji ve vsech ptipadech za velice zdatila. Pouziti téchto nastroji by mohlo byt hypoteticky

Vv
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Obréazek 2.19: Dvé grafickd znazornéni bez vyuziti poznatki o funkcich svédéila o hlubsim

nahledu do situace.

Slovni popis

Tento princip popisu situace je mozné oznacit za nejéastéjsi nechybovy. Zaci, ktefi situaci
popsali slovné zpravidla neptehlédli fakt o nespojitém zvysovani pravdépodobnosti se zvy-
Sujicim se x.

Za zéasadni povazuji zjisténi, ze oproti podobnému tkolu v testu 2 (tikol 2), zde slovni
zapis neslouzil pouze jako zptisob vyjadieni trividlniho vyroku ve vztahu ke grafu. Zaci
se v Sesti ptipadech (21 %) zcela oprostili od grafické reprezentace a interpretovali situaci

spravné, vyhradné pomoci slovniho vyjadfeni (obr. 2.20). Tyto vyroky povazuji za velice

hodnotné.
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Obrazek 2.20: Slovni popis, ktery zachycuje spravny vyvoj zavislosti pri zméné x.
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Zakovské slovni formulace mély ale i sva tskali. Casto pii jejich pouziti dochazelo k ne-
presnostem (,,dalsi nasledujici zvysujici se ¢islo o 1 (do 2,99; do 3,99; do 4,99...) pouze pfi¢ita
1—10 (10 %) pravdépodobnosti“ (obr. 2.20)) a chybnym formulacim (,¢im vétsi bude z, tim

vyssi bude pravdépodobnost® (obr. 2.21)).

Obréazek 2.21: Slovni popis, ktery zachycuje spravny vyvoj zavislosti v zévislosti na zméné

x.

Vyrok z obrazku 2.22 byl také formulovan na zékladé pomérné presné predstavy, nicméné

jazykova uroven jeho informac¢ni hodnotu snizuje.
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Obréazek 2.22: Slovni popis zaloZzeny na spravné myslence, ale formulovany nespravne.

Srovnani s ukolem 2 v testu 2

Srovnanim s analogickym tikolem z pfedchoziho testu je mozno zjistit, ze zaci méné vyuzivali
ke zndzornéni grafické reprezentace. Zatimco v testu 2 pouzilo spojity ¢i diskrétni graf 68 %
zaki, v druhé verzi to bylo 45 %. Tento pokles si vysvétluji tim, Ze zndzornéni zévislosti
nebylo tak intuitivni jako v predchozim testu a grafickd reprezentace zavislosti na case je
zaktm blizsi z riznych dalsich pfedméti i readlného zivota.

Na zakladé tohoto vysledku je ale mozno usuzovat, ze zaci nepouzivaji graf jako nastroj,
se kterym se naucili pracovat pii probirani funkci, k feSeni, resp. popisovani jinych matema-

tickych situaci, spise stale davaji piednost svym subjektivnim piedstavam — prekonceptiim?®.

9Na tomto misté je vhodné zminit jeden z cilii vyuky matematiky a tim je, Ze se jejim prostfednictvim
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Velmi zajimavym vysledkem je také fakt, ze zaci dokazali jistym zplisobem zobrazit
nespojitou funkci tam, kde jeji pouziti bylo chybné, a tam, kde ¢ast grafu tvorila funkce cela
cast, to nikdo nedokazal. Interpretovat tento vysledek je mozno mnohymi zptisoby, zadny
objektivné prijatelny vSak nespatiuji.

Pti porovnani pouziti slovniho popisu se ukazuje, ze tikoly souvisejici s pravdépodobnosti
hodu kostkou byly pro zaky spise tézsi nez predchozi z kontextu pravdépodobnosti piijezdu
tramvaje. Oproti tomu intuitivni pochopeni testu 2 vedlo k vice chybnym fesenim nez ,vice
matematicky® test 3.
snaha pouzit ji formalné a matematicky presné vede pii nedodrzeni mnoha dil¢ich podminek

k netspéchu.

2.7.6 Analyza ukolu 4

Ukol byl zaméfen na vnimani definiéniho oboru popsané zavislosti zéky.

I presto, ze celkem 12 zaki (29 %) odpovédélo, Ze pravdépodobnost daného jevu je
mozno pocitat pro ,vSechna x*, neni mozné tento vysledek z divodu pouziti vagniho pojmu
,vSechna® povazovat za jednoznacné interpretovatelny ve smyslu spravného ¢i spatného uva-
zovani zakd. V kontextu ostatnich feseni lze mnohdy vyvodit, ze ona ,vSechna x“ mohou
pro zaky nékdy znamenat ,vSechna realna x“, nékdy ,vSechna pfirozena x* atd.

Celkem 8 zaku (20 %) uvedlo vycet rtiznych ¢isel, piipadné celé mnoziny ¢isel piiroze-
nych nebo celych navzdory zadani tkolu 2, 9 zakt (21 %) uvedlo mnozinu hodnot ve tvaru
intervalu, vétsinou to byly oteviené ¢i uzaviené intervaly s krajnimi body 0 a 10.

V porovnani s analogickym tkolem testu 2 (tikol 5) se jevi pro zdky srozumitelnéjsi
spojitost definiéniho oboru u kol s kostkami. Spojity defini¢ni obor popsalo celkem 20 zaki
z 42 (48 %), oproti tomu v p¥ipadé tkolu s piijezdy tramvaje spojity obor popsalo pouze 13
ze 47 zaka (28 %).

2.7.7 Analyza ukolu 5

Castou odpovédi na zadani tkolu 5 byl rozsah 0 — 100 % (8 zakt, 19 %), coz neni odpo-

véd chybné z hlediska hodnot, jakych mutze pravdépodobnost obecné nabyvat, zaci zde ale

ucime nefesit problémy podle subjektivnich hledisek a pociti, ale pomoci objektivnich néastrojd, které nam
jejl teorie poskytuje. Tato schopnost je u zak obecné na nizké trovni. Zde vidime pravé priklad toho, ze se

zaci nemohou oprostit od svych predstav a resit tikol na zakladé abstraktnich znalosti.
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neprovedli zddné zpiesnéni v konkrétnim kontextu. Pozitivné v8ak vnimam pocet zakua (11,
tedy 26 %), ktefi riznym zptisobem popsali jako obor hodnot zkoumané funkce hodnoty 0;
0,1; 0,2; ...; 1 resp. 0 %, 10 %, ..., 100 %. Soucasné jsem vSak zaregistroval v pomérné vel-
kém poc¢tu pifpadii spor s fesenim tikolu 2 v p¥ipadé kresleni grafu. Zaci kreslili graf linearni

funkce a pfitom za obor hodnot spravné oznacili pouze nékteré konkrétni hodnoty.

2.7.8 Analyza ukolu 6

Ukol 6 se ukazal jako bezpfedmétny, Zaci téméf v zadném piipadé situaci nepopsali dosta-
tecné presné€ na to, abych mohl z porovnani s ostatnimi tikoly vyvozovat néjaké zavéry.
Spréavné rozsifeni zadani na dvé kostky popsalo 10 zakt, tedy 23,81%, vétSina z nich

povazovala za dostate¢ny popis urceni pravdépodobnosti, Ze padne jedno konkrétni ¢islo.

2.7.9 Reflexe testu 3

Tento test povazuji za zdafily. Formulace kol byla pro zaky srozumitelnd a i kdyz jsem se
obéaval prechodu ke spojitému modelu, s konkrétnimi ¢isly si zaci poradili dobre. Za pozitivni

povazuji moznost porovnani s predchozim testem.

2.8 Test 4

2.8.1 Komentované zadani testu

1. Trojuhelnik je zaddn body A[0;0], B[2;0] a C[z; f(x)], kde x je prirozené cislo a f(x)
je zaddna nasledujicimi predpisy. Urcete x, pro které bude obsah trojihelniku ABC' co
nejmenst.

V ramci feseni tohoto tkolu mizeme popsat dva zptisoby feseni. Za prvé, do kazdého
ze vztahtl dosadit nékolik hodnot a zakreslit si je do obrazku. Za druhé, nakreslit si graf
dané funkce a podle néj nacrtnout dané trojuhelniky. Dale si spocitat nékolik obsahii a
odvodit, pro které umisténi bodu C' bude obsah trojihelniku ABC nejmensi, pripadné

toto urcdit z obrazku.

o f(z)=3
Bod C' se ,,pohybuje* po pfimce rovnobézné s osou x, pti dosazeni nékolika hodnot
zjistime, ze zakladna se pro rtizna umisténi bodu C na této pfimce neméni a jeho

vyska také ne. Za téchto podminek se obsah danych trojihelnikt také neméni.
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o f(x)=2x+2
Graf této funkce je rostouci pro x jdouci do nekonecna, body C' se budou vzdalovat
od vodorovné osy, tedy se bude zvétsovat vyska trojuhelniku ABC' pro rostouci z.
Trojtahelnik s nejmensim obsahem bude tedy ten pro x = 1 resp. pro bod C' se

soutfadnicemi [1, 2]*.

. f(2)=—a?
Podobné jako u predchozi funkce, se vyska trojuhelnik bude zvétsovat pro ros-
touci x (graf funkce jde pro takova x do —oo). Vyska trojihelniku se tedy pro
tato x postupné zvétsuje, zakladna se stale neméni. Nejmensi obsah bude troju-

helnik mit opét pro x = 1, tedy pro bod C' se soufadnicemi [1, —1].

o f(x)= arctg (mz)
Tento predpis byl pouzit pouze v prvni verzi testu. Po dosazeni nékterych hodnot
se vyska trojuhelnik bude pro rostouci x opét zvysovat. Trojuihelnik tedy bude
mit nejmensi obsah pro stejné = jako v predchozim piipadé, souradnice bodu C
budou [1, arctg (7)]. OvSem vzhledem ke konvergenci funkce k hodnoté 7 /2 pro x

jdouci do oo se rtist obsahu trojihelnikit bude zpomalovat.

V celém testu nebylo nutné zadné obsahy numericky pocitat.

2. V jakych pripadech se obsah trojihelniku pro rostouci x zvétsuje (zmensuje)? Zdivod-
neéte.
Obsah trojtihelniku se pro rostouci z zvysuje pro funkce f(x) =2z + 2, f(z) = —2? a
f(z) = arctg (7).

3. Jak se bude v jednotlivych pripadech menit obsah trojuhelniki pro cela x jdouct do
nekonecna?

V prvnim pripadé se obsah neméni, ve druhém a tifetim roste nade vsechny meze, ve

¢tvrtém piipadé konverguje k hodnoté /2.

2.8.2 Charakteristika testu

Test byl zaddn ve dvou tridach ¢tvrtého roéniku, celkem byl fesen 40 zdky a prtvodnim

tématem byla analytickd geometrie. Po zadani v prvni tiidé jsem byl nucen test upravit,

10Pokud by se v pracich objevilo Fefeni pro x = 0, tedy zafazeni 0 do p¥irozenych &isel, také bych ho

povazoval za spravné.
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nebot se ukazalo, Ze je pro zdky pomérné nesrozumitelny. Déle proto budu vzdy rozliSovat
mezi prvni a druhou verzi testu (obé fesilo 20 zaki), nebot rozdily v feSenich byly pomérné
velké.

Prvni kol byl zaméfen na propojeni funkce a geometrického objektu (trojihelniku)
pomoci analytického vyjadieni v kartézské soustavé souradnic. Pouzitou formulaci jsem se
snazil pozorovat ti prvky v praci studentti. Za prvé, stejné jako v predchozich testech, jakym
zpusobem budou zavislost reprezentovat (ot. 2). Za druhé, zda budou vyuzivat uvedenych
vztahii (ve smyslu funkei) ke zndzornéni v grafu (ot. 1) a za tfeti, pomoci jakych néstroji
budou hledat ono z, pro které bude obsah trojuhelniku nejmensi.

Ukoly & 2 a 3 mély slouzit jako dopliiujici, formulované tak, aby zakém predstavily
problém, ktery je donuti zamyslet se nad zadanim tkolu 1.

Verze testii se od sebe lisily usporddanim jednotlivych zadani na strance, pricemz u druhé
jsem jednotlivé podikoly (a, b a c¢) oddélil vétsi mezerou, coz nékterym zakim pomohlo pii
porozuméni zadani ukolu. Déle jsem odstranil moznost d, nebot z pouziti funkce arkustan-

gens byli nékteri zaci rozruseni a nedafilo se jim do vztahu dosazovat.

2.8.3 Analyza ukolu 1

Ptivodné neplanované dvé verze testu se ukazaly nakonec jako vhodné pro porovnani schop-
nosti zaki zvolit spravny postup pro feseni tikolu. Uspotadani funkei na papife v prvni verzi
testu v podstaté pridavalo zakim jeden dil¢i tikol navic, a to porozuméni pomeérné slozité
formulované otéazce, odliseni jednotlivych moznosti od sebe a zvoleni vhodného zptisobu za-
kresleni nac¢rtku a dosazeni do predpisu. Zpiusob dosazovani do jednotlivych funkci a nasledné
grafické zobrazovani ziskanych informaci ukézaly problémy, které Zaci s interpretaci zadani

méli.

Dosazovani

Nejcastejsim chybnou interpretaci zadani se ukazalo dosazeni pouze jedné hodnoty do kazdé
z funkei. Na obrazku 2.23 zak dosadil pouze ¢islo 1 do kazdého vztahu a na zakladé ziskanych
bodt vytvotil 4 trojihelniky. Tim jeho feseni prvniho tikolu skonéilo*!,

Vice hodnot do vztahii dosadilo v prvni verzi testu 8 zakt (40 %), v druhé 13 (65 %),
pricemz za spravné dosazeni bylo pocitano grafické nebo pisemné vyjadieni soufadnic jed-

notlivych bodt pro alespon jednu z funkci. V nékolika pripadech se stalo, ze zaci odpovédeéli

11Cely test je k nahlednuti v piiloh4ch 3.10
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spravné bez jakychkoli popisii pouze slovné, takové prace nebyly zapocitany. V téchto pripa-
dech mohlo dojit ke dvéma postuptim vedoucim ke spravnému tsudku. Prvnim bylo dosazeni
nékterych cisel pouze v duchu a nasledné vyvozeni zavéri, druhym feSeni na zakladé jesté
abstraktnéjsich vah — napf. na zédkladé vlastnosti dané funkce. Zastoupeni riznych zpisobi

dosazovani zachycuje tabulka 2.5.

a L [4kH)
a) fix)=3 Cal4;3) el
b) fix)=2x+2 Caldn] )45
gl fx)=-x*2 Cg f'_.-'{,'--'I'JT 1 e:f 3 ‘-3" .' i
d) fix)=arctg(mx) ¢, [4; 4% £Io0) BL16)

Obrazek 2.23: Zak dosadil do kazdého vztahu ¢islo 1 a pomoci ziskanych bodi nakreslil

jednotlivé trojuhelniky do jednoho obrazku.

dosazeni 1. verze | 2. verze
jedno cislo do jednoho vztahu 5 0
jedno ¢islo do vsech vztahi 0 1
vice ¢isel do jednoho vztahu 3 2
vice ¢isel do vice vztahu 5) 11

Tabulka 2.5: Pocty rtiznych dosazeni pouzitych zaky dosazeni v jednotlivych verzich.

Grafické reprezentace

Grafické znazornéni také ukazalo, jaké problémy s pochopenim prvniho tkolu zaci méli. Obje-
vila se takova FeSeni, Ze zaci kreslili vSechny ziskané body do jednoho obrézku (obr. 2.23,2.24),
nebo naopak kazdy trojuhelnik zvlast (obr. 2.25). Z takovych znézornéni zaci zpravidla ne-
vyvodili zadné zavéry, feseni pfi jejich pouziti neni tplné ziejmé a zaktim délalo potize.
Jednotlivé zptisoby zakresleni trojuhelnik do obrazku zachycuje tabulka 2.6. Mizeme
zde vidét, ze zatimco v prvni verzi testu zaci volili rtiizné zptisoby zakresleni, v druhé byl
prevazné pouzit ten nejprehlednéjsi, tedy jeden obrazek k jednomu predpisu funkce. Vizualni
usporadani kol na strance mélo zde velky vliv na pochopeni zadani tkolu a postup jeho

feseni.
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Obrazek 2.24: Zakresleni vSech nalezenych bodt do jednoho obrazku (pozorovano u péti

ki)

1. Trojiihelnik je zadin body A[0:0], B[2:0] a C[x:fix)]. kde x je pFirozené Eislo a
fix) je zadiina nasledujicimi predpisy. UrZete x, pro kieré bude obsah trajiihelniku

ABC co nejmenSi. Situaci co nejlépe popidle a znazométe.
(@ UL fx)=3 i *
il ¥ ,
b Nk dndiid

e

0 |

—

W ashitse, emihntens ngiym,
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L‘—( 070&//'& /'c) fix) = -x"2
= 4‘4’1{‘)&;’7 ;«’, a A Mtk
Zakresleni kazdého trojuhelniku do zvlastniho obrazku (celkem 5 zaku).

Obrazek 2.25:

grafické znazornéni 1. verze | 2. verze
vsechny trojihelniky do jednoho obrazku 5t 0
pro kazdy predpis zvlastni obrazek 4 10
kazdy trothelnik do zvlastniho obrazku 3 2

Tabulka 2.6: Rizné zptsoby zakresleni trojihelnikt do soustavy soutadnic.

51



Zajimavé byly dvé prace, ve kterych zaci pfi vynaseni bodi udélali chybu a prohodili
soufadné osy (obr. 2.26). Podobné, na obrazku 2.27 zak pii vynaseni bodi u prvni funkce také

popletl souradné osy, ale svou chybu si uvédomil a na zakladé toho nakreslil novy obrazek.

a) =3 {,
g

Y

=T

a) fix)=3

b) f=2x42 F ;
el ' : [

1= :ld‘_?ﬂ’l

o
L

il

Obrazek 2.26: Prohozeni soufadnych os pti vynaseni bodu do obrazki.

1. Trojthelnik je zadan body A[0;0], B[2:0] a Clx:f(x)], kde x je pi'irozem? ’Eislo a
fix) je zaddna nasledujicimi pfedpisy. Uréete x, pro které bude obsah Iro]uhflzlmku
ABC co nejmenéi. Situaci co nejlépe popidte a znazorméte. 4

4L

a) fix)=3 1 K

‘1'-,) f{).(}r'—2x+2 ) TN )
o]

1l
i

0) filx)=-x"2

Obrazek 2.27: Vhodné zvolené grafické znazornéni situace i zptisob dosazovani do vztaht.

Celkem 14 74k z obou verzi testu (35 %) zvolilo vhodnou grafickou reprezentaci tlohy.

Témér vsichni, kteri ji pouzili, byli schopni z obrazkt vyvodit pozadované zavéry o obsahu

trojuhelniki.
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Slovni popis

Slovni popis k vyjadfeni nékterych zjisténych informaci pouzila pfiblizné polovina zaki.
V druhé verzi testu bylo jeho pouziti ¢asté€jsi nez v prvni, coz ale mohlo byt dano rozdily
mezi t¥idami'?. Zaci se stejné jako u predchozich test dopoustéli riiznych nepiesnosti a

ykostrbatych“ formulaci.

e Uvadeéli chybnéa tvrzeni na zakladé chybnych tivah. Napi. na obrazku 2.27 zak vyslovil
vyrok ,A bude vétsi, bude se protahovat do dalky (rostouci x), ale vraci se do A a B,
podobné dalsi zak tvrdil ,,obsah trojuhelniku se zvétsi, protoze se zvetsi jeho rozmeéry®.
Z téchto vyroki vyplyva mylna doménka zaki, ze obsah trojihelniku je tmérny jeho

obvodu.

e Spravna tvrzeni formulovana vlastnimi slovy. Z téchto zakovskych vyrokt je mozno se
také mnoho dozvédét, napt vyrok ,Trojihelnik by mohl mit obsah porad stejny, ¢im

113

dosadim vyssi x, tim se mi A vic klopi v pfipadé 1'°. (v. se neméni)“ svédéi o dobrém

vhledu zaka do problematiky, nicméné nepodéava diikaz tvrzeni o stale stejném obsahu.

2.8.4 Analyza tkola 2 a 3

P1i teseni téchto tkolt se zaci dopoustéli podobnych chyb jako v predchozim tkolu. V né-
kolika pripadech pouzili pojmu ,rostouci“ obsah. Nékolik zaka uvedlo vyroky ve smyslu
néasledujicich dvou tvrzeni ,,pokud se zvétsi z, tak se zvétsi i rozmeéry, a tim padem se zveétsi
i obsah A“ a ,obsah se bude zmensovat pii zaporném x“. Oba jsou znamkou chybnych tvah
zalozenych na nedostatecném prozkoumani tkolu zptisobeného neprovedenym dosazovanim.

Je ale nutno priznat, Ze zaci ¢tvrtého ro¢niku byli ve srovnani s ostatnimi méné aktivni.

2.8.5 Reflexe testu 4

Test se ukazal zajimavym z hlediska neplanovaného rozdéleni na dvé podobné verze. Hlav-
nim pozorovanym aspektem zde byly predevsim grafy a slovni formulace zaki. Z hlediska
ostatnich aspektti a vyzkumnych otazek bych oznacil tento test za informacné nejchudsi.

Jednalo se 0 nejméné motivované zaky:.

12Kazd4 ze tiid méla jiného ucitele matematiky.
3mysleno zadéni funkce f(z) = 3.
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Kapitola 3
Diskuse

Cilem této kapitoly je zasadit vysledky ziskané pfi vlastnim vyzkumu do kontextu obecnych
a matematickych didaktickych teorii a jejich aplikaci popsanych v kapitole 1. Pomoci tohoto
procesu se snazim odpovédét na formulované vyzkumné otazky a pripadné k témto odpo-
védim pridat komentare souvisejici s obsahem kurikula a moznymi otdzkami, které ziskané
vyledky implikuji a které jsem nenalezl v prozkoumané literature.

Dalsi dilezité vysledky, které byly mimo ramce jednotlivych otazek, jsem oznacil jako

,Vybrané pozorované problémy*“ a jsou popsany v zavéru této kapitoly.

3.1 Otazka 1

Do jaké miry dokdzi Zdaci pouZivat poznatky, ktere ziskali pri vyuce funkci, v jinych kontez-
tech?

Otéazku lze konfrontovat s vysledky testi 2, 3 a 4, jez byly smérovany na zaky, kteri se v dobé

testovani vénovali v ramci Skolni matematiky jinym tématéim nez funkcim.

Grafické reprezentace

Z4ci prokazali, 7ze je jim vlastni pouzivani grafu pro reprezentaci funkci v kontextu prav-
dépodobnosti. Pouzivali jich pro vyjadieni zavislosti pravdépodobnosti na c¢ase (test 2) i
pravdépodobnosti na rtznych ¢iselnych hodnotéch (test 3). V testu 4 grafické znazorniovani
zadanych funkci nebylo pouzito v zadném z piipadi, zaci vynaseli pouze jednotlivé body a
pomoci nich ¢rtali hledané trojihelniky.

V souvislosti s vynasenim bodd do grafu se vSak jevi jako velmi dtlezity fenomén do-

sazovani vyhradné celé ¢asové jednotky (minuty, v nékolika pfipadech sekundy) v testu 2,
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v piipadé testu 3 zaci dosazovali prirozend, resp. celd ¢isla. Pro zéky je kiivka grafu static-
kym objektem a vynaseni hodnot do grafu urcuje bod, kterym tato kiivka prochazi, pripadné
slouzi pro zpétné ovéfeni. Zaci vnimaji grafické znazornéni formalné, z hlediska teorie pro-
ceptt nahlizi na graf funkce jako na objekt, neni pro né vysledkem procesu ptifazeni.

V testu 4 zZaci nepouzivali soustavu soutadnic pro reprezentaci funkei, ale trojuhelniki
danych dvéma statickymi body a jednim, ktery meénil svou polohu. Nékolik zakid Spatné
vyneslo body do soustavy soufadnic (prohodili osy soufadnic), ale zddnému z zakt nedélalo
problémy vynaseni jednotlivych bodfi. Zaci vice pouzivali soustavu soufadnic z hlediska

procesti nez u testu 3, vytvoreny obrazek pro né nebyl statickym objektem.

Znaceni funkci

V testu 3 nebylo forméalni znaceni funkce pouzito, v testu 4 v zadani prvniho tkolu museli zaci
spocitat souradnice bodu C|z, f(x)]. Na zékladé tohoto znaceni vétsina zaki neméla problém
vyjadrit alespon jeden bod (nejcastéji pro z = 1). Znaceni funkei Zéaci ¢tvrtého roéniku ve
vétsiné pripadt pouzivali s porozuménim. Pokud vyjadfeni bodu nebylo provedeno, nebylo

mozné prokazat, ze se tak stalo kvili neporozumeéni znaceni.

Charakteristiky a vlastnosti funkci

Zadny z zaki v testech 2 a 3 nepouzil k feseni zadaného tikolu formalnich vlastnosti funkci
ani jejich pojmenovani (rostouci, klesajici, prostd, ...). V zaddném z téchto testl také nebyly
pouzity terminy defini¢ni obor ani obor hodnot. V nékolika pripadech bylo pozorovano pouziti

matematické symboliky, zejména intervald, piipadné znaceni ¢iselnych obori (N, R).

3.2 Otazka 2

Do jaké miry Zdci ovlddagi zpusoby ruznich reprezentaci funkci a zdvislosti a kterd z nich je
pro ne nejprijatelnejsi?
Reprezentace funkci

P. W. Thompson (1994) se mimo jiné zabyva i tim, jak zaci stfednich a vysokych skol chdpou
funkce reprezentované tabulkami, grafy a predpisy. Tyto tfi reprezentace je z hlediska mé

prace nutno jesté rozsitit o slovni popis funkce, nebot jej v rameci testt zaci casto pouzivali
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a, jak ukazuje Kopackova (2003), navzdory pouziti vlastniho, matematicky neformaélniho,
popisu funkce, jsou zaci schopni pracovat casto spravné a s porozuménim.
Thompson (1994, s. 23) zduraziuje nedostatky pfistupu k vyucovani funkei pomoci vi-

cendsobnych reprezentaci (multiple representation), kdyz ¥ika:

Tabulky, grafy a vyjadieni mohou byt vicendsobnymi reprezentacemi funkci pro nas,

ale nevidél jsem zadny dikaz toho, ze by byly vicendsobnou reprezentaci ¢ehokoli

pro zaky!.
Podobnym zptisobem, jakym se li§i nase? poznatky o funkcich od poznatkt zakt, se lisf i
poznatky o reprezentacich a vztazich mezi nimi. Zatimco poznatky o jednotlivych reprezen-
tacich byly v testech pozorovany (i kdyz nékdy chybné ¢ nedplné), poznatky o vztazich
mezi témito reprezentacemi zaci zpravidla nepouzili. Zaci tedy spie na jednotlivé reprezen-
tace téze funkce nahlizeji jako na oddélené objekty, mezi nimiz nejsou zadné hlubsi vztahy,
pouze prechod pomoci riznych algoritmi.

Vztahy mezi jednotlivimi reprezentacemi je zde mozno zafadit v ramci APOS teorie
do stadia akci a procesi, nikoli do stadia objektii. Na nedostatecnou ,hloubku“ porozuméni
prechod@im mezi reprezentacemi poukazuje napi. nedostatecné a neefektivni dosazovani nebo

upravovani ziskanych informaci.

3.3 Otazka 3

Jaké maji Zaci prototypické priklady funkci?

Vzhledem k tématu prototypt se ukazuje jako velmi podstatné rozliSovat mezi jednotlivymi
reprezentacemi funkci, nebot, jak bylo feceno, zédk je vnimé spiSe nezavisle na sobé a co
miize byt pro néj typickym prikladem grafu funkce, nemusi byt typickym piikladem pti

reprezentaci tabulkou ¢i pfedpisem.

Grafické reprezentace

Kopéackova (2003, s. 118, 119) oznacuje za nejcastéjsi prototypy graft funkei ty s predpisem
f(z) = ax+b,a>0,b# 0 (pfip. b = 0). Vysledky mého vyzkumu toto potvrzuji pouze

¢astecné, nebot zde zaci zpravidla pouzivali obecné linedrni funkce, zatimco Kopackova ozna-

L Tables, graphs, and expressions might be multiple representations of functions to us, but I have seen

no evidence that they are multiple representations of anything to students.“
27Zde jsou zéjmenem ,nase“ mysleny poznatky uditelti, odbornik.
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¢uje za prototyp rostouci funkci, pripadné prochazejici po¢atkem soustavy souradnic. Toto
si vysvétluji kontextem, ve kterém byly tyto vysledky pozorovany. Kopackova pozadovala
zcela libovolné funkce a zaci kreslili nejcastéji linedrni rostouci. V. mych testech (zejména
v testu 2) zaci zpravidla vynaseli body a ty poté (nespréavné) spojovali pfimkou, neboli graf
linearizovali.

Tento postup zaci pouzivali, i pokud museli riznymi zptisoby upravovat své vysledky.
Zpravidla se jednalo o deformaci os soufadnic, deformaci vynaseného grafu a zanedbani

nékterych vlastnich dil¢ich vysledkti nebo informaci ze zadani.

3.4 Otazka 4

Vnimagi Zdci rozdil mezi primou resp. neprimou umernosti a rostouct resp. klesagici funkci?

Vysledky testu 2, kde byla tato problematika primarné zkouméana v tkolu 3, ukazaly, ze
pfimou a nepfimou tmeérnost zaci nemaji ve své poznatkové struktuie s funkcemi prilis
propojenu. Vétsina zaku prifadila funkcim pfimou resp. nepfimou timérnost nahodné, svoji
volbu nijak nezdivodnila. Jedinym pozitivnim zjisténim bylo, Ze nékteii zaci dokézali jako
nepfimou umeérnost identifikovat funkci f(z) = 1/z, ovSem ve vétSiné piipadi opét bez
jakéhokoli zdtvodnéni.

Zkoumani, zda zaci dokazi rozliSovat mezi pfimou resp. nepiimou iimeérnosti a rostouci
resp. klesajici funkci, se ukazalo jako bezpfedmétné, pokud zZaci tyto specialni funkce s po-
znatky o funkcich nemaji propojeny. Pouze jediny zak oznacil pfimou timérnost sloven ros-
touci a neprimou slovem klesajici, tedy pouzil pozadovaného kontextu k zodpovézéni otazky,
i kdyz chybné. Pojmy rostouci a klesajici funkce prifadil k primé a nepfimé timérnosti pouze
jediny zék. Pojmy pfimé a nepfimé timeérnosti nejsou v RVP nijak dale zarazovany do kon-
textu dal$i probirané latky, v ¢emz spatiuji problém. Zéci v nich nevidi specialni piipady
funkci, chapou je z hlediska Hejného ¢lenéni matematického obsahu jako objekty a postupy,

nikoli jako schémata, ktera by byla u zakt propojena s dalsimi poznatky.

3.5 Otazka 5

Vnimagi Zdci pojem definicni obor formdlné ¢i neformdlné?

Experiment v (Kopéackovd, 2003, s. 85) ukazal, ze ,zaci pfi konstrukei grafu nerozlisuji mezi
diskrétnim a spojitym definiécnim oborem*. Na zakladé vysledkid mych testti je mozné toto

pozorovani potvrdit a rozsirit dvojim zptisobem.

57



e Zaci nerozlisuji mezi souvislym a diskrétnim definicnim oborem nejen pii konstrukci

grafu, ale ani pfi slovnim popisu funkce (obr. 2.14, 38).

e Zaci nerozlisuji ani mezi souvislym a diskrétnim oborem hodnot, tedy neovéiuji, zda

mohou vynesené body propojit spojitou kiivkou ¢i ne (zejména v testu 3).

S témito vysledky tizce souvisi pozorovany aspekt dosazovani. Zaci zpravidla nedosazovali do
vztaht, aby si zpétné ovéfili, Ze jimi nakreslené grafy jsou korektni (test 1), spise pouzivali
tohoto postupu jako ,néstroje pro potvrzeni svych intuitivnich predstav, nebot do zéavislosti
dosazovali pouze takové hodnoty, které je potvrzovaly.

Optikou APOS teorie je pro zaky dosazovani stale na trovni akce, nebot nedokazi pti-
zpusobovat tento nastroj svym potiebam (dosazovat jiné nez piirozené nebo celé hodnoty,
vybirat dosazované hodnoty podle zadané funkce, ...). Slavit (1997) toto popisuje na pfi-
kladu, kde akéni hledisko funkce f(x) = 322 — 7 je ,algoritmem pro vypoc¢teni hodnot pro
dané vstupy“?. Podle mého vyzkumu Zaci tohoto algoritmu nevyuzivaji efektivné a nemaji

jej propojen s dalsimi poznatky, nelze jej proto oznacit za schéma®.

3.6 Otazka 6

PouzZivaji Zaci znaceni funkci symbolem f formdlné?

Jeden z vyroku zaki ve vyzkumu Iliada (2006) charakterizuje poznatky o funkcich, které jsem
pozoroval i ve svém vyzkumu: ,A function is an equation“. V testech pristup zaku k zavis-
lostem znacenym pismeny naznacuje, ze uvedené vztahy skutec¢né jako rovnice zkoumali —
posuzovali, zda se sobé rovnaji obé strany, pokud dosadi za A i za B riizna c¢isla. Povazovali
obé proménné za nezavislé. Takovyto postup pfi hledani funkénich hodnot pfirozené neméa
smysl.

Podobné vysledky ziskala i M. Sajka p¥i pozorovani vyvoje chapani symbolu f(z) u Sest-
nactileté zdkyné (Sajka, 2003).

3 an algorithm used to compute numeric values for a given input®
4Schéma je zde mysleno v kontextu APOS teorie, nicméné se domnivam, Ze principem odpovid4 i Hejného

schématu ¢lenéni matematického obsahu.
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3.7 Otazka 7

Dochazi u Zaki k restrukturaci poznatki pri ztotoznéni intuitivnich prekoncepti s vyucova-
nymi pojmy?

Odpovédét na tuto vyzkumnou otazku na zakladé ziskanych dat by bylo pfilis spekulativni,
nebof v rdmci pisemnych testl nelze presné analyzovat myslenkové pochody zaki pii FeSeni.
Na zakladé ziskanych zkuSenosti vérim, ze vice informaci by z tohoto hlediska poskytl hloub-

kovy kvalitativni vyzkum realizovany pomoci kombinace série testti a klinickych rozhovorii.

3.8 Vybrané pozorované problémy

Soustava souradnic

Dubinsky a Wilson (2013) zjistili, Ze Zaci SS volili ke znazornéni libovolné funkce kartézskou

soustavu soutfadnic az na poslednim misté, pokud si mohli vybrat. K reprezentaci funkci

ee v

Kopackova ve své praci shledava, ze idea ,kartézskych souradnic ma nedostatec¢nou pro-
pedeutiku“ (Kopackova, 2003, s. 74).

Principidlni chyby zakt druhych, tfetich i ¢vrtych rocnikid pii vynaseni jednotlivych bodt
do soustavy souradnic poukazuji na to, ze ani pozadované kartézské soustavé souradnic neni

ve vyuce vénovan dostatecny prostor. Pozoroval jsem tyto:
e vyneseni hodnoty z defini¢cniho oboru i oboru hodnot na jednu osu,
e prohozeni os souradnic,
e zkresleni méritek os a na jeho zakladé nakresleni chybného grafu.

Na zékladé téchto vysledkil se domnivam, ze kartézska soustava soufadnic je chapana zaky
spiSe jako objekt nez jako nastroj k zobrazovani funkci, zaci nevnimaji postupy, které se za

timto pojmem skryvaji.

Spojitost

Fenomén spojitosti funkce resp. souvislosti defini¢niho oboru jsem identifikoval jako problé-
movy. Nutno podotknout, Ze to nemusi byt vinou zakt nebo nespravného sestaveni ¢i aplikace

RVP. Spojistost je pojmem, se kterym se zaci setkavaji v nékolika fazich. Prvni zacina jiz
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v predskolnim véku, kdy déti kresli spojitou ¢aru. Kazdé z nich dokaze néjak vysvétlit, jak
se lis1 spojita ¢ara od nespojité. K rozvijeni ziskanych poznatkt o spojitosti dochazi na ZS,
kdy se zaci seznamuji s propedeutikou tohoto pojmu v ramci prvnich izolovanych modeli
funkci. Pro dalsi fazi je vsak potfeba prechod od intuitivniho, silné zakofenéného chapani
spojitosti, k formalnimu matematickému, popisovanému pomoci nekonecné malych veli¢in.

Domnivam se, ze tento konflikt je natolik dilezity, Zze by spojitosti funkci méla byt ve

viyuce na SS vénovana vétsi pozornost. Diivodii zde spatiuji hned nékolik.
e Spojitost je podstatnym pojmem pro pochopeni infinitesimalniho poctu.

e Pomoci spojitosti je mozné plnohodnotné ukazovat netrivialnost a hloubku jak samotné
kartézské soustavy soufadnic, tak i pojml defini¢ni obor® a obor hodnot. Tyto pojmy
se ve vyzkumu ukézaly jako problematické, zaky chipané formalné a bez hlubsiho

porozumeénti.

e Piedevsim je ale na tomto pojmu mozno prezentovat kontrast mezi trivialni vlastnosti,

kterou zaci znaji z détstvi a pomérné hlubokym matematickym pojmem.

Samoziejmé neni zadouci, abychom zaky matli specidlnimi nespojitymi funkcemi, jako je
Riemannova funkce. Prace s funkcemi signum ¢i celd ¢ast by ale podle mého nazoru méla

mit ve vyuce své misto.

Grafické reprezentace

Podobné problémy, jaké pozoruje Thompson (1994) u vicendsobnych reprezentaci, pozoruje
i Eisenberg (1991) s tim rozdilem, Ze nerozliSuje na vice riznych reprezentaci, ale popisuje
pouze symbolické a vizualni znézornéni a prechody mezi nimi: ,,Zd4a se, ze zaci premysleji

6< V ramci pfipravy na vyzkum jsem

o pojmech teorie funkci pouze v symbolickém smyslu.
vidél snahu ucitell proti tomuto fenoménu bojovat pravé pomoci pouzivani rtiznych repre-
zentaci funkci ve vyuce a domnivam se, ze zaci jsou schopni ¢aste¢né nahlizet na funkce i
vizualné, nicméné, jak jiz bylo Tfeceno, tyto reprezentace nemaji prilis propojeny.

Tato zjisténi mne vedou k formulovani hypotézy, ze poznatky o symbolické reprezentaci
funkce ucitelti a zaku jsou si bliz§i nez poznatky o vizualni reprezentaci. Tuto hypotézu

povazuji za vhodnou k dalsimu zkouméni jak empiricky, tak studiem odborné literatury.

5Tuto problematiku ve své bakaldiské praci Elementdrni funkce a definiéni obor podrobné zpracovava T.

Vitéasek (2012)
6 Students seem to think of function concepts in only a symbolic representational mode.“
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Slovni popis

P1i zadavani vsech testti jsem zakim zdidraznoval, aby se snazili veskeré své ¢innosti popi-
sovat slovné. Celkové slovni popis svého feseni v jakékoli podobé pouzila vice nez polovina
zak1, pricemz nékteré vyroky byly velmi kreativni a zajimavé. Na jejich zdkladé je mozné
formulovat nasledujici pozorovani, ktera jsou pouze moznou interpretaci pozorovanych jevt.

Jsou vsak zajimava a mohou vést k dalsim ndméttim na pripadna zkoumaéani.

e ZAci, ktefi pouzivali spise formalné&jsich néstroji (grafy, dosazovani) nez slovniho po-
pisu, se vice uchylovali k deformaci svych vysledki na zakladé prototypt funkci. Tyto
situace je mozno nalézt predevsim v analyzach testu 1 (pii kresleni grafu funkei ¢asto

dochézelo k linearizaci).

e Slovni popis uzity ve formé doprovodného nastroje k néjaké dalsi reprezentaci byl ¢asto
pouzit pouze k formulovani trividlnich vyroktd. Tento fenomén byl pozorovan ve vsech

testech.

e Slovni popis pouzity samostatné byl ¢asto netrividlni a malokdy chybny.

Jazykovy pohled na reprezentace funkci

Nalezeni teoretického ramce k popsani nékterych pozorovanych aspekti bylo pro mne obtizné
a u nékterych (napf. u slovniho popisu) dokonce mimo mé moznosti v rameci diplomové prace.
Propojeni jednotlivych jevi jsem ale shledal natolik zajimavym a vyznamnym, Ze mne nutilo
k hledani mozného teoretického zakladu, pomoci kterého bych mohl popsat alespon nékteré
z aspekti. Ten se mi podafilo nalézt v praci L. Kvasze (2008).

Jeho pristup k pozorovani historického vyvoje matematiky, myslenka genetické paralely
a rozmanitost teorie funkci z hlediska fylogenetického (Kopackova, 2003, s. 4 — 34) mne ve-
dou k formulaci hypotézy, zda by bylo mozné pozorovat vyjadreni zakid v ramci nékterych
aspekti z pohledu urovné jazyka, ktery k tomuto vyjadfovani pouzivaji. Vhodné k tako-
vému pozorovani se jevi zejména téma spojitost, diky popsanému kontrastu intuitivniho a
formélniho chapéni, znaceni funkei, kvili ndvaznosti na mnoha dalsi témata (napf. vyrazy,
rovnice, analytickd geometrie) a grafy, jako nejcastéjsi zptusob vizudlni reprezentace, ktery
je, jak popisuji vyse, ¢asto chapan formalné.

Takto popsany pohled na poznavaci proces pojmu funkce by bylo vhodné zkoumat z né-
kolika smérti. Naptiklad analyzou soucasného i minulého stavu vzdélavaciho obsahu, tedy

ramcovych vzdélavacich programit a ucebnich osnov a ucebnic, a zkoumani jejich pripadné
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korelace s prechody mezi jazyky. Déale analjzou soucasnych teorii poznavaciho procesu pojmu
funkce a prvky podobnosti s popsanym jazykové-historickym ptistupem. Jako nejvhodné;jsi
se ale samoziejmé jevi zkoumani poznavaciho procesu z tohoto pohledu pomoci empirického

vyzkumu pfimo u zaki.
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Z.aver

Na zékladé provedené resersni ¢innosti popsané v prvni kapitole a vysledki vlastniho vy-
zkumu realizovaného v ramci hodin matematiky na stfedni odborné skole jsem formuloval
nékteré problémové aspekty, které se vyskytuji na trovni stfedoskolského pojeti vyucovani
teorie funkci. Pravé ¢innosti rozvijejici tyto aspekty povazuji za klicové pro rozvoj zakov-
skych poznatkti o funkcich a schopnosti tyto poznatky aplikovat v riznych kontextech. Ve
treti kapitole jsem formuloval nékolik hypotéz, které s timto tématem bezprostiedné sou-
visi a které povazuji za hodné dalsiho vyzkumu. Své vysledky povazuji za pfinosné ve tiech
ruznych rovinach.

Prvni rovinou je zakladni souhrn problematiky didaktiky teorie funkci, nékterych vy-
branych vyzkumi na toto téma a interpretace vlastnich dat ziskanych v prostiedi ceské
stfedni skoly pomoci popsaného teoretického ramce, ktery miize poskytnout odbornému cte-
nari zakladni pohled na tuto problematiku. Z hlediska srovnani s nejcastéji citovanou praci
A. Kopackové (Kopéackova, 2003) jsem se pokusil rozvinout nékteré jeji myslenky a popsat
¢asto podobné pozorované jevy pomoci obecnéjsich hledisek.

Druhou rovinou, ve které by tato prace mohla byla pfinosem, je inspirace pro ucitele
matematiky. V tomto sméru povazuji za pozitivni naméty tkolt provazujici jednotliva té-
mata a vybrané vysledky mého vyzkumu. Mou snahou je podpofit ve vyucovacim procesu
konstruktivni pfistup k poznavani jednotlivych problematickych aspekti, zejména soustave
soufadnic, grafické reprezentace a spojitosti kiivky resp. souvislosti defini¢niho oboru.

Tteti rovinou, ve které pozoruji alespon ¢astecny tispéch, je prinos pro mou vlastni osobu.
Ten pozoruji jednak ve svém osobnim rozvoji pii poznavani nékterych oblasti didaktiky ma-
tematiky a jejich aplikace v didaktice teorie funkci, jednak ve zkusenosti s realizaci vlastniho
vyzkumu.

Pravé nedostatek zkusenosti s planovanim, realizaci a analyzou vyzkumu bych oznacil
za hlavni negativum mé prace, se kterym jsem se neustale potykal prakticky ve vSech fazich
tvorby, at uz lo o prozkoumani velkého mnozstvi teoretickych materialu existujicich k tématu

didaktiky funkci, formulaci vhodnych vyzkumnych otazek, realizaci vyzkumu v ramci hodin

63



matematiky nebo o analyzu velkého mnozstvi ziskanych dat.
I presto véfim, ze seznameni Ctenaie s nékterymi pruvodnimi jevy poznavaciho procesu

pojmu funkce, o které jsem se v praci pokusil, mize byt inspirujici.
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Jméno: Datum:

Tiida:

1. Jak se méni f(x), dosazujeme-li za x riizna cela &isla? Popiste nebo znazornéte
libovolnym zpisobem. Vsechny své kroky popisujte slovné.

o f(x)=-x
. f(x):l
X
. 0= 1-x
X
1
* W=

2. Maji ptedchozi zavislosti néco spole¢ného?

3. Které z uvedenych zavislosti reprezentuji pfimou resp. nepfimou imérnost?

4. Jakych maximalnich a minimalnich hodnot tyto mohou zavislosti pro dana x nabyvat?

Obrazek 3.1: 2. ro¢nik, 1. verze, znaceni zavislosti symbolem f
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Jméno: Datum:

Tiida:

1. Jak se méni hodnoty B, dosazujeme-li za A rizna cela ¢isla? Popiste nebo znazornéte
libovolnym zpisobem. Vsechny své kroky popisujte slovné.

e B=-A

(] B:l
A

° B:l_A
A

° B:i
1-A

2. Maji ptedchozi zavislosti néco spole¢ného?

3. Které z uvedenych zavislosti reprezentuji pfimou resp. nepfimou tmérnost?

4. Jakych maximalnich a minimalnich hodnot mohou tyto zavislosti pro dana A nabyvat?

Obrazek 3.2: 2. ro¢nik, 2. verze, znaceni zavislosti ve tvaru B(A).
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Jak se méni f{x), dosazujeme-li za x riizna celd &isla? Popiste nebo zndzornéte
libovolnym zpiisobem. Viechny své kroky popisujte slovné.
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Obrazek 3.3: Chybny graf vytvoreny na zakladé vyneseni dvou bodt.

J_ak se méni ffx), dosazujeme-li za x riznd celd éisla? Popidte nebo znazométe
libovolnym zplisobem. Viechny své kroky popisujte slovng.
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Obréazek 3.4: Zak vynesl body do grafu natolik nepfesné, Ze je mohl spojit pfimkou
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Obrazek 3.5: Zak nakreslil na zékladé vyneseni bodu sinusoidu.
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Jméno: Datum:

Tiida: Cas: 30 min

Tramvaj jezdi pravidelné jednou za 10 minut.

1. Jaka je pravdépodobnost, ze do jedné minuty od mého pfichodu na zastavku piijede
tramvaj? Zduvodnéte.

2. Jak se zvySuje pravdépodobnost, ze pfijede tramvaj, kdyz ¢ekam na zastavce? Zkuste
tuto zménu pravdépodobnosti znazornit graficky a popiste ji co nejpresnéji vlastnimi
slovy.

3. Jakych hodnot mize pravdépodobnost z pfedchoziho piikladu nabyvat?

4. Jaka je pravdépodobnost, ze piijede tramvaj do 20 sekund od mého ptichodu?
Zamyslete se, jakymi zplisoby mizeme tuto pravdépodobnost odvodit nebo spoditat.

5. Pro jaké ¢asy mizeme uréovat pravdépodobnost piijezdu tramvaje?

Obrazek 3.6: 3. roc¢nik, 2. verze, pravdépodobnost piijezdu tramvaje
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Jméno: Datum:

Tiida:

Piedstavme si desetisténnou hraci kostku.

1. Jaka je pravdépodobnost, ze padne jedno konkrétni ¢islo?
2. Je mozné rozsifit uvahy o urcovani pravdépodobnosti na libovolna ¢isla? Tedy napf.

jaka je pravdépodobnost, ze padne ¢&islo mezi 0 a 2,75?

3. Znazornéte a slovné popiste pravdépodobnost, Ze padne ¢islo mezi 0 a X, kde x neni
pouze celé ¢islo. Popiste, co v§echno o takovém vztahu muizete fici.

4. Pro jaka vSechna ¢isla x mtizeme urcovat tuto pravdépodobnost?

5. Jakych hodnot mize tato pravdépodobnost nabyvat?

6. Zkuste se zamyslet, jak by se mohla tato pravdépodobnost hodd zobecnit na dvé

desetisténné kostky, kde jedna by urcovala desitky, druha jednotky a vysledkem by
bylo dvojciferné ¢islo.

Obrazek 3.7: 3. ro¢nik, 2. zadani, 1. verze, pravdépodobnost hodu kostkou
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Jméno: Datum:

Tiida:

1. Trojuhelnik je zadan body A[0;0], B[2;0] a C[x;f(x)], kde X je pFirozené ¢islo a f(x) je
zadéana predpisem:

a) f(x)=3
b) f(x)=2x+2
c) f(x)=-x"2

d) f(x)= arctg(nx)

Urcete X, pro které bude obsah trojuhelniku ABC co nejmensi.

2.V jakych ptipadech se obsah trojuhelniku pro rostouci X zvétsuje (zmensuje)?
Zduvodnéte.

3. Jak se bude v jednotlivych ptipadech ménit obsah trojihelniki pro cela X jdouci do
nekonecna?

Obrazek 3.8: 4. ro¢nik, 1. verze, funkce jako objekty v analytické geometrii
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Jméno: Datum:

Tiida:

1. Trojuhelnik je zadan body A[0;0], B[2;0] a C[x;f(x)], kde X je pFirozené &islo a
f(x) je zadana nasledujicimi pfedpisy. Ur&ete X, pro které bude obsah trojihelniku
ABC co0 nejmensi.

a) f(x)=3

b) f(x) =2x+2

c) f(x)=-x"2

2.V jakych piipadech se obsah trojuhelniku pro rostouci X zvétsuje (zmensuje)?
Zdavodnéte.

3. Jak se bude v jednotlivych pfipadech ménit obsah trojihelniki pro celd X jdouci do
nekonec¢na?

Obrazek 3.9: 4. ro¢nik, 2. verze, funkce jako objekty v analytické geometrii
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1. Trojahelnik je zadan body A[0;0], B|2;0] a C[x:f{x)]. kde x je pFirozené islo a fix) je
zaddna predpisem:

a) fix)=3 Cal4;3]

b) fix)=2x+2 Caliin]

¢) fix)=-x"2 C3Ldid]

d) fix) = arctg(ms) c,_J_,-{ d}!‘pj

Urete x, pro které bude obsah trojohelniku ABC co nejmensi.

L% mfi{i.lﬂ

A i.”é‘j”
i

2. V jakych pfipadech se obsah trojihelniku pro rostouci x zvétSuje {zmen%uje)“

Zdiivodnéte. k
Ly A ABE a i &
”’W’/go .ézr.i? éﬂ fﬁﬁ Wt el Pl plbor
/i’ oin ,{ﬂ?ﬁw mf/7

3. Jak se bude v jednotlivych piipadech ménit obsah trojdhelniki pro celd x jdouci do
nekonedna’? ; ‘
Sepuls 08 WG | B Oboih Lol vl

Obréazek 3.10: Reseni zéka s nedostatecnym dosazenim a a znazornénim v grafu a chybnym

komentarem.
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