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Generacéni umrtnost a jeji modelovani

Abstrakt

Cilem prace je predstavit jednoduchy model predikujici miry amrtnosti zalozeny na modelovani
generacni imrtnosti, kde je zakladnim ptedpokladem konstantni iroven pomér umrtnosti mezi
dvéma po sob¢ jdoucimi veékovymi skupinami pro vSechny kohorty. V praci je odvozen
zakladni model, ktery ptredpoklada tyto vlastnosti vyvoje timrtnosti a je oveéfen na Casovych
fadach Svédska, které jsou dostateénd dlouhé. Vysledky jsou srovnany s empirickymi
hodnotami jiz vymielych kohort a je proveden odhad také pro kohorty dosud zijici. Model pfi
aplikaci na realnych datech vykazuje velmi dobrou schopnost reagovat na zmeny vyvoje.
V posledni ¢asti prace jsou zminény mozné zmény a modifikace prezentovaného modelu, které

by vedly k vice stabilnim vysledktm.

Klicova slova: umrtnost, modelovani imrtnosti, genera¢ni umrtnost, vyvoj imrtnosti, odhad

amrtnosti

Cohort mortality pattern and its modelling

Abstract

The aim of the thesis is to introduce a simple alternative approach of mortality modeling (future
estimates of mortality rates) which is based on cohort mortality patterns. The assumption of
constant change of the force of mortality between two following ages across cohorts is the
fundamental base of the proposed model. Theoretical aspects of the model are discussed and its
assumptions are verified on time series of Swedish data which are long enough for this purpose.
Results of the model application are compared with empirical results of already extinct cohorts
and some estimates for still living cohorts are made too. Applications on real data showed good
results which respected changes in the mortality development. In the last part of the thesis some
possible modification are discussed which could cause results less variable.

Keywords: mortality, mortality modelling, cohort mortality, mortality pattern, mortality
estimate



Petr Mazouch: Generacni umrtnost a jeji modelovani 5

Obsah

Prehled pouzityCh ZKratek.........coiiuiiiiiiiiiii e 7
SezNAM tADUIEK ... 8
SEZNAM ODTAZKUL....cvviiiiiiiiiiieie ettt bbb e st e e nbe e sbe e sbeesreeanbeenes 9
L VOG- 11
| O 1 1C o) TP PP PR PRAP 12
1.2 SHUKEUT PIACE ... veiuiietee sttt ettt sttt b ettt e et e e b nneene e 12
1.3 DiSKUSE S TIEIAIUIOU ... 13

2. Zdrojova data a diskuse metodologie modelovani Umrtnosti .........coevveveriierienienienennes 17
2.1 ZdAT0JOVA dAta ...ttt reere e 17
2.2 Metodologie modeloVANT UMITNOSHE .....vvvrerieiieiie st 18
2.2.1 Diskuse vybranych piistuplti modelovani (mrtnosti..........coccveevereeniereesineniiennne. 18
2.2.2 Popis zakladnich principt navrzené alternativni metody predikce.............cc....... 24
2.2.3 Konstrukce umrtnostnich tabulek ...........ccocoviiiiiiiiiiiiii e 31
2.2.4 Vybrané vlastnosti €asovych fad..........cocueviiiiiiiiiiiiic e 32
2.2.5 Shrnuti metodickych pHSTUPTL.......vvveiiiiiiiie e 34

3. Analyza dat a vysledky aplikace navrzené metodologie predikce imrtnosti.................... 35
3.1 Analyza vyvoje mér tmrtnosti Ceské republiky a SVEdska.........coccovvvveriverererinnnn, 35
3.2 Analyza vyvoje pomeril a 1ozdillh mer UmMItnosti........cccovvreerireeieneeeneseeesesee e 39
3.3 Vysledky aplikace navrhované metodologie predikce Umrtnosti ......ceevveveevivviiueainnnns 45

3.4 Shruti analyzy dat a vysledka aplikace navrzené metodologie
PIEdIKCE UMITNOSTT ...eevvieieeeireiiee et 56

4. Diskuse silnych a slabych stranek navrhovaného modelu a moznosti
7EN0 dalSTNO TOZVOJE ...t 57

4.1 Variabilita vysledkd navrhovaného modelu .........c.ccevieiiiiiiiiiiieiicsie e 57

4.1.1 Alternativy odhadu zakladni Gmrtnosti DMy, ....ceeireiininiiices 58



Petr Mazouch: Generacni umrtnost a jeji modelovani 6

4.1.2 Vyrovnavani odhadovanych meér Umrtnosti........ccccceervervriivesieeneeseesnesnesne e 60

4.2 Dalsi mozné modifikace navrhovaného modelu...........cccoceviiiiiiiiiiiiiic e 62
4.3 Celkové zhodnoceni navrhovaného modelul .........coooveviiiiiiiiiiiicee e 63
B ZAVET et b et bbb bbbt e e 64

PEILORY ¢t e r e 71



Petr Mazouch: Generacni umrtnost a jeji modelovani

Prehled pouzitych zkratek

ACF Autokorela¢ni funkce

APC Age-period-cohort model
HMD Human Mortality Database
AP Age-period model

AC Age-cohort model

CsU Cesky statisticky uiad

GM Gompertz-Makeham model
LC Lee-Carter model

MNC Metoda nejmensich ¢tverci
PACF Parcialni autokorela¢ni funkce
PC Period-cohort model

SVD Singular Value Decomposition



Petr Mazouch: Generacni umrtnost a jeji modelovani 8

Seznam tabulek

Tab. 1. Odhad budoucich specifickych mér umrtnosti a sttedni délky Zivota, srovnani
empirickymi hodnotami, kohorta 1900, muZi, SVEASKO ........ccoeeverrvreieerrsresenisnennns 46
Tab. 2. Odhad budoucich specifickych mér umrtnosti a stfedni délky Zivota,
kohorta 1946, Ceska repUBLKa ...........cc.covueveeveveicicieciee et 55



Petr

Mazouch: Generacni umrtnost a jeji modelovani

Seznam obrazku

Obr. 1: Lexistuv diagram, ¢ervené oznacen 1. hlavni soubor udalosti Dy, a zelené

exponovany pocet ODYVALE] Py z.....oiiiiiiiiiiiiiiiii e
Obr. 2: llustrace LC modelu — odhad budoucich hodnot mér imrtnosti v roce 2020 na

zaklade vyvoje mer imrtnosti do ToKu 2013 ......eiiiiiiiiiee e
Obr. 3: Ilustrace principu metodického postupu odhadu kohortnich mér umrtnosti

(KONOIA 1953) ...ttt sttt st sr e be e b e sbeeneenbesre e e e
Obr. 4: Predikce mér umrtnosti od véku 60 let — ilustrativni piiklad...........ccovveiiiiiiiiniiiennnn
Obr. 5: Kompletni schéma modelu predikce kohortnich mér imrtnosti...........ccceeeervviiviiieenene
Obr. 6: Korelogram funkce ACF @ PACF ...
Obr. 7: Miry tmrtnosti, transverzalni pohled, 3. hlavni soubory udélosti, 1950—-2008,

30-95 let, Ceska republika, ZENY ........cccveeveeveeveereeresesessseeieeses s seeses s,
Obr. 8: Miry umrtnosti, transverzalni pohled, 3. hlavni soubory udalosti, 1950-2008,

30-95 let, Ceské republika, Zeny — jiNA TOTACE. ........c.eververrrerrreeeeeeeeseseeseeseesesseeseseesens
Obr. 9: Miry umrtnosti, kohortni pohled, kohorty 1780, 1850, 1914 a 1930, 30-95 let,

1. hlavni soubory udalosti, SVEASKO, MUZI ........oevrvrreerieieeiieesieeieee s
Obr. 10: Vyvoj specifickych mér tmrtnosti ve véku 50, 60, 70, 80 a 90 let, 1. hlavni

soubory udalosti, kohorty 1780-1959, SVEASKO, TMUZL .o e
Obr. 11: Rozdily mér umrtnosti d,,, kohorty 1871-1977, 30-95 let, 1. hlavni soubory

udalosti, Ceska republika, ZENY ..........c.cveveirrereriereiieieie ettt ess e
Obr. 12: Rozdily mér Gmrtnosti dy,, kohorty 1780, 1850, 1914 a 1930, 30-95 let,

1. hlavni soubory udalosti SVEASKO, MUZi..........c.cc.everereicieereeseeeeseessesseseese s,
Obr. 13: Rozdily mér umrtnosti dy,, pro X = 50, 60, 70, 80 a 90 let, 1. hlavni soubory

udalosti, kohorty 17801959, SVEASKO, MUZ .........ceveererricicieieseeeseseeseese s
Obr. 14: Poméry mér umrtnosti ary,, kohorty 1871-1977, 30-95 let, 1. hlavni soubory

udalosti, Ceska republika, ZENY ..........c.ceveveevereereereiieieie s ess s
Obr. 15: Poméry mér umrtnosti ary,, kohorty 1780, 1850, 1914 a 1930, 30-95 let,

1. hlavni soubory udalosti, SVEASKO, MUZi .....c.cceveerreerceseeiieesseeisee s
Obr. 16: Poméry mér umrtnosti ary,, pro x = 50, 60, 70, 80 a 90 let, 1. hlavni soubory

udalosti, kohorty 1780—1949, 1. hlavni soubory udalosti, Svédsko, muZi...........c..........
Obr. 17: Odhad ACF a PACF pro ¢asovou fadu ary,, pro x = 60, kohorty 1780-1949,

N Te Y o T 110 2 AU PROPPRRPRIRN



Petr Mazouch: Generacni umrtnost a jeji modelovani

10

Obr. 18: Primérné hodnoty ary, a smérodatné odchylky ary,, vék 30-95 let, kohorty

17801979, SVEASKO w.vveeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt et et et st ee et et et e ee e et et ee s e et et eneseeeesaeaes

Obr. 19: Srovnani empirickych a odhadovanych hodnot m,,kohorta 1780, Svédsko,

Obr. 20: Srovnani empirickych a odhadovanych hodnot In(m,,) kohorta 1880,

N6 1 (O TN 4 L1 v PR

Obr. 21: Srovnani empirickych a odhadovanych hodnot stiedni délky Zivota v presném

veku 60 let, kohorty 1761-1945, SVEASKO, UL cv.vivveeeeeeeeeeeeeee e

Obr. 22: Srovnani empirickych a odhadovanych hodnot stfedni délky Zivota 60leté

0s0by, Kohorty 1761—1945, SVEASKO, ZENY ......cvvvreereereeresreesssesssessessessesses s sensnenns

Obr. 23: Relativni odchylka mezi empirickou a odhadovanou hodnotou kohortni

sttedni délky Zivota 60leté osoby, kohorty 1761-1912, Svédsko, v % .......cc.euruneee.

Obr. 24: Vyvoj specifickych mér umrtnosti podle véku, 1. hlavni soubory udalosti,

empirické a odhadované hodnoty, kohorta 1946, Ceska republika, muZi..................

Obr. 25: Vyvoj specifickych mér umrtnosti podle véku, 1. hlavni soubory udalosti,

empirické a odhadované hodnoty, kohorta 1946, Ceska republika, Zeny ..................

Obr. 26: Srovnani vyvoje kohortni stfedni délky Zivota 60leté osoby a odhadu

zakladni miry umrtnosti bm, ,, kohorty 17611945, Svédsko, ZEny ........c..cceeevereene.

Obr. 27: Vyvoj empirickych hodnot In(m,,) pro x = 65 a 66, kohorty 1761-1943,
Svédsko, zeny, data proloZena regresni funkci (polynomem), odhad budoucich

NOANOE O TOKU 1053 ...ttt et e e e et e e e et e e e e e e ee e et e eeeeneneneaees



Petr Mazouch: Generacni umrtnost a jeji modelovani 11

Kapitola 1
Uvod

Zkoumani umrtnostnich zakond je zakladnim demografickym tématem od samotného pocatku
formovani demografie jako védni discipliny. Jiz v 17. stoleti, v jednom z prvnich d¢l, které se
daji oznacit jako analytické, piedstavil John Graunt model umrtnosti londynského obyvatelstva
(Roubicek, 1997).

V dnes$ni dobé je zkoumani Umrtnosti a jejich pravidel (¢i nepravidelnosti) jeste¢ vice
akcentovano diky napojeni na riizné pojistné produkty nebo na socialni politiku statu. Jen tézko
si dovedeme piedstavit pojistny produkt (pojisténi smrti nebo doziti), ktery neuvazuje
S vyvojem umrtnosti a neanalyzuje soucasny a neodhaduje budouci vyvoj tmrtnostnich poméra.
Také formovani socialni politiky je napt. v ptipadé systému vyplaty penzi (tedy jakési dozivotni
anuity) zavislé na vyvoji umrtnosti. Oblasti, kde je nutné uvazovat tirovenn umrtnosti (at’ jiz
soucasnou nebo budouci) je vS§ak mnohem vice.

Moznost diikladné analytické prace s ukazateli umrtnosti je (na rozdil od minulosti) mozna
diky dvéma skuteCnostem. Prvni je existence, v rozvinutych zemich dlouhodobé, dobré
evidence udalosti (imrti) a stavu obyvatelstva. Ta umoziuje sledovat ukazatele v dlouhodobém
horizontu a rozsifuje tak moznosti analyzy napf. o longitudindlni (kohortni) pfistupy, které by
v pripad¢ kratkodobého poétu pozorovani nebylo mozné v praxi pouzit.

Druhym faktorem, ktery vyrazn€ zvySuje moznosti analyzy je rozvoj vypocetni techniky.
Nekteré metody jsou matematicky velmi slozité a nalezeni feSeni vyzaduje dobré zazemi
z hlediska vypocetni techniky, coz v minulosti nebylo vzdy samoziejmosti (a v historii
vzdalenéjsi nez 50 let to bylo prakticky dokonce nemozné).

Vyse zminéné divody vedly k tomu, ze se v problematice zkouméni vyvoje umrtnosti
v poslednich letech objevuje celd fada pristupt, vice ¢i méné matematicky slozitych
(a uvazujicich rizné Casové pfistupy), jejichz pouhy vycet by vystacil na obsahlou publikaci.
Matematicka slozitost vSak ¢asto vede k obtizim pii aplikaci, predkladana prace se proto snazi
pfedstavit alternativni pfistup k analyzovani (a predikovani) Umrtnosti v kohortnim
pohledu s vyuzitim co nejjednodussiho vypocéetniho aparatu, tak aby byla metoda pfistupna co

vvvvv
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1.1 Cile prace

Zakladnim cilem ptedkladané diplomové prace je navrzeni takové metody odhadu budouciho
vyvoje urovn¢ umrtnosti ve vysSich vécich, ktera by byla zalozena na kohortnim pohledu
amohla predstavovat jistou alternativu k dnes nejCastéji pouzivanym metodam predikce
umrtnosti. S timto zakladnim (obecnym) cilem je spojeno nékolik (konkrétnich) dil¢ich cild,
které je nutné pred dosazenim cile zdkladniho naplnit.

Pro naplnéni hlavniho cile, tedy nalezeni jednoduché metody predikce Umrtnosti
V kohortnim pohledu, je prvotnim dil¢im cilem piedev§im analyza minulych trendd imrtnosti
kohort, kde jsou dostupna data. Uvazovany budou jen véky nad 60 let, ¢imz je Casteéné
eliminovan problém nedostupnosti dat a zaroven respektovana potieba predikce predevsim
Vv téchto vécich v souvislosti napt. s udrzitelnosti socialnich systémt. Analyze budou podrobeny
nejen specifické miry amrtnosti, ale i jejich podily (koeficienty rlstu), nebot’ na zakladé studia
dosud znamych a uzivanych postuptl je piedpokladano, ze praveé koeficienty ristu by mohly
slouzit jako vhodny zaklad navrhovaného postupu.

Nutnou podminkou pro vyuziti koeficientli ristu mér umrtnosti mezi jednotlivymi veéky
Vv ramci projekéniho modelu je nalezeni urCitého trendu nebo jinak predikovatelného vyvoje
v minulych letech. Nalezeni a ovéteni této vlastnosti je tedy dalsim dil¢im cilem prace. Za timto
i¢elem budou vyuzita data za Svédsko, protoZe se jedna o zemi, za kterou existuji nejdelsi
dasové fady dat, které je mozné pro analyzu vyuZit. Pro ilustraci budou pouzita i data za CR
disponujici vSak mnohem krat$i casovou fadou vstupnich dat.

Pokud se podaii na zakladé naplnéni vySe zminénych podminek formulovat alternativni
pfistup k odhadu kohortni Umrtnosti, bude dil¢im cilem také ovéfeni jeho vhodnosti
na empirickych datech (na datech za jiz vymielé kohorty).

Vedlejsim (nikoliv dil¢im) efektem celé prace je moznost vyuziti diskutovanych metod
obecné pro analyzu a ovéfeni na jinych nez S§védskych datech a vyuziti navrhovanych
modifikaci a dalSich teoretickych mozZnosti rozvoje v praci navrzené metody, které jsou

diskutovany ve ctvrté kapitole.

1.2 Struktura prace

V ramci Gvodni ¢asti bude jesté provedena stru¢na diskuse s literaturou, kterd se modelovanim
umrtnosti zabyva, s dirazem na literaturu, ktera se vénuje kohortnimu pfistupu. Zminény budou
vSak také vsouCasnosti populdrni metody predikce, které se vyuzivaji v transverzalnim
piistupu.

Druhé kapitola obsahuje popis datovych zdroja, jejichz data jsou analyzovéna ve treti Casti.
StéZzejni ¢asti druhé kapitoly je metodicky popis navrzeného postupu odhadu kohortni tmrtnosti
véetné zdivodnéni jednotlivych krokii. Soucasti je také srovnani s pristupy zminénymi v diskusi
s literaturou v tivodni kapitole. Z diivodu analyzy ¢asovych fad je soucasti také struény popis
metodiky pro testovani pfitomnosti nékterych trendti Casovych tad.

Tieti kapitola obsahuje aplikaci a popis vysledkti modelu, které byly spoéteny na zakladé
metodiky z piedchozi kapitoly, aplikované na data Svédska (a z ¢asti Ceské republiky). Kapitola
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obsahuje ovéfeni teoretickych predpokladi modelu z piedchozi kapitoly. Vysledky jsou
ilustrovany na vystupech z kohortnich iimrtnostnich tabulek pro v€ky nad 60 let, které je mozné
analyzovat v ¢ase. V zavéru kapitoly je srovnani vysledkti modelu s empirickymi vysledky jiz
vymfelych kohort, opét za vyuziti funkci z umrtnostnich tabulek.

Ctvrta kapitola se vénuje diskusi vysledkii a moznych zptisobtl rozvoje navrzené metodiky.
V jednotlivych krocich jsou rozebrany silné a slabé stranky metodiky, mozné modifikace a dalsi

moznosti vyuziti ptistuptl z ostatnich metod.

1.3 Diskuse s literaturou

V oblasti problematiky modelovani ukazateld imrtnosti existuje celd fada rdznych pristupt.
Nejprve je dobré, pro potieby této prace, rozdelit problematiku do dil¢ich skupin, se kterymi se
mizeme pii modelovani setkat. Prvni skupinou, kterou je mozné oznacit jako historicky
nejstarsi, jsou metody, které se vénuji zkoumani zakond umrtnosti na transverzalnich datech,
zejména prostiednictvim modelu imrtnostni tabulky, kde se snazi o odhad vyvoje imrtnosti
v zavislosti na véku a v piipadé vyssich vékl o jeji vyrovnani (podrobnéjsi popis i s odkazy na
relevantni zdroje nasleduje dale).

Druhou skupinu metod lze vymezit jako modely zabyvajici se predikci funkci Gmrtnostni
tabulky (zejména stiedni délky Zivota nebo specifickych pravdépodobnosti umrti), které uvazuji
opét pouze transverzalni ¢asové hledisko. Tteti skupina pak zahrnuje metody, které do analyzy
zahrnuji také vliv kohorty.

Protoze by nékteré pristupy bylo dobré podrobnégji rozebrat i z matematického hlediska,
budou tyto zahrnuty také do nasledujici kapitoly zabyvajici se metodikou. V nasledujicim textu
se tedy omezime pouze na slovni hodnoceni modeld, matematické vyjadfeni nékterych
dilezitych modeld bude soucasti nasledujici kapitoly.

Rada modell vznikla v dobg, kdy jejich ovéfeni (i pouziti) bylo téméF nemozné. Kdyz
v roce 1825 publikoval Gompertz (1825) sviij ¢lanek, kde vysvétloval vyvoj umrtnosti jako
ptirozeny exponencidlni rust, kdy je funkce trovné Umrtnosti zavisla pouze na véku, bylo
mozné overit tuto tivahu pouze na transverzalnich datech, a to jest¢ velmi omezené z divodu
absence jakéhokoliv technického nastroje (realné ovétil Gompertz svou teorii i kohorné — na
populaci hmyzu — viz publikaci Gavrilova a Gavrilovové (1991)).

Podobné, kdyz v roce 1860 Gompertzovu teorii, kterd byla zaloZena na pfimé souvislosti
mezi umrtnosti a vékem, rozvinul Makeham, jenz do vztahu pfidal konstantu, ktera vyjadiovala
¢ast umrtnosti nezavislou na véku (Makeham, 1860), Slo spiSe o teoretické uvahy nez o jasné
kvantifikované modely s odhady parametrti (nalezeni parametrti funkce prostiednictvim King-
Hardyho metody — podrobnéji odhad parametra diskutuje Fiala (2005) — se v dne$ni dobé& miize
jevit jako jednoduché, ale bez vypocetni techniky by bylo téméf nemozné nebo urcit€¢ velmi
nesnadné).

Kromé deficitu v oblasti technického zazemi, je nutné uvazovat také o dalSich limitacich,
které aplikaci zminénych (ale i nezminénych) modelii znesnadnovaly. Jde zejména o chyby

nebo nepiesnosti v evidenci udalosti nebo obyvatelstva. Tato skutecnost mtize, i pies sebelepsi
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technické zajisténi vést k nepfesnostem v modelech. Blize se tomuto problému vénuje napf.
Koschin (1981). Vyznam kvality dat diskutuje také Pastor (2007).

S rozvojem vypocetni techniky a se zvétSujicim se rozsahem disponibilnich dat, vhodnych
k analyze, roste také pocet a slozitost modelt, které se odbornici snazi vyuzit k odhadu vyvoje
umrtnosti. Dlraz je kladen zejména na odhad vyvoje v nejvyssich vécich, které se jevi jako
obdobi, jez uplné nerespektuje pivodni Gompertzovu teorii o exponencidlnim rdstu imrtnosti
s vékem (vice kdiskusi o platnosti Gompertzova modelu v nasledujici kapitole). Z téchto
duvodi byly odvozeny dal$i metody — napf. modifikovana Gompertz-Makehamova funkce
popsana Koschinem (1999) nebo dnes velmi popularni Kannistova metoda (Thatcher a kol.,
1998) pouzivana napf. pro vyrovnavani Gmrtnosti v Human Mortality Database® (Wilmoth
a kol., 2007).

Ptehled vybranych metod, které je mozné pro modelovani umrtnosti vyuzit, byl publikovan
v ¢lanku Burcina a kol. (2010) a pracovniky Katedry demografie a geodemografie
Piirodovédecké fakulty Univerzity Karlovy v Praze byla dokonce vyvinuta softwarova aplikace
DeRaS — nastroj pro modelovani intenzit umrtnosti a konstrukci umrtnostnich tabulek (Burcin
a kol., 2011). Aplikaci vybranych metod vyrovnavajicich iimrtnost na datech a dalsi vyuziti
napf. grafickych vystupii 1ze nalézt také v disertacni praci Hulikové Tesarkové (2012).

Vsechny doposud zminéné metody, které se vazi k umrtnostnim tabulkdm, maji za tkol
spise interpolaci hodnot (nebo prolozeni empirickych dat nejlépe hladkou funkci). Vyjimkou
jsou extrapolace ukazatelll ve vysSich vécich. Predikci vyvoje tmrtnosti v budoucnu se vSak
nevénuje z téchto metod zadna (tedy k tomu neni ani uzptsobena). Navic je vétSina aplikaci
provadéna na transverzalnich iimrtnostnich tabulkéch.
uplatnéni analyz, které vyuzivaji také kohortni pfistup, tedy longitudinalni. Vznikaji kohortni
umrtnostni tabulky, coz umoziuje hodnotit vyvoj umrtnosti z dalsi perspektivy.

I pies absenci kompletnich kohortnich umrtnostnich tabulek pro Ceskou republiku zde byly
Vv literatufe diskutovany nékteré fragmenty kohortnich analyz z teoretické, ale i aplikacni
stranky. Teoretické modely konstrukce, které uvadi ve své knize napt. Pavlik a kol. (1986) jsou
zde doplnény také jednou kompletni umrtnostni tabulkou pro kohortu Zen narozenou v roce
1875. Rychtatikova a kol. (1994) analyzuje dostupna kohorni data za obdobi 1950-1990.
Koschin (1981) nebo Hulikova Tesarkova a Mazouch (2013) diskutuji také rozdily mezi
funkcemi amrtnostnich tabulek transverzalnich a longitudinalnich. V poslednim jmenovaném je
také v pfiloze seznam zemi, které maji vetejné dostupné kohortni imrtnostni tabulky.

Kromg klasickych umrtnostnich tabulek také vznikaji modely, které do faktorti ovliviiujicich
uroven umrtnosti zahrnuji kromé véku a obdobi jest¢ faktor kohorty. Nejznaméjsim a asi
nejpouzivanéjSim piipadem jsou takzvané Age-period-cohort modely (také APC modely).
Vychéazeji z predpokladu, ze uroven umrtnosti je dana nejenom vékem (Umrtnost se béhem
zivota bezesporu méni), ale také obdobim (existuji vice ¢i méné exponovanad obdobi, kdy je

vvvvv

v ¢lanku Hulikové Tesarkové a Mazoucha (2013)) a v neposledni fad¢ také kohortou. Vliv

! Human Mortality Database (HMD) — dostupna z http://www.mortality.org
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kohorty se da také definovat jako vliv nepfiznivé (nebo ptiznivé) udalosti, ktery se projevi
vV umrtnostnich pomérech v pozdéj$im véku, coz ve svém c¢lanku podrobnéji rozebrali napt. Elo
a Preston (1992).

Skutecny vliv obdobi, kterym kohorta v ur¢itém véku prochazi, se mize projevit riznymi
zpusoby. Jedna z teorii predpoklada, ze osoby, které v urcitém obdobi projdou neptiznivymi
podminkami, jsou t€émito podminkami ovlivnéni (oslabeni), a to se miiZe negativné promitnout
na jejich pozd€jsi urovni imrtnosti. Druha teorie predpoklada tzv. selekeni faktor, tedy ze se
V neptiznivé dobe vyselektuji slabsi jedinci, coz miize op€t ovlivnit (tentokrat pozitivne)
budouci uroveni umrtnosti kohorty v nasledujicich obdobich (Wilmoth, 2006). Prostfednictvim
APC modela (nebo jejich ¢asti AP, AC nebo PC) se daji konstruovat piedpoveédi budouciho
vyvoje trovné imrtnosti, praktickou aplikaci lze nalézt napt. v diplomové praci Cadyho (2012).

Mezi dalsi metody patii predikce vyvoje neékterych funkcei z imrtnostnich tabulek (nejcastéji
sttedni délky Zivota). Takové predikce miizeme nalézt napf. v publikaci Ceského statistického
ufadu, kde se vramci prognodzy obyvatelstva uvazuje také vyvoj stfedni délky zivota
s naslednou dekompozici — tedy urcenim hlavnich vékovych skupin, kde se predpoklada zména
tmrtnosti (Cesky statisticky uiad, 2013).

V soucasnosti velmi oblibenou metodou modelovani a predikovani irovné tumrtnosti je také
metoda Lee-Cartera (Lee, Carter, 1992). Jedna se o prediktivni metodu, ktera odhaduje budouci
vyvoj specifickych mér umrtnosti. Ve své zakladni podobé kombinuje faktor primerné Grovné
umrtnosti pro ur€ity veék (nezavisly na Case), faktor obecné tirovné tmrtnosti (jeho vyvoj v case)
a vekove specifickou konstantu, ktera vyjadfuje, jak rychle nebo pomalu kolisd tmrtnost
v zavislosti na veéku, kdyz se méni obecna Groven tmrtnosti (Lee, Carter, 1992). Matematické
vyjadieni modelu bude podrobné&ji popsano v nasledujici kapitole (i s diskusi vyhod a nevyhod).
Obecné je nutné mit na paméti, Ze tato metoda (ve své zakladni podob¢) je zaloZena na predikci
transverzalnich dat do teoreticky libovolné vzdaleného okamziku, miizeme tedy prostfednictvim
této metody odhadnout stiedni délku Zivota v libovolném roce (samoziejmé zakladem metody je
predikce vyvoje specifickych mér umrtnosti). Aplikaci Lee-Carterovy metody na projekci
vyvoje umrtnosti na nemoci ob&hové soustavy v Ceské republice se vénovala Habartova (2009).
Soucasti ¢lanku je také struény popis obecné formy Lee-Carterovy metody.

Model zaloZeny na kombinaci pouze véku a Casu se jevil jako nedostatecné specifikovany,
coz vedlo k tomu, Ze rizné dalsi studie rozsitovaly Lee-Carterovu metodu zahrnutim kohortniho
faktoru do modelu. Mezi nejznaméjsi patii prace Renshawa a Habermana, ktera rozSifuje
zakladni Lee-Carterovu metodu pravé o zahrnuti kohortniho faktoru (Renshaw, Haberman,
2006). Srovnani s nékterymi dal§imi modely (AP, AC) Ize nalézt také v praci Alaie a Sherrise
(2012).

Modifikacemi Lee-Carterovy metody se zabyvaji mnozi dal$i odbornici, napf. v ¢lanku
Andeeva a Vaupela miizeme nalézt modely rozvijejici Lee-Carteriiv model, zaloZzené na rtiznych
(alternativnich) piedpokladech budouciho vyvoje tmrtnosti (Andeev, Vaupel, 2006).

Vétsina takovych piistupd, které jsou definovany jako regresni model, vSak Casto vyzaduje
narocny statisticky software. RozSifovani modell o dalsi faktory vede k nartstu poctu
proménnych a vysledny model tak muze mit i n¢kolik set proménnych (napt. Alai, Sherris,

2012). Reseni takové ulohy je pak pochopitelné naroéné na technické vybaveni.
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Zvlastni skupinou modeltl, které se vénuji analyze imrtnosti, jsou modely, které nemodeluji
ptimo hodnoty konkrétnich specifickych umrtnostnich mér, ale jejich vzajemné vztahy. Jde
zejména o poméry mezi jednotlivymi mérami a jejich vyvoj Vv case. V praci Habermana
a Renshawa je napf. modelovany vyvoj rozdilu mér umrtnosti konkrétni vékové skupiny mezi
dvéma cCasovymi obdobimi (dvéma roky). Autofi tento vyvoj oznacuji jako ,,mortality
improvement a odhaduji tak tedy ,,rychlost zlepSovani“ umrtnosti pro konkrétni vékovou
skupinu v budoucnu (Haberman, Renshaw, 2013).

Dal$i moznosti je analyzovat vyvoj pomért (nebo rozdilll) mezi specifickymi mérami
umrtnosti dvou vékovych skupin v ¢ase. Analyza rozdilti byla publikovana (Mazouch, 2010),
ale tento pristup se nejevil jako optimdlni. Modelovani poméra se vénuje napt. prace Borgera
a Aleksice (2013), Mazoucha (2009), Mazoucha a Hulikové Tesarkové (2010) nebo Mazoucha
a Hulikové Tesarkové (2012). Podrobné&jsi popis zminénych metod bude v nasledujici kapitole.

Protoze zminény piehled moznych pfistupti k modelovani umrtnosti neni v zadném piipadé
uplny a mé za ukol pouze naznacit sméry, kterymi se lze ubirat, bylo by vhodné zminit nékteré
piehledové publikace, které se predikovanim umrtnosti zabyvaji. Neni ptekvapive, Ze velka cast
publikaci, obsahujicich takové modely, vznikd na zakazku komer¢nich spolecnosti, tedy
pojistoven nebo penzijnich fondd. Takové obsahlé piehledy i s aplikacnimi ptiklady mizeme
nalézt naptiklad v publikaci Cairnse a kol. (2009) nebo Pitacca a kol. (2009).

Dalsi diskuse technickych parametrti vybranych modeld bude soucasti nasledujici kapitoly,

vénujici se metodickému vymezeni problému.
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Kapitola 2

Zdrojova data a diskuse metodologie modelovani umrtnosti

V této kapitole budou piedstaveny datové zdroje, na kterych budou nasledné v kapitole 3
ilustrovany vysledky aplikace metodickych postupti. Soucasti metodické Casti kapitoly, jejiz
stéZzejni Cast je popis vlastni metodiky predikce kohortnich mér umrtnosti, je také detailn&jsi
popis nékterych jiz zminénych postupt z predchozi kapitoly, které tak rozSifuji diskusi
s literaturou. V zavéru je zminéna stru¢na metodika konstrukce umrtnostnich tabulek a piistupy
pro hodnoceni vlastnosti ¢asovych fad.

2.1 Zdrojova data

Protoze je kvalita a konzistence dat pro analyzu velmi dulezita, byla jako zdroj dat v praktické
¢asti této prace zvolena Human Mortality Database (Human Mortality Database, 2012).
Zakladni zemi, za kterou budou provedeny vybrané analyzy, bylo zvoleno Svédsko. Data
z HMD jsou pro Svédsko dostupna jiz od roku 1751 (v piipadé sledovani poétu zemielych podle
kalendainiho roku). Kohortni data, jsou z HMD dostupna jiz od kohort s rokem narozeni 1676
(do roku 1981). Pouzita data jsou ve formé specifickych mér umrtnosti a ve struktufe 1 x 1, coz
symbolizuje tdaje za jednotlivé roky kohort i véku. Specifické miry umrtnosti my, jsou pak
spoCteny jako

D
Mez =352 (1)

kde x je v€k pii poslednich narozeninach (dokonéeny vek), z je rok narozeni ptislusné kohorty,
Dy, pocet zemielych ve véku x z kohorty z a Py, je exponovany pocet osob ve véku x z kohorty
Z.

Pro lepsi ilustraci viz nasledujici Obr. 1, kde je Cervené vyznacen 1. hlavni soubor udalosti
kohorty narozené napf. vroce 1938 ve v€ku 1 rok a zelené vyznacen odhadovany pocet
exponovanych osob, zde uvazovany jako stfedni stav — pocet jednoletych osob k 31. 12. 1939
(koncovy stav roku 1939) resp. k 1. 1. 1940 (pocate¢ni stav roku 1940).

V ptipadé Ceské republiky jsou data v ramci Human Mortality Database dostupna od roku
1950 (transverzaln€) resp. od kohorty narozené 1871 (do roku 1981). Usporadani dat je stejné
jako v piipadé Svédska.



Petr Mazouch: Generacni umrtnost a jeji modelovani 18

Obr. 1: Lexisiv diagram, cervené oznacen 1. hlavni soubor uddlosti Dy, a zelené exponovany pocet

obyvatel Py,

1938 1939|1940/1941 /1942 1943 1944 1945
Kohorta

2.2 Metodologie modelovani umrtnosti

Predikci Uimrtnosti, jak bylo ¢aste¢né popsano v uvodni casti, je mozné zalozit na riznych
ptistupech. V néasledujici Casti bude pozornost veénovéna diskusi rGznych piistupti, které
modeluji vyvoj specifickych mér timrtnosti s dirazem na metody, které modeluji jejich vztahy.
Jsou zde diskutovany také piistupy, jejichz aplikace nebudou soucasti kapitoly s vysledky, ale
jejich popis umozni porovnani téchto ptistupt s hlavni popisovanou metodou. Cilem je diskuse
zékladnich principt béZné uzivanych metod, vybrané aspekty jednotlivych z nich pak budou
uvazovany pro vyuziti v dale navrhovaném alternativnim pfistupu.

V dalsi ¢asti metodologie modelovani umrtnosti bude navrzen postup odhadu kohortnich
mér umrtnosti na zakladé vlastni metodologie. Posledni ¢ast této podkapitoly je vénovana
metodickému popisu konstrukce umrtnostnich tabulek a ptistupt k modelovani ¢asovych fad,

coZ je nezbytné pro analyzu vysledkd v nasledujici kapitole.

2.2.1 Diskuse vybranych pristupt modelovani amrtnosti
V tivodni kapitole v casti diskuse s literaturou byla zminéna celd tfada pfistupi, které se pfi
modelovani Gmrtnosti v sou¢asné dobé vyuzivaji. Zakladni principy nékterych z nich budou
popsany v nasledujici ¢asti.

Gompertz-Makehamova funkce (dale znacena jako GM), ktera se vyuziva zejména
pro vyrovnavani mér tmrtnosti ve vyssich vécich pii konstrukci tmrtnostnich tabulek, ma tvar

my =A+ B *c*, 2

kde m,, je mira imrtnosti ve véku X, ¢len A je konstanta vyjadiujici Groven tumrtnosti nezavislé
na véku a ¢len B * ¢* vyjadiuje ¢ast imrtnosti zavislou na véku (Fiala, 2005).

Zminéna funkce se zda byt teoreticky jednoduchad, ale jeji feSeni, odhad vsech tii parametri,
uplné snadné neni. Pro podrobnéjsi popis odhadu parametrii je mozné postupovat napi. podle

Fialy (2005). Pii hledani feSeni je nutné ucinit n€kolik subjektivnich rozhodnuti a samotné
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feSeni je pak tedy mozné casteéné ovlivnit. Vice ktéto problematice nalezneme v praci
Hulikové Tesarkové (2012).

Protoze Gompertz-Makehamovu funkci 1ze aplikovat na kohortni i na transverzalni data, je
vhodné definovat také specifické miry umrtnosti periodické, tedy kombinujici vék a kalendaini
rok udalosti (tfeti variantu, ktera kombinuje kalendaini rok a rok narozeni, neni pro potieby této
prace nutné definovat — nebude dale nijak analyzovana), tedy tzv. 3. hlavni soubory udalosti (tj.

kombinace veku a kalendainiho roku) 1ze psat:

Mo =22, ®)
kde x je dokonéeny vék, t je kalendaini rok, ve kterém sledujeme pocet zemielych, D, poCet
zemielych ve veéku X Vvkalenddinim roce ta Py; je exponovany pocet osob ve véku
X V kalendainim roce t.

V piistupu Gompertz-Makehama (mozna jesté 1épe v puvodnim vyjadieni Gompertze) I1ze
nalézt predpoklad konstantniho koeficientu riistu umrtnosti s vékem, ktery je ve vyrazu (2)

vyjadfen jako c. V ptipad¢ transverzalniho ptistupu by bylo mozné tento koeficient vyjadfit jako

m
ary e = mx:tt ) (4)

kde ar,; je pomér periodickych specifickych mér podle véku, X je dokonceny vék, tje
kalendaini rok ve kterém sledujeme piislusnou specifickou miru umrtnosti, my; je spocteno
na zaklade (3).

V ptipadé kohortniho pfistupu by pak koeficient riistu bylo mozné vyjadtit jako

m
ary, = —*=-, (5)
My—1,z

kde ary, je pomér kohortnich specifickych mér podle vé€ku, x je dokonceny vk, z je rok
narozeni piislusné kohorty, my, je spocteno na zakladé (1).
Pro Gompertzovo ¢ by pak platil predpoklad, Ze:

ATyt = ATxt1t (6)

resp.

ATz = ATy 41,z » (7)

v pripadé kohortniho piistupu, neboli, pfedpoklada, ze hodnota ¢ je konstantni pro vSechny
hodnoty véku. Pochybnosti o tomto pfedpokladu miizeme nalézt v ¢lanku Koschina (1999) nebo
Thatchera a kol. (1998), kde se v nejvyssich vécich nepiedpokladad exponencialni rist imrtnosti,
ale spiSe zpomaleni rychlosti jejiho ristu.

Protoze predpoklad o konstantnim koeficientu rustu, definovaném jako (6) nebo (7), byl
z pocatku také jednim z predpokladi vlastni metody vypoctu kohortni prognozy (popsané dale),
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oveéfeni tohoto piistupu bude na empirickych datech provedeno v nasledujici kapitole, kde bude
zietelné, ze koeficient rustu neni konstantni ani v mladsich vécich.
Lee-Carterova metoda (LC) ve své zakladni podobé, definovana Lee a Carterem (1992)

uvazuje, Ze
In My = Ay + By * K¢ + Extr (8)

kde m,, je mira imrtnosti ve véku X a v Case t, a,, je primérny vékovy profil umrtnosti, 3, je
vekove specificka konstanta, k; je index umrtnosti v Case t a €, ¢ je reziduum, tedy vlivy, které
nejsou vysvétleny modelem.

Pti bliz8im popisu jednotlivych komponent vyrazu (8) lze fici, Ze @, je prumérny vékovy
profil umrtnosti (podrobnéji viz déle), ktery neni zavisly na case. Parametr B,, vékove
specificka konstanta, ukazuje, jak citlivé reaguje imrtnost ve véku X na zménu k,. Zde je mozné
nalézt ur¢itou podobnost s parametrem B z GM.

Jediny ¢len, ktery je zavisly na ¢ase t (a naopak nezavisly na véku Xx), je parametr k;, index
celkové urovné umrtnosti v Case t. Je tedy zfejmé, ze zdkladem predikce bude odhad vyvoje
parametru k; Vv Case, tedy trend vyvoje Grovné amrtnosti. Parametr b, pak tento trend umocnuje
(nebo 1épe multiplikuje) podle toho, zda je v urcitém véku umrtnost vyss§i nebo nizsi nez trend
(Pitacco a kol., 2007).

Odhad vyvoje k; je zalozen na Box-Jenkinsové metodologii (vice o této metodé napi. Arlt,
Arltova, 2005). Jakmile jsou odhadnuty budouci hodnoty obecného indexu umrtnosti k¢, pak je
teprve mozné odhadnout také budouci hodnoty specifickych mér umrtnosti (Habartova, 2009).

Jak pise Habartova (2009) nebo Pitacco a kol. (2007), odhad regrese nelze provést klasickou
metodou nejmensich ¢tverct, ale je nutné pouzit metodu rozkladu matice — Singular Value
Decomposition (SVD). Z divodu nalezeni pouze jednoho feSeni, je nutné piijmout dalsi
podminky, bez nichZ by nebylo jednozna¢né feSeni mozné najit (Pitacco a kol., 2007):

xBr=1, 9

cle =0 (10)

Pfi dodrZeni téchto podminek je ziejmé, Ze hodnoty a, jsou rovny prumérnym hodnotdm
In(m,,) v ¢ase (Habartova, 2009).

Odhad m, 4+, pak vypada nasledovné:
Myrr1 = €XP A + By ¥ ke = Myp ¥ €XP By ¥ Kp —Keoq (11)

kde m,, je mira imrtnosti ve véku X a V Case t, a,, je primérny vékovy profil umrtnosti, B, je
vékove specificka konstanta, k; je index imrtnosti v ¢ase t (Pitacco a kol., 2007).
Obr. 2 ilustruje predikci budoucich mér imrtnosti, zalozenou na transverzalnich hodnotach

specifickych mér tmrtnosti, které se na zakladé modelu predikuji do budoucnosti.
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Jedna znevyhod LC metody se tykd nahodné slozky &, ze zdkladni rovnice (8) LC
modelu. U té se predpoklada jeji homoskedasticita?, ktera je zakladnim predpokladem pro feseni
Gilohy prostiednictvim metody nejmensich ¢tverci (MNC). Pozadavky na vlastnosti nahodné
slozky popisuje napf. Arlt a Arltova (2005). Kromé nulové stfedni hodnoty &, ¢ (ktery je ziejmé
vLC splnén) je druhym pozadavkem konstantni rozptyl nahodné slozky. Splnéni druhé
podminky je v pfipad¢ imrtnosti t€éméf nemozné, protoze rozptyl (variabilita) mér imrtnosti
roste s vékem (Pitacco a kol., 2009).

Brouhns a kol. publikovali modifikaci odhadu mér umrtnosti na zékladé LC metody, kde
neni nutné dodrzet zminéné podminky homoskedasticity. Misto odhadu budouci miry umrtnosti

se pokusili odhadnout pocet zemfielych pti pouziti Poissonova rozdéleni (Brouhns a kol., 2002).

Obr. 2: llustrace LC modelu — odhad budoucich hodnot mér iumrtnosti v roce 2020 na zdkladé vyvoje

mér umrtnosti do roku 2013
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Pozn. Cervené jsou oznaleny 3. hlavni soubory udalosti, na zakladé kterych se odhaduji specifické miry Gimrtnosti

v budoucnu (konkrétné v r. 2020). Svétle zeln€ je vyznacena plocha, ke které se odhad vztahuje.

2 Nahodné chyby &, maji konstantni a koneény rozptyl E e2 = o2 (Meloun, Militky, 2002)
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Predpoklad Poissonova rozdéleni tika, ze pocet zemtelych ve véku X v kalendainim roce t je

nahodna veli¢ina popsana
Dx,tNPO Px,t * Uyt (12)

kde D, . pocet zemielych ve véku X v roce t, P,; je exponovany pocet osob ve véku X v roce t,
Uy ¢ j€ intenzita imrtnosti a vyraz Po P, * U, znamend, Ze ndhodna veli¢ina ma Poissonovo
rozd€leni s parametrem Py . * [y ..

Brouhns a kol. uvazovali log-bilinearni intenzitu iimrtnosti, coz je mozné vyjadrit jako
In pyee =ay+ By *ky, (13)

kde a, je pramérny v&kovy profil umrtnosti, 8, je vékové specificka konstanta, x; je index
umrtnosti v ¢ase t. Tedy vyraz je téméf totozny s (8) s vyjimkou rezidui, ktera v tomto vyjadieni
nejsou. Odhady parametrii se V tomto piipadé neprovadi pomoci MNC, ale jsou odhadovany na
zakladé metody maximalni vérohodnosti (Brouhns a kol., 2002).

Z vyse uvedeného vyplyva, ze zdkladem metody LC je modelovani parametru i;, pro néjz
se vyuziva metody Box-Jenkinse (i Brouhns a kol., 2002 vyuzili této metody). Zajimavou
moznost nahrazeni tohoto parametru nabizi ve své praci Buettner (2002). Misto parametru k;
vyuziva konstrukce modelti umrtnostnich tabulek (k metodice jejich konstrukce viz dale)
a funkce e, tedy stiedni délky Zivota pii narozeni. Do LC modelu tak byl implementovan misto
indexu umrtnosti index reflektujici vyvoj Urovné stiedni délky zivota (coz je také jeden

z ukazateld irovné imrtnosti). Pak model vypada nasledovné:
In my, =a,+fy*ket Exp, (14)

kde m, . je mira imrtnosti ve véku X pfi konkrétni trovni ey, @, je primémy vékovy profil
umrtnosti, B, je v€kové specificka konstanta, k., je index trendu stfedni délky Zivota
pfinarozeni a &,, je reziduum, tedy vlivy, které nejsou vysvétleny modelem. Model touto
upravou ztraci informaci o ¢ase (neni zde indeX t) a je vazany na hodnotu e, (Pitacco a kol.,
2009).

Modifikace LC modelu, kterou provedli Renshaw a Haberman (2006) byla svym
zpusobem revolucni, protoze zavedli do modelu dalsi faktor, kterym byl vliv kohorty. Tim se

vvvvvv

In m,; =a,+InF x,t, (15)

kde m, . je mira amrtnosti ve v€ku X a v Case t, a, je primérny vékovy profil Gmrtnosti

aF x,t jeredukéni faktor umrtnosti, ktery 1ze vyjadrit jako

F x,t =exp B)So) *le_x t ngl) * I (16)
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kde ﬂ,go) * [, _, znazoriuje kohortni efekt a ﬁ,gl) * I, je efekt periody. Je ziejmé, Ze pivodni LC
model je jen specificky druh (16), kdy ﬁ,ﬁo) = 0. Podobn¢ jestlize ,8,51) = 0, pak se jedna o

model AC (Renshaw, Haberman, 2006).

Rozsifeni modelu o efekt kohorty zpusobuje uréité komplikace pti hledani feSeni. Zakladni
problém tkvi ve vztahu

kohorta + vek = perioda, a7

tedy v situaci, kdy kombinace dvou proménnych je tfeti proménna. Vice o feSeni tohoto
problému miizeme najit v clanku zabyvajicim se aplikaci APC modeli v demografii, ktery
publikoval Wilmoth (2006). Praktické pouziti tohoto p¥istupu také vyuzil Cady (2012) ve své
diplomové praci, kde diskutuje moznosti feseni zminéného problému zavislosti kohorty, véku
a periody.

Reseni problému v zahrnuti kohortniho efektu do LC modelu lze nalézt v praci Rensawa

a Habermana (2006). Na stejném misté mizeme nalézt také postup pro predikci mer umrtnosti:

My tp+s = My, * Fxty+s = My, *

0 1
* eXp :895 ) * lp—x+s ~ le,-x + 95 ) * Ktn+s - Ktn , (18)

kde my ¢ +s je odhad miry imrtnosti ve véku X, v Case t,, + s, t;, je pocatecni rok predikce, S je
délka predikce, m,; je mira mrtnosti ve véku X V po¢atecnim roce predikce, F x,t, +5 je
redukéni faktor Umrtnosti, JSO) je vekoveé specifickd konstanta kohortniho efektu, tp _yis
a g, j€ index kohorty t, —x + s, resp. t, —x + s a Ky 45 @k, je index Gmrtnosti v obdobi
ty + S, resp. t,.

Modelovani zmén (rozdili) mér amrtnosti je posledni oblast modelovani umrtnosti, které
bude v metodické ¢asti vénovana pozornost. Na ni pak navazuje podkapitola vénujici se popisu
vlastni metody predikce imrtnosti, jejiZ princip je také zalozen na modelovani zmén Gmrtnosti.

V ¢lanku Habermana a Renshawa (2013) muazeme nalézt projekéni pfistup, zaloZeny
na analyze diferenci mér imrtnosti. Haberman a Renshaw v ¢lanku uvazuji, Ze spocteme-li
rozdily mér mrtnosti podle v€ku (M, _1¢—1 — My —1), pak jsou (s vyjimkou moZného vykyvu
zptisobeného nehodami) vétdinou negativni. Jestlize pak jesté¢ nahradime m, ._, hodnotou m, .
(vyvoj mezi dvéma roky je zanedbatelny), mizeme stale oekavat zdporné hodnoty, které se
vyvijeji rostoucim trendem respektujicim efekt starnuti (Haberman, Renshaw, 2013).

Haberman a Renshaw se rozhodli modelovat veli¢inu z, ;, které je dana vztahem

m
1t

Zyp = 2% — il (19)

m
14—t
My, t—1

kde m, . je mira umrtnosti ve véku X a v ¢ase t. Odhad miry Gmrtnosti pak bude dle (19)

vypadat nasledovné
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_ 2=Zx+jtn+j
Mytjtn+i = Mytj-1ty+j-1 * Dt Zrejine) tn” : (20)
Stn
kde m,, je mira umrtnosti ve véku X a Vv Case t, t, je pocatecni rok predikce, j je pocet let
predikce (Haberman, Renshaw, 2013).
Kombinaci modeld vyuzivajicich zmén mér tmrtnosti a APC modeld se zabyvali autofi

Borger a Aleksis (2013), kteti zvolili jako ukazatel vyvoje umrtnosti vztah definovany jako

voxt = betmimdot g Axt (21)
qx,t—1 Ax,t—1
kde g, je pravdépodobnost umrti ve véku X a v Case t.

Veli¢inu v x,t pak nasledné vyjadtili prostiednictvim APC modelt:
VXt =a+ Pt Cox t Ex (22)

kde x je vek, t je obdobi, a, je vékové zavisla komponenta, p; je komponenta obdobi, c;_, je
kohortni komponenta a €, ¢ je reziduum (Borger, Aleksis, 2013).
Autofi pak ptechazi, z dtivodu lepSich vlastnosti pro modelovani, na ukazatel redukce

umrtnosti

rxt =1—v x,t =—2t (23)

i)
Ax,t—1

kde g, . je pravdépodobnost umrti ve véku X a v Case t (Borger, Aleksis, 2013).

2.2.2 Popis zakladnich principl navrzené alternativni metody predikce
Projek¢ni model, ktery je detailn€ vysvétlen a popsan v nasledujici Casti a stal se zakladem této
diplomové prace, byl v jeho prvni navrzené podob¢ publikovan jiz v roce 2009 jako vysledek
jednoduchého modelovani umrtnosti zaloZzeného na mérach umrtnosti a jejich vzajemném
vztahu. V ¢lanku Mazoucha (2009) byly prezentovany hodnoty podil mér umrtnosti, zalozené
na vztahu (4)

m
ary e = mx:t,t ) (4)
kde ary; je pomér transverzalnich specifickych mér podle vé€ku, x je dokonceny vék, t je
kalendaini rok ve kterém sledujeme ptislusnou specifickou miru umrtnosti, my; je spocteno
na zaklade (3).

Vysoka variabilita mér pomért ar, . vedla k tomu, Ze hodnoty byly vyrovnany klouzavym
praimérem. I pfes to nebyly vysledky pfili§ uspokojivé, coz bylo pfisuzovano transverzalni
povaze dat (Mazouch, 2009).

V dal8ich ¢lancich pak byla nasledné vyuzZita jiz data kohortni (Mazouch, 2010; Mazouch,

Hulikova Tesarkova, 2010; Mazouch, Hulikova Tesarkova, 2012), pfesto 1ze pozorovat u jinych
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autorti, ze transverzalni zplisob povazuji za vhodny (Haberman, Renshaw, 2013, Borger,
Aleksis, 2013).

Mazouch (2010) a Mazouch a Hulikova Tesarkova (2010) analyzovali kohortni data, kdy
byly hodnoceny vztahy (5) a novy vztah (24), tedy

My, z
Wz = ®)
kde ary, je pomér kohortnich specifickych mér podle v€ku, X je dokonceny vé&k, z je rok
narozeni piislusné kohorty, my, je spocteno na zaklade¢ (1) a

adx,z =My z — My_12 (24)

kde ady, je rozdil kohortnich specifickych mér podle véku, X je dokonceny veék, z je rok
narozeni piislusné kohorty, my, je spocteno na zakladé (1).

Mazouch a Hulikova Tesarkova (2012) pak vyuzili pfedchozi analyzy kohortnich dat ke
konstrukci vlastni metodiky odhadu budouciho vyvoje kohortnich mér umrtnosti, jejiz zakladni
principy budou popsany v této Casti.

Vlastni model odhadu budoucich specifickych mér tmrtnosti je zalozen na vztahu (5),
divodem jsou piedpoklady o vyvoji tohoto ukazatele v ¢ase (viz dale).

Jestlize plati (coz predpoklada ve svych Givahach také Gompertz, 1825 aj.), Ze od urcitého
véku (napf. 30 let)

mx,Z > mx—l,z ’ (25)

pak musi byt hodnota ar,, > 1 a také ad,, > 0 (Mazouch, 2010).

Pokud by se podafilo z vyvoje ary, zjistit ur¢itou pravidelnost (nejlépe monoténnost
vyvoje), pak by nebylo nutné modelovat v§echny miry umrtnosti, ale sta¢ilo by modelovat miru
jednu a ostatni od ni diky znalosti vyvoje ary, konkrétni kohorty, dopocist. Tento fakt lze
povazovat za zakladni my$lenku popsaného zplsobu modelovani kohortni imrtnosti a moznosti
jeji predikce.

Situaci (a zakladni pfedpoklad metody) ilustruje Obr. 3, kde je vyzna¢ena kohorta narozena
vroce 1953 a jejiz informace o0 vyvoji umrtnosti kon¢i vroce 2013 (informace o trovni
umrtnosti V dalSich letech nejsou k dispozici). Dalsi vyvoj imrtnosti sledované kohorty je tedy
nutné odhadnout. Pokud by jednotlivé hodnoty ary, pro véky 60 a vice let vykazovaly
systematicky (nebo jinak odhadnutelny) pribéh v case (tedy mezi kohortami), pak na zakladé
odhadu ary 1953, 1ze odhadnout i zbyvajici pribéh mér tmrtnosti kohorty narozené 1953, tedy
obecné ary 1953, kdem =x + 1, x + 2, ..., w.

Tento postup vyzaduje kvalitni analyzu empirickych hodnot ary,. Vyvoj by mél byt v ¢ase
stabilni, aby hodnoty mohly byt vyuzity v modelu predikce mér imrtnosti. V této Casti prace je
mozné stanovit urCité teoretické predpoklady, zaloZzené na vysledcich z ¢lanku Mazoucha
a Hulikové Tesarkové (2012), které¢ by vedly k nepfili§ slozitému modelu predikce a jejichz

naplnéni bude ovéteno v nasledujici kapitole na realnych hodnotach.
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Timto ptedpokladem je konstantni hodnota ary, pro vSechny uvazované kohorty,
ATyz = Ax,z+1 (26)

kde ary, je pomér kohortnich specifickych mér podle véku, X je dokonéeny vék, z je rok
narozeni ptislusné kohorty (Mazouch, Hulikova Tesarkova, 2012).

Tento predpoklad se zda byt velmi striktni a v praxi tézko dosazitelny (jak se ukaze
Vv kapitole vysledkl, neni vSak tak vzdalen od reality). Znamenal by, Ze koeficient rdstu
umrtnosti mezi dvéma konkrétnimi véky je pro jakoukoliv kohortu stale stejny, tedy konstantni
(v kapitole diskuse bude rozebran i pfistup, ktery nevyzaduje toto relativné striktni pravidlo
konstantni urovné) a jeho budouci vyvoj (hebo vtomto pfipadé uroven) tak lze odhadnout
na zakladé¢ minulé hodnoty (Mazouch, Hulikova Tesarkova, 2012).

Obr. 3: llustrace principu metodického postupu odhadu kohortnich mér umrtnosti (kohorta 1953)
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Pozn. Cervené (a tmavé zelend) jsou oznaleny zndmé hodnoty, na zakladé kterych se odhaduji koeficienty ary ;.
Tmavé zelené je oznatena plocha znamych hodnot kohorty 1953. Sipky znazoriiuji smér aplikace hodnot ary, na

specifické miry umrtnosti. Svétle zelné je vyznacena plocha, ke které se odhad vztahuje.
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Protoze data budou jist¢ vykazovat urcitou variabilitu (tedy vztah (26) nebude platit
doslovné, protoze koeficienty rastu pro vék x budou v ¢ase kolisat), pak by bylo dobré, aby dané
¢asové fady koeficientd ar, , pro konkrétni vék x byly mezi jednotlivymi kohortami alespoil
stacionarni’ (0 testech a vlastnostech stacionarnich ¢asovych fad viz oddil na konci této
kapitoly), tedy ar, , = ary ;41 = ary 4, = - = k, kde k je konstanta.

Z divodu variability ary, v ¢ase (tedy mezi jednotlivymi kohortami), je pro konkrétni
modelovanou kohortu z nutné urcit hodnoty ar, ,, pro jednotlivd X, prostfednictvim napf.
primérné hodnoty, tedy pro kazdé X spocteme ary ,, s z h predchozich kohort. Pak mizeme
hodnoty ary , ,, s VyuZit pro odhad budoucich hodnot mér umrtnosti kohorty z do budoucna.

Pro odhad ar,, ,, s je mozné vyuzit nékolika zptsobi, napf.

noaklxar, ,_p_
ATy gy = =22k prox=s,...,0-1 (27)

h=o ak—-1

kde ary,,s je primérnd hodnota poméru kohortnich specifickych mér podle véku (pro
konkrétni v€k X v ramci vSech uvazovanych kohort, tj. pro v§echny hodnoty z), X je vék (jehoz
maximem je posledni vék, pro ktery lze spoCist ary ;), Z je rok narozeni kohorty, a je véha
nabyvajici hodnot (0;1), kterou lze pfedem subjektivné zvolit podle pozadované paméti modelu
(viz dale), n je pocet kohort, které se do vypoctu zapoc€itavaji a s je nejnizsi vek, pro ktery
zaCiname pocitat ary ; , .

Jedna se tedy o vazeny primér ar, , Z n predchozich kohort pro konkrétni v€k X, jehoz vahy
ak=1 pro k =1, ..., n exponencialné klesaji smérem do minulosti s riistem k (¢im vzdalengjsi
hodnota, tim mensi vaha). Timto je zajiSténa urcita ,,omezena™ pamet’ modelu, kdy nejsou do
vypoltu zapocitavany vSechny historické kohorty (jestlize je jejich pocet nizsi nez n, pak
pochopitelné ano) a navic jejich vaha se smérem do minulosti zmensuje.

Slozitost vzorce (zejména indexu U ar) je dana tim, Ze je nutné zajistit, aby byly do vypoctu
zahrnovany relevantni kohorty. Nize je uveden prakticky ptiklad vypoctu pro kohortu
narozenou Vv roce 1950, kdy je odhad budoucich mér timrtnosti realizovan pro véky 60 a vice let
a kdy je do vypoctu zapoéitavano 40 piedchozich kohort (n = 40). Pro ptiklad uvazujme, ze
0 kohorté 1950 je v obdobi konstrukce odhadu budouciho vyvoje umrtnosti znama posledni
hodnota miry umrtnosti pro vék 59 let. Pro odhad ary,, s ve véku 60 je tedy nutné mit
informaci o arovni argg ,, ¢ za 40 piedchozich kohort (tedy z = 1910, ..., 1949). Pro odhad
arg1 zn,s j€ VSak nutné pocitat s kohortami opét o jeden rok star$imi, tedy z obdobi 1909-1948,
protoze za mladsi kohorty vtomto véku jesté empirickd data nejsou znama, atd. Posun o
nalezity pocet kohort zpét je ve vzorci (27) zajistén praveé indexem (z — k — x + s) u ¢lenu ar.

Ptiklad praktické aplikace vzorce (27) pro kohortu narozenou 1950 (z = 1950), pro veky 60
(j. vypocet prvni primémé hodnoty bude pro v€k s = 60) a vice let a pro n = 40 (bude vyuzito
informace z piedchozich 40 let) vypada nasledovné:

¥ Vykazovaly konstantni trend — viz podkapitolu 2.2.4
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Pro vék 60 let:
0 1
_ 0" *QATe,1950-1-60+60 , & * AV60,1950-2-60+60
ar60,1950,40,60 = 20 k-1 + 0 k-1 + -
0 k=0
a3 x ar,
60,1950—40—60+60
40 k-1
k=0
0 1 39
_ @ *ATgp,1949 A * AT0,1948 a”" * arep,1910
40 k-1 40 k-1 40 k-1
k=0 & k=0 & k=0 &

Pro vék 61 let:

0 1
_ 0" *QATe1,1950-1-61+60 , & * AV61,1950-2-61+60
a761,1950,40,60 = 20 k-1 + 10 k-1 + -

39
a~" * ATg1,1950-40—61+60

40 k=1
a x ar, al *ar, a3 xar,
_ 61,1948 61,1947 61,1909
=T"%0 k-1 0 k-1 20 k-1
k=0% k=0& k=0&

Pro vék 100 let:

0 1
_ 0" *0ari00,1950-1-100+60 , & * AT100,1950-2-100+60
ar100,1950,40,60 = 10 k-1 + 20 k-1 + -
k=0 k=0

39
n a™" * ar100,1950-40-100+60
40 k-1
k=0 &

0 1 39
_ @ *0ar1p0,1909 |, @~ * AT100,1908 a" * aripo,1870

20 k-1 40 k-1 20 k-1
k=0 & k=0 & k=0 @

Dalsi moznosti odhadu ary , ,, s je vyuziti napf. zpiisobu

25Ty z—x4snt 75T x z—x+sn
Ay zns = > ) (28)

kde ary ,, s je primérna hodnota poméru kohortnich specifickych mér podle véku, X je vek,
Z je rok narozeni kohorty, ,5a7y ,_x4syn j€ hodnota dolniho kvartilu (25. percentilu) uréeného
z n poslednich hodnot ary, pfedchazejicich kohorté z — X +'s, ;5ary ;_x4+sn je hodnota horniho
kvartilu (75. percentilu) urceného zn poslednich hodnot ary, predchazejicich kohorté
Zz—-Xx+sasje nejnizsi vk, pro ktery zaCiname pocitat ar, , a n je pocet kohort které se do
vypoétu zapocitavaji.

Opét je zde (identicky jako v ptipadé vzorce (27)) nutné zajistit posun zahrnovanych kohort
smérem do minulosti, aby byly do vypoétu zahrnuty pouze kohorty, za které jsou v dobé

vypoctu jiz znama empiricka data.
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Tento piistup miZe, vzhledem k moznym extrémnim hodnotam ar, ,, vykazovat vyssi
robustnost vysledkii. Na druhou stranu je zde opravdu nutné dodrzeni podminky piedpokladu
stacionarity hodnot ar, , v ¢ase (viz kapitolu 2.2.4).

Dilezitym krokem je volba véku, ktery bude zakladem pro ndsledny odhad mér umrtnosti,
tedy o v€k v souladu s vySe popsanou symbolikou ozna¢eny jako s — 1 (teoreticky se jedna
0 veék, pro ktery je znama posledni hodnota iimrtnosti pro danou kohortu). Je tedy patrné, ze
vysledny odhadovany vyvoj timrtnosti konkrétni kohorty je zavisly na prvnim zvoleném véku,
od kterého bude imrtnost predikovana, resp. na hodnoté umrtnosti v tomto véku (dale znacena
jako bm, ;).

Protoze je vSak volatilita jednotlivych specifickych mér tumrtnosti velmi vysoka i zde je
nutné piistoupit ke stanoveni ,,zakladni* urovné umrtnosti (tj. vychozi Grovné umrtnosti bm, ,,
kde x =s—1) jinak nez prostym dosazenim empirické hodnoty (ktera mutze byt vlivem
nahodnych odchylek vychylena smérem k vyS$§im iniz§im hodnotam a ovlivnit tak cely
vysledek). Jednou z moznosti je spocteni ,,pramerné* miry umrtnosti, ktera by ptipadnou
volatilitu (extrémni odchylku) rozlozila do vice vékovych skupin v ramci kohorty. Zminovany
odhad zakladni hodnoty mtize byt tedy napt. ndsledujici:

bm, , = geomean My_4,, Myy4,

=° mx—4-,z * mx—3,z * mx—Z,Z * mx—l,z * mx,z * mx+1,z * mx+2,z * mx+3,z * mx+4-,z ’ (29)
kde bm, , je zakladni mira umrtnosti, X je vék a zje rok narozeni kohorty. Volba poctu
zahrnovanych mér Gmrtnosti do vypoétu neni zavazna, ale pfi poctu 9 by jiz mél davat
dostatecné robustni vysledek, ktery eliminuje nahodné vykyvy zakladni miry amrtnosti.

Po urceni vSech ar, , , ¢ pro vSechna X pro které bude probihat odhad imrtnosti u konkrétni
kohorty, je mozné modelovat imrtnosti dle nasledujiciho vzorce, kde nejprve zakladni roven

umrtnosti bm,. , vynasobime pfislusnym koeficientem ar,, ,, s:
mx+1,z = bmx,z * arx+1,z,n,s (30)

kde m,4,, je odhad m,.;,, X je vek, zje rok narozeni kohorty, bm, , je zakladni mira
umrtnosti, ary,,s je primérnd hodnota poméru kohortnich specifickych mér Umrtnosti

anasledn¢ dalsi hodnoty m,, ,, pro a = x+2,..., postupn¢ vypocteme dle
Mgz =Mg_1,z* ATy, (31)

kde m,, je odhad m,,, a je v&k, zje rok narozeni kohorty, ary ,, s je primérna hodnota
poméru kohortnich specifickych mér umrtnosti odpovidajici danému véku.
Nazorné¢ je vysledek aplikace vidét na Obr. 4. Hodnoty mér umrtnosti jsou nad 60 let véku

(coz je zakladni v€k) odhadovany, ervené je vyznacena zékladni mira imrtnosti bm, ,.
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Obr. 4: Predikce mér iumrtnosti od véku 60 let — ilustrativni p¥iklad
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Pozn.: do véku 60 let (v&etné) jsou tmrtnosti znamy, nad 60 let jsou odhadovany dle vztahu (30) resp. (31).

Kompletni postup vySe zminéného modelu je zndzornén na Obr. 5. Zakladem je pfevedeni

mér Umrtnosti m, , na poméry mér ary ,, nasledné odhad priimérnych koeficientil ristu ary , ,

a pfes odhad posledni empirické hodnoty bm,, az po konetny odhad modelovych mér

umrtnosti m, ,. Prakticka aplikace bude pfedvedena v nasledujici kapitole.

Obr. 5: Kompletni schéma modelu predikce kohortnich mér umrtnosti
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2.2.3 Konstrukce umrtnostnich tabulek
Pro hodnoceni nékterych vysledkli bude vyuzito ilustrace na hodnotach funkci umrtnostnich
tabulek, proto je vhodné, definovat vztahy mezi jednotlivymi funkcemi. Znaceni bylo pfevzato
z knihy Roubicka (1997) s jedinym rozdilem, kdy do indexu specifické miry umrtnosti byl
ptidan symbol z, aby bylo ziejmé, Ze se jedna o konstrukci kohortnich tabulek a mirnou upravou
formulace pocateCniho veéku, ktery vtomto piipadé nebude 0, ale 60 let a posledniho,
otevieného v€kového intervalu, ktery Roubicek nedefinoval.

Umrtnostni tabulky budou sestavovany pro vyssi véky, tedy neni nutné uvaZovat
problematiku Oletych, pro vSechny veékové skupiny jsou vypocteny z kohortnich specifickych
mér umrtnosti pravdépodobnosti imrti q, mezi pfesnymi véky X a x+1 (Roubicek, 1997):

2¥My

qx = (32)

- 2+my

Pravdépodobnost doziti p, pro vSechna X je spoctena jako jednotkovy dopln€k hodnoty
q, (Roubicek, 1997):

Px =1—qx. (33)

Hodnota pocti dozivajicich se presného veéku [, pro vSechna X je spoCtena postupné od

prvniho véku pomoci hodnoty p, (tamtéz):

Ley1 = Py * Ly, (34)

pricemz pro prvni vek, ktery je v tabulce uvazovan (kotfen tabulky) je hodnota [sz, rovna

100000, pak hodnota [¢4 je spo¢tena jako

Tabulkové pocty zemielych d, jsou spoéteny jako rozdil dvou sousednich hodnot [,
v umrtnostni tabulce (Roubicek, 1997):

dy = Iy = lysa. (36)
Ly = (Iy + Les1)/2, (37)

s vyjimkou posledniho otevieného vékového intervalu (znaceno jako Xx+; tento interval konci
vékem w — 1, kde vék w je prvni vek, kterého se nikdo nedozije), ktery se spocte jako podil
posledni hodnoty [,., am,,:

Ly, =, (38)
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ey

Pocet zbyvajicich let zivota populace zijici v dokonceném véku x T, je spocten jako
kumulace souborti Zijicich L, od nejvyssiho veéku tabulky w — 1 postupné az po nejnizsi vek
tabulky (60 let), tedy

Ty = Tx41 + L, (Roubicek,1997). (39)

Stiedni délka Zivota osoby ve véku X se vypocita jako pomér pocétu zbyvajicich let Zivota T,

a poctu dozivajicich se presného véku [,
Tx 7w
ex =7 (tamtéz). (40)
X

V umrtnostnich tabulkdch neni aplikovdna zadna metoda vyrovnavéani ¢i vyhlazovani,
uvedené vztahy (32)—(40) jsou tedy kompletni metodikou, ktera je v této praci pro konstrukci
umrtnostnich tabulek vyuzita.

2.2.4 Vybrané vlastnosti ¢asovych rad

Vyraz (26) ptedpokladal urCitou neménnost vyvoje hodnot ar, , V Case (mezi kohortami). Tato
neménnost (Konstantnost) je samoziejmé ve vztahu (26) definovana pouze jako teoreticky
(a velmi striktni) predpoklad, ktery je nutné ovéfit. Je proto nutné nejprve popsat vlastnosti
stochastického procesu (neboli Casové tady). Ty se daji popsat celou fadou nastroju. Jejich
obsahly vycet 1ze nalézt napf. v knize autorti Arlta a Arltové (2005). V této ¢asti bude zminéna
zakladni struéna teorie vlastnosti procesu bilého Sumu, ktery je definovan jako proces
stacionarni (Arlt, Arltova, 2005).

»Stochasticky proces lze definovat jako v ¢ase uspotradanou fadu nahodnych veli¢in X (s, t),
kde seSat €T akde pro kazdé t € T je X(-,t) nahodna veli¢ina definovana na vybérovém
prostoru S. Pro kazdé s € S je X(s,”) realizace stochastického procesu definovana na indexni
fad¢ T, tj. uspofadana fada Cisel, z niz kazdé odpovida jedné hodnoté indexni fady“ (Arlt,
Arltova, 2005, s. 30-31).

»Jestlize je stochasticky proces a; fadou nekorelovanych nahodnych veli¢in jednoho
pravdépodobnostniho rozdéleni s konstantni stfedni hodnotou E a; = pu,, konstantnim
rozptylem D a; = o2 a kovarianci y, = C a;,a;—, =0 pro viechna k # 0 (kde k znadi
zpozdéni — minula obdobi, pfedchazejici obdobi t), potom se takovy proces nazyva jako proces
bilého Sumu‘“ (Arlt, Arltova, 2005, s.34). Takova Casova fada nevykazuje zadny trend
a neexistuje v ni ani zadna opakujici se ¢ast (napf. sezoénnost nebo cyklus).

Pak je pro proces bilého Sumu autokorela¢ni funkce p,=1 pro k = 0 a p,= 0 pro k # 0, kde
autokorelacni funkci (ACF) rozumime

pro=——L— (41)

D(ap* D(as—r)'

pro niz plati v pfipad¢ stacionarniho procesu D a; =D a;_, = y,. Obecné vlastnosti ACF
jsou uvedeny Vv knize autorti Arlt a Arltova, 20035, s. 32.
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Kromé vlastnosti ACF, které vyjadfuji vztah mezi dvéma ndhodnymi veli¢inami lze
konstruovat jesté¢ parcialni autokorelacni funkci (PACF), kterd podava informaci o korelaci
veli¢in a; a awx ocisténou o vliv veli€in lezicich mezi nimi. Znaci se ¢y, a pro jeji vyjadieni viz
knihu Arlta a Arltové (2005), s. 33.

Pro proces bilého Sumu je nutné, aby i PACF méla stejné vlastnosti, jako ACF, tedy ¢y, = 1
prok=0a ¢y, =0prok#0.

Pro vyuziti v této praci je vSak nutné nalezeni urcitého kli¢e k urceni, zda je mozné dany
proces (jinak feceno vyvoj Casové fady) povazovat za bily Sum ¢i ne (nulové hodnoty ACF
a PACF pro k # 0 jsou pouze teoretickym piedpokladem). V tomto ptipadé bude vhodnym
nastrojem grafické zndzornéni vyvoje ACF, popt. PACF, které je mozné prostiednictvim tzv.
korelogramu.

Obr. 6: Korelogram funkce ACF a PACF
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Pozn.: Zpracovano v software Statgraphics for Windows 3.1. Pokud jednotlivé sloupce nepiekro¢i vyznalené
intervaly (pfiblizné hodnoty -0,2, resp. 0,2), pak jsou splnény podminky pro definici procesu bilého Sumu.

Jak ve svém clanku pisi Arltova a Arlt, korelogramy autokorelacni (ACF) a parcialni
autokorelac¢ni funkce (PACF) se pouzivaji vétSinou pro posouzeni, zda fada rezidui ma
charakter tzv. bilého Sumu. Je ucelné pouzit jejich grafy pii modelovani casovych fad.

Jednotlivé sloupce autokorelaéni funkce vyjadiuji silu linearni zavislosti mezi hodnotami
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Casové ftady. Prvni sloupec vyjadfuje silu linearni zavislosti mezi fadou a, a tadou
a;_1, t =2, 3, ..., T, druhy sloupec vyjadiuje silu linearni zavislosti mezi fadou a, a fadou
as_,,t=3,4, .., T atd. Hodnota autokorela¢ni funkce je statisticky vyznamna tehdy, piekona-li
uréitou mez stanovenou na zvolené hladiné vyznamnosti, coz lze vycist naptf. na Obr. 6.
vyznacenymi intervaly.

Prvni sloupec parcialni autokorelacni funkce je totozny s prvnim sloupcem autokorelacni
funkce, vyjadiuje rovnéz silu linearni zavislosti mezi fadou a, a fadou a;_,,t=2,3, ..., T,
druhy sloupec vyjadiuje silu linearni zavislosti mezi fadou a; a fadou a;_,, t =3, 4, ..., T,
zohlednuje pfitom piitomnost fady a;_4, treti sloupec vyjadiuje silu linearni zavislosti mezi
fadou a, a fadou a,_3, t =4, 5, ..., T, zohlednuje pfitom pfitomnost fady a,_; a a;_, atd.
(Arltova, Arlt, 1995).

Tento stru¢ny navod jak hodnotit proces bilého Sumu neni v zadném ptipad¢ vycCerpavajici,
cilem bylo ptedstavit jednoduché feseni, vhodné pro rychlé hodnoceni ¢asové fady. Pro hlubsi
analyzu ¢asovych tad, jeji nastroje a postupy je nutné vyuzit dalsi nastroje zminéné v uvedenych
zdrojich (Arlt, Arltova, 2005; Arltova, Arlt, 1995). Pro ucel této prace by vSak popis dalSich
metod byl spise prebytecny.

2.2.5 Shrnuti metodickych pristupt

V této podkapitole bylo zakladnim cilem stru¢né popsat vybrané metodické ptistupy, které je
mozné pii modelovani imrtnosti vyuzit. St€Zejni ¢asti kapitoly je konstrukce vlastniho modelu
odhadu budouciho vyvoje kohortnich mér tmrtnosti, jejiz vysledky, po aplikaci na datech,
budou diskutovany v nasledujicich kapitolach této prace. Zakladem metody je predikce mér
umrtnosti zaloZena na analyze pomérti mér umrtnosti a jejich vyvoji v Case.

Kromé¢ zminéné metody byly diskutovany také dalsi pfistupy, zminéné jiz v diskusi
s literaturou. Mezi zakladni patii Gompertz-Makehamiv pfistup exponencialniho ristu
umrtnosti s vékem, Lee-Carterova metoda, predpokladajici (v ¢ase neme&nnou) zavislost vékove
specifickych mér umrtnosti na celkovém vyvoji umrtnosti, nebo rizné modifikace navazujici na
Lee-Carterovu metodu, které jsou zalozené napi. na rozsifeni modelu o kohortni faktor nebo
nahrazeni predikce vyvoje celkové urovn€ Uimrtnosti jinymi charakteristikami, jako je tfeba
stiedni délka Zivota pfi narozeni.

Mezi nejnovejsi pristupy patii metody modelovani umrtnosti na zakladé diferenci nebo
poméri mér umrtnosti, at’ jiz v kohortnim nebo transverzalnim piistupu. To jen potvrzuje
skutecnost, Ze predpoklady V praci navrzeného modelu nejsou ojedin€lym nazorem mezi
odbornou vetejnosti a jeji rozvoj by mohl najit uplatnéni napt. v aktuarské praxi.
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Kapitola 3

Analyza dat a vysledky aplikace navrzené metodologie
predikce umrtnosti

Struktura této kapitoly je do zna¢né miry podfizena posloupnosti metodologie odhadu mér
umrtnosti, popsané v kapitole pfedchozi. Na uvod je provedena strucné analyza dat specifickych
mér umrtnosti S ilustraci vlivu kohorty a obdobi na uroven tmrtnosti. Data pochazi z HMD (viz
podkapitolu 2.1 Zdrojové data) za dvé zemé, Ceskou republiku a Svédsko.

V dal§i ¢asti jsou diskutovany vysledky rozdild a poméri mér umrtnosti v souvislosti
s jejich vlastnostmi vhodnymi pro odhady budoucich mér umrtnosti, zejména jde o hodnoceni
variability a trendu vyvoje hodnot rozdilti a poméri mér imrtnosti v ¢ase, ktery je pro nasledné
odhady budoucich mér amrtnosti zasadni.

V zavére¢né Casti kapitoly jsou prezentovany vysledky aplikace navrzené metodiky
predikce umrtnosti v podobé odhadti specifickych mér umrtnosti a tabulkovych funkci.
Vysledky jsou porovnany s empirickymi hodnotami jiz vymfelych kohort, ¢imz je ovétfena
piesnost modelu. Pro dosud zijici kohorty je proveden odhad tabulkovych funkci do budoucna.

V kapitole je pro vizualizaci vysledkll vyuzito softwaru SAS (verze 9.2) pro 3D grafy,
softwaru Statgraphics for Windows (verze 3.1) pro korelogramy a balicku Microsoft Office

Excel (verze 2007) pro ostatni grafické vystupy.

3.1 Analyza vyvoje mér umrtnosti Ceské republiky a Svédska

Vyvoj tmrtnosti ve vy$§im véku (napt. nad 30 let) se teoreticky fidi zdkonem, ktery ve své
teorii uvazuje i Gompertz (1825) aj. V piedchozi kapitole byl tento zédkon vyjadfen vztahem
(25), tedy m,, , > m,_ ,. Pochopiteln¢ Ize tento vztah prepsat i do podoby transverzalni, tedy
Myt > My—1t (42)

coz se da interpretovat tak, Ze miry umrtnosti s vékem rostou (at jiz v kohortnim nebo
transverzalnim vyjadfeni).

Jestlize se pokusime tuto teorii ovétit na empirickych datech, zjistime, Ze pribéh tmrtnosti
podle véku je (v zavislosti na pohledu) narusovan bud’ kohortnimi vlivy nebo vlivy
transverzalnimi (vlivy obdobi).
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Graficky je tento fakt patrny z obr. 7, kde jsou zobrazeny miry imrtnosti z transverzalniho
pohledu, tedy podle 3. hlavnich souborti udalosti. Z prubéhti mér umrtnosti lze pozorovat, ze
predpoklad o rostoucich hodnotiach m, ; s vékem je obhajitelny s vyjimkou vykyvil, které jsou
zpusobeny nejspiSe pravé kohortnim efektem. Ten lze pozorovat v podobé vin, které vedou
priblizné€ pod thlem 45 stupiitt mezi osami roku a véku. Patrné nejvyraznéjsi vina je viditelna od
véku priblizné 60 let a roku 1975. Je zptuisobena kohortou narozenou v obdobi 1. svétové valky
(1975 — 60 = 1915). Dalsi vyrazn&jsi kohortni vlivy jsou patrné pro jesté starSi kohorty, ale
podobné jako efekt kohorty narozené v obdobi 1. svétové valky, jsou viditelné az od vyssich
vek, do ptiblizné 50 let véku neni zadny vliv na imrtnost z tohoto grafického pohledu patrny.

Obr. 7: Miry imrtnosti, transverzdlni pohled, 3. hlavni soubory uddlosti, 1950-2008, 30-95 let, Ceskd
republika, Zeny

my,
0.528919

0.395251

Pozn.: Zpracovano v softwaru SAS 9.2
Zdroj: Human Mortality Database (2012)

Proti tomu lze pozorovat vyraznéjsi vlivy efektu obdobi, tedy roku. Jsou to vSechny viny,
které jsou rovnobé&zné s osou véku. Tyto viny mohou byt zpuisobeny zménami umrtnostnich
faktord v konkrétnich letech (nebo i delSich obdobich). Znama je napf. zhorSena uroven
amrtnosti v Ceské republice v 60. a 70. letech minulého stoleti (Srb, 1972 nebo Hulikova
Tesarkova, Mazouch 2013).

Obr. 8 pak na stejnych datech zjiného pohledu (rotace obrazku) ukazuje, ze Groven
umrtnosti se celkové méni, dochazi k postupnému ,naklanéni plochy” znazoriujici troven
umrtnosti, coz svédci o poklesu celkové Grovné imrtnosti v ¢ase. Podobné vysledky jsou patrmé
také z kohortniho pohledu, ktery bude vSak demonstrovan, z divodu del$ich ¢asovych ftad,
na datech Svédska.
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Obr. 8: Miry umrtnosti, transverzdlni pohled, 3. hlavni soubory uddlosti, 1950-2008, 30—95 let, Ceskd
republika, Zeny — jind rotace
my,
0.528913-

0.395251 l

0.283583+

Vek

Pozn.: Zpracovano v softwaru SAS 9.2
Zdroj: Human Mortality Database (2012)

Na Obr. 9 je vidét, ze predpoklad rostouci miry umrtnosti s vékem plati i v piipade

kohortniho pfistupu. Kfivky mladsich kohort jsou také hladsi, coz znamend, ze zde existuje

Mrwe

efektem obdobi, ale mize byt zplisobena také nizkym poctem udalosti a exponovanych osob,

kdy i malé vykyvy v poctech zemielych mohou ovlivnit specifickou miru imrtnosti.

Obr. 9: Miry umrtnosti, kohortni pohled, kohorty 1780, 1850, 1914 a 1930, 30-95 let, 1. hlavni soubory

uddlosti, Svédsko, muzi
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Zdroj: Human Mortality Database (2012)
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Lze také pozorovat, ze hodnoty timrtnosti pro jednotlivé kohorty postupné klesaji, tedy
teoreticky plati, Ze v dlouhém obdobi
Myz > My 741 (43)
Z pohledu celé kohorty se d4 hovofit o procesu rektangularizace, ktery popisuji ve svém
ptispévku napt. Burcin a kol. (2009). Z pribéhu ¢asti kiivky kohorty narozené v roce 1930 je
patrné, Ze jeji hodnoty mér tmrtnosti, pokud nenastane zddnd vyraznd zmeéna umrtnostnich
pomért, coz by vSak nejspi§ zasahlo i ostatni kohorty, budou i v dalSich vécich pod urovni
umrtnosti kohorty narozené v roce 1914.
Obr. 10 znazornuje vyvoj specifickych mér imrtnosti pro vybrané véky. Je zde patrny
vyrazny pokles vSech sledovanych mér v Case. V piipad€ nejstarSich kohort je zfetelna vysoka
variabilita, ktera vSak s postupem casu klesa. Piesto lze pozorovat, Ze variabilita s vékem roste,

tedy star$i vékové skupiny maji vyssi variabilitu imrtnosti (dvody viz vyse).

Obr. 10: Vyvoj specifickych mér umrtnosti ve véku 50, 60, 70, 80 a 90 let, 1. hlavni soubory uddlosti,
kohorty 1780-1959, Svédsko, muzi
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Zdroj: Human Mortality Database (2012)

Z hlediska modelovani mér Umrtnosti jsou tyto informace podstatné zejména z n€kolika
divodd. Prvnim je skuteCnost, Ze i empiricka data potvrzuji, Ze plati teoretické predpoklady
jako je rust mér Umrtnosti s vékem, tedy platnost vztahu (25), resp. i (42) v piipadé
transverzalniho pfistupu a toto pravidlo se neméni v Case (je patrné pro vSechny roky v piipadé
transverzalniho pfistupu i pro vSechny kohorty v ptipadé longitudinalniho ptistupu).

Piesto 1ze pozorovat skute¢nost, Ze intenzita umrtnosti Se v ¢ase méni. Dochazi ke snizovani
umrtnosti ve vSech vékovych skupinach, coz znamena, ze zde existuje trend, v tomto ptipadé

klesajici. Tuto skutecnost 1ze pozorovat v dlouhém obdobi u vsech vékovych skupin.
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Protoze je navrhovana metoda predikce Umrtnosti zaloZzena na modelovani vztahli mezi
specifickymi mérami Gmrtnosti, je vhodné, aby byla provedena i analyza téchto ukazatel,

zejména jejich vyvoje v Case.

3.2 Analyza vyvoje pomért a rozdili mér umrtnosti

V této Casti prace bude jiz pozornost soustfedéna vyhradn€ na ukazatele zaloZené na kohortnim
ptistupu. Na Obr. 11 je znazornén vyvoj rozdilti kohortnich specifickych mér timrtnosti, jak byl
definovan ve vyrazu (24). V nizkych vécich jsou hodnoty diferenci velmi malé, blizké nule.
S riistem veéku se jejich hodnoty zvysuji a maxima dosahuji v nejvysSich vécich.

Tato skute¢nost neni nijak ptekvapiva, protoze absolutni diference specifickych mér
umrtnosti jsou zavislé na Grovni hodnot samotnych specifickych mér, které (jak bylo ukazéno
v predchozi casti) s v€kem rostou, a rychlosti jejich nartstu s vékem. Musi tak rist také
absolutni diference. Z obrazku je jiz méné patrné, ze v Case (mezi kohortami) hodnoty
absolutnich diferenci pro konkrétni véky také klesaji. Opét je to zptisobeno vyvojem absolutnich
hodnot specifickych mér tmrtnosti, které v Case klesaji (opét viz pfedchozi ¢€ast). Tato
skute¢nost bude demonstrovana jesté na dalsich grafech.

Obr. 11: Rozdily mér imrtnosti d,, kohorty 1871-1977, 30-95 let, 1. hlavni soubory uddlosti, Ceskd
republika, Zeny

m,, —Myq,
0.1151~

0.0755-

0.0359-

-0.0037-

Pozn.: Zpracovano v softwaru SAS 9.2. Hodnota d, , = m, , — mMy_4 ;.
Zdroj: Human Mortality Database (2012)

Pro vybrané §védské kohorty na Obr. 12 a 13 se potvrzuji predchozi zavéry. Diference
specifickych mér nabyvaji v nizkych vécich malych hodnot a s ristem absolutnich hodnot (viz
Obr. 9) rostou i hodnoty absolutnich diferenci. Také je patrné, Ze pribéh diferenci imrtnosti se
lisi mezi jednotlivymi kohortami, nejniz§ich hodnot dosahuji kohorty nejmladsi. Opét je to
je ziejma také z Obr. 13, kde diference mér pro vybrané véky v Case klesa (a klesa také jeji
variabilita — opét diky klesajici absolutni urovni hodnot).
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Obr. 12: Rozdily mér umrtnosti dy,, kohorty 1780, 1850, 1914 a 1930, 30-95 let, 1. hlavni soubory

uddlosti Svédsko, mui
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Zdroj: Human Mortality Database (2012)

Obr. 13: Rozdily mér imrtnosti dy,, pro X = 50, 60, 70, 80 a 90 let, 1. hlavni soubory uddlosti, kohorty

1780-1959, Svédsko, muzi
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Zdroj: Human Mortality Database (2012)
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V piipadé¢ pomérii kohortnich specifickych mér Umrtnosti ar, ,, spoctenych na zakladé
vztahu (5), které jsou zobrazeny na Obr. 14, miZzeme vidét na prvni pohled velmi nestabilni
vyvoj ukazatele v case. Tento nestabilni vyvoj vSak nevykazuje, na rozdil od diferenci
specifickych mér, zadny trend. Lze vidét, Ze se s vékem méni variabilita ukazatele, ktera je
vys$§i v nejmladSich a nejstarSich v€kovych skupindch. Opét se jedna o vékové skupiny,
ve kterych i malé pocty udalosti mohou zptsobit velké vykyvy. Ve vécich, které mizeme

oznacit za ¢etnéjsi z hlediska poctu udalosti, je variabilita nejnizsi.

Obr. 14: Poméry mér timrtnosti ar,,, kohorty 1871-1977, 30-95 let, 1. hlavni soubory uddlosti, Ceskd
republika, Zeny
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Zdroj: Human Mortality Database (2012) |

Pii detailngj$im pohledu na vybrané kohorty Svédska na Obr. 15 lze pozorovat, ze Gasové
fady koeficientl rlstu (pomér mér umrtnosti mezi po sobé jdoucimi veéky) nevykazuje zadny
vyrazny rust nebo pokles (piesto se v ramci dalsi Casti této kapitoly presvédcime, ze velmi
mirny rast se v téchto datech skryva). Vyjimkou muze byt nejnizsi vék do 35 let, kdy je velmi
vysoka variabilita a hodnoty tudiz velmi kolisaji. Mezi kohortami je patrny velmi mirny pokles
variability.

Srovname-li vyvoj poméri mér umrtnosti ar,, pro konkrétni véky v Case na Obr. 16,
zjistime, Ze tyto hodnoty jsou velmi variabilni. Jejich variabilita roste s vékem, tedy nejveétsi
variabilitu vykazuji nejstar$i vékové skupiny (a podobné tomu bude u nejmladsich ve€kovych
skupin), coZ jiz bylo zdivodnéno. Z hlediska trendu vSak muZeme Fici, Ze ani jedna z fad (ani
jeden vek) nevykazuje zadny systematicky riist ¢i pokles. Tato skutecnost vede k zavéru, ze pro
odhad budoucich hodnot umrtnosti je nejlepsi pouzit pravé pomér specifickych mér imrtnosti,
protoze vykazuje sice vysokou variabilitu (srovname-li to napt. s diferencemi), ale tato je
v Case, pro konkrétni hodnotu véku X, pfiblizné¢ konstantni a hlavné konstantni je také trend

vyvoje hodnot pomérd mér tmrtnosti v ¢ase.
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Obr. 15: Poméry mér imrtnosti ar,,, kohorty 1780, 1850, 1914 a 1930, 30-95 let, 1. hlavni soubory
uddlosti, Svédsko, muzi
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Obr. 16: Poméry mér timrtnosti ary,, pro X = 50, 60, 70, 80 a 90 let, 1. hlavni soubory uddlosti, kohorty
1780-1949, 1. hlavni soubory uddlosti, Svédsko, muzi
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Diukaz stacionarity pouhym vizualnim posouzenim na vybranych vécich neni pochopitelné
dostacujici. Je proto nutné podrobit tyto casové fady dikladnéjsimu zkoumani v podob¢ analyzy
popsané v kapitole 2.2.4. Pro kazdy vék X je nutné analyzovat Casovou fadu ar,, a zjistit
hodnoty jeji ACF a PACF. Nejjednodussi zptsob je (jak bylo popsano Vv 2.2.4) vyuzit
korelogram funkci ACF a PACF.

Obr. 17: Odhad ACF a PACF pro &asovou Fadu ar,,, pro x = 60, kohorty 17801949, Svédsko, muzi
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Pozn.: Zpracovano v softwaru Statgraphics for Windows 3.1
Zdroj: Human Mortality Database (2012)

Z obou korelogrami je patrné, ze zadna hodnota ACF ani PACF nepiekracuje vyrazn¢ horni
nebo dolni interval spolehlivosti, tedy je mozné uvazovat, Ze hodnoty ACF i PACF se nelisi
od nuly (na hladiné¢ vyznamnosti p = 0,05). Hodnoty ary, , jsou tedy v ¢ase stacionarni a jejich
vyvoj lze charakterizovat jako proces bilého Sumu. V tom pfipadé je jejich nejlepsi odhad
budouci urovné stiedni hodnota hodnot arg ,. Pro ostatni hodnoty X jsou vysledky korelogrami
ary , Vpfiloze ¢. 1. Je znich patrné, ze hodnoty zadné Casové fady nepiekracuji intervaly
spolehlivosti a ze tedy vSechny Casové fady ar,, pro véky 60 a vice let, pro muze i Zeny
ve Svédsku miizeme povazovat za procesy bilého Sumu a predikovat je na zakladd stfedni
hodnoty.

Pokud budeme hodnotit vyvoj primérnych hodnot ar, ,, tedy ary ., pak zjistime, ze

hodnoty se mezi jednotlivymi v€ky X méni. Hodnoty ar, , ,, ¢ byly spocteny na zaklad¢ vzorce
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(28) a jejich vysledky jsou v Obr. 18. Spolu s hodnotami ar ,, ¢ jsou zde zobrazeny také

smérodatné odchylky hodnot ar, , pro jednotlivé vékové skupiny X spoctené jako

b 2
z=a ATx,z—ATxz

s ,prox =s, ..., o-1, (44)

kde ar, , je pomér mér umrtnosti, X je ve€k, z je kohorta, ar, , je primér vypocteny z hodnot
ary ; pro kohorty narozené mezi roky a a b, a a je rok narozeni prvni kohorty zahrnované do
vypoctu a b je rok narozeni posledni kohorty zahrnované do vypoctu.

Z obrazku je patrny rust hodnot ary ,, ¢ az do véku piiblizn€ 80 let, nasleduje konstantni
uroven hodnoty ary,,s a po ni pokles hodnot ary ,, ;. Tyto hodnoty Ize interpretovat jako
koeficient c z vyjadieni Gompertzovy funkce (Gompertz, 1825). V tomto ptipadé je vSak
ziejmé, ze C neni konstantni, tedy bylo by lepsi vyjadiit jej jako c,, tedy vékove specificky
koeficient rastu.

Piedpoklad, ze je nutné spocist pro kazdy vék X individualni hodnotu ar,,, s se podafilo
prokazat. Vyvoj smérodatné odchylky i v tomto piipad¢ odpovida variabilit¢ specifickych mér
umrtnosti, kterd dosahuje nejniz§ich hodnot v nizkych a nejvysSich vécich (dvody opét viz
vyse).

Obr. 18: Priimérné hodnoty ary, a smérodatné odchylky ary, vék 30-95 let, kohorty 1780-1979,
Svédsko
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Pozn.: Primérné hodnoty ar, , spocteny na zakladé vzorce (28) z divodu porovnani s ukazateli variability. Hodnoty

koeficientt ristu jsou na levé svislé ose a hodnoty smérodatnych odchylek koeficientl rlistu na pravé svislé ose.
Zdroj: Human Mortality Database (2012)
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3.3 Vysledky aplikace navrhované metodologie predikce umrtnosti

Dftive nez budou hodnoceny samotné vysledky aplikace metodologie predikce umrtnosti, bude
dobré na konkrétnim piikladu demonstrovat jednotlivé kroky metody. Po analyze dat, ktera
ukazala, ze pifedpoklady navrhovaného modelu predikce jsou stanoveny spravné lze piistoupit
k odhadu budoucich mér tmrtnosti.

V prvni fazi je tedy nutné spocist hodnoty ar , z hodnot jednotlivych mér umrtnosti m,, ,

na zakladé vzorce (5)

ary, = —

Tyto hodnoty je dobré spocist za co nejdelsi casové obdobi. Prakticka demonstrace odhadu
budouciho vyvoje tmrtnosti je provedena na §védské kohorté muzii, narozené v roce 1900 (viz
Tab. 1) pro veéky vyssi nez 60 let.

Primérné hodnoty poméri mér umrtnosti ar, , , s budou pocitany z ptedchozich 40 hodnot,
tedy ve vyrazu (27) ary s jSOU parametry z = 1900, n = 40 a s = 61 (prvni veék pro ktery
odhadujeme miru Gmrtnosti m,,). Hodnoty véku, pro ktery bude proveden odhad nabyvaji
hodnot x = 61, 62, ..., 96.

Piestoze byl vypocet ary ,, s popsan v metodické Casti prace, bude dobré jesté dikladné
okomentovat urcita tskali celého vypoctu. Je tieba mit na paméti, ze pocet kohort, které se do
vypoctu zahrnuji, je velky a model ma tak velmi dlouhou ,,pamét™.

Napf. pro vypocet prvniho primérného poméru mér umrtnosti arg; 1900,40,61 dle vzorce (27)
musime znat hodnoty arg;, pro kohorty narozené od roku 1860 do 1899. Pro hodnotu
aTs2.1900,4061 PaK analogicky hodnoty arg, , pro kohorty narozené 1859 az 1898, atd. Pokud
budeme predikci mér umrtnosti konstruovat napi. do véku 100 let, pak pro hodnotu
ar100,1900,40,61 Potiebujeme informace o ary , u kohort narozenych 1821 az 1860.

Kromé skute¢nosti, ze model vyuziva informace o kohortach, které jiz mohou byt (podle
velikosti zvoleného n) vdobé konstrukce predikce umrtnosti davno vymielé, je nutné
disponovat informacemi o mirach Umrtnosti za pomérn¢ dlouhé obdobi (opét v zavislosti
na zvoleném n). Je-li n = 40, pak musime znat miry Gmrtnosti za 40 ptedchozich let (ve
skute¢nosti za 41, protoze uvazujeme 1. hlavni soubory udalosti).

Po vypoctu hodnot ar,, s je nutné odhadnout prvni hodnotu bm, ,, kterd je zakladni
hodnotou, od které se pak odhaduji nasledujici hodnoty m,.,,. Hodnota bm, , je spoctena
na zakladé vzorce (29) z empirickych mér umrtnosti m, ,.

V Tab. 1 je tato hodnota v prvnim fadku ve sloupci odhadovanych hodnot m, ,, konkrétné
hodnota 0,01513. Od této hodnoty budou néasledné odhadovéany dalsi hodnoty my., ,, @ to na
zaklad¢é vzorce (30) a (31). Nejprve je tedy hodnota 0,015 vynasobena koeficientem rlstu
(Tg1,1900,40,61, Ktery ma hodnotu 1,091, ¢imz ziskdme hodnotu 0,016*. V dalsim kroku je nutné
vynasobit ziskanou hodnotu 0,016 hodnotou piislusného koeficientu ristu, ktera je 1,084, ¢imz

se ziska dalsi hodnota m,.; 1 1999, tentokrat jiz pro X = 62.

* Hodnoty v tabulce jsou zaokrouhlené, vysledky tedy nejsou uplné piesné.
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Tab. 1. Odhad budoucich specifickych mér iimrtnosti a stiedni délky Zivota, srovndni

s empirickymi hodnotami, kohorta 1900, muzi, Svédsko

Vek Koeficient Odhadovana Empiricka Odhadovana Empiricka
ristu hodnota hodnota hodnota hodnota

X ATy zns My,z my , €x,z €x,z

60 — 0,015130 0,015697 17,63 17,66
61 1,091 0,016513 0,015693 16,89 16,93
62 1,084 0,017898 0,018221 16,16 16,19
63 1,111 0,019878 0,021290 15,45 15,48
64 1,112 0,022094 0,022685 14,75 14,80
65 1,092 0,024126 0,023636 14,07 14,13
66 1,095 0,026410 0,027542 13,40 13,46
67 1,114 0,029420 0,031063 12,74 12,82
68 1,110 0,032670 0,034781 12,11 12,21
69 1,086 0,035472 0,036318 11,49 11,62
70 1,119 0,039703 0,039269 10,89 11,03
71 1,102 0,043737 0,047730 10,31 10,45
72 1,104 0,048288 0,047966 9,75 9,94
73 1,087 0,052509 0,054624 9,21 9,41
74 1,117 0,058644 0,059977 8,68 8,91
75 1,110 0,065092 0,066522 8,17 8,43
76 1,097 0,071379 0,071362 7,69 7,97
77 1,130 0,080651 0,079357 7,22 7,52
78 1,098 0,088518 0,088010 6,78 7,10
79 1,099 0,097323 0,093426 6,37 6,71
80 1,110 0,107981 0,102589 5,97 6,32
81 1,112 0,120076 0,112602 5,59 5,95
82 1,100 0,132092 0,123378 5,24 5,60
83 1,086 0,143416 0,131689 491 5,27
84 1,099 0,157576 0,145626 4,59 4,94
85 1,100 0,173307 0,155398 4,29 4,64
86 1,103 0,191177 0,169212 4,01 4,34
87 1,096 0,209523 0,191000 3,75 4,05
88 1,094 0,229185 0,203012 3,52 3,80
89 1,083 0,248136 0,223078 3,30 3,54
90 1,086 0,269427 0,249482 3,09 3,31
91 1,106 0,297955 0,272690 2,90 3,11
92 1,057 0,315087 0,278450 2,73 2,93
93 1,077 0,339196 0,338008 2,57 2,72
94 1,125 0,381710 0,316532 2,41 2,62
95 1,110 0,423705 0,361019 2,32 2,42
96 1,028 0,435691 0,433076 2,30 2,26

Zdroj: Human Mortality Database (2012)

Pozn.: Hodnoty ary , ,, s spocteny dle vzorce (27) proz =1900,n =40,s=61aa=0,9.
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Analogicky je mozné postupovat dale az po veék nejvyssi (tedy 96 let). Odhadnuté hodnoty
mér umrtnosti je pak mozné pouzit jako zéklad konstrukce timrtnostni tabulky a pro hodnoceni
umrtnostnich pomeéri vyuzit funkci umrtnostni tabulky.

Z vysledkt prezentovanych v Tab. 1 je vidét, Ze hodnoty odhadnutych mér umrtnosti pro
kohortu narozenou v roce 1900 se od empirickych hodnot pfili§ nelisi. V tomto piipadé tedy
model velmi dobfe vystihuje realitu, coz se projevuje také v hodnotach stiedni délky zivota,
jejiz rozdil je ve véku 60 let téméf nepatrny (s védomim, Ze i empirické hodnoty mohou
vykazovat urcitou miru ,,neptesnosti‘ — viz ¢lanek Pastora (2007) nebo Koschina (1981)) a Ize
jej tedy povazovat za nevyznamny.

Prezentovany postup navrhované metodiky, demonstrovany na kohort¢ muzii narozenych
v roce 1900, byl zopakovan pro vSechny kohorty od roku 1761 az do roku 1945 pro Svédské
muze i Zeny. V nésledujici ¢asti budou vybrané vysledky prezentovany formou riznych metod.

Pro analyzu vysledki aplikace navrzeného modelu neni nutné vyuzit vzdy jen tabulkovych
funkci. Pro detailngjsi informaci Ize empirické a odhadované hodnoty vynést do grafu v podobé
specifickych mér imrtnosti.

Na Obr. 19 jsou porovnany hodnoty empirickych a odhadovanych hodnot mér umrtnosti
pro kohortu $védskych Zen narozenou v roce 1780. Zde je patrné, Ze v urcitych vécich jsou
empirické hodnoty vyssi nez odhadované a v nékterych vécich naopak nizsi. Celkoveé pro
kohortu 1780 je rozdil mezi empirickou a odhadovanou stfedni délkou zivota 60leté osoby
ptiblizné 0,15 roku ve prospéch odhadované miry.

Na grafu je patrné, Zze od ptiblizné 85 let véku model empirickou tmrtnost podhodnocuje,
tedy odhaduje lepsi imrtnostni poméry, coz zvysuje pochopitelné také ukazatel stiedni délky

zivota.

Obr. 19: Srovndni empirickych a odhadovanych hodnot m, ;,kohorta 1780, Svédsko, jeny
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Zdroj: Human Mortality Database (2012)
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Dalsi moznosti, jak znazornit a porovnat vysledky mtzeme vidét na Obr. 20. Zde jsou
porovnany pfirozené logaritmy empirickych a odhadovanych specifickych mér umrtnosti
kohorty svédskych muzi, narozené v roce 1880.

Informace logaritmovanych hodnot mér imrtnosti je ve skutecnosti stejnd, jako kdyby byly
hodnoty ponechany ve svém puvodnim méfitku. Pii vyneseni do grafu je vSak prubch
zlogaritmované exponencialni funkce linearni (v ptipad¢ Obr. 20 jde vidét, Ze prubeh hodnot
mér umrtnosti ma exponencialni tvar pfiblizn€¢ od 55 let véku). Modelovani zlogaritmovanych
mér umrtnosti vyuzivaji také nékteré modely uvedené v ptedchozi kapitole (napi. Lee-Cartertiv
model, viz zakladni rovnici modelu (8)).

Vysledek kohorty $védskych muzi narozenych v roce 1880 ukazuje, ze model v tomto
pfipadé¢ hodnoty proti empirickym pozorovanim nadhodnocoval, tedy ptredpovidal horsi
umrtnostni pomeéry, nez v realité byly. Rozdil mezi empirickou a odhadovanou stiedni délkou
zivota 60leté osoby byl v tomto pfipad¢ ptiblizné 0,35 roku. Podobné jako u kohorty zen 1780
zaCina vyrazn€jsi odchylka odhadovanych hodnot miry umrtnosti od empirickych pfiblizné
kolem véku 85 let, vtomto piipadé ale obracené, empirické hodnoty mér tmrtnosti byly

modelem nadhodnoceny a model tak ptedpokladal horsi imrtnostni poméry, nez v realité byly.

Obr. 20: Srovnani empirickych a odhadovanych hodnot In(m, ;) kohorta 1880, Svédsko, mui
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Zdroj: Human Mortality Database (2012)

Z vyse uvedenych vysledka je ziejmé, ze navrhovany model odhadu iimrtnosti v nékterych
ptipadech empirické hodnoty specifickych mér umrtnosti nadhodnotil a v nékterych ptipadech
podhodnotil. Dtlezité je vSak analyzovat, zda zminéné nad- a podhodnocovéni vykazuje né&jaky
druh systemati¢nosti v Case, je proto nutné analyzovat dlouhodobé odchylky odhadovanych
urovni umrtnosti od empirickych hodnot timrtnosti.

Jednoduché srovnani v éase je mozné napi. prostfednictvim souhrnné charakteristiky

umrtnosti, jako je stfedni délka zivota osoby V piesném véku X. Analyzovat prub¢h specifickych
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mér umrtnosti podle véku u vSech kohort by vyzadovalo mnohem vice prostoru. Hodnoty
odhadovanych a empirickych specifickych mér umrtnosti jsou (i s hodnotami stfedni délky
zivota) uvedeny v ptiloze 2.

Obr. 21 a 22 zobrazuje vyvoj empirickych i odhadovanych stfednich délek Zivota osoby
60leté ve Svédsku, pro kohorty narozené v letech 1761-1945, pro muZe a Zeny. Empirické
hodnoty kohortni stfedni délky zivota je mozné, jak jiz bylo uvedeno diive, zjistit pouze
u kohort jiz vymfrelych. V tomto pfipadé je posledni empiricka hodnota kohortni stiedni délky
zivota 60leté osoby za kohortu narozenou v roce 1912. Nasledujici hodnoty stfedni délky zivota
jsou jiz pouze odhadované na zakladé navrhovaného modelu a neni tedy tyto odhady moznost
srovnani s empirickymi hodnotami.

Pti pohledu na Obr. 21 a 22 je ziejmé, ze navrhovany model vystihuje realitu velmi dobie.
Vyrazné€jsi odchylky od empirickych hodnot stiedni délky zivota jsou zejména u nejstarSich
kohort zahrnutych do vybéru a toto obdobi je del§i nez u muzi, trva ptiblizné az do poloviny
19. stoleti. Vétsi odchylky u starSich kohort jsou dany odhadem zaloZzenym na velmi starych
kohortach, kde byly jednak celkové umrtnostni poméry velmi odlisné a dostupna data navic
nemusi byt tpln€ spolehliva. Vyvoj empirickych hodnot kohortni stiedni délky Zivota pro osoby
v ptesném véku 60 let je v pfipadé muzl i Zen v Case rostouci, rist vSak neni monoténni a
hodnoty kohortni sttedni délky zivota zen dosahuji pro vSechny sledované kohorty vysSich
hodnot nez hodnoty u muzi. VSechny tyto zakladni vyvojové tendence se pomoci aplikované

metody odhadu podaftilo zachytit.

Obr. 21: Srovnani empirickych a odhadovanych hodnot stiedni délky Zivota Vv piesném véku 60 let,
kohorty 1761-1945, Svédsko, muzi
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Obr. 22: Srovndni empirickych a odhadovanych hodnot stiedni délky Zivota 60leté osoby, kohorty
1761-1945, Svédsko, Zeny
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Hodnoty kohortni stiedni délky zivota §védskych muzi v presném veku 60 let dosahovaly
na zacatku sledovaného obdobi, tedy u kohort narozenych po roce 1761, hodnoty tésné pod
urovni 12 let. Béhem dalSich pfiblizné 50 let, pro kohorty narozené roku 1809, jiz byla stfedni
délka zivota vtomto presném véku 14 let a pro kohorty narozené roku 1834 piekrocila
kohortni stiedni délka Zivota 60leté osoby poprvé 16 let. Rust stfedni délky Zivota 60leté osoby
0 2 roky Vv prvni ¢asti sledovaného obdobi trval piiblizné 50 kohort a zvySeni o dalsi 2 roky
pouze 25 kohort.

Po tomto rychlém nartstu kohortni stiedni délky zivota dochazi v jejim vyvoji
ke zpomaleni, protoze zvySeni kohortni stfedni délky zivota 60leté osoby na 18 let dosahla
az kohorta narozena po roce 1900, konkrétné¢ v roce 1906. Srovname-li tyto intervaly, pak
rozhodné kohortni stfedni délka zivota 60leté osoby neroste monotonng, prvni nartist o 2 roky
trval 50 let, druhy 25 let a tfeti dokonce 70 let. Pfesto je mozné vidét, ze navrhovany model
vystihuje tyto zmény tempa rdstu velmi dobfe.

Hodnoty kohortni stfedni délky Zivota Svédskych zen v presném véku 60 let dosahovaly
na zacatku sledovaného obdobi pfiblizné o jeden rok vysSich hodnot nez v pfipadé muzi, tedy
13 let. Uroven 14 let sttedni délky Zivota 60leté osoby dosahly aZ kohorty Zen narozené v letech
po roce 1788. Zvyseni hodnoty kohortni stfedni délky zivota o dalsi dva roky, na 16 let, dosahly
kohorty narozené po roce 1814, tedy podobné jako u muzi, za pfiblizné¢ 26 let. Kohorty Zen
narozené po roce 1875 dosahovaly jiz kohortni stfedni délky zivota 60leté osoby na trovni
18 let a za dalSich 16 let, tedy kohorty narozené v roce 1891 jiz mély tuto stfedni délku Zivota
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20 let. Posledni empiricky pozorované kohorty (1912) mély kohortni stfedni délku zivota 60leté
osoby na urovni 23,2 roku.

V piipadé Zen tedy kohortni stfedni délka zivota 60leté osoby vzrostla pro sledované obdobi
(1761-1912) o vice nez 10 let a v ptipadé muzi o 6,5 roku. Navrhovany model odhadu mér
umrtnosti V obou piipadech vystihnul zmény velmi dobte. Jeho odchylky se postupné s ¢asem
snizovaly. Nejvétsi odchylky mezi empirickymi a odhadovanymi hodnotami kohortni stfedni
délky zivota 60leté osoby za celé sledované obdobi dosdhnul navrhovany model v piipadé muzi
1,52 roku (kohorta narozena v roce 1752) negativnim smérem (tedy model podhodnotil stfedni
délku zivota osoby v piesném véku 60 let a nadhodnotil tak specifické miry tmrtnosti)
a 1,46 roku pozitivnim smérem (kohorta 1818). V ptipadé Zen byly maximalni odchylky
1,9 roku negativnim smérem (kohorta 1792) a 1,96 roku pozitivnim smérem (kohorta 1764).

V piipadé, Ze vezmeme v Givahu pouze poslednich 100 kohort (1813-1912), pak se hodnoty
maximalnich odchylek mezi empirickymi a odhadovanymi hodnotami kohortni stiedni délky
Zivota 60leté osoby snizi a ¢ini v pfipadé muzi 0,93 roku negativnim smérem (kohorta 1876)
a 1,46 roku pozitivnim smérem (tato hodnota zlstala stejna, vztahuje se ke kohorté narozené
vroce 1818) a v piipadé Zen je to 1,3 roku negativnim smérem (kohorta 1876) a 1,52 roku
(kohorta 1818) pozitivnim smérem (navrhovany model odhadoval v tomto pfipadé nizsi
specifické miry umrtnosti).

Protoze hodnoty kohortni stfedni délky zivota 60leté osoby v Case rostou a absolutni
odchylky mezi empirickymi a odhadovanymi hodnotami kohortni stiedni délky Zivota 60leté
osoby klesaji, je vhodné hodnotit Grovné téchto odchylek relativné, tedy ve vztahu k tGrovni
kohortni stfedni délky zivota 60leté osoby.

1, (45)
€x,z
kde e, , je empiricka kohortni stfedni délka zivota Xleté osoby, kohorty z a e, , je odhadovana
kohortni stfedni délka zivota xleté osoby, kohorty z. Vyvoj relativnich odchylek je vynesen do
grafu na Obr. 23.

V souladu s pfedchozimi zavéry lze pozorovat klesajici hodnotu relativni odchylky mezi
empirickou a odhadovanou hodnotou kohortni stfedni délky Zivota 60leté osoby. Pocate¢ni
hodnoty na urovni 10-15% se postupné snizuji na hodnoty vrozmezi + 5 % a Vv piipade
poslednich uvazovanych kohort (piiblizné kohorty 1885-1912) je tento interval dokonce jesté
uzsi.

Pfes rozdilny vyvoj v absolutnich hodnotach kohortni stfedni délky zivota 60leté osoby
mezi muzi a Zenami jsou odchylky navrhovaného modelu predikce imrtnosti v obou ptipadech
témer identické.

Obr. 21 a 22 neobsahuji pouze hodnoty stfedni délky zivota pro vymfelé kohorty, ale pro
kohorty dosud zijici jsou zde vyneseny do grafu také odhady jejich stfednich délek Zivota pro
osoby v presném veéku 60 let. V ptipadé zen uvazuje model piiblizné stejné tempo ristu jako
doposud, tedy pro kohorty narozené na konci 2. svétové valky je odhad stfedni délky Zivota
60leté osoby pfiblizné 27 let, coz je nartst o priblizné€ 3 roky proti kohortdm narozenym kolem
roku 1910.
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Obr. 23: Relativni odchylka mezi empirickou a odhadovanou hodnotou kohortni stiedni délky Zivota
60leté osoby, kohorty 1761-1912, Svédsko, v %
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Zdroj: Human Mortality Database (2012)

V ptipadé muzd se dle navrhovaného modelu predpoklada vyrazny nardst kohortni stfedni
délky zivota 60leté osoby z urovné piiblizné 18 let (kohorta 1912) na hodnotu o téméf 7 let
vy$8i (1945). Pro kohorty narozené na konci 2. svétové valky je tento odhad sttedni délky Zivota
60leté osoby piiblizné 25 let.

Protoze se jedna o odhady budoucich hodnot mér umrtnosti (byt’ pro kohorty narozené pred
60 a vice lety) je slozité tyto zavéry ovéfit. Jednou z moznosti je srovnat predikované hodnoty
kohortnich stiednich délek zivota 60leté osoby s hodnotami transverzalnimi.

V piipadé Svédskych zen byla stiedni délka zivota 60leté osoby v roce 2005 piiblizné 24,8
roku (Human Mortality Database, 2012), coZ znamena rozdil proti odhadované kohortni stfedni
délce zivota priblizné 2,5 roku.

Svédsti muzi méli odhadovanou stiedni délku Zivota 60leté osoby v roce 2005 piiblizng 21,4
roku (Human Mortality Database, 2012), coz v porovnani s odhadovanou kohortni stfedni
délkou zivota znamena rozdil pfiblizn¢ 3,5 roku. Tento rozdil je veétsi nez v ptipad¢ Zen, ale
i Z transverzalnich dat je zfejmé, Ze stfedni délka zivota muzi roste rychleji nez v piipadé Zen.
Do roku 2011 vzrostla transverzalni stfedni délka Zivota (od roku 2006) u muzi o 1,1 roku
a 0 0,7 roku u Zen (tamtéz). Pfedpoklad rychlého ristu kohortni stiedni délky zivota muzu tedy
nemusi byt tak nerealny, jak na Obr. 21 na prvni pohled vypadéa (pro porovnani rozdili mezi
transverzalnimi a kohortnimi stfednimi délkami zivota viz clanek Hulikové Tesarkové
a Mazoucha (2013)). Rozdily ve stfedni délce Zivota mezi hodnotami z transverzalnich tabulek
a odhadnutych kohortnich tabulek popsané vySe, jsou mj. dany tim, Ze transverzalni tabulky

jsou zalozeny na ptedpokladu, Ze v dalSich letech ziistanou umrtnostni poméry neménné na



Petr Mazouch: Generacni umrtnost a jeji modelovani 53

urovni roku sestaveni tabulky. Navrhovany postup odhadu vSak vychazi z trendi minulého
vyvoje, které jsou tedy popsanym zpisobem V urcité mife extrapolovany do dalsich let.

Protoze byla na za&atku kapitoly analyzovéana také data za Ceskou republiku, budou zde
pfedstaveny také vysledky analyzy na téchto kohortnich datech. Bohuzel ovéfeni modelu je
mozné pouze v situaci, kdy disponujeme empirickymi pozorovanimi, tedy daty o jiz vymielych
kohortach. V piipadé Svédska je dat velké mnoZstvi aje proto mozné ovéfit predpoklady
navrhovaného modelu odhadu tmrtnosti. V piipadé Ceské republiky se ale musime spokojit
s omezenou datovou zdkladnou, kterd ndm mnoho moznosti, jak data ovéfit, nedava.

Piestoze pro Ceskou republiku jsou v HMD data jiz za kohorty narozené v roce 1871, nelze
ztéchto dat zkonstruovat odhad stfedni délky zivota jiz vymielych kohort na zakladé
navrhovaného modelu, protoze navrzeny model, diky svému principu (viz vyse popis odhadu
jednotlivych specifickych mér umrtnosti) vyzaduje velké mnozstvi kohortnich udaji do
minulosti.

Presto je mozné zkonstruovat odhad budouciho vyvoje tmrtnosti pro nejmladsi kohorty
60letych, tedy narozenych tésné€ po 2. svétové valce. Obr. 24 a 25 ukazuji, jak vypada odhad
vyvoje specifickych mér umrtnosti, odhadnuty na zaklad€ navrhované metody.

Obr. 24: Vyvoj specifickych mér vumrtnosti podle véku, 1. hlavni soubory uddlosti, empirické
a odhadované hodnoty, kohorta 1946, Ceskd republika, muzi
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Pozn.: Hodnoty ar , , s spocteny dle vzorce (27) proz = 1946,n=40,s=61aa=0,9.
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Obr. 25: Vyvoj specifickpch mér umrtnosti podle véku, 1. hlavni soubory uddlosti, empirické
a odhadované hodnoty, kohorta 1946, Ceskd republika, Zeny
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Zdroj: Human Mortality Database (2012)
Pozn.: Hodnoty ar , , s spocteny dle vzorce (27) proz =1946,n=40,s=61aa=0,9.

Pro lepsi ilustraci vysledkii odhadu specifickych mér je mozné na jejich zakladé
zkonstruovat kohortni amrtnostni tabulky pro kazdé pohlavi zvlast, vysledky a zakladni funkce
téchto imrtnostnich tabulek jsou soucasti Tab. 2.

Odhadovana kohortni stiedni délka zivota 60letého muze je v piipadé kohorty narozené
V roce 1946 na Grovni 21,3 roku. Opét je slozité ovéfit tento odhad na jakychkoliv empirickych
datech kromé srovnani s hodnotou sttedni délky zivota 60leté osoby z transverzalni imrtnostni
tabulky. Ta byla dle Human Mortality Database (2012) piiblizné 18,2 roku v roce 2006 (kohorta
1946 ma 60 let v roce 2006). Tento rozdil je nizsi nez rozdil mezi stfednimi délkami Zivota
muzi ve Svédsku o pil roku.

V piipadé Zen je odhadovana kohortni stfedni délka zivota 60leté pro kohortu narozenou
Vroce 1946 na Grovni 25,7 roku. V roce 2006 byla hodnota stfedni délky zivota 60leté zeny
spoétena transverzalnim zptisobem 22,3 roku, tedy rozdil ptiblizné 3,3 roku, coz se blizi rozdilu
mezi stiednimi délkami Zivota 60letych muzi ve Svédsku. Na rozdil od Svédska je v Ceské
republice odhadovan vétsi rozdil stfedni délky zivota odhadovany transverzalnim a kohortnim
zpiisobem u Zen nez u muZza.

I ptes tyto skute¢nosti je nutné poznamenat, ze se jedna o jeden z prvnich odhad budouci
kohortni miry imrtnosti pro Ceskou republiku viibec.
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Tab. 2. Odhad budoucich specifickych mér umrtnosti a stiedni délky Zivota, kohorta
1946, Ceskd republika

Muzi Zeny
Vek Koeficient | Odhadovana | Odhadovana | Koeficient | Odhadovana | Odhadovana
ristu hodnota hodnota ristu hodnota hodnota
X ATy zms My 7 €x,z ATy zn.s My,z €xz
60 - 0,01617 21,26 - 0,00706 25,67
61 1,0611 0,01715 20,60 1,0912 0,00768 24,85
62 1,0790 0,01851 19,95 1,0662 0,00816 24,04
63 1,0545 0,01950 19,31 1,1031 0,00901 23,23
64 1,0522 0,02059 18,68 1,0748 0,00976 22,44
65 1,0717 0,02202 18,06 1,0917 0,01056 21,65
66 1,0560 0,02326 17,45 1,0909 0,01150 20,88
67 1,0703 0,02481 16,85 1,0765 0,01244 20,11
68 1,0660 0,02653 16,26 1,0914 0,01352 19,36
69 1,0636 0,02822 15,69 1,0822 0,01468 18,62
70 1,0550 0,02976 15,12 1,0913 0,01601 17,88
71 1,0531 0,03137 14,56 1,0908 0,01748 17,17
72 1,0625 0,03337 14,01 1,0992 0,01923 16,46
73 1,0684 0,03557 13,47 1,0967 0,02103 15,77
74 1,0625 0,03781 12,94 1,0805 0,02270 15,10
75 1,0646 0,04024 12,42 1,1083 0,02529 14,43
76 1,0775 0,04336 11,91 1,0996 0,02776 13,79
77 1,0709 0,04643 11,41 1,0996 0,03054 13,16
78 1,0675 0,04958 10,93 1,1115 0,03398 12,56
79 1,0663 0,05285 10,46 1,0850 0,03684 11,97
80 1,0804 0,05719 10,01 1,1167 0,04114 11,40
81 1,0641 0,06081 9,56 1,0923 0,04491 10,86
82 1,0938 0,06655 9,13 1,1075 0,04973 10,34
83 1,0634 0,07072 8,73 1,1014 0,05487 9,84
84 1,0800 0,07631 8,33 1,0889 0,05960 9,36
85 1,0845 0,08282 7,95 1,1076 0,06614 8,91
86 1,0902 0,09036 7,60 1,1055 0,07305 8,48
87 1,0826 0,09777 7,27 1,0973 0,08013 8,09
88 1,0687 0,10448 6,96 1,0963 0,08797 7,72
89 1,0665 0,11148 6,68 1,0878 0,09565 7,39
90 1,0865 0,12102 6,40 1,0864 0,10389 7,08
91 1,0941 0,13241 6,16 1,0884 0,11309 6,80
92 1,1064 0,14651 5,97 1,0863 0,12284 6,56
93 1,0429 0,15280 5,83 1,0877 0,13350 6,35
94 1,0553 0,16138 5,72 1,0802 0,14437 6,19
95 1,0665 0,17205 5,63 1,0808 0,15599 6,07
96 1,0385 0,17865 5,60 1,0664 0,16630 6,01

Zdroj: Human Mortality Database (2012)
Pozn.: Hodnoty ary , , s spocteny dle vzorce (27) proz =1946,n=40,s=61aa=0.9.
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3.4 Shrnuti analyzy dat a vysledkd aplikace navrzené metodologie predikce
umrtnosti

V této kapitole byla v prvni ¢asti nejprve analyzovana zakladni data o imrtnosti, ktera by byla
vhodna pro néslednou aplikaci navrzené metodologie. Slo zejména o ovéfeni vyskytu vlivu
nekterych faktord, jako je kohortni vliv nebo vliv obdobi na uroven umrtnosti. Bylo ovéteno, ze
v datech tykajicich se umrtnosti jak za Ceskou republiku, tak i za Svédsko existuji vykyvy,
zpusobené kohortnim efektem nebo efektem obdobi. Tyto efekty pak narusuji obecné zakony
a pravidla amrtnosti.

V dalsi ¢asti kapitoly byly analyzovany vyvoje pomért a rozdili mér umrtnosti. Bylo
potvrzeno, ze ptistup modelovani poméerd mér umrtnosti je vhodné&jsi nez modelovani diferenci
mér umrtnosti. Poméry mér umrtnosti se jevi jako stabilni v Case, tedy jejich vyvoj mezi
jednotlivymi kohortami lze povazovat za konstantni (stacionarni). Toto ovéteni probehlo také
na zakladé nastroju analyzy ¢asovych tad.

Po empirickém ovéfeni téchto zdkladnich ptredpokladii, které byly definovany v predchozi
kapitole, bylo pfistoupeno k samotnému procesu konstrukce odhadi budoucich specifickych
mér umrtnosti na zakladé navrhované metodiky. V ramci tieti ¢asti kapitoly byly na datech
demonstrovany vSechny kroky vedouci k prognoéze specifickych mér umrtnosti a dalSich
tabulkovych funkci.

Analyza vysledkil, zejména porovnani odhadovanych hodnot s empirickymi pozorovanimi,
ukézala, Ze navrhovand metoda odhadu specifickych mér imrtnosti dava velmi dobré vysledky,
které se od skuteénych empirickych hodnot 1isi jen velmi malo. V ramci prezentace vysledka
byly demonstrovany mozné piistupy k vizualizaci dat, jako je porovndni vyvoje piimo
specifickych mér Umrtnosti, jejich logaritmii nebo tabulkovych funkci konstruovanych
na zaklad¢é odhadu specifickych mér amrtnosti.

Na zéklad¢ vysledkt lze fici, ze navrhovany model dobfe reaguje na vykyvy ve vyvoji
umrtnostnich poméri, které v minulosti probéhly. Rozdily mezi odhadovanou a empirickou
hodnotou kohortni stfedni délky zivota 60leté osoby nepiesahly vyrazné€ji 5 % (za poslednich
ptiblizn¢ 100 srovnavanych kohort), coz lze povazovat za velmi dobry vysledek (v absolutnim
vyjadfeni jsou tyto rozdily pod 1 rok).

V zavérecné Casti kapitoly byly zkonstruovany také odhady budoucich hodnot meér
Gimrtnosti pro kohorty dosud Zijici. V ptipadé Svédska lze dle navrhovaného modelu odhadu
budoucich mér umrtnosti o¢ekavat stiedni délku zivota 60leté osoby, narozené v obdobi konce
2. svétové valky na tirovni 25,5 roku pro muze a 27 let pro Zeny. V piipadé Ceské republiky
jsou tyto hodnoty 21,3 pro muZze a 25,7 pro Zenu. Tyto hodnoty stoji na pfedpokladu, ze nedojde
k nahlé zmén¢ dosavadnich trendii vyvoje imrtnostnich poméra.

Celkové hodnoceni navrhovaného modelu je po aplikaci na realnych datech takové, ze
navrhovany model je schopen kvalitni predikce specifickych mér umrtnosti a jeho praktické
pouziti prokazalo jeho snadné pouziti i v pfipadé omezeného datového zdroje, ktery nedisponuje
dlouhymi historickymi daty o Grovni tmrtnosti.

V nasledujici kapitole budou diskutovany slabé a silné stranky pouziti navrhovaného
modelu s navrhem moznych feSeni a zlepSeni stavajicich postupt.
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Kapitola 4

Diskuse silnych a slabych stranek navrhovaného modelu
a moznosti jeho dalSiho rozvoje

Po ukazce praktické aplikace navrhovaného modelu odhadu specifickych mér umrtnosti
s komentdifem vysledkii v minulé kapitole je tato kapitola vénovana diskusi jednotlivych casti
navrhovaného modelu s dirazem na hodnoceni jeho silnych a slabych stranek.

Je ziejmé, Zze model je mozné modifikovat v fad€ jeho casti, proto by bylo dobré ukazat
jejich moZnosti a srovnat je s dalSimi pristupy, které lze nalézt v odborné literatufe. Cilem
kapitoly je zhodnoceni celého modelu s cilem navrzeni moznych modifikaci navrhovaného
modelu do budoucna.

Pozornost bude nejprve soustiedéna na problém s variabilitou odhadovanych hodnot,
vyjadienou kolisdnim odhadt kohortni stiedni délky Zzivota. Zde budou rozebrany moznosti
lepsich odhadd nékterych komponent navrhovaného modelu a jejich dopad na modelované
hodnoty. Nasledn¢ budou diskutovany podobné pfistupy uplatiiované v ramci jinych metod
odhadu, které byly jiz c¢asteéné predstaveny Vprvni kapitole a jejich mozna aplikace
do navrhované metodiky.

Zavérem kapitoly bude celkové shrnuti stavu a moznych dalSich modifikaci navrhovaného
modelu. Mozné slabiny nebo naopak vyhody proti dal§im pouzivanym metodam budou

diskutovany v pribéhu celé kapitoly.

4.1 Variabilita vysledkd navrhovaného modelu

Jak bylo patrné z Obr. 21 a 22, vysledky dané modelem vykazuji urcitou variabilitu, ktera je
mimé vyS$$i nez variabilita empirickych hodnot, v tomto ptipadé kohortni stiedni délky Zivota
60leté osoby. Otazkou je, co takovou variabilitu zplsobuje a zda je mozné ji upravou metody
odstranit.

V ramci navrhovaného modelu se vyuziva empirickych dat, kterd jsou, jak bylo vidét
v uvodu ptfedchozi kapitoly, velmi variabilni v ¢ase. Diky plsobeni riznych vnéjsich vlivi se
zde projevuji rozlicné efekty jako je napi. efekt kohorty nebo obdobi.
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V modelu se tak muze variabilita projevit ve dvou oblastech. Jednim z nich je variabilita
poméri mer umrtnosti ary,, kterou lze pozorovat na prezentovanych grafickych vystupech

a druhou moznosti je stanovovani prvni miry imrtnosti, na které se cely model stavi, tedy bm,.

4.1.1 Alternativy odhadu zakladni umrtnosti bm, ,

Nejprve budou analyzovany hodnoty bm,, v ¢ase a jejich mozny vliv na souhrnné ukazatele
umrtnosti. Na Obr. 26 je srovndn vyvoj odhadu kohortni stfedni délky zivota 60leté osoby
(identicky s Obr. 22) doplnény o hodnoty odhadi zakladni miry imrtnosti bm,,, pro kohorty
§védskych zen, narozenych 1761-1945.

Obr. 26: Srovndni vyvoje kohortni stiedni délky Zivota 60leté osoby a odhadu zdkladni miry umrtnosti
bm,,, kohorty 1761-1945, Svédsko, Zeny
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Zdroj: Human Mortality Database (2012)
Pozn.: Hodnoty bm, , spocteny dle vzorce (29). Hodnoty odhadu stfedni délky Zivota zobrazeny na levé svislé ose,

odhady miry imrtnosti zobrazeny na pravé svislé ose.

Hodnota bm,, stoji na pocatku celého modelu a jeji troven, jak bylo popsano v kapitole 2,
mize zasadné ovlivnit celkovy odhadovany prubéh imrtnosti kohorty. Z Obr. 26 je vidét, ze
jednotlivé vykyvy v hodnoté bm,, ¢aste¢né koresponduji s vykyvy v odhadu kohortni stiedni
delky zivota. V tomto pfipad¢ jsou mnohem dilezitéjsi jednotlivé odchylky od trendu nez trend
samotny. Lze také vidét, Ze hodnoty bm,, se nevyviji monotonné a vykazuji zejména z pocatku
sledovaného obdobi (ptiblizné kohorty 1761-1810) vysokou variabilitu (opét se nejspise jedna
0 pri¢iny souvisejici s horsi kvalitou zdznamu udalosti nebo evidenci osob).

Jestlize se vratime k samotnému postupu odhadu zakladni miry imrtnosti bm,,, mize byt
vysledek z Obr. 26 piekvapujici. Vzorec pro vypocet bm,, byl definovan nasledovné:
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bm,y, = geomean my_,,, Myyq, =

—9
=T My gz * My 3 ¥ My 37 ¥ My 17 %My 7 ¥ My 17 * Myy7 ¥ Myy37*Myysz (29)

kde bm, , je zakladni mira imrtnosti, X je vék a Z je rok narozeni kohorty.

Jedné se tedy o geometricky primér s celkem 9 ¢leny. Jeho konstrukce byla navrzena tak,
aby co nejlépe vystihoval kohortni efekt a navic eliminoval vlivy obdobi. Proto jsou vSechny
Cleny vyrazu specifickymi mérami umrtnosti jedné kohorty. Tato skutecnost ma vSak i své
nevyhody (viz dale).

Podobny pfistup eliminace vykyvii mér umrtnosti miizeme v literatufe nalézt na nékolika
mistech. Van Brokenhoven napi. odvodil vyhlazovaci metodu urenou pro eliminaci vykyvi

mér umrtnosti v ¢ase (Brokenhoven, 2010). Zaklad teorie je v odhadu pravdépodobnosti umrti

O Ve tvaru

Qe =1— e=e™ (46)
kde gy je pravdépodobnost umrti ve véku X a f(x) je definovana jako

fx =a+bx+cx?, (47)

kde parametry a, b a ¢ jsou odhadnuty metodou nejmensich ¢tverct z hodnot Qys, ..., gx1, Ox
Ox+1 .-, Gx+s (Brokenhoven, 2010).

Princip je tedy zaloZen na vypoctu vazeného prumeru, jehoz vahy jsou dany kvadratickou
funkei f(x). Pocet hodnot, které se zahrnuji do odhadu této funkce je 11 a Brokenhoven sam
uvadi, ze jestlize data nejsou prili§ variabilni nebo hodnoty gy blizké 0 nebo 1, dava tato metoda
velmi dobré vysledky (Brokenhoven, 2010).

Pokud bychom uvedenou metodu implementovali do navrhované metodiky, je nutné zminit
uskali jejiho vypoctu. To spociva v poctu zahrnovanych véka. V piipade ptivodniho vzorce (29)
bylo do vypoctu zahrnuto 9 hodnot, tedy pii odhadu miry Gmrtnosti ve véku 60 let to byly
hodnoty mér tmrtnosti za véky 5664 let.

Tato skutecnost vede k tomu, ze i kdyz je zakladni mira imrtnosti uréovana pro vék 60 let,
jsou pro jeji odhady vyuzity miry az do véku 64 let (realné pak znamena tato skutec¢nost fakt, ze
disponujeme-li hodnotami mér umrtnosti napt. za rok 2011 a konstruujeme odhad pro veék 60
a vice let, pak posledni mozna kohorta, pro kterou lze odhad zkonstruovat neni kohorta 1951,
ale kohorta narozena v roce 1946, pravé z divodu odhadu zékladni miry umrtnosti, pro jejiz
odhad je tieba znat hodnoty specifickych mér amrtnosti az do 64 let). V pfipadé metody
Borkenhovena by (dle vyrazu (46), resp. (47)) bylo nutné zahrnout do vypoctu dokonce
vékovou skupinu 65 let.

Urcitou obdobou navrhované metody je metodika popsana v kapitole 2.2.1 autort
Habermana a Renshawa (2013), ktefi se snazi také odhadovat miry umrtnosti na zakladé
modelovani jejich vztaht. I zde je nutné definovat zakladni miru Umrtnosti, od které se zacnou

modelovat dal$i odhady nasledujicich specifickych mér.
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Haberman a Renshaw odhaduji zékladni miru umrtnosti jako primér poslednich tii
kohortnich mér umrtnosti v konkrétnim véku x (Haberman, Renshaw, 2013), zapiSeme-li to

vzorcem, vypadal by asi nasledovné

My g+ My g1+,
b, = et (48)

kde bm,; je zakladni mira umrtnosti ve véku X, kohorty z, my, je mira umrtnosti kohorty z ve
véku X (Haberman, Renshaw, 2013).

Tento pfistup vSak nerespektuje kohortni faktor, resp. zahrnutim né¢kolika kohort do jedné
hodnoty ho eliminuje. Na druhou stranu timto zpiisobem lze teoreticky eliminovat také
nezadouci faktor obdobi, protoze se hodnoty pieci jen casteéné vyrovnaji (bohuzel autofi
nepublikovali dil¢i vysledky vlastnich odhadt téchto zakladnim mér).

Moznosti odhadu zakladni miry Gmrtnosti je tedy vice, ale vzdy je nutné hodnotit dany
ptistup z vice hledisek. V nésledujicim oddile se zaméfi pozornost na variabilitu samotnych
modelovanych mér umrtnosti a moznosti, jak ji fesit, ale hned v nasledujici podkapitole se jeste
problematika odhadu zakladni miry umrtnosti diskutovat bude.

4.1.2 Vyrovnavani odhadovanych mér umrtnosti

Vysledky prezentované v ptedchozi kapitole na Obr. 19 nebo 20 ukazuji, ze odhadované (ale
i empirické) hodnoty mér umrtnosti mohou vykazovat také uréitou miru variability. Ta se
projevuje tim, Ze pro ur€ité véky neplati vztah (25), tedy m, , > m,_, ,.

Tato skuteCnost se vyskytuje zejména ve vysokych vécich (pfiblizné nad 90 let, ale
v empirickych datech je pozorovatelna i diive — viz Obr. 19 nebo 20). Nékteré modely proto
aplikuji metodu vlastniho odhadu budoucich mér umrtnosti pouze do urcitého véku a zbyvajici
miry umrtnosti ve vysokych vécich modeluji riznymi jinymi vyrovnavacimi technikami.

Napt. software LCFIT (Sprague, 2009), jenz umoziiuje online predikci specifickych mér
umrtnosti metodou Lee-Cartera, modeluje hodnoty mér imrtnosti touto metodou pouze do véku
85 let. Od tohoto véku aplikuje na odhadnuté miry vyrovnavaci metodu Coale-Guo (Sprague,
2009).

Podobny pfistup voli také Haberman a Renshaw (2013), kteti ve svém modelu uvazuji
pouze veéky do 85 let. Zbyvajici miry Gmrtnosti modeluji na zakladé piedchozich odhadu
(Haberman, Renshaw, 2013).

Jak jiz bylo zminéno v tivodni kapitole, vyrovnavani mér timrtnosti v nejvyssich vécich je
aplikovéano také v pfipadé Human Moratality Database. Zde je aplikovana metoda vyrovnavani
i na kohortni data (Wilmoth, 2007), coz vede k paradoxnim situacim, kdy na strankach HMD
muzeme nalézt kompletni kohortni imrtnostni tabulky generaci, které jest¢ nevymiely (Human
Moratality Database, 2012).

Nutnost vyrovnavat miry Gmrtnosti v navrhovaném modelu neni pfili§ nutné. Situace
popsana vyse, tedy kdy mira imrtnosti ve véku X vy$8i nez mira amrtnosti ve véku X + 1 neni
Vtomto piipad¢ pfili§ Castd. Vychazela by ze situace, kdy plati, ze hodnota ary,, < 1.
V piipadé Svédska nastala tato situace u muzi pro vékové skupiny 60-90 let a kohorty
1761-1945 celkem dvakrat (pro veék 80 let u kohort 1772 a 1773) a v ptipadé Zen Ctytikrat (vzdy
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pro vékovou skupinu 80 let a pro kohorty 1763 a 1764 a stejné jako u muzi 1772 a 1773). Pti
zahrnuti celého vékového rozpéti (vék 60-96) tato situace nastala 91krat u muzi a 40krat u Zen.
Podrobnéji viz pfilohu 2, kde jsou vSechny koeficienty ary,,s pro x = 60, ..., 96,
az=1761, ..., 1945 publikovany. Z tohoto hlediska je navrhovany model mozné hodnotit jako
stabilni a nutnost vyrovnavani mér imrtnosti ve vyssSich vécich je vhodna nejspise az v uplné
nejvyssich vécich (nad 95 let, coz by v ptipadé modelu konciciho vékem 96 let bylo jiz vlastné
odhadem a ne vyrovnavanim).

Konstrukce navrhovaného modelu mé proti jinym metodam také vyhodu v tom, Ze
modelovani koeficientli rlstu, které jsou (téméf) vzdy vétsi nez jedna vede k tomu, Ze
nenastavaji situace, kdy by dlouhodobé byly hodnoty m, , > m,_4 ,.

V piipadé modeld, jako je LC model (Lee, Carter, 1992) nebo model navrzeny Habermanem
a Renshawem (2006), které jsou zalozeny na modelovani pifimo specifickych mér umrtnosti,
mize snadno dojit (nejspise ale v dlouhém obdobi) k situaci, kterou ilustruje Obr. 27.

Obr. 27: Vyvoj empirickych hodnot In(m,) pro x = 65 a 66, kohorty 1761-1943, Svédsko, 3eny, data
proloZena regresni funkci (polynomem), odhad budoucich hodnot do roku 1953
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Zdroj: Human Mortality Database (2012)
Pozn.: Data proloZena polygonem 5. fadu, uvedena rovnice a hodnota indexu determinace R

Hypoteticka situace na Obr. 27 ukazuje, Ze v piipadé vyrovnani dat vhodnou funkci
(v tomto ptipadé polynonem 5. fadu) se miZze stat, Ze odhad hodnot m, , do budoucna miize
Vv ur¢itém okamZiku skoncit situaci, kdy napi. mgg, < mgs ,. Je ziejmé, Ze ojedinéle takova
situace nastat muze (v jednom konkrétnim roce), ale zcela urcit¢ nemutze platit dlouhodobg.
V tomto piipadé ma navrhovany model proti metodam vyuzivajicich modelovani piimo
specifické miry umrtnosti (napf. LC model) vyhodu, protoze jak bylo dokdzano na empirickych
datech, tento jev se téméf nevyskytl.
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4.2 DalsSi mozné modifikace navrhovaného modelu

VySe uvedend problematika vybranych casti modelu, jako je volba zikladni umrtnosti
a vyrovnavani specifickych mér Umrtnosti je vhodnou oblasti pro modifikaci stavajiciho
modelu. V ptipadé vyrovnavani bude nejjednodussi zvolit nékterou z klasickych funkci a vyuzit
jeji aplikace k modelovani odhadnutych hodnot. Pro mozny vycet takovych metod viz praci
Hulikové Tesarkové (2012).

V oblasti odhadu zékladni timrtnosti bm,; je mozné vydat se nékolika sméry. Prvnim je dale
rozvijet odhady zalozené na kohortnim zptsobu, tedy pro kazdou kohortu uvazovat individualni
hodnotu bm,, vypoétenou pouze na zakladé hodnot dané kohorty (viz stavajici navrhovany
pfistup nebo metodu Brokenhovena (2010)). Tento pfistup ma vyhodu v respektovani
kohortniho faktoru (s akceptovanim mozného vlivu obdobi). Nevyhoda je cCasto vysoka
variabilita hodnot tmrtnosti v ramci jedné kohorty (zmifiovany vliv obdobi).

Druhou moznosti je pfistoupit na zplsob odhadu zalozeny na pfistupu Habermana
a Renshowa (2013), tedy odhadovat hodnotu zakladni miry umrtnosti na zakladé hodnot této
zakladni miry u pfedchozich kohort. Takovy postup by mél vyhodu ve vyuziti predikce vyvoje
konkrétni hodnoty miry umrtnosti (napt. odhad mgy o nékolik let dopfedu). Pti znalosti hodnot
pramérnych koeficientl riistu mér umrtnosti by pak bylo velmi jednoduché odhadnout i ostatni
miry amrtnosti. Tento postup vSak vyzaduje velmi striktni pfedpoklady o zachovani ur€itych
vztahti na dlouhou dobu, coz nemusi byt vzdy piedpoklad udrzitelny.

Pokud bychom pfistoupili na takovou podminku, pak pro budouci odhad zdkladni miry by
bylo vhodné predikovat vyvoj nékteré stabilni (stabilni ne ve smyslu konstantni, tedy neménné
ale ve smyslu co nejméné volatilni) miry umrtnosti. Odhad budouci Grovné umrtnosti takové
vékové skupiny by umozioval (pfi znalosti vztahli mezi jednotlivymi Grovnémi umrtnosti)
odhad zbyvajicich specifickych mér tmrtnosti nejen ve vécich vysSich nez pro kterou je
odhadovana zakladni mira imrtnosti, ale také odhad miry umrtnosti ve vécich nizSich. Tento
postup vsak uplné odstrafiuje z modelu kohortni efekt, ktery zde hraje velmi vyraznou roli.

Jakymsi kompromisnim feSenim by byla konstrukce odhadu, ktery by kombinoval odhad
budouci urovné miry umrtnosti konkrétni veékové skupiny (na zakladé historickych hodnot
u pfedchozich kohort) a efekt kohorty. Idedlem by tedy byla kombinace odhadit APC modeld,
které by umoznily odhad konkrétnich hodnot zakladni miry umrtnosti a na jejim zakladé pak
nasledné odhadovat dalsi specifické miry umrtnosti jiz podle navrhovaného modelu, tedy na
zakladé pomérti mér imrtnosti.

Z matematického hlediska by bylo vhodné pokusit se navrhovany model vyjadfit ve formé
regresni funkce, kde by bylo mozné nasledné¢ odhadovat jednotlivé parametry. Teoretické
pfevedeni na regresni funkci bude nejspise vzdalené pfipominat LC model. Vekové specifické
koeficienty (konstantni v Case) lze pfirovnat k parametrim Sy z LC modelu. Zakladni uroven
umrtnosti bm,; je analogicky podobné x; (neboli casove zavisla proménna).

Je ziejmé, ze prepis navrhovaného modelu do regresni funkce by pfinesl vyrazny posun
v moznostech odhadu jeho parametri a z toho vyplyvajicich moznostech budoucich odhadt
urovné umrtnosti.

Jednou z moznosti modifikace navrhovaného modelu by také byla moznost odhadu vyvoje

hodnot ary, v ¢ase, tedy vyvraceni zakladniho pfedpokladu stavajiciho modelu o neménnosti
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koeficientdl rstu pro konkrétni v€k X mezi kohortami. Tento krok by vSak vyzadoval velmi
dikladnou analyzu ¢asovych fad ary;, S diirazem na dodrzeni podminky, ze hodnota ar,, nemtze
byt (pro veéky vyssi nez 30) mensi nez 1. Presto lze tento zplisob modifikace povazovat za
zadouci, protoze muZeme ocekdvat, ze pii aplikaci navrhovaného modelu na dal§i zemé
mizeme zjistit neplatnost zékladni podminky konstatni Grovné ary,. K podobnému zavéru
dochazi také Haberman a Renshaw (2013), kde v tivodu ¢lanku podrobné diskutuji podminky
modelti zaloZenych na modelu LC, jejichz zakladem je predpoklad pokracovani linearniho
trendu zlepSovani timrtnostnich pomért (x;) do budoucna, coz znamena zlepSovani také vSech
ostatnich mér umrtnosti stejnym exponencialnim tempem (zakladni rovnice je v logaritmické
formé, tedy linedrni trend ptirozeného logaritmu je exponencialni trend ptivodni hodnoty).

Jak Haberman a Renshaw zdlraznuji, na fadé zemi bylo dokazano, Ze tento predpoklad je
mylny, protoze snizovani urovné mér umrtnosti se v nejnizsich vécich zpomaluje a ve vysokych
vécich naopak zrychluje (Haberman, Renshaw, 2013).

4.3 Celkové zhodnoceni navrhovaného modelu

Je nutné pfipomenout, ze proces umrtnosti je velmi slozity a ovliviiovany celou fadou dalsich
faktord (at’ jiz je pojmenujeme jako kohortni efekt nebo efekt obdobi) a nalezeni pfesnych
vztahtl a zakonitosti, které by navic bylo mozné oznacit za dlouhodobé platné je témet nemozné
(ne-li viibec nemozné).

I pfes vySe zminéné nedostatky navrhovaného modelu a rizna uskali, ktera je nutné mit na
paméti pii jeho modifikacich, lze fici, ze se podafilo odvodit a nésledné prakticky aplikovat
model, ktery s dostate¢nou presnosti dokaze odhadnout budouci Giroven umrtnosti.

Proto je vhodné zdiraznit, Ze model nevyzaduje vyrazné technické zdzemi a hluboké
matematické znalosti, pracuje s jednoduse definovanymi predpoklady a ¢asova naro¢nost jeho
aplikace je v porovnani s jinymi modely velmi nizka.

Model samotny prokazal, ze odhadované hodnoty v porovnani s empirickymi hodnotami
nedosahuji vyrazné odlisnych vysledkd a zejména dobfe vystihnul existujici zmény ve vyvoji
empirickych hodnot.

Lze tedy fici, Ze v ptipad¢, Ze by se do modelu implementovaly nekteré z vyse zminénych
vyzaduji specialni software nebo hluboké matematické znalosti. Pro dal§i rozvoj modelu by
bylo vhodné ovéteni nekterych modifikaci na datech dalSich zemi a zhodnoceni vhodnosti
takové pripadné modifikace modelu.
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Kapitola 5

Zaver

Ukolem zavéreéné &asti prace by mélo byt shrnuti poznatkii prezentovanych v préaci s diirazem
na zhodnoceni naplnéni ¢i nenaplnéni cile vyty¢eného na samotném zacatku prace. Nejinak
tomu bude, pochopitelné, i vtomto ptipadé. Zakladni cil pifedkladané diplomové prace byl
definovan jako navrzeni takové metody odhadu budouciho vyvoje tirovné imrtnosti ve vyssich
vécich, ktera by byla zalozena na kohortnim pohledu a mohla piedstavovat jistou alternativu
k dnes nejéastéji pouzivanym metodam predikce imrtnosti.

Zejména druha c¢ast cile, tedy nalezeni takové metody, ktera by predstavovala alternativu
K nejéastéji pouzivanym metodam predikce imrtnosti, byla velmi ambicidzni a pro naplnéni této
¢asti bylo nutné realizovat celou fadu malych kroki, které byly také ¢aste¢ne vytyCeny v tivodu
prace ve formée dil¢ich cila.

Samotné navrzeni metody, tedy teoreticky piepis funkénich vztahii spolu s definovanim
zakladnich predpokladl by sam o sobé sice naplnil prvni ¢ast hlavniho cile — navrzeni metody
odhadu budouciho vyvoje umrtnosti zalozené na kohortnim pohledu, ale aby byl model
aplikovatelny, je nutné nejprve ovéfit jeho predpoklady a nasledné ovérit také jeho vysledky na
redlnych datech. K naplnéni kompletniho cile tak muselo byt postupovano analyticky, krok po
kroku, které predstavovaly jednotlivé kapitoly.

Diive nez byly stanoveny zakladni principy navrhovaného modelu, bylo nutné provést
analyzu stavajicich pfistupi k modelovani a odhadovani mér umrtnosti. Ty byly struéné
zminény v prvni Uvodni kapitole, ale matematicky by jednou z podkapitol ¢asti druhé. V této
podkapitole bylo hlavnim, zakladnim cilem stru¢né popsat vybrané metodické pfistupy, které je
mozné pii modelovani umrtnosti vyuzit a stézejni ¢asti kapitoly pak byla konstrukce vlastniho
modelu odhadu budouciho vyvoje kohortnich mér umrtnosti.

Kromé zminéné navrhované metody, jejimz principem je odhad budoucich mér timrtnosti na
zédkladé modelovani vztahti mezi umrtnostmi mezi jednotlivymi véky, byly podrobnéji
diskutovany také dal$i metody, zminéné jiz v diskusi s literaturou, ktera byla soucasti uvodni
¢asti prace. Mezi zakladni pfistupy modelovani tmrtnosti patii napt. Gompertz-Makehamuv
pfistup exponencialniho ristu uUmrtnosti s vékem, Lee-Carterova metoda, predpokladajici
(v ¢ase neménnou) zavislost vékové specifickych mér umrtnosti na celkovém vyvoji tmrtnosti,
nebo rizné modifikace navazujici na Lee-Carterovu metodu, které jsou zalozené napf. na
rozsifeni modelu o kohortni faktor nebo nahrazeni predikce vyvoje celkové urovné tmrtnosti

jinymi charakteristikami, jako je tfeba stfedni délka Zivota pfi narozeni.
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Vycet téchto metod mél ilustrovat mozné sméry, které se objevuji (s moznymi
modifikacemi) v odborné literatufe v posledni dekadé (ale nékteré také mnohem déle).
Na klasické pristupy k modelovani mér umrtnosti navazalo predstaveni nejnovéjSich piistupd,
mezi které patfi modelovani umrtnosti na zakladé diferenci nebo poméri mér umrtnosti, at’ jiz
Vv kohortnim nebo transverzalnim pfistupu.

Popis konstrukce navrhovaného modelu tak navazoval na podrobnou diskusi publikovanych
ptistupti. Samotny model byl navrzen tak, ze vyuziva moznosti predikovat do budoucnosti miry
ristu Gmrtnosti mezi jednotlivymi véky a ne samotné miry umrtnosti. V metodice byla
podrobné popsana teoreticka konstrukce modelu, ale byly zde uvedeny také praktické ukazky
vypoctu vybranych hodnot a v nékterych bodech bylo dokonce navrzeno vice moznych postupt.

Po teoretickém vymezeni celého modelu by bylo mozné uvazovat, ze timto jiz byla
naplnéna jedna ¢ast zdkladniho cile prace. Narocnéjsi ¢ast — ovéfeni modelu na realnych datech
vSak musela byt jesté doplnéna. V nasledujici kapitole tak byla vprvni ¢asti nejprve
analyzovana zakladni data o umrtnosti, kterd by byla vhodna pro naslednou aplikaci navrzené
metodologie. Slo zejména o ovéfeni vyskytu vlivu nékterych faktort, jako je kohortni vliv nebo
vliv obdobi na troven umrtnosti. Bylo ovéfeno, ze v datech tykajicich se umrtnosti jak za
Ceskou republiku, tak i za Svédsko existuji vykyvy, zptsobené kohortnim efektem nebo
efektem obdobi. Tyto efekty pak narusuji obecné zakony a pravidla imrtnosti.

V dalsi casti kapitoly byly analyzovany vyvoje poméri a rozdild mér umrtnosti. Bylo
potvrzeno, ze ptistup modelovani pomérd mér umrtnosti je vhodné&jsi nez modelovani diferenci
mér umrtnosti. Poméry mér umrtnosti se jevi jako stabilni v Case, tedy jejich vyvoj mezi
jednotlivymi kohortami lze povazovat za konstantni (stacionarni). Toto ovéteni probehlo také
na zakladé nastroju analyzy ¢asovych tad.

Po empirickém ovéfeni téchto zakladnich piedpokladt, které byly definovany v teoretické
Casti prace, bylo pfistoupeno k samotnému procesu konstrukce odhadii budoucich specifickych
mér umrtnosti na zakladé navrhované metodiky. V ramci tfeti ¢asti kapitoly byly na datech
demonstrovany vSechny kroky vedouci k prognoéze specifickych mér umrtnosti a dalSich
tabulkovych funkci.

Analyza vysledkll, zejména porovnani odhadovanych hodnot s empirickymi pozorovanimi,
ukazala, Ze navrhovana metoda odhadu specifickych mér imrtnosti dava velmi dobré vysledky,
které se od skutecnych empirickych hodnot 1isi jen velmi malo. V rdmci prezentace vysledki
byly demonstrovany mozné pfistupy k vizualizaci dat, jako je porovnani vyvoje pitimo
specifickych mér tmrtnosti, jejich logaritmti nebo tabulkovych funkci konstruovanych na
zakladé odhadu specifickych mér amrtnosti.

Na zaklad¢ vysledkl lze fici, Ze navrhovany model dobfe reaguje na vykyvy ve vyvoji
umrtnostnich poméri, které v minulosti prob&hly. Rozdily mezi odhadovanou a empirickou
hodnotou kohortni stiedni délky zivota 60leté osoby nepiesahly 5 % (za poslednich pfiblizné
100 srovnavanych kohort), coz lze povazovat za velmi dobry vysledek (v absolutnim vyjadreni
jsou tyto rozdily pod 1 rok).

V zavére¢né Casti kapitoly byly dokonce zkonstruovany také odhady budoucich hodnot mér
Gimrtnosti pro kohorty dosud Zijici. V ptipadé Svédska lze dle navrhovaného modelu odhadu

budoucich mér umrtnosti o¢ekavat stiedni délku zivota 60leté osoby, narozené v obdobi konce
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2. svétové valky na tirovni 25,5 roku pro muZe a 27 let pro Zeny. V piipadé Ceské republiky
jsou tyto hodnoty 21,3 pro muze a 25,7 pro Zenu. Tyto hodnoty stoji na pfedpokladu, Ze nedojde
k nahlé zmén¢ dosavadnich trendid vyvoje tmrtnostnich poméra.

Celkové hodnoceni navrhovaného modelu bylo po aplikaci na redlnych datech takové, ze
navrhovany model je schopen kvalitni predikce specifickych mér umrtnosti a jeho praktické
pouziti prokazalo jeho snadné pouziti i v ptipadé omezeného datového zdroje, ktery nedisponuje
dlouhymi historickymi daty o urovni imrtnosti.

PrestoZze navrzeny model ukdzal pifi své aplikaci, Ze by mohl byt vhodnym nastrojem
k odhadiim budoucich trendi vyvoje umrtnosti, bylo vhodné diskutovat také dalsi poznatky
0 chovani modelu pfi jeho praktické aplikaci. Jednou ze slabych strdnek byla variabilita
predikovanych hodnot. Ve ¢tvrté kapitole se proto soustfedila pozornost na mozné alternativy
a modifikace dil¢ich ¢asti modelu, aby bylo dosazeno stabilnéjSich vysledkti. Protoze model
neuvazuje zadné dal§i vyrovnavani hodnot mér Umrtnosti, jevi se jako jedna z cest rozsifit
model o tuto moznost vyrovnani mér imrtnosti zejména ve vyssich vécich.

Protoze proces umrtnosti je v§ak komplexni a velmi slozity proces ovliviiovany celou fadou
faktord, pro né€jz je nalezeni funk¢nich vztahti a zakonitosti, které v ném plati, velmi narocné.
Nalezeni idealniho modelu je tedy jakymsi nedostiznym cilem, ke kterému je vSak tieba se
pokouset alespon priblizit.

I ptes nedostatky navrhovaného modelu a rtizna uskali zminéna v posledni kapitole lze fici,
ze se podafilo odvodit a nasledné prakticky aplikovat model, ktery s dostateCnou piesnosti
dokaze odhadnout budouci tirovei tmrtnosti.

Pokud by se pouzil ptimér, Ze za cloveéka maji hovofit Ciny, tak lze fici, ze za model by mély
hovotit jeho vysledky. Model samotny prokazal, ze odhadované hodnoty v porovnani
s empirickymi hodnotami nedosahuji vyrazné odlisnych vysledkd a zejména dobte vystihnul
existujici zmény ve vyvoji empirickych hodnot.

Navic je nespornou vyhodnou navrhované metody také to, ze model nevyZaduje vyrazné
technické zazemi ani hluboké matematické znalosti, pracuje s jednoduSe definovanymi
predpoklady a ¢asova naroc¢nost jeho aplikace je v porovnani s jinymi modely velmi nizka.

Zéakladni cile prace (a tim i jejich dil¢i ¢asti) 1ze tedy povazovat za splnéné. Byl odvozen
a nasledné také prakticky ovéfen alternativni ptistup k odhadiim budoucich hodnot specifickych
mér umrtnosti v kohortnim pfistupu. Jeho vysledky navic vykazuji velmi dobré hodnoty a je
tedy mozné predpokladat dalsi rozvoj popsané metody s rozsifenim souboru dat, na néz je

mozné ho aplikovat.
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PFilohy

Ptiloha ¢. 1: Korelogramy funkci ACF a PCF pro jednotlivé vékové skupiny 60-96 let, kohorty
narozené 1780-1949, Svédsko

Ptiloha ¢. 2: Odhady budoucich specifickych mér umrtnosti a stfedni délky Zivota (kohorty
1761-1945), srovnani s empirickymi hodnotami specifickych mér a stiedné délky

sivota (kohorty 1761-1912)

Prilohy k praci jsou dostupné vyhradné v elektronické podobé na ptilozeném CD.



