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Uvod

Cielom tejto prace je popisat mechanizmus fungovania trhu limitnych objednéa-
vok, predstavit zobecneny Smithov Farmerov model knihy objednavok pokryvaju-
ci viaceré zname modely a overit jeho validitu na zdklade realnych dat z britského
trhu.

Praca je preto ¢lenena do viacerych kapitol, ivodné kapitoly si1 venované me-
chanizmu spojitej dvojitej aukcie a vybranym modelom knihy objednavok. Na
ne nadvézuje rozsiahlejsi popis zobecneného Smithovho Farmerovho modelu, tj.
modifikovaného Smithovho modelu, a jeho vlastnosti. Ué¢elom tychto kapitol je
oboznamit Citatela s modelom, s ktorym budeme dalej pracovat.

Jadro prace tvori datova cast, v ktorej sa overuje validita modelu knihy ob-
jednavok na realnych datach. Tomu predchadza popis struktury dat a navod ako
k nim pristupovat vratane ich oznacenia. Samotné overenie modelu je zalozené na
overeni Smithovho Farmerovho modelu, resp. Contovho Stoikovho modelu, ktoré
zobecneny Smithov Farmerov model pokryva. Model je overovany pomocou meté-
dy linearnej regresie, ktorej ,,vedlaj$im produktom* je odhad parametrov modelu.

V ramci zobecneného Smithovho Farmerovho modelu je napokon navrhnuty
vlastny generalny model knihy objednévok, ktory sa snazi vyuzit poznatky zis-
kané z predchadzajtucich overovani a je testovana jeho validita.

Praca je doplnena o tabulkové a grafické vysledky, predovsetkym o vysledky
linedrnych regresii, z ktorych vychadzaju jednotlivé zavery prace.



1. Spojita dvojita aukcia

Za jeden z najfrekventovanejSich mechanizmov pouzivanych v dnesnej dobe na
vicsine modernych finan¢énych trhov mozeme povazovat model spojitej dvojitej
aukcie. Na trhoch sa spravidla obchoduje spojite a i¢astnici trhu mozu operovat
v Tubovolnom okamihu pocas obchodovacieho diia, ¢im samozrejme moze dojst
a dochadza k nesuladu medzi ponukou a dopytom (napr. ak kupujici pozaduje
nakup akcii, ktoré za pozadovanych podmienok nie s prave k dispozicii). Aby sa
tento nestlad eliminoval, pouzivaju sa tzv. objednavky akcii. Objednavka méoze
byt dvojakého druhu:

e trzna objednavka — objednavka na predaj, resp. ndkup urcitého mno-
zstva akcii okamzite za najvyssSiu, resp. najnizsiu dostupnu cenu, tj. za
najlepsiu cenu pre predavajiceho, resp. kupujtuceho

e limitna objednavka — objednévka na predaj, resp. ndkup urcitého mno-
zstva akcii za cenu nie mensiu, resp. nie vicsiu nez je limitné cena tejto
objednavky

Limitné objednévky na predaj budeme nazyvat asky, limitné objednavky na
nadkup budeme nazyvat bidy. Pod pojmom najlep$i ask budeme rozumiet ask
s najnizsou limitnou cenou F, ; ; v danom case t a ako najlepsi bid budeme oznaco-
vat bid s najvyssou limitnou cenou P, ; v danom case tE] Rozdiel S; = P, 11— Py 1
medzi nimi sa nazyva spread a je spravidla nenulovy kladny.

Cena, na rozdiel od Casu, nie je spojita veli¢ina, ale nadobuda diskrétne hod-
noty v istych cenovych trovniach, ktoré budeme nazyvat ticky. Vzdialenost medzi
dvoma susednymi tickmi, ¢ize cenovymi uroviiami, pre dany instrument na trhu
je konstantna a budeme ju nazyvat velkost ticku. Teda ak je velkost ticku napri-
klad 5 CJ [} tick moze byt 5 CJ, 10 CJ, 15 CJ, ...

Na trhu mozu nastat tri typy operacii:
e zadanie limitnej objednéavky
e zadanie trznej objednavky

e zrusenie (predtym zadanej) ¢akajicej, tj. zatial nevyrovnanej limitnej ob-
jednavky

Limitné objednavky obyc¢ajne nevedu k okamzitému obchodu, ale hromadia
sa v knihe limitnych objednavok. Kniha limitnych objednavok je teda sithrn vset-
kych nevyrovnanych limitnych objednavok.

1'Vseobecne sa pojmom ask, resp. bid nenazyva ktorakolvek limitna objednivka na predaj,
resp. na nakup, ale obyc¢ajne len najlepSia limitna objednavka na predaj, resp. nakup. My vsak
z praktickych dovodov budeme pouzivat namiesto ,limitnd objednavka na predaj“ pojem ask
a namiesto ,ask“ pojem najlepsi ask, resp. analogicky pojmy bid a najlepsi bid.

2cenovych jednotiek, napr. CZK, EUR, USD, GBP atd.
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Vynimkou st tzv. krizne limitné objednéavky, co su asky s limitnou cenou me-
nsou nez je cena najlepsieho bidu P, 1, resp. bidy s limitnou cenou vécSou nez je
cena najlepsieho asku F, ; ;. Tieto objednavky vedu k bezprostrednému vyrovna-
niu bud celej kriznej objednavky alebo aspoii jej ¢asti ak je dostatocne velka.

V pripade prichodu trznej objednavky sa tato sparuje s v poradi prvou limit-
nou objednavkou opacného znamienka, pricom poradie limitnych objednavok je
urcené ich cenou a v pripade zhodnej ceny ¢asom prichodu, tj. cena ma vacsiu
prioritu ako ¢as prichodu. Pokial ide o mnozZstvo akcii, tj. velkost sparovanych
objednévok, objednévky nemusia byt rovnako velké. V dosledku toho sa, podla
velkosti prichodzej trznej objednéavky, z limitnej objednéavky moze vyrovnat len
jej Cast (ak je trzné objednavka mensia nez limitna) alebo sa limitna objednavka
vyrovné cela (ak je trzna objednévka rovnako velkd ako limitnd). Ak je trznd
objednavka vii¢Sia nez limitna, nevyrovnand cast trznej objednévky, ktord ostane
po vyrovnani celej limitnej objednéavky, sa nasledne dalej paruje s dalsou limitnou
objednavkou v poradi, resp. jej ¢astou. Tento postup sa opakuje, az kym sa trznéa
objednavka nevyrovnd celd a moze sposobit, Ze v niektorom ticku ¢i viacerych sa
vyrovnaju vSetky limitné objednavky.

Zaroven tiez zmena v cene najlepSieho asku, resp. bidu, mdze nastat (aj o via-
cero tickov), ale nemusi, podla toho, ¢ sa v ramci (postupného) vyrovnavania
trznej objednavky vyrovnaja vsSetky limitné objednavky v niektorom ticku, pri-
padne viacerych tickoch. Ak sa tak stane, cena najlepsiecho asku, resp. bidu, sa
zmeni, tzv. sko¢i. Dosah (angl. price impact) trznej objednavky na cenu najle-
psieho asku, resp. bidu, teda zavisi ako na velkosti trznej objednavky (priamo
tmerne), tak na objeme (pocte a velkosti) limitnych objednévok v jednotlivych
tickoch (nepriamo timerne).



2. Principy vybranych modelov
knihy objednavok

Modelov knihy objednévok existuje viacero, v tejto ¢asti niektoré z nich pre nazor-
nost uvedieme. Tieto popisované modely zaroven modeluju tieZ spravanie kotacii.
PopiSeme tiez princip Smithovho Farmerovho modelu [3] (dalej len SF model),
znadmeho skor ako Smithov model[l] ktory je pravdepodobne najznamejsim pri-
padom modelu spojitej dvojitej aukcie. Modely uvedené v tejto Casti mozeme
povazovat za modely nulovej inteligencie — neposkytuji priestor na strategické
spravanie a Iudi je mozné nahradit generatorom ndhodnych ¢isel.

2.1 Stigler

Podla dostupnych informaécii za jeden z prvych numerickych modelov
knihy objednavok sa d& povazovat Stiglerov model [10], na zaklade
ktorého bola uskutoc¢nena tiez jedna z prvych simulacii trhu s limit-
nymi objednavkami. Tento model je relativne jednoduchy, uvazuje
len limitné objednavky jednotkového objemu, u ktorych je ich limitna
cena z pevne zvoleného cenového intervalu a limitna cena ma rovno-
merné rozdelenie.

Princip modelu ukazeme na jednoduchom priklade: Nech nova objed-
navka je napriklad bid. Ak v momente prichodu tohto bidu existuje
ask s nizSou cenou nez je cena prichodzieho bidu, tj. krizna objed-
navka, potom bid je sparovany s najnizsim askom a obe objednavky
zanikaji. Ak je limitna cena bidu naopak nizsia nez cena najnizsie-
ho asku, bid sa dostava do knihy objednavok a ostava tam az kym
nepride ask, s ktorym by sa, v stilade s popisanym principom, sparoval.

2.2 Bak, Paczuski, Shubik

Model Bak, Paczuski, Shubik [1I] (dalej len BPS model) je relativne
jednoduché formulovat, avSak o to zlozitejsie riesit. Model predpokla-
dé& Jeho princip spociva v tom, Ze na cenovi os s umiestiiované dva
druhy limitnych objednavok, bid a ask, pricom pozicia objednavky
je cena, za ktort objednavka bude uspokojena. Obchod nastava len
v pripade, Ze sa stretn1 dve objednavky opacného typu, tj. bid a ask.
Ak sa tak stane, objednavky si vyrovnané a odstranené z knihy, je to
teda anihilaény proces (detaily pozri [I1]).

'Model budeme nazyvat Smithov Farmerov, aby sme poukézali na podiel ostatnjch autorov
na modeli a aby bol nazov zaroven prakticky.



2.3 Maslov

Pre Maslovov model [12] je priznacné zohladnenie vyznamu trznych
objednavok. Model predpoklada spojiti1 cenu a jednotkovy objem ob-
jednavok. Pravdepodobnost, Ze prichodzia objednévka bude limitnd
na predaj, limitna na nakup, trzné na predaj alebo trzna na nakup
je v kazdom kroku stvrtinova a rozdelenie limitnej ceny u limitnych
objednavok je rovhomerné. Moze teda ddjst ku stretnutiu bidu a as-
ku s rovnakou cenou — v tomto modeli sa vsak nikdy nevysporiadaju
dve limitné objednavky proti sebe, ani ak maja rovnaka cenu. Vyspo-
riadanie prebieha zasadne prostrednictvom trznjch objednéavok, a to
anihilaciou trznej objednavky s najvyssim bidom, resp. najnizsim as-
kom v zavislosti od typu trznej objednavky.

2.4 Smith Farmer

Ani Maslovov model vSak stale neuvazuje rusenie objednavok, ku kto-
rému v skutoc¢nej knihe objednavok dochadza, obycajne v dosledku
dlhého cakania a néaslednej zmeny rozhodnutia ucatnika trhu. Skupi-
na autorov okolo D. Farmera preto vytvorila hned niekolko variantov
modelov, v ktorych toto rusenie objednévok zohladnuji. Okrem toho
sa tieto modely od Maslovovho lisia tym, Zze uvazuja diskrétne ceny
a objednavky umiestniuji rovnomerne v pripustnom cenovom rozsa-
hu, tj. bidy smerom dole od ceny najlepsieho asku (ale nie do ticku
s najlepsim askom) a asky smerom hore od najlepsieho bidu (ale nie
do ticku s najlepsim bidom).

Ako uz bolo uvedené, pravdepodobne najznamejsim modelom spojite;
dvojitej aukcie je nekoneény SF model popisany v [3]. Tento model
predpokladéa konstantnt intenzitu prichodu trznych objednavok, kto-
ra je naviac rovnaka pre oba typy trznych objednavok (na nakup a na
predaj), konstantni intenzitu prichodu oboch typov limitnych objed-
navok v jednotlivych tickoch a konstantna intenzitu rusenia objedné-
vok. Pre jednoduchost predpoklada tieZ jednotkovy objem vsSetkych
objednavok.

Prichod trznej objednavky vyvola transakciu — trzna objednavka na
nakup sa sparuje s najlepsim askom s cenou P,;; a pokial to bola
posledna limitna objednavka s touto cenou, novym najlepsim askom
sa stane ask na najblizSom vyssom ticku, tj. najlepsi ask vzrastie. Ob-
dobne to plati pre trznt objednavku na predaj: sparuje sa s najlepsim
bidom s cenou P,;; a pokial to bola poslednd limitna objednavka
s touto cenou, novym najlepsim bidom sa stane bid na najblizSom
nizSom ticku, tj. najlepsi bid poklesne.



Co sa tyka kriznych limitnych objednavok, SF model pouziva zjedno-
dusenie na (efektivne) trzné a limitné objednavky. Pri prichode kriznej
limitnej objednavky méze byt okamzite vyrovnana vzdy aspoii neja-
ké jej Cast. Tato ¢ast méa na cenu rovnaky efekt ako prichod trznej
objednavky o velkosti tejto ¢asti. Druhd, ostavajuca cast, ak sa kri-
zna objednavka nevyrovna okamzite cela, mé zase rovnaky tcinok ako
oby¢ajna, tj. nekrizna limitné objednavka o velkosti tejto ostavajuce;j
Casti. Preto s kriznou objednavkou mozeme pracovat ako s trznou ob-
jednévkou nasledovanou nekriznou limitnou objednéavkou.

Ostatné limitné objednavky, tj. nekrizne, st umiestniované rovnomer-
ne v tickoch, ktoré si celo¢iselnymi nasobkami velic¢iny velkost ticku.
KedZe st nekrizne, asky st z definicie umiestiiované v tickoch s ce-
nou vécsou nez Py, a bidy analogicky v tickoch s cenou mensou nez
P, 1. Asky a bidy okrem toho mozu byt z knihy objednavok odstra-
nené, a to aj bez uskutoc¢nenia transakcie, bud kvoli vyprsaniu doby,
po ktort je objednavka platna, alebo zrusenim objednavky zo strany
zadavatela.

Predpoklad zadavania limitnych objednavok v celom nekonec¢nom in-
tervale je sice nerealisticky, v okoli stredovej ceny P,,; = (P,t1 —
Py11)/2, tj. v oblasti, kde dochazda k obchodom, nam vSak dava uzi-
tocni okrajovii podmienku pre modelovanie spravania knihy limit-
nych objednavok. Mimo ttuto oblast, tj. od istej vzdialenosti od tejto
stredovej ceny jednak dochadza zvycajne ku zruseniu limitnej objed-
navky este pred jej vyrovnanim a jednak proces prichodu a proces
rusenia tychto objednavok je charakterizovany jednoduchym Poisso-
novym rozdelenim. A teda hoci je celkovy pocet objednavok zadanych
za jednotku ¢asu nekonecny, pocet objednavok v jednotlivych tickoch
je obmedzeny a teda predpoklad nekonecného intervalu je v poriadku.
Naopak zabezpecuje nam to, Ze v knihe objednavok vzdy budeme mat
nekonec¢ny pocet askov aj bidov, ze tieto budt vzdy dobre definované
a ze kniha objednavok sa nikdy nevyprazdni.

Hoci je model relativne jednoducho definovany, jeho dynamika je zlo-
zitejsia. V zasade ju mdzeme rozdelif na tri oblasti:

1. vzajomné posobenie asku a trznej objednavky na nakup, ktoré
priamo ovplyviiuje hodnotu najlepsieho asku

2. vzajomné posobenie bidu a trznej objednavky na predaj, ktoré
priamo ovplyviiuje hodnotu najlepsieho bidu

3. proces ndhodného rusenia objedavok

Navyse, prvy a druhy proces si navzajom vymedzuju okrajové pod-
mienky, presnejsie, prvy proces urcuje hodnotu najlepsieho asku, kto-
ry je dalej okrajovou podmienkou pre zadévanie bidov v druhom pro-
cese a druhy proces urcuje hodnotu najlepsieho bidu, ktory je dalej
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okrajovou podmienkou pre zadavanie askov v prvom procese. Tato
vzajomnd zavislost sposobuje, Ze bidy a asky ostévaju blizko pri sebe
a ze spread S; = P, ;1 — P41 je staciondrna ndhodna velicina.

SF model na rozdiel od podobnych modelov tohto typu, o cenach
uvazuje ako o ndhodnych prechadzkach, vdaka ¢omu st tieto ceny
redlnejSie. Zaoberanie sa vztahom medzi umiestiiovanim objednévok
a pohybom cien model zna¢ne komplikuje, avsSak je kli¢ovym pre do-
siahnutie vysledkov odpovedajucich realite.



3. Zobecneny Smithov Farmerov
model

Vsetky vyssie uvedené modely, ktoré maji diskrétne ceny, je mozné popisat obec-
nym modelom spojitej dvojitej aukcie [I], ktory nazveme Zobecneny Smithov Far-
merov model (dalej len ZSF model, ide o modifikovany Smithov model z nazvu
prace). Z definicie ZSF modelu je teda Specidlnym pripadom ZSF modelu tiez
SF model [3] a tiez Contov Stoikovov model [4] (dalej len CS model), CS model
sa vsak od SF modelu odlisuje tym, ze predpoklada intenzity prichodu a rusenia
objednavok zavislé na vzdialenosti od najlepsich kotacii, tj. od najlepsich askov
a bidov. V ramci ZSF modelu sa zameriame prave na tieto dva modely.

Pokial ide o znacenie modelu, na dostato¢ne presny matematicky popis je po-
trebné pouzif pomerne rozsiahlu sadu premennych. Pocas prace s datami v nasle-
dujticej datovej casti sa vSak z tychto premennych pouziva len malé ¢ast, nakolko
zvy$na (prevaznd) cast premennych slizi predovSetkym na matematicky popis
modelu a jeho vlastnosti.

Takisto data maju dant ista Struktiru, ktord je naviac dost elementarna. Aj
z premennych pouzivanych v datovej Casti sa teda len ¢ast bude pouzivat tiez
v suvislosti s matematickym popisom modelu, zvy$na cast premennych bude sli-
7it viacmenej na ziskanie tych prvych.

Mame teda skupinu premennych potrebnych pre matematicky popis modelu
a skupinu premennych potrebnych pre datova cast, pricom do prieniku patri len
mald ¢ast premennych z oboch skupin. Prave tento prienik premennych nam vsak
sposobuje komplikéicie v znaceni.

Znacenie premennych z prvej skupiny, vzhladom na rozsiahlost znacenia v ma-
tematickom popise, musi byt totiz ¢o najjednoduchsie kvoli prehladnosti. Znace-
nie premennych z druhej skupiny, vzhladom na to, Ze ide o datova cast, by zase
malo byt ¢o najintuitivnejSie. Ak by sme vSak pouzili znacenie prvej skupiny,
prisli by sme o intuitivnost znadenia v datovej casti. Ak by sme pouzili naopak
znacenie druhej skupiny, znacenie v matematickom popise by utrpelo na prehlad-
nosti.

S ohladom na ¢itatela a z praktickych dévodov sa preto najvhodnejsie javi za-
chovat prehladnost v matematickom popise a tiez intuitivnost v datovej casti aj
za cenu toho, Ze premenné v prieniku oboch skupin budi mat dvojaké znacenie,
nakolko takychto je len malé mnoZstvo premennych.

Nasledujuce pasaze, v ktorych popiseme ZSF model a jeho zakladné vlastnosti,
st volnym prekladom z [I], odkial prevezmeme tieZ znacenie:



3.1 Uvod do matematického popisu ZSF
modelu

KedZe mnozstvo limitnych objednavok pritomnych na trhu nie je ohra-
ni¢ené, tento fakt musime zohladnit aj pri volbe matematickych ob-
jektov, ktorymi budeme knihu objednavok popisovat. Tieto teda mu-
sia byt tiez nekone¢ne dimenziondlne. Spomedzi niekolkych moznosti
preto na popis knihy objednavok pouzijeme tedriu jednoduchych bo-
dovych procesov, ktoré sa da povazovat za najviac rozvinuti a najin-
tuitivnejsiu.

Definicia 3.1. Pre kazda postupnost 79, 71, . . . definujme a oznacéme
An;:=mn; —ni—1, 1 € N

Definicia 3.2. Pre kazdy proces (x:);>0 a kazdé t € R, definujme
a oznacme T; := (Z)s<; histériu procesu az do ¢asu t.

Definicia 3.3. Pod oznacenim X = [z1,x5,...] budeme rozumiet
jednoduchy bodovy proces X tvoreny bodmi z; < 2o < .. ..

Definicia 3.4. Poissonovym bodovym procesom X s hustotou v na-
zveme Poissonov bodovy proces X s intenzitou, ktorej hustota je v (v
zmysle Lebesgueovej miery).

Definicia 3.5. Y nazveme heterogénnym zuzenim jednoduchého bo-
dového procesu X = [z1,9,...| s parametrami py,ps,..., ak Y C X
a pre kazdé n € N a kazdé iy, i, ...,1, € N, i; <|X]|, j < n plati

Plz, €Y,... 2, €Y|X] = sz‘j-
j=1

3.2 Definicia modelu

Stav trhu v danom case t € R, popiSeme dvojicou
E = (A, By),

kde A; a B; st jednoduché bodové procesy, konecné alebo nekonecné,
s hodnotami v R. Kazdy bod procesov A; a B, predstavuje limitna
objednavku s limitnou cenou zodpovedajicou polohe bodu, pricom ak
pripustime préacu s logaritmickymi cenami, zaroven tym priptastame
zaporné hodnoty bodov.

L Aby definicia mala zmysel, py, ps, ... musia byt (X )-meratelné.
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Dalej ozna¢ime -ty najmensi bod procesu A; symbolom a; ;, i-t§ naj-
a by; = —oo pre |B;| < i. Osobitne budeme zna¢it a; := a1, resp.
by := by 1 cenu (najlepsieho) asku, resp. bidu a budeme pozadovat

bt < Qy. (31)

3.3 Dynamika modelu

Predtym, neZ sa budeme zaoberat dynamikou modelu, pripometime,
ze prichod trznej objednavky ma rovnaky uc¢inok ako zrusenie asku,
a teda s obidvoma tikonmi moZzeme zaobchadzat rovnako a nazyvat
ich efektivne trzné objednavky na nakup. Analogicky to plati pre efek-
tivne trzné objednavky na predaj. Uzitocné bude tiez rozliSovat spre-
adové limitné objednavky a mimospreadové limitné objednavky. Tie
prvé su také, ktorych limitna cena lezi medzi aktualnou bid a ask, tie
druhé st vSetky ostatné limitné objednavky.

Pre popis dynamiky modelu nech je dané:

e podiato¢na hodnota =y = (Ag, By), kde Ay a By st jednoduché
bodové procesy na R spliajtce ([3.1)) pre t = 0
e postupnost
O=mp<mn<...
taka, ze lim;_ .., 7; = 00, predstavujiica Casy skokov procesu naj-
lepsich kotacii
e postupnost
xi € {at,a",b%,b7}, 1 €N
oznacujuca typ udalosti v ¢ase 7;, kde vyznam symbolov je na-
sledovny:
a™ — prichod efektivnej trznej objednévky na nakup
a~ — prichod spreadovej limitnej objednavky na predaj
b™ — prichod spreadovej limitnej objednavky na nakup
b~ — prichod efektivnej trznej objednavky na predaj
e postupnosti
(Yi)ien, (2i)ien,
kde kazdé y;, resp. z;, ¢+ € N, oznacuje relativnu limitna cenu
spreadovej limitnej objednavky na predaj, resp. na ndkup (pre
Xi # a~ je y; = 0, podobne pre x; # b* je z; = 0)
e postupnost znackovanych bodovych procesov popisujica toky
mimospreadovych limitnych objednavok medzi 7;_; a 7;

(yi)i€N7 (Zi)i€N7

definovana na (0, Ar;) x Ry, resp. (0, Ar;) x R_, so znackami
v R, . Kazdy bod (0, p,c) € V; predstavuje limitni objednavku
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na predaj zadanu v case 7;,_; + 6 s limitnou cenou a,, , +p a so
zivotnostou ¢, tj. ¢ < A7; — 0 znamenéa zruSenie objednavky v
Case T;_1 +0+c, zatial ¢o ¢ > A7; — 0 znamena, Ze v Case 7; je ob-
jednévka stale platnd. Analogicky bod (0, p,d) € Z; predstavuje
limitnt objednavku na nakup zadant v ¢ase 7;_1 + 6 s limitnou
cenou b, , + p a zivotnostou d.

e pre kazdé ¢ € N kladné postupnosti

€; = (ei,u+1)V6N7 fz = (fi,u+1)ueN

kde pre kazdé i, € N premenna e; , predstavuje zivotnost v-tej
najnizsej limitnej objednavky na predaj (vratane ask) nachadza-
jucej sa v knihe objednavok v ¢ase 7;_1, kde zivotnosti st merané
od ¢asu 7;_;. Podobne f;, predstavuje zivotnost v-tej najvyssej
limitnej objednavky na ndkup (vratane bid) nachédzajicej sa
v knihe objednavok v case 7;_1.

Samotna dynamika je potom definovana nasledovne: pre kazdé i € N
ate (Tz;l, Ti),

At = {a’ri—l}
Uar, , +p:30,p,c) ey, ici+0<t<t1+0+c}
U{GTFLV > Lt <7+ ei,u}

Bt - {bTi—l}
U{b,,_, +p:30,pd) € Zi\,1i 1 +0<t<T_1+0+d}
U{br, ,p v >Lt <71+ fi}

a pre kazdé i € N
A’T‘i_ U {aTi—l + yz} pre x; = a -

ATi = ATi—\{aTiﬂ} pre X; = at
A inak

B, U{bs_, +z} prex; ="b"
BTi = B'Ti_\{b'ri—l} pre x; = b~
B, _ inak

kde A;_ je limita A v bode t zlava, symetricky pre B.
Pre korektnost definicie musi eSte platit
Qr,_, +Yi > by, br, , +zi<ar i €N (3.2)
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3.4 Zakladné vlastnosti procesu =

Sformulujme niekolko zékladnych vlastnosti procesu =. Prvé dve ndm
zarucia korektnost definicie modelu, tretia je dolezitd najmé pre apli-
kacie:

Tvrdenie 3.6. 1. Aksa Ay, By jednoduché bodové procesy, potom
tiez Ay a B; st jednoduché bodové procesy pre kazdé t € R,
s pravdepodobnostou jeden.

2. Pravdepodobnost, Ze nastant dve udalosti v rovnakom ¢ase, vra-
tane
e skokov kotacii &,
e prichodov limitnych objednavok,
e zruseni limitnych objednavok,
je nulova.

3. Proces Z,; := (5, &) je Markovsky.
Dékaz. Pozri [1], Appendix A.4 Proofs, Proof of Proposition 3.1. [

Oznacme este
& = (a,b), teRy

proces najlepsich kotacii a budeme predpokladat, Ze podmienené roz-
delenie

x; = (AT, Xi, Ui, 2i)
za podmienky &, . je fubovolné, avsak splitajice (3.2)) pre kazdé i € N.

3.5 Rozdelenie =|¢

V tejto ¢asti sa budeme zaoberat podmienenym rozdelenim =4. Preto-
ze Ay a By st symetrické, staci sa zaoberat podmienenym rozdelenim
Ay, podmienené rozdelenie By by sa odvodilo analogicky. Presnejsie
budeme teda skiimat podmmiené rozdelenie Ay za podmienky pocia-
to¢ného stavu trhu =, a histérie najlepsich kotécii &.

Lemma 3.7. Limitna objednavka s limitnou cenou p zadana v case
t je nevyrovnana v Case 6 prave vtedy, ked jej cena p je od zadania
objednavky v Case t az do ¢asu 0 vzdy vicsia alebo rovna nez cena
najlepsieho asku, tj.

P> ar, I(t) ;== max{i :7; € [0,t]}, (3.3)
kde ) )
a; = a’ := max a,,, 0<i <1, I:=1(0).
i<v<I
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Dokaz. Pre nevyrovnant objednavku (3.3)) musi platit, pretoZze inak
by existovala nevyrovnana objednavka s limitnou cenou mensou nez
cena najlepsieho asku. Ak by naopak objednavka spliiajica bola
vyrovnana, vyrovnanie by viedlo ku skoku a nad jej limitnt cenu
v momente jej vyrovnania, ¢o je spor s (3.3). O

O bodovom procese Ay, ¢o je mnozina vsetkych nezrusenych a nevy-
rovnanych limitnych objednavok, ktoré prisli do ¢asu 0, mdzeme teda
uvazovat ako o Styroch disjunktnych bodovych procesoch:

e {ay} — aktudlny ask

e D - mnozina nezrusenych limitnych objednavok spliajtcich (3.3))
so znamienkom ”>" pritomnych v ¢ase 0

o [ - mnoiina nezruéenych limitnych objednavok Spiﬁajﬁcich (3-3)

.....

e F — mnozina nezrusenych limitnych objednavok spliiajicich (3.3))
SO znamienkom ?=" (pritomnych v ¢ase 0 alebo s ¢asom prichodu

.....

Bodovy proces L je mozné dalej rozpadnut na
L:L1+...+Li+17

kde pre kazdé 1 < i < I+ 1 je L; bodovy proces limitnych cien
nezrusenych objednavok, ktorych ¢as prichodu a limitnd cena patri
do
[Ti1,7i) X (@31, 00),
kde
- 9. ) T prei gf,
n 1 6 prei =1+1.

Definicia 3.8. Nédhodnti velic¢inu 6, kde 0 < 6 < oo, nazveme o(&;)s>0-
volitelny ¢as, ak pre tato veli¢inu je postacujice poznat &, aby sme
vedeli urcit, ¢i 0 < ¢ pre kazdé t € R.

Definicia 3.9. Pre kazdé i definujme a oznacme

. i) =,
filp) = f(p) == { Ep)) [17—— e_M“’"(p)} Elr"e Zz(i) >0

e(i,r) = €(i,x) == exp ZpJH ) AT

Dalej ozna¢me a definujme

(ai’oo) :
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Taktiez oznacme a definujme
A=A = [a,... a4y
mnozinu predchédzajicich askov, ktoré mézu pretrvat az do c¢asu 6,
tj. {Go,...,a;}\{as} a
%,zvzzmin{k:&k<d,,}, 1<v<J
index ¢asu, kedy a, prestala byt askom.

Veta 3.10. (Podmienené rozdelenie knihy objednévok) Ozna¢me C' =
C? = (Z0,0,&). Pre kazdé 0, kde 0 < 0 < co a 0 je o(&)-volitelny
¢as, potom plati:

(¢) Ag={ap}+L+D+E

(8) ag je podmienene konstantna za podmienky C'

(a) L|C je Poissonov bodovy proces s hustotou

I+1
F(p) = Z 1(&i71700)<p)f7;(p - aTi—1>€(i7p)7

=1

(b) D|C' je heterogénne ztizenie procesu Ay = {ay,das,...} s para-

metrami
6(0, dl), 6(0, éLQ), ceey
(¢) E|C je heterogénne ztizenie procesu A = [dy,..., 4] s paramet-
rami

€(1,a1), .-, €(ys, a)
(d) L, D, E st vzajomne podmienene nezavislé za podmienky C.

Ak Ay je navyse Poissonov bodovy proces s hustotou ¢y a O := (6, &),
potom vsetky tvrdenia (¢), (O), (a), (c), (d) platia tiez pri pouziti C’
namiesto C, a plati

(b’) D|C" je Poissonov proces s hustotou

Eo(p) = 1(ap,00) (P)d0(p)€(0, p).
Okrem toho
(b) vztahy (o), (), (a), (b), (c), (d), (b") platia symetricky pre B

(1) Ag je podmienene nezavislé na By za podmienky C a tieZ za
podmienky C’.

Dékaz. Pozri [1], Appendix A.4 Proofs, Proof of Proposition 4.1. [
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3.6 Rozdelenie ¢

Veta 3.11. (Rozdelenie £) Pre kazdé k € N ozna¢me C, := (=, ng_l, ATy, Xk)-

(a) Rozdelenie a,, za podmienky Cj je dané nasledovne: Pre kazdé

p <0 je
PAay, < p|Cy] = { Pl < Pl e e By
a pre kazdé p > 0 je
Plae, >l ={ Gy BeSZO 69

kde

Hilp) = exp{— / :k_1+pf7(z)dz}

I] [1—€*(0,)]

acA ! a<ar, | +p

11 [1— (=, )
1<v<|AR=1]4,F " <ar | +p
k
F(p) = Z 1(@2’1—11700)<p)f;k (p - aTu)eTk (V7 p)
v=1

(a) Ak Ay je Poissonov bodovy proces s hustotou ¢g a C, := (&, , ATk, X#),
potom (3.4)) plati tiez pri pouziti C} namiesto Cy, a pre kazdé

p=0je
g [0 prexiAat
P[Aam > p‘Clc] - { H];(p) pre xr = a+
kde
ark71+p .
H,.(p) := exp{—/ [F(2) +¢0(Z)€Tk((),z)]dz}
1T [1—€e™(0, )]
aGAgk_l,a§a7k71+p
Okrem toho

(b) Vztahy (a) a (a’) platia symetricky pre b
a

(f) ar, a by s podmienene nezavislé za podmienky Cj a tiez za
podmienky C}.
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Dékaz. Pozri [1], Appendix A.4 Proofs, Proof of Proposition 4.2. [

Poznamenajme, ze |3.10| a |3.11| plne popisuju £ (E(;]EO) pre kazdé
0 € Ry. Ak k tomu priddme este|3.6|(3.), mame plne charakterizované
rozdelenie = a teda aj =.

3.7 Diskrétna verzia modelu

Pre prechod od spojitej k diskrétnej podobe modelu definujme zaok-
rahlovaciu funkciu r : R — R vSeobecne tak, Ze

T(p) = Ty, pe [ﬂ-l/?ﬂ-l/+1>7 Ve ZJ

pre nejaku rasticu (deterministicki) postupnost (m,),cz a zavedme
funkciu nasledujuceho ticku n definovana ako

n(v) = m41, v e L.
Oznac¢me R ) R
== ((Av)vez, (Buu)vez)
At,u = At[ﬂ-uy 7Tl/+1)7 Bt,u = Bt[ﬂ-m 7Tu+1)
a polozme
ay := min{v : 121,&7,, > 0}, by = max{v : Bt,l, > 0}.

Ak budeme pozadovat, aby pre ., 2. platilo Bn < a,, pre kazdé 1 € N,
potom proces = sa bude riadit dymanikou, aka by mal trh limitnych
objednavok s diskrétnymi cenami (7,),ez, pricom 121.7,, predstavuje
mnozstvo limitnych objednavok na predaj s cenou v, resp. analogicky
pre B.

Ak teda ...,gzgi,,l,éi’o,gzgiyl,... je ndhodna postupnost pre kazdé i
a pozadujeme, aby intenzita prichodu limitnych objednévok na pre-
daj s limitnou cenou 7, medzi ¢asmi 7;_; a 7; bola ggm, pre kazdé
i€ N,v > a,_,, potom staci polozit

~

¢1(p) = Z (7T1/+1 - ﬂ_l/)_l]‘[ﬂ'u,ﬂu-kl)(a’ﬁfl +p)¢i,y-
l/>d7'7:71
Podobne ak pozadujeme, aby podmienenéa intenzita rusenia limitnych
objednavok na predaj s limitnou cenou v > a,, , bola p; ,,, staci polozit
pz(p) - Z 1[7r,,,7ry+1)(a7'i_1 +p)laz,u

v2ar;_

Symetrické vztahy platia samozrejme aj pre limitné objednavky na
nakup.
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Ako néprotivok ku £ pre diskrétnu verziu modelu zavedme

~ ~

X = (&7 Baﬁ? (j)a ﬁt = At,&; th = Bt,iﬂ t>0

a oznacme
O<To<m <...

casy skokov X. Takyto skok nastane, ak v podkladovom modeli bud
dojde ku skoku &, pride alebo je zrusena limitna objednavka na predaj
s cenou medzi a a n(a) alebo pride alebo je zrusend limitna objednavka
na nakup s cenou medzi (b) a b.

3.8 Smithov Farmerov model v ramci ZSF
modelu

SF model predpoklada konstantni intenzitu p prichodu oboch typov
trznych objednéavok, v jendotlivych tickoch konstantnt intenzitu A

prichodu oboch typov limitnych objednavok a konstantnii intenzitu
rusenia objednavok k.

V terminoldgii definicie modelu spojitej dvojitej aukcie to znamena,
ze r(p) = |p] (tj. cela Cast p) a pre kazdé i € N

ATi|én  ~ Exp(w;), wi =2(p+ k) +[sf+ sf])\

Y RO L TR Y
X’L|§’7’i—1 - { w; ) w; ’ w; ’ w; }
kde )
8? =0Qr_y — (b‘riﬂ + 1)7 3? =7, —br,
a dalej

y’i|€’fi71 ~ U(—S?, 0)7 ¢z = )\, Pi = K,

Zi|gﬁ‘f1 ~ U(O, 3?)7 U = A, g, = K.
Kedze pre kazdé i € N je Ar; podmienene exponenciélne, je celkom
jednoduché urcit rozdelenie A7;, pretoze prvy skok X po case 7;_;

nastava prave vtedy, ked nastane niektora a nasledujucich udalosti
v podkladovom modeli:

e ¢ skoCi (to nastane s intenzitou w; kde kde j je index posledného
T.) alebo

e pride limitna objednavka na predaj s cenou medzi a a a (s in-
tenzitou (a — a)\) alebo

e dojde ku zruSeniu limitnej objednévky na predaj (okrem asku)
s cenou medzi @ a @ + 1 (s intenzitou (p — 1)k) alebo

e pride limitn& objednavka na nakup s cenou medzi b a b+ 1 (s
intenzitou (b + 1 — b)) alebo
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e dojde ku zruSeniu limitnej objednavky na nakup (okrem bidu)
s cenou medzi b a b+ 1 (s intenzitou (¢ — 1)k),

¢o mozeme zhrnut do

[1]>1

A7A'Z| Fiqg T EXp(C:}Z), (36)

kde

~

w:=2u+ (ﬁﬁﬂ + qA‘?iq)"i + (dﬂ‘q - bﬁ'—l))\'

3.9 Intenzita rusenia objednavok

Na rozdiel od intenzity prichodu limitnych objednavok a tvaru ich
rozdelenia, ktoré mozu byt odhadované priamo za predpokladu do-
stupnosti dostatocne detailnych dat, nemame Ziadny Statisticky ko-
rektny spdsob ako priamo odhadovat intenzity ruSenia objednévok.
Je to z toho dovodu, Ze objednavky mozu byt vyrovnané este pred-
tym, nez by mohli byt eventudlne zrusené.

Preto podobne ako v pripade SF modelu pouzijeme postup umoznu-
juci zahrnut Statisticky désledok intenzity rusenia objednavok.

Bud 6 > 0. Po tprave vztahov z vety dostavame, Ze pre kazdé
P > maXyeo,5) 4 plati

Fe)=y =200

66(07p) = C? C = 67&57
teda podla tvrdenia |3.6| (3.) a vety
As+5,7r|és ~ Po(y) o Bi(As,m 9)

(o znaci konvoliciu) pre kazdé s € R, a kazdé

> max  Qy, 3.7
m te[s,s—)lf&] ! ( )
¢o mozeme prepisat ako

As+§,7r - ’Y + ASJI’C _'_ 68,71'7 E(es,ﬂ"és) - 07 (38)

tj. ako rovnicu linarnej regresie.

Tvrdenie 3.12. Odhad najmensich stvorcov, zalozeny na

(A(i+1)5,7r7 Aié:”)ieNo7Ai5’ﬂ<M7 (39)

kde M je nejaké vopred zvolena konstanta a 7 splia (3.7) s s =i 4,
déva konzistentny odhad (v, ().

19



Dokaz. [2], Appendix A.2 Proofs, Proof of Proposition 5. O

Z odhadnutych parametrov (v, () ziskame konzistenty odhad inten-
zity ruSenia objednévok k transforméciou f(¢) = —%. Navyse, ak
nemozeme pozorovat prichadzajice limitné objednévky priamo a ma-
me k dispozicii len periodické snimky casti knihy objednavok, okrem
k mozeme konzistentne odhadovat tiez A, a to pomocou transformécie
9(7,¢) = — 2555 parametrov (v, ().

Poznamenajme, Ze v skuto¢nosti intenzita prichodu objednavok klesa
so vzdialenostou od najlepsich kotacii. Ak sa vSak obmedzime na po-
uzitie tejto (linedrnej) metddy na tie ¢asti knihy objednavok, ktoré si
blizko najlepsich kotécii (a ktorych analyza je najdolezitejsia z prak-
tického hladiska, napr. na vypocet cenového dopadu), pokles intenzity
prichodu objednavok nebude tak vyznamny. Preto teda vysledky tejto
metddy mozu sluzit ako aproximdcia v blizkosti najlepsich kotécii.
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4. Data

4.1 Data

Déta, s ktorymi budeme pracovat, pochddzajiu z londynskej burzy LSE (Lon-
don Stock Exchange), presnejsie z produktu Rebuild Order Book (ROB) na
www.londonstockexchange.com. Ich najvicsou prednostou je, Ze obsahuju kazda
objednavku a kazdé zrusenie objednavky, ¢o umoziuje rekonstrukciu inak fazko
pristupnej knihy objednavok. ROB obsahuje pre vSetky akcie v nej zaznamena-
vané podrobnosti o vSetkych:

e objednavkach nachadzajucich sa v knihe na zaciatku daného obchodovacie-
ho dna, tj. snimok otvaracich pozicii

e objednavkach zadanjch pocas daného obchodovacieho dna

e Upravach objednavok a zmenach objednavok vyplyvajucich z ich vysporia-
dania (¢iasto¢ného aj tiplného)

e zruSeniach objednévok (zaddvajici sa rozhodne zrusif svoju objednévku,
angl. deleted) a zmazaniach objednavok (vyprsi platnost objednavky, angl.
expired) pocas daného obchodovacieho dna

e obchodoch uskuto¢nenych pocas daného obchodovacieho dna

V ROB mame teda zaznam o kazdej udalosti, ku ktorej na burze doslo. Na
zaklade tychto zdznamov vieme zreplikovat dianie na burze pocas daného obcho-
dovacieho dia a po kazdej udalosti zaznamenat stav na burze, tj. vytvorif snimok
(angl. snapshoot) stavu na burze. Snimky nebudeme vytvaraf preto, Ze by sme
nemohli jednotlivé data nemohli Statisticky analyzovat, potrebujeme ich vSak pre
regresiu popisani v predchadajicej casti prace.

Aby sme mohli modelovat stav burzy v ¢ase, nemoézeme pouzit tak detailny
stibor pozorovani. Zaroven vSak vzorka pozorovani musi byt dostatocne rozsiahla
pre Statistické tcely a rovnomernd v ¢ase. Preto budeme pracovat so snimkami
nie po kazdej zmene, ale v uréitych (diskrétnych) ¢asoch (s intervalom At), pri-
¢om snimok v danom ¢ase 7 je snimok po poslednej udalosti v ¢ase 7 (podla ID
udalosti), pripadne po udalosti bezprostredne predchadzajicej casu 7.

Vicdsina inStrumentov je pomerne nelikvidnych. V dalSom preto budeme pra-
covaf s inStrumentami ISIN US6778621044 spolo¢nosti Lukoil (inStrument A),
ISIN US3682872078 spolocnosti Gazprom (instrument B) a ISIN US91688E2063
spoloc¢nosti Uralkali (instrument C'), ktoré st dostato¢ne likvidné na to, aby ge-
nerovali primerany rozsah pozorovani. Tieto in$trumenty maji charakteristiky: []

1Pre detailny technicky popis dat z LSE pozri [14].
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Segment description International Order Book

Segment code I0B

Sector code LLIS

Sector description London Listed Intl. Securities
Trade type indicator Ordinary Trade

Country of share register US

Currency code USD

InStrumenty A, B InStrument C
FTSE index FTSE Russia IOB FTSE Russia IOB
FTSE sector Oil & Gas Producers Chemicals
FTSE sub-sector Integrated Oil & Gas Specialty Chemicals

Na burze sa obchoduje kazdy pracovny den okrem statnych sviatkov a dni
pracovného pokoja v Anglicku a Walese. Za normalnych okolnosti mézeme pre
konkrétny inStrument v kratkodobom horizonte predpokladat podobny vyvoj,
preto pre nase ucely postaci zvolit jeden obchodovaci deni. S ohladom na dostup-
nost dat a na porovnatelnost vysledkov zvolme pre vSetky tri inStrumenty datum
20.10.2008. Obchodovaci deni na burze trva spravidla od 7:00:00 do 17:15:00, na
jeho zaciatku a konci je vSak intenzita obchodovania vyrazne nizsia ako v prie-
behu dila, preto sa dalej obmedzime na obchody medzi 9:00:00 a 16:00:00.

Casovy krok zvolme At = 10s. Pre jednotlivé instrumenty tak dostaneme pri-
merane rozsiahlu vzorku snimkov, v ktorych mame zachytené stavy objednavok
na burze (v diskrétnych ¢asoch ¢t = 0,...,2520), ako na strane ask, tak na strane
bid. KedZe medzi stranou ask a stranou bid je mozné pozorovaf isti analdgiu
¢i v istom zmysle zrkadlovost, budeme sa dalej podrobnejsie venovat asku a bid
rozoberat nebudeme.

Ako uz bolo uvedené, cena nie je spojita veli¢ina, ale nadobtida hodnoty v tic-
koch. Velkost ticku pre vSetky tri inStrumenty je 0,01 (USD). D4 sa predpokla-
daf, Ze najintenzivnejsie sa bude obchodovat v okoli najlepsieho asku, resp. bidu,
z tohto dovodu sa zameriame na objednavky v prvych dvesto tickoch (vratane
najlepsieho asku), pricom cenou v prvom ticku budeme rozumiet cenu najlepsieho
asku.

4.2 Lukoil (inStrument A)

Spolo¢nost LUKOIL so sidlom 11 Stretenski Boulevard, Moscow, 101000, Rus-
sian Federation je na londynskej burze kétovand od 7.5.1997, obchoduje sa na
Hlavnom trhu a jej trzné kapitalizicia na LSE je 30 451,51 mil. GBP (porov.

[15]).
LUKOIL patri medzi popredné svetové ropné a plynarenské spolo¢nosti, hlav-

nym predmetom ¢innosti je teda prieskum a fazba ropy a plynu a tiez vyroba
a predaj petrochemickych produktov. Prevazna cast jeho kapacit sa nachddza na
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uzemi Ruska, avSak spoloCnost mé zavody a predajnu siet aj v mnohych dalsich
krajindch (napr. v Ceskej republike prevadzkuje sief 43 cerpacich stanic).

Podiel spolo¢nosti je 17,8% na produkcii surovej ropy Ruska a 2,2% na svetovej
produkcii, je to tretia najvic¢Sia neStatna verejne obchodované ropné spolo¢nost
na svete podla preukazatelnych uhlovodikovych rezerv a Siesta podla produkcie
uhlovodikov. Je najvic¢Sou ropnou obchodnou skupinou v Rusku s obratom vyse
100 mld. USD a ¢istym ziskom viac nez 9 mld. USD, prvou ruskou spolo¢nostou
zapisanou na LSE a jedinou stikromnou ruskou ropnou spolo¢nostou, ktorej ak-
ciovy kapital je drzany prevazne minoritnymi akcionadrmi. V neposlednom rade
je to jeden z najvécsich platcov dane v Rusku s celkovou sumou zaplatenou na
daniach okolo 30 mld. USD za rok 2010 (porov. [16]).

4.3 Gazprom (inStrument B)

Spolo¢nost GAZPROM so sidlom 16 Nametkina St, Moscow, 117884, Russian
Federation je na londynskej burze kétovana od 28.10.1996, obchoduje sa na Hlav-
nom trhu a jej trzna kapitalizacia na LSE je 71 314,48 mil. GBP (porov. [15]).

4.4 Uralkali (inStrument C)

Spolo¢nost URALKALI so sidlom Butikovsky per., 7, Moscow, 119034, Russian
Federation je na londynskej burze kétovana od 19.10.2007, obchoduje sa na Hlav-
nom trhu a jej trzné kapitalizacia na LSE je 15 839,51 mil. GBP (porov. [15]).
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5. Pristup k datam

Zreplikovat dianie na burze pocas zvoleného obchodovacieho diia je v skutoc¢nosti
velmi naro¢né. Na prvotné spracovanie dat, tj. na vytvaranie snimkov stavu na
burze preto pouzijeme Specialny software — aplikdciu Book Accessor, ktora bola
pre potreby Ustavu teorie informace a automatizace AV CR, v. v. i., vyvinuta
Mgr. Danielom Bend¢ikom, a to so sthlasom ako jej autora, tak zadavatela jej
vyvoja.

Vstupom tejto aplikacie st data z ROB (.csv subory) obsahujtce pre zvoleny
denn podrobnosti o jednotlivych novozadanych objednavkach, o histérii jednot-
livych objednavok a o jednotlivych transakcidch s objednavkami. Vystupom je
stibor obsahujtci pre zvoleny inStrument snimky (po kaZzdej zmene na burze je-
den snimok) so zadanou hibkou 200 tickov a zadanou velkostou ticku 0,01.

Druhym pouzitym softwarom je vypoétovy systém Wolfram Mathematica®
8.0 for Students od Wolfram Research, Inc., v ktorom budeme dalej spracovavat
vystup spominanej aplikacie. Ak v suvislosti s vysledkami vypoc¢tov budeme ho-
vorit o vyznamnosti, budeme tym mysliet vyznamnost na hladine 95%.

Najprv zredukujme pocet snimkov v stulade s predchadzajicou kapitolou, t;j.
dostaneme snimok po kazdych desiatich sekundéach od 9:00:00 do 16:00:00. Za-
roveni budeme sledovat vyvoj najlepsieho asku a spolu s jednotlivymi snimkami
zaznamenavat najlepsi ask za predchédzajucich 10 sekind.

Jednotlivé snimky, tj. pre jednotlivé casy t = 0,...,2520, maja formu
(Cy, Dy), (5.1)
kde
Cr = (Pa,t,la Na,t,1, Na,t,2s - - - 7na,t,200)7 (5-2)
Dy = (Pot,15Mt.15 M,t.25 - - - 5 M.£,200), (5.3)

kde FP,:1 je najlepsi ask v case t, B, je najlepsi bid v case ¢, a pre kazdé
i=1,...,200 je ng:; objem objednavok (askov) v cene P, ;1 + (i —1)/100 (ozna-
¢me tato cenu P, ;) a nyy; je objem objednavok (bidov) v cene P, 1+ (i —1)/100
(ozna¢me tuto cenu P, ;).

Ako sme uz uviedli, dalej sa budeme venovat askom s poukazom na symetriu
medzi askmi a bidmi.

Oznac¢me este
di=Pyy;i— Pyy1=(i—1)/100 (5.4)

vzdialenost ceny P, :; od najlepsieho asku.

Zo vsetkych dvojic (t,i), kde t = 0,...,2520 a i = 1,...,200 vyberme eSte
dvojice pripustné pre ucely linearnej regresie, tj. spliajtce (3.7). Sa to dvojice,
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pre ktoré ng;; a ng ;1) su definované a pre ktoré je cena P, ;; vécSia nez najvacsi
z najlepsich askov za poslednych 10 sekiind. Ozna¢me M mnozinu tychto dvojic.
Formalne teda

M = t,1 Pas Py Paus ) 5.5
{( ) g g e < Foei < i Fasoo (55)
—1,...,2520, i =1,...,200}. (5.6)

Prave s touto mnozinou M, resp. s hodnotami n,¢;, Pati, Pai1 @ d; pre
(t,7) € M budeme dalej pracovat.

Oznacéme

H:={P,:;: (t,i) € M} (5.7)

mnozinu vSetkych cien pre pripustné dvojice (¢, %) a zvolme cenu p € H. Je zrejmé,
ze hodnotu p musi nadobtdat aspoii jedna (moze ich byt aj viacero) cena P, ;,
(t,i) € M. Ozna¢me M, mnozinu v8etkych pripustnych dvojic (¢,i) € M, pre
ktoré je P,:; = p, tj.

M, :={(t,i) € M : Poy; = p}. (5.8)

Nésledne ozna¢me N, ;, objem objednéavok (askov) véase ¢ a pevne zvolenej cene
p a polozme

| newi pre(t,i) € M,
Noto = { 0 inak. (5:9)

Pre nahliadnutie na déata posluzi nasledovny postup: pre dvojice (t,i) € M
nadobuda veli¢ina n, ;_1); nejaké hodnoty. Pre kazdu z tychto hodnot zistime,
aké hodnoty nadobtda veli¢ina n,;; a spo¢itame ich priemer. Tato zavislost, t;j.
zévislost priemerného objemu objedndvok n,;; na objeme objednavok ng -1y,
v Case (t — 1), znazornime graficky.

Vzdialenost d; mé pre dvojice (t,i) € M obor hodnot {0,...,1,99}. Podobne
pre kazd1 z nich zistime, aké hodnoty nadobuda veli¢ina n,;;, spo¢itame ich prie-
mer a znazornime zavislost priemerného objemu objednavok n,;; na vzdialenosti

d;.

Na zéklade znazornenych zavislosti na objeme 74,1y (obr. ¢.[5.1 [5.3)a[5.5)
sa pre vSetky tri inStrumenty d& predpokladat, Ze je pomerne mnoho pripadov,
kedy objednavka ostane tzv. "visiet”, teda zavislost na ng oF mozeme pred-
bezne povazovat za linedrnu. Zavislosti na vzdialenosti d; (obr. ¢ - n a -
zrejmé nie s1, resp. pre inStrument B je fazsie odhadnutelna

Na skutoc¢né overenie nielen tychto zéavislosti pouzijeme linedrnu regresiu v da-
Isich castiach prace.
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Obr. 5.1: Graf zavislosti priemerné-
ho objemu objednavok n,;; na ob-
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Obr. 5.3: Graf zavislosti priemerné-
ho objemu objednavok n,;; na ob-
jeme ng, ;1) pre instrument B
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Obr. 5.5: Graf zavislosti priemerné-
ho objemu objednévok n,;; na ob-
jeme n, (;—1y; pre insStrument C
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Obr. 5.2: Graf zavislosti priemer-
ného objemu objednavok n,;; na
vzdialenosti d; pre inStrument A
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Obr. 5.4: Graf zavislosti priemer-
ného objemu objednavok n,;; na
vzdialenosti d; pre inStrument B
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6. Validita modelu

V tejto Casti na zéklade skutocnych dat otestujeme validitu SF modelu a néasledne
CS modelu v ramci ZSF modelu.

6.1 SF model

SF model (pozri sekciu pre svoje ucely skutocnost znacne zjednodusuje a po-
dla neho (rovnice (3.8)) a nerovnosti (3.7))) by pre nase data malo platit

Natp = Bo+ BilNai-1)p + - 1);E| (6.1)

pre kazdé (t,i) € M, kde E (e(t_1),p) =0 a e_1), st navzajom nekorelované.

Ukazeme, ze pre skutocné data, s ktorymi pracujeme, to neplati. Do rovnice
linedrnej regresie pridame dalsi regresor, a to nulovost objemu objednévok v ¢ase
(t —1), tj. (N, (1-1).,=0)- Ak tento vyjde Statisticky vyznamne, potvrdi sa tym
zévislost Ny, tiez na 1, ,_, —o0), ¢o je spor so SF modelom, podla ktorého
Na,p zavisi len na N, ;—1),. Po pridani nulovosti do rovnice linearnej regresie sa

(6.1) zmeni na
Natp = Bo+ B1lNa-1)p + ﬁ21(Na,(t,1)7p:0) + e-1)p (6.2)
pre kazdé (t,i) € M, kde E (e(—1),) = 0 a e(_1), s navzédjom nekorelované.

Pouzitim tejto regresie pre vsetky tri instrumenty A, B, C' dostaneme postup-
ne modely

Natp = —573,354 4 0,9982N, 1-1),p + 630,524 1(n, ,_,) =0), (6.3)

Nutp = —504,245 + 0,999577N, (1), + 588,622 1(v, , 1,0 (6.4)

Natp = —149,271 4 0, 996683 N, (t-1),» + 159,006 L(w, ,_,) =0)- (6.5)

Pre kazdy z tychto troch modelov je t-Statistika odhadu b2 parametra [,
dostato¢ne velka a jeho p-hodnota dostato¢ne mald (pozri tab. ¢ - n a E
Nulovost objemu objednavok v ¢ase (t — 1) je teda Statisticky vyznamné pre
vSetky tri inStrumenty a SF model pre ne neplati.

v nerovnosti (3.7) a v rovnici (3.8) sta¢i polozit m:=p, s:=t—1, s+6:=¢t, a:= Pas1

a Aip = Natp
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Estimate Standard Error t-Statistic P-Value

1 | -573.354 50.6987 -11.3091 1.19346x107%°
x1 | 0.9982  0.000158072 6314.86 1.188564632x 1044365
x2 | 630.524 51.9176 12.1447 6.1884x1073*

Tabulka 6.1: Tabulka odhadov parametrov pre (6.2)) pre inStrument A

Estimate Standard Error t-Statistic P-Value

1 | -504.245 67.9679 -7.41887 1.18314x10713
x1 | 0.999577 0.000100183 9977.46  6.29978941 x 107°73%40
x2 | 588.622 71.3506 8.24971 1.59161x107'®

Tabulka 6.2: Tabulka odhadov parametrov pre (6.2) pre instrument B

6.2 Poissonovo rozdelenie objemu objednavok

Z [ vyplyva, ze ak by SF model pre nase data skuto¢ne platil, vyplyvali by
z toho nasledovné konzekvencie:

e platila by linedrna regresia (rovnica (3.8)), resp. (6.1]))

e pre objednéavky spliajtce Na,t-1)p = 0 by mal objem objednavok N,
v Case t Poissonovo rozdelenie

Platnostou linearnej regresie sme sa zaoberali v predchadzajucej Casti, v tejto
Casti sa pozrieme na druhy z dosledkov.

Pre overenie hypotézy Hy, ze (nejaky) vyber i, ..., &, pochddza z Poissonov-
ho rozdelenia, pouzijeme metédu popisant v [13]E] Tato metdda je v podstate
zalozena na tom, zZe veli¢ina

> (& — £)?
§
m4 priblizne x? , rozdelenie, teda ak pre @) bude platit

Q=

Q< Xi—l (1 — %) alebo Q> X%—l (%) ,

hypotézu Hy, ze ide o vyber z Poissonovho rozdelenia, zamietneme.

Pre vsetky tri instrumenty vysla veli¢ina Q rddovo 10'1, ¢iZe hypotézu Hy, Ze
ide o vyber z Poissonovho rozdelenia, zamietneme.

2Pre poutzitie tejto metédy by malo platit, ze £ > 5, ¢o v naSom pripade plati.

Estimate Standard Error t-Statistic P-Value

1 | -149.271 24.9955 -5.9719 2.3466x107°
x1 | 0.996683 0.000312087 3193.6  3.66923312x 10332370
x2 | 159.006 25.0682 6.34293  2.25632x 10710

Tabulka 6.3: Tabulka odhadov parametrov pre (6.2)) pre instrument C
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6.3 CS model

Vzhladom k evidentnej nerealistickosti SF modelu sa objavili jeho rozne modifi-
kécie, my sa, ako uz bolo uvedené, zameriame na CS model [4]. Tento model sa
od SF modelu lisi predpokladom, Ze ako intenzita prichodu, tak intenzita rusenia
objednavok s urcitou cenou zavisi na vzdialenosti tejto ceny od najlepsich kotéacii.
Preto musime sktimat v jednej regresii len pozorovania s rovnakou vzdialenostou
od najlepsieho asku. Ak by tento model platil a ak by sa cena najlepsieho asku
P,+1 od ¢asu (t — 1) do ¢asu t nezmenila, potom by regresia (6.1]) platila lokalne,
tj. s koeficientami zavislymi na relativnej cene. Hoci v nasich datach, s ktorymi
pracujeme, sa moze cena najlepsieho asku P,;; od ¢asu (¢t — 1) do ¢asu ¢ zmenit,
zanedbame to s poukazom na spojitost funkcii intenzit v CS modeli.

CS model falzifikujeme podobne ako SF model. Data si rozdelime podla re-
lativnych cien a pre kazda z nich sktsime odhadnit rovnicu linedrnej regresie
s pridanym indikatorom nulovosti. Ukazeme, Ze po pridani nulovosti objemu ob-
jednévok do rovnice linedrnej regresie bude tento Statisticky vyznamny a teda ze
CS model pre skutoéné data neplati.

Mnozinu dvojic (¢,i) € M rozdelime na j = 1,...,200 disjunktnych podmno-
zin M; podla hodnoty 1, tj.

M;:={(t,i)eM:i =j}. (6.6)

Na kazda M;, resp. na objemy objednavok n, ., (t,7) € M; nasledne aplikujeme
lineadrnu regresiu s pridanym regresorom pre nulovost samostatne. Budeme teda
mat j = 1,...,200 rovnic linedrnej regresie, kazdu v tvare

W = B+ B 1y + Bl gy €y (6.7)

(t=1),i
kde (t,1) € Mj, E( €1y, > =0a e(t 1) St navzajom nekorelované.

Vysledky regresii pre j = 1,...,20 pre kazdy instrument A, B, C st zhrnuté
z praktickyh dovodov vo forme grafov zavislosti na ¢isle prislusnej linearnej re-
gresie j = 1,...,200. V jednotlivych grafoch st znazornené odhad b, parametra
Bk spolu s konfidenénym intervalom pre kazdé k = 0,1,2 (obr. ¢. obr. ¢.
a obr. ¢. pre inétrument A; obr. V. [6.6] obr. ¢. a obr. ¢. pre instrument
B; obr. ¢. ‘ 6.11] obr. ¢ [6.12] a obr. & pre instrument C'), dalej t-Statistika
odhadu by parametra Bz (obr. ¢. pre inStrument A, obr. ¢. pre instrument
B a obr. ¢. pre instrument C) a jeho p-hodnota (obr. €. pre instrument
A, obr. ¢. pre inStrument B a obr. & [6.15 pre instrument C').

7 vysledku vyplyva, ze t-statistika odhadu by parametra 5 bola vyznamna pre
instrument A v 85% pripadov, pre inStrument B v 60% pripadov a pre inStrument
C' v 55% pripadov; rovnako tak p-hodnota. Teda aj nulovost objemu objednéavok
v Case (t — 1) je v tychto pripadoch Statisticky vyznamnd a tym sme ukazali, Ze
ani CS model pre skutocné data nie je vhodny.
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Obr. 6.10: Graf p-hodnoty odhadu
b, parametra [y v zavislosti na j pre
inStrument A
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Obr. 6.12: Graf odhadu b; parametra
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vislosti na j pre inStrument A

Obr. 6.11: Graf odhadu by parametra
B s konfidenénym intervalom v za-
vislosti na j pre inStrument A
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Obr. 6.15: Graf p-hodnoty odhadu
b, parametra (3o v zavislosti na j pre

inStrument A
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7. Vlastny generalny model

Ako sme v predchadzajicej ¢asti ukazali, SF model ani CS model pre inStrumenty
A, B, C neplatia. V tejto Casti sa preto pokisime navrhnit v rdmci ZSF modelu
vlastny model knihy objednavok a otestovat jeho validitu. Na rozdiel od uvede-
nych predchadzajicich modelov sa nebudeme zaoberat modelovanim najlepsich
kotacii, teda pojde ¢isto o model knihy objednavok.

V priebehu overovania predchadzajicich modelov sme zistili, Ze objem objed-
navok N, ., v Case t zavisi ako na objeme objednavok N, 1y, v Case (t —1), tak
na nulovosti objemu objednavok N, ;_1y, v ¢ase (t —1). Intuitivne je vSak mozné
predpokladat navyse tiez zavislost objemu objednavok N, ., v Case t na vzdiale-
nosti d; od ceny najlepsieho asku P, v Case t, preto v modeli budeme uvazovat
nerovnomerné intenzity prichodu a tiez rusenia objednavok. Vlastny generalny
model preto nech méa tvar

a,t,p 50 + /61 J(t—1),p + ﬁ?l a,(t—1), p—O + 53d + ﬁéld +e (t—1),p> (71)

pre vSetky dvojice (¢,i) € M, kde E (€(t—1),p) =0 a e_1), st navzajom nekore-
lované. Pre tento model budeme odhadovat parametre a testovat jeho validitu.

Parametre pre jednotlivé instrumenty A, B, C' odhadneme pomocou linearne;j
regresie, dosadime do (|7.1]) a dostaneme postupne

Notp = —568,008 +0,9982N, 1), + 630,857 1(y, , ,,,=0)
—14,5078d; + 6, 68362d7, (7.2)
Na,t,p = —500, 355 + 0, 999566Na,(t—1),p + 6037 937 ]-(Na’(t_l%p:O)
180, 1434d; — 73,0766d>, (7.3)
Nogp = —152,974+0,996707Ng,—1)p + 163,072 11, , ,,,~0)
+13,5389d; — 10, 4148d°. (7.4)

U vsetkych troch instrumentov F-statistika aj jej p-hodnota sved¢i v pros-
pech modelu rovnako ako koeficient determinacie R? (pozri tab. ¢ - n a .
Na zéklade t-Statistik a ich p-hodno6t postupne pre odhady b, parametrov [y,
k=0,1,2,3,4 (pozri tab. ¢.[7.2) [7.4 a[7.6]) s vSak posledné dve premenné Statis-
ticky nevyznamné pre vSetky tri inStrumenty, ¢ize zavislost N, ., na vzdialenosti
d; od najlepsieho asku F,;; ani na jej druhej mocnine sa nepreukazala.

Tieto premenné preto z modelu odstranime, ¢im dostaneme opif model
(6.2) (pomocou neho sme ukazali, Ze SF model nie je vhodny). Vysledkom (6.2)
st rovnice , a , pricom F-Statistika aj jej p-hodnota opit sveddci
v prospech modelu rovnako ako koeficient determinacie R? (pozri tab. ¢.
a pre vSetky tri inStrumenty. Odhady b, parametrov (i, k£ = 0, 1,2 sa sta-
tisticky vyznamné ako sme ukazali pri SF modeli a teda tento model , ku
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Tabulka 7.1: Tabulka ANOVA pre (7.1)) pre instrument A. Koeficient determinécie
R? = 0,991826855.

Tabulka 7.2: Tabulka odhadov parametrov pre (7.1]) pre instrument A

x1
x2
x3
x4
Error
Total

SS MS F-Statistic P-Value

3.48176x10%° 3.48176x 10> 6.02769x 107 4.01785853x 1071847
8.51962x10° 8.51962x10° 147.493 6.19022x 1073
199404. 199404, 0.00345211  0.953148
1.89327x10° 1.89327x10° 0.0327767  0.856334

496713 2.86915x10'3 5.77628x 107
496717 3.51046x10'°

1

x1
X2
x3
x4

Estimate Standard Error t-Statistic P-Value

-568.008 58.662 -9.68273 3.58686x 1072

0.9982  0.000158085 6314.3¢4  1.118227484x 107474346
630.857 51.9646 12.1401  6.54479x 1073
-14.5078 76.3748 -0.189956 0.849344

6.68362 36.9172 0.181043 0.856334

DF SS MS F-Statistic P-Value
x1 1 2.6962x10%  2.6962x10 1.30644x10° 8.01410836x 10760323
X2 1 1.40457x10*° 1.40457x10'° 68.058 1.59135x 10716
x3 1 6.91576x10%  6.91576x10% 3.35102 0.0671638
x4 1 2.27203x10% 2.27203x10® 1.10091 0.294068
Error | 498527 1.02885x10** 2.06378x 108
Total | 498531 2.70649x 10'°
Tabulka 7.3: Tabulka ANOVA pre (7.1 pre instrument B. Koeficient determinacie
R? =0,996198582.
Estimate Standard Error t-Statistic P-Value
1 | -500.355 86.5702 -5.77976 7.48522x107°
x1 | 0.999566 0.000100376 9958.21 5.17570811x107>73>%
X2 | 603.937 72.0119 8.38663 5.01554x107Y
x3 | 80.1434 144.353 0.55519 0.578765
x4 | -73.0766 69.647 -1.04924 0.294068
Tabulka 7.4: Tabulka odhadov parametrov pre (7.1 pre in§trument B
DF SS MS F-Statistic P-Value
x1 1 8.65027x10%3 8.65027x10'3 4.89677x107 4.78090203 x 10-498451
x2 |1 7.10729x107 7.10729x107 40.2332 2.25581x 10710
x3 |1 8.65202x10° 8.65202x10° 4.89776 0.0268919
x4 1 4.69015x10° 4.69015x10° 2.65501 0.103224
Error | 499501 8.82381x10'! 1.76652x 10°
Total | 499505 8.73852x 10"

Tabulka 7.5: Tabulka ANOVA pre ([7.1)) pre instrument C'. Koeficient determinécie
R? = 0,989902397.
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Estimate Standard Error t-Statistic P-Value
1 | -152.974 25.3287 -6.03955 1.54649x107°
x1 | 0.996707 0.000312505 3189.41 8.69417953x 10332098
x2 | 163.072  25.1606 6.48123  9.10609x 107!
x3 | 13.5389  13.2089 1.02499  0.305369
x4 | -10.4148 6.39169 -1.62942 0.103224

Tabulka 7.6: Tabulka odhadov parametrov pre (|7.1]) pre instrument C

DF SS MS F-Statistic P-Value
x1 1 3.48176 x10%° 3.48176x10% 6.02772x 107 3.34338758x 10->18477
x2 1 8.51962x10° 8.51962x10° 147.494 6.1884x 10734

Error | 496715 2.86915x 10" 5.77625x 10’
Total | 496717 3.51046x 10*°

Tabulka 7.7: Tabulka ANOVA pre (6.2) pre instrument A. Koeficient determindcie
R? = 0.991826855.

DF SS MS F-Statistic P-Value
x1 1 2.6962x10%  2.6962x10% 1.30643x10% 2.798011321x 107603236
X2 1 1.40457x10™° 1.40457x10'° 68.0577 1.59162x 10716

Error | 498529 1.02886x10'* 2.06379x 108
Total | 498531 2.70649x 10'®

Tabulka 7.8: Tabulka ANOVA pre (/6.2)) pre instrument B. Koeficient determinécie
R? = 0.996198548.

DF SS MS F-Statistic P-Value
x1 1 8.65027 x 1013 8.65027x10'3 4.89672x 107 2.028738430 x 10-498451
X2 1 7.10729x 107 7.10729x10° 40.2327 2.25632x 10710

Error | 499503 8.82394x 10 1.76654x 10°
Total | 499505 8.73852x10'3

Tabulka 7.9: Tabulka ANOVA pre (6.2)) pre instrument C'. Koeficient determinécie
R? = (0.989902244.
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ktorému sme dospeli, je vierohodnym modelom pre vsetky tri inStrumenty a za-
roveii je na zdklade koeficientu determindcie R? vhodny pre udely predikcie.

Objem objednévok N, ., teda pre vSetky tri instrumenty zavisi ako na pred-
chadzajicom objeme N, _1),, tak na nulovosti objemu objednavok Ny —1),
v Case (t — 1). Zavislost na vzdialenosti d; ani na jej druhej mocnine d? sa nepre-
ukazala.

V détach si v8ak mozeme vSimnut, Ze len mala ¢ast tvoria data, pre ktoré
je objem objednavok v ¢ase (t — 1) nenulovy (pre inStrument A je to 12,16%,
pre B 7,03% a pre instrument C' dokonca len 2,79%). V dalej casti preto déta
rozdelime na dve disjunktné mnoziny, v jednej budi data, pre ktoré N, ;—1), # 0
(nenulova vetva) a v druhej déata, pre ktoré N, —1), = 0 (nulova vetva). Pre obe
vetvy nasledne zopakujeme postup pouzity pre vlastny generalny model.

Okrem toho, ako vyplyva z rovnic (6.3), a (6.5), predikovany objem
objednavok N, ., je zaporny pre N, —1), € (0;574,388) pre instrument A, pre
No-1)p € (0;504,459) pre instrument B a pre N, 1), € (0;149,768) pre
inStrument C. Model teda dava zmysluplné predikcie pre nulovy Ng 1),
a potom az od urc¢itého objemu N, ;_1),, ¢o moze podporit myslienku rozdelenia
dat na dve vetvy.

Nez sa pustime do regresie, pozrime sa na zavislosti objemu objednavok N, ;,
na objeme N, ;_1), a na vzdialenosti d; podobne, ako sme to urobili pred po-
uzitim regresie predtym, avSak tento raz to urobime pre obe vetvy zvlast. Pre
zévislost priemerného objemu objednavok N, ., na objeme objednavok N, _1),
v Case (t — 1) sa v podstate ni¢ nemeni — rozdelenim dat na dve vetvy sa aj
graf zavislosti rozdeli na dva. V jednom bude len jedind hodnota, a to priemerna
hodnota N, , pre nulovy objem N, ;_1),, a v druhom vSetky ostatné hodnoty
priemerného objemu N, ;.

Pokial ide o zavislost priemerného objemu objednavok N, ., na vzdialenosti
d; pre nenulovt, resp. nulovi vetvu, pre kazda vzdialenost sa do priemerného
objemu budi zapocitavat len niektoré hodnoty podla toho, ¢i N, 1), bol ne-
nulovy alebo nulovy. Cize graf zavislosti sa moze podstatne zmenit. Graf tejto
zavislosti pre instrument A je znézorneny na obr. €. pre nenulovi a na obr.
¢. pre nulovi vetvu. Analogicky je zndzorneny na obr. ¢.[7.3]a na obr. ¢.[7.4
pre nenulovi a nulovi vetvu inStrumentu B a na obr. €. a na obr. €. pre
nenulovii a nulovi vetvu in§trumentu C. Zavislost je najvyraznejsia na obr. ¢.
[7.3] a na obr. ¢.[7.2] v ostatnych pripadoch nie je az tak zjavnd, resp. je tazsie
odhadnutelna.
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Obr. 7.1: Graf zavislosti priemer-
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Obr. 7.3: Graf zavislosti priemer-

ného objemu objednévok N,,, na
vzdialenosti d; pre inStrument B, ne-
nulova vetva
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Obr. 7.5: Graf zavislosti priemer-
ného objemu objednévok N,., na
vzdialenosti d; pre instrument C', ne-
nulova vetva
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8. Nenulova vetva

V nenulovej vetve pre vSetky pozorovania plati N, 1), > 0, z coho vyplyva
(N, (1 ,=0) = 0. v désledku toho stlpce matice danych é&isel X modelu (7.1))
nie si linedrne nezavislé, X nemé plnt hodnost a teda vysvetlujica premenné
1N, 1 ,=0) Je nadbytocna. Rovnica modelu (7.1) sa preto zmeni na tvar

Natp = Bo+ BiNa—1)p + Bad; + Bad? + €(t—1),ps (8.1)

kde E (e(t_l),p) = 0, e(t—1),p sU navzajom nekorelované a (¢,i) € M, Ny 4—1), > 0.

Pouzitim tejto regresie a naslednym dosadenim odhadnutych parametrov j;,
i=0,1,2,3 do (8.1) pre inStrumenty A, B, C dostaneme postupne

Natp = —2095,36 + 0,998295N, (11, + 2937, 63d; — 981,653d2,  (8.2)

Nutp = —2703 +0,999695N, (1), + 5906, 93d; — 2644, 5842,  (8.3)

Nayp = —62, 1464 + 0,995415N,, 1), — 352, 221d; + 347, 4942, (8.4)

V tomto pripade pre vSetky tri inStrumenty F-Statistika a jej p-hodnota sve-
déi v prospech modelu a koeficient determindcie R? takisto (pozri tab. &.
a[8.5)). Pre inStrumenty A a B su t-Statistiky a ich P-hodnoty pre odhady b;
parametrov [, i = 0,1,2,3 vyznamné (pozri tab. ¢. a , tj. vSetky odha-
dy su Statisticky vyznamné a vierohodnym modelom pre nenulovi vetvu tychto
inStrumentov je (8.1), ktory je, na zéklade koeficientu determindcie R?, vhodny
tiez na predikovanie.

Pre instrument C je t-Statistika a jej p-hodnota vyznamna len pre odhad b,
parametra (31 (pozri tab. ¢.[8.6)). Premenné d; a d? preto z modelu (8.1]) odstrénime
(¢im dostaneme SF model) a regresiu zopakujeme pre

Na,t,p = 50 + 51Na,(t—1),p + €(t—1),p» (85>

kde E (G(t—1),p) =0, e(¢—1),p s navzajom nekorelované a (t,1) € M, Na,t-1)p > 0.
Vysledkom je model

Nayo = —149,271 + 0, 996683 N, (1_1) . (8.6)

v ktorom F-tatistika a jej p-hodnota ako aj koeficient determinéicie R? nada-
lej svedéia v prospech modelu (pozri tab. ¢. . Pokial ide o t-Statistiku a jej
p-hodnotu pre odhad b; parametra [, tato je vyznamné (pozri tab. ¢.[8.8)), te-
da odhad b; parametra f; je Statisticky vyznamny a vierohodnym modelom pre
nenulovi vetvu instrumentu C' je model . Aj tento model je na zaklade ko-
eficientu determindcie R? vhodny na predikovanie.
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DF SS MS F-Statistic

x1 1 2.30342x 10" 2.30342x 10" 6.77773x10°
X2 1 1.51269x10'° 1.51269x 10 44.5101

X3 1 2.97603x10° 2.97603x10° 8.75685
Error | 34916 1.18663x10% 3.39852x 10°

Total | 34919 2.31531x10%

P-Value

5.3109781008 x 10739987
2.56818x 107!
0.00308648

Tabulka 8.1: Tabulka ANOVA pre ({8.1)) pre instrument A. Koeficient determinécie

R? = 0.994874866.

Estimate Standard Error t-Statistic P-Value
1 | -2095.36 261.023 -8.02748 1.02585x 107>
x1 | 0.998295 0.00038375  2601.42 1.7812174150x10-39°7°
X2 |2937.63 641.46 45796  4.67474x107°
x3 | —981.653 331.729 -2.9592  0.00308648

Tabulka 8.2: Tabulka odhadov parametrov pre

(8.1) pre inStrument A

Error | 60609 5.5527x10'® 9.1615x 108
Total | 60612 2.06005x 10'°

DF SS MS F-Statistic P-Value
x1 1 2.05449% 10 2.05449x10'® 2.24253x107 8.799019906 x 10~77867
x2 1 2.72552x10%° 2.72552x 10 29.7497 4.93491x 1078
X3 1 3.13489x10'° 3.13489x10° 34.218 4.95225%x107°

Tabulka 8.3: Tabulka ANOVA pre (8.1]) pre instrument B. Koeficient determinacie

R? = 0.997304585.

Estimate Standard Error t-Statistic P-Value
1 | -2703. 309.978 -8.71997 2.85159x 10718
x1 | 0.999695 0.000215781 4632.92  9.779745894x 1077722
X2 | 5906.93 821.974 7.18627 6.73502x 10713
X3 | —2644.58 452.094 -5.84962 4.95225x107°

Tabulka 8.4: Tabulka odhadov parametrov pre

(8.1) pre inStrument B

DF SS MS F-Statistic
x1 1 1.80171x10'3 1.80171x10% 487021.
X2 1 1.12392x 108 1.12392x10% 3.03805
X3 1 1.16103x10% 1.16103x10% 3.13838

Error | 13929 5.15298x 10 3.69946 x 107
Total | 13932 1.85327x10%3

P-Value

8.8817435576 x 10710839
0.0813554
0.0764918

Tabulka 8.5: Tabulka ANOVA pre ({8.1]) pre instrument C'. Koeficient determindcie

R? = 0.972195173.
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Estimate Standard Error t-Statistic P-Value
1 | -62.1464 151,559 -0.410047 0.681778
x1 | 0.995415 0.00153434  648.759  1.52256518747 x 10710410
X2 | -352.221 331.219 -1.06341 0.287615
X3 | 347.494 196.153 1.77155  0.0764918

Tabulka 8.6: Tabulka odhadov parametrov pre (8.1 pre instrument C'

DF SS MS F-Statistic P-Value

x1 1 1.80171x10'3 1.80171x10'3 486875. 4.9703645687 x 1071083°
Error | 13931 5.15526x 10! 3.70057x 107
Total | 13932 1.85327x10'3

Tabulka 8.7: Tabulka ANOVA pre ({8.5)) pre instrument C'. Koeficient determinacie
R? = 0.972182844.

Objem objednévok NN,., v nenulovej vetve teda zavisi ako na predchadzaju-
com objeme N, (1), tak na vzdialenosti d; a jej druhej mocnine d; pre instru-
menty A a B a pre instrument C' zévisi len na predchddzajicom objeme N, ;_1),.

Estimate Standard Error t-Statistic P-Value

1 |-149.271 114.402 -1.30479 0.191986
x1 | 0.996683 0.00142839  697.764 4.9703645781x 1071083

Tabulka 8.8: Tabulka odhadov parametrov pre (8.5)) pre instrument C
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9. Nulova vetva

Pre pozorovania v nulovej vetve, ktorych je podstatne viac, na rozdiel od nenulovej
vetvy plati N ;—1), = 0, odkial 1 Na(e-1),=0) = 1 pre kazdé pozorovanie. v matici
danych ¢isel X modelu tak mame opéf linedrne zavislé stipce, teda premenné
Naot—1)p a 1 Na.(t-1).p=0) musime z modelu odstranit, ¢im dostaneme regresny
model

Na,t,p = 60 + ﬁldz + ﬂ2d12 + €(t—1),ps (91)

kde E (e(t_l),p) = 0, e(t—1),p sU navzajom nekorelované a (1, i)e M, Na,t-1)p = 0.

Pre tento model odhadneme parametre (3;, ¢+ = 0, 1,2 pre inStrumenty A, B,
C' a odhady dosadime do (9.1). Postupne teda dostaneme

Nap = 246,057 — 368, 762d; + 136, 687d2, (9.2)
Naip = 611,806 — 1066, 16d; + 414, 504d2, (9.3)
Naip = 12,0834 + 14,8053d; — 12, 838d:. (9.4)

Aj v tomto pripade pre vSetky tri inStrumenty F-Statistika a jej p-hodnota sve-
dé& v prospech modelu, avsak koeficient determinacie R? ma naopak velmi malé
hodnoty, kvoli comu tieto regresné modely nie st vhodné ako regresné modely
na predpovedanie (pozri tab. €. , a . Podobne ako v nenulovej vetve,
pre inStrumenty A a B su t-Statistiky a ich P-hodnoty odhadov b; parametrov j;,
i =0,1,2 vyznamné (pozri tab. ¢. a[0.4), teda odhady parametrov st Statis-
ticky vyznamné a model pre nulovi vetvu tychto instrumentov vierohodny,
avSak podla koeficientu determindcie R? nepouzitelny na predikovanie.

Pre instrument C je t-Statistika a jej p-hodnota pre odhad b; parametra 3,
Statisticky nevyznamnd (pozri tab. ¢ [9.6), preto premennt d; z modelu (9.1)
odstranime a tento sa tymto zmeni na

Naip = Bo + 5161? + €et-1),p (9.5)

kde E (G(t—l),p) = 0, e(t—1),p sG navzajom nekorelované a (t, i)e M, Na,t-1)p = 0.

Opéatovnym pouzitim regresie dostaneme model
Nayp = 17,7023 — 59162847, (9.6)

v ktorom F-Statistika a jej p-hodnota i koeficient determinacie R? svedéia v pros-
pech modelu ako predtym (pozri tab. ¢. . Tento raz je vsak t-Statistika a jej
p-hodnota pre odhad b; parametra (; vyznamna (pozri tab. ¢. , ¢ize odhad
b, parametra 3; je Statisticky vyznamny a model je vierohodnym modelom
pre nulovii vetvu instrumentu C, avSak podla koeficientu determinécie R? nepou-
Zitelnym na predikovanie podobne ako pre nulovii vetvu inStrumentov A a B.
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DF SS MS F-Statistic P-Value

x1 1 1.29482x10° 1.29482x10° 35.5809  2.44855x107°
x2 |1 7.295x10°  7.295x10°  20.0462  7.56107x107°
Error | 461795 1.68051x10% 3.63909x 10’

Total | 461797 1.68072x10%3

Tabulka 9.1: Tabulka ANOVA pre (9.1)) pre instrument A. Koeficient determinécie
R? = 0.000120444.

Estimate Standard Error t-Statistic P-Value

1 1246.057 27.8522 8.8344 1.00979x 10718
x1 | -368.762 63.4904 -5.80815 6.32077x10°
x2 1 136.687 30.5289 4.4773 7.56107x107°

Tabulka 9.2: Tabulka odhadov parametrov pre (9.1)) pre instrument A

DF SS MS F-Statistic P-Value
x1 1 6.94059x 10° 6.94059x10° 64.2756 1.0844x 107
X2 1 6.3226x10°  6.3226x10° 58.5525 1.9834x107'*

Error | 437916 4.72869x 10 1.07982x 108
Total | 437918 4.73002x10%3

Tabulka 9.3: Tabulka ANOVA pre (9.1]) pre instrument B. Koeficient determinécie
R? = 0.000280405.

Estimate Standard Error t-Statistic P-Value

1 611.806 50.7654 12.0516  1.92471x10°3
x1 | -1066.16 113.73 -9.37445 6.98528x 1072
X2 | 414.504 54.1697 7.65196 1.9834x 10~

Tabulka 9.4: Tabulka odhadov parametrov pre (9.1]) pre instrument B

DF SS MS F-Statistic P-Value
x1 1 1.92208x 107 1.92208x 107 25.4417 4.56123x1077
X2 1 6.88565x10° 6.88565x10° 9.1142  0.00253646

Error | 485570 3.66841x10'! 755486,
Total | 485572 3.66868x 10!!

Tabulka 9.5: Tabulka ANOVA pre (9.1)) pre instrument C'. Koeficient determinacie
R? = 0.0000711605.

Estimate Standard Error t-Statistic P-Value

1 |12.0834 3.84008 3.14664 0.00165169
x1 | 14.8053 8.81401 1.67974  0.0930083
x2 | -12.838 4.25244 -3.01897 0.00253646

Tabulka 9.6: Tabulka odhadov parametrov pre (9.1]) pre instrument C
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DF SS MS F-Statistic P-Value

x1 1 2.39749x 107 2.39749x 107 31.7342 1.76876x1078
Error | 485571 3.66844x 10'! 755489,
Total | 485572 3.66868x 10!

Tabulka 9.7: Tabulka ANOVA pre (9.5)) pre instrument C'. Koeficient determinacie
R? = 0.000065350.

Estimate Standard Error t-Statistic P-Value

1 |17.7023 1.8858 9.38717 6.18861x1072!
x1 | -5.91628 1.05023 -5.63331 1.76876x1078

Tabulka 9.8: Tabulka odhadov parametrov pre (9.5 pre instrument C

Proti pouzitiu modelu pre nulova vetvu instrumentov A a B, resp. mo-
delu pre nulovi vetvu instrumentu C' na predikovanie sved¢i tiez fakt, ze
podla rovnic (9.2)), (9.3), st predikované objemy N,;, v nulovej vetve zi-
porné pre vzdialenosti d; € (1,20;1,49) pre inStrument A, pre d; € (0,86;1,71)
pre instrument B a pre d; > 1,72 pre instrument C.

Objem objednavok N, ., v nulovej vetve teda pre instrumenty A a B zavisi

na vzdialenosti d; a jej druhej mocnine d? a pre instrument C' z4visi len na druhej
mocnine vzdialenosti, tj. na d?.
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Z.aver

V praci sme sa zaoberali modelom spojitej dvojitej aukcie a Zobecnenym SF mo-
delom, ktorého validitu sme testovali pomocou linearnej regresie. Ako sa ukazalo,
ZSF model, resp. jeho $pecidlne pripady SF model a CS model, ktoré pokryva,
pre realne data z trhu nie je validny.

V priebehu prace sme na zaklade vysledkov z predchadzajucich overovanych
modelov odvodili tiez vlastny generalny model, ktory uvazuje nerovnhomerné in-
tenzity prichodu a tieZ ruSenia objednavok. Ani v tomto pripade sa vSak zavislost
na vzdialenosti od najlepsieho asku nijak nepreukazala, teda model zavisi len na
predchadzajicom objeme objednéavok, resp. jeho nulovosti.

V dalSom kroku sme model pouzili samostatne na nenulovii a nulovi vetvu,
nakolko v datach mala vyrazni prevahu nulova vetva. V nenulovej vetve sa po
tomto rozc¢leneni preukézala zavislot na vzdialenosti, hoci len ¢iastocne. V nulo-
vej vetve je predchadzajici objem vzdy nulovy, preto tato premenna v linearnej
regresii nema opodstatnenie a model v tomto pripade zavisi na vzdialenosti tak,
ako sme to zhrnuli na konci kapitoly.
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