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Resumen

El formalismo línea de mundo es un esquema útil en teoría cuántica de campos
que también se ha convertido en una poderosa herramienta para realizar cálculos
numéricos. El ingrediente principal de este formalismo consiste en la (primera) cuan-
tización de una partícula puntual auxiliar cuyas amplitudes de transición se corres-
ponden con el núcleo de calor (heat-kernel) del operador de fluctuaciones cuánticas
de la teoría de campos.

No obstante, para estudiar un campo cuántico en una variedad con borde es
necesario restringir el dominio de integración de los caminos de la partícula auxiliar,
tomando un subconjunto específico de líneas de mundo contenidas en dicha variedad.
El principal objetivo del presente trabajo consiste en mostrar cómo implementar
esta restricción para el caso de un campo escalar en ciertas geometrías con borde,
poniendo a prueba los resultados al considerar que el campo se encuentra confinado
en una esfera D-dimensional bajo condiciones de borde de Dirichlet, Neumann y
Robin. Se computan explícitamente los primeros coeficientes del heat-kernel para el
caso D = 2 como verificación de la construcción empleada.

Además de la tarea mencionada, se discuten aspectos varios de las teorías cuánti-
cas de campos y sus aplicaciones, con énfasis en el formalismo línea de mundo. Es en
base a estos aspectos que se construye el formalismo, primero en espacios sin borde
y luego en variedades con borde. Al final se mencionan posibles generalizaciones de
la construcción presentada.
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Capítulo 1

Introducción

Desde los pioneros trabajos de Z. Bern y D. A. Kosover [1], y M. J. Strassler [2],
el formalismo línea de mundo se ha convertido en un método práctico para computar
amplitudes de dispersión y acciones efectivas en teorías cuánticas de campos [3]. En
particular, este formalismo es apropiado para estudiar los efectos de las fluctuacio-
nes cuánticas de campos masivos en espacios curvos. Primero fue establecida una
representación de línea de mundo para la acción efectiva en un fondo gravitacional
arbitrario tanto para campos escalares [4] como fermiónicos [5]. Luego fue encara-
do el caso de un campo vectorial en [6], donde – de forma más general – fueron
computados los primeros coeficientes de Seeley-DeWitt para un tensor antisimétrico
de rango arbitrario. Usando técnicas de línea de mundo, también en [7–9] fueron
computados coeficientes de Seeley-DeWitt para campos de mayor espín (higher-spin
fields) en variedades conformemente planas. El formalismo línea de mundo está hoy
establecido como una herramienta muy eficaz para computar cantidades en teorías
cuánticas de campos, y en particular, para el estudio de anomalías (ver [10] y sus
referencias).

A pesar de las múltiples aplicaciones desarrolladas hasta ahora, las teorías de
campos con borde han resultado ser más esquivas: aún no se conoce una completa
formulación de línea de mundo que permita realizar cálculos analíticos para campos
cuánticos en variedades con bordes. De hecho, la representación de línea de mundo
de un campo Φ(x) en un espacio-tiempoM está basada en la correspondencia entre
los modos espectrales de las fluctuaciones cuánticas de Φ(x) y el hamiltoniano de
una partícula (puntual) auxiliar moviéndose en un espacioM. Entonces, dado que la
acción efectiva a un loop de la teoría de campos está dada por la primera cuantización
de la partícula auxiliar, uno es llevado a considerar su integral de caminos sobre el
conjunto de trayectorias xi(t) cerradas enM 1. En consecuencia, si la variedad tiene
un borde ∂M, uno espera que el dominio de la integral de caminos sea restringido
en acuerdo con las condiciones específicas sobre Φ(x) en ∂M. Por ejemplo, si el

1En este formalismo, el propagador a nivel ‘árbol’ posee una representación similar en términos
de una integral de caminos sobre líneas abiertas.
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campo está sujeto a condiciones de borde de Dirichlet en ∂M entonces la integral
de caminos debe realizarse sobre aquellas líneas de mundo xi(t) cerradas enM que
no intersecan a ∂M 2. No obstante, sólo se conocen técnicas de línea de mundo
que permiten realizar estas restricciones sobre ciertas geometrías y con particulares
condiciones de borde [11–14].

El primer problema consiste en realizar una cuantización en términos de inte-
grales de caminos para una partícula puntual en una región delimitada. Vagamente,
la principal dificultad es que la medida gaussiana (y sus momentos) puede ser fá-
cilmente integrada en RD+1 pero no en sus subconjutos acotados. Las condiciones
de borde de Dirichlet en una superficie D-dimensional Σ pueden ser modeladas en
todo RD+1 a través del acoplamiento λ δΣ(x), es decir, una función delta con soporte
en Σ: en el límite de acoplamiento infinito λ→∞ se reproducen las condiciones de
Dirichlet. Este enfoque fue introducido en el contexto de líneas de mundo en [15]
(por un mecanismo similar para condiciones de borde de Neumann, ver [16]). No
obstante, las técnicas analíticas usuales con líneas de mundo requieren tratar los
términos de interacción perturbativamente; tal procedimiento conduciría entonces
a una expansión en potencias positivas de λ, y el límite λ → ∞ está entonces mal
definido.

En el contexto de paredes llanas infinitas, M. S. Marinov propuso un análisis
diferente en términos de topología no trivial en el espacio de fases [17] pero éste no
ha sido explorado en el formalismo línea de mundo. Un enfoque diferente que puede
ser adecuado para una formulación de línea de mundo fue dada por I. Sökmen, quien
resolvió la integral de caminos para una partícula dentro de un pozo rectangular
infinito realizando una transformación canónica que lleva la partícula a la recta
completa bajo un potencial de Rosen-Morse [18]. No obstante, esta formulación
está fuertemente basada en una transformación particular que sólo es válida en este
contexto unidimensional.

Una aplicación concreta del formalismo línea de mundo en presencia de un borde
fue dada en [11–13], donde fue utilizado el método de las imágenes para computar los
coeficientes de Seeley-DeWitt para un campo cuántico escalar en el semiespacio (D+

1)-dimensional limitado por un hiperplano infinito. No obstante, en estos ejemplos
puede verse que sólo se sabe cómo aplicar el método de las imágenes en el caso de
bordes planos 3, por lo que para lidiar con casos más generales debe introducirse una
técnica diferente. Otra aplicación para un campo cuántico escalar confinado en la
bola (D + 1)-dimensional fue dada en [14], utilizando una transformación conforme
para llevar su borde curvo (la esfera D-dimensional) al hiperplano infinito.

2En efecto, los bordes rígidos pueden ser modelados acoplando Φ(x)2 a una función delta con
soporte sobre ∂M y tomando el límite de la constante de acoplamiento λ→∞. En este límite, la
contribución de las líneas de mundo que intersecan al borde es suprimida exponencialmente.

3Nótese que aunque las cargas imagen son usadas para resolver la ecuación de Laplace con borde
esférico, el mismo procedimiento no funciona para la ecuación de calor, que describe la evolución
temporal de la partícula auxiliar.
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El propósito del presente trabajo de diploma puede ser dividido en dos partes.
Por un lado, se explica cómo desarrollar el formalismo línea de mundo para un
campo escalar en variedades no singulares y sin borde. Luego, se aprovechan estos
conocimientos para establecer un compendio de las generalidades de las técnicas
empleadas en [11–14] para el estudio de un campo escalar en variedades no singulares
y con borde.

La organización del presente trabajo se desarrolla entonces como sigue. En el
capítulo 2 se establecen los prerrequisitos necesarios para enunciar el formalismo
línea de mundo así como sus aplicaciones. Luego, en el capítulo 3 se enuncia dicho
formalismo para el cálculo de acciones efectivas en el caso de variedades curvas sin
singularidades ni bordes. Se muestra cómo proceder tanto si se decide trabajar en el
espacio de configuraciones llano como en el espacio de fases curvo. Ambos espacios
conducen a tener que calcular las funciones de Green asociadas al operador cuadrá-
tico de la acción de una partícula libre que describe líneas de mundo cerradas; se
muestra entonces cómo calcular estas funciones de Green tanto con condiciones de
contorno de Dirichlet como con condiciones periódicas para estas trayectorias. Al
concluir, se mencionan diversas aplicaciones del formalismo en variedades sin borde,
las cuales fueron presentados en las reuniones anuales de la Asociación Física Ar-
gentina de los años 2017 y 2018. Este trabajo se repite para el caso de variedades no
singulares con borde en el capítulo 4, poniendo el foco en los casos conocidos pre-
sentes en [11–14]. Este estudio conduce a establecer nuevas herramientas tales como
el método de las imágenes y el correcto modelado de las condiciones de contorno. Al
final se aplican estos resultados a reproducir el cálculo de los coeficientes de Seeley-
DeWitt en la bola (D + 1)-dimensional que fueron publicados en [14] en coautoría
junto a colaboradores externos y presentados en la reunión anual de la Asociación
Física Argentina del año 2019. En el presente trabajo de diploma se agrega a los
resultados de dicho artículo: el estudio de las condiciones de borde de Robin – ade-
más de las de Dirichlet y Neumann – y el uso de condiciones de contorno periódicas
(en reemplazo de las condiciones de Dirichlet) para las trayectorias de la partícula
auxiliar en el espacio de fases. Por último, en el capítulo 5 se presentan algunas
consideraciones relacionadas con las aplicaciones de los resultados presentados. En
particular, se discute con cierto detalle la posibilidad de implementar condiciones
de borde más generales. Además, se comenta el eventual uso de la representación
de línea de mundo discutida en el presente trabajo en computaciones numéricas
aplicadas a teorías cuánticas de campos.
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Capítulo 2

Mecánica cuántica y teoría cuántica
de campos

En el presente capítulo se resumen varios temas sobre la mecánica cuántica y la
teoría cuántica de campos. Como la mayoría de estos no suelen ser abarcados en los
cursos de grado, se considera que merecen un capítulo especial para ser correctamen-
te introducidos, en lugar de ser explicados a medida que se los necesite en el resto del
trabajo de diploma. Respecto de la mecánica cuántica, se desarrolla su formulación
mediante integrales de camino en espacios curvos; al hacerlo, se introducen contra-
términos que dejan invariante al hamiltoniano. En cuanto a la teoría cuántica de
campos, se comentan con mínimo detalle varios conceptos como la acción efectiva,
las anomalías y las funciones β.

2.1. Mecánica cuántica no relativista: formulación
con integrales de camino en espacios curvos

En la presente sección se buscará desarrollar la mecánica cuántica en espacios
curvos mediante integrales de camino. Para lograr tal cometido es necesario introdu-
cir una serie de formalidades que llevarán a una expresión final para las amplitudes
de transición de un sistema. En primer lugar, se introduce la noción de orden de
Weyl de operadores y se indica un importante teorema que lo concierne. Luego
se define un operador hamiltoniano para un bosón en espacios curvos que resulta
invariante ante transformaciones generales de coordenadas. Finalmente se utilizan
ambos conceptos para hallar una expresión para las amplitudes de transición entre
estados en mecánica cuántica; dicha expresión incluye contratérminos actuando co-
mo potenciales que garantizan la invarianza del hamiltoniano ante transformaciones
de coordenadas.
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2.1.1. Orden de Weyl

Por fines didácticos, se comienza explicando el orden Weyl para el caso unidimen-
sional. La generalización al caso multidimensional resulta inmediata y es explicada
en el último párrafo del presente apartado.

En primer lugar, considérese un monomio de potencias de x̂ y p̂. Por simplicidad,
supóngase que dicho monomio posee n veces al operador x̂ ym veces a p̂, distribuidos
en cualquier orden arbitrario. Se define la “forma simétrica” de dicho monomio como
el promedio de todas las posibles permutaciones de los n factores x̂ y los m factores
p̂. Por ejemplo, las formas simétricas de x̂p̂ y x̂2p̂ son (x̂p̂)S = 1

2
(x̂p̂+ p̂x̂) y (x̂2p̂)S =

1
3
(x̂2p̂+ x̂p̂x̂+ p̂x̂2) respectivamente. Nótese que, en general, un operador no es igual

a su forma simétrica.

Ahora considérese al operador Ô ≡ O(x̂, p̂) actuando sobre estados de un sistema
cuántico. El mismo depende sólo del operador posición x̂ y del operador momento
p̂. Al desarrollar este operador en su serie de potencias, en general no se obtendrá
un resultado simétrico, en el sentido de que los monomios que se obtienen de la serie
de Taylor no pueden ser combinados entre si para construir formas simétricas; pero
siempre es posible llevarlos a una forma en la que lo sean mediante el uso de la
relación [x̂, p̂] = i. En otras palabras, existen coeficientes anm tales que siempre es
posible escribir Ô = ÔW , donde

ÔW =
∞∑

n,m=1

anm(x̂np̂m)S . (2.1)

Al operador ÔW se lo denomina “orden de Weyl” de Ô. Por ejemplo, x̂p̂ = 1
2
(x̂p̂ +

p̂x̂) + i
2
, por lo que resulta (x̂p̂)W = (x̂p̂)S + i

2
. Análogamente, (p̂x̂)W = (x̂p̂)S − i

2
.

También puede verse que que x̂2p̂ = 1
3
(x̂2p̂ + x̂p̂x̂ + p̂x̂2) + ix̂, de modo que resulta

(x̂2p̂)W = (x̂2p̂)S + i(x̂)S.

En general, trabajar con la forma simétrica de un operador es una tarea ardua, ya
que para n+m muy grande se requieren muchos términos. No obstante, N. McCoy
probó en [19] las fórmulas

(x̂np̂m)S =
1

2n

n∑
l=0

(
n

l

)
x̂n−lp̂mx̂l =

1

2m

m∑
l=0

(
m

l

)
p̂m−lx̂np̂l , (2.2)

que resumen notablemente la forma simétrica de cualquier monomio en dos posibles
sumas. A partir de (2.1) y (2.2) se motiva la definición de la “función de Weyl”
(cuyos argumentos son c-numbers) asociada al operador Ô como
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OW (x, p) =
∞∑

n,m=1

anm
2n

n∑
l=1

(
n

l

)
xn−lpmxl =

∞∑
n,m=1

anm
2m

m∑
l=1

(
m

l

)
pm−lxnpl

=
∞∑

n,m=1

anmx
npm

(sólo si x y p son c-numbers) . (2.3)

Sean ahora |x〉 un autoestado de x̂ con autovalor x, y |p〉 un autoestado de p̂
con autovalor p (recuérdese que se está trabajando en un caso unidimensional). Si
se normaliza a estos últimos autoestados mediante la identidad 1 =

∫
dp |p〉 〈p|,

entonces a partir de (2.1), de cualquiera de las dos sumas en (2.2) y de (2.3) resulta:

〈x′|OW (x̂, p̂) |x〉 =

∫
dp 〈x′|p〉OW

(x+ x′

2
, p
)
〈p|x〉 . (2.4)

La generalización al caso D-dimensional resulta sencilla. En primer lugar, debe
considerarse que cada monomio en la expansión de Ô – que por simplicidad será
denominado “monomio D-dimensional” – puede ser convertido en un producto de
“monomios unidimensionales” gracias a que x̂i y p̂j conmutan si i 6= j. Luego, la
forma simétrica del monomio D-dimensional es simplemente el producto de la forma
simétrica de cada uno de los monomios unidimensionales. A partir de esto, es posible
definir una expresión análoga a (2.1) reemplazando (x̂np̂m)S por la forma simétrica de
los monomios D-dimensionales. A continuación, reutilizando las fórmulas de McCoy
(2.2) para cada monomio unidimensional es posible definir correctamente la función
de Weyl cuyos argumentos son c-numbers. Finalmente, todas estas herramientas
permiten probar la versión D-dimensional de (2.4), a saber,

〈x′|OW (x̂, p̂) |x〉 =

∫
dDp 〈x′|p〉OW

(x+ x′

2
, p
)
〈p|x〉 (2.5)

2.1.2. Hamiltoniano invariante para una partícula bosónica
libre

Considérese una variedadD-dimensionalM con métrica de fondo gij(x) e inversa
gij(x). Sea g(x) = det gij(x). Si se busca construir un hamiltoniano para una partí-
cula bosónica libre en dicha variedad, la opción obvia parece ser Ĥ0 ≡ H0(x̂, p̂) =
1
2
gijpipj. No obstante, una teoría con este hamiltoniano sería dependiente del siste-

ma de coordenadas. Efectivamente, es fácil ver que el mismo no es invariante ante
las siguientes transformaciones generales infinitesimales de coordenadas:

x −→ x′ = x+ εξ(x) , (2.6)
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donde 0 < ε � 1. En cambio, un hamiltoniano que sí es invariante ante las trans-
formaciones (2.6) es

H0(x̂, p̂) =
1

2mc

ĝ−1/4 p̂i ĝ
ij ĝ1/2 p̂j ĝ

−1/4. (2.7)

donde mc es simplemente la “masa cinética”. A continuación, se probará que (2.7)
es efectivamente invariante, y luego se hallará el orden de Weyl asociado a él.

Por simplicidad, considérese a los operadores x̂ y p̂ en la representación de Schrö-
dinger, de modo que será posible eliminar el ‘sombrero’ de los operadores de posición.
Entonces el cambio de coordenadas (2.6) implica, a menor orden en ε,

δxi = x′i − xi = εξi(x) . (2.8)

Además, el cambio del determinante de la métrica está dado por

g′(x′) = g(x) det2

(
∂x

∂x′

)
. (2.9)

Por otro lado, en espacios curvos el operador p̂ debe ser redefinido para que resulte
hermítico. Se obtiene que el mismo es de la forma

p̂i = −i
(
∂i +

1

2

(∂i
√
g)

√
g

)
= −i

(
∂i +

1

4

(
∂i ln(g)

))
. (2.10)

Luego, se podría esperar que el operador de momento transforme de acuerdo a
la conocida regla tensorial p̂′i = ∂xj

∂x′i
p̂j ≈ p̂i − ε(∂iξ

j)p̂j. No obstante, es fácil ver
que (∂iξ

j)p̂j no es hermítico, y por lo tanto p̂′i tampoco lo sería explícitamente. En
cambio, (∂iξ

j)p̂j − i
2
(∂i∂jξ

j) sí es hermítico, y además resulta que[
∂xj

∂x′i
, p̂j

]
≈ −iε(∂i∂jξj) . (2.11)

Por lo tanto, una buena definición para la regla de transformación del operador
momento que dé un resultado hermítico es

p̂′i =
∂xj

∂x′i
p̂j −

1

2

[
∂xj

∂x′i
, p̂j

]
=

1

2

{
∂xj

∂x′i
, p̂j

}
, (2.12)

es decir, es necesario simetrizar la ley de transformación que se conoce del cálculo
tensorial. Entonces

δp̂i = p̂′i − p̂i ≈ −
ε

2

{
∂ξj

∂xi
, p̂j

}
= −ε

(
(∂iξ

j)p̂j −
i

2
(∂i∂jξ

j)

)
. (2.13)

Ahora nótese que a primer orden en ε, det
(
∂x
∂x′

)
≈ 1− ε∂iξi. Entonces

(g′)−1/4p̂′i(g
′)1/4 ≈

(
g−1/4p̂jg

1/4
)(
δji − ε(∂iξj)

)
; (2.14)
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(g′)1/4p̂′i(g
′)−1/4 ≈

(
δji − ε(∂iξj)

)(
g1/4p̂jg

−1/4
)
. (2.15)

Finalmente, utilizando estas últimas dos ecuaciones junto con (2.7), se obtiene

Ĥ ′0 ≈
1

2mc

(
g−1/4p̂ig

1/4
)
gij
(
g1/4p̂jg

−1/4
)

+O(ε2) = Ĥ0 +O(ε2) , (2.16)

lo cual prueba que el hamiltoniano libre (2.7) es invariante (a menor orden en ε)
ante transformaciones del tipo (2.6).

Habiendo probado la invarianza de (2.7), queda ahora buscar su forma de Weyl.
Permutando correctamente los operadores, se tiene

Ĥ0 =
1

8mc

(p̂ip̂jg
ij + 2p̂ig

ij p̂j + gij p̂ip̂j)

+
1

8mc

(∂i∂jg
ij) +

1

8mc

(
∂i(g

ij∂j ln g)

)
+

1

32mc

gij(∂i ln g)(∂j ln g) .
(2.17)

El término en la penúltima fila de (2.17) se corresponde con la forma simétrica de la
parte que contiene a los operadores de momento, mientras que los de la última fila
son términos de curvatura (que se anulan para una métrica plana). Es conveniente
escribir a los mismos en función de otras cantidades geométricas como los símbolos
de Christoffel

Γikl =
1

2
gij
(
∂kglj + ∂lgjk − ∂jgkl

)
(2.18)

o la curvatura escalar

R = gij(∂kΓ
k
ij − ∂jΓkki + ΓkklΓ

l
ij − ΓkjlΓ

l
ik) . (2.19)

Con este fin, puede utilizarse la fórmula de Jacobi para la derivada de un determi-
nante y obtener la identidad ∂ig = g gjk∂igjk, que junto con (2.18) implican

Γiij =
1

2
∂j ln g . (2.20)

Por otro lado, derivando la relación δij = gikgkj se obtiene

∂ig
jk = −gjlgmk(∂iglm) , (2.21)

y por definición de la conexión de Levi-Civita, se tiene también

∇igjk = ∂igjk − Γlijgkl − Γlikgjl = 0 . (2.22)
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Aplicando las ecuaciones (2.18) a (2.22), se obtiene

(∂i∂jg
ij) +

(
∂i(g

ij∂j ln g)
)

+
1

4
gij(∂i ln g)(∂j ln g) = −R + gijΓlikΓ

k
jl , (2.23)

y aplicando este resultado sobre (2.17), resulta que la forma de Weyl de (2.7) es

Ĥ0W =
1

8mc

(
p̂ip̂jg

ij + 2p̂ig
ij p̂j + gij p̂ip̂j

)
− 1

8mc

(
R− gijΓlikΓkjl

)
(2.24)

2.1.3. Construcción time slicing en el espacio de fases

Considérese una partícula bosónica no relativista en una variedad D-dimensional
M sin borde, la cual interactúa con un potencial V̂ . En un dado sistema de coordena-
das x, sea gij(x) la métrica de fondo enM, gij(x) su inversa, y g(x) su determinante.
El sistema de coordenadas debe ser elegido de manera tal que el dominio de cada
una de las coordenadas sea R. Entonces, el hamiltoniano de dicha partícula puede
ser escrito como

H(x̂, p̂) = H0(x̂, p̂) + V (x̂) , (2.25)

donde Ĥ0 viene dado por (2.7), cuyo orden de Weyl es (2.24). Según se prueba en
la sección 2.1.2, Ĥ0 es invariante ante transformaciones generales de coordenadas,
pero en general V (x̂) sí puede variar.

Sean también |x〉 y |p〉 los autoestados de x̂ y p̂ respectivamente. Se opta por
normalizar a los mismos de la siguiente manera:

∫
RD

dDx |x〉
√
g(x) 〈x| = I =⇒ 〈x′|x〉 =

δD(x− x′)√
g(x)

;∫
RD

dDp |p〉 〈p| = I =⇒ 〈p′|p〉 = δD(p− p′) .
(2.26)

Escribiendo la transformada de Fourier de la delta de momentos como δD(p− p′) =∫
dDx

(2π)D
ei(pi−p

′
i)x

i , resulta que (2.26) lleva a la siguiente expresión para una onda
plana:

〈x|p〉 =
eipix

i

(2π)D/2g1/4(x)
. (2.27)

Ahora considérese al operador unitario de evolución temporal, que para un tiem-
po T está dado por

Û(T ) = e−iT Ĥ , (2.28)
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pero por futura simplicidad se opta por realizar una rotación de Wick, cambiando T
por −iT . Luego de esta rotación, el tiempo T recibe el nombre de “tiempo euclídeo”.
Entonces, la amplitud de transición de la partícula para pasar de la configuración x
a la configuración x′ en un tiempo T está dada por 〈x′| e−TĤ |x〉.

Ahora, sea N un número entero muy grande y sea ε = T/N . Si en la amplitud
de transición se inserta N − 1 veces la identidad (2.26) con autoestados de posición,
se obtiene

〈x′| e−TĤ |x〉 = 〈x′|
(
e−εĤ

)N |x〉
=

∫
dDz1 . . . d

DzN−1

√
g(z1) . . . g(zN−1) 〈x′| e−εĤ |zN−1〉

× 〈zN−1| e−εĤ |zN−2〉 × · · · × 〈z1| e−εĤ |x〉

=

∫
dDz1 . . . d

DzN−1√
g(z0)

N∏
a=1

(√
g(za−1) 〈za| e−εĤ |za−1〉

)
,

(2.29)

donde se ha definido z0 ≡ x y zN ≡ x′ en el último paso. La interpretación de (2.29)
es evidente: los puntos inicial y final permanecen fijos (por eso no se integra sobre
ellos), mientras que los puntos intermedios de la trayectoria que sigue la partícula
pueden tomar valores arbitrarios en la variedad (por eso sí se integra sobre ellos).
Por consiguiente, (2.29) tiene en cuenta todos los posibles caminos que puede seguir
la partícula en tanto sus configuraciones inicial y final estén dadas. Utilizando ahora
(2.5), se obtiene

〈x′| e−TĤ |x〉 =

∫
dDz1 . . . d

DzN−1d
Dp1 . . . d

DpN√
g(z0)

×
N∏
a=1

(√
g(za−1) 〈za|pa〉 〈pa|za−1〉

(
e−εH

)
W

)
, (2.30)

donde (e−εH)W debe ser evaluada en
(
za+za−1

2
, pa
)
. Nótese que esta última expresión

ya no representa a la amplitud de transición en términos de operadores, sino que
la representa en términos de funciones. Definiendo za−1/2 = za+za−1

2
y ∆za−1/2 =

za − za−1, y utilizando (2.27), se obtiene

〈x′| e−TĤ |x〉 =

∫
dDz1 . . . d

DzN−1d
Dp1 . . . d

DpN
(2π)NDg1/4(z0)g1/4(zN)

N∏
a=1

(
eipa·∆za−1/2

(
e−εH

)
W

)
.

(2.31)

A continuación cabe realizarse la siguiente pregunta: ¿es posible reemplazar(
e−εH

)
W

por e−εHW (za−1/2,pa) ? Generalmente la respuesta es no, y para concluir ello
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basta con observar la diferencia en los desarrollos de ambas exponenciales:

(
e−εH

)
W
− e−εHW =

ε2

2

[
(H2)W − (HW )(HW )

]
+ . . . , (2.32)

donde tanto (H2)W como HW están evaluados en za−1/2 y pa. La diferencia (2.32)
puede parecer que es de orden ε2 y que por lo tanto puede ser desestimada para
N � 1. De ser esto así, puede reemplazarse el orden de Weyl de la exponencial
por el exponente del orden de Weyl y utilizar el resultado (2.24). No obstante,
esto no valdría si ocurre que (2.32) es de algún orden menor a ε2 – por ejemplo,
podría ocurrir que la dependencia con ε de las funciones pa y za conduzcan a que
(H2)W−(HW )(HW ) sea de orden ε−1 –. Puede probarse (ver [10]) que la dependencia
de pa y za con ε conduce efectivamente a que (H2)W − (HW )(HW ) sea de orden ε0,
concluyendo que sí es posible aproximar

(
e−εH

)
W
≈ e−εHW .

Antes de proceder, cabe realizar un breve comentario sobre el orden de Weyl. La
ecuación (2.5) representa el teorema importante que le concierne, y establece que
se puede reemplazar el operador de posición por el punto medio entre dos configu-
raciones específicas. A la hora de construir el formalismo de la mecánica cuántica
utilizando time slicing, esto implica reemplazar el operador de posición en el hamil-
toniano por el punto medio entre dos configuraciones intermedias sobre las cuales
luego debe integrarse. Pero en todo esto, ¿cuál es la importancia de utilizar el orden
de Weyl? La respuesta, es que lleva naturalmente a trabajar con el mencionado punto
medio. Es gracias a que se evalúa a las funciones en dicho punto que se obtienen los
propagadores que justifican aproximar el orden de Weyl del operador de evolución
por la exponencial del orden de Weyl del hamiltoniano, simplificando notablemente
la integral de caminos que resulta de esta construcción. Los términos de curvatura
en (2.24) representan el ‘precio’ a pagar por semejante simplificación, ya que añaden
un término extra que debe tenerse en cuenta en todos los cálculos perturbativos que
se realicen. Dichos términos de curvatura, típicamente llamados por el nombre de
“contratérminos”, pueden ser acoplados al potencial V (x) para servir juntos como un
potencial efectivo. Existe también otro motivo por el cual el punto medio es impor-
tante (y por ende, también lo es el orden de Weyl): cuando se trabaja con el grupo
de simetría de gauge U(1) del electromagnetismo, debe reemplazarse p̂→ p̂−eA(x̂),
donde e es la carga fundamental y A(x̂) es el campo de gauge. Feynman demostró
que, en la construcción time slicing, el hamiltoniano sólo es invariante de gauge si
se reemplaza x̂ por el punto medio [20].

Ahora se retoma la ecuación (2.31) utilizando la aproximación
(
e−εH

)
W
≈ e−εHW :

〈x′| e−TĤ |x〉 =

∫
dDz1 . . . d

DzN−1d
Dp1 . . . d

DpN
(2π)NDg1/4(z0)g1/4(zN)

N∏
a=1

eipa·∆za−1/2e−εHW (za−1/2,pa) .

(2.33)
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Se define la acción discreta como

Sdis ≡
N∑
a=1

ε
(
− ipa

∆za−1/2

ε
+HW (za−1/2, pa)

)
, (2.34)

de modo que resulta

〈x′| e−TĤ |x〉 =

∫
dDz1 . . . d

DzN−1d
Dp1 . . . d

DpN
(2π)NDg1/4(z0)g1/4(zN)

e−Sdis . (2.35)

A continuación se toma el límite continuo N →∞ (o equivalentemente, ε→ 0).
Este límite lleva a las siguientes identificaciones:

ε→ dt ,

Nε→ T ,

aε→ t ,

za−1/2 → z(t) ,

∆za−1/2

ε
→ ż(t) ,

pa → p(t) .

(2.36)

Juntas, estas identificaciones implican

Sdis → S[z, p] =

∫ T

0

dt
(
− ipż +HW (z, p)

)
. (2.37)

También se define la integral de caminos mediante la notación∫
DzDp ≡ ĺım

N→∞

∫
dDz1 . . . d

DzN−1d
Dp1 . . . d

DpN
(2π)ND

. (2.38)

Recordando que z0 ≡ x y zN ≡ x′, resulta finalmente la siguiente expresión pa-
ra la amplitud de transición a tiempo T entre una configuración inicial x y una
configuración final x′:

〈x′| e−TĤ |x〉 = [g(x)g(x′)]−1/4

∫
DzDp e−S[z,p] . (2.39)

Sólo queda realizar un último paso para que la construcción quede lista, y es
escribir a la acción S[z, p] de una forma más explícita. Utilizando (2.24), se obtiene

S[z, p] =

∫ T

0

dt

{
− ipiżi +

1

2mc

gij(z)pipj −
1

8mc

(
R− gijΓlikΓkjl

)
+ V (z)

}
, (2.40)

donde los términos de curvatura son todos evaluados en z. A continuación, defínase
el camino recto r(t) = x + t

T
(x′ − x) que trivialmente satisface r(0) = x y r(T ) =
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x′. Defínase también la perturbación q(t) = z(t) − r(t) que trivialmente satisface
q(0) = q(T ) = 0. Entonces, integrar sobre todos los posibles caminos en z(t) es
equivalente a integrar sobre todos los caminos en q(t), pero con la particularidad
de que esta última variable satisface condiciones de contorno homogéneas. Luego,
si se escribe −ipiż = − i

T
pi(x

′ − x)i − i
2
piq̇

i − i
2
piq̇

i y se integra esta última mitad
por partes, resulta que las condiciones homogéneas anulan el término de borde. Por
consiguiente, resulta

〈x′| e−TĤ |x〉 = [g(x)g(x′)]−1/4

∫
DqDp e−S[q,p] . (2.41)

S[q, p] =

∫ T

0

dt

{
1

2
(pi qi)

(
gij(x)/mc −iδij ∂t
iδji ∂t 0

)(
pj

qj

)
+Hint(q, p)

}
. (2.42)

Hint(q, p) =
1

2mc

[
gij
(
x+

t

T
(x′− x) + q

)
− gij(x)

]
pipj −

i

T
pi(x

′− x)i

− 1

8mc

[
R
(
x+

t

T
(x′− x) + q

)
− gij

(
x+

t

T
(x′− x) + q

)
Γlik

(
x+

t

T
(x′− x) + q

)
Γkjl

(
x+

t

T
(x′− x) + q

)]
+ V

(
x+

t

T
(x′− x) + q

)
.

(2.43)

En esta última expresión, la primera línea del lado derecho de la igualdad representa
perturbaciones del término cinético en torno al punto x, la segunda y tercera línea
representan los contratérminos, y la cuarta línea representan al potencial original.
Las ecuaciones (2.41), (2.42) y (2.43) son las tres ecuaciones que completan la cons-
trucción time slicing de la mecánica cuántica no relativista en términos de integrales
de camino en el espacio de fases.

2.1.4. Construcción time slicing en el espacio de configura-
ciones

Vuélvanse a considerar las ecuaciones (2.34) y (2.35), donde

HW (za−1/2, pa) =
1

2mc

gijpa,ipa,j −
1

8mc

(
R− gijΓlikΓkjl

)
+ V (2.44)

y tanto V como los términos de curvatura deben ser evaluados en za−1/2. Definiendo

Vef(z) = V (z)− 1

8mc

(
R(z)− gij(z)Γlik(z)Γkjl(z)

)
(2.45)
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resulta que se puede escribir a (2.34) como

Sdis =
N∑
a=1

ε
(
− ipa,i

∆zia−1/2

ε
+

1

2mc

gij(za−1/2)pa,ipa,j + Vef(za−1/2)
)

=
N∑
a=1

ε
( 1

2mc

gij(za−1/2)πa,iπa,j +
mc

2
gij(za−1/2)

∆zia−1/2

ε

∆zja−1/2

ε
+ Vef(za−1/2)

)
(2.46)

donde πa,i = pa,i− imcgij(za−1/2)
zj
a−1/2

ε
. Esta misma definición implica dDpa = dDπa.

Entonces las integrales respecto de p en (2.35) se convierten en

∫
dDπ1 . . . d

DπN exp

[
−

N∑
a=1

ε
1

2mc

gij(za−1/2)πa,iπa,j

]

=

(
2πmc

ε

)ND/2 N∏
a=1

√
g(za−1/2) . (2.47)

Este resultado convierte a (2.35) en

〈x′| e−TĤ |x〉 =

∫
dDz1 . . . d

DzN−1

(2πε/mc)ND/2g1/4(z0)g1/4(zN)

N∏
a=1

√
g(za−1/2) e−S

′
dis , (2.48)

donde se ha redefinido la acción discreta para que sea

S ′dis =
N∑
a=1

ε
(mc

2
gij(za−1/2)

∆zia−1/2

ε

∆zja−1/2

ε
+ Vef(za−1/2)

)
. (2.49)

A continuación se toma el límite continuo N →∞ (o equivalentemente, ε→ 0).
Este límite lleva nuevamente a las identificaciones (2.36), las cuales implican

S ′dis → S[z] =

∫ T

0

dt

(
mc

2
gij(z)żiżj + Vef(z)

)
. (2.50)

También se define la integral de caminos mediante la notación

∫
Dz ≡ ĺım

N→∞

∫ N∏
a=1

√
g(za−1/2)

dDz1 . . . d
DzN−1

(2πT/Nmc)D/2
. (2.51)

Recordando que z0 ≡ x y zN ≡ x′, resulta finalmente la siguiente expresión pa-
ra la amplitud de transición a tiempo T entre una configuración inicial x y una
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configuración final x′:

〈x′| e−TĤ |x〉 = [g(x)g(x′)]−1/4

∫
Dz e−S[z] . (2.52)

Sólo queda realizar un último paso para que la construcción quede lista, y es
escribir a la acción S[z] de una forma más explícita. Al igual que se hizo en el espacio
de fases, es conveniente escribir z(t) = x + t

T
(x′ − x) + q(t). Entonces, utilizando

(2.45) resulta

S[q] =

∫ T

0

dt

{
mc

2
gij

(
x+

t

T
(x′ − x) + q

)((x′ − x)i

T
+ q̇i

)((x′ − x)j

T
+ q̇j

)
+ Vef

(
x+

t

T
(x′ − x) + q

)}
. (2.53)

Al distribuir los cuatro términos de la primera línea, se encuentra que uno de ellos
es proporcional a gij

(
x+ t

T
(x′− x) + q

)
q̇iq̇j. Sumando y restando gij(x), se obtiene

un término que es proporcional a gij(x)q̇iq̇j. Sobre este término es posible integrar
por partes, y como el término de borde se anula (pues q(0) = q(T ) = 0), se obtiene
finalmente

〈x′| e−TĤ |x〉 = [g(x)g(x′)]−1/4

∫
Dq e−S[q] , (2.54)

S[q] =

∫ T

0

dt

{
− mc

2
qi gij(x)∂2

t q
j +Hint(q, q̇)

}
, (2.55)

Hint(q, q̇) =
mc

2

[
gij

(
x+

t

T
(x′− x) + q

)
− gij(x)

]
q̇iq̇j

+
mc

2
gij

(
x+

t

T
(x′− x) + q

) [ 2

T
q̇i +

1

T 2
(x′− x)i

]
(x′− x)j

− 1

8mc

[
R
(
x+

t

T
(x′ − x) + q

)
− gij

(
x+

t

T
(x′− x) + q

)
Γlik

(
x+

t

T
(x′− x) + q

)
Γkjl

(
x+

t

T
(x′− x) + q

)]
+ V

(
x+

t

T
(x′− x) + q

)
.

(2.56)

En esta última expresión, la primera y segunda línea del lado derecho de la igualdad
representan perturbaciones del término cinético en torno al punto x, la tercera y la
cuarta línea representan los contratérminos, y la quinta línea representa al potencial
original.
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Las expresiones (2.54), (2.55) y (2.56) pueden parecer todas las ecuaciones que
completan la construcción time slicing de la mecánica cuántica no relativista en
términos de integrales de camino en el espacio de configuraciones. No obstante,
aún queda un ingrediente por considerar. Si se observa la definición (2.51), puede
notarse que la integral de caminos contiene una productoria de la medida evaluada
en los puntos medios de los integrandos. Estos términos, en general, no son sencillos
de tratar analíticamente; para poder lidiar con ellos, deben introducirse campos
fantasma que, al integrarlos, den como resultado dicha medida1. En el presente
trabajo, estos campos ghost no serán introducidos, y por ende el estudio de las
integrales de camino en espacios curvos será tratado únicamente en el espacio de
fases – donde la productoria de la medida no aparece en la definición de la integral
de caminos; ver (2.38) –. En cambio, los problemas en espacios llanos – donde la
medida es simplemente igual a 1 – sí podrán ser tratados libremente en el espacio
de configuraciones.

2.2. Elementos de teoría cuántica de campos en es-
pacios curvos

En lo que queda del presente capítulo se introducirán varios conceptos relaciona-
dos con la teoría cuántica de campos. Se hará hincapié en la acción efectiva de una
teoría con campo escalar (Klein-Gordon), pues representa la herramienta fundamen-
tal que diferencia una teoría clásica de campos escalares de una teoría cuántica. A
partir de la acción efectiva se introducen también otros dos conceptos: anomalías y
funciones β. A diferencia de lo realizado en la sección 2.1, aquí se mantendrán al
mínimo las demostraciones y la mayoría de los teoremas se asumirán como válidos.

2.2.1. Función de partición y acción efectiva

Considérese un campo escalar real ϕ en una variedad espacio-temporal (D+ 1)-
dimensionalM. Al igual que en la sección 2.1, se realiza una rotación de Wick t→
−it para trabajar con un tiempo t euclídeo. De este modo, siM fuese llana, existe
un sistema de coordenadas donde su métrica es simplemente la matriz identidad. No
obstante, en lugar de considerar una variedad llana, se considerará el caso general de
una variedad curva. En un dado sistema de coordenadas x (con x0 = t la coordenada
temporal) la métrica es entonces gij(x), su inversa es gij(x) y su determinante es
g(x).

A continuación considérese la densidad lagrangiana del campo de Klein-Gordon

1Esta técnica, inspirada en los ghost de Faddeev-Popov, puede ser estudiada con detalle en [10].
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en presencia de una densidad de potencial V :

L[ϕ] = −1

2
gij(x)(∂iϕ)(∂jϕ)− 1

2
m2ϕ2 − V [ϕ] . (2.57)

Es estándar introducir ahora la “densidad lagrangiana euclídea” mediante LE =

−L. A partir de este momento, en el presente trabajo se trabajará siempre con
ésta densidad euclídea, por lo que no se escribirá el subíndice E para simplificar la
notación. Entonces, en lugar de (2.57), se considerará la densidad lagrangiana

L[ϕ] =
1

2
gij(x)(∂iϕ)(∂jϕ) +

1

2
m2ϕ2 + V [ϕ] . (2.58)

Se define también la lagrangiana con fuentes de acuerdo a

LJ [ϕ] = L[ϕ] + J(x)ϕ (2.59)

donde a J(x) se la denomina “campo fuente” y representa un campo externo en
interacción local con el campo de Klein-Gordon. Sea H el hamiltoniano (no den-
sidad hamiltoniana) correspondiente a la lagrangiana L, y sea HJ el hamiltoniano
correspondiente a LJ . Entonces se define la función de partición mediante

Z[J ] = 〈Ω| e−THJ |Ω〉 (2.60)

donde |Ω〉 es el estado de vacío asociado a L. Para un dado campo fuente, también
se define al “campo clásico” ϕcl como un promedio del campo ϕ sobre todas las
fluctuaciones posibles:

ϕcl(x) = 〈Ω|ϕ(x) |Ω〉J (2.61)

donde el subíndice J recuerda que ϕcl(x) depende de J(x). Otra definición impor-
tante es la del funcional W [J ] mediante

W [J ] = − lnZ[J ] . (2.62)

En este punto es conveniente definir la derivada funcional mediante

δ

δJ(x)
J(x′) = δD+1(x′−x) ⇐⇒ δ

δJ(x)

∫
dD+1x′

√
g(x′) J(x′)ϕ(x′) = ϕ(x)

√
g(x′) .

(2.63)
Luego, utilizando las ecuaciones (2.60) hasta (2.62), es posible probar que la derivada
funcional de W [J ] respecto de J(x) es

δ

δJ(x)
W [J ] = −ϕcl(x)

√
g(x) . (2.64)

Este resultado motiva a definir la transformada de Legendre de W [J ] como función
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de ϕcl:

Γ[ϕcl] = −W [J ]−
∫
dD+1x

√
g(x) J(x)ϕcl(x) . (2.65)

La cantidad Γ[ϕcl] recibe el nombre de “acción efectiva”. Utilizando (2.64), es evidente
que satisface

δ

δϕcl(x)
Γ[ϕcl] = −J(x)

√
g(x) . (2.66)

Definiendo ahora a la “acción clásica” como

S[ϕ] =

∫
dD+1x

√
g(x)L[ϕ] , (2.67)

es posible probar la siguiente expansión a un loop:

Γ[ϕcl] = S[ϕcl] +
1

2
lnDet

(
δ2
ϕS

E2

)
, (2.68)

donde el operador

δ2
ϕS ≡ −∆ +m2 +

[
∂2V
∂ϕ2

]
ϕ=ϕcl

(2.69)

es denominado “operador de fluctuaciones cuánticas” y tiene unidades de energía al
cuadrado, en tanto que E es una “energía de referencia”. En lo sucesivo, se opta por
establecer simplemente E = 1. Por su parte, el operador laplaciano posee su forma
usual en espacios curvos:

∆ =
1
√
g
∂i

(√
g gij∂j

)
. (2.70)

La notación para el operador de fluctuaciones cuánticas proviene del hecho de que
la derivada funcional segunda de la acción S es igual al núcleo de dicho operador.

La ecuación (2.68) describe la manera en la cual se computa la acción efectiva,
y representa el resultado más relevante de la presente sección. Puesto que la misma
queda expresada en términos del determinante del operador de fluctuaciones cuán-
ticas, el problema de hallar la acción efectiva es entonces equivalente al de calcular
dicho determinante.

A continuación se indica un procedimiento para calcular un determinante funcio-
nal. Sea λ un autovalor del operador de fluctuaciones cuánticas. Es entonces válida
la identidad

lnλ = −
∫ ∞

0

dT

T

(
e−Tλ − e−T

)
. (2.71)

A partir de esta expresión se motiva la regularización a tiempo propio de Schwinger,
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según la cual se tiene

Γ[ϕcl] = S[ϕcl]−
1

2

∫ ∞
0

dT

T
Tr e−T δ

2
ϕS (2.72)

a menos de una constante aditiva infinita.
Si la variedadM es suave y satisface condiciones de contorno de Dirichlet, Neu-

mann o Robin (o alternativamente, si no tiene borde), entonces la expansión

Tr e−T δ
2
ϕS ∼ (4πT )−

D+1
2

∞∑
n=0

an(M)T
n
2 (2.73)

es válida para T → 0. Al introducir (2.73) en (2.72), es evidente que los coeficientes
an(M) con 0 ≤ n ≤ D + 1 proveen las divergencias a un loop de la acción efecti-
va. Asimismo, es evidente que los coeficientes an(M) con n > D + 1 son los que
contribuyen de manera finita a la acción efectiva a un loop.

Habiendo definido la acción efectiva, queda por explicar cuál es la motivación
de definirla. A nivel clásico, el problema de hallar el valor de expectación del va-
cío de una teoría de campos consiste simplemente en encontrar la configuración del
campo que minimiza la acción. No obstante, el cálculo perturbativo a varios loops
puede alterar dicho resultado clásico; incluso puede desplazarlo en una cantidad
potencialmente divergente que debe ser controlada mediante alguna técnica de re-
normalización. Entonces, ¿existe alguna funcional cuyo mínimo provea el valor de
expectación del vacío incluso con correcciones cuánticas? La respuesta es sí, y dicha
funcional es precisamente el “potencial efectivo”. Por ejemplo, para teorías donde
los estados de vacío son invariantes ante transformaciones de Lorentz, ϕcl es una
constante independiente de x, y el potencial efectivo adquiere simplemente la forma

Vef[ϕcl] = −V −1 Γ[ϕcl] , (2.74)

donde V es el volumen de la variedad espacio-temporal. Una vez encontrado el valor
de expectación del vacío, se puede proceder de manera análoga al caso clásico para
estudiar diversos fenómenos de la teoría. Se observa entonces que la acción efectiva es
una herramienta poderosa para estudiar la versión cuántica de una teoría surgida a
partir de un lagrangiano clásico. No obstante, los mismos efectos cuánticos dan lugar
a otros fenómenos antes ausentes, como las anomalías, sobre las cuales se discute a
continuación.

2.2.2. Anomalías. Anomalía conforme

Las anomalías son variaciones no nulas de la acción efectiva con respecto a las
transformaciones de simetría que sí dejan invariante a la teoría clásica. En otras
palabras, las anomalías son simetrías que sí cumple S pero no cumple Γ. Si bien
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existen varias clases de anomalías, la presente sección introducirá muy brevemente
una anomalía particular: la anomalía conforme.

La “anomalía conforme”, “anomalía de traza” o simplemente “anomalía de Weyl”
consiste en la ruptura de la simetría conforme presente en una teoría de campos.
Para entender en qué consiste la simetría conforme, considérese una transformación
conforme de coordenadas, de la forma xi → x′i y tal que resulte

g′ij(x
′) = e2ρ(x)gij(x) . (2.75)

Si esta transformación lleva a que se satisfaga la relación S[ϕ(x′)] = S[ϕ(x)], se dice
que xi → x′i es una transformación de simetría de la teoría clásica, denominada
“simetría conforme”.

Por otro lado, la polarización del vacío inducida por efectos cuánticos es descripta
por el tensor de energía-impulso

〈Tij〉 =
2
√
g

δΓ

δgij
, (2.76)

Combinando las ecuaciones (2.75) y (2.76), es posible probar que la variación de
la acción efectiva para una transformación conforme está dada por

δΓ =
1

2

∫
M
dD+1x

√
g 〈Tij〉 δgij = −

∫
M
dD+1x

√
g 〈T ii 〉 δρ . (2.77)

La ecuación (2.77) muestra que el cambio en la acción debido a una transfor-
mación conforme está determinado por la traza del tensor de energía-impulso. La
suposición de que la teoría clásica respete una simetría conforme implica δS = 0,
de modo que si se usara la acción clásica en lugar de la cuántica en la definición del
tensor de energía-impulso resultaría que 〈T ii 〉 = 0. En el caso cuántico, en cambio,
el tensor de energía-impulso generalmente no tiene traza nula, y por lo tanto sí se
ve afectada la acción efectiva, rompiéndose la simetría conforme.

Por último, retomando la expansión (2.73), D. V. Vassilevich prueba en [21] que
la integral de 〈T ii 〉 está dada por∫

M
dD+1x

√
g 〈T ii 〉 = (4π)−

D+1
2 aD+1(M) , (2.78)

lo cual implica que la anomalía conforme (integrada) está unívocamente determinada
por el coeficiente aD+1(M).

2.2.3. Funciones β

Considérese nuevamente la ecuación (2.72). En general, la integral puede ser
divergente en ambos extremos, de modo que es necesario introducir dos cut-offs
que la regularicen. En lo siguiente, se hará incapié en lo que sucede con el extremo
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inferior de integración.
Sea Λ una variable con unidades de energía, tal que la regularización de la integral

en (2.72) es ∫ ∞
Λ−2

dT

T
Tr e−T δ

2
ϕS . (2.79)

Claramente, si Λ → ∞ se recupera la integral presente en (2.72). Si dicho límite
da como resultado una divergencia, se habla de una “divergencia ultravioleta” (al-
tas energías). Físicamente, Λ representa simplemente una energía máxima finita, lo
cual es razonable si los modos de altas energías se desacoplan de la física que rige
las observaciones experimentales. Los efectos de estos modos se manifiestan en la
dependencia de Γ con Λ.

A continuación, sea λ una constante de acoplamiento presente en el potencial
V [ϕcl] (es decir, presente en la teoría clásica). La acción efectiva depende de Λ a
través de λ. No obstante, la constante de acoplamiento ‘física’ λf (es decir, aquella
que se corresponde con la teoría verdadera de la naturaleza, incluidos los órdenes
cuánticos) no puede ser dependiente de la escala de energía con la que se trabaje
en el laboratorio. En otras palabras, mientras que se le asigna a λ ≡ λ(Λ) una
dependencia con el cut-off, a λf = ĺım~→0 λ se la establece como independiente de
Λ.

Se define a continuación a la función β(λ) como

β(λ) = Λ
∂λ

∂Λ
. (2.80)

Por medio de la función β(λ) pueden conocerse varios aspectos de la teoría cuántica.
Por ejemplo, si β(λ) > 0 entonces la constante de acoplamiento λ se hace mayor
cuanto mayor sea la energía Λ, es decir, la fuerza de interacción responsable del
acoplamiento se hace mayor a mayores energías (distancias más cortas). Por el con-
trario, si β(λ) < 0 entonces la constante de acoplamiento se hace menor conforme
se aumente la energía Λ, es decir, la fuerza de interacción tiende a cero a mayores
energías (dando lugar al fenómeno de libertad asintótica).

Como comentario final, cabe destacar que el mismo análisis realizado sobre el
extremo inferior de la integral en (2.72) puede ser realizado sobre el extremo superior.
En tal caso, la posible divergencia existente se denomina “divergencia infrarroja”.
Los resultados también pueden ser extendidos al caso de más de una constante de
acoplamiento λi, dando lugar a un juego de funciones βi. Otras funciones como las
funciones γ y γm pueden ser introducidas de manera similar, pero no se discutirá
sobre las mismas en el presente trabajo.
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Capítulo 3

Formalismo línea de mundo (WLF)
en espacios sin borde

Uno de los conceptos más útiles en teorías cuánticas de campos es el cálculo
de la acción efectiva, a partir del cual pueden estudiarse muchos de los fenómenos
intrínsecamente cuánticos de tales teorías (por ejemplo: amplitudes de dispersión,
simetrías, anomalías y funciones β). Según se estudia en la sección 2.2.1, la acción
efectiva depende de la traza de la exponencial del operador de fluctuaciones cuánti-
cas. En el presente capítulo se explica cómo calcular dicha traza en un formalismo
denominado “Formalismo línea de mundo” (o simplemente WLF por sus siglas en
inglés). Dicho formalismo requiere de la introducción de una partícula ficticia cuya
dinámica es descripta por la mecánica cuántica no relativista, de modo que será
necesario utilizar todos los resultados relevantes en la sección 2.1.

En el presente capítulo se hace énfasis en el caso en el cual la variedad donde
existe el campo escalar es una variedad curva pero sin borde. Se estudian primero
las generalidades del formalismo, dejando para el final una serie de aplicaciones
conocidas como son la termodinámica de un campo escalar libre en la variedad
S1, la función β(λ) de la teoría con interacción λϕ4, y la anomalía conforme de la
teoría libre en la variedad S2. Estas aplicaciones fueron presentadas en las reuniones
anuales de la Asociación Física Argentina (A.F.A.) de los años 2017 y 2018.

3.1. La partícula ficticia en el WLF

Iníciese recordando la expresión (2.72) para la acción efectiva a orden de un loop:

Γ[ϕ] = S[ϕ]− 1

2

∫ ∞
0

dT

T
Tr e−T δ

2
ϕS . (3.1)

El problema de calcular dicha acción se convierte entonces en el problema de calcular
la traza presente en dicha ecuación. El procedimiento de cálculo que propone el WLF
consiste en suponer que existe una partícula ficticia cuya dinámica es descripta
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dentro del formalismo de la mecánica cuántica no relativista por el hamiltoniano

Ĥ = δ2
ϕS . (3.2)

Al hacer esta asignación, el problema de calcular la traza presente en (3.1), que
es un problema en teoría cuántica de campos, se convierte implícitamente en un
problema de mecánica cuántica. Concretamente, se convierte en el problema de
calcular la traza del operador de evolución a tiempo T asociado con Ĥ, lo cual en el
espacio de fases puede realizarse aplicando la ecuación (2.41), o bien en el espacio
de configuraciones aplicando (2.54):

Tr e−TĤ =

∫
M
dD+1x

√
g(x) 〈x| e−TĤ |x〉

=

∫
M
dD+1x

∫
DqDp e−S[q,p] =

∫
M
dD+1x

∫
Dq e−S[q] ,

(3.3)

Para poder resolver la ecuación (3.3) debe hallarse la expresión correcta para
S[q, p] si se trabaja en el espacio de fases, o de S[q] si se trabaja en el espacio
de configuraciones. Para ello, vuélvase a la ecuación (3.2) donde el operador de
fluctuaciones cuánticas está dado por (2.69):

δ2
ϕS = −∆ +m2 +

∂2V
∂ϕ2

. (3.4)

Identificando naturalmente al operador −∆ con el cuadrado del operador momento
gij(x)p̂ip̂j, se obtiene el hamiltoniano

Ĥ = gij(x)p̂ip̂j +m2 +
∂2V
∂ϕ2

. (3.5)

Los tres términos presentes del lado derecho en la última ecuación tienen una in-
terpretación evidente: el primero es simplemente un término cinético con una masa
cinética mc = 1/2, y los dos términos restantes son potenciales (el primero de los
cuales se corresponde con un potencial constante). Se puede definir ahora el hamil-
toniano de masa cero como Ĥ ′ = Ĥ − m2, de manera que la primera línea de la
ecuación (3.3) se convierte en

Tr e−TĤ = e−T m
2

∫
M
dD+1x

√
g(x) 〈x| e−TĤ′ |x〉 . (3.6)

Esta última igualdad permite ver que es conveniente definir S[q, p] y S[q] utili-
zando Ĥ ′ en lugar de Ĥ. Si se trabaja en el espacio de fases, las ecuaciones (2.42) y
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(2.43) con x′ = x permiten escribir

S[q, p] =

∫ T

0

dt

{
1

2
(pi qi)

(
2gij(x) −iδij ∂t
iδji ∂t 0

)(
pj

qj

)
+Hint(q, p)

}
, (3.7)

Hint(q, p) =
[
gij(x+ q)− gij(x)

]
pipj

− 1

4

[
R(x+ q)− gij(x+ q)Γlik(x+ q)Γkjl(x+ q)

]
+

[
∂2V
∂ϕ2

]
ϕ=ϕcl(x+q)

.

(3.8)

En cambio, si se trabaja en el espacio de configuraciones, las ecuaciones (2.55) y
(2.56) con x′ = x permiten escribir

S[q] =

∫ T

0

dt

{
− 1

4
qi gij(x)∂2

t q
j +Hint(q, q̇)

}
, (3.9)

Hint(q, q̇) =
1

4

[
gij(x+ q)− gij(x)

]
q̇iq̇j

− 1

4

[
R(x+ q)− gij(x+ q)Γlik(x+ q)Γkjl(x+ q)

]
+

[
∂2V
∂ϕ2

]
ϕ=ϕcl(x+q)

.

(3.10)

No obstante, teniendo en cuenta los comentarios al final de la sección 2.1.4, se
estudiará en el presente trabajo al espacio de configuraciones sólo en el caso de
espacios llanos – con gij(x) = δij –. Teniendo esto en cuenta, las ecuaciones (3.9) y
(3.10) se convierten en

S[q] =

∫ T

0

dt

{
− 1

4
δij q

i ∂2
t q

j +Hint(q)

}
, (3.11)

Hint(q) =

[
∂2V
∂ϕ2

]
ϕ=ϕcl(x+q)

. (3.12)

Entonces, si en lugar de utilizar (3.3) se utiliza (3.6), resulta

Tr e−TĤ = e−Tm
2

∫
M
dD+1x

∫
DqDp e−S[q,p]

= e−Tm
2

∫
M
dD+1x

∫
Dq e−S[q] .

(3.13)

Antes de proceder más con el formalismo, caben destacar dos detalles importan-
tes. El primero concierne a las ecuaciones (3.7) y (3.11). Las integrales temporales
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allí presentes no se realizan respecto de la coordenada x0 o q0, sino respecto de un
tiempo t sin relación con las coordenadas del espacio-tiempo. En otras palabras, la
partícula ficticia realiza una trayectoria cerrada en D+ 1 dimensiones espaciales en
el intervalo temporal 0 ≤ t ≤ T , donde el tiempo t de la partícula no está relacio-
nado con xi o con qi (en consistencia con la mecánica no relativista), salvo por el
hecho de que las coordenadas qi son funciones de t.

El segundo detalle importante a destacar concierne a las bases del propio for-
malismo línea de mundo, concretamente a la ecuación (3.2). Recordando que el
problema físico que se está estudiando es un problema en el marco de la teoría cuán-
tica de campos y no un problema en el marco de la mecánica cuántica, entonces
(3.2) no es más que una igualdad formal, es decir, un mero ‘artilugio matemático’.
En ningún punto se pretende resolver un problema físico en el marco de la mecánica
cuántica, sino que simplemente se plantea un problema ficticio (el de la dinámica de
la partícula ficticia) como herramienta para resolver el verdadero problema que se
está estudiando. Esta técnica recuerda los diversos ‘trucos’ que existen para estudiar
varios problemas equivalentes entre sí, presentes en diversas áreas de la física, como
es el caso de modelos de dinámica de fluidos que se pueden analizar en el marco del
electromagnetismo y viceversa. Las ecuaciones (3.8) y (3.12) proveen una obvia pista
de que el problema ficticio de mecánica cuántica que se plantea en realidad proviene
de un problema de teoría cuántica de campos, pues dichos potenciales efectivos (que
también se denominan “hamiltonianos de interacción”) dependen del campo clásico
original ϕcl(x+ q) a través de su último término.

El siguiente paso consiste en resolver la integral de caminos presente en (3.13),
ya sea en el espacio de fases o en el de configuraciones. El proceso de resolución
consiste en realizar una expansión perturbativa respecto de Hint. Para ello, se define
la acción libre (donde el término ‘libre’ aplica a la partícula ficticia, y no al campo
original) como

S0[q, p] = S[q, p]−
∫ T

0

dtHint(q, p) =
1

2

∫ T

0

dt (pi qi)

(
2gij(x) −iδij ∂t
iδji ∂t 0

)(
pj

qj

)
,

(3.14)

S0[q] = S[q]−
∫ T

0

dtHint(q, q̇) = −1

4
δij

∫ T

0

dt qi ∂2
t q

j . (3.15)

Entonces la expansión perturbativa de la integral de caminos en el espacio de fases
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toma la forma

∫
DqDp e−S[q,p] =

∫
DqDp e−S0[q,p]

{
1−

∫ T

0

dtHint
(
q(t), p(t)

)
+

∫ T

0

dt

∫ t

0

dt′Hint
(
q(t), p(t)

)
Hint

(
q(t′), p(t′)

)
+ . . .

}
.

(3.16)

Análogamente, la expansión perturbativa en el espacio de configuraciones llano es

∫
Dq e−S[q] =

∫
Dq e−S0[q]

{
1−

∫ T

0

dtHint
(
q(t)

)
+

∫ T

0

dt

∫ t

0

dt′Hint
(
q(t)

)
Hint

(
q(t′)

)
+ . . .

}
.

(3.17)

A continuación se intercambian de orden las integrales temporales y de caminos.
Como resultado, en el espacio de fases se obtienen diversas integrales de camino
(típicamente denominadas como “valores medios”) de la forma

〈F [q, p]〉 ≡
∫
DqDp e−S0[q,p] F [q, p] , (3.18)

mientras que en el espacio de configuraciones las integrales son de la forma

〈F [q, q̇]〉 ≡
∫
Dq e−S0[q] F [q, q̇] . (3.19)

En las dos últimas integrales, F es alguna función de sus argumentos, donde los
mismos pueden estar evaluados en diferentes tiempos (por ejemplo, algunas fun-
ciones pueden estar evaluadas en t y otras en t′, donde las mismas provienen del
término cuadrático en Hint). En la siguientes secciones se muestra cómo resolver
tales integrales de camino.

3.2. Funcional generatriz en el espacio de configu-
raciones llano

En la presente sección se explica cómo resolver las integrales de camino de la
forma (3.19), es decir, cuando se trabaja en el espacio de configuraciones. Teniendo
en cuenta los comentarios al final de la sección 2.1.4, se limitará el análisis al caso
llano, con métrica gij(x) = δij. Como se verá en la sección 3.3, algunas herramientas
presentadas pueden extenderse a integrales de la forma (3.18), es decir, cuando se
trabaja en el espacio de fases curvo.
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Se define la “funcional generatriz” (también llamada “función de partición”) como

Z[j] ≡ 〈ei
∫ T
0 dt jiq

i〉 =

∫
Dq e−S0[q] ei

∫ T
0 dt jiq

i

(3.20)

donde ji es denominado “campo fuente”, y es función de t. Con esta definición, es
inmediato calcular múltiples valores medios. Por ejemplo, para una única coordenada
q, es inmediato notar que ∀n1, . . . , na ∈ N0 se tiene

〈q(t1)n1 . . . q(ta)
na〉 = (−i)n1+···+na

δn1+···+na

δn1j(t1) . . . δnaj(ta)
Z[j]

∣∣∣∣
j=0

. (3.21)

Otro valor medio importante es el valor medio de 1:

〈1〉 = Z[0] =

∫
Dq e−S0[q] . (3.22)

Otros posibles valores medios que se pueden calcular con la funcional generatriz
incluyen el de la exponencial de qi(t1):

〈eiωiq
i(t1)〉 = Z[ji = ωiδ(t1)] . (3.23)

donde ωi son constantes. Dicho valor medio es útil cuando se desea calcular el valor
medio de las deltas de Dirac o de las funciones de Heaviside.

A continuación, considérese el exponente del lado derecho de la ecuación (3.20),
que puede ser escrito como

−S0[q] + i

∫ T

0

dt jiq
i = −

∫ T

0

dt

{
− 1

4
δij q

i∂2
t q
j − i jiqi

}
. (3.24)

Se define entonces el operador

D̂ij ≡ −
1

2
δij ∂

2
t , (3.25)

de modo que (3.24) toma la forma

−S0[q] + i

∫ T

0

dt jiq
i = −S0

[
qi − i jn(D̂−1)ni

]
− 1

2

∫ T

0

dt ji(D̂
−1)ijjj . (3.26)

Por lo tanto, (3.20) se puede escribir como

Z[j] = e−
1
2

∫ T
0 dt ji(D̂

−1)ijjj

∫
Dq e−S0[qi−i jn(D̂−1)ni] , (3.27)

donde (D̂−1)ij es el operador inverso de D̂ij. Luego, el cambio q′i = qi − i jn(D̂−1)ni

deja invariante la medida de integración, es decir, Dq′ = Dq. Por lo tanto, el lado
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derecho de (3.27) adquiere una forma mucho más simple, resultando

Z[j] = e−
1
2

∫ T
0 dt ji(D̂

−1)ijjj 〈1〉 . (3.28)

Para obtener la forma final de la funcional generatriz, resta encontrar una forma
explícita de (D̂−1)ij. La forma más sencilla de obtenerla es escribiendo

(D̂−1)ij f = 2δij
∫ T

0

dt′G(t, t′)f(t) , (3.29)

donde f(t) es simplemente una función de prueba y la función de Green G(t, t′)

satisface

−∂2
t G(t, t′) = δ(t− t′)−

∑
qzm(t)qzm(t′) . (3.30)

En esta última expresión, qzm(t) = at+ b 6= 0 son los modos cero del operador −∂2
t

con sus condiciones de contorno. Se eligen a y b de manera que dichos modos cero
se hallen normalizados según

∫ T
0
dt qzm(t)2 = 1. Resulta entonces

Z[j] = exp

{
− δij

∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′ ji(t)jj(t
′)G(t, t′)

}
〈1〉 . (3.31)

Sólo queda entonces por hallar la función de Green G(t, t′) para obtener la ex-
presión final de la funcional generatriz. En las dos subsecciones siguientes se la halla
para dos condiciones de contorno diferentes: de Dirichlet y periódicas.

3.2.1. Función de Green con condiciones de Dirichlet

De acuerdo a lo establecido en la sección 2.1.3, las coordenadas q satisfacen las
condiciones de Dirichlet homogéneas qi(0) = qi(T ) = 0. Estas condiciones (que no
conducen a ningún modo cero) naturalmente también forman parte del operador
(D̂−1)ij, y en consecuencia de la función de Green:

G(0, t′) = G(T, t′) = 0 . (3.32)

Entonces tómese la ecuación (3.30) sin modos cero:

−∂2
t G(t, t′) = δ(t− t′) . (3.33)

A continuación, intégresela dos veces respecto a t y utilícense las condiciones (3.32)
para determinar las constantes de integración. El resultado final es simplemente

G(t, t′) = −1

2
|t− t′|+ 1

2
(t+ t′)− t t′

T
, (3.34)

que claramente satisface G(t, t′) = G(t′, t).
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3.2.2. Función de Green con condiciones periódicas

Según se ha estudiado hasta aquí, el cálculo de los elementos de traza del operador
de evolución de la partícula ficticia implica integrar sobre trayectorias cerradas que
inician y terminan en todos los posibles puntos x de la variedad. Recordando lo visto
en la sección 2.1.3, esto se consigue escribiendo a los caminos como z(t) = x+ q(t) e
imponiendo que las perturbaciones q satisfagan q(0) = q(T ) = 0. Luego, integrando
explícitamente sobre x (es decir, calculando la traza) se obtiene el resultado deseado.
Tal procedimiento ha llevado a construir la funcional generatriz, la cual depende de
la función de Green (3.34). A menos del valor medio 〈1〉, esto permite conocer con
exactitud la funcional generatriz, lo cual permite proceder con el formalismo sin
mayores inconvenientes. No obstante, la separación z(t) = x + q(t) no es la única
que permite calcular la traza del operador de evolución. Otra posibilidad se analiza
a continuación.

Considérese otra separación de la forma z(t) = xCM + s(t), donde esta vez xCM
no es necesariamente el punto inicial y final de las trayectorias consideradas, sino un
punto arbitrario de la variedad (el subíndice CM se explicará más adelante). En-
tonces el cálculo de la traza sigue siendo el mismo que antes: se calculan primero las
integrales de camino, y luego se integra explícitamente sobre xCM . No obstante, esta
separación ya no implica s(0) = s(T ) = 0. Por lo tanto, con esta nueva separación,
nada cambia en el desarrollo hasta aquí realizado, excepto por la función de Green
(3.34).

Para conocer la función de Green asociada con esta nueva separación, deben co-
nocerse las condiciones de contorno que satisface la perturbación s(t). Trivialmente,
la condición de que el camino sea cerrado implica

s(0) = s(T ) . (3.35)

Obviamente, se necesita de otra condición más. Para elegirla, se considerará que
todas las trayectorias son derivables excepto tal vez en una colección numerable de
puntos. Esto quiere decir que existe al menos un punto para toda trayectoria en
la cual la misma es derivable. Eligiendo uno de tales puntos como el inicial/final,
resulta entonces la otra condición periódica

ṡ(0) = ṡ(T ) . (3.36)

Estas condiciones periódicas llevan a que la función de Green satisfaga las condicio-
nes

G(0, t′) = G(T, t′) ,

•G(0, t′) = •G(T, t′) .
(3.37)

La notación •G implica una derivada respecto de la primera componente (asimismo,
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G• implica una derivada respecto de la segunda componente).
Ahora bien, nótese que con las condiciones periódicas surge un (único) modo

cero qzm(t) = 1/
√
T . Por lo tanto, la ecuación que satisface la función de Green es

−∂2
t G(t, t′) = δ(t− t′)− 1

T
. (3.38)

Integrando dos veces respecto de t y utilizando la primera de las condiciones (3.37),
resulta

G(t, t′) = −1

2
|t− t′|+ (t− t′)2

2T
+ c(t′) , (3.39)

donde c(t′) es una función que sólo depende de t′. Dicha función debería de poder
determinarse utilizando la segunda de las condiciones (3.37), pero es inmediato ver
que esto no funciona, por lo que se necesita de otra condición más. Ahora bien, ¿de
qué manera puede elegirse otra condición que puedan satisfacer las trayectorias?
La respuesta es que tal otra condición depende de la elección de xCM . En el caso
en el cual xCM es el punto inicial y final de los caminos se llega a las condiciones
de Dirichlet antes mencionadas, pero una elección distinta lleva a otras condiciones.
Elíjase entonces a xCM como el “centro geométrico” de la trayectoria (en la literatura,
también se denomina a tal punto como “centro de masas”, y de allí el subíndice CM).
En otras palabras,

xCM =
1

T

∫ T

0

dt z(t) , (3.40)

y por lo tanto ∫ T

0

dt s(t) = 0 . (3.41)

Esta condición se traduce sobre la función de Green como∫ T

0

dtG(t, t′) = 0 , (3.42)

lo que implica finalmente

G(t, t′) = −1

2
|t− t′|+ (t− t′)2

2T
+
T

12
, (3.43)

que claramente satisface G(t, t′) = G(t′, t). Además nótese que a diferencia de la
función de Green (3.34) con condiciones de Dirichlet, la función de Green (3.43)
satisface G(t, t′) ≡ G(t− t′). Esta última propiedad de invarianza traslacional es su-
mamente útil para simplificar algunos de los cálculos que pueden aparecer al resolver
las integrales de caminos, y representa una ventaja al trabajar con trayectorias que
satisfacen condiciones periódicas.

En adelante, cada vez que se trabaje con las presentes condiciones, se realizarán
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por simplicidad los cambios de notación xCM → x y s(t) → q(t), y de este modo
volver a la notación antes usada. No obstante, cuando ello ocurra debe recordarse
que x representa el centro geométrico de las trayectorias, y no el punto inicial co-
mo cuando se trabaja con condiciones homogéneas de Dirichlet. Salvo que no sea
necesario, siempre se especificarán las condiciones con las cuales se está trabajando.

3.2.3. Valor medio 〈1〉

Habiendo calculado la función de Green tanto con condiciones homogéneas de
Dirichlet como con condiciones periódicas, la funcional generatriz (3.31) está casi
completa. Sólo resta un último paso: determinar 〈1〉. Para tal propósito se utiliza la
ecuación (3.22):

〈1〉 =

∫
Dq e−S0[q] =

∫
Dq exp

{
− 1

4
δij

∫ T

0

dt q̇iq̇j
}
, (3.44)

donde debe recordarse que los caminos inician y terminan en el mismo punto q = q0

(con q0 = 0 para las condiciones de Dirichlet). Esta ecuación tiene una sencilla
interpretación si se la compara con (2.55) y (2.56): claramente, el valor medio de 1
puede ser interpretado como la amplitud de transición de una partícula con Hint = 0.
Esto es equivalente a decir que la partícula es libre (porque V = 0).

El problema entonces consiste en calcular la integral de caminos de lado derecho
de (3.44). El procedimiento para tal cálculo es completamente ‘rústico’. En primer
lugar, es necesario deshacer el límite continuo utilizando las ecuaciones (2.49) a
(2.51) (con mc = 1/2):

∫
Dq exp

{
− 1

4
δij

∫ T

0

dt q̇iq̇j
}

≡
∫
dD+1q1 . . . d

D+1qN−1

(4πT/N)N(D+1)/2
exp

{
− ε

4

N∑
a=1

δij
∆qia−1/2

ε

∆qja−1/2

ε

}

=

∫
dD+1q1 . . . d

D+1qN−1

(4πT/N)N(D+1)/2

N∏
a=1

exp

{
− N

4T
δij ∆qia−1/2∆qja−1/2

}
.

(3.45)

Si bien la integral anterior debe realizarse desde q0 hasta qN = q0 para obtener
〈1〉, se procederá de manera ligeramente más general, comenzando y terminando en
posiciones q0 y qN arbitrarias.
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Luego, para un índice i fijo vale que



∆qi1/2
∆qi3/2
∆qi5/2

...
∆qiN−5/2

∆qiN−3/2


=



qi1 − qi0
qi2 − qi1
qi3 − qi2

...
qiN−2 − qiN−3

qiN−1 − qiN−2


=



1 0 0 · · · 0 0

−1 1 0 · · · 0 0

0 −1 1 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 1 0

0 0 0 · · · −1 1





qi1
qi2
qi3
...

qiN−2

qiN−1


+



−qi0
0

0
...
0

0


.

(3.46)

La matriz cuadrada anterior es la matriz jacobiana de la transformación que permite
pasar de las coordenadas qa a las coordenadas sa ≡ ∆qa−1/2. Como dicha matriz es
triangular inferior y todos los elementos de la diagonal son iguales a 1, resulta

dD+1q1 . . . d
D+1qN−1 = dD+1s1 . . . d

D+1sN−1 . (3.47)

Además, es inmediato notar que también vale

siN ≡ ∆qiN−1/2 = qiN − qiN−1 = (qiN − qi0)−
N−1∑
a=1

sia . (3.48)

Con estas sustituciones, la integral del lado derecho de (3.45) se convierte en

∫
dD+1q1 . . . d

D+1qN−1

N∏
a=1

exp

{
− N

4T
δij ∆qia−1/2∆qja−1/2

}
= exp

{
− N

4T
δij
(
qiN − qi0

)(
qjN − q

j
0

)}∫
dD+1s1 . . . d

D+1sN−1

× exp

{
− N

2T
δij

(N−1∑
a=1

a∑
b=1

sias
j
b −

(
qiN − qi0

)N−1∑
a=1

sja

)}
.

(3.49)

La expresión entre paréntesis dentro del exponente de la última línea en la ecua-
ción (3.49) puede ser escrita en forma matricial. Para ello, defínase la matriz columna
~s i con (N − 1)(D + 1) elementos como

(~s i)T =
(
si1 si2 · · · siN−1

)
, (3.50)
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así como también la matriz de (N − 1)(D + 1)× (N − 1)(D + 1),

Aij =



δij δij/2 δij/2 δij/2 · · · δij/2 δij/2 δij/2

δij/2 δij δij/2 δij/2 · · · δij/2 δij/2 δij/2

δij/2 δij/2 δij δij/2 · · · δij/2 δij/2 δij/2

δij/2 δij/2 δij/2 δij · · · δij/2 δij/2 δij/2
...

...
...

... . . . ...
...

...
δij/2 δij/2 δij/2 δij/2 · · · δij δij/2 δij/2

δij/2 δij/2 δij/2 δij/2 · · · δij/2 δij δij/2

δij/2 δij/2 δij/2 δij/2 · · · δij/2 δij/2 δij


(3.51)

donde cada uno de los anteriores elementos es en realidad una matriz de (D + 1)×
(D+ 1). También puede definirse la matriz columna de elementos constantes ~B, con
(N − 1)(D + 1) elementos, como

~BT =
(

2
N

2
N

2
N
· · · 2

N
2
N

)
. (3.52)

Con estas definiciones, es inmediato ver que (3.49) se convierte en

∫
dD+1q1 . . . d

D+1qN−1

N∏
a=1

exp

{
− N

4T
δij ∆qia−1/2∆qja−1/2

}
= exp

{
− N

4T
δij
(
qiN − qi0

)(
qjN − q

j
0

)}∫
dD+1s1 . . . d

D+1sN−1

× exp

{
− N

2T

(
(~s i)TAij~s

j − (qiN − qi0) ~BTAij~s
j

)}
.

(3.53)

Teniendo en cuenta que cada una de las integrales de las variables sia se realiza
sobre toda la recta real, resulta que la integral del lado derecho de esta última
ecuación se puede escribir como

∫ ∞
−∞

dD+1s1 . . . d
D+1sN−1 exp

{
− N

2T

(
(~s i)TAij~s

j − (qiN − qi0) ~BTAij~s
j

)}
=

1√
detAij

(
2πT

N

)(N−1)(D+1)/2

exp

{
N

8T

(
qiN − qi0

)(
qjN − q

j
0

)
~BTAij

~B

}
. (3.54)

Utilizando (3.51) y (3.52), es posible probar por inducción sobre N las igualdades

detAij =
(

N
2N−1

)D+1 y ~BTAij
~B = 2(N−1)

N
δij . (3.55)

Combinando (3.53), (3.54) y (3.55), se obtiene
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∫
dD+1q1 . . . d

D+1qN−1

N∏
a=1

exp

{
− N

4T
δij ∆qia−1/2∆qja−1/2

}

=
1

N (D+1)/2

(
4πT

N

)(N−1)(D+1)/2

exp

{
− 1

4T
δij
(
qiN − qi0

)(
qjN − q

j
0

)}
. (3.56)

A continuación, se inserta este último resultado en (3.45), obteniéndose

∫
Dq exp

{
− 1

4

∫ T

0

dt q̇iδij q̇
j

}
=

(
1

4πT

)(D+1)/2

exp

{
− 1

4T
δij
(
qiN − qi0

)(
qjN − q

j
0

)}
, (3.57)

que es explícitamente independiente de N . Insertando este resultado en (3.44) con
q0 = qN se obtiene el valor medio de 1:

〈1〉 =

(
1

4πT

)(D+1)/2

. (3.58)

Finalmente, a partir de este valor medio se obtiene la funcional generatriz (3.31):

Z[j] =

(
1

4πT

)(D+1)/2

exp

{
− δij

∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′ ji(t)jj(t
′)G(t, t′)

}
, (3.59)

donde la función de Green G(t, t′) es (3.34) o (3.43) según las condiciones elegidas
para los caminos.

3.3. Funcional generatriz en el espacio de fases

Habiendo explicado en la sección 3.2 cómo se resuelven las integrales de la forma
(3.19) cuando se trabaja en el espacio de configuraciones llano, se procede a con-
tinuación a explicar cómo se resuelven las integrales de la forma (3.18), es decir,
cuando se trabaja en el espacio de fases curvo.

Se define la “funcional generatriz” (también llamada “función de partición”) como

Z[j, k] ≡ 〈ei
∫ T
0 dt(jiq

i+kipi)〉 =

∫
DqDp e−S0[q,p] ei

∫ T
0 dt(jiq

i+kipi) (3.60)

donde ji y ki son denominados “campos fuentes”, y son funciones de t. Con esta
definición, es inmediato calcular múltiples valores medios. Por ejemplo, para una
única dimensión, es inmediato notar que ∀n1, . . . , na,m1, . . . ,ma ∈ N0 se tiene
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〈q(t1)n1 . . . q(ta)
nap(t1)m1 . . . p(ta)

ma〉

= (−i)n1+···+na+m1+···+ma
δn1+···+na+m1+···+ma

δn1j(t1) . . . δnaj(ta)δm1k(t1) . . . δmak(ta)
Z[j, k]

∣∣∣∣
j=0,k=0

.

(3.61)

Otro valor medio importante es el valor medio de 1:

〈1〉 = Z[0, 0] =

∫
DqDp e−S0[q,p] . (3.62)

Otros posibles valores medios que se pueden calcular con la funcional generatriz
incluyen el de la exponencial de qi(t1):

〈eiωiq
i(t1)〉 = Z[ji = ωiδ(t1) , k = 0] . (3.63)

donde ωi son constantes. Dicho valor medio es útil cuando se desea calcular el valor
medio de las deltas de Dirac o de funciones de Heaviside.

A continuación, considérese el exponente del lado derecho de la ecuación (3.60),
que puede ser escrito como

− S0[q, p] + i

∫ T

0

dt (jiq
i + kipi)

= −
∫ T

0

dt

{
1

2
(pi qi)

(
2gij(x) −i gij(x) ∂t

i gij(x) ∂t 0

)(
pj

qj

)
− i (jiq

i + kipi)

}
. (3.64)

Al escribir esta última línea, debe tenerse el cuidado de no olvidar que la integral de
caminos se realiza respecto de pi y no respecto de pi = gij(x)pj. Se define entonces
el operador

D̂ij ≡ gij(x)

(
2 −i∂t
i∂t 0

)
, (3.65)

de modo que (3.64) toma la forma

− S0[q, p] + i

∫ T

0

dt (jiq
i + kipi)

= −S0

[
(pi qi)− i (kn jn)(D̂−1)ni

]
− 1

2

∫ T

0

dt (ki ji)(D̂−1)ij

(
kj

jj

)
. (3.66)

Por lo tanto, (3.60) se puede escribir como
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Z[j, k] = exp

{
− 1

2

∫ T

0

dt (ki ji)(D̂−1)ij

(
kj

jj

)}

×
∫
DqDp exp

{
− S0

[
(pi qi)− i (kn jn)(D̂−1)ni

]}
, (3.67)

donde (D̂−1)ij es el operador inverso de D̂ij. Luego, el cambio (p′i q′i) = (pi qi)−
i (kn jn)(D̂−1)ni deja invariante la medida de integración, es decir, Dq′Dp′ = DqDp.
Por lo tanto, el lado derecho de (3.67) adquiere una forma mucho más simple, resul-
tando

Z[j, k] = exp

{
− 1

2

∫ T

0

dt (ki ji)(D̂−1)ij

(
kj

jj

)}
〈1〉 . (3.68)

Para obtener la forma final de la funcional generatriz, resta encontrar una forma
explícita de (D̂−1)ij. La forma más sencilla de obtenerla es escribiendo

(D̂−1)ij = gij(x)

∫ T

0

dt′

(
G11(t, t′) G12(t, t′)

G21(t, t′) G22(t, t′)

)
. (3.69)

donde las funciones de Green Gab(t, t
′) satisfacen

(
2 −i∂t
i∂t 0

)(
G11(t, t′) G12(t, t′)

G21(t, t′) G22(t, t′)

)

= δ(t− t′)

(
ID+1 0

0 ID+1

)
−
∑(

pzm(t)

qzm(t)

)
(pzm(t′) qzm(t′)) . (3.70)

En esta última expresión,

(
pzm(t)

qzm(t)

)
=

(
a

−2i at+ b

)
son los “modos cero” del opera-

dor matricial

(
2 −i∂t
i∂t 0

)
con sus condiciones de contorno. Se eligen a y b de manera

tal que dichos modos cero se hallen normalizados según
∫ T

0
dt
(
pzm(t)2+qzm(t)2

)
= 1.

Resulta entonces

Z[j, k] = exp

{
−1

2
gij(x)

∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′
(
ki(t) ji(t)

)(G11(t, t′) G12(t, t′)

G21(t, t′) G22(t, t′)

)(
kj(t

′)

jj(t
′)

)}
〈1〉 .

(3.71)
Sólo queda entonces por hallar la función de Green G(t, t′) para obtener la ex-

presión final de la funcional generatriz. En las dos subsecciones siguientes se la halla
para dos condiciones de contorno diferentes: de Dirichlet y periódicas.
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3.3.1. Función de Green con condiciones de Dirichlet

De acuerdo a lo establecido en la sección 2.1.3, las coordenadas q satisfacen las
condiciones de Dirichlet homogéneas qi(0) = qi(T ) = 0. Estas condiciones (que no
conducen a ningún modo cero) naturalmente también forman parte del operador
(D̂−1)ij, y en consecuencia de las funciones de Green:

G21(0, t′) = G21(T, t′) = 0 ;

G22(0, t′) = G22(T, t′) = 0 .
(3.72)

Nótese que las condiciones son impuestas sólo sobre los elementos de la mitad inferior
de la matriz de Green, pues dichos elementos son los asociados a las coordenadas qi.
En cambio, sobre los elementos de la mitad superior de la matriz de Green no hay
ninguna restricción pues nada restringe el dominio de los momentos pi.

Entonces tómese la ecuación (3.70) sin modos cero:

(
2 −i∂t
i∂t 0

)(
G11(t, t′) G12(t, t′)

G21(t, t′) G22(t, t′)

)
= δ(t− t′)

(
ID+1 0

0 ID+1

)
. (3.73)

A continuación, es conveniente desglosar esta ecuación matricial en cuatro ecuaciones
independientes:

2G11(t, t′)− i∂tG21(t, t′) = δ(t− t′) ;

2G12(t, t′)− i∂tG22(t, t′) = 0 ;

i∂tG11(t, t′) = 0 ;

i∂tG12(t, t′) = δ(t− t′) .

(3.74)

Integrando las dos últimas ecuaciones, se halla

G11(t, t′) = c11(t′) ,

G12(t, t′) = − i
2
ε(t− t′) + c12(t′) ,

(3.75)

donde c11(t′) y c12(t′) son funciones que sólo dependen de t′, mientras que ε(t− t′) es
la función signo. Si estos resultados se insertan en las dos primeras de las ecuaciones
(3.74) y se integra respecto de t, se obtiene

2t c11(t′)− iG21(t, t′) + c21(t′) =
1

2
ε(t− t′) y

−i|t− t′|+ 2t c12(t′)− iG22(t, t′) + c22(t′) = 0 ,
(3.76)

donde c21(t′) y c22(t′) son otras funciones que sólo dependen de t′. Todas las funciones
cab(t

′) se determinan mediante las condiciones (3.72), simplemente evaluando las
ecuaciones (3.76) en t = 0 y t = T . El resultado final es
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(
G11(t, t′) G12(t, t′)

G21(t, t′) G22(t, t′)

)

=
1

2

(
1/T −iε(t− t′) + i(1− 2t′/T )

iε(t− t′) + i(1− 2t/T ) 2
(
− |t− t′|+ t+ t′ − 2tt′/T

)) . (3.77)

Por simplicidad, conviene entonces definir

G(t, t′) ≡ −1

2
|t− t′|+ 1

2
(t+ t′)− tt′

T
,

•G(t, t′) ≡ −1

2
ε(t− t′) +

1

2
− t′

T
.

(3.78)

Con estas definiciones, resulta entonces

(
G11(t, t′) G12(t, t′)

G21(t, t′) G22(t, t′)

)
=

(
1/2T i •G(t, t′)

i •G(t′, t) 2G(t, t′)

)
. (3.79)

3.3.2. Función de Green con condiciones periódicas

Según se discute en la sección 3.2.2, es posible utilizar las condiciones de Dirichlet
si se descomponen los caminos en la forma z(t) = x + q(t) donde x es el punto
inicial y final de las trayectorias, y las perturbaciones satisfacen q(0) = q(T ) = 0.
Por otra parte, es posible cambiar a otras condiciones denominadas “periódicas”
si se descomponen los caminos en la forma z(t) = x + q(t) donde x es el “centro
geométrico” o “centro de masas” de la trayectoria:

x =
1

T

∫ T

0

dt z(t) , (3.80)

mientras que las perturbaciones satisfacen las condiciones periódicas

q(0) = q(T ) ,

q̇(0) = q̇(T ) .
(3.81)

En el espacio de fases, esta última condición debe ser reescrita en términos de los
momentos p, obteniéndose

p(0) = p(T ) ,

q(0) = q(T ) .
(3.82)
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En términos de las funciones de Green, estas condiciones se convierten en

G11(0, t′) = G11(T, t′) ,

G12(0, t′) = G12(T, t′) ,

G21(0, t′) = G21(T, t′) ,

G22(0, t′) = G22(T, t′) .

(3.83)

Ahora bien, nótese que con las condiciones periódicas surge un (único) modo cero
(pzm(t) qzm(t)) = (0 1/

√
T ). Por lo tanto, la ecuación que satisface la función de

Green es

(
2 −i∂t
i∂t 0

)(
G11(t, t′) G12(t, t′)

G21(t, t′) G22(t, t′)

)
=

(
δ(t− t′) 0

0 δ(t− t′)− 1/T

)
. (3.84)

A continuación, es conveniente desglosar esta ecuación matricial en cuatro ecuaciones
independientes:

2G11(t, t′)− i∂tG21(t, t′) = δ(t− t′) ;

2G12(t, t′)− i∂tG22(t, t′) = 0 ;

i∂tG11(t, t′) = 0 ;

i∂tG12(t, t′) + 1/T = δ(t− t′) .

(3.85)

Integrando las dos últimas ecuaciones, se halla

G11(t, t′) = c11(t′) ,

G12(t, t′) = − i
2
ε(t− t′) + i

t

T
+ c12(t′) ,

(3.86)

donde c11(t′) y c12(t′) son funciones que sólo dependen de t′, mientras que ε(t− t′) es
la función signo. Si estos resultados se insertan en las dos primeras de las ecuaciones
(3.85) y se integra respecto de t, se obtiene

2t c11(t′)− iG21(t, t′) + c21(t′) =
1

2
ε(t− t′) ,

−i|t− t′|+ i
t2

T
+ 2t c12(t′)− iG22(t, t′) + c22(t′) = 0 ,

(3.87)

donde c21(t′) y c22(t′) son otras funciones que sólo dependen de t′. En principio,
todas las funciones cab(t′) se determinan mediante las condiciones (3.83). No obs-
tante, al aplicar dichas condiciones sólo se resuelven las funciones c11(t′) y c12(t′),
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obteniéndose

t

T
− iG21(t, t′) + c(t′) =

1

2
ε(t− t′) ,

−i|t− t′|+ i
(t− t′)2

T
− iG22(t, t′) + d(t′) = 0 ,

(3.88)

donde se ha llamado c(t′) ≡ c21(t′) y d(t′) ≡ c22(t′)− it′2/T .
Surge ahora el problema de determinar c(t′) y d(t′). Para ello, al igual que en la

sección 3.2.2, se utiliza la imposición (3.80) para obtener dos condiciones integrales.
Las condiciones resultantes son entonces

G21(0, t′) = G21(T, t′) ,

G22(0, t′) = G22(T, t′) ,∫ T

0

dtG21(t, t′) = 0 ,∫ T

0

dtG22(t, t′) = 0 .

(3.89)

Nótese que mientras que las condiciones (3.82) son utilizadas para determinar el
modo cero, son en realidad las ecuaciones (3.89) las que determinan las funciones
de Green, sin tener estas últimas una total relación con las primeras. Utilizando
entonces las dos condiciones integrales de (3.89) en (3.88), resulta

(
G11(t, t′) G12(t, t′)

G21(t, t′) G22(t, t′)

)

=
1

2

(
1/T −iε(t− t′) + 2i(t− t′)/T

iε(t− t′)− 2i(t− t′)/T 2
(
− |t− t′|+ (t− t′)2/T + T/6

)) . (3.90)

Por simplicidad, conviene entonces definir

G(t, t′) ≡ G(t− t′) ≡ −1

2
|t− t′|+ (t− t′)2

2T
+
T

12
,

•G(t, t′) ≡ ∂tG(t− t′) ≡ −1

2
ε(t− t′) +

t− t′

T
.

(3.91)

Con estas definiciones, resulta entonces(
G11(t, t′) G12(t, t′)

G21(t, t′) G22(t, t′)

)
=

(
1/2T i •G(t, t′)

i •G(t′, t) 2G(t, t′)

)
. (3.92)

Nótese que las funciones de Green (3.91) satisfacen G(t, t′) ≡ G(t− t′) y •G(t, t′) ≡
•G(t− t′). Esta última propiedad de invarianza traslacional es sumamente útil para
simplificar algunos de los cálculos que pueden aparecer al resolver las integrales
de caminos, y representa una ventaja al trabajar con trayectorias que satisfacen
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condiciones periódicas.

3.3.3. Valor medio 〈1〉

Habiendo calculado la función de Green tanto con condiciones homogéneas de
Dirichlet como con condiciones periódicas, la funcional generatriz (3.71) está casi
completa. Sólo resta un último paso: determinar 〈1〉. Para tal propósito se utiliza la
ecuación (3.62):

〈1〉 =

∫
DqDp e−S0[q,p]

=

∫
DqDp exp

{
− gij(x)

2

∫ T

0

dt (pi qi)

(
2 −i ∂t
i ∂t 0

)(
pj

qj

)}

=

∫
DqDp exp

{
−
∫ T

0

dt

(
gij(x)pipj − ipiq̇i

)}
,

(3.93)

donde debe recordarse que los caminos inician y terminan en el mismo punto q = q0

(con q0 = 0 para las condiciones de Dirichlet) pero no necesariamente en el mismo
p. Esta última ecuación tiene una sencilla interpretación si se la compara con (2.42)
y (2.43): claramente, el valor medio de 1 puede ser interpretado como la amplitud
de transición de una partícula con Hint = 0. Esto es equivalente a decir que la
partícula es libre (porque V = 0) y que inicia y termina en el punto q = q0 dentro
de una variedad similar aM, pero con curvatura llana no trivial gij(x) (esta última
imposición anula los términos de curvatura presentes en Hint(q, p), pues todas las
derivadas de gij(x) respecto de q son nulas).

El problema entonces consiste en calcular la integral de caminos de lado derecho
de (3.93). El procedimiento para tal cálculo es completamente ‘rústico’. En primer
lugar, es necesario deshacer el límite continuo utilizando las ecuaciones (2.34), (2.37)
y (2.38) (con mc = 1/2):

∫
DqDp exp

{
−
∫ T

0

dt

(
gij(x)pipj − ipiq̇i

)}
≡
∫
dD+1q1 . . . d

D+1qN−1d
D+1p1 . . . d

D+1pN
(2π)N(D+1)

× exp

{
−

N∑
a=1

T

N

(
gij(x)pa,ipa,j − i

N

T
pa,i ∆q

i
a−1/2

)}

= g(x)N/2
∫
dD+1q1 . . . d

D+1qN−1

(4πT/N)N(D+1)/2

N∏
a=1

exp

{
− N

4T
gij(x)∆qia−1/2∆qja−1/2

}
.

(3.94)

El lado derecho de esta igualdad es muy similar al lado derecho de (3.45), con ex-
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cepción del prefactor multiplicativo g(x)N/2 y por la matrix gij(x) en la exponencial
reemplazando a δij. Esto implica que el procedimiento para calcular el valor medio
〈1〉 en el espacio de fases curvo es análogo al realizado en el espacio de configuraciones
llano, a menos de las dos excepciones mencionadas. Procediendo entonces de manera
análoga al espacio de configuraciones, se obtiene para una configuración inicial q0

y una configuración final qN (donde ambas configuraciones no son necesariamente
iguales) la identidad

∫
DqDp exp

{
−
∫ T

0

dt

(
gij(x)pipj − ipiq̇i

)}
=
√
g(x)

(
1

4πT

)(D+1)/2

exp

{
− 1

4T
gij(x)

(
qiN − qi0

)(
qjN − q

j
0

)}
. (3.95)

Por último, el valor medio 〈1〉 se obtiene simplemente considerando el caso q0 =

qN . Insertando este resultado en (3.71), se llega a que la funcional generatriz buscada
es

Z[j, k] =
√
g(x)

(
1

4πT

)(D+1)/2

× exp

{
− 1

2
gij(x)

∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′
(
ki(t) ji(t)

)( 1/2T i •G(t, t′)

i •G(t′, t) 2G(t, t′)

)(
kj(t

′)

jj(t
′)

)}
,

(3.96)
donde las funciones de Green G(t, t′) y •G(t, t′) son (3.78) o (3.91) según las condi-
ciones elegidas para los caminos.

3.4. Aplicaciones

A continuación se enuncian una serie de aplicaciones del WLF en variedades sin
borde. Concretamente, se estudia:

1. la termodinámica de un campo escalar libre en la variedad S1,

2. la función β(λ) de la teoría con interacción λϕ4, y

3. la anomalía conforme de la teoría libre sin masa en la variedad S2.

Como se verá en las sucesivas secciones, todas estas aplicaciones tienen como par-
ticularidad que su variedad es “conformemente plana”. Esto quiere decir que existe
una función f(q) dependiente de las coordenadas tal que

gij(q) = f(q) δij . (3.97)
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Resulta entonces que en el espacio de configuraciones llano – es decir, con f(q) = 1

– puede escribirse la funcional generatriz como

Z[j] =

(
1

4πT

)(D+1)/2

exp

{
− δij

∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′ ji(t)jj(t
′)G(t, t′)

}
, (3.98)

mientras que en el espacio de fases curvo se la puede escribir como

Z[j, k] =

(
f(x)

4πT

)(D+1)/2

exp

{
−
∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′
(
f(x)

4T
δijk

i(t)kj(t′)

+ i •G(t, t′)ki(t)ji(t
′) +

1

f(x)
G(t, t′) δijji(t)jj(t

′)

)}
. (3.99)

Por su parte, los potenciales de interacción (3.12) y (3.8) toman respectivamente la
forma

Hint(q) =

[
∂2V
∂ϕ2

]
ϕ=ϕcl(x+q)

, (3.100)

Hint(q, p) =

[
1

f(x+ q)
− 1

f(x)

]
δijpipj

− 1

4

[
R(x+ q)− gij(x+ q)Γlik(x+ q)Γkjl(x+ q)

]
+

[
∂2V
∂ϕ2

]
ϕ=ϕcl(x+q)

.

(3.101)

Por último, cabe destacar que es en las aplicaciones 1 y 2 donde la variedad
considerada es simplemente RD+1 con métrica llana gij = δij (es decir, con f(q) = 1).
En este caso particular, los potenciales (3.100) y (3.101) son simplemente

Hint(q) = Hint(q, p) =

[
∂2V
∂ϕ2

]
ϕ=ϕcl(x+q)

, (3.102)

es decir, se anulan los términos de curvatura. Todos los términos de interacción
provienen entonces de la densidad de energía potencial de la lagrangiana de la teoría
de campos. Como además estos potenciales de interacción no dependen de p, resulta
que los campos fuente k no tienen utilidad alguna en estos casos particulares y
pueden ser eliminados de (3.99), resultando tanto en el espacio de configuraciones
como en el de fases

Z[j] =

(
1

4πT

)(D+1)/2

exp

{
− δij

∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′G(t, t′) ji(t)jj(t
′)

}
. (3.103)
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Nótese además que la función de Green G(t, t′) debe ser elegida entre (3.34) y (3.43)
si se trabaja en el espacio de configuraciones, o bien entre (3.78) y (3.91) si se trabaja
en el espacio de fases. No obstante, G(t, t′) es idéntica en ambos espacios. Resulta
entonces que cuando la variedad es RD+1 con métrica llana, es completamente indis-
tinto trabajar en el espacio de configuraciones o en el de fases, y la única elección que
debe realizarse radica en las condiciones que satisfacen las trayectorias (homogéneas
de Dirichlet o periódicas).

Los resultados obtenidos para las aplicaciones 1 y 2 fueron presentados en la
reunión anual de la Asociación Física Argentina del año 2017, mientras que los
resultados de la aplicación 3 fueron presentados en la reunión anual de la Asociación
Física Argentina del año 2018.

3.4.1. Termodinámica en S1

A continuación se considera el estudio de la termodinámica de un campo escalar
libre en la variedad S1 como aplicación del WLF. Para entender esta aplicación,
primero es necesario comentar brevemente las generalidades sobre el estudio de la
termodinámica de un campo escalar.

Generalidades sobre termodinámica de un campo escalar libre

En primer lugar, considérese un campo escalar ϕ en una variedad espacial llana
D-dimensional ID ⊂ RD, la cual es simplemente conexa. Se define entonces la “fun-
ción de partición” en el espacio de Fock – es decir, en el ensamble gran canónico –
como

Q(β) = Tr e−βĤ , (3.104)

donde β = 1/T con T la temperatura. Por su parte, el hamiltoniano es

Ĥ =

∫
ID

dDx

{
1

2
(∂tϕ)2 +

1

2
δab∂aϕ∂bϕ+

1

2
m2ϕ2

}
, (3.105)

donde los índices a y b corren desde 1 hasta D. En el equilibrio, es posible probar
que la función de partición toma la forma

Q(β) = N
∫
Dϕ exp

{
−
∫ β

0

dx0

∫
ID

dDxϕ

(
− 1

2
δij∂i∂j +

1

2
m2

)
ϕ

}
, (3.106)

donde se ha definido x0 = t, de modo que los índices i y j corren desde 0 hasta
D. Además, la integral de caminos se realiza sobre todas las configuraciones de los
campos que satisfagan la condición de periodicidad ϕ(x0) = ϕ(x0 +β). Por su parte,
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N es simplemente una normalización introducida para adimensionalizar a la función
de partición.

Ahora, sea I0 = (0, β) un segmento unidimensional. Debido a la condición de
periodicidad impuesta sobre los campos, es posible la identificación I0 ≡ S1, donde
el correspondiente anillo tiene un radio igual a β/2π. Definiendo entonces la variedad
(D + 1)-dimensionalM = I0 × ID, puede escribirse

Q(β) = N
∫
Dϕ exp

{
−
∫
M
dD+1xϕ

(
− 1

2
δij∂i∂j +

1

2
m2

)
ϕ

}
. (3.107)

Esta integral gaussiana puede resolverse, resultando

Q(β) = N ′Det
(
− δij∂i∂j +m2

)−1/2

, (3.108)

donde N ′ es una nueva normalización. Cambiándola por una normalización E con
unidades de energía y fijando E = 1, se obtiene

lnQ(β) = −1

2
lnDet

(
−∆ +m2

)
, (3.109)

donde por simplicidad se ha llamado ∆ = δij∂i∂j.
A partir de este punto, es posible empezar a utilizar el WLF. Nótese la evidente

similitud entre (3.109) y el último término en (2.68). De hecho, ambas expresiones
¡son formalmente iguales! Entonces el WLF puede utilizarse para calcular la fun-
ción de partición. Para entender cómo se lo utiliza, conviene empezar aplicando la
ecuación (2.72) sobre (2.68), de modo que (3.109) se convierte evidentemente en

lnQ(β) =
1

2

∫ ∞
0

dT

T
Tr e−T (−∆+m2) . (3.110)

Finalmente, el cálculo de esta última traza se realiza con las herramientas presenta-
das en las tres secciones previas del presente capítulo.

Termodinámica de un campo escalar libre en S1

Ahora, considérese explícitamente el caso en el cual ID = S1, donde el corres-
pondiente anillo tiene un radio L/2π, lo cual implica que Vol(ID) = L. Entonces la
variedad espacio-temporal bidimensional sobre la cual deben realizarse las integrales
de caminos es el toroide M = S1 × S1 ≡ (0, β) × (0, L). Por su parte, los campos
sobre dicha variedad satisfacen las condiciones ϕ(x0, x1) = ϕ(x0 + β , x1 + L).

A continuación, considérense las trayectorias cerradas sobre el toroide que parten
y terminan en un punto en común, como las que se esquematizan con diversos
colores en la figura 3.1(a). Por simplicidad, se supondrá que las trayectorias sobre
dicha imagen dan únicamente una vuelta. Mediante la representación S1 × S1 ≡
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(a) Cuatro trayectorias cerradas sobre la superficie de un toroide.

(b) Las mismas trayectorias de la figura 3.1(a)
son dibujadas sobre el toroide ‘abierto’. Sobre
las líneas punteadas violetas se satisfacen con-
diciones periódicas.

(c) Se realizan múltiples copias equivalentes de
la misma región de la figura 3.1(b) sobre R2.
Los diferentes puntos negros que allí se obser-
van corresponden en el toroide al mismo punto
físico.

Figura 3.1: Caminos cerrados sobre un toroide.
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(0, β)× (0, L) es posible ‘abrir’ al toroide, es decir, representarlo como una sección
rectangular dentro del plano. Esto se esquematiza en la figura 3.1(b), donde se
han mantenido las mismas trayectorias de 3.1(a) y además se les ha añadido un
sentido. Nótese que sobre los bordes verticales de la sección rectangular, cualquier
función f(x0, x1) satisface las condiciones periódicas f(0, x1) = f(β, x1) y f(x0, 0) =

f(x0, L).

Ahora, es posible aprovechar estas condiciones periódicas y reproducir infinitas
veces sobre el plano al rectángulo de la figura 3.1(b). Este proceso se esquematiza en
la figura 3.1(c). Al hacer esto, se realizan múltiples copias equivalentes del toroide, y
cada punto sobre su superficie queda reproducido infinitas veces. La ventaja de este
procedimiento consiste en que a partir de ahora es posible trabajar sobre el plano R2

(que no tiene borde) en lugar de trabajar sobre el rectángulo de la figura 3.1(b) (que
sí tiene borde). Por su parte, las trayectorias deben empezar siempre desde algún
punto xin perteneciente al cuadrante (0, β) × (0, L) y terminar en xin + (k β, l L),
donde k, l ∈ Z representan la cantidad de vueltas que realiza cada trayectoria en el
eje correspondiente.

A raíz de las anteriores consideraciones, es posible descomponer a todas las
trayectorias en segmentos rectos dentro de R2 que inician en xin y terminan en
xin + (k β, l L), más perturbaciones (q0, q1) que inician y terminan en (0, 0). En for-
ma de ecuación, esto es

x(t) = xin +

(
k β

t

T
, l L

t

T

)
+
(
q0(t), q1(t)

)
. (3.111)

Entonces, la suma sobre todas las trayectorias cerradas en las coordenadas x(t)

pueden ser escritas en términos de las coordenadas q(t) como∫
Dx =

∑
(k,l)∈Z×Z

∫
Dq . (3.112)

Tómese ahora la traza de la ecuación (3.110) y escríbasela por medio de (3.13)
(en el espacio de configuraciones) y de (3.102) en la forma

Tr e−T (−∆+m2) = e−Tm
2

∫
S1×S1

d 2xin

∫
Dx exp

{
− 1

4

∫ T

0

dt (ẋ2
0 + ẋ2

1)

}
. (3.113)

Utilizando (3.111), es posible ver que

∫ T

0

dt (ẋ2
0 + ẋ2

1) =
k2β2 + l2L2

T
− δij

∫ T

0

dt qi∂2
t q
j . (3.114)

Como esta expresión es independiente de xin, resulta que se puede separar la integral
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∫
S1×S1 d

2xin = βL resultando

Tr e−T (−∆+m2) =
βL

4πT
e−Tm

2

[
1 +

∑
(k,l)6=(0,0)

e−
1
4T

(
k2β2+l2L2

)]
, (3.115)

donde se ha usado (3.103) con D = 1 para escribir 〈1〉 = Z[0] = 1/4πT .

Habiendo calculado esta última traza, ahora resta introducirla en (3.110) para
obtener la función de partición:

lnQ(β) =
βL

8π

∫ ∞
0

dT

T 2
e−Tm

2

[
1 +

∑
(k,l)6=(0,0)

e−
1
4T

(
k2β2+l2L2

)]
(3.116)

Tomando el ‘1’ presente dentro de los corchetes, se obtiene una integral divergente
por el extremo inferior. Entonces, como en la ecuación (2.79), debe integrarse desde
un cut-off inferior Λ con unidades de energía. A menor orden en Λ, se obtiene
entonces

∫ ∞
Λ−2

dT

T 2
e−Tm

2 ≈ −Λ2 . (3.117)

Ahora queda resolver el término restante en (3.116). Para ello debe intercambiarse
el orden de la serie y de la integral, resultando

∫ ∞
0

dT

T 2
e−Tm

2

e−
1
4T

(
k2β2+l2L2

)
=

4m√
k2β2 + l2L2

K1

(
m
√
k2β2 + l2L2

)
, (3.118)

donde K1(u) es la función modificada de Bessel de segunda especie. Resulta entonces
que la ecuación (3.116) se convierte en

lnQ(β) = −βLΛ2

8π
+
∑

(k,l)6=(0,0)

βLm

2π
√
k2β2 + l2L2

K1

(√
k2β2 + l2L2

)
. (3.119)

Ahora bien, el primer término de la ecuación (3.119) es claramente divergente,
pero puede ser eliminado mediante renormalización. En consecuencia, sólo la serie
restante contribuye realmente a la función de partición, y a partir de ella es posi-
ble obtener las variables termodinámicas de la teoría de campo escalar libre en la
variedad S1. Llamando entonces lnQren(β) = lnQ(β) + βLΛ2

8π
, es posible calcular la
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energía, la presión y la entropía:

E(β) = − ∂

∂β
lnQren(β)

=
Lm

2π

∑
(k,l)6=(0,0)

[
m (kβ)2

k2β2 + l2L2
K0

(
m
√
k2β2 + l2L2

)

+
k2β2 − l2L2(
k2β2 + l2L2

)3/2
K1

(
m
√
k2β2 + l2L2

)]
,

(3.120)

P (β) =
1

β

∂

∂L
lnQren(β)

=
m

2π

∑
(k,l)6=(0,0)

[
− m (lL)2

k2β2 + l2L2
K0

(
m
√
k2β2 + l2L2

)

+
k2β2 − l2L2(
k2β2 + l2L2

)3/2
K1

(
m
√
k2β2 + l2L2

)]
,

(3.121)

S(β) = βE + lnQren(β)

=
βLm

2π

∑
(k,l) 6=(0,0)

[
m(kβ)2

k2β2 + l2L2
K0

(
m
√
k2β2 + l2L2

)

+ 2
k2β2(

k2β2 + l2L2
)3/2

K1

(
m
√
k2β2 + l2L2

)]
.

(3.122)

La figura 3.2 muestra la gráfica de estas tres cantidades termodinámicas como fun-
ción de β. Nótese que todas ellas tienden a un valor constante a bajas temperaturas
(es decir, con β → ∞). Estas cantidades son respectivamente la energía, presión y
entropía del vacío. En particular, la entropía tiende a cero, lo cual se condice con la
tercera ley de la termodinámica.

3.4.2. Función β de la teoría λϕ4

Una aplicación inmediata del WLF es la obtención de la acción efectiva de una
teoría con autointeracción y de las funciones β asociadas con sus constantes de
acoplamiento. A continuación se discute un ejemplo de ello.

Considérese una teoría de campo escalar en la variedad espacio-temporal R3+1

con la siguiente interacción:

V [ϕ] =
λ

4!
ϕ4 . (3.123)
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Figura 3.2: Variables termodinámicas en S1. Por simplicidad, se ha tomado L = m = 1. Las
líneas contínuas representan las variables propiamente dichas, mientras que las líneas punteadas
son sus límites cuando β →∞.

De acuerdo a la ecuación (3.102), se tiene entonces

Hint(q) =
λ

2
ϕ
(
x+ q(t)

)2
. (3.124)

Aplicado este resultado sobre la ecuación (3.17) y expandiendo a orden λ y qq, se
tiene

∫
Dq e−S[q] =

∫
Dq e−S0[q]

{
1− λ

2

∫ T

0

dt ϕ
(
x+ q(t)

)2

+
λ2

4

∫ T

0

dt

∫ t

0

dt′ ϕ
(
x+ q(t)

)2
ϕ
(
x+ q(t′)

)2
+ . . .

}
≈ 〈1〉 − λ

2

∫ T

0

dt

(
ϕ(x)2 〈1〉+ ∂i

[
ϕ2
]
(x) 〈qi(t)〉+

1

2
∂i∂j

[
ϕ2
]
(x) 〈qi(t)qj(t)〉

)
+
λ2

4

∫ T

0

dt

∫ t

0

dt′ ϕ(x)4 〈1〉
}
.

(3.125)

Por otro lado, la funcional generatriz (3.103) es

Z[j] =

(
1

4πT

)2

exp

{
− δij

∫ T

0

dt

∫ T

0

dt′G(t, t′) ji(t)jj(t
′)

}
. (3.126)

A partir de esta última expresión, es inmediato calcular los valores medios

〈1〉 = Z[0] =

(
1

4πT

)2

, (3.127)
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〈qi(t1)〉 = 0 , (3.128)

〈qi(t1)qj(t2)〉 =
1

8π2T 2
δij G(t1, t2) . (3.129)

Insertando estos valores medios en (3.125), resulta

∫
Dq e−S[q] =

(
1

4πT

)2

− λ

2

{
1

(4π)2T
ϕ(x)2

+
1

(4π)2T 2
∆
[
ϕ2
]
(x)

∫ T

0

dtG(t, t)

}
+

λ2

8(4π)2
ϕ(x)4 . (3.130)

El valor de la integral
∫ T

0
dtG(t, t) difiere según se elijan condiciones homogéneas de

Dirichlet o condiciones periódicas para los caminos. El resultado en el primer caso
es T 2/6, mientras que en el segundo caso es T 2/12. No obstante, como se verá a
continuación, esta discrepancia no tiene consecuencias físicas.

El siguiente paso consiste en insertar el resultado (3.130) en (3.13). Uno de los
términos que se obtienen es de la forma

∫
R4 d

4x∆[ϕ2](x), pero este término se anula
por medio del teorema de Gauss. Resulta entonces

Tr e−TĤ = e−Tm
2

[
Vol(R4)

16π2T 2
− λ

4!

3

4π2T

∫
R4

d 4xϕ(x)2 +
λ2

4!

3

16π2

∫
R4

d 4xϕ(x)4

]
.

(3.131)
Para finalmente obtener la acción efectiva, se inserta este último resultado en

(3.1). Al hacerlo, se obtienen tres integrales respecto de T que son divergentes por
el extremo inferior de integración. Entonces se integra respecto de un cut-off Λ con
unidades de energía, y se conservan los resultados a orden dominante en Λ. Resulta∫ ∞

Λ−2

dT

T
e−Tm

2 ≈ ln

(
Λ2

m2

)
,∫ ∞

Λ−2

dT

T 2
e−Tm

2 ≈ Λ2 ,∫ ∞
Λ−2

dT

T 3
e−Tm

2 ≈ Λ4

2
.

(3.132)

Entonces, la acción efectiva (3.1) es

Γ[ϕ] = −
∫
R4

d 4x

{
1

2
ϕ(x)∆ϕ(x) +

Λ4

64π2

− 1

2

[
m2 +

λ

4!

3Λ2

4π2

]
ϕ(x)2 − λ

4!

[
1− 3λ ln(Λ/m)

16π2

]
ϕ(x)4

}
.

(3.133)

55



Algunos comentarios son posibles respecto de esta última expresión. En primer lu-
gar, el término divergente Λ4/64π2 puede ser eliminado por renormalización de la
constante cosmológica1. De los tres términos restantes, el primero es simplemente el
término cinético, el segundo es un término de masa (por ser proporcional a ϕ(x)2), y
el tercero es un término de autointeracción (por ser proporcional a ϕ(x)4). Entonces,
definiendo la masa efectiva

m2
f = m2 +

λ

4!

3Λ2

4π2
(3.134)

y la constante de acoplamiento efectiva

λf = λ− 3λ2

16π2
ln

(
Λ

m

)
, (3.135)

resulta que (3.133) se convierte en

Γ[ϕ] = −
∫
R4

d 4x

{
1

2
ϕ(x)∆ϕ(x)− 1

2
m2
f ϕ(x)2 − λf

4!
ϕ(x)4

}
. (3.136)

Esta última ecuación, junto con (3.134) y (3.135), representa la acción efectiva a
un loop de la teoría λϕ4. Las constantes de acoplamiento efectivas reciben también
el nombre de “constantes físicas” pues cualquier medición arroja sus valores como
resultados. Naturalmente, una constante física no puede depender de un cut-off. Este
hecho permite calcular fácilmente la función β(λ) dada por la ecuación (2.80):

0 = Λ
dλf
dΛ

= − 3λ2

16π2
+ β(λ)

(
1− 3λ ln(Λ/m)

8π2

)
⇒ β(λ) =

3λ2

16π2
+O(λ3) .

(3.137)

Según este resultado, se tiene β(λ) > 0. Esto quiere decir que λ crece al aumentar
Λ, y por lo tanto la interacción es muy fuerte a altas energías, volviendo obsoleto al
tratamiento perturbativo de esta teoría. En otras palabras, dicho tratamiento sólo
es válido a bajas energías.

Diagramas de Feynman en el formalismo línea de mundo

El ejemplo anterior permite realizar una breve discusión sobre los diagramas de
Feynman de la teoría λϕ4 en el contexto del WLF. Concretamente, se mirará el
diagrama a un loop de dispersión de dos partículas.

La figura 3.3(a) se corresponde a dicho diagrama dentro del formalismo tradicio-
nal (también denominado “diagramal”). En dicho diagrama, dos partículas asociadas
al campo ϕ colisionan en un evento espacio-temporal x1. Las partículas dispersa-

1Esto quiere decir, de forma menos rigurosa, que se la elimina simplemente por ser una constante
en la lagrangiana.
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das vuelven luego a colisionar en otro evento posterior x2. Luego de esta segunda
colisión, las partículas no vuelven a interactuar y pueden ser detectadas. Como los
eventos x1 y x2 son arbitrarios, se debe integrar respecto a los mismos en toda la
variedadM.

(a) Diagrama de Feynman a un loop representando la dispersión de dos partículas en
el formalismo diagramal. Ambas colisionan en un evento x1, se dispersan y vuelven a
colisionar en otro evento posterior x2.

(b) Diagrama de Feynman a un loop representando la dispersión de dos partículas en el
formalismo línea de mundo. Una partícula ficticia recorre una trayectoria cerrada para-
metrizada mediante la función q(t). En los instantes t1 < t2, interactúa con un potencial
proporcional a ϕ2.

Figura 3.3: Diagramas representando la dispersión de dos partículas en la teoría λϕ4 a un loop,
utilizando el formalismo diagramal y el formalismo línea de mundo

Por otro lado, la figura 3.3(b) muestra el mismo diagrama pero dentro del for-
malismo línea de mundo. En él, una partícula (la partícula ficticia del formalismo)
realiza una trayectoria cerrada que dura un tiempo T . En un instante de tiempo t1,
esta partícula interactúa con un potencial proporcional a ϕ2. Esto se representa me-
diante las dos patas externas, una por cada campo en el potencial. En otro instante
de tiempo posterior t2, la partícula vuelve a interactuar con el mismo potencial, lo
cual se representa mediante dos patas externas más. Como los instantes t1 y t2 son
arbitrarios, debe integrarse respecto a los mismos en todo el intervalo (0, T ). Como
además T es una duración arbitraria para la trayectoria de la partícula, también
debe integrarse respecto a la misma en el dominio R+.
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3.4.3. Anomalía conforme en S2.

Como última aplicación del WLF en variedades sin borde, considérese el pro-
blema de hallar la anomalía de traza para un campo escalar sin masa ϕ(x) donde
x ∈ S2.

En primer lugar, conviene pensar a la esfera S2 como una subvariedad de R3,
de manera que todo punto en S2 puede ser descripto mediante tres coordenadas
(y1, y2, y3) vinculadas mediante la restricción δij yiyj = L2, donde L es el radio de
la esfera. A continuación, considérese la transformación de coordenadas

xi = L
yi

L− y3
, i = 1, 2 . (3.138)

La transformación anterior es simplemente la “proyección estereográfica”. Por tal
proyección, cada variable xi se mueve sobre toda la recta R. Luego, la inversa de la
proyección está dada por

y1 = L
2x1 L

(x1)2 + (x2)2 + L2

y2 = L
2x2 L

(x1)2 + (x2)2 + L2

y3 = L
(x1)2 + (x2)2 − L2

(x1)2 + (x2)2 + L2
.

(3.139)

Por su parte, la forma diferencial de (3.138) es

(
dx1

dx2

)
=

L

(L− y3)2

(
L− y3 0 y1

0 L− y3 y2

)dy1

dy2

dy3

 . (3.140)

Como el intervalo en R3 es simplemente ds =
√
δij dyidyj, resulta

ds2 =

(
2L2

(x1)2 + (x2)2 + L2

)2

δij dx
idxj . (3.141)

Esta última ecuación tiene una simple interpretación: la variedad S2 puede ser
representada por todo el plano R2 mediante el sistema de coordenadas x, con una
“métrica inducida”

gij(x) =

(
2L2

(x1)2 + (x2)2 + L2

)2

δij . (3.142)

Nótese que esta métrica es de la forma f(x)δij, con lo cual resultan válidas las
ecuaciones (3.97) a (3.101). Como en este caso particular vale que la función f(x) es
la inversa de un polinomio, resulta que el espacio de fases es especialmente cómodo
para trabajar, pues la diferencia 1

f(x+q)
− 1
f(x)

presente en (3.101) puede ser expandida
como un polinomio respecto de las perturbaciones q. Entonces en lo sucesivo se
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trabajará con las ecuaciones (3.99) y (3.101).
Concretamente, de (3.101) resulta que para el caso libre (V = 0) se obtiene

Hint(q, p) =
1

4L4

[
4
(
L2 + (x1)2 + (x2)2

)(
x1q1 + x2q2

)
+ 4
(
x1q1 + x2q2

)2

+ 2
(
L2 + (x1)2 + (x2)2

)(
(q1)2 + (q2)2

)
+ 4
(

(q1)2 + (q2)2
)(
x1q1 + x2q2

)
+
(

(q1)2 + (q2)2
)2
][

(p1)2 + (p2)2
]
− 1

2L2
,

(3.143)
donde se ha utilizado que para el presente caso, los términos de curvatura resultan
R(x)− gij(x)Γlik(x)Γkjl(x) = 2/L2.

Ahora bien, calculando los propagadores 〈qq〉, 〈qp〉 y 〈pp〉, es inmediato notar
que p es orden T−1/2 mientras que q es orden T 1/2. Este conocimiento ayuda a saber
cuáles son los propagadores necesarios para desarrollar la traza hasta cualquier orden
en T que se desee. Debe recordarse que 〈1〉 también es parte del desarrollo, y que
el mismo es orden T−(D+1)/2 = T−1. Por lo tanto, si se desea conocer la traza (3.13)
hasta orden T 0, es necesario conocer las combinaciones de q y p obtenibles de (3.143)
que sean a lo sumo orden T 1. Los correspondientes valores medios pueden conocerse
por medio del teorema de Wick y de las funciones de correlación de dos puntos. En
resumen, los valores medios relevantes hasta orden T 0 en (3.13) son:

〈1〉 =
f(x)

4πT
,

〈qi(t1)qj(t2)〉 = 〈1〉 2

f(x)
G(t1, t2)δij ,

〈pi(t1)pj(t2)〉 = 〈1〉 f(x)

2T
δij ,

〈qi(t1)pj(t2)〉 = 〈1〉 i •G(t2, t1)δij ,

δkl 〈qi(t)qj(t)pk(t)pl(t)〉 = 〈1〉 2
(
G(t, t)

T
− [•G(t, t)]2

)
δij ,

δklδmn〈qi(t)pk(t)pl(t)qj(t′)pm(t′)pn(t′)〉

= 〈1〉 2f(x)

T

(
2
G(t, t′)

T
− •G(t, t)•G(t, t′)

− •G(t, t)•G(t′, t′)− •G(t′, t)•G(t′, t′)

− •G(t′, t)•G(t, t′)

)
δij .

(3.144)

Otros valores medios relevantes que involucran tres variables, como 〈qi(t)pj(t)pk(t)〉,
son nulos por tratarse de un número impar de campos. Por supuesto, en todos los
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valores medios anteriores vale f(x) =
(

2L2

L2+δijxixj

)2

Insertando los anteriores valores medios en el desarrollo (3.16) hasta orden T 0,
se obtiene∫

DqDp e−S[q,p] ∼ 1

πT

L4

(L2 + δijxixj)2
+

1

3π

L2

(L2 + δijxixj)2
. (3.145)

Vale aclarar que el resultado anterior es independiente de que se elijan las funciones
de Green con condiciones homogéneas de Dirichlet (3.78) o que se elijan las funciones
de Green con condiciones periódicas (3.91).

Para conocer la traza, sólo queda insertar (3.145) en (3.13) (con m = 0, pues se
está considerando el campo sin masa). El resultado es

Tre−TĤ ∼ 1

4πT

(
4πL2 +

4

3
π T

)
, (3.146)

en perfecto acuerdo con lo que se puede calcular a partir de [21].
Finalmente, a partir de la expansión (2.73) y (3.146), es inmediato ver que los

primeros coeficientes de Seeley-DeWitt del presente caso son a0(S2) = 4πL2 =

Vol(S2), a1(S2) = 0 y a2(S2) = 4
3
π. Por último, mediante la expresión (2.78) es

posible ver que la anomalía conforme (integrada) de la teoría de campo escalar libre
sin masa en la variedad plana S2 es∫

S2
d 2x 〈T ii 〉 =

a2(S2)

4π
=

1

3
. (3.147)
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Capítulo 4

Formalismo línea de mundo (WLF)
en espacios con un único borde

En el capítulo 3 se ha explicado cómo calcular la traza de la exponencial del
operador de fluctuaciones cuánticas de una teoría con campo escalar mediante la
introducción de una partícula ficticia, restringiendo el análisis a variedades curvas
pero sin borde. El formalismo que engloba este procedimiento es llamado “línea de
mundo”, y se ha mostrado que posee ciertas ventajas de cálculo notables respecto
del formalismo diagramal.

Para indagar aún más en este formalismo, es deseable conocer cómo aplicarlo
al caso de un campo escalar en variedades que sí tienen borde. Lamentablemente,
este conocimiento es escaso en la literatura. Algunos pocos ejemplos pueden hallarse
en [11–14]. Todos ellos tienen dos propiedades en común:

la curvatura de la variedadM sobre la que se trabaja es llana, y

existe un sistema de coordenadas x para representar aM tal que el dominio
de xi es toda la recta R si i = 1, . . . , D, y el dominio de xD+1 es la semirrecta
R+. En otras palabras, existe un mapeo que permite describir a la variedad
M mediante el semiespacio RD × R+. En dichas coordenadas se induce una
métrica conformemente llana gij(x) = f(x) δij. Además, el hiperplano xD+1 =

0 representa a ∂M, es decir, el borde deM.

Una importante característica que debe cumplir M para satisfacer esta última
propiedad es la de tener un único borde simple. Se dice que un borde es “simple” si
dado cualquier punto sobre ∂M, entonces su entorno – también sobre ∂M – puede
ser identificado con un entorno en RD. Para fijar esta idea, la figura 4.1 muestra
cuatro ejemplos de variedades bidimensionales con borde. El borde de la variedad
de la figura 4.1(a) es único y simple, en tanto que el borde de las figuras 4.1(b),
4.1(c) y 4.1(d) o bien no es simple o bien no es único.
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(a) (b) (c) (d)

Figura 4.1: Variedades bidimensionales con borde. La figura 4.1(a) tiene un único borde simple.
En cambio, 4.1(b) y 4.1(c) tienen dos bordes simples. Por su parte, 4.1(d) tiene un único borde
pero el mismo no es simple.

Uno de los grandes problemas que se presenta al estudiar variedades con borde
consiste en aplicar la adecuada restricción a los caminos para que los mismos estén
contenidos en el interior de su borde. Por ejemplo, la figura 4.2 considera como
variedad al disco bidimensional y muestra tres trayectorias cerradas que pasan por
un mismo punto. Según la construcción empleada, las tres trayectorias (así como
cualquier otra trayectoria en R2) son consideradas por las integrales de caminos,
pero sólo aquellas que están completamente contenidas en la variedad deben ser
tenidas en cuenta. Esto quiere decir que la trayectoria roja de la figura 4.2 debe
ser considerada, mientras que la trayectoria anaranjada debe ser descartada por
atravesar el borde de la variedad. La trayectoria verde, que toca al borde pero no
lo atraviesa, debe ser tenida en cuenta o descartada según el tipo de condición que
satisfaga ∂M.

Figura 4.2: Trayectorias en un dis-
co. La trayectoria roja no toca el
borde, en tanto que la trayectoria
verde lo toca sin atravesarlo y la
trayectoria anaranjada sí lo traspa-
sa. En consecuencia, la trayectoria
anaranjada debe ser descartada de
la integral de caminos, en tanto que
la trayectoria verde debe ser consi-
derada o descartada según la condi-
ción sobre el borde del disco.

En el presente capítulo, se aborda el estudio del WLF en variedades llanas con
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un único borde simple y suave (para evitar la presencia de singularidades en la mé-
trica), tal que dichas variedades pueden ser mapeadas a RD × R+ donde se induce
una métrica conformemente plana. Se analizan tres posibles condiciones de borde:
Dirichlet, Neumann, y Robin. Como ejemplo concreto, se estudia cómo aplicar el
formalismo al cálculo de los coeficientes de Seeley-DeWitt del campo escalar libre y
sin masa en la bola BD+1, es decir, el interior de la esfera SD. Por último, se utilizan
los resultados hallados en este ejemplo para encontrar la anomalía conforme de la
mencionada teoría en B2. Los resultados de esta aplicación fueron presentados en
la reunión anual de la Asociación Física Argentina 2019 y publicados recientemente
en [14] en coparticipación con colaboradores externos, donde se estudia el mismo
problema pero con un enfoque ligeramente distinto al del presente trabajo de diplo-
ma (concretamente, el artículo no considera condiciones de borde de Robin y usa
trayectorias que satisfacen condiciones de contorno de Dirichlet, mientras que en el
presente trabajo sí se consideran las condiciones de borde de Robin y se utilizan
trayectorias que satisfacen condiciones de contorno periódicas).

4.1. El método de las imágenes

SeaM una variedad espacio-temporal (D + 1)-dimensional con un único borde
simple, descripta mediante coordenadas x por el semiespacio RD×R+, de tal manera
que en dichas coordenadas posee una métrica inducida conformemente llana gij(x) =

f(x)δij. Por su parte, el hiperplano xD+1 = 0 representa al borde ∂M.
Sobre esta variedad es evidente que, dado un punto inicial x y un punto final x′,

las acciones libres (3.14) y (3.15) poseen al menos dos mínimos locales: uno corres-
pondiente a la geodésica que une directamente a x con x′, y uno correspondiente con
la geodésica que rebota una única vez sobre el borde. La figura 4.3 muestra estas
dos trayectorias para el caso llano (es decir, con f(x) = 1). Asumiendo que estos dos
mínimos son únicos, el elemento de matriz 〈x′|e−TĤ |x〉 se obtiene sumando sobre
todas las fluctuaciones alrededor de estos caminos clásicos, obteniéndose

〈x′|e−TĤ |x〉 = 〈x′|e−TĤ |x〉SR + γ 〈x′|e−TĤ |x〉1R , (4.1)

donde los subíndices SR y 1R significan ‘sin rebote’ y ‘un rebote’ respectivamente.
Por su parte, γ es una fase relativa entre ambos caminos, que depende de la condición
de borde sobre ∂M.

A continuación, se introduce el método de las imágenes para calcular los ele-
mentos de matriz de la ecuación (4.1). El primer paso, consiste en transformar la
variedadM en una variedad M̃ sin borde, ‘duplicando’ el semiespacio superior en
el semiespacio inferior. Si se define

x̃ = (x1, . . . , xD,−xD+1) , (4.2)
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Figura 4.3: Trayectorias clásicas
en una variedad con borde. La tra-
yectoria azul no toca el borde, en
tanto que la trayectoria roja sí lo ha-
ce una única vez.

esto quiere decir que

1. M̃ no tiene borde y es mapeable a RD+1,

2. la métrica g̃ij(x) sobre M̃ satisface

g̃ij(x) = θ(xD+1) gij(x) + θ(−xD+1) gij(x̃) , y (4.3)

3. si sobreM se tiene un potencial de la forma V(x), entonces sobre M̃ será de
la forma

Ṽ(x) = θ(xD+1)V(x) + θ(−xD+1)V(x̃) . (4.4)

Nótese que 2 y 3 implican que tanto la métrica como el potencial se ‘duplican’ de
forma par.

Ahora, para las trayectorias que tocan una vez el borde es posible reemplazar el
camino original por el camino ‘reflejado’ que continúa a través de la frontera, como
se indica en la figura 4.4. Debido a la simetría del potencial y de la métrica, tanto
el camino original como el reflejado contribuyen a 〈x′|e−TĤ |x〉 de igual manera. En
consecuencia, es conveniente reemplazar las trayectorias enM que tocan una vez al
borde y terminan en x′, por las trayectorias en M̃ que terminan en x̃′, obteniéndose

〈x′|e−TĤ |x〉M = 〈x′|e−TH̃ |x〉M̃ + γ 〈x̃′|e−TH̃ |x〉M̃ , (4.5)

donde los subíndices M y M̃ son introducidos para recordar cuál es la variedad
sobre la que se calcula cada elemento de matriz. Estos subíndices no volverán a ser
escritos, y se sobreentenderá la variedad sobre la que se trabaja según se escriba el
hamiltoniano original Ĥ o el hamiltoniano ‘duplicado’ H̃.

Recordando que lo que se desea es calcular los elementos de matriz diagonales
para obtener la traza (3.6), resulta que el lado derecho de dicha ecuación se puede
escribir como
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Figura 4.4: Trayectoria cuántica
(línea continua) que rebota en el
borde. La línea punteada es la tra-
yectoria reflejada luego de rebotar.

∫
M
dD+1x

√
g(x) 〈x| e−TĤ′ |x〉

=

∫
M
dD+1x

√
g(x) 〈x| e−TH̃′ |x〉+

∫
M
dD+1x

√
g(x) γ 〈x̃| e−TH̃′ |x〉 , (4.6)

donde Ĥ ′ = Ĥ−m2 y H̃ ′ = H̃−m2. Nótese que las integrales respecto de x en el lado
derecho de la igualdad se realizan sobre la variedad original M, mientras que los
caminos en el argumento de dichas integrales se realizan sobre la variedad duplicada
M̃. A la primera de las integrales del lado derecho se la denomina “directa” y a los
términos que de ella provienen se los llama “términos directos”. Análogamente, a la
segunda de las integrales del lado derecho se la denomina “indirecta” y a los términos
que de ella provienen se los llama “términos indirectos”.

Los elementos de matriz en las integrales del lado derecho de (4.6) pueden calcu-
larse de manera similar a los calculados en el capítulo anterior, pues al trabajar en
la variedad duplicada M̃ no hay ningún borde. Si se decide trabajar en el espacio
de fases deben utilizarse las ecuaciones (2.41), (2.42) y (2.43), en tanto que si se
decide trabajar en el espacio de configuraciones (que sólo se estudia en el presente
trabajo para el caso de una métrica llana trivial, es decir, para f(x) = 1) deben
utilizarse (2.54), (2.55) y (2.56). En estas ecuaciones, cualquiera sea el espacio en
el que se decida trabajar, debe tomarse x′ = x para los términos directos y x′ = x̃

para los términos indirectos. Esto implica que el cálculo de los términos directos es
completamente idéntico al caso del capítulo anterior, en tanto que para los términos
indirectos vale el mismo procedimiento pero teniendo en cuenta que el punto final
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de los caminos no es igual al punto inicial.

4.2. Condiciones de borde

En la sección anterior se introdujo el método de las imágenes para calcular la
traza (3.6). Esto condujo a tener que calcular dos elementos de matriz 〈x| e−TĤ′ |x〉 y
〈x̃| e−TĤ′ |x〉 en una variedad “duplicada”. Mediante (4.6) puede verse cómo contribu-
ye cada uno de estos elementos al cálculo de la traza: el primero de ellos contribuye
a los términos directos y el segundo a los indirectos. Se sabe cómo proceder con
la integral directa pues su cálculo es completamente análogo a lo realizado en el
capítulo 3, en tanto que en las secciones 4.3 a 4.6 se menciona cómo calcular la
integral indirecta. Pero antes de pasar a ello, es adecuado mencionar cómo se puede
determinar el valor de la fase γ en (4.6), la cual contiene toda la información sobre
la condición de borde.

Condición homogénea de Dirichlet

La condición de borde homogénea de Dirichlet establece que

〈x′| e−TĤ |x〉 = 0 si x′ ∈ ∂M . (4.7)

Como x′ = x̃′ si x′ ∈ ∂M, resulta que la ecuación (4.5) se convierte en

〈x′|e−TĤ |x〉M = (1 + γ) 〈x′|e−TH̃ |x〉M̃ si x′ ∈ ∂M , (4.8)

y por lo tanto la condición (4.7) implica simplemente γ = −1. Esto lleva a que (4.6)
sea

∫
M
dD+1x

√
g(x) 〈x| e−TĤ′ |x〉

=

∫
M
dD+1x

√
g(x) 〈x| e−TH̃′ |x〉 −

∫
M
dD+1x

√
g(x) 〈x̃| e−TH̃′ |x〉 . (4.9)

Esta última ecuación tiene una clara interpretación heurística. La última integral
del lado derecho involucra caminos que deben atravesar el borde al menos una vez, y
que se corresponden con las trayectorias reflejadas de algún camino de la primera de
las integrales del lado derecho. Por lo tanto, la función de los términos indirectos es
simplemente cancelar las contribuciones de los términos directos que tocan el borde.
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Condición homogénea de Neumann

Sea ni el vector unitario (es decir, que satisface gijninj = 1), normal al borde
∂M. La condición de borde homogénea de Neumann establece que

ni
∂

∂x′i
〈x′| e−TĤ |x〉 = 0 si x′ ∈ ∂M . (4.10)

Como el borde puede ser descripto por la ecuación xD+1 = 0, resulta que es posible
elegir ni ∝ δiD+1. Esto lleva a que la condición de borde sea

∂

∂x′D+1
〈x′| e−TĤ |x〉 = 0 si x′ ∈ ∂M . (4.11)

Como x′D+1 = −x̃′D+1, y además x′ = x̃′ si x′ ∈ ∂M, resulta que la ecuación (4.5)
se convierte en

∂

∂x′D+1
〈x′|e−TĤ |x〉M =

(
(1− γ)

∂

∂x′D+1
+

∂γ

∂x′D+1

)
〈x′|e−TH̃ |x〉M̃ si x′ ∈ ∂M .

(4.12)
Para resolver la condición (4.11), es necesario que sean nulos tanto el término pro-
porcional a ∂

∂x′D+1 como también el término ∂γ
∂x′D+1 . Esto se logra correctamente si

γ = 1, lo cual lleva a que (4.6) sea

∫
M
dD+1x

√
g(x) 〈x| e−TĤ′ |x〉

=

∫
M
dD+1x

√
g(x) 〈x| e−TH̃′ |x〉+

∫
M
dD+1x

√
g(x) 〈x̃| e−TH̃′ |x〉 . (4.13)

A diferencia de las condiciones de borde de Dirichlet, cabe mencionar que la
condición homogénea de Neumann no posee una interpretación heurística sencilla.

Condición homogénea de Robin

La condición homogénea de Robin establece que(
ni

∂

∂x′i
+ S(x′)

)
〈x′| e−TĤ |x〉 = 0 si x′ ∈ ∂M , (4.14)

pero por simplicidad se considerará sólo el caso en el que S(x) = S = cte. En
este caso es posible escribir ni = δiD+1/

√
f(x′), y entonces la condición de borde se

convierte en(
1√
f(x′)

∂

∂x′D+1
+ S

)
〈x′| e−TĤ |x〉 = 0 si x′ ∈ ∂M . (4.15)
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Como x′D+1 = −x̃′D+1, y además x′ = x̃′ si x′ ∈ ∂M, resulta que la ecuación (4.5)
se convierte en

(
1√
f(x′)

∂

∂x′D+1
+ S

)
〈x′|e−TĤ |x〉M

=

(
1− γ√
f(x′)

∂

∂x′D+1
+

1√
f(x′)

∂γ

∂x′D+1
+ (1 + γ)S

)
〈x′|e−TH̃ |x〉M̃

si x′ ∈ ∂M . (4.16)

Al igual que en el caso Neumann, es necesario que en esta última expresión sean
nulos tanto el término que es proporcional a ∂

∂x′D+1 como también el término que no
es proporcional a dicho operador. Lo primero implica necesariamente que sea γ = 1,
pero esto implica entonces que S = 0, lo cual es absurdo. Claramente, el método
hasta aquí desarrollado entra en un impasse, y debe desarrollarse una alternativa
que se adecúe a la condición de contorno de Robin.

La alternativa [12] consiste en suponer que al hamiltoniano ‘duplicado’ se le
debe sumar un potencial extra V∂(xD+1). Entonces, derivando (4.5) respecto de T
se obtiene

∂

∂T
〈x′|e−TĤ |x〉M

=
∂

∂T

(
〈x′|e−T

(
H̃+V∂(xD+1)

)
|x〉M̃ + γ 〈x̃′|e−T

(
H̃+V∂(xD+1)

)
|x〉M̃

)
= −

(
H̃ + V∂(x

D+1)
)′(
〈x′|e−T

(
H̃+V∂(xD+1)

)
|x〉M̃ + γ 〈x̃′|e−T

(
H̃+V∂(xD+1)

)
|x〉M̃

)
= −

(
−∆ +m2 +

[
∂2V
∂ϕ2

]
ϕ=ϕcl

+ V∂(x
D+1)

)′
〈x′|e−TĤ |x〉M ,

(4.17)

donde ∆ = 1√
g̃
∂i
(√

g̃ g̃ij ∂j
)
. Además, la comilla al final de algunos paréntesis denota

que el operador en su interior debe ser tomado respecto de x′.

Puesto que si se elige γ = 1 vale que la ‘duplicación’ hacia la variedad M̃ se
realiza de forma par y continua, es posible integrar la segunda línea en (4.17) respecto
de un volumen ‘pegado a la variedad’ (es decir, con x′D+1 entre 0− y 0+) y obtener
en consecuencia un resultado nulo. Entonces, realizando la misma integración en la
última línea (y asumiendo también la continuidad de V), se obtiene
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∫ x′D+1=0+

x′D+1=0−
dD+1x′

√
g̃

(
−∆ +m2 +

[
∂2V
∂ϕ2

]
ϕ=ϕcl

+ V∂(x
D+1)

)′
〈x′|e−TĤ |x〉M

= −
∫
dDx′

[√
g̃ δD+1

i gij(x′)∂′j 〈x′|e−TĤ |x〉M
]x′D+1=0+

x′D+1=0−

+

∫ x′D+1=0+

x′D+1=0−
dD+1x′

√
g̃ V∂(x

′D+1) 〈x′|e−TĤ |x〉M = 0 . (4.18)

Como la ‘duplicación’ es par resulta que la derivada normal es impar, y por lo tanto

√
g̃ δD+1

i gij(x′)∂′j 〈x′|e−TĤ |x〉M
∣∣∣x′D+1=0+

x′D+1=0−
= 2

√
g̃√

f(x′)
ni∂′i 〈x′|e−TĤ |x〉M

∣∣∣
x′D+1=0+

.

(4.19)

Esto lleva a

∫ x′D+1=0+

x′D+1=0−
dx′D+1

√
g̃ V∂(x

′D+1) 〈x′|e−TĤ |x〉M

= 2
[ √

g̃√
f(x′)

ni∂′i 〈x′|e−TĤ |x〉M
]
x′D+1=0+

. (4.20)

Finalmente, tomando V∂(x′D+1) = −2 S√
f(x′)

δ(x′D+1) se reproduce la condición de

borde (4.14). En resumen, la ecuación (4.6) toma en el presente caso la forma

∫
M
dD+1x

√
g(x) 〈x| e−TĤ′ |x〉

=

∫
M
dD+1x

√
g(x) 〈x| e−TH̃′∂ |x〉+

∫
M
dD+1x

√
g(x) 〈x̃| e−TH̃′∂ |x〉 , (4.21)

donde

H̃ ′∂ = H̃ ′ − 2
S√
f(x′)

δ(x′D+1) . (4.22)

En resumidas cuentas, la ecuación (4.22) muestra que para tratar con condiciones
de Robin es necesario acoplar un potencial tipo delta al problema original.
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4.3. Funcional generatriz en el espacio de configu-
raciones

Habiendo explicado cómo el método de las imágenes lleva a la ecuación (4.6) y
cómo las condiciones de borde convierten dicha expresión en (4.9) para condiciones
Dirichlet, en (4.13) para condiciones Neumann o en (4.21) para condiciones Robin,
es hora de explicar cómo calcular los elementos de matriz en términos de integrales
de camino, comenzando por el caso llano en el espacio de configuraciones.

Al trabajar sobre la variedad ‘duplicada’ M̃ se elimina el borde, y por lo tanto
la mayoría de los métodos desarrollados en los capítulos anteriores siguen siendo
válidos. En particular, son válidas las ecuaciones (2.54), (2.55), (2.56), (3.17) y (3.19),
así también como la funcional generatriz (3.20). Para los términos directos, son
válidos todos los resultados desarrollados en el capítulo 3, de manera que su cálculo
puede realizarse sin introducir nuevas herramientas. En cambio, para los términos
indirectos debe tenerse en cuenta que el punto inicial no es idéntico al punto final,
lo cual puede inducir cambios en las funciones de Green y en el valor medio 〈1〉.

Si al trabajar con los términos indirectos se opta por calcular la función de Green
utilizando condiciones de contorno de Dirichlet, es inmediato ver que tampoco hay
diferencia alguna con el caso sin borde. Efectivamente, al separar las trayectorias
rectas r(t) = x + t

T
(x′ − x) de las perturbaciones q(t), resulta que también en este

caso son válidas las condiciones q(0) = q(T ) = 0 que en la sección 3.2.1 han llevado
a obtener la función de Green (3.34). Asimismo, también es válido el cálculo de la
sección 3.2.3 que lleva a obtener el valor medio 〈1〉.

La situación cambia si se decide trabajar con caminos que satisfacen condiciones
periódicas. Al igual que en el caso sin borde, pueden elegirse los caminos sobre
M de manera tal que su punto inicial y final satisfagan condiciones periódicas.
En tal caso, es fácil convencerse de que sólo las primeras D coordenadas cumplen
con esas mismas condiciones en M̃. La coordenada restante, en cambio, satisface
condiciones antiperiódicas. A esta coordenada conviene no separarla en la forma
zD+1(t) = xD+1

CM + qD+1(t) (o, equivalentemente, imponer xD+1
CM = 0) para que la

perturbación q(t) también satisfaga condiciones antiperiódicas. Entonces, la integral∫
dD+1x presente en (4.6) no se realiza respecto de xD+1

CM , sino respecto del punto
inicial qD+1(0). Por este motivo, conviene definir xD+1 ≡ qD+1(0). En resumen, las
condiciones que satisfacen las perturbaciones sonqi(0) = qi(T )

q̇i(0) = q̇i(T )
si i = 1, . . . , D ,

qD+1(0) = −qD+1(T )

q̇D+1(0) = −q̇D+1(T )
.

(4.23)
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En otras palabras, las primeras D coordenadas satisfacen condiciones periódicas, en
tanto que la (D + 1)-ésima satisface condiciones antiperiódicas. Para las primeras
coordenadas se puede proceder de manera análoga a la sección 3.2.2 y obtener enton-
ces la función de Green (3.43), en tanto que para la coordenada antiperiódica qD+1

se debe recalcular su función de Green GA(t, t′), la cual satisface las condiciones

GA(0, t′) = −GA(T, t′) ,

•GA(0, t′) = − •GA(T, t′) .
(4.24)

Como para las condiciones antiperiódicas no hay modos cero asociados al operador
−∂2

t , resulta que GA(t, t′) satisface la ecuación

−∂2
t GA(t, t′) = δ(t− t′) . (4.25)

Integrando dos veces con respecto a t y utilizando las condiciones (4.24), se obtiene

GA(t, t′) = −1

2
|t− t′|+ T

4
. (4.26)

Queda entonces por considerar el cálculo del valor medio 〈1〉 con estas condiciones
periódicas y antiperiódicas. Para ello puede simplemente partirse de la ecuación
(3.57). Al hacerlo, debe tomarse qiN − qi0 = −2xD+1δiD+1. Este resultado, al ser
insertado en (3.44), lleva finalmente a

〈1〉 =

(
1

4πT

)(D+1)/2

exp

{
− (xD+1)2

T

}
. (4.27)

4.4. Funcional generatriz en el espacio de fases

Habiendo explicado en la sección (4.3) cómo calcular los elementos de matriz en
términos de integrales de camino en el espacio de configuraciones llano, ahora se
procede a explicar cómo calcularlos en el espacio de fases curvo. El procedimiento
es prácticamente análogo, así que gran parte del siguiente texto es idéntico al de la
sección anterior, excepto por las ecuaciones calculadas y referenciadas.

Al trabajar sobre la variedad ‘duplicada’ M̃ se elimina el borde, y por lo tanto
la mayoría de los métodos desarrollados en los capítulos anteriores siguen siendo
válidos. En particular, son válidas las ecuaciones (2.41), (2.42), (2.43), (3.16) y (3.18),
así también como la funcional generatriz (3.60). Para los términos directos, son
válidos todos los resultados desarrollados en el capítulo 3, de manera que su cálculo
puede realizarse sin introducir nuevas herramientas. En cambio, para los términos
indirectos debe tenerse en cuenta que el punto inicial no es idéntico al punto final,
lo cual puede inducir cambios en las funciones de Green y en el valor medio 〈1〉.

Con el mismo argumento de la sección anterior, es fácil ver que si se opta por
calcular las funciones de Green utilizando condiciones de contorno de Dirichlet,
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entonces no hay diferencia alguna al caso sin borde, obteniéndose nuevamente las
funciones de Green (3.78). Asimismo, también es válido el cálculo de la sección 3.3.3
que lleva a obtener el valor medio 〈1〉. De hecho, también es válido el resultado
(3.96), debiendo tan solo realizarse el cambio g(x)→ g̃(x).

La situación cambia si se decide trabajar con caminos que satisfacen condiciones
periódicas. Al igual que en el caso sin borde, pueden elegirse los caminos sobre
M de manera tal que su punto inicial y final satisfagan condiciones periódicas.
En tal caso, es fácil convencerse de que sólo las primeras D coordenadas cumplen
con esas mismas condiciones en M̃. La coordenada restante, en cambio, satisface
condiciones antiperiódicas. A esta coordenada conviene no separarla en la forma
zD+1(t) = xD+1

CM + qD+1(t) (o, equivalentemente, imponer xD+1
CM = 0) para que la

perturbación q(t) también satisfaga condiciones antiperiódicas. Entonces, la integral∫
dD+1x presente en (4.6) no se realiza respecto de xD+1

CM , sino respecto del punto
inicial qD+1(0). Por este motivo, conviene definir xD+1 ≡ qD+1(0). En resumen, las
condiciones que satisfacen las perturbaciones son

pi(0) = pi(T )

qi(0) = qi(T )
si i = 1, . . . , D ,

pD+1(0) = −pD+1(T )

qD+1(0) = −qD+1(T )
.

(4.28)

En otras palabras, las primeras D coordenadas satisfacen condiciones periódicas, en
tanto que la (D + 1)-ésima satisface condiciones antiperiódicas. Para las primeras
coordenadas se puede proceder de manera análoga a la sección 3.3.2 y obtener en-
tonces la función de Green (3.91), en tanto que para la coordenada antiperiódica
qD+1 se deben recalcular sus funciones de Green GijA(t, t′), las cuales satisfacen las
condiciones

G11A(0, t′) = −G11A(T, t′) ,

G12A(0, t′) = −G12A(T, t′) ,

G21A(0, t′) = −G21A(T, t′) ,

G22A(0, t′) = −G22A(T, t′) .

(4.29)

Como para las condiciones antiperiódicas no hay modos cero asociados al operador

matricial

(
2 −i∂t
i∂t 0

)
, resulta que las funciones GijA(t, t′) satisfacen la ecuación

(
2 −i∂t
i∂t 0

)(
G11A(t, t′) G12A(t, t′)

G21A(t, t′) G22A(t, t′)

)
=

(
δ(t− t′) 0

0 δ(t− t′)

)
. (4.30)
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Resolviendo esta ecuación matricial con las condiciones (4.29), se obtiene(
G11A(t, t′) G12A(t, t′)

G21A(t, t′) G22A(t, t′)

)
=

(
0 i •GA(t, t′)

i •GA(t′, t) 2GA(t, t′)

)
, (4.31)

donde las funciones de Green son

GA(t, t′) ≡ GA(t− t′) ≡ −1

2
|t− t′|+ T

4
,

•GA(t, t′) ≡ ∂tGA(t− t′) ≡ −1

2
ε(t− t′) .

(4.32)

Queda entonces por considerar el cálculo del valor medio 〈1〉 con estas condiciones
periódicas y antiperiódicas. El argumento para calcularlo es idéntico al expuesto en
la sección anterior, partiéndose esta vez desde (3.95) y obteniéndose entonces un
resultado similar a (4.27) pero involucrando la métrica gij(x) = f(x∂)δij evaluada
en puntos del borde x∂ = (x1, . . . , xD, 0). El resultado es

〈1〉 =

(
f(x∂)

4πT

)(D+1)/2

exp

{
− (xD+1)2

T
f(x∂)

}
. (4.33)

4.5. Valor medio de la delta de Dirac y función de
Heaviside

Al calcular el potencial efectivo (2.43) o (2.56) en la variedad ‘duplicada’ M̃
debe utilizarse la métrica (4.3) y el potencial (4.4) (además de (4.22) si se trabaja
con condiciones de borde de Robin). Esto conduce a que sobre el potencial efectivo
aparezcan deltas de Dirac y funciones de Heaviside. Al trabajar con la expresión
perturbativa (3.16) o (3.17) surgen entonces valores medios de la forma 〈δ(q + x)〉
y 〈θ(q + x)〉 (posiblemente acompañados de varios campos q y p). En la presente
sección se discute cómo calcularlos.

Antes de proceder, debe notarse que los valores medios de estas distribuciones
no son exclusivos de variedades con borde; en variedades sin borde también pueden
aparecer en cualquier punto donde la métrica gij(x) sea no derivable, gracias a los
contratérminos −R + gijΓlikΓ

k
jl. Entonces la discusión de la presente sección bien

podría haber sido parte del capítulo 3. No obstante, debido a que en variedades
sin borde estas distribuciones pueden no aparecer (efectivamente, no aparecieron en
ninguna de las aplicaciones de la sección 3.4) pero sí aparecen necesariamente en
variedades con borde, se ha decidido presentar recién aquí este tema.

La clave para calcular los valores medios de estas distribuciones consiste en uti-
lizar sus desarrollos de Fourier

δ(x) =

∫ ∞
−∞

dω

2π
eiωx , (4.34)
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θ(x) =

∫ ∞
−∞

dω

2πi

eiωx

ω − i0
. (4.35)

Esta última expansión eventualmente es acompañada por

1

ω − i0
= PV

(
1

ω

)
+ iπ δ(ω) , (4.36)

donde PV es simplemente el valor principal.

Con este método, se puede observar que el problema de calcular valores medios
que involucren a δ(q + x) y θ(q + x) se convierte en el problema de calcular valores
medios que involucren a eiωq. El cálculo de estas cantidades se realiza de manera
similar a (3.21) y (3.61), excepto que tras realizar las derivaciones no deben eva-
luarse todos los campos fuentes en j = 0, sino que el campo fuente asociado con la
coordenada presente en la exponencial debe ser evaluado en j = ω δ(t− t1).

A continuación se listan algunos valores medios que involucran a la exponencial
eiωq. Concretamente, se escogieron aquellos que resultan relevantes para la aplicación
de la sección 4.7. Para simplificar la notación, se define x∂ = (x1, x2, . . . , xD, 0). Si
en la última coordenada se asignan condiciones periódicas, se obtiene

〈e−iωqD+1(t1)〉 =

(
f(x)

4πT

)(D+1)/2

exp

{
− T

12

ω2

f(x)

}
,

〈qD+1(t1)e−iωq
D+1(t1)〉 =

(
f(x)

4πT

)(D+1)/2

(−i)T
6

ω

f(x)
exp

{
− T

12

ω2

f(x)

}
,

〈pi(t1)e−iωq
D+1(t1)〉 = 0 ,

〈pi(t1)qD+1(t1)e−iωq
D+1(t1)〉 = 0 ,

〈pi(t1)pj(t1)e−iωq
D+1(t1)〉 =

(
f(x)

4πT

)(D+1)/2
f(x)

2T
δij exp

{
− T

12

ω2

f(x)

}
,

〈pi(t1)pj(t1)qD+1(t1)e−iωq
D+1(t1)〉 =

(
f(x)

4πT

)(D+1)/2

(−i) ω
12
δij exp

{
− T

12

ω2

f(x)

}
.

(4.37)

En cambio, si en la última coordenada se asignan condiciones antiperiódicas, se tiene

〈e−iωqD+1(t1)〉 =

(
f(x∂)

4πT

)(D+1)/2

exp

{
− (xD+1)2

T
f(x∂)

}
× exp

{
− T

4

ω2

f(x∂)

}
,
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〈qD+1(t1)e−iωq
D+1(t1)〉 =

(
f(x∂)

4πT

)(D+1)/2

exp

{
− (xD+1)2

T
f(x∂)

}
× (−i)T

2

ω

f(x∂)
exp

{
− T

4

ω2

f(x∂)

}
,

〈pi(t1)e−iωq
D+1(t1)〉 = 0 ,

〈pi(t1)qD+1(t1)e−iωq
D+1(t1)〉 = 0 ,

〈pi(t1)pj(t1)e−iωq
D+1(t1)〉 =

(
f(x∂)

4πT

)(D+1)/2

exp

{
− (xD+1)2

T
f(x∂)

}
× f(x∂)

2T

(
δij − δD+1

i δD+1,j

)
exp

{
− T

4

ω2

f(x∂)

}
,

〈pi(t1)pj(t1)qD+1(t1)e−iωq
D+1(t1)〉 =

(
f(x∂)

4πT

)(D+1)/2

exp

{
− (xD+1)2

T
f(x∂)

}
× (−i)ω

4

(
δij − δD+1

i δD+1,j

)
exp

{
− T

4

ω2

f(x∂)

}
.

(4.38)
Resulta entonces que el presente método para calcular los valores medios de

las deltas no requieren la introducción de nuevas herramientas ni trucos, ya que
pueden calcularse directamente mediante la funcional generatriz. Por otro lado, el
método también introduce una nueva integral (respecto de ω). Dicha integral para la
distribución delta de Dirac es inmediata, mientras que para la función de Heaviside
requiere del uso de (4.36).

4.6. Resumen: términos directos e indirectos

A continuación se resumen los resultados de las secciones anteriores, poniéndolos
a todos ellos juntos en pocas expresiones.

Términos directos

En primer lugar, considérese la integral directa en la ecuación (4.6) pero aña-
diendo el potencial extra que aparece con las condiciones de borde de Robin, es
decir ∫

M
dD+1x

√
g(x) 〈x| e−T

(
H̃′+V∂(xD+1)

)
|x〉 (4.39)

donde H̃ ′+V∂(x
D+1) = H̃−m2− 2 S√

f(x)
δ(xD+1), en tanto que H̃ es simplemente el

mismo hamiltoniano H de la partícula ficticia pero ‘duplicado’. A continuación debe
realizarse el reemplazo x→ x+ q y utilizar las integrales de caminos en términos de
q.
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Si se trabaja en el espacio de configuraciones llano, la integral directa se convierte
entonces en ∫

M
dD+1x

∫
Dq e−S[q] =

∫
M
dD+1x

〈
e−

∫ T
0 dtHint(q)

〉
, (4.40)

donde Hint(q) está dado por

Hint(q) =

[
∂2Ṽ
∂ϕ2

]
ϕ=ϕcl(x+q)

− 2
S√

f(x+ q)
δ(xD+1 + qD+1) . (4.41)

Para resolver el valor medio en (4.40) se expande la exponencial y se calculan los
valores medios en cada término según se describe en las secciones 4.3 y 4.5.

Si en cambio se trabaja en el espacio de fases curvo, la integral directa se convierte
entonces en ∫

M
dD+1x

∫
DqDp e−S[q,p] =

∫
M
dD+1x

〈
e−

∫ T
0 dtHint(q,p)

〉
, (4.42)

donde Hint(q, p) está dado por

Hint(q, p) =

[
1

f̃(x+ q)
− 1

f̃(x)

]
δijpipj

− 1

4

[
R̃(x+ q)− g̃ij(x+ q)Γ̃lik(x+ q)Γ̃kjl(x+ q)

]
+

[
∂2Ṽ
∂ϕ2

]
ϕ=ϕcl(x+q)

− 2
S√

f(x+ q)
δ(xD+1 + qD+1) ,

(4.43)

donde se ha usado f̃(x) = θ(xD+1)f(x)+θ(−xD+1)f(x̃). Para resolver el valor medio
en (4.42) se expande la exponencial y se calculan los valores medios en cada término
según se describe en las secciones 4.4 y 4.5.

Términos indirectos

Ahora considérese la integral indirecta en la ecuación (4.6), nuevamente aña-
diendo el potencial extra que aparece con las condiciones de borde de Robin, es
decir ∫

M
dD+1x

√
g(x) 〈x̃| e−

(
H̃′+V∂(xD+1)

)
|x〉 (4.44)

donde H̃ ′ + V∂(x
D+1) = H̃ −m2 − 2 S√

f(x)
δ(xD+1), en tanto que H̃ es simplemente

el mismo hamiltoniano H de la partícula ficticia pero ‘duplicado’. A continuación
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debe realizarse el reemplazo x→ x+ (x̃− x)t/T + q = x− 2xD+1t/T + q y utilizar
las integrales de caminos en términos de q.

Si se trabaja en el espacio de configuraciones llano, la integral indirecta se con-
vierte entonces en∫

M
dD+1x

∫
Dq e−S[q] =

∫
M
dD+1x

〈
e−

∫ T
0 dtHint(q,q̇)

〉
, (4.45)

donde Hint(q, q̇) está dado por

Hint(q, q̇) = −
[
q̇D+1 − xD+1

T

]
xD+1

T

+

[
∂2Ṽ
∂ϕ2

]
ϕ=ϕcl(x−2xD+1t/T+q)

− 2
S√

f(x− 2xD+1 t/T + q)
δ(xD+1 + qD+1) .

(4.46)

Para resolver el valor medio en (4.45) se expande la exponencial y se calculan los
valores medios en cada término según se describe en las secciones 4.3 y 4.5.

Si en cambio se trabaja en el espacio de fases curvo, la integral indirecta se
convierte entonces en

∫
M

(
g̃(x)

g̃(x̃)

)1/4

dD+1x

∫
DqDp e−S[q,p] =

∫
M
dD+1x

〈
e−

∫ T
0 dtHint(q,p)

〉
, (4.47)

donde Hint(q, p) está dado por

Hint(q, p) =

[
1

f̃(x− 2xD+1t/T + q)
− 1

f̃(x)

]
δijpipj + 2i

xD+1

T
pD+1

− 1

4

[
R̃

(
x− 2

t

T
xD+1 + q

)
− g̃ij

(
x− 2

t

T
xD+1 + q

)
Γ̃lik

(
x− 2

t

T
xD+1 + q

)
Γ̃kjl

(
x− 2

t

T
xD+1 + q

)]
+

[
∂2Ṽ
∂ϕ2

]
ϕ=ϕcl(x−2xD+1 t/T+q)

− 2
S√

f(x− 2xD+1 t/T + q)
δ(xD+1 + qD+1) .

(4.48)

Nótese que el cociente g̃(x)/g̃(x̃) en (4.47) desaparece porque la métrica es duplicada
de forma par respecto de xD+1, lo que implica que g̃(x) = g̃(x̃). Para resolver el valor
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medio en (4.47) se expande la exponencial y se calculan los valores medios en cada
término según se describe en las secciones 4.4 y 4.5.

Condiciones de borde

Finalmente, según el tipo de condición de borde que se posea, a la integral directa
se le debe sumar o restar la integral indirecta. Además, puede que se deba forzar a
que la función S sea igual a cero. La lista siguiente resume cómo proceder según los
tres tipos de condiciones de contorno analizados.

Condición homogénea de Dirichlet: se impone S = 0 y se calcula la integral
directa menos la integral indirecta.

Condición homogénea de Neumann: se impone S = 0 y se calcula la integral
directa más la integral indirecta.

Condición homogénea de Robin: se mantiene S 6= 0 y se calcula la integral
directa más la integral indirecta.

4.7. Aplicación: coeficientes de Seeley-DeWitt en la
bola BD+1

Los resultados del presente capítulo pueden ser inmediatamente aplicados al
cálculo de los coeficientes de Seeley-DeWitt en la bola llana BD+1 de radio L, es
decir, el interior de la esfera SD.

En primer lugar, considérese a la variedad llana BD+1 inmersa en RD+1, de
manera que puede ser descripta por un sistema de coordenadas yi que satisfacen
δijy

iyj ≤ L2. El borde de dicha variedad es ∂BD+1 ≈ SD, y puede ser descripto
mediante δijyiyj = L2.

A continuación considérense las siguientes transformaciones, que representan una
“proyección estereográfica generalizada”:

xi = L
2Lyi

L2 + δjkyjyk − 2LyD+1
si i = 0, . . . , D ,

xD+1 = L
L2 − δjkyjyk

L2 + δjkyjyk − 2LyD+1
.

(4.49)

Es inmediato notar que estas nuevas coordenadas satisfacen que cada xi toma valores
en todo R si i = 0, . . . , D, que xD+1 ≥ 0, y que xD+1 = 0 se corresponde con el
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borde δijyiyj = L2. Por su parte, la transformación inversa a (4.49) es

yi = L
2Lxi

L2 + δjkxjxk + 2LxD+1
si i = 0, . . . , D ,

yD+1 = L
δjkx

jxk − L2

L2 + δjkxjxk + 2LxD+1
.

(4.50)

Respecto del diferencial de longitud ds, es posible escribir

ds2 = δijdy
idyj = δij

(
∂yi

∂xk

)(
∂yj

∂xl

)
dxkdxl =

4L4 δkl
[L2 + δmnxmxn + 2LxD+1]2

dxkdxl ,

(4.51)

lo cual implica que la métrica (conformemente plana) inducida por la proyección es

gij(x) =

(
2L2

L2 + δmnxmxn + 2LxD+1

)2

δij . (4.52)

La métrica inversa es entonces

gij(x) =

(
L2 + δmnx

mxn + 2LxD+1

2L2

)2

δij , (4.53)

la cual puede observarse que resulta proporcional a un polinomio cuártico respecto
de las coordenadas xi. Por este hecho, el estudio de los coeficientes de Seeley-DeWitt
de la variedad BD+1 llana es más sencillo si se trabaja en el espacio de fases. En lo
sucesivo, se trabajará precisamente en dicho espacio.

A continuación, considérese la variedad ‘duplicada’ B̃D+1. Su métrica se obtiene
extendiendo de forma par sobre xD+1 a la métrica en BD+1. En otras palabras, la
métrica inversa ‘duplicada’ es

g̃ij(x) =

(
L2 + δmnx

mxn + 2L|xD+1|
2L2

)2

δij =
{
h(x)− f(x) θ(−xD+1)

}
δij (4.54)

donde

h(x) =

(
L2 + δmnx

mxn + 2LxD+1

2L2

)2

,

f(x) = 2
(L2 + δmnx

mxn)xD+1

L3
.

(4.55)

A partir de (4.54) es posible calcular

√
g̃(x)

∣∣∣
xD+1≥0

= h(x)−(D+1)/2 =

(
2L2

L2 + δnmxmxn + 2LxD+1

)D+1

, (4.56)
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así como también los términos de curvatura del potencial efectivo, los cuales resultan

− R̃(x) + g̃ij(x)Γ̃lik(x)Γ̃kjl(x)

=− 2D
L2 + δnmx

nxm

L3
δ(xD+1) + 4

D − 1

L3
xD+1θ(−xD+1)

− D − 1

L4

[
L2 + δnmx

nxm + 2LxD+1

]
.

(4.57)

Estos resultados junto con la técnica desarrollada en el presente capítulo (re-
sumida en la sección 4.6) permiten calcular la traza (4.6) para un campo escalar
en BD+1 con condiciones de borde homogéneas de Dirichlet, Neumann o Robin. A
continuación, se aplican estos resultados al cálculo de los primeros tres coeficientes
de Seeley-DeWitt para el caso libre sobre una variedad euclídea con forma de disco
(es decir, en B2). En particular, esto lleva a obtener la anomalía conforme de dicha
teoría.

4.7.1. Anomalía conforme de un campo escalar libre en un
disco

En la presente sección se busca calcular los coeficientes a0(B2), a1(B2) y a2(B2)

de la expansión (2.73) para la teoría libre (con V = 0), y finalmente usar la ecuación
(2.78) para obtener la anomalía conforme (integrada) de la teoría. Por medio de la
propia expansión (2.73) es inmediato observar que para lograr el objetivo propuesto,
es necesario calcular la traza (4.6) hasta orden T 0. Para ello, es útil recordar que q
y p son de orden T 1/2 y T−1/2 respectivamente, y que en consecuencia ω es orden
T−1/2 y x2 es orden T 1/2. Teniendo esto en cuenta, es sencillo ver que los términos
que se calculan a lo largo de toda la presente sección son los únicos necesarios para
obtener los coeficientes deseados.

Antes de comenzar efectivamente con los cálculos, se aclara que se opta por
trabajar en el espacio de fases con trayectorias que satisfacen condiciones de contorno
(anti-)periódicas. De este modo, son válidos todos los valores medios explicitados en
la sección 4.5.
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Términos directos

El potencial efectivo para los términos directos de la presente teoría se puede
calcular mediante (4.43), resultando

Hint(q, p) =

[
h(x+ q)− h(x) + f(x)θ(−xD+1)

]
δijpipj

− f(x+ q) δijpipj θ(−x2 − q2)

− 1

2

[
L2 + δnm(x+ q)m(x+ q)n

L3
+ 4

√
h(x+ q)S

]
δ(x2 + q2) .

(4.58)

Al calcular la traza (4.6) es necesario integrar sólo sobre la región xD+1 > 0, lo
cual lleva a que la función de Heaviside en la primera línea de (4.58) sea igual a
cero. Con esta consideración en cuenta, resulta que el potencial efectivo se simplifica
ligeramente, resultando

Hint(q, p) =

[
h(x+ q)− h(x)

]
δijpipj − f(x+ q) δijpipj θ(−x2 − q2)

− 1

2

[
L2 + (x1 + q1)2 + (x2 + q2)2

L3
+ 4

√
h(x+ q)S

]
δ(x2 + q2) .

(4.59)

Para calcular los diferentes valores medios con este potencial efectivo, es necesario
utilizar las ecuaciones (4.37), que se corresponden con condiciones periódicas para
las trayectorias en el espacio de fases. Al tener condiciones periódicas sobre la última
coordenada, estas ecuaciones son apropiadas para el cálculo de los términos directos.
Para el presente caso, debe tenerse en cuenta que D = 1 y g(x)−1/2 = h(x) =(
L2+(x1)2+(x2)2+2Lx2

2L2

)2.

Ahora bien, la contribución a orden T−1 de (4.42) es simplemente

∫
B2
d 2x 〈1〉 =

L2

4T
. (4.60)

Siguiendo con cuidado los órdenes en T de los propagadores, es fácil ver que no
hay orden T−1/2 proveniente de los términos directos. Finalmente, el orden T 0 está
dado por tres términos provenientes de ‘bajar’ una sola vez al potencial efectivo.
Dichos tres términos son los siguientes, correspondiendo cada uno de ellos a los tres
términos que conforman al potencial efectivo (4.59):

− 2

L2

∫
B2
d 2xh(x) δijδ

kl
(
xi + Lδi2

)∫ T

0

dt1

〈
qj(t)pk(t1)pl(t1)

〉
= 0 , (4.61)
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2

∫
B2
d 2x

L2 + (x1)2

L3

∫ T

0

dt1

∫ ∞
−∞

dω

2πi

e−iωx
2

ω − i0

× δij
〈
pi(t1)pj(t1)

(
x2 + q2(t1)

)
e−iωq

2(t1)
〉

= − 1

12
+O(

√
T ) , (4.62)

1

2

∫
B2
d 2x

[
L2 + (x1)2 + (x2)2

L3
+ 4

√
h(x)S

] ∫ T

0

dt1

∫ ∞
−∞

dω

2π
e−iωx

2

〈
e−iωq

2(t1)

〉
=

1

4
+
LS

2
+O(

√
T ) . (4.63)

Finalmente, sumando las ecuaciones (4.60) a (4.63) resulta que la integral directa
de la traza es

∫
B2
d 2x

√
g(x) 〈x| e−

(
H̃′+V∂(x2)

)
|x〉 =

L2

4T
+

1

6
+
LS

2
+O(

√
T ) . (4.64)

Términos indirectos

El potencial efectivo para los términos indirectos de la presente teoría se puede
calcular mediante (4.48), resultando

Hint(q, p) =

[
h

(
x− 2

t

T
x2 + q

)
− h(x)

]
δijpipj

−
[
f

(
x− 2

t

T
x2 + q

)
θ

(
− x2

(
1− 2

t

T

)
− q
)

− f(x)θ(−x2)

]
δijpipj + 2i

x2

T
p2

− 1

2

[
L2 + δnm(x− 2x2t/T + q)m(x− 2x2t/T + q)n

L3

+ 4
√
h(x− 2x2t/T + q)S

]
δ
(
x2(1− 2t/T ) + q2

)
.

(4.65)

Según se sugiere en la sección (4.4), al trabajar con condiciones periódicas en los
caminos (antiperiódicas en la última coordenada para los términos indirectos) debe
pensarse que la coordenada de centro de masa xD+1 ≡ xD+1

CM presente en Hint(q, p)

es nula. De esta manera, toda la dependencia con xD+1 recae en los valores me-
dios a través de 〈1〉. Esta consideración simplifica ligeramente al potencial efectivo,
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resultando

Hint(q, p) =
1

4L4

[(
L2 + (x1 + q1)2 + (q2)2 + 2Lq2

)2

−
(
L2 + (x1)2

)2
]
δijpipj

− 2

L3

(
L2 + (x1 + q1)2 + (q2)2

)
q2 δij pipjθ(−q2)

− 1

2

[
L2 + (x1 + q1)2 + (q2)2

L3
+ 4

√
h(x+ q)S

]
δ(q2) .

(4.66)

Para calcular los diferentes valores medios con este potencial efectivo, es necesario
utilizar las ecuaciones (4.38), que se corresponden con condiciones periódicas en x1 y
antiperiódicas en x2 para las trayectorias en el espacio de fases. Al tener condiciones
antiperiódicas sobre la última coordenada, estas ecuaciones son apropiadas para el
cálculo de los términos indirectos. Para el presente caso, debe tenerse en cuenta que
D = 1 y g(x)−1/2 = h(x) =

(L2+(x1)2+(x2)2+2Lx2

2L2

)2.

Ahora bien, siguiendo con cuidado los órdenes en T de los propagadores, es fácil
ver que no hay orden T−1 proveniente de los términos indirectos. Por otra parte, la
contribución a orden T−1/2 es simplemente

∫
B2
d 2x 〈1〉 =

L

4

√
π

T
. (4.67)

Finalmente, el orden T 0 está dado por tres términos provenientes de ‘bajar’ una sola
vez al potencial efectivo. Dichos tres términos son los siguientes, correspondiendo
cada uno de ellos a los tres términos que conforman al potencial efectivo (4.66):

− 1

L4

∫
B2
d 2x

(
L2 + (x1)2

)
δijδ

kl
(
xi + (L− x2)δi2

)∫ T

0

dt1

〈
qj(t)pk(t1)pl(t1)

〉
= 0 ,

(4.68)

2

∫
B2
d 2x

L2 + (x1)2

L3

∫ T

0

dt1

∫ ∞
−∞

dω

2πi

1

ω − i0
δij
〈
pi(t1)pj(t1)q2(t1)e−iωq

2(t1)
〉

= −1

4
,

(4.69)

1

2

∫
B2
d 2x

[
L2 + (x1)2

L3
+4
√
h(x∂)S

] ∫ T

0

dt1

∫ ∞
−∞

dω

2π

〈
e−iωq

2(t1)

〉
=

1

4
+
LS

2
. (4.70)

Finalmente, sumando las ecuaciones (4.67) a (4.70) resulta que la integral indirecta
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de la traza es

∫
B2
d 2x

√
g(x) 〈x̃| e−

(
H̃′+V∂(x2)

)
|x〉 =

L

4

√
π

T
+
LS

2
+O(

√
T ) . (4.71)

Coeficientes de Seeley-DeWitt y anomalía conforme

Para encontrar la traza del operador de evolución en el disco deben sumarse o
restarse (dependiendo de las condiciones que satisfaga el borde) la integral directa
(4.64) y la integral indirecta (4.71). Al hacer esto, y suponiendo por simplicidad
que el campo escalar no tiene masa (de manera que las ecuaciones (3.6) y (4.6) son
iguales) resulta

TrB2 e−TĤ =
1

4πT

[
πL2 ∓

√
π3L2T +

(
2π

3
+ 2π(1∓ 1)LS

)
T +O(T 3/2)

]
. (4.72)

A continuación se escribe esta traza según las condiciones de borde.

Para condiciones homogéneas de Dirichlet (es decir, con el signo ‘−’ y con
S = 0), resulta

TrB2 e−TĤ ∼
L2

4T
−
√
πL

4
√
T

+
1

6
. (4.73)

Para condiciones homogéneas de Neumann (es decir, con el signo ‘+’ y con
S = 0), resulta

TrB2 e−TĤ ∼
L2

4T
+

√
πL

4
√
T

+
1

6
. (4.74)

Para condiciones homogéneas de Robin (es decir, con el signo ‘+’ y con S 6= 0),
resulta

TrB2 e−TĤ ∼
L2

4T
−
√
πL

4
√
T

+

(
1

6
+ LS

)
. (4.75)

Todos estos resultados se encuentran en perfecto acuerdo con lo que se puede calcular
a partir de [21].

Tomando nuevamente la ecuación (4.72), es inmediato ver que los coeficientes de
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Seeley-DeWitt son

a0(B2) = πL2 = Vol(B2) ,

a1(B2) = ∓
√
π3L2 = ∓

√
π

2
Vol(S1) = ∓

√
π

2
Vol(∂B2) ,

a2(B2) = 2π

(
1

3
+ (1∓ 1)LS

)
= 2π

(
1

3
+ 2LS

)
,

(4.76)

donde en el último paso se ha usado que el signo ‘−’ sólo aparece en el caso S =

0. Finalmente, por medio de la ecuación (2.78) es inmediato ver que la anomalía
conforme (integrada) es ∫

B2
d 2x 〈T ii 〉 =

a2(B2)

4π
=

1

6
+ LS . (4.77)
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Capítulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

De forma resumida, fueron presentadas las herramientas necesarias para desa-
rrollar el formalismo línea de mundo, construyendo la primera cuantización de una
partícula puntual en la formulación time-slicing tanto en el espacio de fases como
en el espacio de configuraciones. Para ello se incluyó una discusión sobre el orden
de Weyl y se postuló un hamiltoniano para un bosón libre que resulta invariante
ante transformaciones generales de coordenadas. Como las integrales de caminos en
el espacio de configuraciones requerían la introducción de campos ghost, se limitó el
análisis en este espacio para el caso llano donde dichos campos no son necesarios,
relegando el estudio de los espacios curvos sólo al espacio de fases. Paralelamente,
se comentaron varios elementos de teorías cuánticas de campos aplicadas al caso de
un campo escalar real, a saber, su función de partición, la acción efectiva a un loop,
las anomalías – con énfasis en la anomalía conforme – y las funciones β.

Con las herramientas presentadas se procedió a construir el formalismo línea de
mundo para variedades sin borde con curvatura no singular. Se comenzó establecien-
do la correspondencia entre el operador de fluctuaciones cuánticas de una teoría de
campos con el hamiltoniano de una partícula puntual. Luego se definió la funcional
generatriz, herramienta crucial para realizar los cálculos de los correladores, tanto en
el espacio de fases curvo como en el de configuraciones llano. Los resultados fueron
aplicados a una serie de problemas diversos: en primer lugar, se estudió la termodi-
námica de un campo escalar libre y sin masa en S1 calculando la correspondiente
función de partición y, a partir de la misma, la entropía, energía y presión de vacío.
Luego se calculó la función β de la teoría λϕ4, debiendo previamente obtenerse la
acción efectiva de dicha teoría a un loop. Por último, se calculó la anomalía conforme
de un campo escalar libre y sin masa en S2.

Los conocimientos hasta aquí desarrollados permitieron extender el estudio a al-
gunas variedades con borde y con curvatura no singular; concretamente, se consideró
como variedad de estudio al semiespacio RD×R+ con métrica conformemente llana.
Introduciendo el método de las imágenes, se estableció cómo una reflexión simétrica
de tanto el potencial como de la métrica permiten convertir el problema de estudio
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en uno cuya variedad no posee borde pero sí una curvatura singular (descripta sólo
en términos de deltas de Dirac y funciones de Heaviside), detallando también cómo
simular las condiciones de borde en esta nueva variedad ‘duplicada’. Como caso par-
ticular, se mostró cómo simular las condiciones homogéneas de Dirichlet, Neumann y
Robin. Luego se redefinió la funcional generatriz para poder calcular correctamente
los correladores. Por último, se aplicaron los resultados obtenidos para estudiar el
cálculo de los coeficientes de Seeley-DeWitt de una teoría de campo escalar en la
bola BD+1 – cuyo borde es la esfera SD –, definiendo la trasformación que mapea
dicha bola al semiespacio. Como caso aún más particular, estos resultados fueron
utilizados para calcular los primeros tres coeficientes de Seeley-DeWitt en el disco
B2, obteniendo la anomalía conforme de un campo escalar libre y sin masa en dicha
variedad.

El objetivo principal del presente trabajo de diploma consistió en mostrar una
técnica que permite el estudio de teorías de campos cuánticos en algunas variedades
con borde. El procedimiento exhibido admite una amplia gama de generalizaciones
y aplicaciones concretas. Hasta ahora, en la literatura sólo se ha establecido una
formulación de línea de mundo para el estudio de campos cuánticos en variedades
con bordes llanos (excepto en [14]): en primer lugar, condiciones de Dirichlet y
Neumann fueron analizadas en [11, 13]; luego, con base en [22], se consideraron
condiciones de borde de Robin [12] y condiciones de matching específicas [23] en
interfaces llanas. El procedimiento descripto en el presente trabajo para el interior
de una esfera puede ahora – además de ser aplicado a interfaces curvas – utilizarse con
estas condiciones de matching más generales, y se espera lograr la misma eficiencia
de cálculo previamente observada utilizando técnicas de primera cuantización.

También merece ser considerada la extensión a otro tipo de condiciones de bor-
de. En [24] fue construida una medida browniana que describe apropiadamente a
todas las extensiones autoadjuntas para una partícula unidimensional comprendida
entre paredes infinitas. En [25], este resultado fue generalizado a la familia infinito-
dimensional de condiciones de borde para una partícula en el semiplano; sería in-
teresante considerar si esta formulación admite una representación en el formalismo
línea de mundo (si se apunta a considerar las condiciones de borde más generales [26],
deben tenerse en cuenta las dificultades discutidas en [27,28]).

En este contexto, también sería interesante rever el detallado análisis en [29] (ver
también [30, 31]) que muestra que la energía de Casimir en presencia de superficies
físicas contiene divergencias que no pueden ser removidas mediante contratérminos
adecuados en la lagrangiana. Estas divergencias son inocuas a la hora de computar
las fuerzas de Casimir entre diferentes superficies, pero generaron dudas acerca de
la correcta definición de la tensión de Casimir en cada una de ellas. De hecho, el
problema aparece en la vecindad de bordes tipo delta, por lo que el formalismo
línea de mundo podría ser aplicado a estos modelos pues los resultados expuestos
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en el presente trabajo ya incorporan fondos del tipo delta, y pueden ser fácilmente
adaptados al cálculo de densidades de energía.

Estas generalizaciones no sólo se motivan por las aplicaciones a cálculos analíti-
cos. En las últimas dos décadas, el formalismo línea de mundo ha probado ser una
herramienta poderosa para la computación numérica de cantidades físicas en teorías
cuánticas de campos. Este enfoque se originó en la evaluación numérica de acciones
efectivas en problemas analíticamente resolubles [32], pero desde entonces ha sido
utilizado en una amplia variedad de contextos. En [33] fue usado en su forma de
Minkowski para estudiar la producción de pares por un fondo inhomogéneo. En par-
ticular, los métodos numéricos de línea de mundo son unas de las pocas alternativas
existentes con las cuales comparar los resultados experimentales vinculados al efecto
Casimir (considerado por primera vez en [15]; ver por ejemplo sus aplicaciones a otras
geometrías en [34, 35] y a medios más realistas en [36]). En este contexto, análisis
numéricos basados en líneas de mundo han sido utilizados para determinar el ran-
go de validez del esquema conocido como “proximity force approximation” [37, 38].
En [39,40] el método fue puesto a prueba computando las condiciones de energía po-
sitiva en varios arreglos de Casimir. Estos métodos numéricos están basados en una
generación Monte Carlo de ensambles línea de mundo que, aparte de proveer una
imagen intuitiva de la naturaleza no local de las fluctuaciones cuánticas, es compa-
rativamente barata gracias a su naturaleza probabilística (ver [41–44]); se considera
que las expresiones analíticas del presente trabajo de diploma pueden ser usadas
para poner a prueba las computaciones numéricas en otras geometrías (como por
ejemplo, geometrías esféricas).

Aún más importante, los métodos numéricos basados en líneas de mundo han
sido principalmente aplicados a bordes rígidos pero aún no han sido implementa-
dos bajo condiciones de Robin. La técnica mencionada en el presente trabajo de
diploma junto con [7,22,23] pueden motivar tal implementación. Nótese finalmente
que el método del presente trabajo no contiene ningún análisis de las condiciones de
energía (relevantes en espacios curvos). Estas líneas de investigación se encuentran
actualmente en progreso.
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