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Abstrak
Interaksi mahasiswa di perguruan tinggi merupakan suatu dinamika kehidupan sosial dalam suatu
selang waktu tertentu. Interaksi antar mahasiswa tersebut bisa berdampak positif maupun negatif.
Salah satu contoh dampak positif adalah mahasiswa yang memiliki prestasi standar ketika
berinteraksi dengan mahasiswa memiliki prestasi bagus maka ia mengalami kenaikan IPK yang
signifikan. Fenome dari interaksi antar mahasiswa telah berhasil dikonstruksi suatu model
matematika dalam tulisan ini. Selanjutnya, model matematika tersebut telah dibuktikan secara
analisis tentang kepositifan, terbatas dan stabil global.
Kata kunci: Mahasiswa, Model Matematika, stabil global.

1. PENDAHULUAN

Selama menempuh kuliah di perguruan tinggi mahasiswa sebagai makhluk sosial pasti
melakukan interaksi dengan sesama mahasiswa, sebab fitrahnya sebagai manusia maka mahasiswa
membutuhkan peran dan bantuan orang lain. Lebih khusus, mahasiswa berinteraksi dengan teman
sekelas, teman seangkatan, dan teman satu program studi. Dalam interaksi tersebut tentu saja ada
pengaruh positif maupun negatif. Pengaruh positif dari interaksi tersebut adalah mahasiswa yang
memiliki prestasi standar (IPK rendah) ketika berinteraksi dengan mahasiswa memiliki prestasi
bagus (IPK tinggi) maka mahasiswa memiliki prestasi standar secara signifikan akan mengalami
kenaikan IPK. Hal ini disebakan mahasiswa yang memiliki prestasi bagus (IPK tinggi) dapat
“menularkan” pengetahuannya kepada mahasiswa memiliki prestasi standar melalui proses belajar
bersama di lingkungan kost maupun lingkungan kampus. Ini sejalan dengan penelitian telah
dilakukan Putriaji Hendikawati [2] bahwa salah satu yang mempengaruhi IPK mahasiswa adalah
pergaulan dan kemampuan sosialisasi diri. Dinamika interaksi mahasiswa prestasi standar dengan
mahasiswa prestasi bagus akan dikonstruksi dalam suatu model matematika berdasarkan referensi
awal dari model SIR pada penyebaran penyakit menular. Tulisan ini bertujuan mengkonstruksi

model matematika teoritis mengenai dinamika interaksi mahasiswa di perguruan tinggi,
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membuktikan model secara analisis tentang positif invariant, terbatas dan stabil global dari titik
kesetimbangan bebas interaksi mahasiswa maupun titik kesetimbangan endemik interaksi
mahasiswa. Bukti stabil global yang menjadi rujukan dalam tulisan ini adalah prinsip invariant
LaSalle yang terdapat di kertas kerja Jafaruddin dkk [1] dan Yuni Yulida dkk [3].

2. METODE

2.1 Formulasi Matematika

Pada tulisan ini, populasi (N) dibagi menjadi tiga kelompok yaitu kelompok mahasiswa prestasi
standar (S ), kelompok mahasiswa prestasi bagus (/; ) dan kelompok mahasiswa prestasi super
bagus (I ). Skenario dan asumsi model sebagai berikut : Kelompok S adalah mahasiswa memiliki
prestasi standar akan rentan terpengaruh menjadi mahasiswa prestasi bagus (/;) atau menjadi
mahasiswa prestasi super bagus (I ) ketika antar mahasiswa tersebut melakukan interaksi. Begitu

juga dengan mahasiswa prestasi bagus ( |,) akan rentan terpengaruh menjadi mahasiswa prestasi
super bagus ( |,). Pada model ini dibatasi bahwa kelompok mahasiswa prestasi bagus dan kelompok

mahasiswa prestasi super bagus tidak akan menjadi kelompok mahasiswa prestasi standar ketika
terjadi interaksi antar mereka. Rombongan mahasiswa baru (A ) akan langsung berkontribusi
menambah kelompok S. Jumlah total populasi (N ) diasumsikan konstan. Laju trasnmisi dari
kelompok S ke kelompok /; lebih besar dari laju trasnmisi dari kelompok S ke kelompok .

Skema dari model disajikan sebagai berikut :

p
A
A @ p
—» S |— L > I,
us ply P

Gambar 1

Berdasarkan skema gambar 1 di atas maka diperoleh model sebagai berikut :
s S Sl

—=A—-a— S

dat N v M

dly S I 1

S g2t_piz_ g 1
dt N N Hh 1)
diy Sl LI

a =P TET L
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dimana :

a :laju transmisi dari S ke I;
f :laju transmisi dari I; ke I,
p :laju transmisi dari S ke I,

Titik kesetimbangan bebas interaksi antar mahasiswa dari persamaan (1) ada tiga yaitu E, =

= (M o, Nzw — (e Nlew
v, 0, 0), By = (=%,0, HEH), dan B, = (&7, M, 0) 2)
Sedangkan titik kesetimbangan endemik interaksi antar mahasiswa berdasarkan persamaan (1)
adalah sebagai berikut:
Ey =(S",11, I3)
. « _ BN « _ Nap—pB+tuf—up) 1« _ N(af—au—putpr)
di mana §* = 22572, b @p-mp L (@+f-p) B ®)

2.1 Formula Bilangan Reproduksi Dasar Model
Akan dicari nilai bilangan reproduksi dasar (R,) dengan menggunakan next generation matrix

sebagai berikut:

Selanjutnya next generation matrix di titik E, dari model (1) adalah

NGM = 4)

O ®IR
Tl O

NGM pada persamaan (4) memiliki dua nilai eigen, yaitu % dan ﬁ sehingga bilangan reproduksi

dasar adalah Ry = maks { % , 5 } (5)

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1 Analisis Matematika Model
Lemma 3.1.1 Pada kondisi awal non-negatif sistem persamaan (1) dapat disajikan sebagai berikut:
S§(0) =0, I;1(0) =0, dan I;(0) = 0, maka penyelesaian dari S(t), I;(t), dan I;(t) dari model (1)

selalu non-negatif untuk setiap waktu t > 0.

Bukti:

Berdasarkan persamaan (1) maka diperoleh

B _p_gdh_, 53k _ as ,p L L P _
dt—A a— ~ yS(z)dte +(aN+pN+y)Se =AeP

11(7)
N

DimanaszOta dr+p12Nﬂdr+ut.

t I1(7) I(7)
Akibatya S(t) = S(0) + fOtA e[fo e 5P artp AP avtpt | dr.

24



Jurnal Diferensial, Volume 03, Nomor 01, April 2021
E-ISSN: 2775-9644

Jadi, terbukti bahwa S(t) > 0, untuk setiap waktu t > 0.
Bukti I,(t) = 0 sebagai berikut:
dly S oLl

Dari persamaan (1) diperoleh bahwa T T—#h dan I;(t) =1,(0) +

t S(1) I5(T)
eho (a BN ) ar. Jadi, terbukti bahwa [;(t) = 0, untuk setiap waktu t > 0.
Bukti I,(t) = 0 sejalan dengan bukti S(t) > 0 dan [;(t) > 0. m

Lemma 3.1.2 The feasible region Q) yang didefinisikan sebagai berikut:

0= {(S, IL,L)ERS:S 1,1, >0, S+, +1, < %} adalah positif invariant terhadap persamaan (1).
Bukti:

N=S+1+1I,, di mana N = jumlah total populasi = konstan. Jadi, diperoleh Z—IZ +uN =A<
N(t) = % + N(0) et —ﬁ e H, untuk t - oo berakibat N - %, jumlah total populasi dalam jangka

waktu panjang akan terbatas oleh %. u

3.2 Analisis kestabilan Global
Pada bagian ini akan dibuktikan bahwa titik kesetimbangan bebas interaksi mahasiswa E, =
(N,0,0) dan titik kesetimbangan endemik interaksi antar mahasiswa E3 = (S*,1{,I; ) masing-

masing merupakan titik stabil asimtok global di Q.

Teorema 3.2.1: Kestabilan Global titik kesetimbangan
(i) Jika Ry <1 maka E, = (N,0,0) stabil asimtotik global
(ii) Jika Ry > 1 maka E3 = (S*, 17,13 ) stabil asimtotik global
Bukti :
(i) Dibentuk fungsi Lyapunov U: { (S, I, ,) € Q: S,I;,I; >0} > R dengan rumus sebagai
berikut :
s

UGS, Iy, 1) = [s —~N-NIn (ﬁ)] + I, + I, maka diperoleh U(Ey) = 0, dan

du _ (dS N dS\ , dl , dl
dt_( )+dt+dt (6)

Substitusi persamaan (1) dan (5) ke persamaan (6) maka diperoleh,

Z—‘Z=A—u5—%,4+a11+p12+y1v—;ul—ulz )
atau ekuivalen dengan

= —us—(3-1)A+(Ro-Dph+(Ro— Dl 8)
aw - K S 0 Hih 0 Kl

Subtitusi titik Ey ke persamaan (8) maka diperoleh Z—lt] <0 bila Ry <1.

Dari persamaan (7), yaitu Z—Z = 0 jika hanyajika S=N,I; =0, dan I, = 0.
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Oleh karena itu , himpunan kompak invariant terbesar dalam { S L,L)eQ:: —= O} adalah

singleton { Ey} sehingga berdasarkan prinsip invariant LaSalle titik kesetlmbangan bebas interaksi
mahasiswa Ey = (N,0,0) merupakan titik stabil asimtok global di Q.
(ii) Didefinisikan fungsi Lyapunov L:{ (S L,1,b)eEQ:S,1;,I, >0} - R dengan rumus:

* * * I

LS L) = [S=5"=5"In (5)]+5 [L- L - n (11)] +e o= 15— 13 1n (i)]
maka diperoleh,
dL ds _sTds], u[dly I} di al, I3 di,
a | ae Sdt]+(x[dt I ] ﬁ[ I dt] ©)
Matriks Hesssian H(E3) sebagai berikut :

S*

- 0 0

1*
H(E3) =] 0 g é 0 |, dan matriks Hesssian H(E;) adalah definit positif karena
“l
0 0 %3

oL _ 5 9°LY) (9°LY _ (_O%L 5_ﬁ’_1 S_E’_lﬁl_z
o5z =522 0 (asz) (611) (as 611) =5ig >0 dan, det(H(Es)) = 2p 13 > 0.

« _ BN N (ap—pB+up— up) _ N(aB-au- Bu+pu)
sebab S = Z5p >0, = @) >0,dan I; = @i B—0) > 0.
dL

Oleh karena itu L merupakan fungsi konveks tegas, dan berdasarkan persamaan (9), yaitu — =0

jika dan hanyajika S=5",1; =17, dan I, =I3.
Jadi, titik E3 merupakan titik minimum global pada Q.

Selanjutnya, substitusi persamaan (1) dan (5) ke persamaan (9) maka diperoleh,
dL I ST I I
= (12F) [wros—pt) F-un]+ (1-7) [0 3+ (8 5-0) 2]+

<0 >0 <0 >0

( _E) [u &+( L) 7’3—20]<0 berlaku bila Ry > 1.

Iy N N
<0 >0
di mana:

BN

1-S—q_xbe_q__F Y<o, sebabN>Smaka—>1
S S a+f-p S

N (ap—pB+uB—pp)

Iy Iy (a+B-p) B 11 I
N (af-ap—Bu+pp)

—2=1 - (eFef g wN<O sebab N > I, maka —>1
I I (a+ﬁ p)ﬁ Iz
Oleh karena itu himpunan kompak invariant terbesar dalam { S I, L)eq: —= 0} adalah
singleton {E;} sehingga berdasarkan prinsip invariant LaSalle titik keset1mbangan endemik

interaksi antar mahasiswa E; = (S*,I,1; ) merupakan titik stabil asimtok global di . m
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4. SIMPULAN

Berdasarkan uraian sebelum maka disimpulkan bahwa model matematika interaksi antar
mahasisiwa berhasil dikonstruksi adalah sebagai berikut:

% =p % +BEE—pl,

Model tersebut telah dibuktikan secara analisis positif invariantnya, solusi selalu terbatas, dan titik
kesetimbangan bebas interaksi mahasiswa maupun titik kesetimbangan endemik interaksi

mahasiswa masing-masing adalah stabil asimtok global.
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