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Resumen— El uso de ductos es una alternativa importante en el transporte de fluidos, siendo un problema común de ingeniería obtener la 

caída (pérdida) de presión o transferencia de calor en el fluido. Para evaluar estos fenómenos, el número de Poiseuille (f ReDh) es de mucha 

importancia.  En el presente artículo, este número ha sido calculado para flujo laminar plenamente desarrollado en ductos de diferentes secciones 

trasversales usando el software TRANSCAL, el cual ha sido desarrollado por el Laboratorio de Simulación Numérica en Mecánica de Fluidos 

y Transferencia de Calor – SINMEC-, de la Universidad Federal de Santa Catarina. En la implementación de los cálculos realizados en el 

software, se introdujeron los parámetros utilizando la analogía entre la ecuación diferencial de cantidad de movimiento en la dirección del flujo 

y la ecuación diferencial de energía del fluido, con el objetivo de obtener la velocidad media del fluido en el ducto. 

Palabras Claves: capa límite hidrodinámica; capa límite térmica; flujo laminar; número de Poisuille; ecuación diferencial de cantidad de 

movimiento y de energía. 

 

Abstract— The use of pipelines is an important alternative in the transport of fluids, being a common engineering problem to obtain the 

decrease (loss) of pressure or transfer of heat in the fluid. To evaluate these phenomena, the number of Poiseuille (f ReDh) is especially 

important. In this article, this number has been calculated for fully developed laminar flow in ducts of different cross sections using TRANSCAL 

software, which has been developed by the Laboratory of Numerical Simulation in Fluid Mechanics and Heat Transfer - SINMEC-, of the 

Federal University of Santa Catarina. In the implementation of the calculations made in the software, the parameters were introduced using the 

analogy between the differential equation of amount of movement in the direction of flow and the differential equation of energy of the fluid, 

in order to obtain the average fluid velocity in the pipeline. 

Keywords: hydrodynamic boundary layer; thermal boundary layer; laminar flow; Poisuille number; differential equation of amount of 

movement and energy. 
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I. INTRODUCTION 
 

El estudio y aplicación de la transferencia de calor en problemas 

de ingeniería es muy utilizado, generalmente en problemas donde se 

involucra también el transporte de uno o más fluidos.  Dicha 

transferencia de calor puede ser de un fluido caliente a un fluido frio o 

entre un fluido y un sólido. El análisis del flujo en ductos es muy 

importante para obtener las características y la influencia de éste en la 

transferencia de calor y en la pérdida de energía a lo largo de su 

recorrido. Además, sus aplicaciones son tan variadas que van desde el 

diseño de máquinas hasta el diseño de intercambiadores de calor. 

Cuando se analiza el flujo en ductos, junto con transferencia de calor, 

surge la importancia de dos conceptos: la capa límite hidrodinámica y 

la capa límite térmica. Al analizar la pérdida de presión en un fluido 

que se desplaza por un ducto, es necesario obtener las características 

hidrodinámicas del flujo que contribuyan al análisis de la cantidad de 

movimiento, por tanto, un factor importante para evaluar la caída de 

presión es el factor de fricción (f) de acuerdo con [1], [2], [3], [4], [5], 

que es una de las incógnitas a encontrar en este trabajo, siendo 

necesario también obtener información del número de Poiseuille o 

factor f ReDh, factor que está conformado por el factor de fricción y 

por el número de Reynolds, éste último basado en el diámetro 

hidráulico (ReDh). 

 

 Con la metodología aquí descrita, el número de Poiseuille, es 

obtenido realizando el análisis de flujo laminar plenamente 

desarrollado en ductos de diferentes secciones trasversales, y como se 

puede observar en la figura 1, en un ducto se presentan dos regiones 

de análisis hidrodinámico de acuerdo con [6]–[11] un flujo en la región 

de entrada y uno en la región plenamente desarrollada. 

 

Para la transferencia de calor también se identifican dos regiones, 

de forma similar al análisis hidrodinámico, en donde se considera tanto 

el número de Poiseuille como el número de Nusselt en el análisis del 

flujo [12]–[19].  Aprovechando que el software Transcal permite la 

solución de la ecuación de energía para régimen permanente, se utiliza 

una analogía entre las ecuaciones de cantidad de movimiento, en la 

dirección principal de flujo y la ecuación de energía, con generación 

volumétrica en el fluido y de esta forma obtener el número de 

Poiseuille. 

 

En las siguientes secciones se presentan los análisis 

hidrodinámicos y térmicos para obtener el factor f ReDh, en ductos de 

diferentes secciones trasversales y se hace una comparación con los 

valores encontrados en la literatura. 

 

 

II. MARCO TEÓRICO Y PROCEDIMIENTO 

 
El flujo de fluido en un conducto puede ser modelado como un 

fluido que se traslada entre dos placas planas paralelas de ancho 

infinito, como el representado con la figura 1, donde se observa que se 

forman dos regiones hidrodinámicas distintas: la región de entrada o 

de flujo en desarrollo hidrodinámico, que es donde se crea el perfil de 

velocidad y la región hidrodinámica plenamente desarrollada, en 

donde el perfil de velocidad permanece invariable. 

 

a. Flujo en conductos cerrados 

 
En conductos cerrados, el flujo en la región plenamente 

desarrollada cuenta con la característica de que el esfuerzo cortante 

producido por el fluido en las paredes del ducto y el factor de fricción, 

no son función de la coordenada horizontal, dirección z, debido a que 

el perfil de velocidad en dicha dirección permanece contante. En esta 

región, para calcular las pérdidas de presión en el fluido, es importante 

conocer el factor de fricción (f), que se encuentra definido por la 

siguiente relación, de acuerdo con [20], [21]: 

 

f=
τw

0.5ρw̄2
 (1) 

donde 𝜏𝑤 es el esfuerzo cortante, 𝜌 es la densidad del fluido y �̄� 

es la velocidad media del fluido en el ducto. 

 

 
Figura 1: Ducto con flujo interior.  

Fuente: Fuente [6]. 

 

Además, la forma de identificar el régimen del flujo (laminar, 

transición o turbulento) exige la identificación del parámetro conocido 

como el número de Reynolds, el cual se calcula a partir del diámetro 

hidráulico (función del tipo de ducto), la densidad del fluido, la 

velocidad media del flujo, y la viscosidad dinámica, mediante la 

ecuación (2). 

 

ReDh =
ρw̄Dh

μ
 (2) 

 

El producto entre el factor de fricción y el número de Reynolds 

basado en el diámetro hidráulico es llamado Número de Poisuille 

(Po=f ReDh), este es un número que sólo depende de la forma de la 

sección trasversal del ducto [22], [23], [32], [33], [24]–[31]. 

 

Con el objetivo de obtener el Número de Poisuille, en un flujo 

laminar plenamente desarrollado, para distintas secciones de ducto, se 

utilizó el software Transcal®. 

 

b. Determinación del número de Poiseuille 

 

Considérese un flujo de fluido con una diferencia de presión 𝛥𝑝 a 

lo largo de un ducto de longitud L, sección trasversal A y perímetro P; 

aplicando el teorema de momentum en la dirección longitudinal, se 

obtiene la siguiente relación: 

 

ΔpA=τwPL 
(3) 

 

Sustituyendo 𝜏𝑤 de la ecuación (1) en la ecuación (3) se obtiene la 

siguiente relación: 

Δp

L
=

fρw̄2

2A
 

 

(4) 

 

 

Realizando una aproximación de 𝛥p/L=dp/dz, y teniendo en 

cuenta que el diámetro hidráulico es definido como Dh=4A/P al 

substituir en la ecuación (4) se obtiene una nueva relación para el 

factor de fricción así. 

 

f=
Dh

2ρw̄2

dp

dz
 (5) 

 

Por tanto, con la ecuación (2) y (5) se obtiene el número de 

Poiseuille, para un fluido en un ducto, en función del diámetro 

hidráulico así. 

  

f ReDh =
Dh

2

2w̄μ

dp

dz
 (6) 

 

De acuerdo con la ecuación (6), para obtener el número de 

Poiseuille, se requiere conocer la velocidad media del fluido en el 
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ducto y el gradiente de presión en la dirección longitudinal. Para un 

ducto de sección trasversal constante, el número de Poiseuille 

permanecerá constante ya que, como se ha mencionado anteriormente, 

este parámetro, bajo las condiciones aquí definidas, solo depende de 

la forma de la sección trasversal, por tal motivo, si este número se 

conoce para una sección trasversal determinada, se puede obtener el 

factor de fricción y calcular posteriormente la caída de presión. 

 

c. Análisis hidrodinámico y térmico 

 
Aplicando el principio de régimen permanente en un flujo laminar 

plenamente desarrollado en un ducto, en las ecuaciones de 

conservación de masa, ecuaciones de conservación de cantidad de 

movimiento (Navier-Stokes) y la ecuación de energía, se obtiene el 

siguiente sistema de ecuaciones, de acuerdo con [20]: 

 
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
=0 (7) 

u
∂u

∂x
+v

∂u

∂y
+w

∂u

∂z
=-

1

ρ

dp

dx
+

μ

ρ
(

∂
2
u

∂x2
+

∂
2
u

∂y2
+

∂
2
u

∂z2
) (8) 

u
∂v

∂x
+v

∂v

∂y
+w

∂v

∂z
=-

1

ρ

dp

dy
+

μ

ρ
(

∂
2
v

∂x2
+

∂
2
v

∂y2
+

∂
2
v

∂z2
) (9) 

u
∂w

∂x
+v

∂w

∂y
+w

∂w

∂z
=-

1

ρ

dp

dz
+

μ

ρ
(

∂
2
w

∂x2
+

∂
2
w

∂y2
+

∂
2
w

∂z2
) (10) 

u
∂T

∂x
+v

∂T

∂y
+w

∂T

∂z
=α (

∂
2
T

∂x2
+

∂
2
T

∂y2
+

∂
2
T

∂z2
) (11) 

 

Aplicando a las ecuaciones (7) - (10) las consideraciones que 

corresponden a la hipótesis de capa limite hidrodinámica, se realiza 

una simplificación para la solución de éstas cinco ecuaciones. Dichas 

consideraciones son: 

 

Inicialmente, realizando un análisis de orden de grandeza de los 

términos de ecuación de conservación de masa, considerando sólo las 

direcciones y y z, en la región plenamente desarrollada se tiene que a 

una distancia suficientemente lejos de la región de entrada, el orden de 

grandeza de z es L, el orden de grandeza de y es D y el orden de 

grandeza de w es Wm , lo cual substituyendo en la ecuación (7), da una 

escala para v de: v≈DWm/L, y como L es considerada lejos de la 

entrada, se considera que v ≈0, en la capa limite hidrodinámica. 

 

En la región plenamente desarrollada, los términos difusivos de las 

ecuaciones de cantidad de movimiento y de la ecuación de energía en 

la dirección z son despreciables, ya que los términos advectivos en z 

son dominantes en esta región. 

 

Con las consideraciones anteriores se obtiene que dp/dx=dp/dy=0. 

En la región plenamente desarrollada se tiene que v=0, u=0, y w 

es constante en z (dw/dz=0). 

 

Para las fronteras y=D/2 y y=-D/2 por tanto w=0. 

Con estas consideraciones, las ecuaciones de cantidad de 

movimiento se reducen a la ecuación de Navier-Stokes en la dirección 

z, así: 

 

dp

dz
=µ (

∂
2
w

∂x2
+

∂
2
w

∂y2
)   o   

1

µ

dp

dz
=∇2w     (12) 

 

La ecuación (12) deberá ser solucionada en el plano x-y, que 

corresponde al plano de la sección trasversal donde la velocidad w 

depende de x e y. Esta ecuación de Navier-Stokes por analogía, puede 

ser comparada con la ecuación de transferencia de calor por 

conducción bidimensional con generación volumétrica de calor 

descrita por Arpaci (1966) y temperatura nula o cero en las fronteras, 

cuya ecuación de energía es representada como: 

 
q´´´

k
=∇2T     (13) 

 

En la ecuación (13), q´´´ es la generación volumétrica de calor, T 

es la temperatura y se considera que la conductividad térmica (k)  es 

constante. 

 

De acuerdo con las ecuaciones (12) y (13) es posible hacer las  

consideraciones de que w=T y que (1/ μ)(dp/dz)=q´´´/k. Realizando 

adimensionalización de la ecuación (12), de acuerdo con White 

(1991), las nuevas variables adimensionales para w, y y x son las 

siguientes, donde se utiliza el gradiente de presión negativo para que 

la cantidad adimensional w* sea positiva. 

 

w*=-
w

Dh
2

μ
dp
dz

 
(14) 

x*=
x

Dh

 (15) 

y*=
y

Dh

 (16) 

 

Una vez realizada la substitución de las ecuaciones (14), (15) y 

(16) en la ecuación (12) se obtiene una ecuación diferencial para las 

nuevas variables de la forma: 

 

1=∇2w* (17) 

 

donde al comparar esta ecuación con la ecuación (12) es posible 

hacer la consideración de que (1/ μ)(dp/dz)= 1. Realizando la 

substitución del gradiente de velocidad de la ecuación (14) en la 

ecuación (6) se obtiene la siguiente relación: 

 

Po=fReDh
=

Dh
2

2w
*
 (18) 

 

donde la velocidad media adimensional w
*
 es el término necesario 

para calcular el número de Poiseuille, el cual tiene un valor constante 

en toda la sección trasversal y sólo cambia si hay una variación de la 

forma de la sección trasversal. 

 

d. Cálculo de la velocidad media 
 

La ecuación de transferencia de calor por conducción 

bidimensional, con generación volumétrica de calor, ecuación 13, con 

las condiciones de frontera establecidas (T=0), aplicada a la sección 

trasversal que se desea analizar, equivale a tener una distribución de 

temperatura que va de un valor máximo en el centro de la sección 

trasversal, hasta un valor cero en las fronteras.  Si la sección trasversal 

se analiza por un método que genera una cantidad de áreas como en la 

figura (2), cada área que compone la totalidad de la sección trasversal 

tendrá una temperatura y si dicha temperatura es conocida al igual que 

las áreas, se podrá realizar un cálculo de la temperatura media en la 

sección trasversal. 

 



Yesid Ortiz Sánchez, Elkin G. Florez Serrano, Raquel I. Laguado Ramírez 

110 
Aibi revista de investigación, administración e ingeniería. Volumen 8, Número 2, Mayo - Agosto de 2020, ISSN 2346-030X PP 107-112. 

 
Figura 2: Sección transversal con mallas de 4X4. 
Funte: Elaboración propia. 

 

Analizando la similitud entre las ecuaciones (13) y (17), si la 

generación de calor es conocida e igual a 1, aplicando las dos 

ecuaciones a una sección trasversal, la velocidad media puede ser 

obtenida usando la misma ecuación con la cual se calcula la 

temperatura media. 

 

w
*
=Tm=

∑ AiTi

AT

 (19) 

 

Donde Tm es la temperatura media, Ti es la temperatura de cada 

uno de los elementos de área, la cual puede ser obtenida usando el 

software Transcal, 𝐴𝑖 es el área de cada elemento de la sección 

trasversal de acuerdo con la malla generada y AT es el área total de la 

sección trasversal del ducto. 

 

El software Transcal, desarrollado en la Universidad Federal de 

Santa Catarina, permite la solución de la ecuación de trasferencia de 

calor, por conducción bidimensional, con generación de calor 

volumétrica y con el objetivo de obtener la temperatura media o 

velocidad adimensional media en dicho software, es necesario generar 

una malla para la sección trasversal requerida, tal y como se puede 

observar en las figuras 3 y 4, y mediante el software se obtiene la 

temperatura en cada uno de los elementos de área y conociendo el área 

total de la sección trasversal se obtienen los datos de Tm, en este caso, 

la velocidad media adimensional �̄�∗ de acuerdo con la ecuación (19). 

Los datos obtenidos del software Transcal, para la temperatura de cada 

uno de los elementos de área, son llevados a Excel, en donde es 

calculada también el área de cada uno de los elementos en que fue 

dividida la sección trasversal y así, contando con los valores de Ti y Ai, 

es realizado el cálculo de ∑ AiTi, donde el área total es dada por la 

geometría escogida. 

 

El valor de w
*
 obtenido, una vez hechos los cálculos en Excel, es 

substituido en la ecuación (18), con el respectivo valor de diámetro 

hidráulico, para finalmente obtener el número de Poiseuille. En el 

análisis de las diferentes geometrías se asume una generación de calor 

en el interior de la sección trasversal con las condiciones de contorno 

de T=0, lo cual es equivalente a definir que en el contorno de la 

geometría se tiene velocidad igual a cero, o que en las paredes del 

ducto la velocidad del fluido es cero. 

 

Las geometrías que son analizadas corresponden a: una sección 

circular, una sección cuadrada y una sección rectangular de 4x1. En el 

software Transcal no es necesario usar un material específico para la 

ecuación de energía solucionada ya que el resultado no depende del 

material y así se asume una conductividad térmica de uno (1) y el calor 

generado en el interior fue tomado también como la unidad (1). 

 

 

III. RESULTADOS 

 

Una vez realizada la solución de la ecuación de transferencia de 

calor en Transcal y llevados los datos al Excel para el cálculo de la 

temperatura media, para cada una de las secciones trasversales 

trabajadas, los resultados obtenidos son presentados a continuación.  

a. Sección circular 

 
Para el ducto de sección trasversal circular fueron definidos los 

siguientes parámetros a ser utilizados en Transcal: 

ro=1 m 

ri=0.00001m 

Dh=2ro=2m 

AT=πro
2 

Malla 10x50 

Para obtener el área de cada uno de los segmentos de área, se 

utilizó la ecuación de área de sector circular que a la vez relaciona las 

siguientes ecuaciones: 

Ai=riΔθΔr 
(20) 

Δθ=
2π

50
 (21) 

Δr=
ro-ri

10
 

(22) 

ri=rj-1+Δr 
(23) 

donde, 𝑟𝑖 es el radio externo del sector circular i, rj-1 es el radio 

interno del sector circular y Δθ es el ángulo del sector circular. 

La malla generada se representa en la figura 3a donde se observa 

la diferencia en tamaño de las áreas que se encuentran cerca al centro 

con respecto a las áreas localizadas a radios mayores y en la figura 3b, 

se representa el perfil de temperatura en toda la sección y la mayor 

temperatura es la generada en el centro del área, disminuyendo esta 

temperatura en la dirección radial hasta llegar a un valor de cero en la 

superficie externa. 

 
a) 

 
b) 

Figura 3: a) Sección circular con malla 50X10, b) distribución de 

temperatura. 

Funte: Elaboración propia. 

 

Una vez analizados los datos obtenidos del TRANSCAL en Excel, 

se calculó una velocidad media adimensional de w̄*=0.125538, y 

substituido este valor en la ecuación (18), el número de Poiseouille es 

de: 

f ReDh = 15.93 
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b. Sección Cuadrada 

 
Para obtener los resultados de temperatura en cada uno de los 

elementos de área de una sección cuadrada se usaron las siguientes 

características en el software Transcal: 

a=b=1 m 

Dh=1 m 

AT=1 m2 

Malla 30X30 

Para esta geometría el cálculo del área de cada uno de los 

segmentos es más sencillo ya que todas las secciones tienen el mismo 

valor de área. 

Ai=
a

30

b

30
 (24) 

En la figura 4a se representa la malla generada y en la figura 4b 

está representado el perfil de temperatura, con valor máximo en el 

centro de la sección y mínimo en la superficie. 

 
a) 

 
b) 

Figura 4: a) Sección cuadrada con malla 30X30, b) distribución de 
temperatura 

Funte: Elaboración propia. 

 

Una vez hechos los cálculos en Excel con los datos de temperatura 

dados por Transcal se obtuvo una velocidad media adimensional de 

w̄*=0.035268, la cual, una vez substituida en la ecuación (18) con los 

demás datos de la sección cuadrada, el número de Poiseouille obtenido 

es de: 

f ReDh = 14.17 

c. Sección rectangular 
 

La distribución de temperatura en una sección rectangular fue 

calculada usando las siguientes características en el software Transcal 

para una sección rectangular de 4X1: 

a=1 m 

b=0.25 m 

Dh=0.4 m 

AT=0.25 m2 

Malla 30X10 

La figura 5 muestra la distribución de temperatura en la sección 

rectangular, con temperatura máxima en el centro y mínima en la 

superficie. 

 
Figura 5: Sección rectangular con mallas de 30X10 y distribución de 

temperatura. 
Funte: Elaboración propia. 

 

Todos los segmentos de área en esta sección son iguales y su área 

puede ser obtenida así: 

Ai=
a

30

b

10
 (25) 

 

Una vez analizados los datos de temperatura dados por Transcal, 

junto con las áreas de cada sección, en Excel, se obtuvo una velocidad 

media adimensional de w̄*=0.004492, el cual, una vez substituido en 

la ecuación (18) junto con los demás datos de la sección rectangular, 

da un número de Pouseuille de: 

f ReDh = 17.81 

Para realizar una comparación de los datos obtenidos del número 

de Poiseuille, se utiliza la Tabla 3.2 del Libro de [20], en donde es 

tabulado este factor para diferentes geometrías. 

Tabla 1: Tabla comparativa de Número de Poiseuille calculado con 

respecto a la literatura. 

Sección fRe fRe 

Bejan 

Error 

Circular 15.93 16.0 0.438% 

Cuadrada 14.17 14.2 0.210% 

Rectangular 4X1 17.81 18.3 2.680% 

Funte: Elaboración propia. 

 

En la Tabla 1 se encuentra relacionado el número de Poiseuille 

calculado en el presente procedimiento y el número obtenido de la 

literatura con el respectivo error entre los datos. Los datos aquí 

obtenidos también son muy cercanos a los obtenidos por [34], en 

donde al cálculo del número de Poiseuille es realizado mediante una 

ecuación general, que es aplicada a diferentes geometrías. 

 

 

IV. CONCLUSIONES 

 

La similaridad entre la ecuación de cantidad de movimiento, de un 

flujo laminar en la dirección del fluido, para la región plenamente 

desarrollada, y la ecuación de conducción de calor bidimensional, con 

generación volumétrica, en una sección trasversal de un ducto, 

permitió la obtención del factor fReDh  utilizando el software 

Transcal, donde se constató que los valores del factor obtenidos están 

muy próximos a los encontrados en la literatura, pudiendo ser 

utilizados en el cálculo del factor de fricción que se presenta en el 

fluido en el ducto y posteriormente poder calcular la caída de presión. 

 

Como el software Transcal necesita de la generación de una malla 

para obtener una distribución de temperatura en la sección trasversal 

del ducto, los valores obtenidos para la temperatura o velocidades 

medias son influenciados por la malla generada, y para un mayor 

refino de malla se obtendrán datos más precisos, con lo que la 

diferencia de los valores obtenidos de "f" 〖"Re" 〗_"Dh" y los 

valores encontrados en la literatura, puede ser atribuida a la malla 

utilizada.  
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El software Transcal es una herramienta muy importante en la 

interpretación de los resultados obtenidos y en la interpretación de la 

similitud en las dos ecuaciones de conservación utilizadas aquí. 

 

El procedimiento aquí realizado para la obtención del número de 

Poiseuille, es una herramienta importante en el cálculo del factor de 

fricción, para un fluido en un ducto, cuando se encuentra en la región 

plenamente desarrollada en régimen laminar, con el fin de obtener 

dicho factor de fricción para cualquier forma de la sección trasversal 

del ducto. 
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