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Résumé

Depuis 2005, il existe un intérêt important dans la communauté internationale de mé-
trologie pour de nouvelles déterminations précises de la constante de Boltzmann kB ; le
but étant de redéfinir en 2015 l’unité internationale de température, le kelvin. Actuelle-
ment, cinq techniques sont utilisées pour déterminer kB avec comme objectif d’atteindre
une incertitude relative inférieure à 1 × 10−6. La méthode retenue pour cette thèse est la
technique acoustique.
La constante de Boltzmann est liée à la vitesse du son u dans un gaz parfait par l’équation
du viriel acoustique. La méthode décrite dans cette thèse consiste à mesurer u en utilisant
un résonateur de forme quasi sphérique et de volume intérieur de 0,5 L, rempli d’argon.
Ces mesures sont effectuées lors d’un isotherme à la température du point triple de l’eau,
T = 273,16 K, pour des pressions statiques P allant de 0,05 MPa à 0,7 MPa. La constante
de Boltzmann est ensuite déterminée en estimant u à pression nulle par une régression
polynomiale.
Dans cette thèse, un modèle de propagation des ondes acoustiques dans un résonateur quasi
sphérique est défini. Aussi, les moyens techniques utilisés pour contrôler soigneusement les
paramètres de l’expérience qui ont un effet sur les mesures de u (comme la température,
la pression statique, la composition du gaz, etc) sont présentés. De nouvelles techniques
expérimentales et des nouveaux moyens d’analyse des données sont proposés, comme la
mesure du rayon du résonateur par spectroscopie électromagnétique, mais aussi l’utilisa-
tion de l’écart-type d’Allan comme un outil efficace pour étudier la présence d’impureté
lors d’une expérience de longue durée. Les effets systématiques sont analysés puis corrigés.
Pour certains, la correction est estimée grâce à un modèle analytique, comme l’effet lié aux
couches limites thermiques. Pour d’autres, des corrections basées sur des fonctions empi-
riques sont proposées ; c’est le cas pour l’effet du débit de gaz continu sur les mesures de
u, effet qui est caractérisé expérimentalement dans cette thèse.
Enfin, l’analyse des données acquises en 2009 au LCM/LNE-CNAM lors de deux iso-
thermes effectuées avec de l’argon est présentée. Celle-ci a permis d’obtenir la valeur kB =
1, 3806475 (16) × 10−23 J · K−1, c’est à dire avec une incertitude relative de 1, 14 × 10−6.

Mots clés : Constante de Boltzmann, kelvin, point triple de l’eau, spectroscopie acous-
tique, spectroscopie électromagnétique, vitesse du son, argon, résonateur quasi sphérique,
effet du débit.
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Abstract

Since 2005, there is an important interest in the international metrology community for
new accurate determinations of the Boltzmann constant kB ; the purpose is to redefine in
2015 the unit of thermodynamic temperature, the kelvin. Currently, five techniques are
implemented for determining kB with the objective to achieve a relative uncertainty below
1 × 10−6. The method used in the present work is based on acoustic measurements.
The Boltzmann constant is linked to the speed of sound u in a noble gas by the virial acous-
tical equation. The method described here consists in measuring u inside a quasi-spherical
acoustic resonator of inner volume of 0.5 L filled with argon. Measurements are performed
during an isotherm process at the temperature of the triple point of water, T = 273.16 K,
at static pressures P from 0.05 MPa to 0.7 MPa. The Boltzmann constant is then deter-
mined by estimating u at zero pressure limit with a polynomial regression.
In the present work an acoustic wave propagation model within a quasi-spherical resona-
tor is defined. Also, the technical means used to carefully control the parameters of the
experiment with an effect on the measurement of u (like temperature, static pressure, gas
composition, etc.) are presented. New exprimental methods and data analyses are descri-
bed, like the measurement of the radius of the resonator by electromagnetic spectroscopy,
as well as the use of the Allan deviation as an efficient tool to study the gas impurity
presence during a long-term experience. Systematic effects are analyzed and corrected. In
some cases the corrections are based on analytical models like the thermal layer boundary
effect. In other cases, empirical correction functions are proposed, as for the case of changes
in the measurements of u related to the continuous gas flow, which was experimentally cha-
racterized in the present work.
Finally, the analysis of the data acquiered in 2009 at LCM/LNE-CNAM during two iso-
therm processes using argon is presented. This leads to the value kB = 1.3806475 (16) ×
10−23 J · K−1, i.e. with a relative uncertainty of 1.14 × 10−6.

Keywords : Boltzmann constant, kelvin, triple point of water, acoustic spectroscopy,
speed of sound, argon, quasi-spherical resonator, flow effect.
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INTRODUCTION

On sera surpris peut être de voir répéter ici des opérations déjà faites, des expériences
déjà connues ; mais cette surprise cessera si l’on songe que depuis un petit nombre
d’années le perfectionnement des instruments et des méthodes a permis d’aspirer
à une précision inconnue jusqu’ici, que l’exactitude des moyens de pratique s’est
rapprochée de celle de la théorie.
Condorcet, Discours prononcé devant la Constituante (première assemblée nationale
législative française),
Au sujet, notamment, de la nouvelle campagne de mesure de la méridienne en vue
de la future définition du mètre,
le 26 mars 1791.

19



INTRODUCTION

20



Vers une redéfinition de l’unité

internationale de température

L’objet du travail présenté dans cette thèse s’inscrit dans la refonte d’une partie du
Système international d’unité (SI). Ce système établi en 1960 lors de la 11e Conférence
Générale des Poids et Mesures (CGPM), a pris la composition actuelle en 1971 [1].
Le projet de refonte a été lancé en 2005 suite à la recommandation 1 du Comité Internatio-
nal des Poids et Mesures (CIPM) [2, 3]. Le CIPM proposa alors une réflexion concernant
les redéfinitions dans un futur proche :

– de l’unité de la masse m, le kilogramme (kg), réflexion qui avait déjà débuté en
1999 [4] ;

– de l’unité de la température thermodynamique T , le kelvin (K) ;
– de l’unité de l’intensité du courant électrique I, l’ampère (A) ;
– de l’unité de la quantité de matière n, la mole (mol).

Ces unités seront dorénavant définies à partir de constantes fondamentales, comme ce fut le
cas en 1983 pour l’unité de longueur, le mètre (m), défini aujourd’hui à partir de la vitesse
de la lumière dans le vide [5].
En 2015, les quatre définitions courantes de ces unités vont évoluer ; l’unité du temps, la
seconde (s) et l’unité de l’intensité lumineuse, la candela (cd), garderont leur définition
actuelle, tout comme le mètre [6].

Les travaux de cette thèse prennent place dans le cadre de la redéfinition du kelvin,
unité définie en 1954 [7] puis complétée en 1967 [8] ainsi qu’en 2005 [2].
L’actuelle définition du kelvin est la suivante :

le kelvin est la fraction 1/273,16 de la température thermodynamique du point triple de
l’eau.

À la température thermodynamique du point triple de l’eau, ses états solide, liquide et
gazeux coexistent. Ce point est unique et ne peut être observé qu’à une température T et
une pression statique P données ; il dépend également de sa composition isotopique.
Ce point est atteint lorsque P = 611 Pa et, par définition à T = TPTE = 273, 16 K. De
plus, à ce point, les phases sont en équilibre, la variance de l’eau est alors nulle.
En 2005, la composition isotopique de l’eau a été spécifiée à :

– 0,00015576 mole de 2H par mole de 1H ;
– 0,0003799 mole de 17O par mole de 16O ;
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– 0,0020052 mole de 18O par mole de 16O.
Cette composition provient du Vienna Standard Mean Ocean Water (VSMOW) [9].

Les thermomètres (basés sur la loi de variation d’une résistance électrique en fonction
de la température) sont étalonnés en les positionnant dans des cellules point triple de l’eau.
Ces cellules sont fabriquées en verre et sont scellées. Elles contiennent de l’eau pure dont
la concentration isotopique a été énumérée en amont. La figure 1 présente un schéma de
ce type de cellule.

cellule scellée en verre

eau à l'état solide et liquide

vapeur d'eau

emplacement du thermomètre à étalonner

Fig. 1 – Schéma d’une cellule point triple de l’eau utilisée pour l’étalonnage des thermo-
mètres à 273,16 K. La longueur ainsi que le volume de l’emplacement du thermomètre
varient entre fabricants

En 2007, le Comité Consultatif de Thermométrie (CCT) présenta les résultats d’une
comparaison internationale (K7), effectuée par le Bureau International des Poids et Me-
sures (BIPM), de cellules point triple de l’eau de laboratoires nationaux. Les noms des
participants sont donnés dans le tableau 1.

La figure 2 donne les résultats de cette comparaison internationale. La répartition
des températures des cellules autour de celle du BIPM est de l’ordre de ±0, 1 mK. Cela
représente une bonne répétabilité de l’artefact que sont les cellules point triple. En effet,
cette réalisation de la définition de l’unité de température est sujette à :

– la préparation de la cellule ;
– la pureté de l’eau ;
– la contamination de l’eau par le verre de la cellule ;
– la composition isotopique de l’eau.

L’incertitude relative associée à la réalisation de la définition de l’unité de température
dans ces conditions est alors de 0, 3 × 10−6.

Dans toutes les lois fondamentales, la température thermodynamique apparaît sous la
forme kBT , produit nommé “énergie thermique”, où kB = R/NA est la constante de Boltz-
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Tab. 1 – Liste des participants du CCT-K7

Acronyme Nom de l’Institut Pays
BIPM Bureau International des Poids et Mesures Communauté Inter-

nationale
BNM-INM
(LCM/LNE-CNAM
depuis 2008)

Bureau National de Metrologie - Institut
National de Metrologie

France

CEM Centro Espanol de Metrologia Espagne
CENAM Centro Nacional de Metrologia Mexique
CSIR-NML National Metrology Laboratory Afrique du Sud
CSIRO-NML National Measurement Laboratory Australie
IMGC Instituto di Metrologia G. Colonnettih Italie
IPQ Instituto Portugues da Qualidade Portugal
KRISS Korea Research Institute of Standards and

Science
République de Corée

MSL Measurement Standards Laboratory of
New Zealand

Nouvelle Zélande

NIM National Institute of Metrology Chine
NIST National Institute of Standards and Tech-

nology
États-Unis

NMIJ/AIST National Metrology Institute of Japan,
National Institute of Advanced Industrial
Science and Technology

Japon

NMi-VSL Nederlands Meetinstituut - Van Swinden
Laboratorium

Pays-Bas

NPL National Physical Laboratory Royaume Uni
NRC National Research Council of Canada Canada
PTB Physikalisch-Technische Bundesanstalt Allemagne
SMU Slovak Institute of Metrology Slovaquie
SPRING National Metrology Centre Singapour
UME Ulusal Metroloji Enstitusu Turquie
VNIIM D.I. Mendeleev Institute for Metrology Russie
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Fig. 2 – Différence en température entre celle des références nationales et celle du BIPM.
Les barres d’incertitudes comprennent l’incertitude de comparaison avec le BIPM ainsi que
celles provenant de la calibration des références nationales

mann 1. Ainsi, kB apparaît naturellement comme étant la constante à fixer pour modifier
la définition l’unité de température. Au préalable d’une nouvelle définition, il est nécessaire
que kB ait été évaluée avec une incertitude relative de l’ordre de 1× 10−6 pour que la mise
en pratique de la nouvelle définition soit aussi performante que l’actuelle.

1Cette constante fut introduite en 1877 dans la définition de l’entropie par Ludwig Boltzmann. Cepen-
dant, ce serait Max Planck, lors de ses travaux sur le rayonnement du corps noir, qui aurait été le premier
à introduire un terme constant dans cette formule de l’entropie [10].
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Les différentes méthodes permettant

de déterminer la constante de

Boltzmann

Cinq méthodes ont été retenues pour déterminer la constante de Boltzmann avec comme
objectif l’obtention d’une incertitude relative de l’ordre de 1×10−6. Ces méthodes consistent
en la mesure :

– de la permittivité diélectrique de l’hélium ;
– de l’indice de réfractivité de l’hélium ;
– du bruit thermique d’un conducteur (nommé aussi le bruit Johnson) ;
– de la largeur d’absorption d’un laser dans un gaz ;
– de la vitesse du son dans un gaz parfait.

La méthode expérimentale retenue pour l’étude décrite ici est celle qui consiste à mesurer
la vitesse du son u dans un gaz.
Une description brève des quatre autres méthodes est réalisée dans les sections suivantes.

Mesure de la constante diélectrique de l’hélium

Cette méthode est depuis longtemps utilisée en basse température en dessous de 36 K.
Son principe est basé sur la détermination de la permittivité diélectrique d’un gaz à partir
de la mesure de la capacité électrique d’un condensateur.
Dans un gaz parfait, la permittivité diélectrique est donnée par

εHe = ε0 + αHe ×
n NA

V
(1)

où ε0 est la permittivité diélectrique dans le vide, αHe est la polarisabilité électrique de
l’hélium (calculée ab initio) et nNA est le produit de la quantité de matière n et du nombre
d’Avogadro NA, divisé par le volume V du gaz.
En utilisant l’équation (1) dans l’équation des gaz parfaits définie comme suit

P =
n NA

V
kB T, (2)

où P est la pression statique du gaz, il vient, en remplaçant le rapport (n NA)/V par
(εHe − ε0)/αHe,

kB =
P

T

αHe

εHe − ε0
. (3)
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La constante diélectrique εHe est déduite de la manière suivante

εHe = ε0
C(P )

C(0)
, (4)

où C(P ) et C(0) sont respectivement les capacités d’un condensateur à la pression P et
dans le vide.
Les condensateurs sont construits à partir de deux cylindres imbriqués l’un dans l’autre.
L’écart entre leurs parois est de l’ordre de 1 µm [11]. Lors de l’expérience, la pression
statique varie de 1 MPa à 7 MPa.
Ainsi, la valeur de εHe à la pression P est estimée par comparaison de la capacité d’un
condensateur à cette même pression, C(P ), avec celle d’un condensateur de référence placé
dans le vide, C(0), et qui est mesurée simultanément à la même température. La figure 3
présente le principe de la mesure ainsi que le contrôle du milieu d’étude. La pression dans
la capacité est déterminée à partir d’une balance à piston.

thermostat

thermomètre

capacité

vide
vide

gaz

balance à piston

(mesure de la pression)
vide

Fig. 3 – Schéma du principe de mesure de la constante diélectrique de l’hélium par com-
paraison avec celle du vide (tiré de [11])

Une incertitude relative sur kB de l’ordre de 2×10−6 devrait être atteinte d’ici quelques
années.
Les défis de l’expérience qui doivent être encore relevés se situent au niveau :

– de la mesure de la pression avec une incertitude relative inférieure à 1 × 10−6 ;
– d’une meilleure connaissance de la déformation des condensateurs lorsque la pression

varie ;
– de la réduction des impuretés contenue dans l’hélium.

Seul le laboratoire national de métrologie allemand réalise cette expérience (PTB, Berlin).
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Mesure de l’indice de réfractivité de l’hélium

Le principe expérimental est proche de celui qui vient d’être présenté.
L’indice de réfractivité de l’hélium nHe est donné par

nHe =

√

ε0

εHe
. (5)

À partir de l’équation (3), il vient alors

kB =
P

T

αHe

(n2
He − 1)ε0

(6)

L’indice nHe est alors mesuré par spectroscopie électromagnétique dans un résonateur
sphérique de rayon interne a = 0, 05 m. Les fréquences de résonance fσ

ln étant dépendantes
de l’indice du milieu, nHe est déterminé comme suit

nHe =
c0

2πa

ξσ
ln

fσ
ln

, (7)

où c0 est la vitesse de la lumière dans le vide, ξσ
ln est la valeur propre du mode de réso-

nance (l,n), avec l’indice σ renseignant sur le type de mode de résonance (électrique ou
magnétique).

La figure 4 présente le principe de la mesure.

Fig. 4 – (à gauche) Schéma du principe de mesure de l’indice de réfractivité de l’hélium.(à
droite) Photographie du résonateur électromagnétique (tiré de [12])

Actuellement, les limites expérimentales sont en partie similaires à celles de la méthode
présentée précédemment, à savoir :

– la mesure de la pression avec une incertitude relative inférieure à 1 × 10−6 ;
– la connaissance de la déformation de la structure lorsque la pression varie (compres-

sibilité de la coque du résonateur) ;
– la purification de l’hélium.
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Mesure du bruit Johnson d’une résistance électrique

Le bruit Johnson d’une résistance électrique Re en équilibre thermique, est le bruit
généré par l’agitation des électrons présents dans le conducteur à la température T . Il en
résulte une tension proportionnelle à la température et de faible amplitude (UJohnson <
1 µV). La constante de Boltzmann peut alors être connue grâce à la relation suivante

kB =
U2

Johnson

4TReδf
(8)

où δf est la gamme fréquentielle d’étude du bruit large bande (de 10 kHz à 650 kHz). La
valeur de la résistance reportée dans [13] est Re = 100 Ω.

Cette expérience nécessite une isolation complète du système par rapport aux rayonne-
ments électromagnétiques ainsi qu’aux perturbations électriques. De plus, aucunes dérives
de la température ne pouvant être compensées, celles-ci doivent alors être inférieures à
0, 3 mK sur la durée des mesures pour atteindre une incertitude relative sur kB de l’ordre
de 1 × 10−6.
Pour finir, ces conditions doivent être vérifiées sur une longue période (une semaine mini-
mum), l’expérience nécessitant un temps d’intégration long. Cela représente actuellement
la limite expérimentale de cette méthode.
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Mesure de la largeur d’absorption d’un laser dans un gaz

Proposée récemment [14], cette méthode est fondée sur la mesure de l’élargissement
Doppler de la raie d’absorption linéaire d’un faisceau laser de fréquence centrale f0, liée au
mouvement Brownien des particules d’un gaz dans une cellule à l’équilibre thermique. La
largeur Doppler ∆fD est directement reliée à la température du milieu, T . La constante
de Boltzmann est déterminée de la manière suivante

kB =
m

T 8 ln(2)

(

∆fD

f0
c0

)2

, (9)

où m est la masse atomique des molécules du gaz sondé et c0 la vitesse de la lumière dans
le vide.
La figure 5 présente un schéma de cette méthode.

Fig. 5 – Schéma du principe de mesure de la largeur d’absorption constante diélectrique
de l’hélium par comparaison avec celle du vide (tiré de [15])

Un des avantages de cette méthode est la sélection d’un unique isotope par étude.
Cependant, et c’est probablement sa limite majeure, les multiples interactions entre les
particules présentes dans le gaz engendrent un profil de la raie d’absorption qui est com-
plexe. Ainsi, l’incertitude relative sur la constante de Boltzmann par cette méthode ne
pourra probablement pas être inférieure à 1 × 10−5, à l’échéance 2015.
Originellement développée au Laboratoire de Physique des Lasers (LPL, Paris) avec comme
gaz d’étude de l’ammoniac (NH3), cette méthode est aujourd’hui en cours de réalisation
avec d’autres molécules, en Italie à la Seconda Università degli Studi de Naples et au Po-
litecnico de Milan (molécule de dioxyde de carbone (CO2) [16, 17]), mais aussi en Chine
(NIM, molécule d’acétylène (C2H2) [18]) ou encore en Australie (University of Western
Australia, atomes de rubidium (Rb) ou de césium (Cs) [19]).
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La mesure de kB par voie acoustique

La relation de base

Dans un gaz parfait de masse molaire M , la vitesse du son u à la température T et à
la pression P peut être estimée grâce à l’équation suivante

u2(T, P ) =
5

3

kBNAT

M
(1 + β1(T )P + β2(T )P 2 + · · · ) (10)

où γ0 = Cp/Cv = 5/3 est le rapport des capacités calorifiques à pression constante Cp et à
volume constant Cv, lorsque P = 0 ; β1 et β2 sont respectivement les second et troisième
coefficients du viriel acoustique.
La constante de Boltzmann étant égale au rapport de la constante des gaz parfaits R et
du nombre d’Avogadro NA, il vient à pression nulle l’égalité suivante

u2(T, 0) =
5

3

kBNAT

M
. (11)

La relation (11) permet alors d’exprimer la formule de travail utilisée pour déterminer kB

par voie acoustique. Ainsi, l’objet de cette thèse est d’estimer la vitesse du son, à la limite
P = 0, pour ensuite déterminer la constante de Boltzmann, de la manière suivante

kB =
3

5

M

NAT
u2(T, 0) (12)

Le but étant d’avoir une incertitude relative de l’ordre de 1× 10−6, il est nécessaire d’avoir
une incertitude inférieure à cet objectif pour chaque terme de l’équation (12). Le nombre
d’Avogadro est connu avec une incertitude relative U(NA) = 4, 4 × 10−8 [20].
La température pour laquelle l’incertitude de mesure peut être la plus faible est celle du
point triple de l’eau (U(TPTE) < 1 × 10−6). L’expérience est alors effectuée à TPTE .
Les incertitudes sur M ainsi que sur l’estimation de u2(T, 0) font partie des défis de l’ex-
périence décrite dans cette étude.

La mesure de la vitesse du son

Deux méthodes peuvent être utilisées pour déterminer la vitesse du son dans un gaz :
par mesure du temps de vol entre deux points de l’espace ainsi que par spectroscopie
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acoustique dans un résonateur.
La vitesse du son u par mesure du temps de vol est donnée par le rapport suivant

u =
d

∆t
(13)

où d est une distance connue entre deux points, et ∆t est le temps de propagation de l’onde
sonore sur d.
Dans le cadre de la spectroscopie acoustique, u est fonction des dimensions de la cavité
et des fréquences de résonance. Ainsi dans le cas de mode de résonance d’indice m ne se
propageant que dans une dimension spatiale de la cavité et de longueur caractéristique
L (le diamètre d’une sphère, la hauteur d’un cylindre), u est déterminée de la manière
suivante

u ∝ fmL

νm
. (14)

où fm est la fréquence du mode m et νm est sa valeur propre associée.

Les milieux de propagation, les gammes de fréquences, de pressions et de températures
sont très variés lors des expériences qui ont conduit à ce type de mesure. Ainsi, ces méthodes
se retrouvent dans différents domaines où il est nécessaire de connaître la vitesse du son
lorsque certains paramètres environnementaux changent. Citons à titre d’exemples :

– la mesure de température [21, 22, 23, 24] ;
– la propagation des ondes acoustiques dans les atmosphères [25, 26, 27] ;
– la spectrométrie de masse [28] ;
– la détermination de constantes fondamentales (qui est l’objet de cette thèse) [29, 30,

31, 32].
La méthode de la mesure du temps de vol a été développée dans les années 1940, avec

comme but de mesurer le gradient de température présent dans l’atmosphère, de 0 à 30 km
en embarquant un tel système dans un ballon-sonde [21]. L’utilisation d’un système simi-
laire a ensuite été utilisé pour la mesure de température sur une gamme plus large allant de
310 à 1200 K [22]. Par la suite, cette méthode a été appliquée à d’autres domaines, comme
la spectrométrie de masse. Lynnworth et Löfqvist présentent leurs techniques ainsi que
leurs résultats obtenus pour leur détermination de la vitesse du son dans de l’air humide
à une pression statique de 0,1013 MPa et pour des températures allant de 293 K à 319 K.
L’incertitude relative sur leurs mesures de la vitesse du son est de l’ordre de 0, 2 % [33, 34].
Récemment, cette technique a été appliquée dans un guide d’onde pour mesurer la tempé-
rature dans la gamme allant de 100̊ C à 500̊ C [35].

La méthode par spectroscopie est généralement utilisée dans un résonateur de forme cy-
lindrique [29, 36] ou sphérique [30, 31, 32]. Les gammes fréquentielles ainsi que les plages de
températures et de pressions sont à nouveau très étendues. Ainsi, en prenant tout d’abord
l’exemple des résonateurs cylindriques pour déterminer kB et R, dans les années 1970, la
vitesse du son a été mesurée dans de l’argon à T = 273, 16 K pour des pressions comprises
entre 0,03 MPa et 0,2 MPa [29]. Plus récemment, des travaux ont permis de réaliser ces
déterminations en effectuant des mesures de u sur une plus grande gamme de pression
allant de 0,1 MPa à 0,55 MPa [36]. Dans le contexte des mesures de certaines propriétés
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thermophysiques, citons comme exemple l’utilisation de l’hydrofluorocarbure HFC-227ea.
La pression était comprise entre 0,026 MPa et 0,315 MPa, et la température variait de
273,15 K à 333,215 K [37].
Les résonateurs de forme sphérique sont également utilisés dans le but de déterminer
les valeurs des constantes fondamentales R et kB [30] (dans de l’argon de 0,025 MPa à
0,5 MPa, à 273,16 K) ou bien comme thermomètre primaire de 90 K à 300 K et pour
0, 01 < P < 0, 5 MPa dans de l’argon [23].

L’expérience présentée ici est basée sur les travaux réalisés au National Institute of
Standards and Technology (NIST - États-Unis) dans les années 80 et dirigés par Michael
R. Moldover [30]. Ses travaux de recherche dans le domaine de la thermométrie acous-
tique ont permis d’obtenir les déterminations de R ainsi que de kB avec les plus faibles
incertitudes obtenues jusqu’aux récents travaux effectués au LCM/LNE-CNAM [32]. L’ex-
périence au NIST consistait à mesurer la vitesse du son dans l’argon à l’aide d’une sphère
creuse en acier inoxydable d’environ 3 litres. Ce projet a permis de diviser par 5 la pré-
cédente incertitude de mesure de R et kB. La valeur obtenue par le NIST était alors de
kNIST

B = 1, 380 651 3 (25) · 10−23 J · K−1, soit avec une incertitude relative de 1, 8 × 10−6.

Vingt ans plus tard, cette technique a été retenue par Laurent Pitre au LCM/LNE-
CNAM dans le but de déterminer kB avec comme objectif d’obtenir une incertitude relative
inférieure à 1 × 10−6. Certains éléments et méthodes de l’expérience originale ont été mo-
difiés ; ceci étant lié, entre autres, aux évolutions technologiques de certains procédés ainsi
qu’à une meilleure connaissance de la mesure de la vitesse du son en cavité de forme sphé-
rique et à analyse de ces données.
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La présentation de cette thèse est divisée en trois parties comprenant chacune deux
chapitres.

L’objectif de la première partie est de présenter les équations fondamentales de la pro-
pagation des ondes acoustiques en fluide dissipatif et en milieu clos. Il s’agit notamment de
définir de manière analytique les phénomènes de dissipation viscothermiques intervenant
lors de la propagation des ondes. Ainsi, dans un premier chapitre, un bref descriptif des
étapes nécessaires à la résolution du problème acoustique est présenté. Le domaine d’étude
se résume à un domaine limité par une paroi rigide sphérique et dont l’admittance est
non-nulle.
Le second chapitre traite de l’application, à la mesure de la vitesse du son dans un résona-
teur quasi sphérique, du modèle théorique développé au chapitre 1. De plus, ce modèle y est
complété d’effets propres à l’expérience présentée dans cette étude, qui sont les vibrations
de la coque du résonateur liées au couplage fluide-structure, la présence en paroi du résona-
teur de transducteurs acoustiques et de tubes capillaires, mais aussi de sa forme intérieure
considérée comme se rapprochant d’un ellipsoïde triaxial. Ce chapitre présente aussi des
voies de minimisation de ces effets sur les mesures, en étudiant notamment l’influence du
rayon du résonateur, du type de gaz utilisé, et des dimensions des tubes.

La seconde partie est consacrée à la présentation des moyens techniques mis en œuvre
pour mesurer la vitesse du son dans l’argon dans un environnement finement contrôlé en
température, en pression ainsi qu’en composition du milieu. Le premier chapitre de cette
partie présente le résonateur utilisé dans cette étude, de sa conception à ses caractéris-
tiques, en passant par son assemblage. Les différents capteurs utilisés y sont également
présentés.
Un second chapitre traite du contrôle des paramètres expérimentaux influents, qui sont :
la pureté du gaz, sa température et sa pression. La section 4.5 de ce chapitre est consacrée
à un travail original effectué lors de cette thèse et qui porte sur la caractérisation d’un
effet systématique qui a été observé sur les estimations de u. Cette section constitue un
des apports de la thèse au projet de détermination de la constante de Boltzmann au plus
haut niveau d’exactitude.

Enfin, dans une dernière partie, le traitement ainsi que l’analyse des données obtenues
lors de ces travaux de thèse sont présentés dans deux chapitres. Le premier est consacré
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à l’application ainsi qu’à l’évaluation qualitative du modèle acoustique développé dans la
première partie. L’estimation de la vitesse du son lorsque P = 0 est ensuite abordée.
Dans le dernier chapitre, la détermination de kB à partir des résultats présentés dans le
chapitre 5 est traitée.

Les conclusions des résultats des travaux menés dans cette étude ainsi que les perspec-
tives clôtureront ce document.
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Première partie

La propagation d’ondes acoustiques

en fluide viscothermique dans une

cavité sphérique
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Revoyant vos lettres, je trouve avoir oublié de répondre à une objection touchant les
sons, qui sont certainement, ainsi que vous dites, un battement qui se fait à plusieurs
tours et retours [...] qui ne laisse pas de faire ondoyer l’air qui va frapper l’oreille,
de même qu’une pierre entrant tout droit dans l’eau ne laisse pas de faire plusieurs
cercles qui se suivent les uns des autres.
René Descartes, Lettres à Marin Mersennes,
Au sujet d’une définition physique du son,
18 décembre 1629.
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Chapitre 1

Modèle de propagation en

coordonnées sphériques

1.1 Introduction

1.1.1 Les paramètres, variables et propriétés du fluide

La propagation d’ondes acoustiques en fluide dissipatif peut être définie à partir d’un
ensemble de paramètres, variables et propriétés du fluide [38]. Les paramètres thermosta-
tiques principaux sont les valeurs moyennes de la pression statique P (Pa), de la tempéra-
ture T (K) ainsi que de la masse volumique ρ (kg · m−3), autour desquelles vont fluctuer
les variables thermodynamiques de pression p, de température τ , de densité ρ′, d’entropie
σ (J · K−1) ainsi que de vitesse particulaire

→
v (m · s−1).

Pour finir, un ensemble de propriétés du fluide dissipatif interviennent lors des phéno-
mènes de propagation d’ondes acoustiques dont il est utile de définir :

– la célérité adiabatique des ondes acoustiques u (m · s−1) ;
– le coefficient de viscosité de cisaillement µ (Pa · s) ;
– le coefficient de viscosité de volume η (m2 · s−2) ;
– le coefficient de conductivité thermique λ (W · m−1 · K−1) ;
– la capacité calorifique massique à pression constante Cp (J · kg−1 · K−1) ;
– la capacité calorifique massique à volume constant Cv (J · kg−1 · K−1) ;
– le rapport des capacités calorifiques γ ;
– le coefficient d’augmentation de la pression par unité de température à densité

constante β̂ (K−1) ;
– le coefficient de compressibilité isotherme χT (Pa−1).
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1.1.2 Les équations fondamentales

Les équations fondamentales permettant de faire état de la propagation des ondes acous-
tiques en fluide dissipatif proviennent de la théorie de Kirchhoff [39]. Un bref historique des
premières études acoustiques au sujet des phénomènes dissipatifs dans les fluides (milieu
du 19ème siècle) est rapporté dans [40].
Trois équations linéarisées permettent de lier les propriété du fluide vues précédemment :

– l’équation de Navier-Stokes ;
– l’équation de conservation de la masse ;
– l’équation de Fourier de la conduction de la chaleur.
Tout d’abord, l’équation de Navier-Stokes, exprimant la loi fondamentale de la dyna-

mique en prenant en compte les effets visqueux présents dans le fluide, conduit à l’équation
reliant les quantités acoustiques p et

→
v , de la manière suivante

1

u

∂
→
v

∂t
+

1

ρ u

→

grad p = lv
→

grad div
→
v −l

′

v

→

rot
→

rot
→
v , (1.1)

où les longueurs caractéristiques de diffusion visqueuse lv et l
′

v sont définies par

lv =
1

ρ u
(
4

3
µ + η) (1.2)

et
l
′

v =
µ

ρ u
. (1.3)

Ensuite, l’équation de conservation de la masse conduit à

ρ u div
→
v +

γ

u

∂

∂t
(p − β̂τ) = 0, (1.4)

Enfin, les transports de chaleur ainsi que le flux de chaleur présents dans le fluide régis par
l’équation de Fourier conduisent à

(

1

u

∂

∂t
− lh∆

)

τ =
γ − 1

β̂γ

1

u

∂p

∂t
, (1.5)

∆ étant l’opérateur laplacien, et où la longueur caractéristique de la diffusion thermique
lh est donnée par

lh =
λ

ρ u Cp
. (1.6)
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1.2. L’ÉQUATION DE PROPAGATION DES ONDES ACOUSTIQUES EN FLUIDE
DISSIPATIF

1.2 L’équation de propagation des ondes acoustiques en fluide

dissipatif

La combinaison des équations (1.1), (1.4) et (1.5) permet de définir la variation instan-
tanée de température τ , hors des sources, par

lh

(

1 + γlv
1

u
∂t

)

∇4τ −
(

1 + (lv + γlh)
1

u
∂t

)

1

u
∂t∇2τ +

1

u3
∂3

t τ = 0. (1.7)

En posant, pour un mouvement harmonique en eiωt, de pulsation ω = 2πf , les expressions
des carrés du nombre d’onde acoustique k2

a et du nombre de diffusion thermique k2
h, de la

manière suivante
k2

a ≈ k2 [1 − ik (lv + (γ − 1) lh)] , (1.8)

k2
h ≈ − ik

lh
[1 − ik (γ − 1) (lv − lh)] , (1.9)

où k = ω/c est le nombre d’onde adiabatique, l’équation (1.7) peut alors être écrite sous
forme factorisée et devient

(

∇2 + k2
a

) (

∇2 + k2
h

)

τ = 0. (1.10)

Cela conduit à exprimer la variation instantanée de température τ comme la somme d’une
température acoustique τa et d’une température entropique τh, solutions des équations

(

∇2 + k2
a

)

τa = 0, (1.11a)
(

∇2 + k2
h

)

τh = 0. (1.11b)

En utilisant l’équation (1.5), la pression fluctuante p peut être exprimée en fonction de la
variable τ = τa + τh,

p =
γβ̂

γ − 1

(

1 − lh
1

u

∂

∂t

)

τa + γβ̂ (lv − lh)
1

u

∂

∂t
τh. (1.12)

De plus, la pression fluctuante p peut être décomposée en deux variables, l’une acoustique
pa et l’autre entropique ph, ce qui conduit à

p = pa + ph. (1.13)

En régime harmonique, les variables pa et ph satisfont

pa =
γβ̂

γ − 1
(1 − iklh) τa, (1.14)

ph = iγβ̂k (lv − lh) τh. (1.15)

Ces deux variables pa et ph sont solutions des équations (1.11a) et (1.11b) respectivement
(

∇2 + k2
a

)

pa = 0, (1.16a)
(

∇2 + k2
h

)

ph = 0. (1.16b)
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Dans l’équation (1.15), le terme (lv−lh) est de l’ordre de grandeur de 10−7 m ce qui permet
d’écrire

|ph| << |pa|, (1.17)

et ainsi de négliger la pression entropique ph par la suite.

Dès lors, il est possible de formuler la loi traduisant les effets acoustiques produits lors
de la propagation d’une onde mécanique et harmonique dans un fluide viscothermique, et
hors des sources, par l’équation suivante

(

∇2 + k2
a

)

pa = 0. (1.18)

De plus, le développement au 1er ordre de grandeur de ka, défini à l’équation (1.8), à l’aide
de la formule de Taylor, donne

ka =
2π

u
(f − igvh), (1.19)

où le terme imaginaire igvh représente la dissipation énergétique due aux effets viscother-
miques présents lors de la propagation de l’onde acoustique, terme qui est défini de la
manière suivante

gvh =
πf2

u
(lv + (γ − 1) lh) , (1.20)

L’ordre de grandeur relative de gvh, sur la bande fréquentielle allant de 4000 Hz à 30 000 Hz
et pour des pressions statiques comprises entre 0,1 MPa et 0,7 MPa, est inférieur à 50×10−6.
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1.3 Le champ acoustique dans un résonateur sphérique

Le problème acoustique se résume ici à la détermination du champ dans un domaine
D, borné par une paroi rigide S, matérialisée par une cavité sphérique de rayon a, illustré
sur la figure 1.1.

Domaine (D)

Surface (S)

φ  

θr

x

z

y

Fig. 1.1 – Schéma du problème acoustique

Le champ acoustique dans le domaine D est décrit par un potentiel de vitesse Ψ(r, θ, ϕ)

(où 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π). La vitesse acoustique particulaire
→
va (r, θ, ϕ)

dérive de ce potentiel
→
va (r, θ, ϕ) =

→

∇ Ψ(r, θ, ϕ), (1.21)

et, est solution de l’équation d’onde
(

∇2 + k2
a

)

Ψ(r, θ, ϕ) = 0. (1.22)

La formule d’Euler permet de relier le champ de pression acoustique pa(r, θ, ϕ) au potentiel
de vitesse Ψ(r, θ, ϕ) par

pa(r, θ, ϕ) = −iωρΨ(r, θ, ϕ), (1.23)

En coordonnées sphériques, avec pour origine le centre de la cavité décrite à la figure 1.1,
les solutions de l’équation (1.10) prennent la forme

Ψlmn(r, θ, ϕ) = αlmnjl(klnr)Ylm (θ, ϕ) , (1.24)

où αlmn est une constante de normalisation, jl(klnr) est la fonction de Bessel sphérique
d’ordre l et la fonction Ylm est appelée harmonique sphérique. Ces fonctions sont définies
de la manière suivante

Y c
lm (θ, ϕ) = cos(mϕ)Plm (cos (θ)) (1.25)

Y s
lm (θ, ϕ) = sin(mϕ)Plm (cos (θ)) (1.26)

où les fonctions Plm (cos (θ)) sont les fonctions de Legendre (avec 0 ≤ m ≤ l), définies de
la manière suivante

Plm (cos (θ)) = (−1)m(1 − cos2(θ))m/2 dm

dcosm(θ)
Pl(cos(θ)) (1.27)
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où les Pl sont les polynômes de Legendre, d’expression suivante

Pl =
1

2ll!

[

dl

dcosl(θ)
(cos2(θ) − 1)l

]

, (1.28)

avec P0 = 1 et P1 = cos θ.
Le domaine D peut être alors sujet à des phénomènes de résonances acoustiques pour
certaines fréquences. La condition aux limites aux parois, r = a, permet de résoudre le
problème acoustique, et est définie comme suit

∂rΨlmn + iklnβpΨlmn = 0, (1.29)

où βp correspond à l’admittance acoustique de la paroi due aux effets viscothermiques en
r = a.

Deux hypothèses peuvent alors être posées. La première établit que les effets viscother-
miques sont négligés, ce qui donne une admittance acoustique de la paroi βp = 0. Autrement
dit, la paroi est dans ce cas considérée comme parfaitement réfléchissante. La seconde hy-
pothèse consiste à ne pas négliger ces effets en considérant l’admittance acoustique de la
paroi βp 6= 0 1.

1.3.1 Condition aux limites parfaite (βp = 0)

Dans le cas du résonateur parfaitement sphérique rempli d’un gaz parfait, lorsque la
paroi du résonateur est considérée comme totalement rigide et que les effets viscothermiques
sont négligés (ka =

ω

u
et βp = 0), les valeurs des fréquences propres sont obtenues par

l’égalité
fln =

νln

2πa
u, (1.30)

où νln = klna est la valeur propre du mode (l, n) et correspond à la nième racine de j′l (νln).
Comme le montre l’équation (1.30), les valeurs de ces fréquences de résonance ne dépendent
pas de l’indice m du triplet lmn. Seuls les indices l et n sont à prendre en compte pour ce
calcul. Deux types de mode de résonance sont alors différenciés.

Lorsque l = 0 le champ de pression acoustique ne dépend que de la variable spatiale r
comme le montre l’équation (1.26). Son expression devient alors

p0n(r) = A0njl(klnr), (1.31)

l’harmonique sphérique Y00(θ, φ) étant égale à 1.
Ces modes de résonance sont alors qualifiés de modes radiaux. La figure 1.2 montre le champ
de pression acoustique normalisé dans une sphère pour différentes valeurs de l’indice n.
Une des caractéristiques de ce type de mode est de ne présenter des minimums de pression

1La première hypothèse est présentée dans ce manuscrit, bien qu’au final, l’admittance acoustique ne
sera pas considérée comme étant nulle ; cela permet d’introduire de manière simplifiée le champ de pression
acoustique dans le résonateur.
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(ou nœuds de pression) que suivant la variable r, matérialisés par les zones claires sur la
figure 1.2. N’ayant pas de dépendance angulaire, la pression acoustique est alors considérée
uniforme en paroi.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

l = 0, n = 2 l = 0, n = 3

l = 0, n = 4 l = 0, n = 5

Fig. 1.2 – Représentation en 3D du champ de pression acoustique normalisé dans une
cavité sphérique pour différents modes de résonance radiaux (0,n)
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Lorsque l 6= 0, le champ de pression n’est plus constant suivant les angles θ et φ,
présentant alors une non-homogénéité de pression acoustique en paroi du résonateur. De
plus, le champ de pression total est composé de 2l + 1 champs de pression dégénérés.
L’expression du champ de pression acoustique total dans le résonateur s’écrit alors

pln(r, θ, ϕ) = jl(klnr)
l

∑

m=0

1

αlmn
Y c,s

lm (θ, ϕ), (1.32)

avec

αlmn = (1 + δm0)πa3(jl(klnr))2 ×
(

1 − l(l + 1)

(klnr)2

)

1

2l + 1

(l + m)!

(l − m)!
, (1.33)

où αlmn est le coefficient de normalisation du champ de pression du mode lmn [41] et δm0

est le symbole de Kronecker.

Dans le cadre de la mesure du niveau du champ de pression, une dépendance de la po-
sition du capteur par rapport à cette répartition énergétique est attendue pour les modes
non-radiaux. La figure 1.3 montre le champ de pression acoustique dans le volume pour
différents modes.
En pratique, les résonateurs ne sont équipés que d’un seul récepteur, rendant les mesures
décrites dans cette étude dépendantes des champs de pression engendrés aux résonances.
C’est l’une des raisons pour lesquelles les modes étudiés ne sont que les modes radiaux : la
pression pour ces modes étant identique en tous points de la paroi.

Pour compléter ces informations, le tableau 1.1 répertorie les valeurs des valeurs propres
des modes dont les champs de pression sont présentés aux figures 1.2 et 1.3 ainsi que celles
des modes (0,8) et (0,9)2.

2Cette liste n’est pas exhaustive car sur la bande fréquentielle correspondant aux fréquences de résonance
d’une sphère de rayon a = 0, 05 m, remplie d’argon à la température T = 273, 16 K ainsi qu’à la pression
P = 0, 1 MPa ([2000-26000] Hz), 91 fréquences de résonance sont dénombrées.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

l = 1, n = 1 l = 1, n = 2

l = 2, n = 1 l = 2, n = 2

l = 3, n = 1 l = 3, n = 2

Fig. 1.3 – Représentation en 3D du champ de pression acoustique normalisé dans une
cavité sphérique pour différents modes de résonance non radiaux (l,n)
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Tab. 1.1 – Valeurs propres, classées de manière croissante, de modes radiaux (l = 0), ainsi
que non radiaux (l 6= 0).

Indices l et n Valeur propre
l = 1, n = 1 2,081576
l = 2, n = 1 3,342094
l = 0, n = 2 4,493409
l = 3, n = 1 4,514099
l = 1, n = 2 5,940367
l = 2, n = 2 7,289932
l = 0, n = 3 7,725252
l = 3, n = 2 8,583755
l = 0, n = 4 10,90412
l = 0, n = 5 14,06619
l = 0, n = 8 23,51945
l = 0, n = 9 26,66605

1.3.2 Condition aux limites non-parfaite (βp 6= 0)

Dans cette étude, les conditions de réflexion en paroi ne sont pas considérées parfaites,
et il est nécessaire de considérer une admittance acoustique en paroi βp non nulle. La
condition à la frontière (1.29) en r = a donne alors l’équation des fréquences propres
suivante

klnj′l (klna) = −iklnβpjl (klna) . (1.34)

Afin de prendre en compte les effets viscothermiques, une correction εln est apportée à νln

telle que
klna = νln + εp

ln. (1.35)

Le développement de la relation (1.34) par la formule de Taylor, au 1er ordre de εp
ln, s’écrit

εp
ln

a
νlnj′′l (νln) = −i

νln

a
βpjl (νln) , (1.36)

or le rapport jl(νln)/j′′l (νln) est calculé en écrivant la relation (∂2
rr + k2

r)jl(νln) = 0, où le
nombre d’onde kr s’écrit de la manière suivante en coordonnées sphériques

k2
r =

ν2
ln

a2
− l(l + 1)

a2
, (1.37)

soit
jl (νln)

j′′l (νln)
=

1

1 − l (l + 1) /ν2
ln

. (1.38)

D’où l’égalité suivante

εp
ln = i

βp

1 − l (l + 1) /ν2
ln

, (1.39)
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où l’admittance acoustique de la paroi βp s’écrit [38]

βp =
1 + i√

2

√

kln

[(

1 − k2
r

k2
ln

)

√

l′v + (γ − 1)
√

lh

]

. (1.40)

En remplaçant dans le facteur
(

1 − k2
r

k2
ln

)

l’expression de k2
r donnée par l’équation (1.37),

il vient,

βp =
1 + i√

2

√

kln

[

l (l + 1)

a2k2
ln

√

l′v + (γ − 1)
√

lh

]

. (1.41)

Au final, le terme correctif au nombre d’onde propre s’exprime sous la forme suivante

εp
ln

a
= −1 − i

a

√

νln

2

[

l (l + 1)

ν2
ln

√

l′v + (γ − 1)
√

lh

]

1

1 − l (l + 1) /ν2
ln

. (1.42)

L’équation (1.42) exprimant la correction due aux conditions aux limites, l’équation (1.35)
devient

kp
ln = kln +

εp
ln

a
(1.43)

où kp
ln est le nombre d’onde acoustique du mode de résonance (l,n) prenant en compte les

phénomènes viscothermiques en paroi. La variation ∆fp
ln sur la fréquence de résonance fln

du mode (l,n) ainsi que la contribution sur la largeur à mi-hauteur du pic de résonance gp
ln

s’écrivent alors
kp

ln =
2π

u
fln + ∆fp

ln + igp
ln (1.44)

où
∆fp

ln + igp
ln =

u

2πa
εp
ln. (1.45)

51



1.4. CONCLUSION

1.4 Conclusion

Dans ce premier chapitre, les effets viscothermiques qui sont présents lors de la propa-
gation d’ondes acoustiques dans un résonateur sphérique parfait sont abordés. Ainsi, à la
résonance des modes dont les champs de pression ne dépendent uniquement que du rayon,
le modèle analytique connu est présenté dans le but de quantifier le décalage fréquentiel
ainsi que la dissipation énergétique liés aux effets décrits précédemment.
En plus des effets viscothermiques dans le volume gvh

0n présentés dans la section 1.2 et ceux
en paroi du résonateur ∆fp

ln dans la section 1.3, il existe d’autres effets qui modifient les
valeurs des fréquences propres fln et qui engendrent de la dissipation énergétique.
Le modèle doit alors prendre en compte les contributions de ces divers phénomènes. En
effet, le résonateur acoustique présente des particularités de conception et géométriques
qui influencent également le champ acoustique.
Pour aboutir à un modèle acoustique complet, les éléments suivants sont alors traités dans
le chapitre 2 :

– les imperfections de la paroi du résonateur (microphones, tubes) ;
– les vibrations de la coque du résonateur liées au couplage fluide-structure ;
– les déformations suivant les trois axes du rayon moyen de la cavité (forme intérieure

tri-ellipsoïdale).
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Chapitre 2

Les résonances acoustiques dans une

sphère réelle

2.1 Introduction

2.1.1 Présentation du modèle acoustique

Le modèle acoustique final présenté dans ce chapitre convient pour un résonateur de
forme sphérique et de rayon intérieur moyen a = 0, 05 m. Les calculs de corrections sont
réalisés pour de l’argon, à des pressions statiques P comprises entre 0,05 et 0,7 MPa. La
température d’étude est la température du point triple de l’eau, TPTE = 273, 16 K. Comme
précisé dans l’Introduction, il s’agit de la température pour laquelle l’incertitude de mesure
est la plus faible.
Ces calculs, qui ne peuvent se faire sans connaître les propriétés thermophysiques du gaz
utilisé, sont obtenus à l’aide du logiciel RefProp [42] (excepté pour la conductivité ther-
mique de l’argon, connue par les travaux de May et al. [43]).
RefProp est un logiciel développé par le National Institute of Standards and Technology
(NIST, Etats-Unis). Il permet d’estimer les propriétés thermophysiques des fluides purs et
mélanges, communément utilisés dans l’industrie. La réalisation de ces calculs est basée sur
des modèles des propriétés thermodynamiques de fluides et mélanges les plus précis connus
à ce jour à partir de la même équation d’état. Le coefficient de conductivité thermique de
l’argon λ est par contre estimé à partir des résultats d’autres travaux expérimentaux [43].

Le domaine fréquentiel d’étude se situe autour des valeurs des fréquences des modes
radiaux (0, n), avec 2 < n < 5, n = 8 et n = 9 ; ces modes étant ceux retenus lors de
l’expérience. Comme expliqué dans la section 1.3, ainsi que montré aux figures 1.2 et 1.3,
les modes non-radiaux ne seront pas retenus pour ce projet. Les modes (0,6) et (0,7) ne
sont pas étudiés car leurs fréquences de résonance sont proches d’une fréquence du mode
de la coque du résonateur, cela engendrant un décalage non négligeable sur celles-ci, effet
abordé plus en détail dans la section 2.6 de ce chapitre.
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x

z

y

Microphones

Tubes d'entrée

Tube de sortie

Fig. 2.1 – Schéma simplifié du résonateur

2.1.2 Homogénéisation avec les notations de la communauté de la ther-
mométrie acoustique dans les gaz

Dans la suite du manuscrit, les notions de longueur caractéristique de diffusion visqueuse
l′v et thermique lh présentées aux équations (1.3) et (1.6) sont remplacées par les épaisseurs
des couches limites (ou de diffusions) viscothermiques.
Les épaisseurs des couches limites visqueuses et thermiques sont définies respectivement de
la manière suivante :

δv =

√

2l′v
k

=
√

2µ/ρ ω, (2.1)

δh =

√

2lh
k

=
√

2λ/ρ Cp ω. (2.2)

Ces notions et notations étant majoritairement employées par la communauté de la
thermométrie acoustique dans les gaz (par exemple [30]) ainsi que dans la communauté
métrologique, les équations (1.20) et (1.45) qui expriment les corrections dues aux effets
viscothermiques présents dans le résonateur seront donc, dans la suite du manuscrit, définies
en fonction de δv et δh.
La différence entre les deux notations est que les longueurs de diffusion l′v et lh sont des
caractéristiques du milieu de propagation des ondes alors que les épaisseurs δv et δh sont
en plus fonction de la fréquence d’étude.
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2.2 Les couches limites thermiques

L’effet des couches limites viscothermiques a été développé à la section 1.3. Il est ex-
primé ici sous le formalisme de la communauté de la thermométrie acoustique, présenté
dans la section 2.1.2.
Les effets des couches limites viscothermiques engendrent les corrections les plus impor-
tantes dans le modèle acoustique final. Afin de prendre en compte ces perturbations sur
la large gamme de pression d’étude, il est nécessaire de différencier deux conditions sur
l’équilibre de la température aux limites. Tout d’abord, la température sera considérée
comme étant à l’équilibre entre la paroi et le fluide. Ensuite, un écart non négligeable de
température sera considéré, ajoutant alors un second terme à la correction obtenue au cas
précédent ; effet qui est inversement proportionnel à la densité du gaz.

2.2.1 Continuité de la température en paroi

L’équation (1.45) montre que les couches limites viscothermiques engendrent une cor-
rection ∆fp

0n et une dissipation énergétique qui contribue à un élargissement gp
0n du pic de

résonance à mi-hauteur tel que

∆fp
0n + igp

0n

f0n
= (i − 1)

(γ − 1)

2

δh

a
. (2.3)

Il est possible de voir que la formule, pour les modes radiaux, n’est plus fonction des épais-
seurs des couches limites visqueuses δv. Aussi, l’appellation viscothermique qui concerne
les couches limites, est remplacée dorénavant par thermique. De plus, du fait du facteur
(i − 1) dans l’équation (2.3), il vient l’égalité suivante

|∆fp
0n| = |gp

0n| . (2.4)

La largeur à mi-hauteur du pic de résonance étant une donnée qui est également acces-
sible expérimentalement, elle sera alors comparée à celle calculée théoriquement dans la
section 5.3 afin d’avoir une estimation qualitative du modèle de correction acoustique.
La figure 2.2 présente l’ordre de grandeur relative des corrections induites par cet effet sur
les fréquences.
Cet effet étant le plus important, et ne tendant pas vers zero lorsque la pression statique
est nulle, deux solutions peuvent être proposées pour diminuer son effet. Tout d’abord, il
est possible d’augmenter le rayon du résonateur, comme le montre la figure 2.3 : à pression
et à température constante, ainsi que pour un même mode, la correction varie en

√
a/a,

∆fp
0n + igp

0n

f0n
= (i − 1)

γ − 1

2

√

2λ

ρuCpν0n

√
a

a
. (2.5)

Une seconde solution est de changer le gaz d’étude 1. Ainsi, les propriétés thermo-
physiques du milieu de propagation, notamment le coefficient de conduction thermique λ

1À l’heure actuelle, seul l’argon et l’hélium sont utilisés. En effet, l’incertitude de la composition du gaz
liée aux nombres d’isotopes que possèdent le gaz d’étude justifie leur utilisation ou non. Ainsi, l’hélium a
2 isotopes stables (dont 4He qui est présent à 99,999 %) et l’argon en a 3 (dont 40Ar présent à plus de
99,6 %). Le néon possède également 3 isotopes stables (dont 20Ne présent à 90 %), le krypton en possède
6 et le xenon quant a lui 7.
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(équations (1.6) et (2.2)), vont modifier ces corrections. La figure 2.4 montre l’effet des
couches limites thermiques sur le décalage fréquentiel du mode 02, pour cinq gaz mono-
atomiques, dont les propriétés thermophysiques, à P = 0, 1 MPa et T = 273, 16 K, sont
données dans le tableau 2.1.
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en fonction de la pression statique P , estimé pour différents gaz monoatomiques.
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Tab. 2.1 – Propriétés thermophysiques de He, Ne, Ar, Kr et Xe à P = 0, 1 MPa et
T = 273, 16 K [42, 43].

He Ne Ar Kr Xe
M (u) 4,0026 20,179 39,948 83,804 131,30

ρ (kg · m−3) 0,17615 0,88809 1,7606 3,7 5,8207
u (m · s−1) 972,90 433,35 307,86 212,37 169,29
λ (W · K−1) 146,19 45,412 16,372 8,6381 5,1066
µ (µPa · s) 18,694 29,385 20,956 23,220 21,215

Cp (J · kg−1 · K−1) 5,930 1,0304 0,52183 0,24946 0,16058
γ 1,6665 1,6669 1,6702 1,6733 1,6796

58



2.2. LES COUCHES LIMITES THERMIQUES

2.2.2 Discontinuité de la température en paroi

L’équation (2.3) est valable dans l’hypothèse de la continuité de la température entre
le gaz et la paroi à l’interface. Cependant, il est nécessaire d’ajouter aux conditions aux
limites un terme correctif rendant compte d’une discontinuité de température en paroi du
résonateur [44]. La différence de température entre le gaz et la paroi à l’interface est estimée
grâce à la théorie du mouvement [45] et est donnée par

∆τ(r = a) =
Jt lat

λ
(2.6)

où Jt est le flux normal de chaleur à travers l’interface gaz-paroi, et lat est la longueur carac-
téristique d’accommodation thermique du gaz. Cette longueur, pour un gaz monoatomique,
est connue grâce à

lat =
λ

P

√

πMT

2R

2 − h

2h
(2.7)

où 0 < h ≤ 1 est le coefficient d’accommodation thermique [45]. Ce coefficient rend compte
de la capacité de l’échange thermique entre le gaz et la paroi. Il est lié notamment à
l’état de surface interne du résonateur d’un point de vue mécanique (rugosité), chimique
(adsorption de particule) mais aussi du gaz d’étude (masse atomique). Pour les meilleures
conditions d’accommodation, h = 1. A titre d’exemples pour l’argon, à P = 0, 1 MPa et
à T = 273, 16 K, la longueur d’accommodation thermique vaut 118 nm pour h = 1, et
275 nm lorsque h = 0, 6.
L’admittance acoustique βp de la paroi interne du résonateur définie à l’équation 1.41
s’exprime alors, pour les modes radiaux et à partir de la relation donnée à l’équation 2.2,

βp = (γ − 1)
πf0n

u
(δh(1 + i) + 2ilat) (2.8)

Le terme correctif ǫp′

0n sur les valeurs propres ε0n uniquement lié au saut de température
s’écrit

ǫp′

0n = −(γ − 1)k0nlat. (2.9)

Au final, les fréquences de résonance sont alors modifiées par

∆fp′

f0n
=

(γ − 1)

a
lat. (2.10)

La figure 2.5 montre la contribution de cet effet en fonction de la pression, pour différentes
valeurs de h, pour de l’argon et à T = 273, 16 K.

Cet effet peut être diminué en agissant sur trois paramètres. Le premier est le rayon,
l’effet variant en 1/a. Le second est l’état de surface interne du résonateur, une surface
faiblement rugueuse augmentant l’accommodation thermique et donc la valeur de h [46].
En effet, si lors de la conception du résonateur, les techniques d’usinage le permettent,
la surface peut alors être faiblement rugueuse. Le dernier paramètre est, comme pour les
couches limites, lié à la nature du gaz.

Un modèle théorique dit du “soft-cube” permet d’estimer les valeurs de h [47, 48]. Cette
estimation est basée sur l’interaction d’une particule de gaz et d’une particule de la surface,
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Fig. 2.5 – Décalage fréquentiel dû à la discontinuité de température entre le gaz et la paroi
du résonateur, à l’interface (r = a), pour de l’argon et à T = 273, 16 K.

modélisée par système masse-ressort. Le coefficient d’accommodation thermique est alors
défini comme suit

h = 2, 4
µM

(1 + µM )2
(2.11)

où µM = Mg/Ms est le rapport entre la masse molaire du gas Mg et celle de la particule
de la surface Ms. Le tableau 2.2 présente les estimations de h obtenues pour différents gaz
monoatomiques interagissant avec une surface de cuivre (ici Ms = 63, 546 u). De plus, ce
tableau répertorie des valeurs mesurées lors de précédentes études [46].

Tab. 2.2 – Estimation du coefficient d’accommodation thermique h à T = 273, 16 K, pour
une surface en cuivre et pour différents gaz monoatomiques [42].

He/Cu Ne/Cu Ar/Cu Kr/Cu Xe/Cu
µM 0,06 0,32 0.63 1.32 2.07

h (théorique) 0,13 0,44 0,57 0,59 0,53
h (expérimentale) 0,37 0,7 0,88 0,98 0,98

Les écarts peuvent notamment s’expliquer car cette approximation ne prend pas en
compte les potentiels d’interaction entre les atomes. De plus, l’approximation du “soft-
cube” a une limite : lorsque µM ≈ 1, l’équation (2.11) devient inappropriée.
Le coefficient d’accommodation thermique ne pouvant pas être estimé théoriquement, c’est
la raison pour laquelle il sera mesuré dans cette étude (voir section 5.2.2).

Cependant, à titre d’exemple, la figure 2.6 présente une estimation de l’ordre de gran-
deur du décalage fréquentiel ∆fp′ qui pourrait être observé dans un résonateur en cuivre de
rayon a = 0, 05 m pour différents gaz monoatomiques, à partir des valeurs expérimentales
de h répertoriées dans le tableau 2.2.
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2.3 La dissipation due à la propagation dans le volume

En prenant en compte les équations (1.20), (2.1) et (2.2), l’élargissement du pic de
résonance, lié à la dissipation énergétique dans le volume aux fréquences des modes radiaux
(0,n), s’exprime de la manière suivante :

gvh
0n

f0n
=

(ω0n

2u

)2
×

(

(γ − 1)δ2
h +

4

3
δ2
v

)

, (2.12)

Le figure 2.7 représente la variation de l’élargissement gvh
0n/f0n pour les différents modes

radiaux lorsque la pression du milieu change.
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Fig. 2.7 – Largeur à mi-hauteur gvh
0n/f0n due à la dissipation énergétique liée à la propa-

gation des ondes acoustiques dans un volume d’argon, à T = 273, 16 K

Une fois encore, cet effet peut être diminué en modifiant le milieu de propagation
des ondes acoustiques. En reprenant les cinq gaz évoqués à la section 2.2, il est possible
d’observer la contribution de la composition du milieu sur la dissipation énergétique, comme
le montre la figure 2.8 pour le mode (0,2).
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2.4 Les imperfections de la paroi du résonateur

Dans la partie 1.3, la paroi interne du résonateur acoustique est considérée comme uni-
forme, entraînant une définition de l’admittance acoustique en paroi βp donnée à l’équa-
tion (1.41). Cependant, la présence de deux transducteurs acoustiques ainsi que de deux
tubes capillaires en paroi de ce résonateur modifie cette admittance. Ces divers éléments
localisés ont une influence sur la mesure de la fréquence de résonance [49], définie de la
manière suivante

∆f0n + ig0n

f0n
= i

βe Se

Sp ν0n
, (2.13)

où βe est l’admittance acoustique de l’élément perturbateur, Se et Sp sont les surfaces de
l’élément perturbateur et du résonateur respectivement.

2.4.1 L’influence des transducteurs acoustiques en paroi

Les deux transducteurs acoustiques ont également leur propre admittance acoustique.
Dans l’expérience décrite dans ce manuscrit, il s’agit de deux microphones électrostatiques
de diamètre 1/4 de pouce (1/4”), soit 0,635 cm.
À ce jour, et dans les expériences similaires à celle décrite dans ce manuscrit, deux modèles
de correction sont utilisés. Le premier modèle présenté est celui le plus couramment re-
tenu lors de l’analyse des données. Son avantage étant de ne dépendre que des paramètres
basiques du fluide et d’une propriété mécanique du transducteur. Le second modèle, plus
complexe quant à lui, prend en compte le fort couplage existant entre le fluide et la struc-
ture.

i) Modèle simplifié du microphone électrostatique

En approximation basses fréquences, l’admittance acoustique Ya,m de la membrane de
ce transducteur de surface Sm peut être considérée comme une compliance acoustique Ca,m

[50] égale à

Ca,m =
π a4

m

8 Tm
, (2.14)

où am et Tm sont respectivement le rayon et la tension de la membrane du microphone.
En posant

βa,m = iωρ u χ, (2.15)

l’admittance acoustique réduite de la membrane du transducteur, où χ = Ca,m/Sm est
la compliance mécanique par unité de surface de la membrane. Le décalage fréquentiel
engendré par la présence de deux microphones en paroi du résonateur est

∆f tr

f0n
= i

βa,m 2 Sm

Sp ν0n
= −ρ u2χ

Sm

πa3
(2.16)

La valeur de la compliance mécanique de la membrane χ a été estimée par le fabricant, et
ne comporte pas de partie imaginaire. Les microphones utilisés dans cette étude sont des
microphones électrostatiques (modèle 4939) de la marque Brüel & Kjær. Leur compliance
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mécanique est égale à 1, 5 × 10−10 m · Pa. Le décalage fréquentiel ∆f tr/f0n est donné en
figure 2.9.
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Fig. 2.9 – Décalage fréquentiel ∆f tr/f0n dû à la présence de deux microphones 1/4” en
paroi du résonateur
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ii) Modèle complexe du microphone électrostatique

De récents travaux de recherche au LCM/LNE-CNAM en collaboration avec l’INRiM
ainsi que le Laboratoire d’Acoustique de l’Université du Maine (LAUM, Le Mans) ont
permis d’aboutir à une connaissance plus précise de l’influence de ces transducteurs sur
les mesures. Cette étude expérimentale et théorique, basée sur un modèle de transducteur
plus complexe [51], permet entre autres, d’affiner les corrections ∆f tr à apporter [52].
Le modèle développé en 1994, prend notamment en compte le couplage important qui existe
entre la structure (la membrane du transducteur) et le fluide (air, argon, hélium), effet qui
est négligé dans la modélisation présentée précédemment. Ainsi, le décalage fréquentiel dû
à la présence de ces deux transducteurs en paroi du résonateur est désormais dépendant
de l’interaction entre leur membrane et le fluide qui les entoure, mais est aussi fonction de
la fréquence. La correction sur la fréquence de résonance devient alors

∆f tr
0n + igtr

0n

f0n
= 2 × iρ u Ya,m

Spν0n
, (2.17)

où l’expression de l’admittance Ya,m ainsi que son calcul, sont détaillés dans [52]. Ce modèle
prend en compte l’élargissement à mi-hauteur du pic de résonance lié à la présence de
transducteur en paroi, qui est présenté à la figure 2.10. De plus, la figure 2.10 présente
les corrections à appliquer pour les modes radiaux (0,2) à (0,9) dans une sphère de rayon
a = 0, 05 m, et pour deux microphones 1/4 ” (type 4939 de chez B&K).

iii) Comparaison entre les deux modèles de microphone et choix de la correc-
tion

Les figures 2.9 et 2.10 montrent que la dépendance fréquentielle de la correction n’est
pas négligeable. Cependant, le modèle complexe nécessite de connaître finement les para-
mètres du microphone pour pouvoir estimer les corrections, données qui peuvent ne pas
être accessibles.
Pour finir, l’extrapolation à pression nulle des deux modèles de correction pour le micro-
phone tend vers 0. Ainsi, pour cette étude le choix entre ces deux modèles n’affectera pas
la détermination de u2(TPTE , 0), ce qui permet d’utiliser le modèle simplifié.
A terme, le modèle complexe sera probablement celui utilisé, les mesures décrites ici étant
amenées à être plus précise dans un futur proche. Il sera donc nécessaire de modéliser d’une
manière plus fine possible les effets perturbateurs présents dans le résonateur.
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2.4.2 Effet des tubes, optimisation du dimensionnement

Dans le but de contrôler la pureté du gaz contenu dans le résonateur, il est nécessaire
de le renouveler en continu afin d’évacuer toute impureté en cas de dégazage des parois, par
exemple. En effet, la présence d’impureté modifie la masse molaire du milieu de propagation
et ainsi, sa vitesse du son ([54, 55] et section 4.4).
Afin de créer le débit de gaz permettant ce renouvellement, deux tubes de faible rayon sont
montés en paroi du résonateur acoustique. Cependant, ce montage va modifier localement
l’impédance acoustique βp de la paroi. En reprenant l’équation 2.13 et en y remplaçant le
terme βe Se par ρ u/Zin, celle ci devient

∆f t
0n + igt

0n

f0n
=

i ρ u

Sp ν0n Zin
, (2.18)

où Zin est l’impédance acoustique d’entrée du tube. Cette correction n’est valable qu’en
dessous de la fréquences de coupure des tubes afin que la condition d’onde plane soit res-
pectée. Pour un tube de rayon at, cette fréquence est donnée pour fc = 0, 29

u

at
[56]. Pour

des tubes de rayon 0,254 mm, 0,381 mm et 0,508 mm, ces fréquences de coupures, dans de
l’argon à P = 0, 1 MPa et T = 273, 16 K, sont respectivement de 351494 Hz, 234329 Hz et
175747 Hz, ce qui est bien supérieur aux fréquences d’étude, qui se situent sur la gamme
fréquentielle allant de 4000 à 30000 Hz.
Une étude de Mehl et al. portant sur les résonateurs quasi sphériques permet d’estimer ces
corrections en calculant l’impédance acoustique de ces tubes [49].
Ainsi en utilisant l’analogie électroacoustique, il est possible de connaître le terme Zin.
Gillis et al. [57] rapporte le développement des calculs permettant d’obtenir les expressions
qui suivent.
Pour ce modèle, deux circuits équivalents sont à réaliser. La première analogie qui est ex-
posée ci-après correspond à celle du tube à section constante monté en paroi du résonateur.
Sur la figure (2.1), ce montage est nommé Tube de sortie. La seconde analogie présentée
correspond à celle du montage composé de l’assemblage de deux tubes de section différente,
monté en paroi du résonateur, nommés Tubes d’entrée sur la figure (2.1).

i) Cas du tube simple

Dans le cas du montage tube simple + sphère, l’analogie donne un circuit électrique en
T, schématisé sur la figure 2.11 [58].

L’impédance d’un tube débouchant sur un volume V et terminé par une impédance Zt

est donnée par

Zin = Za +
Zb (Za + Zt)

Zb + Za + Zt
(2.19)

où les termes Za et Zb correspondent aux impédances caractéristiques du tube de longueur
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Z a Z a

Z b Z t

Z in

Fig. 2.11 – Circuit équivalent du montage tube simple + sphère.

lt. Elles sont définies par

Za = Z0 tanh

(

Γ lt
2

)

, (2.20)

Zb =
Z0

sinh (Γ lt)
, (2.21)

où Z0 est l’impédance spécifique du tube et Γ est une constante de propagation des ondes
dans le tube. En basses fréquences (hypothèse ondes planes suivant la section des tubes)
et pour un tube de section St = πa2

t , l’impédance spécifique Z0 vaut

Z0 =
ρ u/St

√

(1 + (γ − 1)Fh)(1 − Fv)
, (2.22)

et la constante de propagation Γ est égale à

Γ = i
ω

u

√

1 + (γ − 1)Fh

1 − Fv
. (2.23)

Les fonctions Fv et Fh sont définies par

Fv =
2J1 (κvat)

κvat J0 (κvat)
, (2.24)

Fh =
2J1 (κhat)

κhat J0 (κhat)
, (2.25)

(2.26)

où Jm(κv,hat) sont les fonctions de Bessel cylindriques d’ordre m et les expressions des
paramètres κv et κh sont

κv =
(1 − i)

δv
, (2.27)

κh =
(1 − i)

δh
. (2.28)

(2.29)

Pour illustrer cet effet, l’influence de la modification locale de βp par la présence de
tubes de rayon at valant 0, 254 mm et 0, 508 mm est donnée sur les figures 2.12 et 2.13, en
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Fig. 2.12 – Effet des tubes en fonction de la longueur du tube (at = 0, 254 mm) sur le
décalage fréquentiel ∆ft et la largeur à mi-hauteur gt à P = 0, 1 MPa et T = 273, 16 K
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Fig. 2.13 – Effet des tubes en fonction de la longueur du tube (at = 0, 508 mm) sur le
décalage fréquentiel ∆ft et la largeur à mi-hauteur gt à P = 0, 1 MPa et T = 273, 16 K
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2.4. LES IMPERFECTIONS DE LA PAROI DU RÉSONATEUR

fonction de la longueur lt pour une pression statique de P = 0, 1 MPa et une température
T = 273, 16 K.

Les figures 2.12 et 2.13 montrent que des tubes de longueur (lt > 0, 2 m) permettraient
de négliger leurs effets sur les mesures de u, pour chaque mode ∆f t

0n ≈ 0. Par contre, les
pertes énergétiques ne sont pas minimisées pour ces longueurs. Cependant, il est possible
de trouver une longueur optimale qui permet de minimiser à la fois les effets de celui-ci sur
la mesure de la fréquence de résonance et sur la largeur du pic.
Tout d’abord, concernant la longueur du tube, Ewing a montré qu’un tube de longueur
équivalente au rayon du résonateur permettait de réduire son influence sur le champ acous-
tique [59] (voir les flèches rouge sur les figures 2.12 et 2.13 - la longueur des tubes a été
choisie en fonction de cette propriété).
Ensuite, l’influence de ce tube sera plus importante en fonction de l’accroissement de son
rayon at. Ainsi, pour un tube de longueur lt = a = 0, 05 m, cette différence peut être,
suivant le mode de résonance, 4 fois supérieure sur ∆f t

0n et 2 fois supérieure sur gt
0n si la

valeur du rayon est doublée.
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2.4. LES IMPERFECTIONS DE LA PAROI DU RÉSONATEUR

ii) Cas du tube double

Dans le cas du montage tube double + sphère, l’analogie donne un circuit électrique en
T, schématisé en figure 2.14 [49]. L’impédance du tube double débouchant sur un volume

Z a1 Z a1

Z b1 Z t

Z in

Z a2

Z b2

Z a2

Fig. 2.14 – Circuit équivalent du montage tube double + sphère.

V et terminé par une impédance Zt est alors donnée par

Zin = Za1 +
Zb1 (Za1 + Za2 + [Zb2 (Za2 + Zt)]/[Zb2 + Za2 + Zt])

Zb1 + Za1 + Za12 + [Zb2 (Za2 + Zt)]/[Zb2 + Za2 + Zt]
(2.30)

où les termes Za1, Zb1, Za2 et Zb2 correspondent aux impédances caractéristiques des tubes
de longueur lt1 et lt2 respectivement. Ces impédances caractéristiques sont obtenues en uti-
lisant le même développement que celui du tube simple vu auparavant. Comme pour le
cas du tube à section constante, le tube de longueur lt1 doit être également égal au rayon
de la sphère pour minimiser son impact. Le second tube est, quant à lui, dimensionné en
fonction des contraintes expérimentales (espace libre, longueur de disponible,...).

iii) Effet total des tubes présents en paroi du résonateur

Au final, pour obtenir la contribution due à la présence des tubes en paroi du résonateur,
leurs effets sont sommés (le couplage qui peut exister n’est pas pris en compte dans cette
étude, car étant négligeable [41]).
Pour la configuration de tube utilisée pour l’expérience, dont les dimensions sont données
dans le tableau 2.3, les corrections du modèle acoustique liées à cette partie sont montrées
sur la figure 2.15.

Tab. 2.3 – Dimensions des tubes de la configuration expérimentales

Rayon (mm) Longueur (m)
tube 1 0,508 6
tube 2 0,254 0,05
tube 3 0,371 0,05
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Fig. 2.15 – Corrections ∆f t
0n sur la fréquence f0n et contribution gt

0n sur la largeur à
mi-hauteur du pic de résonance, dues à la présence des tubes en paroi du résonateur en
fonction de la pression P et à la température T = 273, 16 K

Une modélisation fine des effets engendrés par la présence de tubes en paroi du réso-
nateur doit être effectuée. Comme le montre la figure 2.15, l’extrapolation à pression nulle
pour chaque mode étudié ne tend pas vers une disparition de l’effet.
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2.5. LA FORME ELLIPSOÏDALE DU RÉSONATEUR ACOUSTIQUE

2.5 La forme ellipsoïdale du résonateur acoustique

La forme intérieure de la cavité utilisée diffère légèrement de celle d’une sphère parfaite.
En effet, le rayon interne a n’est pas constant, et a été construit dans le but de suivre la
forme de trois ellipsoïdes de dimensions différentes suivant les trois axes x, y et z. Cette
forme géométrique est communément appelée ellipsoïde triaxial et a pour équation

x2

a2 (1 + ǫ1)
+

y2

a2 (1 + ǫ2)
+

z2

a2
= 1 (2.31)

où les coefficients ǫ1 et ǫ2 sont les excentricités de la sphère. Le but étant de générer de
faibles déformations qui sont de l’ordre de 50 µm sur le rayon, pour l’expérience décrite dans
cette étude. Ainsi, pour des excentricités ǫ1 = 0, 001 et ǫ2 = 0, 0005, les rayons suivant les
axes x, y et z prennent les valeurs ax = 49, 950 mm, ay = 49, 975 mm et az = 50, 000 mm
respectivement. Cette forme intérieure est illustrée en figure 2.16.
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Fig. 2.16 – Projection cylindrique de la forme intérieure théorique de l’hémisphère nord
du résonateur acoustique - à gauche, vue 3 D d’un des hémisphères du résonateur, à droite,
cartographie du rayon intérieur en fonction des angles ϕ et θ

Le décalage fréquentiel lié à la non-sphéricité du volume intérieur du résonateur a été
estimé par Mehl [60]. Le calcul de cette correction réalisé au 2nd ordre est donné par

∆fet
0n

f0n
=

4

135
ν2
0n

(

ǫ21 − ǫ1ǫ2 + ǫ22
)

(2.32)

Cette correction est constante suivant la pression P et la température T mais ne dépend
que du mode de résonance et des excentricités. Le tableau 2.4 donne le décalage fréquentiel
sur les modes de résonance (0,n) d’étude.
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2.5. LA FORME ELLIPSOÏDALE DU RÉSONATEUR ACOUSTIQUE

Tab. 2.4 – Décalage fréquentiel dû à la non-sphéricité du résonateur acoustique

Mode (0n) 106 × ∆fet
0n/f0n

2 0,449
3 1,326
4 2,642
5 4,397
8 12,293
9 15,802
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2.6. VIBRATION DE LA COQUE DU RÉSONATEUR

2.6 Vibration de la coque du résonateur

Il existe une interaction entre la coque du résonateur et le fluide contenu en son intérieur.
En effet, le fluide mis en mouvement par le transducteur acoustique va, sur une certaine
gamme fréquentielle, transmettre suffisamment d’énergie à la paroi du résonateur pour
la mettre elle-même en mouvement. Malgré la faible amplitude de ces vibrations, celle-
ci est toute fois suffisamment élevée pour interagir avec le fluide et ne pas négliger ce
couplage fluide-structure. L’amplitude des vibrations est maximale lorsque la cavité entre
en résonance (ou en est proche) et que la fréquence acoustique émise est proche d’une des
fréquences de résonance fcoque de la coque. Cet effet a tout d’abord été traité théoriquement,
à la fois pour les modes radiaux et non-radiaux [61]. Le modèle théorique utilisé est celui
régissant les déformations élastiques des matériaux isotropes.
Ce modèle prédit un décalage fréquentiel ∆f coque

0n pour les modes radiaux, égale à

∆f coque
0n

f0n
= −γ

3

χcoqueP

1 − (f0n/fcoque)
2 (2.33)

où χcoque est le coefficient de compressibilité de la coque pour un mode de structure de
fréquence fcoque.
Dans le cas particulier du mode de résonance de coque qualifié de mode de respiration, les
vibrations de la coque du résonateur sont fonction uniquement du rayon et le coefficient
de compressibilité est alors défini de la manière suivante [30] à partir de [62]

χcoque =
3∆a

a

1

∆P
(2.34)

où ∆a est la variation du rayon intérieur suite à une variation ∆P de la pression.
En connaissant certaines caractéristiques mécaniques du matériau composant la coque du
résonateur, à savoir son module d’Young E, son module d’élasticité isostatique K ainsi que
son coefficient de Poisson ν, et en supposant que le gaz contenu dans le résonateur est un
gaz parfait (γ = 5/3), l’équation (2.33) devient [63]

∆f coque
0n

f0n
≈ − κP

1 − (f0n/fcoque)
2 (2.35)

avec

κ =
5 a

6 eρcoque u2
L,coque

(2.36)

où e est l’épaisseur de la coque du résonateur, et ρcoque ainsi que uL,coque sont respective-
ment la densité et la célérité des ondes longitudinales de la structure.

La figure 2.17 présente la correction ∆f coque pour une sphère de rayon intérieur a =
0, 05 m ayant une coque en cuivre d’épaisseur e = 10 mm, lorsque celle-ci vibre à la
fréquence du mode de respiration fcoque = 16824 Hz. Les propriétés du cuivre sont données
dans le tableau 2.5 et le calcul de fcoque est obtenu à partir de [61].
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Tab. 2.5 – Propriétés mesurées sur un échantillon du même cuivre électolytique Cu-a1
utilisé pour la réalisation du résonateur [64]

ρCu (kg.m−3) 8916,1
uL,Cu (m.s−1) 4668,2
ECu (GPa) 127,46
KCu (GPa) 130,77

νCu 0,338
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Fig. 2.17 – Décalage fréquentiel dû à la vibration de la coque du résonateur

Comme le montre la figure 2.17, cette correction est fortement dépendante de la fré-
quence du mode acoustique. Ainsi, plus la fréquence de résonance acoustique est proche de
fcoque et plus l’interaction sera importante. Il s’agit notamment d’une des limites expéri-
mentales dans ce projet. C’est pourquoi seul les modes pour lesquels |f0n/fcoque − 1| > 0, 02
sont retenus. En effet, la raison pour laquelle les modes radiaux 06 et 07 ne sont pas étudiés
est liée à cette limite : à P = 0, 1 MPa et T = 273, 16 K, f06 = 16876 Hz et f07 = 19963 Hz
2.
Il est à noter que l’extrapolation à pression nulle de cet effet tend vers zéro, quel que soit
le mode étudié.

2Le mode 05 est retenu car la valeur de fcoque est sous-estimée par [61]. En effet, le résonateur réel à
une forme bien plus complexe, l’épaisseur de sa coque n’étant pas uniforme. Ainsi, même si,théoriquement
le mode 05 ne répond pas à ce critère, expérimentalement sa perturbation a été jugée acceptable pour qu’il
soit retenu dans les modes étudiés.
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2.7 Conclusion

Le modèle acoustique final comprend six effets perturbateurs qui ont été développés
dans ce chapitre. Le décalage fréquentiel final ∆f0n ainsi que la largeur à mi-hauteur g0n

des pics de résonance liée à la dissipation énergétique totale sont calculés par sommation
des différentes contributions de chacun de ces effets, ce qui donne

∆f0n = ∆fp
0n + ∆fp′ + ∆f tr

0n + ∆f t
0n + ∆f coque

0n + ∆fet
0n, (2.37)

g0n = gp
0n + gvh

0n + gt
0n. (2.38)

Afin de connaître la contribution de chacun de ces effets sur les corrections totales, les
figures 2.18 et 2.19 représentent leur apport au modèle acoustique final en pourcentage
pour chaque mode.
L’application du modèle de correction est abordée dans la partie III, partie consacrée à
l’analyse des données expérimentales.
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Fig. 2.18 – Contribution en % des effets perturbateurs sur le modèle acoustique final pour
les modes (0,2), (0,3) et (0,4)
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Fig. 2.19 – Contribution en % des effets perturbateurs sur le modèle acoustique final pour
les modes (0,5), (0,8) et (0,9)
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Deuxième partie

Mesure de la célérité des ondes

acoustiques en milieu finement

contrôlé
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Lewis Ganon : “Ce tour est vraiment fantastique, Dai, mais je crois savoir pourquoi
vous ne voulez pas que je le décrive dans notre livre. La méthode employée laisse
certainement trop de part au hasard.
Dai Vernon : C’est bien là votre erreur, Lewis, la méthode est absolument sûre.
L.D. : Dans ce cas, vous voulez sans doute la garder secrète ?
D.V. : Non, ce n’est pas cela. Il y a que je suis parfaitement incapable de vous fournir
même un début d’explication !
L.D. : Écoutez, Dai, soyons sérieux ; bien sûr que vous savez comment vous faites :
il n’y a donc aucune raison pour que nous ne décrivions pas la méthode dans notre
livre.
D.V. : Mais puisque je vous dis que l’entreprise est impossible ! J’ai toujours pensé à
ce tour comme étant celui qui ne peut pas être expliqué, parce que, lorsque je décide
de le présenter, je ne sais jamais à l’avance ce qui va se passer !
L.D. : Voyons, Dai, je vous ai vu le faire. Vous avez écrit une prédiction sur ce paquet
de cigarettes, que vous avez ensuite posé sur la table. Al Koran a mélangé le jeu (et
il s’en est donné à cœur joie !) et vous lui avez dit de retourner la carte du dessus :
les hasards du mélange ont voulu que ce soit le six de cœur. Puis vous lui avez dit
de regarder ce que vous aviez écrit sur le paquet de cigarettes, auquel vous n’aviez
touché depuis le moment où vous y aviez écrit la prédiction. Al a lui-même lu à haute
voix ce que vous y aviez écrit : “Le six de cœur”. Je n’en suis pas encore revenu !
D.V. : Eh bien, Lewis, c’est comme ça que les choses se sont passées ce soir, mais la
prochaine fois, elles pourraient se passer de manière totalement différente. J’avoue
qu’une prédiction est faite chaque fois d’une façon ou d’une autre, avant
le début du tour, et que la carte prédite se révèle toujours être la bonne...
mais laissez-moi vous le refaire une ou deux fois, et vous comprendrez ce
que je veux dire. Il s’agit d’être sur le qui-vive dès le départ - plus vous
avez d’expérience en matière de cartomagie, et mieux cela vaut. Vous
exécuterez le tour vous-même tout à l’heure, et vous pourrez constater
qu’il n’y a rien de vraiment difficile à faire. L’important, c’est de réfléchir
vite et bien afin d’exploiter au mieux les circonstances, et d’en tirer le
maximum.”
Discussion entre Dai Vernon, illustre prestidigitateur canadien surnommé “The Pro-
fessor ”, et Lewis Ganson, célèbre illusionniste et écrivain anglais.
Au sujet de The Trick That Cannot Be Explained,
Retranscrite en anglais par Lewis Ganson dans Dai Vernon’s More Inner Secrets of
Card Magic et traduite en français par Richard Vollmer dans The Very Best Of Dai
Vernon
Années 1950.
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Chapitre 3

Le résonateur quasi sphérique BCU3.

3.1 Introduction

La conception du résonateur utilisé pour les mesures présentées dans cette étude est
inspirée de la réalisation d’un premier prototype de cavité quasi sphérique développé au
LCM/LNE-CNAM, 3 années auparavant, nommé BCU2v2 [65]. La figure 3.1 montre l’évo-
lution de la forme extérieure du résonateur. Le volume intérieur de ces deux cavités est de
0,5 L, et leur coque est en cuivre, différenciant ainsi ces résonateurs d’autres préalablement
utilisés ou en cours d’utilisation, qui sont plus volumineux et/ou réalisés avec d’autres
matériaux :

– en acier inoxydable 316L1 (a = 89 mm) [30] ;

– en alliage d’aluminium2 (a = 40 mm) [59] ;

– en nimonic3 (a = 40 mm) [66] ;

– en acier inoxydable (a = 60 mm) [67] ;

– en cuivre (a = 60 mm) [68].

Tout d’abord, la conception et la réalisation du nouveau résonateur sont présentées.
L’assemblage du résonateur est ensuite traité en présentant les techniques originales déve-
loppées au LCM/LNE-CNAM. La troisième section est consacrée à la détermination de la
forme et du volume intérieurs du résonateur.

1Alliage composé à plus de 70% de fer, de 16 à 18% de chrome, 11 à 13% de nickel, d’environ 2% de
molybdène et des traces de carbone (de l’ordre de 0.01%)

2Alliage composé (selon la norme EN573-1) à plus 97% d’alluminium, de 0.4 à 0.8 % de magnésium, de
0.3 à 0.6% de silicium, de 0.35% de fer, de 0,25 de cuivre, de 0.20% de chrome de 0.10% de zinc

3Le nimonic est un superalliage métallique généralement composé à plus de 50% de nickel, de 20% de
chrome et complété de titane ainsi que d’aluminium
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3.2. CONCEPTION ET RÉALISATION DU RÉSONATEUR ACOUSTIQUE.

(a) BCU2v2 (b) BCU3

Fig. 3.1 – Dessins montrant l’évolution de la forme extérieure des résonateurs conçus au
LCM/LNE-CNAM durant la période [2006-2009].

3.2 Conception et réalisation du résonateur acoustique.

Comme le montre la figure 3.2, les résonateurs sont constitués de deux parties. De par
sa forme intérieure quasi sphérique et par analogie géographique à la sphéricité terrestre,
la partie supérieure du résonateur est nommée hémisphère nord et la partie inférieure est
nommée hémisphère sud. Le plan séparant les deux hémisphères est quant à lui appelé
plan équatorial et la jonction séparant l’hémisphère nord de l’hémisphère sud, une fois le
résonateur assemblé, est nommée équateur.

Ces deux éléments ont été également usinés dans du cuivre pour le prototype, nommé
BCU3, utilisé pour cette étude. En effet, le cuivre est un excellent conducteur thermique,
et cette propriété sera utile pour la phase expérimentale. De plus, le cuivre fait partie des
métaux dont la conductivité électrique est bien connue. Cette propriété est nécessaire pour
l’estimation de l’effet de peau présent lors de la détermination du rayon (voir section 3.4.2).
Le cuivre qui a servi à la réalisation de ce résonateur est du cuivre électrolytique Cu-a1,
conforme à la norme française NF A 51-050, équivalent à la norme ISO Cu-ETP (Electroly-
tic Tough-Pitch). Il s’agit d’un cuivre non désoxydé et dont sa composition est supérieure à
99,90 %, garantissant ainsi ses propriétés physiques. La concentration d’impuretés commu-
nément présentes dans ce type de cuivre est donnée dans le tableau 3.1, données provenant
du Centre d’Informations du Cuivre, Laitons et Alliages (CICLA) 4.

L’expérience acquise lors de la fabrication de BCU2v2 a été utilisée pour concevoir ce
nouveau résonateur, visible sur les figures 3.1b et 3.2. L’avancée notoire concerne sa pro-
duction qui a permis d’élaborer un résonateur pouvant être qualifié de parfait, aussi bien

4CICLA, 17, rue Hamelin 75016 Paris - Tél. : 01 42 25 25 67
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Fig. 3.2 – Coupe en 3 dimensions du résonateur BCU3 (1) hémisphère nord, (2) hémi-
sphère sud, (3) encoches servant de repères pour l’alignement angulaire des hémisphères,
(4) bouchons de cuivre, (5a et 5b) bagues extérieures nord et sud servant de repères pour
l’alignement vertical des hémisphères, (6) trou taraudé équipé d’Heli-Coil R©, (7) plan
équatorial, (8) vis de fixation (type M5) et (9) logement cylindrique pour thermomètre.

Tab. 3.1 – Concentration des impuretés présentes dans le cuivre Cu-a1.

Éléments Concentration (en ppm)
02 200 à 400
Ag 5 à 20

S, Fe, Ni 5 à 15
As, Se, Sn, Pb 1 à 5

Te, Au, Bi < 1
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3.2. CONCEPTION ET RÉALISATION DU RÉSONATEUR ACOUSTIQUE.

au niveau de sa forme intérieure proche de la forme théorique (traité dans la section 3.3.3)
mais aussi au niveau de son état de surface interne qui est faiblement rugueux.

Deux étapes ont été nécessaires pour obtenir ces améliorations. Tout d’abord, une
ébauche de la sphère a été réalisée par usinage classique (tournage mécanique) afin de lui
donner une forme proche de sa forme définitive. Ensuite, un polissage de sa forme inté-
rieure, du plan équatorial et de la bague externe équatoriale a été réalisé en utilisant un
tour équipé d’un outil composé d’une pointe en diamant (naturel ou synthétique) par la
société SAVIMEX 5. Ce procédé sera d’ailleurs repris par la suite par d’autres équipes lors
de la fabrication de leur résonateur (NPL [69] et INRiM).

La rugosité typique pour ce genre de surface est donnée pour Ra = 0, 02 µm, où Ra est
défini comme étant la moyenne arithmétique des différences entre une surface parfaitement
plane et les écarts normaux à celle-ci. L’état de surface de la paroi interne est un paramètre
à ne pas négliger car il entre en compte dans l’équilibre thermique entre le gaz contenu
dans le résonateur et sa coque. De plus, une surface rugueuse peut également être un piège
à particules différentes de celle du gaz d’étude. Ces particules peuvent être libérées par un
dégazage non constant et donc venir polluer le milieu d’étude. À titre d’information, la
dernière étape de fabrication du précédent résonateur avait été réalisée par un polissage
manuel : la rugosité estimée après ce genre de traitement de surface est de Ra = 0, 4 µm.

Avant assemblage, un contrôle des dimensions intérieures et extérieures est réalisé à
l’aide de mesures de coordonnées tri-dimensionnelles (en anglais : Coordinate Measuring
Machine, CMM). Cette étape nous permet alors de contrôler les dimensions internes et
externes du résonateur pour :

– valider sa conformité à la forme intérieure théorique demandée (pour le rayon ainsi
que les excentricités suivant les axes x, y et z) ;

– contrôler la régularité du rayon du cylindre extérieur (nécessaire pour l’assemblage
du résonateur).

Enfin, ces mesures sont également nécessaires pour évaluer le volume intérieur du résonateur
[70, 24]. Cette donnée est utilisée conjointement avec d’autres mesures du dimensionnement
interne de la cavité à l’aide d’une méthode par résonances électromagnétiques (voir section
3.4) [71]. En effet, il est nécessaire de connaître précisément la valeur du rayon moyen de la
cavité car cette donnée ainsi que son incertitude associée rentrent en compte directement
pour la détermination de la vitesse du son u (équation 1.30).

Pour finir cette présentation générale, six bouchons de forme conique et usinés dans le
même cuivre sont positionnés dans des ouvertures prévues à cet effet, comme le montre la
figure 3.2. Ces bouchons sont nécessaires pour :

– fixer les deux transducteurs acoustiques en paroi du résonateur (présentés dans la
section 4.6.1) ;

– fixer les deux antennes micro-ondes (présentées dans la section 4.7) ;

5SAVIMEX, Parc d’activité des Bois de Grasse, 1 avenue Louison Bobet, BP 85262 - 06131 Grasse
cedex - Tél. : 04 93 70 41 31
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3.2. CONCEPTION ET RÉALISATION DU RÉSONATEUR ACOUSTIQUE.

– maintenir les tubes de débit de gaz (présentés dans la section 4.5).
Leur forme conique diffère de celle des bouchons similaires utilisés lors de précédentes
expériences. Les résonateurs acoustiques dessinés dans les années 1980-2000 avaient des
bouchons de forme cylindrique [30, 66, 72]. Ce changement a été réalisé car la forme cy-
lindrique ne permet pas de minimiser les possibles fuites entre le bouchon et son volume
de positionnement. De plus, pour maximiser l’étanchéité, les cônes ont été usinés de telle
sorte que leur forme s’adapte au mieux à l’ouverture où ils seront logés.
La figure 3.3 présente cette évolution.

Résonateur Résonateur

Coque

Bouchon

Emplacement du microphone

Fig. 3.3 – Comparaison entre la forme des bouchons permettant d’équiper le résonateur
de microphone, entre ceux utilisés dans les années 1980 [30] (à gauche) et ceux utilisés
depuis 2006 au LCM/LNE-CNAM (à droite)
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3.3. ASSEMBLAGE DU RÉSONATEUR.

3.3 Assemblage du résonateur.

L’assemblage des deux hémisphères est une étape importante car à la fermeture du
résonateur, la paroi au niveau de l’équateur doit être continue. Le maintien entre les deux
hémisphères est obtenu en utilisant 12 vis disposées au niveau du plan équatorial, comme
le montre la figure 3.2 (couple de serrage de 50 cN · m). Un mauvais alignement entre
l’hémisphère nord et l’hémisphère sud conduirait à des effets perturbateurs, sur les mesures
acoustiques notamment, qui sont difficilement modélisables [67].
Pour s’assurer que l’alignement soit correctement effectué, deux méthodes ont été utilisées.
Ces deux techniques originales développées au LCM/LNE-CNAM sont présentées dans les
deux sections suivantes. Une troisième section est consacrée au contrôle de l’assemblage.

3.3.1 Assemblage à l’aide du plan de travail d’alignement.

La première méthode consiste à utiliser un plan de travail horizontal sur lequel sont po-
sitionnés deux cylindres verticaux formant un angle droit avec celui-ci. Chacun des éléments
constituant cette table d’alignement est usiné afin d’obtenir un état de surface faiblement
rugueux. La figure 3.4 montre le principe de cette méthode.
L’hémisphère sud est alors positionné sur le plan de travail en mettant en butée des deux
cylindres sa bague extérieure. L’hémisphère nord est également mis en butée des deux cy-
lindres comme pour l’hémisphère sud, mais en étant suspendu au dessus de ce dernier.
Les deux plans équatoriaux sont alors considérés parallèles l’un par rapport à l’autre. L’hé-
misphère nord est alors descendu, jusqu’à l’établissement d’un contact entre les plans équa-
toriaux des deux hémisphères. L’alignement angulaire est fait au préalable en positionnant
des quilles dans les trois encoches prévues à cet effet. Le contrôle de l’alignement vertical

Quille d'alignement angulaire

Cylindres d'alignement vertical

Plan de travail

Fig. 3.4 – Dessin en perspective représentant le montage permettant d’assembler les hé-
misphères à l’aide d’une table plane.

entre les hémisphères nord et sud est réalisé en s’assurant de la continuité du cylindre au
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3.3. ASSEMBLAGE DU RÉSONATEUR.

niveau des bagues extérieures. Cette étape est effectuée visuellement, en plongeant la salle
dans l’obscurité et en observant à l’aide d’une source lumineuse si un flux de lumière passe
à travers la jonction bague extérieure du résonateur - cylindre de la table d’alignement, tout
en tournant le résonateur. Ensuite, l’alignement intérieur est contrôlé expérimentalement
(voir section 3.3.3).
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3.3. ASSEMBLAGE DU RÉSONATEUR.

3.3.2 Assemblage à l’aide de la bague d’alignement

La seconde méthode utilise les propriétés de dilatation thermique des matériaux pour
aligner les deux hémisphères. Pour se faire, une bague de rayon intérieur abague = 0, 06 m
a été réalisée dans du polyéthylène téréphthalate ERTALYTE R©, communément désigné
par les initiales PET. Pour des températures allant de 20 ◦C à 80 ◦C, le coefficient de
dilatation thermique de ce type de PET est donné pour αPET ≈ 60 · 10−6 K−1, alors que
pour le cuivre, celui-ci est de αcuivre ≈ 17 · 10−6 K−1. L’alignement est réalisé en 3 étapes.
Tout d’abord, la bague d’ERTALYTE R© est positionnée autour de l’hémisphère sud dans
une salle à température ambiante de 16 ◦C. La température de la salle est ensuite diminuée
jusqu’à ce que la bague soit entièrement en contact avec la surface du cylindre extérieur
de l’hémisphère sud.
Ensuite, la température de la salle est augmentée jusqu’à 16 ◦C afin d’insérer l’hémisphère
nord dans la bague.
Une fois les plans équatoriaux en contact, l’alignement vertical des deux hémisphères est
réalisé en diminuant la température de la salle jusqu’à 12 ◦C. La bague va alors se contracter
autour des hémisphères du résonateur, comme le montre la figure 3.5.
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Fig. 3.5 – Déformation du rayon extérieur du résonateur ainsi que du rayon intérieur la
bague en PET, liée à la variation de température

En supposant que la bague se contracte de manière homogène, celle-ci va ainsi aligner
correctement les deux hémisphères l’un par rapport à l’autre verticalement : l’extérieur des
hémisphères présentant une forme parfaitement cylindrique. L’alignement angulaire est
comme précédemment réalisé à l’aide de quilles positionnées dans les encoches. La figure
3.6 montre le principe de la méthode.
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Bague d'alignement vertical

Quille d'alignement angulaire

Fig. 3.6 – Dessin représentant le montage permettant d’assembler les hémisphères à l’aide
d’une bague en ERTALYTE R©
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3.3. ASSEMBLAGE DU RÉSONATEUR.

3.3.3 Contrôle de l’alignement interne des hémisphères

Le contrôle de l’alignement interne des hémisphères est réalisé en utilisant les modes
de résonance électromagnétique du volume. En effet, comme pour l’acoustique, la quasi
sphère peut être le siège de résonances électromagnétiques. Une brève explication permet-
tant la compréhension du principe expérimental est présentée ici et sera complétée dans
la section 3.4. Dans le cas d’une cavité sphérique parfaite, les fréquences de résonance
électromagnétique fσ

ln sont données par

fσ
ln =

cξσ
ln

2πa
=

(

c0

nmilieu

)

ξσ
ln

2πa
, (3.1)

où c et c0 sont respectivement la vitesse de la lumière dans le milieu de propagation et
celle dans le vide, où l’indice nmilieu est l’indice de réfraction du milieu et ξσ

ln est la valeur
propre du mode de résonance (l,n) avec l’indice σ renseignant sur le type de mode de
résonance. Ainsi, les modes transverses électriques sont identifiés par l’indice TE, et les
modes transverses magnétiques par l’indice TM. Les valeurs de ξσ

ln sont calculées à l’aide
de la méthode décrite dans [49], basée sur la connaissance des racines des dérivées premières
des fonctions de Bessel sphériques d’ordre l. Pour rappel, la forme théorique de la quasi
sphère est définie de la manière suivante

x2

a2 (1 + ǫ1)
+

y2

a2 (1 + ǫ2)
+

z2

a2
= 1 (3.2)

où les coefficients ǫ1 et ǫ2 sont les excentricités de la sphère. Pour des excentricités ǫ1 =
0, 001 et ǫ2 = 0, 0005, les rayons suivant les axes x, y et z prennent les valeurs ax =
49, 950 mm, ay = 49, 975 mm et a = az = 50, 000 mm respectivement 6.

Des différences de dimensionnement suivant les axes x, y et z sont visibles par les
ondes électromagnétiques. Aux résonances électromagnétiques, cela fait apparaître alors
un triplet de fréquence provenant de la dégénérescence modale liée aux excentricités du
résonateur, comme le montre la figure 3.7. Il est possible de calculer un terme correcteur
pour prendre en compte cette dégénérescence du pic de l’unique fréquence de résonance de
l’équation (3.1).

Mehl estime le décalage fréquentiel permettant de faire le lien entre les écarts des pics
de résonances ∆f de la figure 3.7 et les valeurs des ǫ1 et ǫ2 de l’équation (3.2) [49]. Ainsi,
au premier ordre, les écarts entre les fréquences du triplet sont donnés par

∆fσ
ln

fσ
ln

=
2

15
Dσ

ln











(−ǫ1 + 2ǫ2) , suivant x,

(−ǫ1 − ǫ2) , suivant y,

(2ǫ1 − ǫ2) , suivant z,

(3.3)

avec
DTE

ln =
1

2
et DTM

ln =
1

2
+

3
(

ξTM
ln

)2 − 2
. (3.4)

6pour des valeurs de ǫ1 et ǫ2 nulles, la formule de la sphère parfaite est retrouvée.
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Fig. 3.7 – Réponse en fréquence mesurée autour du mode de résonance électromagnétique
TM11, à T=16◦C et à une pression atmosphérique, dans la quasi sphère BCU3

Pour cet effet, l’équation (3.3) est l’équivalent pour les ondes électromagnétiques de l’équa-
tion (2.32) présentée pour les ondes acoustiques.

Le tableau 3.2 donne les valeurs des excentricités ǫ1 et ǫ2, mesurées pour le mode de
résonance magnétique TM(l = 1, n = 1), après deux assemblages des hémisphères réalisés
avec les deux méthodes décrites précédemment.

Tab. 3.2 – Valeur des coefficients ǫ1 et ǫ2 obtenus après deux méthodes d’assemblage des
hémisphères

Méthode d’assemblage ǫ1 × 103 ǫ2 × 103

Table d’alignement 1,103 0,503
Bague en ERTALYTE R© 1,103 0,505

Ces deux méthodes d’alignements ont permis d’obtenir une répétabilité des mesures
des excentricités ǫ1 et ǫ2 engendrant un écart inférieur à 0, 1 µm sur les déformations du
rayon suivant les axes x, y et z.
Cette comparaison de méthode permet ainsi de valider l’assemblage du résonateur, alignant
les hémisphères nord et sud sans décalage, dans l’ordre de grandeur exigé.
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3.4 Mesure du volume du résonateur.

La connaissance du volume est l’étape préalable à la détermination d’un rayon équi-
valent aeq d’une sphère parfaite, nécessaire au calcul de la célérité des ondes acoustiques.
À ce jour, trois méthodes7 permettent de déterminer le volume des résonateurs quasi sphé-
riques en cours d’utilisation :

– par pycnométrie ;
– par spectroscopie de résonance électromagnétique ;
– par cartographie de la paroi interne à l’aide de mesure tridimensionnelle.

3.4.1 Détermination du volume par pycnométrie

Bien que cette technique n’ait pas été retenue au LCM/LNE-CNAM pour déterminer le
volume des résonateurs 8, cette section est consacrée à sa présentation. L’intérêt d’utiliser
la pycnométrie à cette fin est de pouvoir comparer le résultat obtenu avec ceux des deux
techniques présentées par la suite.
Pour cette expérience, cette méthode consiste à remplir le résonateur d’un fluide homogène
dont la densité est connue, et de comparer le résultat de la pesée à vide à celle effectuée
lorsque le résonateur est rempli.
À ce jour et dans le cas de résonateurs de forme sphérique, deux substances ont été utilisées :
le mercure [30] ainsi que l’eau déionisée, distillée et désoxygénée [73, 68]. Underwood et
al. décrit le principe mis en œuvre au NPL pour déterminer le volume de la quasi sphère
NPL-C1 de rayon interne aNPLC1 ≈ 62 mm (le volume intérieur est alors d’environ 1 L)
[68]. Les relations nécessaires sont les suivantes

Volume =
mH2O

ρH2O
et aeq =

3

√

3

4π
Volume, (3.5)

où mH2O est la masse d’eau traitée contenue dans le résonateur et ρH2O sa densité à la
température et pression ambiante lors de l’expérience. Tour à tour, le résonateur est pesé
avec et sans l’eau traitée en utilisant un comparateur de masse sous air ambiant, et à
température contrôlée (la densité étant fonction de la température), comme le montre la
figure 3.8.

Sur une période d’une centaine de jours, le résonateur a été rempli puis vidé sept fois.
Une pesée à vide a été réalisée avant chaque remplissage ainsi qu’après chaque vidage du
résonateur. Sur ce cycle de mesure, une estimation du volume interne a pu être réalisée avec
une incertitude de ±0, 48 mm3 correspondant à une incertitude de ±9, 9 nm sur la valeur du
rayon équivalent de la quasi sphère. À cela s’ajoutant l’incertitude liée à la connaissance de
la densité de l’eau traitée, estimée pour ces travaux à 2×10−6 (en relatif) [74], ainsi qu’aux

7Une quatrième méthode, par spectroscopie de résonance acoustique peut également être utilisée. Ce-
pendant, il est nécessaire de connaître la vitesse du son dans le volume contenu dans la cavité ; donnée qui
est l’objet de mesure de l’expérience décrite dans cette étude.

8En effet, la mise en pratique de la pycnométrie requiert certaines précautions, qui, si elles ne sont pas
prises, peuvent endommager le résonateur (réactions chimiques entre la paroi et la substance) et/ou polluer
le gaz lors des isothermes (adsorption lors de la pycnométrie puis désorption de la substance par la paroi
du résonateur).
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Fig. 3.8 – Photographie montrant la pesée sur un comparateur de masse Mettler Toledo
AX64. La sphère montrée est celle de l’équipe de la division thermodynamique de l’INRiM.

corrections et au contrôle de la température, l’incertitude totale sur la détermination du
rayon équivalent de NPLC1 par pycnométrie est de U (aeq,NPL−C1) ≈ 21, 4 nm.

L’expérience similaire réalisée au NIST dans les années 80 [30] diffère sur quelques
points dans le protocole de mesure.
D’une part, la substance utilisée était du mercure standardisé [75]. La température pour
laquelle le volume a été mesuré était proche de 0,01̊ C, qui était la température d’étude.
L’intérêt d’utiliser le mercure vient du fait qu’à la température d’étude, le mercure est sous
forme liquide et sa masse volumique était connue avec une incertitude relative de 1 ppm.
D’autre part, le volume intérieur étant d’environ 3 L, ce n’est pas le résonateur rempli de
mercure qui a été pesé (≈ 60 kg) mais le volume qui contenait le mercure. Ainsi, le volume
du résonateur a été déterminé en quantifiant la différence entre les masses du volume de
stockage de mercure plein et celui diminué. Pour des résonateurs faits en cuivre, il n’est
pas possible d’utiliser cette substance ; le mercure au contact du cuivre entraînant une
corrosion de ce dernier.
Trois mesures de volume ont été effectuées entre les mois de septembre 1985 et d’avril 1986.
Au final, le volume de ce résonateur a été estimé à 2943,1524 cm3 avec une incertitude
relative de 1, 22 × 10−6 [30].
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3.4.2 Détermination du volume par spectroscopie de résonance électro-
magnétique

Approfondie au cours de la dernière décennie, la méthode de mesure du volume d’une
cavité sphérique par spectroscopie de résonance électromagnétique a connue de fortes avan-
cées, aussi bien du point de vue expérimental que théorique. À l’origine, ce type d’ondes
pouvaient être utilisées dans le but de déterminer l’expansion thermique du volume in-
térieur des résonateurs sphériques [76]. Par la suite cette technique a été appliquée à la
mesure du volume des cavités sphériques [77]. Bien qu’elle ait été connue à l’époque de
l’expérience de l’équipe de Moldover dans les années 80, cette technique ne fût pas retenue
pour déterminer le volume du résonateur utilisé au NIST ; leur choix s’étant porté sur la
pycnométrie 9.
En 1986, Mehl et Moldover prouvaient théoriquement que la moyenne des fréquences
propres, au premier ordre des perturbations, d’un multiplet était indépendante du vo-
lume, au regard des déformations [77]. Ils ont alors suggéré que le volume d’un résonateur
de forme sphérique pouvait être déterminé à partir de sa réponse en fréquence dans le
domaine des ondes électromagnétiques.
Depuis, d’importants travaux, en collaboration avec le LCM/LNE-CNAM [60, 78, 79, 80],
ont permis de positionner cette méthode parmi celles offrant les meilleurs précisions sur la
détermination des volumes de résonateur de forme sphérique.
Le rayon équivalent aeq est alors déterminé en mesurant les triplets fréquentiels de réso-
nances électromagnétiques fσ

ln et en calculant leur valeur propre ξσ
ln, définis à l’équation

3.1. De plus, les largeurs à mi-hauteur des pics de résonances, gσ
ln sont estimées.

Ainsi, le rayon équivalent aeq de BCU3 a été déterminé en mesurant les fréquences et les
largeurs à mi-hauteur des pics de modes de résonance électromagnétique et en corrigeant
ces mesures de trois effets :

– l’effet de peau, correspondant à la pénétration des ondes électromagnétiques dans la
coque du résonateur ;

– la perturbation engendrée par la présence des tubes d’arrivée et de sortie de gaz ainsi
que la présence des antennes, au niveau de la paroi du résonateur [80] ;

– la forme du résonateur, qui n’étant pas parfaitement sphérique doit être corrigée
[78, 79].

Le rayon aeq est calculé de la manière suivante

aeq = 3
√

axayaz (3.6)

où ax, ay et az sont respectivement les rayons suivant les axes x, y et z.
Au LCM/LNE-CNAM, neuf modes électromagnétiques ont été étudiés [32].
Un exemple des résultats de mesure du rayon équivalent aeq ainsi que des coefficients ǫ1 et
ǫ2 obtenus pour chacun des modes électromagnétiques choisis est présenté dans le tableau
3.3.

9La détermination du volume à l’aide de cette technique nécessite une bonne connaissance de l’effet
de peau dans la coque du résonateur. Or, pour le matériau de ce résonateur, cette donnée n’est pas
suffisamment connue.
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Tab. 3.3 – Rayon équivalent obtenu par spectroscopie électromagnétique

modes fréquences (MHz) aeq (µm) u (aeq) (nm) ǫ1 × 104 ǫ2 × 104

TM11 2 619,332 654 49 958,484 5 2,3 1,077 0,506
TM12 5 839,489 169 49 958,479 39 2,2 1,079 0,506
TM13 8 894,290 939 49 958,475 88 6,6 1,079 0,506
TM14 11 919,946 23 49 958,476 75 5,1 1,078 0,507
TM15 14 934,746 37 49 958,475 79 8,0 1,077 0,505
TE11 4 289,721 942 49 958,476 6 2,7 1,078 0,506
TE12 7 375,063 569 49 958,479 41 4,5 1,078 0,506
TE13 10 409,834 7 49 958,476 75 7,4 1,079 0,505
TE14 13 428,568 8 49 958,478 61 4,7 1,080 0,506

La figure 3.9 montre les valeurs de aeq mesurées pour une pression statique de P =
0, 1 MPa et à une température de T = 273, 16 K.
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Fig. 3.9 – Valeurs du rayon aeq obtenues pour les neuf modes électromagnétiques étudiés,
P = 0, 1 MPa et T = 273, 16 K

Par cette méthode, le rayon équivalent de BCU3 a été estimé à aEM
eq = 49975, 095(014) µm,

soit avec une incertitude relative de 0, 55 × 10−6.
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3.4.3 Détermination du volume par coordonnées tridimensionnelles

Comme précisé dans la section 3.2, le premier intérêt de cartographier les hémisphères
du résonateur est de contrôler ses dimensions après usinage. Cette étape a été réalisée à
l’aide de la machine à mesures tridimensionnelles UPMC 550 de chez Carl Zeiss 10. Ces
mesures ont été effectuées au NPL, dans l’équipe Mesures Dimensionnelles. Le protocole
expérimental est décrit en détail dans [73].
Les dimensions des hémisphères ont été caractérisées dans une salle climatisée. La tempé-
rature ambiante était de 20̊ C, et celle-ci avait une dérive inférieure à 0,1̊ C par jour. Les
hémisphères ont préalablement séjourné dans la salle de mesure une dizaine de jours aupa-
ravant afin d’être thermalisés lors des mesures. La figure 3.10 présente l’hémisphère nord
de BCU3 ainsi que la sphère de silicium, utilisée comme référence spatiale, positionnées
sur le plan de mesure en marbre.

palpeur

sphère de silicium

hémisphère

nord

Fig. 3.10 – Photographie de l’hémisphère nord de BCU3 positionnée sur le marbre de la
machine UPMC 550 CMM

Pour chacun des hémisphères, 20 coupes longitudinales composées de 41 points ont été
réalisées. Une dizaine d’heure par hémisphère a été nécessaire pour réaliser les mesures. Le
figure 3.11 montre une analyse sous forme de cartographie de la forme intérieure de BCU3.

Les écarts absolus observés entre la forme théorique de BCU3 et sa forme finale sont
au maximum de 3 µm sur le rayon (a = 0,05 m) ; écarts qui n’ont pas de conséquences car
la forme finale garde un profil continu, donc facilement paramétrable [73].

Le volume contenu dans le résonateur quasi sphérique est ensuite déterminé en suivant la
10www.zeiss.fr
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Fig. 3.11 – Projection de Winkel-Tripel de la forme intérieure de BCU3 à partir des mesures
des coordonnées tridimensionnelles.
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3.4. MESURE DU VOLUME DU RÉSONATEUR.

procédure décrite dans [73], à savoir, par décomposition à l’aide d’harmoniques sphériques
du volume mesuré. La surface interne du résonateur est alors définie de la manière suivante
en coordonnées sphériques

a(θ, ϕ) = C00Y00 +

Lmax
∑

l=1

l
∑

m=−l

ClmYlm(θ, ϕ), (3.7)

avec C00Y00 = a(1− α00√
4π

), où le terme
α00√

4
correspond à la différence sur le rayon a d’une

sphère de volume équivalent. Les fonctions Ylm(θ, ϕ) sont les harmoniques sphériques réelles
et Clm sont les coefficients pondérateurs déterminés par une méthode de minimisation de
l’écart entre la forme réelle et a(θ, ϕ).
Le nombre Lmax, définissant l’ordre d’approximation de la décomposition, est obtenu en
appliquant le théorème de Nyquist-Shannon. En effet, la surface intérieure est discrétisée
tous les ∆θ =

π

2Nθ
et ∆ϕ =

π

Nϕ
où Nθ et Nϕ sont le nombre de coupes ainsi que le nombre

de points par coupe respectivement. D’après le théorème de Nyquist-Shannon, la valeur
limite du nombre Lmax est atteinte lorsque

2∆φ =
2π

Lmax
, (3.8)

autrement dit pour Lmax = Nϕ.

Le volume contenu à l’intérieur de la surface de la quasi sphère définie à l’équation 3.7
est obtenu par

V =
1

3

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
a3(θ, ϕ) sin(ϕ)dϕ (3.9)

L’orthogonalité des harmoniques sphériques permet d’écrire l’expression du volume de la
manière suivante

V =
C00Y00

3



C2
00 +

Lmax
∑

l≥1,m

C2
lm



 =
4π

3
a3

eq. (3.10)

Le rayon équivalent est alors estimé par

aCMM
eq ≈ C00√

4π



1 +

Lmax
∑

l≥1,m

C2
lm

C2
00



 . (3.11)

Par cette méthode et à une température de 20 ◦C, le rayon équivalent de BCU3 est aCMM
eq =

49975, 38 µm avec une incertitude de 0, 1 µm.
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3.5 Conclusion

L’outil principal de mesure de la vitesse du son est décrit dans ce chapitre. Le résonateur
quasi sphérique utilisé pour les mesures présentées dans cette étude a les caractéristiques
suivantes :

– une coque en cuivre d’épaisseur minimale de 10 mm ;
– un volume intérieur égale à 0, 5 L ;
– possède 6 bouchons coniques en cuivre pour positionner les transducteurs et les tubes ;
– une surface interne faiblement rugueuse car usinée à l’aide d’un outil diamant ;
– un rayon équivalent, déterminé par deux techniques indépendantes, dont les estima-

tions sont répertoriées dans le tableau 3.4.
L’écart relatif de 6 × 10−6 entre les valeurs des aeq déterminés par les deux méthodes est
dû à des modifications du volume intérieur lorsque les hémisphères sont vissés. Cet effet a
été mis en évidence par Albo [81] et Underwood et al. [82].
Une récente étude sur la détermination du rayon équivalent à l’aide de deux techniques
(pycnométrie et spectroscopie électromagnétique) a permis de diminuer cet écart pour un
autre résonateur à 0, 46 × 10−6, avec une incertitude relative totale de 1, 81 × 10−6 [68].

Tab. 3.4 – Comparaison des valeurs du rayon équivalent obtenus par deux méthodes

Méthode aeq (en µm) u(aeq) (en µm)
Spectroscopie électromagnétique 49975,095 0,014
Cartographie tri-dimensionnelle 49975,38 0,1

Pour finir, l’étape qui consiste à assembler les hémisphères à l’aide des deux méthodes
d’alignement développées au LCM/LNE-CNAM, s’est avérée très concluante.
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Chapitre 4

Contrôle des paramètres

environnementaux et

instrumentation du résonateur

4.1 Introduction

En rappel de l’équation du viriel acoustique vue en Introduction, la vitesse du son, à
une pression P et à une température T dans un gaz de masse molaire M , peut être estimée
de la manière suivante

u2(T, P ) = γ0
RT

M

(

1 + β1(T )P + β2(T )P 2 + ...
)

, (4.1)

où β1 et β2 sont les second et troisième coefficients du viriel acoustique à la température
T . Dans le but de mettre en évidence la dépendance de la vitesse du son par rapport aux
paramètres M , P et T , la figure 4.1 présente les variations de u pour différents gaz (argon,
hélium)1 de P = 0, 1 MPa à P = 0, 7 MPa, à T = 273, 16 K et T = 293, 16 K.

De plus, pour donner un ordre de grandeur des vitesses du son, le tableau 4.1 permet
de comparer les valeurs de u pour l’argon et l’hélium à celle de l’air 2 à P = 0, 1 MPa et
T = 273, 16 K et T = 293, 16 K.

Le but de l’expérience décrite dans cette étude étant de mesurer u avec une incertitude
inférieure à 1× 10−6, ces paramètres constituent alors l’environnement de mesure qu’il est
nécessaire de maîtriser. Ainsi, les mesures sont réalisées dans un environnement contrôlé à
l’aide d’un montage où le résonateur est placé en son cœur. La figure 4.2 décrit les différents
éléments qui le constitue.
L’objet de ce chapitre est de détailler ce montage en présentant ses différents éléments
ainsi que ses différents moyens techniques mis en œuvre permettant le contrôle fin de la
température, de la pression ainsi que de la pureté du gaz.

1Pour cette illustration, les vitesses du son ont été calculées à l’aide du logiciel RefProp [42]
2La composition de l’air pour ces calculs est de (75,57% de diazote (N2), 23,16% de dioxygène (O2) et

1,27% d’argon (Ar)), et est basée sur le modèle de Lemmon [83].
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Fig. 4.1 – Variations de la vitesse du son estimée à l’aide du logiciel RefProp [42] dans
deux gaz (argon, hélium) à 273,16 K et à 293,16 K, et normalisées à P = 0, 1 MPa

Tab. 4.1 – Vitesse du son estimée à l’aide du logiciel RefProp [42] dans trois gaz (argon,
hélium et air) à 273,16 K et à 293,16 K, à P = 0, 1 MPa

T = 273, 16 K T = 293, 16 K
gaz u (m · s−1) u (m · s−1)

Ar 307,86 318,96
Air 331,49 343,39
He 971,91 1007,86
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Fig. 4.2 – Schéma du thermostat immergé dans le bain à température contrôlée, dans
lequel le résonateur acoustique est placé : (1) refroidisseur, (2) résistance chauffante, (3)
paroi du bain, (4) mélange d’eau et d’éthanol, (5) vessel à vide en acier inoxydable, (6)
écran thermique en cuivre plaqué or, (7) vessel à pression en cuivre plaqué or, (8) gaz
d’étude (argon ou hélium), (9) résonateur acoustique, (10) gaine thermalisée contenant les
câbles électriques des instruments de mesures (11) mélangeur.
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Le sujet traité en premier porte sur la capacité du montage de la figure 4.2 à stabiliser la
température du résonateur autour de 273,16 K.
Ensuite, les éléments techniques permettant de réaliser un isotherme, allant de 0,05 MPa
à 0,7 MPa, sont présentés.
La pureté du gaz étant le troisième point clef pour ces mesures, une troisième section
aborde son système de distribution et de purification.
Enfin, les chaînes d’acquisition des données provenant des transducteurs acoustiques et
électromagnétiques permettant la mesure de la vitesse du son sont présentées dans les
deux dernières sections de ce chapitre.
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4.2 Contrôle et mesure de la température du résonateur

4.2.1 Le contrôle de la température : présentation du cryostat

Le thermostat conçu pour ces expériences à la température du point triple de l’eau est
un thermostat semblable à ceux utilisé en basse température, appelé cryostat. Celui-ci est
composé de divers compartiments présentés à la figure 4.2.
La partie extérieure du cryostat est nommée Dewar (ou vase de Dewar - (3)). Ce réci-
pient contient un mélange d’eau et d’éthanol maintenu à une température proche de la
température du point triple de l’eau (4). Le Dewar permet une stabilisation thermique
de la structure à une dizaine de mK. Il amortit également les variations de température
présentes dans la salle de mesure, par l’inertie thermique de son bain. La température du
liquide thermalisant est contrôlée à l’aide d’une sonde thermique et des apports de chaleur
peuvent être effectués avec une résistance chauffante (1 et 2). Enfin, la température du
bain est homogénéisée grâce à un mélangeur (11).
Le premier volume clos du cryostat est constitué d’une enceinte en acier inoxydable dans
laquelle le vide est réalisé, découplant thermiquement l’intérieur du cryostat par rapport
au Dewar (5). De plus, un écran thermique en cuivre plaqué or et régulé en température
(6) entoure l’enceinte pressurisée renfermant le résonateur. Cet écran permet de contrôler
les flux de chaleur par rayonnement et conduction. La stabilisation de la température à ce
niveau est d’environ 0,5 mK.
Enfin, une dernière enceinte en cuivre plaqué or, l’enceinte pressurisée (7), renferme le ré-
sonateur (9) immergé dans le gaz de mesure (8).
Ce système permet de contrôler la température interne du système dans la zone de me-
surage avec une dérive inférieure à 0,1 mK/h. Ainsi la condition d’isotherme est proche
d’être obtenue en terme de point de travail mais aussi de dérive.
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4.2.2 Les mesures de la température

i) Le principe des mesures

Les mesures de température sont réalisées en relevant les variations de la résistance
électrique RX aux bornes d’un conducteur. La mesure précise de ces variations est obtenue
grâce à un pont de résistance adapté aux mesures thermométriques (Automatic Systems
Laboratories F18) sur lequel sont reliés les capteurs. Pour ce projet, et généralement dans
la gamme de température similaire à celle de l’expérience, les capteurs utilisés sont des
thermomètres à résistance de platine étalons, présentés par la suite dans cette section.
Les valeurs de résistance sont ensuite comparées, via le pont de mesure, à une résistance
étalon de chez Tinsley (modèle 5685A, numéro de série 873715) qui a été préalablement
étalonnée par le pôle métrologie électrique du LNE et qui est très stable en fonction de la
température (voir tableau 4.2). La figure 4.3 présente un schéma de la chaîne d’acquisition
thermométrique.

Pont de mesure thermométrique 

Automatic Systems Laboratories 

F18

CSPRT 2

CSPRT 3

CSPRT 1

BCU3Résistance étalon

dans

un bain d'huile 

à 25°C

Cryostat

Fig. 4.3 – Schéma simplifié de la chaîne d’acquisition de la température au niveau du
résonateur.

La température TX autour de 273,16 K pour chaque thermomètre est alors donnée par

TX = Sinv(rX − rPTE) × RS + 273, 16, (4.2)

où Sinv est la sensibilité inverse du thermomètre (exprimée en K · Ω−1), rX = RX/RS et
rPTE = RPTE/RS sont les rapports des résistances à la température expérimentale RX et
d’étalonnage RPTE sur RS = 25, 000 016 2(6, 5) Ω, toutes à courant nul. 3

ii) Les thermomètres à résistance de platine

Quatre thermomètres à résistance de platine étalons de type capsule (CSPRT : Cap-
sule Standard Platinum Resistance Thermometer) sont utilisés pour contrôler l’homogé-
néité thermique de la coque du résonateur ainsi que les variations de sa température. Ils

3Le passage du courant dans le fil de platine engendre un échauffement du thermomètre (effet Joule) qui
conduit alors à une erreur systématique de la mesure de la température. Cependant, cette erreur peut être
quantifiée expérimentalement, cet auto-échauffement étant proportionnel à l’intensité au carré du courant
traversant le fil de platine.
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proviennent de quatre fournisseurs différents afin de minimiser un risque de biais lié à la
fabrication de ces capsules, leur confection et technologie étant propre aux fabricants. Les
quatre CSPRT utilisées pour cette étude sont les suivantes :

– Rosemount modèle 162D, numéro de série 1551, qui a sa capsule entièrement métal-
lique ;

– Leeds & Northrup, numéro de série 1825277, qui a le corps de sa capsule en métal et
sa tête en verre ;

– Hart Scientific modèle 5686, numéro de série HS135, qui a sa capsule entièrement en
verre ;

– Tinsley modèle 5187L, numéro de série 229073, qui a le corps de sa capsule en métal
et sa tête en verre.

Ces quatre thermomètres ont été étalonnés à 273,16 K. L’étalonnage des capsules réalisé
au LCM/LNE-CNAM est décrit précisément dans [32]. Il est basé d’après les études de
comparaisons internationales [84, 85]. Les valeurs de leur résistance interne à courant nul
ainsi que leur sensibilité, sont données dans le tableau 4.2.

Tab. 4.2 – Valeur des résistances électriques et des sensibilités des quatre CSPRT utilisées
ainsi que celles de la résistance étalon, à courant nul.

Résistance (Ω) Sensibilité (Ω · K−1)
Rosemount - 162D (1551) 25,580 871 5 (128) 0,102

Leeds & Northrup (1825277) 25,547 299 6(179) 0,102
Hart Scientific - 5686 (HS135) 25,553 841 5(179) 0,102

Tinsley - 5187L (229073) 22,526 859 1(270) 0,090
Tinsley - 5685A (873715) 25,000 016 2(65) 5 × 10−5

Les figures 4.4a et 4.4b montrent le type de thermomètre utilisé lors de ce projet. Leur
longueur est d’environ 6 cm, pour un diamètre extérieur proche de 6 mm.

(a)

}

support du fil
fil de platine

capsule de 

verre

fils de raccordement
verre scellé autour 

des fils de platine

(b)

Fig. 4.4 – (a) Photographie d’un thermomètre à résistance de platine (modèle 5187L de
Tinsley). (b) Schéma représentant les différents éléments d’un thermomètre à résistance de
platine.
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Des emplacements dans la coque du résonateur sont prévus afin de recevoir ces ther-
momètres. La figure 4.5 montre le positionnement des quatre sondes thermiques dans la
coque du résonateur, pour les deux configurations de montage testées.

C1 & C2: Tinsley - 5187L 

(229073)

C1 & C2: Leeds & Northrup 

(1825277)

C1: Hart Scientific - 5686 (HS135)

C2: Rosemount - 162D (1551)

C1: Rosemount - 162D (1551)

C2: Hart Scientific - 5686 (HS135)

Fig. 4.5 – Schéma de la position des thermomètres dans la coque du résonateur pour les
configurations C1 et C2

iii) Suivi en température lors des isothermes

L’analyse des mesures effectuées, décrite dans [32], permet de déterminer la température
moyenne de la coque du résonateur, et par extension, celle du gaz. Disposant au final de
trois capsules fonctionnelles sur les quatre prévues à l’origine4, la température moyenne du
résonateur est obtenue en effectuant la moyenne arithmétique des températures des trois
sondes restantes, soit

T =
T1551 + T1825277 + THS135

3
. (4.3)

Cependant, ne pouvant mesurer en continu les variations de température pour les trois
CSPRT retenues en même temps, seule la Rosemount 162D (1551) a été utilisée pour
mesurer la température au niveau du résonateur. Afin de s’assurer qu’il n’y ait pas de
gradient de température, plusieurs études ponctuelles ont été réalisées en cours d’expérience
pour faire ce contrôle [32].

Deux isothermes avec de l’argon ont été réalisées avec le résonateur BCU3. Pour chacune
d’elles, la pression à l’intérieur du résonateur a été diminuée entre chaque palier, de 0,7 MPa
à 0,05 MPa. Pour la première isotherme, 14 paliers de pression de 0,05 MPa chacun ont
été réalisés, et il a fallu 15 jours pour que l’isotherme soit accomplie. La seconde isotherme
a duré 27 jours et comportait 27 paliers de pression séparés de 0,025 MPa.

4La capsule fabriquée par la compagnie Tinsley (modèle 5187L) après études au LCM/LNE-CNAM, a
été jugée instable dans le temps. De plus elle présentait des incohérences. Elle n’a donc pas été utilisée par
la suite.
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Lors des deux isothermes, il est possible d’observer des variations de température du gaz
autour de 273,16 K, comme le montre les graphiques de la figure 4.6.
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Fig. 4.6 – Variations de la température (points noir) et de la pression (points gris) à
l’intérieur du résonateur lors de l’isotherme réalisée en mai 2009 (gauche) et celle réalisée
en juillet 2009 (droite)

Ces variations bien que très faibles par palier de pression sont visibles lors des mesures
de la vitesse du son. En effet, une variation de la température du gaz de 1 mK engendre
une modification de l’ordre de 4 ppm sur u2 à T = 273, 16 K.
Afin de considérer les mesures acoustiques comme étant réalisées à 273,16 K, celles-ci sont
normalisées à TPTE en utilisant les formules suivantes

{

fln(T, P ) = νln

2πau(T, P )
fln(TPTE , P ) = νln

2πau(TPTE , P )
(4.4)

À partir de l’équation 4.1 définissant la vitesse du son u et en se limitant au degré 1 de
la pression, l’égalité entre la fréquence de résonance expérimentale à la température T et
celle normalisée à la température TPTE donne

fln(TPTE , P ) = fln(T, P ) ×
√

TPTE

T
×

√

√

√

√

1 + β1(TPTE)
RTPTE

P

1 + β1(T )
RT P

. (4.5)
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RÉSONATEUR

4.3 Contrôle et mesure de la pression à l’intérieur du résona-

teur

Le cryostat fait partie intégrante du système de régulation de pression, avec une entrée
et une sortie de gaz distinctes.
De part et d’autres de chacune de ces deux ouvertures, se trouve un régulateur de débit
massique permettant de générer un écoulement de gaz asservi à un capteur de pression.
L’utilisation de ces quatre instruments permet à la fois de réguler la pression à l’intérieur
du résonateur sphérique, mais aussi d’y renouveler le gaz contenu à l’aide d’un débit. De
plus, en amont ainsi qu’en aval du résonateur se trouve un assemblage de volumes tampons,
conduits et valves dans le but d’obtenir un débit de gaz constant.
L’ensemble de ces éléments constitue le sytème de distribution de gaz (SDG), inspiré de
celui réalisé auparavant au NIST [86]. La figure 4.7 présente le système utilisé.

Bouteille 

de gaz

Getter Cold Trap

Contrôleur amont 

du débit Q

Contrôleur amont 

de la pression

Cryostat

Résonateur

Vide

Contrôleur aval 

de la pression

Contrôleur aval 

du débit Q

Vanne manuelle 

(V.M.)

Volume tampon 

(V.T.)

V.T.

V.T.

V.M.

V.M.

V.M.

V.M.

Pamont

Paval

Présonateur

Fig. 4.7 – Schéma représentant les différents éléments qui constituent le système de distri-
bution de gaz permettant de contrôler la pression ainsi que la pureté de l’argon

La pression à l’intérieur du résonateur est connue en réalisant une analogie électro-
hydraulique où les conduits compris entre les points de mesure des pressions amont et aval
et le résonateur sont considérés comme des résistances hydrauliques Rconduit(1,2,3) en série.
La figure 4.9 donne le schéma électrique de l’analogie appliquée à la configuration de ce
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cryostat, pour un débit constant Q dans le système de distribution de gaz, simplifié à la
figure 4.8.

Pamont Présonateur Pavale

l1, a1 l2, a2 l3, a3

Fig. 4.8 – Schéma représentant les principaux éléments pris en compte pour l’analogie
électro-hydraulique du système de distribution de gaz
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Fig. 4.9 – Schéma électrique de l’analogie électro-hydraulique du système de distribution
de gaz présenté à la figure 4.8

Pour des écoulements de Poiseuille en régime laminaire dans un conduit de section
circulaire, Rconduit est définie de la manière suivante

Rconduit =
8µlconduit

πa4
conduit

, (4.6)

où µ est la viscosité dynamique du gaz, lconduit et aconduit sont respectivement la longueur
et le rayon du conduit. En appliquant alors la loi d’Ohm en amont ainsi qu’en aval du
résonateur, le système de deux équations suivant est obtenu















Q =
Pamont − Presonateur

Rconduit1 + Rconduit2
,

Q =
Presonateur − Paval

Rconduit3
,

(4.7)

En posant Rtotale = Rconduit1 + Rconduit2 + Rconduit3, il vient

Presonateur =
Rconduit3

Rtotale
Pamont +

Rconduit1 + Rconduit2

Rtotale
Paval, (4.8)

ce qui donne pour les valeurs de longueur et de rayon répertoriées dans le tableau 4.3, la
relation reliant les pressions Pamont et Paval à la pression Presonateur

Presonateur = 0, 0333 × Pamont + 0, 9667 × Paval. (4.9)
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Tab. 4.3 – Tableau récapitulant les dimensions des conduits à section circulaire disposés
en amont et en aval du résonateur

Conduit lconduit (m) aconduit (mm)
1 6 0,508
2 0,05 0,254
3 0,05 0,371

Manomètre

Digiquartz 745

BCU3

Contrôleur

de débit

AERA 7800

Sens de 

l'écoulement

Sens de 

l'écoulement

Manomètre

Digiquartz 745

Contrôleur

de débit

AERA 7800

Cryostat

Fig. 4.10 – Schéma simplifié sous forme de bloc de la chaîne d’acquisition de la pression
au niveau du résonateur

4.4 Contrôle de la pureté du gaz par piège à impureté

L’obtention d’une incertitude relative inférieure à 1 × 10−6 sur la mesure de la vitesse
du son dans un gaz nécessite une connaissance précise de la masse molaire M du milieu de
propagation. Comme le montre la figure 4.11, la présence d’impureté en très faible quantité
engendre une modification de u.

La vitesse du son dans un gaz composé de nmix différents éléments (atomes ainsi qu’iso-
topes) peut être calculée de la manière suivante [87]

u2
mix = RT

Cp,mix

Mmix Cv,mix
(4.10)

où Cp,mix, Cv,mix et Mmix sont respectivement les capacités calorifiques massiques à pres-
sion et volume constants ainsi que la masse molaire du mélange, calculées comme étant la
moyenne pondérée par la concentration xi des différents éléments présents dans le mélange,
comme suit

γmix =

∑nmix

i xiCp,i
∑nmix

i xiCv,i
etMmix =

nmix
∑

i

xiMi. (4.11)

Dans le but d’avoir une incertitude faible sur le gaz utilisé, la concentration en impuretés
doit être minimisée et la composition isotopique du gaz doit être connue. De plus, il doit
être garanti une composition constante tout au long des expériences et d’éviter toutes
pollutions qui viendraient modifier sa constitution.
Pour répondre au critère de composition du gaz, celui-ci provient de la compagnie Air
Liquide 5. L’argon contenu dans les bouteilles est obtenu par distillation fractionnée de l’air
liquide ce qui permet de séparer l’oxygène de l’azote ainsi que de l’argon par distillation

5Bouteille ALPHAGAZ 2 - Air Liquide, 29, rue des Hautes Pâtures 92737 NANTERRE cedex
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Fig. 4.11 – Contribution relative sur u2 des principales impuretés pouvant être présentes
dans l’argon, à P = 0, 1 MPa et T = 273, 16 K. Le graphique du haut concerne les impuretés
qui augmenteraient u dans l’argon, celui du bas, qui la diminueraient. Il est à noter que les
droites des éléments H2O, CO et N2 se superposent presque pour les taux de concentration
présentés ici.
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cryogénique. Le tableau 4.4 donne les concentrations des impuretés présentes dans le gaz
utilisé.

Tab. 4.4 – Concentration des impuretés présentes dans l’argon ALPHAGAZ 2 (données
d’Air Liquide)

Éléments Concentrations (ppb)
H2O < 500
N2 < 300

CO2, CO, O2, CnHm et H2 < 100

La présence de ces impuretés ne va donc influencer que faiblement les mesures de u2,
par comparaison de leur concentration avec la figure 4.11.
De plus, dans l’atmosphère, trois isotopes stables de l’argon sont observables en différentes
proportions : 36

18Ar, 38
18Ar et 40

18Ar, ce dernier étant celui présent à 99,6%. Leur masse molaire
M est alors plus ou moins grande suivant le nombre de neutrons qui composent leur noyau.
La masse molaire M de l’argon utilisé a alors été déterminée, en prélevant un échantillon de
gaz en sortie de son système de distribution, dans le but de connaître sa composition isoto-
pique. Cette mesure a été réalisée à l’Institute for Reference Materials and Measurements
(IRMM, Geel, Belgique) par spectrométrie de masse de l’échantillon de gaz et décrite dans
[88]. Les masses molaires des différents isotopes [89] et leur proportion dans le gaz utilisé
au LCM/LNE-CNAM sont répertoriés dans le tableau 4.5.

Tab. 4.5 – Masse molaire des isotopes stables de l’argon, et leur proportion dans le gaz
utilisé pour cette expérience [88]

Isotopes Masse molaire (103 × kg · mol−1) Proportion (%)
40
18Ar 39,962383123(3) 99,6035
38
18Ar 37,9627324(4) 0,0632
36
18Ar 35,9675451(3) 0,3333

Total : M 39,947805(6)

En plus de la composition isotopique du gaz, l’IRMM a également effectué une étude
sur la présence d’impureté. Le tableau 4.6 présente ces résultats.

Les incertitudes et la présence potentielle de certains éléments étant trop élevées pour
l’objectif de cette étude, des tests complémentaires ont été effectués.
Ainsi, le gaz est filtré au sein même de l’expérience à l’aide de deux méthodes dans le but
d’éliminer les dernières traces d’éléments polluants.
Deux systèmes en amont de la sphère ont pour action de “piéger” les possibles résidus.
Chacun des deux pièges met en œuvre un principe qui lui est propre : le principe de
congélation pour le premier, et celui d’adsorption pour le second.
Les deux sous sections suivantes présentent ces méthodes.
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Tab. 4.6 – Mesure réalisée par l’IRMM de la concentration des impuretés présentes dans
l’argon ALPHAGAZ 2 utilisé au LCM/LNE-CNAM [88]

Éléments Concentrations (ppm) Incertitude standard (ppm)
N2 < 2 2
O2 < 0,150 0,10

H2O < 0,50 0,50
CO2 < 0,50 0,50
H2 non mesuré non mesuré

THC non mesuré non mesuré
He < 1,00 1,000
Ne < 1,00 1,000
Kr non mesuré non mesuré
Xe non mesuré non mesuré

4.4.1 Le cold trap

i) Présentation

La technique de traitement du gaz par congélation permet de piéger les particules ayant
leur point de congélation supérieur à celui de l’argon, qui se situe à T = 83, 79 K. Ce système
(cold trap en anglais, piège à froid traduit littérairement) fonctionne à une température
d’environ 100 K. Il permet ainsi de congeler les éléments donnés dans le tableau 4.7.

Tab. 4.7 – Température des points de congélations des principaux éléments piégés par le
cold trap

Éléments Point de congélation (K)
H2O 273,16
CO2 216,56
Xe 161,4
Kr 115,8

La figure 4.12 présente un schéma du coldtrap conçu au LCM/LNE-CNAM.

ii) Analyse de la qualité du gaz après fonctionnement du cold trap par l’écart-
type d’Allan

L’effet du cold trap sur la purification du gaz a été observé en analysant les différences
entre la température donnée par les CSPRT (présentées dans la section ii)) et celle mesurée
par thermométrie acoustique : la composition du gaz n’influençant que la seconde méthode.
Ces écarts qui ne sont pas fonctions de la température, sont calculés de la manière suivante

∆T =
Tacoustique − TCSPRT

TCSPRT
. (4.12)
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Fig. 4.12 – Vue en coupe et en 2 dimensions du cold trap utilisé en amont de la sphère

La figure 4.13 présente l’évolution de ∆T lors du test.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
−1

−0.5

0

0.5

1

 

 Cold Trap Off

Cold Trap On

temps t (h)

10
6
×

∆
T

Fig. 4.13 – Variation de ∆T sur 45 heures lorsque le cold trap est éteint (t < 4 h) et
lorsqu’il est activé (t > 4 h)

L’outil d’analyse adapté ici à cette étude a été développé originellement pour caractéri-
ser la stabilité d’oscillateur [90]. Il est nommé écart-type d’Allan et est défini de la manière
suivante pour un nombre N d’échantillons,

σ∆T (τ) =

√

√

√

√

1

2 × (N − 2m + 1)

N−2m+1
∑

n=1

(

∆T (n + m) − ∆T (n)
)2

, (4.13)

où τ = mτ0 est la période d’analyse avec τ0 = 240 s, la période d’échantillonnage minimale
et m = 1, ..., (N−1)/2. Les ∆T sont les moyennes sur τ des écarts définis à l’équation (4.12)
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et estimés de la manière suivante

∆T (n) =
1

m

n+m−1
∑

j=n

∆T (j), (4.14)

avec n = 1, ..., N − 2m + 1.
Cet outil permet de caractériser la variation d’un signal (ou d’un bruit) dans le temps,
comme c’est le cas ici (voir figure 4.13). Par exemple, l’écart-type d’Allan d’un bruit blanc
en fonction de τ est une droite de coefficient directeur -0,5, en échelle logarithmique.
Lors de cette expérience, une des questions est de savoir si ∆T varie de manière aléatoire,
ou durant les 45 heures du test, s’il subit une modification suite à l’activation du cold
trap 6.
Sur la figure 4.14, il est possible de voir que, pour les valeurs de τ inférieures à 4000 s (≈ 1 h),
σ∆T (τ) décroit de manière linéaire. Le coefficient directeur de la régression linéaire est de
-0,47(01).
Pour des estimations de σ∆T lorsque τ > 4000 s, la fonction σ∆T (τ) n’est plus une simple
droite, montrant ainsi que ∆T n’est pas uniquement régie par un processus aléatoire.
Ceci peut alors être interprété comme une modification de la composition du gaz compris
dans le résonateur lorsque le cold trap est activé. L’écart-type de cette mesure au delà de
τ = 7000 s permet alors d’estimer l’incertitude supplémentaire qui est liée à la présence
d’impureté, s’élevant alors à 0,06 ppm.
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Fig. 4.14 – Analyse de la variation de ∆T par l’écart-type d’Allan. Observation de l’acti-
vation du cold trap sur la purification de l’argon

6Cet outil est également utilisé pour le second système de purification.
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4.4.2 Le getter

i) Présentation

Le second système est un piège fonctionnant par adsorption et est appelé, en anglais,
getter. Le modèle incorporé à l’expérience est le Valco Helium Purifier (HP2), de la com-
pagnie VICI Valco Instruments 7. Il s’agit d’un piège à particules (atomes, molécules,...)
qui comporte une partie chauffante composée d’un alliage de zirconium (Zr), vanadium
(V), et de fer (Fe). Cet alliage a la capacité d’attirer sur sa surface des impuretés (atomes,
molécules, etc) qui pourraient être présentes dans le gaz de mesure, telles que le dihydro-
gène (H2), le dioxygène (O2), l’eau (H2O), le monoxyde et dioxyde de carbone (CO et
CO2) ainsi que le diazote (N2). La température à laquelle le getter est utilisé est d’environ
400 ◦C, température pour laquelle les éléments cités en amont sont ionisés, ce qui permet
leur fixation sur l’alliage et de purifier le gaz pour la suite de l’expérience. D’après le fa-
bricant, ce système à la capacité de diviser par 1000 la concentration des impuretés citées
préalablement, si à son entrée celles-ci sont de au maximum de 10 ppm.

entrée du gazsortie du gaz

coque externe 

isolante

bloc thermique  

chauffant

capsule contenant

l'alliage de Zr, V et Fe

Fig. 4.15 – Vue en coupe et en 2 dimensions du getter utilisé en amont de la sphère

De même que pour le cold trap, l’allure de la différence entre la température donnée
par les CSPRT et la thermométrie acoustique a été analysée avec deux méthodes. Comme
le montre la figure 4.16, en fonction des 120 heures de test, l’écart de température entre
les deux méthodes reste aléatoire lorsque le getter fonctionne.

7VICI Valco Instruments, www.vici.com
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Fig. 4.16 – Variation de ∆T sur 120 heures lorsque le getter est éteint (t < 64 h) et lorsqu’il
est activé (t > 64 h)

ii) Analyse de la qualité du gaz après fonctionnement du getter par l’écart-
type d’Allan

Les résultats de l’analyse de ∆T par l’écart type d’Allan présenté à la figure 4.17,
montrent un changement de pente pour une valeur de τ = 20000 s (≈ 5 h). En dessous de
cet intervalle, la fonction σ∆T (τ) décroît de manière linéaire et le coefficient directeur de
cette droite est -0,494(005). De même que dans le cas du cold trap, l’écart-type calculé au
delà de la valeur de τ pour laquelle σ∆T (τ) n’est plus une droite décroissante, mais devient
constant, permet d’estimer l’incertitude liée à la présence d’impureté avant purification de
l’argon. Dans le cadre de ce test, celle-ci s’élève à 0,02 ppm.
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Fig. 4.17 – Analyse de la variation de ∆T par l’écart-type d’Allan. Observation de l’acti-
vation du getter sur la purification de l’argon

4.5 Contrôle de la pureté du gaz par débit continu

Le débit continu de gaz a deux utilités. Tout d’abord il permet un renouvellement du
milieu de mesure. De plus, en cas de présence d’un phénomène de dégazage, les éléments
libérés sont alors évacués [86]. Plusieurs valeurs de débits ont été utilisées lors des deux
isothermes.
Ce débit créant un gradient de vitesse du fluide à l’intérieur du résonateur ne permet plus
de faire l’hypothèse d’un fluide au repos. L’influence de l’écoulement ainsi créé n’a pas
été observée lors des précédentes études faisant intervenir un débit de gaz dans une cavité
[91, 86, 63, 65]. Les travaux présentés dans cette thèse ont permis de mettre en évidence
un effet, d’amplitude relative de l’ordre de 1 × 10−6, sur les mesures des fréquences de
résonance en fonction du débit volumique.
L’estimation du débit volumique traversant le résonateur est tout d’abord abordée dans
cette section. Ensuite, la série d’expériences qui a permis de mettre en évidence l’effet du
débit sur les mesures est présentée. Dans une dernière section, l’extrapolation à débit nul
des mesures est traitée.

4.5.1 Estimation du débit volumique

Ces débits ont été créés en réalisant un différentiel de pression entre l’amont et l’aval
du résonateur (Pamont > Paval). En reprenant la loi d’Ohm utilisée dans la section 4.3, le
débit volumique peut alors être défini de la manière suivante

Qv =
∆P

Rtotale
=

π (Pamont − Paval)

8
(

l1
a4

1

+ l2
a4

2

+ l3
a4

3

)

µ
. (4.15)
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À chaque pression statique P , le débit volumique est ensuite normalisé aux Conditions
Standards de Température et de Pression (CSTP, définie pour T = 20◦C et P = 103 kPa).
Cela est réalisé en utilisant la définition du débit massique Qm

Qm = ρQv. (4.16)

L’expression de la masse volumique d’un gaz est obtenue à partir de l’équation des gaz
parfaits où le volume V du gaz est donné par

V =
mRT

MP
, (4.17)

avec m/M = n, où n est le nombre d’atomes contenus dans le volume V . En posant
ρ = m/V , l’équation 4.17 devient

ρ =
MP

RT
. (4.18)

De plus, la densité d’un gaz parfait dans les CSTP vaut

ρs =
M

Vm
, (4.19)

où Vm = 22, 4 L · mol−1 est le volume molaire, c’est à dire le volume occupé par une mole
de gaz parfait, dans les CSTP, l’indice s indiquant que cette égalité n’est valable que pour
ces conditions.
La formule permettant alors de connaître Qv dans les CSTP, est donnée, en utilisant les
définitions de ρ ainsi que de ρs pour

Qv =
π (Pamont − Paval)

8
(

l1
a4

1

+ l2
a4

2

+ l3
a4

3

)

µ
× ρ

ρs
=

π (Pamont − Paval)

8
(

l1
a4

1

+ l2
a4

2

+ l3
a4

3

)

µ
× VmP

RT
, (4.20)

où P est la pression dans le système de distribution du gaz qui est estimée comme étant
la moyenne entre Pamont et Paval.
Finalement, le débit volumique (en m3 · s−1 dans les CSPT8) est calculé de la manière
suivante

Qv =
π

(

P 2
amont − P 2

aval

)

16µ
(

l1
a4

1

+ l2
a4

2

+ l3
a4

3

) × Vm

RT
, (4.21)

La figure 4.18 présente les valeurs de débit volumique Qv généré lors des deux isothermes
réalisées en 2009 au LCM/LNE-CNAM.

8L’unité sccm correspond à un débit volumique standardisé de 60 × 10
−6

m
3
· s

−1
= 1 cm

3
· min

−1.
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Fig. 4.18 – Valeur des débits de gaz générés lors des deux isothermes réalisées en mai
(gauche) et juillet (droite) 2009 au LCM/LNE-CNAM, en fonction de la pression statique
P

4.5.2 Caractérisation de l’effet du débit volumique sur les mesures de
f0n

Lors des premières analyses de l’isotherme de juillet, un effet systématique, lié au débit,
sur les mesures des fréquences de résonance de la cavité a pu être mis en évidence [92]. Ce
décalage est défini de la manière suivante

∆fQv ≡ fQv
− f0n

f0n
, (4.22)

où fQv
est la fréquence de résonance mesurée pour un débit Qv lors de la mesure du mode

0n, et f0n la fréquence de résonance à débit nul.
Le décalage fréquentiel mesuré lorsque que le débit varie de 3 sccm à 75 sccm à une pression
statique P = 0, 1 MPa est présenté en figure 4.19.

Plusieurs causes expérimentales peuvent expliquer ce décalage fréquentiel. Pour mieux
comprendre cet effet sur la fréquence de résonance, des expériences supplémentaires ont
été réalisées. Ainsi, cinq hypothèses concernant le contrôle de l’environnement de mesure
ont été émises ; ce décalage pouvant provenir :

– d’un dégazage d’une ou plusieurs impuretés ;
– de la présence d’impuretés dans le volume de mesure ;
– d’une mauvaise estimation de la pression interne du résonateur ;
– d’une mauvaise thermalisation du gaz.

Dans le but d’expliquer la raison physique de cet effet, l’énergie cinétique du jet de gaz
dans la cavité est estimée ; cette énergie entrainant une élévation locale de la température.

i) Hypothèse n̊ 1 : dégazage d’une ou plusieurs impuretés

Les éléments du système de distribution de gaz en amont du résonateur ont été ex-
posés à d’autres molécules que celle d’argon lors de leur fabrication et stockage. Avant
l’assemblage final du système complet incluant le résonateur, un débit continu de gaz a été
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Fig. 4.19 – Décalage fréquentiel relatif ∆fQv , normalisé à débit nul, en fonction du débit
volumique Qv, à T = 273, 16 K et P = 0, 1 MPa.

réalisé afin de chasser le maximum d’impuretés. Cependant, des traces d’éléments autre
que de l’argon, peuvent toujours être présentes en paroi des différents tubes, volumes et
instruments. Ce stock d’impuretés peut alors être évacué au fur et à mesure, par le débit
continu d’argon, modifiant ainsi la concentration en impureté dans le volume de mesure
lorsque le débit change. Expérimentalement, cela se traduit par une modification de la
fréquence de résonance. De plus, une des caractéristiques de cet effet est qu’en présence de
dégazage à débit constant, le décalage fréquentiel varie jusqu’à devenir constant après un
certain temps : le dégazage modifiant lentement la composition du milieu d’étude jusqu’à
un certain niveau de concentration d’impureté. Cette observation a pu être réalisée pour
un dégazage d’eau dans une expérience similaire [93].
Le décalage fréquentiel observé sur 24 heures, lorsque le débit volumique varie selon un
échelon (avec Qv = 3 sccm et Qv = 24 sccm) est présenté en figure 4.20 ; chaque mesure
étant espacée d’un maximum de 5 min.

Pour chaque changement de débit, ∆fQv varie de manière instantanée. Ceci est valable
aussi bien pour un échelon croissant que décroissant. Il n’y a donc pas une modification
lente de la composition du milieu d’étude. Ces observations permettent de conclure que le
décalage fréquentiel lorsque le débit change n’est pas lié à un phénomène de dégazage pour
cette expérience.

ii) Hypothèse n̊ 2 : présence d’impureté dans le gaz de mesure

Cette supposition, confrontée aux résultats présentés dans la section 4.4, peut être ré-
futée. En effet, en purifiant le gaz, aucun décalage fréquentiel n’a été observé ; décalage
fréquentiel lié au changement de débit qui est clairement observé dans cette section.
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Fig. 4.20 – Variation du décalage fréquentiel relatif ∆fQv en fonction du temps, pour deux
débits volumiques Qv, à T = 273, 16 K et P = 0, 1 MPa.

iii) Hypothèse n̊ 3 : une mauvaise estimation de la pression interne du réso-
nateur

Le vitesse du son étant fonction de la pression statique à l’intérieur du résonateur, celle-
ci a été estimée avec deux méthodes de mesure de P indépendantes. La première méthode
est celle utilisant la formule de Poiseuille et qui est décrite à la section 4.3. La seconde
méthode revient à mesurer la permittivité diélectrique de l’argon, celle-ci étant fonction
de la pression statique, à l’aide des mesures électromagnétiques. La figure 4.21 présente le
tracé de la pression statique estimée par la mesure de la permittivité diélectrique du milieu,
en fonction de la pression estimée par la loi de Poiseuille (équation 4.9).

De plus, les mesures acoustiques sont influencées par la pression statique du milieu
en modifiant, notamment, les largeurs à mi-hauteur des pics de résonance. La figure 4.22
présente les variations prédites par le modèle acoustique exposé dans le chapitre 2 aux
largeurs à mi-hauteur mesurées du mode (0,3), pour des pressions statiques comprises
entre 100,3 kPa et 100,7 kPa.
Dans les deux cas, les largeurs à mi-hauteur varient linéairement en fonction du débit.

Le faible écart moyen entre le calcul théorique de la largeur à mi-hauteur gth
03 et celle

mesurée gexp
03 , inférieur à 0,1 ppm, permet de conclure que la pression statique à l’intérieur

du résonateur est convenablement estimée.
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Fig. 4.21 – Tracé de la pression à l’intérieur du résonateur estimée à l’aide des mesures de
la permittivité diélectrique de l’argon en fonction de la pression estimée par la formule de
Poiseuille, à T = 273, 16 K.
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Fig. 4.22 – Comparaison des variations en fonction du débit, des largeurs à mi-hauteur
mesurées et estimées à l’aide du modèle acoustique décrit dans le chapitre 2, pour le
mode 03, à T = 273, 16 K. Pour cette expérience, la pression statique vaut 100, 5 < P <
100, 7 kPa.
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iv) Hypothèse n̊ 4 : une mauvaise thermalisation du gaz

La température de l’argon à la sortie de sa bouteille de stockage est à température
ambiante, proche de 19◦C. De cette température, le système de distribution de gaz doit
thermaliser le gaz à TPTE au niveau du résonateur via le système décrit à la section 4.2.
Cependant, il se peut que cette thermalisation ne soit pas effectuée convenablement pour
certaines valeurs de débits. C’est pourquoi, l’effet du débit a également été étudié pour une
température du gaz proche de celle de la salle de mesure, la thermalisation étant moins
difficile à réaliser dans ce cas. La figure 4.23 compare le décalage fréquentiel mesuré à
T = 273, 16 K et T = 287, 66 K. Les faibles différences observées entre les deux expériences
permettent de conclure que l’effet n’est pas lié à une mauvaise thermalisation du gaz. De
plus, pour ces deux températures, l’effet peut être considéré de même amplitude, ce qui
fera partie d’une des caractéristiques de cette perturbation.
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Fig. 4.23 – Comparaison des variations ∆fQv pour le mode (0,4) en fonction du débit pour
deux températures de gaz T = 287, 66 K et T = 273, 16 K. Les traits pleins représentent
les liens entre les valeurs moyennes des points de mesure de chaque débit.
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v) Estimation de la chaleur provenant d’un jet confiné à l’intérieur d’une
cavité sphérique ainsi que de la puissance transmise à la paroi

Le débit d’argon à l’entrée du résonateur entraine la formation d’un jet de gaz qui
traverse la cavité diamétralement avant d’impacter la paroi du résonateur. Ce jet peut être
qualifié de confiné [94]. De plus, comme première approche, son rayon peut être considéré
comme étant égal à celui du tube d’entrée (ajet = a2 = 0, 25 mm), le jet n’ayant pas la
distance d ≈ 2 × asphere = 10 cm suffisante pour s’étendre. Le mouvement du gaz suite à
l’impact du jet est également négligé.
Ainsi, le problème se résume à un volume contenu dans une sphère de rayon asphere pour
lequel le gaz est au repos, sauf dans un second volume de forme cylindrique de rayon ajet

et de hauteur hjet = 2× asphere dans lequel le gaz se déplace à une vitesse Ue qui est celle
présente dans le tube d’entrée et de profil homogène, comme le présente la figure 4.24.

Ue

gaz au repos

gaz animé d'une 

vitesse transversale Ue

Fig. 4.24 – Schéma en coupe représentant la simplification du champ de vitesse de l’écoule-
ment de gaz à l’intérieur du résonateur sphérique (l’échelle des rayons n’est pas respectée)

D’autre part, les nombres de Reynolds Re = 2× ρUea2/µ de l’écoulement à l’entrée du
résonateur sont présentés en figure 4.25. Ces valeurs sont inférieures à 2300, valeur pour
laquelle l’écoulement est en transition vers le régime turbulent. Pour l’ensemble des débits
générés, l’écoulement peut alors être qualifié de laminaire.

L’énergie cinétique présente dans le jet de gaz est connue grâce à

Ec =
1

2
ρU2

e (4.23)

Le transfert de chaleur créé par la différence de température ∆T entre le gaz au repos et
celui en mouvement peut être estimé de la manière suivante

H = ρ
Cp

m
∆T (4.24)

où m est la masse atomique du gaz. De plus, pour n mole d’atomes, m = n×M et il vient

Cp =
5

2
nR, (4.25)

D’après la conservation des moments Ec = H ce qui permet d’écrire ∆T de la manière
suivante

∆T = U2
e × M

5R
. (4.26)
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Fig. 4.25 – Estimation du nombre de Reynolds Re du jet de gaz à l’entrée de la sphère.
L’ensemble des valeurs trouvées sont très inférieures à la valeur limite de la zone de tran-
sition du régime laminaire au régime turbulent qui est Re > 2300.

La figure 4.26 présente l’écart local de température dû à la conversion en chaleur de l’énergie
cinétique présente dans le jet.

Pour les pressions allant jusqu’à 0,1 MPa, cette conversion en chaleur n’est pas négli-
geable, même si elle demeure toutefois locale. La puissance transmise à la paroi par le jet
de gaz est alors estimée comme suit

Π = Qv × Ec =
πa2

jet

2
U3

e ρ. (4.27)

Pour la gamme de débit Qv générés, la puissance transmise à la paroi est comprise
entre 10−4 et 102 µW. La figure 4.27 présente le décalage fréquentiel Qv en fonction de la
puissance du jet estimée avec l’équation (4.27).

Pour les puissances supérieures à 1 µW, ∆fQv aux pressions de 0,05 MPa, 0,075 MPa
et 0,1 MPa. Cette observation laisse supposer qu’une partie de l’effet lié au débit pourrait
provenir de l’énergie cinétique apportée par l’écoulement du gaz dans la cavité. Il y aurait
alors au moins deux raisons physiques qui expliqueraient l’observation de ∆fQv . La seconde
pouvant être liée notamment au nombre de Mach Mach = Ue/u.
Pour finir, il est intéressant de noter que cette étude prédit que pour une utilisation d’un
tube d’entrée de rayon plus grand, cet effet systématique diminuerait. De plus, pour des
isothermes avec de l’hélium, l’amplitude de la puissance du jet de gaz serait dix fois infé-
rieure à celle de l’argon.
À ce jour, aucune observation lors d’isothermes avec de l’hélium et avec la même cavité
n’a été effectuée [95].
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Fig. 4.26 – Écarts locaux de température dus à la conversion en chaleur de l’énergie
cinétique présente dans le jet

10
−4

10
−2

10
0

10
2

10
4

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

 

 

puissance Π (µW)

10
6
×

∆
f

Q
v

P = 0, 05 MPa
P = 0, 075 MPa
P = 0, 1 MPa
P = 0, 4 MPa
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estimée Π
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vi) Caractéristiques de l’effet lié au débit d’argon

Après que l’influence du débit sur les mesures acoustiques ait été confirmée en 2010 à
l’aide des études complémentaires [96, 97], cet effet a alors été caractérisé expérimentale-
ment. Ainsi, l’effet du débit à cinq caractéristiques.
La première caractéristique est sa tendance, en fonction du débit, qui n’est pas linéaire.
La seconde est que l’effet est également fonction de la pression statique, son amplitude
étant plus importante en basse pression, comme le montre la figure 4.28.

Le débit agit uniquement sur le décalage de la fréquence ; aucune dissipation énergétique
n’a pu être observée.
De plus, aucune variation liée à la température du gaz n’a pu être observée (figure 4.23).
Enfin, l’analyse des données acquises lors de l’isotherme de juillet 2009 permet également
d’affirmer que cet effet ne dépend pas de la fréquence, sur la gamme allant de 4000 à
26000 Hz, comme le montre la figure 4.29.
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les valeurs moyennes des points de mesure de chaque débit.

137



4.5. CONTRÔLE DE LA PURETÉ DU GAZ PAR DÉBIT CONTINU

0 10 20 30 40 50
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

 

 

débit Qv (sccm)

10
6
×

∆
f

Q
v

(0,2)
(0,3)
(0,4)
(0,5)
(0,8)
(0,9)

Fig. 4.29 – Décalage fréquentiel sur la gamme de fréquence d’étude, à P = 0, 2 MPa et
T = 273, 16 K. L’amplitude de l’effet ne dépend pas de la fréquence du signal.

4.5.3 Extrapolation des données à débit nul

Au vue de la forme de l’effet du débit présentée à la figure 4.28, une fonction empirique
comprenant quatre paramètres a été définie. Ces paramètres devaient répondre aux critères
suivant :

– un terme qui joue le rôle d’une constante d’ajustement ;
– un terme en facteur servant de gain ;
– une constante pour laquelle la pente de l’effet change de signe ;
– un terme de puissance prenant en compte la diminution de l’effet en fonction de la

pression statique.
Cette fonction est alors définie comme suit

fajustement(Qv) = Q1 +

∣

∣

∣

∣

Q3 − Qv

Q2

∣

∣

∣

∣

Q4

, (4.28)

où les valeurs des paramètres Q1, Q2, Q3 et Q4 sont optimisées pour que la fonction soit
ajustée au mieux aux données. La méthode d’estimation utilisée pour minimiser l’écart
entre la fonction et les données, est la méthode des moindres carrés non-linéaire. La figure
4.30 présente les résultats de ces ajustements pour différentes pressions statiques.

Les valeurs des coefficients de la fonction ajustée sont répertoriés dans le tableau 4.8

Les valeurs du tableau 4.8 permettent, lors du traitement des données des isothermes,
d’appliquer une correction qui annule l’effet du débit sur les mesures des fréquences de
résonance acoustique. Cela est effectué en soustrayant à fQv

, le décalage fréquentiel estimé
à l’aide de l’équation 4.28 pour un débit donné.
Cependant, l’extrapolation des données mesurées à P = 0, 2 MPa donne des résultats qui
ne sont pas compatibles avec ceux obtenus aux autres pressions (coefficients Q3 et Q4).
Lors de l’analyse des isothermes, présentée dans le chapitre 5, ce résultat ne sera pas utilisé,
car pouvant être approximé par celui obtenu à P = 0, 4 MPa. En effet à partir de 0,2 MPa,
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Fig. 4.30 – Résultats de l’ajustement de la fonction définie à l’équation 4.28, aux données
provenant de l’étude de l’effet du débit pour P allant de 0,05 MPa à 0,4 MPa. Les traits
pleins représentent la fonction ajustée.
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Tab. 4.8 – Paramètres d’ajustement de la fonction empirique définie à l’équation 4.28 :
coefficients Q1, Q2, Q3, et Q4.

Pression statique P , MPa Q1 Q2(sccm) Q3(sccm) Q4

0,05 -0,40(06) 35(4) 8,98 (26) 0,63 (08)
0,075 -0,39(10) 56(11) 8,76 (37) 0,46(09)
0,1 -0,51(13) 58(19) 7,81(23) 0,36(09)
0,2 -0,51(39) 40(57) 10,68(53) 0,27 (14)
0,4 -0,43(35) 84(81) 8,79(44) 0,30(21)

le décalage fréquentiel gardant la même amplitude relative lorsque la pression statique
change.
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4.6 Chaîne d’acquisition acoustique

4.6.1 Les transducteurs acoustiques

Deux microphones électrostatiques sont utilisés pour réaliser les mesures de la célérité
des ondes acoustiques. La figure 4.32a montre un schéma représentant les différents élé-
ments qui composent ce type de microphone. L’un des transducteurs acoustiques a pour
fonction d’émettre le signal acoustique et l’autre de le recevoir. Le choix s’est porté sur des
microphones 1/4” afin de minimiser les effets perturbateurs engendrés par leur présence en
paroi du résonateur, présentés dans la section 2.4.1.

4.6.2 Réponse en fréquence des transducteurs acoustiques

La sensibilité de ce type de microphone est donnée pour 4,3 mV · Pa−1 dans l’air à
23◦C et pour une pression ambiante de 100,2 kPa. Cependant, il peut être nécessaire de
connaître cette sensibilité lorsque l’environnement de mesure est modifié. Guianvarc’h et
al. a caractérisé théoriquement et expérimentalement la réponse en fréquence de ce type de
transducteur acoustique dans de l’argon ainsi que de l’hélium à 273 K et pour des pressions
statiques allant de 10 kPa à 600 kPa [52]. L’étude théorique est basée sur la modélisation
du microphone électrostatique par Bruneau et al. [51]. La caractérisation expérimentale
de la réponse en fréquence des microphones a été réalisée par la méthode dite de la grille
d’entraînement. Cette méthode consiste, à l’aide d’une force électrostatique générés par
une grille positionnée en vis-à-vis de la membrane du microphone, d’appliquer sur cette
dernière, une pression équivalente.
La figure 4.31 montre un de ses résultats pour de l’argon.
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Fig. 4.31 – Réponse en fréquence d’un microphone Type 4938 sans la grille (B&K) dans
de l’argon à T = 273 K et pour différentes pressions statiques (tiré de [52])
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4.6.3 Positions des transducteurs acoustiques

Les deux microphones sont positionnés dans un bouchon en cuivre réalisé lors de la
fabrication du résonateur, dont le logement cylindrique est adapté très finement au dia-
mètre extérieur des transducteurs. Ainsi, l’espace entre les microphones et leur bouchon
est minimisé rendant alors la jonction étanche. Une fois cet assemblage effectué, le bouchon
est vissé sur la coque du résonateur en s’assurant que la membrane du transducteur soit à
niveau avec la paroi interne du résonateur comme le montre la figure 4.32b. La forme ex-
terne conique du bouchon permet ce positionnement précis. De plus, lorsque les bouchons
sont vissés, la jonction bouchon-coque du résonateur est également étanche.

membrane

plaque arrière

isolant

connecteur

(a) (b)

Fig. 4.32 – Dessins représentant (a) schématiquement les éléments de la capsule du trans-
ducteur utilisé et (b) sa position en paroi du résonateur.

La position angulaire des transducteurs a été optimisée afin de minimiser le couplage
entre les modes (0,2) et (3,1), comme le recommande [30, 49]. Dans le cas d’un résonateur
sphérique de rayon asphere = 0, 05 m, à une pression statique P = 0, 1 MPa dans de l’argon
et à la température T = 273, 16 K, les fréquences des modes de résonance acoustique (0,2)
et (3,1) valent f02 = 4403, 3 Hz et f31 = 4423, 6 Hz. La figure 4.33 présente les champs de
pression des modes (0,2) et (3,1), mettant en évidence les ventres et les nœuds de pression
de chacun.

Ainsi, en positionnant l’un des deux transducteurs dans un des nœuds de pression créé
lors de la mise en résonance du mode (3,1) dans la cavité, le couplage est minimisé, comme
le montre les résultats des études théorique et expérimentale présentés à la figure 4.34.
En se basant sur les recommandations de Mehl, et en positionnant l’émetteur au pôle de
l’hémisphère sud, le récepteur a été positionné à la latitude θtr = 50, 8̊ [98]. Les mesures
réalisées autour du mode (0,2) ne sont pas perturbées par le mode (3,1), comme le montre
la figure 4.34.

Il est à noter que pour les mesures présentées dans cette étude, ces transducteurs ne
sont pas utilisés avec les pré-amplificateurs proposés par le fabricant, montés directement à
l’arrière de la capsule du microphone. En effet, ce type d’électronique peut être une source
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

l = 0, n = 2 l = 3,

f = 4403.3 Hz f = 4423.6 Hz

Fig. 4.33 – Coupes en 3 dimensions des champs de pression des modes (0,2) et (3,1).

de chaleur de l’ordre du mW, perturbant l’équilibre thermique de la coque du résonateur en
y créant un gradient de température. Le système permettant la polarisation des membranes
de chaque microphone est déporté et placé à l’extérieur du cryostat, comme le montre le
schéma de la chaîne d’acquisition acoustique présenté à la figure 4.35. Il est constitué d’un
montage électronique composé d’une résistance (Rmontage = 1 GΩ) et d’une capacité en
série (Cmontage = 12 pF), le tout alimenté à l’aide d’un générateur de tension continue.

4.6.4 Chaîne d’acquisition acoustique

Le montage permettant l’acquisition est décomposé en deux parties. La première partie
de cette chaîne permet de générer un sinus glissant, d’une période de 60 secondes et conte-
nant un trentaine de fréquences. Ces fréquences sont séparées par un pas non constant, ce
pas étant plus fin autour de la fréquence de résonance théorique du mode étudié. Un sinus
glissant dont la fréquence croît puis décroît est généré pour chaque mode afin d’annuler la
dérive, supposée linéaire, de la température lors des 120 secondes de mesure 9.
Ce signal est alors émis par un générateur de fréquences (Standford Research Systems
DS335 10) synchronisé sur une horloge atomique à rubidium (SRS SIM940). Le signal est
ensuite amplifié par un gain de 20 via un amplificateur large bande (Krohn-Hite 7602M
11). Le signal est ensuite additionné à une composante continue de 130 V, puis est appliqué
aux bornes du microphone.
La seconde partie est celle qui réceptionne le signal. Ainsi, le signal en sortie du second
microphone est tout d’abord filtré pour enlever sa composante continue. La tension alter-
native est ensuite amplifiée par un gain de 20 à l’aide d’un second amplificateur large bande
(SRS 560 6). Pour finir, le signal est analysé en phase et en quadrature de phase avec une
détection synchrone (SRS 830 6).
Le générateur de fréquence ainsi que la détection synchrone sont pilotés par des programmes

9Le moyennage à chaque fréquence des deux points obtenus constitue la courbe finale de résonance.
10Site internet de Standford Research Systems : www.thinksrs.com
11Site internet de Krohn-Hite : www.krohn-hite.com
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Fig. 4.34 – Réponses en fréquence entre 4400 Hz et 4440 Hz de BCU3 : (en haut) études
théoriques lorsque les transducteurs sont positionnés en vis à vis aux pôles des hémisphères,
lorsqu’un des transducteur est placé dans un nœud de pression du mode (3,1). (en bas)
comparaison de la réponse en fréquence théorique et celle expérimentale reprenant la pré-
conisation de [98].
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développés au LCM/LNE-CNAM à l’aide du logiciel LabVIEW 12, via le bus de commu-
nication IEEE-488 (ou General Purpose Interface Bus - GPIB) d’un ordinateur.

Générateur de fréquences

Standford Reasearch System 

DS335

Horloge atomique à rubidium

Standford Reasearch System SIM940

Amplificateur large bande

Krohn-Hite 7602M

Generateur de tension continue

130 V

Generateur de tension continue

130 V

Détection synchrone

Standford Reasearch System 830

BCU3

Cryostat

Amplificateur large bande

Standford Reasearch System

Fig. 4.35 – Diagramme sous forme de blocs des différents éléments qui composent la chaîne
d’acquisition des mesures acoustiques

4.6.5 Méthode de détermination des fréquences de résonance acoustique
de la cavité

Une fois le milieu de propagation des ondes stabilisé en température et pression, l’étape
qui suit est la mesure des fréquences des modes acoustiques étudiés à T et P . L’excitation
du résonateur étant réalisée à fréquences f discrètes, il n’est pas possible d’accéder direc-
tement lors de l’expérience à ces valeurs.
Ainsi, les fréquences de résonance sont déterminées en ajustant une fonction Lorentzienne
complexe aux données de mesure provenant de la mise en résonance de la cavité. Deux
des paramètres libres de cette fonction sont des constantes fréquentielles fexp

0n et gexp
0n cor-

respondant respectivement à la fréquence de résonance expérimentale et à la largeur à
mi-hauteur du pic de résonance. Lorsque le facteur de qualité Q est très supérieur à 1,
les signaux en phase X(f) ainsi qu’en quadrature de phase Y (f) en sortie du récepteur
et dans le domaine fréquentiel, peuvent être très bien approximés à l’aide d’une fonction
lorentzienne complexe V (f), définie de la manière suivante

V (f) ≡ X(f) + iY (f) =
iAf

(f2 − F 2
0n)

+ B + C(f − fexp
0n ) + D(f − fexp

0n )2, (4.29)

où A, B, C et D sont des constantes complexes, et où

F0n = fexp
0n + igexp

0n . (4.30)

Pour les cas où il est considéré que la largeur à mi-hauteur gexp
0n a une dépendance fréquen-

tielle significative, comme c’est le cas pour les résonateurs de faible facteur de qualité Q
[99, 100], le paramètre F0n est alors estimé comme suit

F ′
0n = fexp

0n + igexp
0n ×

√

fexp
0n /f (4.31)

12Site internet de National Instruments : www.ni.com.
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Dans un résonateur sphérique, le facteur de qualité est majoritairement lié aux dissipations
énergétiques dues aux effets thermiques en paroi ainsi qu’à la dissipation énergétique dans
le volume. D’autre part, ils sont fonctions de la fréquence (voir sections 2.2 et 2.3). Le
facteur Q peut alors être estimé ainsi [101]

Q ≡ f0n

2 × g0n
(4.32)

L’effet de Q sur l’estimation de fexp
0n a été étudié, et à l’ordre le plus bas, l’erreur de mesure

est égale à 1/8 × Q−2 [99, 100]. Ainsi, lorsque Q ≈ 350, un décalage relatif de 1 × 10−6

peut être observé sur l’estimation du paramètre libre fexp
0n [36].

Dans le cas du résonateur sphérique de rayon a = 0, 05 m, et pour de l’argon, la figure 4.36
présente les facteurs de qualité en fonction de la pression sous forme d’une aire, prenant
ainsi en compte la dépendance fréquentielle de Q.
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Fig. 4.36 – Représentation sous forme d’une aire, de l’estimation du facteur de qualité Q
en fonction de la pression statique. La dépendance fréquentielle de Q est délimitée par la
courbe inférieure, correspondant au mode (0,2), et par la courbe supérieure, correspondant
au mode (0,9).

Pour les valeurs du coefficient de qualité présentées à la figure 4.36, le décalage sur la
détermination de fexp

0n est donné à la figure 4.37.

D’après les figures 4.36 et 4.37, l’erreur d’estimation de fexp
0n en utilisant l’équation (4.30)

serait inférieure à 60 × 10−9. De plus, l’utilité de prendre en compte cette dépendance du
paramètre gexp

0n dans le cas de résonateurs sphériques a été infirmée dans [32].

La figure 4.38 présente l’étape d’ajustement pour la détermination de la fréquence du
mode (0,3), à T = 273, 16 K et à P = 0, 2 MPa, ainsi que les résidus sur les composantes
X(f) et Y (f). L’incertitude relative obtenue sur fexp

0n est inférieure à 0, 1 × 10−6.
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Fig. 4.37 – Estimation du décalage fréquentiel en fonction du facteur de qualité Q si celui-ci
n’est pas pris en compte dans l’équation 4.29

4.7 Chaine d’acquisition électromagnétique

La chaîne d’acquisition des mesures électromagnétiques est composée d’un seul ins-
trument servant à la fois de générateur et d’analyseur de réseau (Agilent Technologies
E5071C ENA 13), synchronisé lui aussi sur la même horloge atomique à rubidium (stabilité
du temps supérieure à 5× 10−9 sur 20 ans) utilisée dans la chaîne d’acquisition acoustique
afin d’avoir la même référence temporelle.
Les ondes électromagnétiques sont émises et reçues via deux antennes. La figure 4.40 pré-
sente la chaîne d’acquisition des mesures électromagnétiques. Pour chaque mode étudié,
un sinus glissant comprenant 400 fréquences séparées par un pas constant est généré.
Les antennes micro-ondes sont réalisées à l’aide de câbles coaxiaux UT-085-SP, composé
d’une gaine cuivrée plaquée argent d’épaisseur 0,27 mm, et d’une âme de diamètre égal à
0,51 mm. Un matériau isolant d’épaisseur 0,58 mm sépare l’âme de la gaine, le tout ayant
un diamètre de 2,2 mm. Deux types d’antenne ont été fabriquées au LCM/LNE-CNAM
afin d’exciter les modes électromagnétiques TE et TM. Comme le montre les figures 4.39a
et 4.39b, le câble a soit été simplement dénudé, laissant ainsi son âme droite sur 3 mm
(figure 4.39a), ou, celle-ci a également été enroulée de façon à fabriquer une bobine de
quelques boucles14 (figure 4.39b).

Pour ce projet, la réponse en fréquence (à l’émission et la réception) de ce genre d’an-
tenne n’a pas été caractérisée : sur la bande fréquentielle d’étude (2 000 MHz à 16 000 MHz),
la réponse a été supposée constante.
D’autre part, les antennes, via leur câble coaxial, sont directement reliées au générateur de
fréquence ainsi qu’à l’analyseur de réseau.
L’antenne est ensuite insérée dans le bouchon en cuivre qui lui est dédié, puis soudée sur la
partie extérieure du bouchon. L’espace entre l’âme dénudée et le bouchon est alors comblé

13Site internet d’Agilent Technologies : www.home.agilent.com.
14En pratique, cette antenne n’est constituée que de deux boucles
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Fig. 4.38 – (haut) Ajustement des courbes de résonance pour le mode (0,3) à T = 273, 16 K
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Fig. 4.39 – Dessins représentant (a) schématiquement une antenne micro-onde droite, une
antenne micro-onde bobine et (c) leur position en paroi du résonateur.

avec de la colle d’epoxy en alignant au préalable l’extrémité de l’antenne avec le bord in-
terne du bouchon. Cette colle à l’avantage d’être perméable aux ondes électromagnétiques
tout en minimisant les perturbations sur les ondes acoustiques. De plus, lorsqu’elle est
sèche, cette colle ne dégaze pas. Une fois l’extrémité de l’antenne alignée avec le bord du
bouchon qui lui est dédié, celui-ci est placé en paroi du résonateur comme le montre la
figure 4.39c.

BCU3

Analyseur de réseau

Agilent E5071C ENA

Horloge atomique à rubidium

Standford Reasearch System SIM940

Cryostat

Fig. 4.40 – Diagramme sous forme de blocs des différents éléments qui composent la chaîne
d’acquisition des mesures électromagnétiques.

La détermination des fréquences des pics de résonance est effectuée de manière similaire
à celle présentées dans la section 4.6.5 ; seule la fonction d’ajustement diffère. Ainsi, une
seconde fonction comprenant trois fonctions lorentzienne centrée sur les fréquences com-
plexes F1nx = fσ

1nx + igσ
1nx, F1ny = fσ

1ny + igσ
1ny et F1nz = fσ

1nz + igσ
1nz est définie de la

manière suivante

W (f) =
iAx

f2 − F σ
1nx

2
f+

iAy

f2 − F σ
1ny

2
f+

iAz

f2 − F σ
1nz

2
f+B+C(f−fσ

1nx)+D(f−fσ
1nx)2, (4.33)

149



4.7. CHAINE D’ACQUISITION ÉLECTROMAGNÉTIQUE

où Ax,y,z, B, C et D sont des constantes complexes. Comme précédemment, les coefficients
B, C ainsi que D permettent de prendre en compte de la dissymétrie des courbes de
résonances provenant de l’interaction du mode étudié avec ceux présents de part et d’autre
de ces valeurs propres. La figure 4.41 présente un exemple de l’étape d’ajustement pour
la détermination des fréquences du mode électromagnétique TM11, à T = 273, 16 K et
à P = 0, 2 MPa, ainsi que les résidus sur les composantes X(f) et Y (f). L’incertitude
relative obtenue sur les fréquences de résonances fσ

1 nx,y,z est inférieure à 0, 05 × 10−6.
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Fig. 4.41 – (haut) Ajustement des courbes de résonance pour le mode TM11 à T =
273, 16 K et à P = 0, 2 MPa. (bas) Résidu
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4.8 Conclusion

Les différents équipements, instruments et capteurs utilisés pour le contrôle des para-
mètres environnementaux de mesure ont été présentés dans ce chapitre. Au total, l’expé-
rience présentée dans cette étude est composée de cinq chaînes d’acquisition de données :

– de température ;
– de pression ;
– de débit volumique ;
– acoustique ;
– électromagnétique.

L’ensemble des chaînes est automatisé ainsi que piloté par des programmes propres, déve-
loppés avec le logiciel LabVIEW, via le bus de communication IEEE-48 d’ordinateurs.
De plus, l’évolution technologique a ainsi permis de réaliser des avancées non négligeables
permettant d’améliorer le système présenté dans ce chapitre.
Dans la section 4.5.2, un effet systématique lié au débit continu de gaz sur la mesure des
fréquences de résonance a été mis en évidence. Cette observation a également été effectuée
lors d’une expérience indépendante [102]. Une fonction empirique a été définie à partir
d’études expérimentales dans le but de corriger cet effet (équation (4.28)).
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Au lieu de ce grand nombre de préceptes dont la logique est composée, je crus que
j’aurais assez des quatre suivants, pourvu que je prisse une ferme et constante résolu-
tion de ne manquer pas une seule fois à les observer. Le premier était de ne recevoir
jamais aucune chose pour vraie que je ne la connusse évidemment être telle : c’est
à dire d’éviter soigneusement la précipitation et la prévention, et de ne comprendre
rien de plus en mes jugements que ce qui se présenterait si clairement et si distincte-
ment à mon esprit que je n’eusse aucune occasion de le mettre en doute. Le second,
de diviser chacune de mes difficultés que j’examinerais en autant de parcelles qu’il se
pourrait, et qu’il serait requis pour les mieux résoudre. Le troisième, de conduire par
ordre mes pensées, en commençant par les objets les plus simples et les plus aisés à
connaître, pour monter peu à peu comme par degrés jusques à la connaissance des
plus composés : et supposant même de l’ordre entre ceux qui ne se précèdent point
naturellement les uns les autres. Et le dernier, de faire partout des dénombrements
si entiers et des revues si générales que je fusse assuré de ne rien omettre.
René Descartes,
Discours de la méthode, pour bien conduire sa raison, et chercher la vérité dans les
sciences (1637).
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Chapitre 5

Application du modèle acoustique et

estimation de u2
0n à pression nulle

5.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de présenter les étapes nécessaires aux traitements des données
expérimentales. L’estimation de la vitesse du son u(TPTE , 0) sans biais et via la méthode
décrite dans la partie II nécessite la prise en compte des effets perturbateurs présentés dans
le chapitre 2 et dans la section 4.5.2.
Le modèle présenté dans la première section permet de calculer les ∆f0n et g0n pour l’argon,
à une température proche de T = 273, 16 K, pour des pressions P allant de 0, 05 MPa à
0, 7 MPa et pour des débits volumiques Qv compris entre 3 sccm et 70 sccm.
La seconde section traite de la comparaison entre les largeurs à mi-hauteur mesurées lors
des isothermes et celles estimées aux températures et pressions correspondantes ; cette
comparaison permettant une évaluation qualitative du modèle acoustique.
Enfin, la dernière section de ce chapitre présente l’estimation de u2

0n à pression nulle,
dernière étape avant la détermination de la constante de Boltzmann.
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5.2 Estimation des corrections

L’estimation des effets perturbateurs intervenants lors des mesures de u se fait en plu-
sieurs étapes. En effet, parmi ces effets, certains peuvent être connus directement à l’aide
des formules analytiques données dans le chapitre 2, mais pour d’autres leurs effets ne
peuvent être corrigés qu’à partir d’une connaissance des données acoustiques expérimen-
tales. Il s’agit de l’effet lié au saut de température, décrit dans la section 2.2.2, et celui lié
aux vibrations de la coque et qui est traité dans la section 2.6.
Ainsi, la première étape du traitement des données consiste à corriger les fréquences de
résonances par celles qui peuvent être estimées théoriquement. Ensuite, à partir de ces
nouvelles données, les deux derniers effets sont alors corrigés.

5.2.1 Étape 1 : calcul de ∆f0n par les formules analytiques

Les effets pris en compte lors de cette étape sont répertoriés dans le tableau 5.1.

Tab. 5.1 – Tableau récapitulant les effets qui sont estimés lors de la première étape consis-
tant à corriger les données acoustiques expérimentales

Effet section équation 106 × ∆f0n/f0n

Couche limite thermique (2.2.1) 2.3 -350 à -30
Transducteurs acoustiques (2.4.1) 2.17 -4,5 à -0,5

Tubes d’arrivée et de sortie du gaz (2.4.2) 2.18 -1 à 1
Forme tri-ellipsoïdale (2.5) 2.32 0,5 à 18
Débit continu de gaz (4.5.2) 4.28 -1 à 2

Les amplitudes des cinq effets sont calculés puis sommés. Le tableau 5.1 présente les
ordres de grandeur minimal et maximal des corrections, en valeur relative, pour la gamme
fréquentielle d’étude, allant du mode (0,2) au mode (0,9), et pour l’ensemble des pressions.
Ensuite, ces données corrigées sont normalisées à la température du point triple de l’eau
TPTE à l’aide de l’équation (4.5).
Les largeurs à mi-hauteur sont abordées dans la section 5.3.
À cette étape de l’analyse, cet ensemble de données corrigées va être utilisé dans le but
de déterminer les deux corrections manquantes, étant dépendantes des paramètres expéri-
mentaux.
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5.2.2 Étape 2 : estimation de la valeur du coefficient d’accommodation
thermique et de la correction liée aux vibrations de la coque

i) Le coefficient d’accommodation thermique

La section 2.2.2 présente l’effet du saut de température en paroi. Cet effet est présent
sur toute la gamme de pression d’étude, mais est surtout influent en dessous de 0,1 MPa
où il décale la fréquence de résonance de 0, 2 × 10−6 < ∆fp′/f0n < 2 × 10−6. Cet effet
est notamment fonction du coefficient d’accommodation thermique h, donnée accessible
uniquement expérimentalement.
Deux hypothèses vont alors permettre de mesurer ce coefficient. La première hypothèse est
de supposer qu’il s’agit de l’unique effet ayant une dépendance en pression statique en P−1.
L’équation du viriel acoustique n’ayant pas de terme en P−1, h peut être défini comme un
paramètre libre d’une fonction cherchant à approcher au mieux les valeurs de u2

0n obtenues
à l’étape précédente.
Pour étudier l’influence de cette fonction, de construction similaire à l’équation du viriel,
deux configurations ont été comparées. Le degré de la fonction polynomiale d’ajustement
est lié à la limite haute de la pression statique P d’étude. Pour cette étude, cette limite
est atteinte à P = 0, 7 MPa. Le degré maximum choisi est le troisième car, afin d’ajuster
au mieux les données, le polynôme de degré 2 n’aurait alors pas été adapté à cette étude
compte tenu de cette limite haute. En effet, à P = 0, 7 MPa, la contribution relative du
coefficient A3 sur le calcul de u2

0n(TPTE , P ) est d’environ 5 × 10−6, même si à 0,2 MPa,
elle n’est plus que de 0, 1 × 10−6.
Le tableau 5.2 répertorie les définitions des deux fonctions d’ajustement.

Tab. 5.2 – Définitions des deux fonctions polynomiales utilisées pour ajuster les données
u2

0n(TPTE , P )

définition
fonction 1 F1(P ) = A−1P

−1 + A0 + A1P + A2P
2 + 1, 20P 3

fonction 2 F2(P ) = A−1P
−1 + A0 + A1P + A2P

2 + A3P
3

Les coefficients A0, A1, A2 et A−1 des fonctions F1(P ) et F2(P ) sont les paramètres
libres à ajuster. La valeur du coefficient A3 est, quant à elle, soit libre afin d’étudier son in-
fluence sur l’ajustement des données expérimentale soit fixée à partir d’études antérieures :
A3 = 1, 20 × 10−18 m2 · s-2 · Pa-3 [103, 30].

Une fois l’ajustement réalisé en utilisant la méthode des moindres carrés linéaires, et
par identification de terme avec les équations 2.7 et 2.10, l’égalité suivante peut être posée

A−1

2A0
=

(γ − 1)

a
× λ

√

πMTPTE

2R

(

2 − h

2h

)

. (5.1)

Il vient alors

h =
2C

A−1

A0
+ C

, (5.2)
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en posant

C = 2
γ − 1

a
λ

√

πMTPTE

2R
. (5.3)

La seconde hypothèse est que cet effet à la même valeur de h pour chaque mode. Cependant,
afin de ne pas être influencé par la mise en vibration de la coque pour les fréquences proches
du mode (0,5), h est calculé en réalisant un moyennage sur uniquement les trois premiers
modes de résonance étudiés ((0,2) à (0,4)). Les ajustements des données obtenues pour
les modes (0,5), (0,8) et (0,9) compensent à cette étape de l’analyse la non-correction des
effets de vibration de la coque sur les mesures, l’estimation du coefficient A−1 pour ces
trois modes va alors être biaisée.
Le tableau 5.3 présente les valeurs moyennes de h obtenues à l’aide des fonctions définies
dans le tableau 5.2.

Tab. 5.3 – Tableau présentant les valeurs du coefficient d’accommodation thermique h
calculé à l’aide des fonctions définies dans le tableau 5.2, après moyennage sur les modes
(0,2), (0,3) et (0,4), des deux isothermes réalisées au LCM/LNE-CNAM

Isotherme fonction 1 fonction 2
N̊ 1 0,756(026) 0,806(042)
N̊ 2 0,781(028) 0,837(023)

Indépendamment du choix de la fonction, il est possible d’observer une augmentation
de l’ordre de 4% sur les valeurs de h entre la première et la seconde isotherme. Cette
observation a été faite également auparavant dans une expérience similaire et indépendante,
effectuée au NPL [31] ; la phase expérimentale avait duré cinq mois et l’écart était alors de
l’ordre de 10%.
Cette différence peut s’expliquer par une modification des conditions d’échange énergétique
entre les particules du gaz et celles de la paroi du résonateur qui peuvent varier au cours
du temps. En effet, le phénomène de sorption des molécules d’eau par la surface interne du
résonateur modifie le nombre de couches moléculaires sur celle-ci, et donc, l’accommodation
thermique entre le gaz et la paroi.
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ii) Vibrations de la coque

Le décalage fréquentiel qu’engendre les vibrations de la coque dû au couplage fluide-
structure est abordé théoriquement dans la section 2.6. Le modèle analytique qui permet
d’estimer cet effet donne une approximation très simplifiée de la forme de la coque du
résonateur réel, en la considérant homogène et d’épaisseur constante. Or, dans celle-ci se
trouvent divers transducteurs (microphones, thermomètres, antennes micro-ondes) logés
pour certains dans des compartiments se trouvant sur sa périphérie. De plus, au niveau de
son équateur, l’épaisseur de la coque est plus importante afin de fixer les deux hémisphères
ensemble (une description plus précise du résonateur est donnée dans la section 3.3).
Le modèle présenté dans la section 2.6 est en accord avec la correction de l’effet des vi-
brations de la coque sur les mesures des fréquences de résonance des modes radiaux pour
le résonateur décrit dans [30]. Par contre, pour d’autres résonateurs ([63], [31]) ainsi que
celui de cette étude, la fréquence du mode de respiration de coque ne peut être estimée
correctement.
Une étude expérimentale visant à caractériser les modes de vibration de la coque du résona-
teur a permis de comparer ce modèle au cas réel [104]. La figure 5.1 présente les réponses
en fréquence des coques de deux résonateurs de volume interne de 0,5 L et d’épaisseur
e = 0, 01 m :

– LCU, qui est l’objet principal d’étude de [104] ;
– BCU3, le résonateur utilisé pour les mesures présentées dans cette étude.
Ces réponses impulsionnelles ont été mesurées à l’aide d’accéléromètres positionnés à

divers endroits sur la coque. Trois accéléromètres ont été utilisés pour LCU et deux pour
BCU3 [105]. Pour les deux résonateurs, cette discrétisation spatiale n’est pas suffisante
pour une étude approfondie des vibrations de leur coque, le risque de positionner les ac-
céléromètres dans un nœud de vibration n’étant pas négligeable. Les différences entre les
spectres obtenus proviennent majoritairement de cette configuration expérimentale. Ce-
pendant cette étude permet de donner un aperçu de la richesse harmonique (et de la
complexité) de leur réponse fréquentielle.
La conclusion de l’étude [104] est que la forme de la coque a un impact non négligeable sur
la fréquence “du” mode de respiration. De plus, l’asymétrie que sa forme présente favorise-
rait une dégénérescence de ce mode de structure. Ainsi trois fréquences de résonance ont
pu être associées à des vibrations d’un mode de respiration, sur une bande fréquentielle de
2000 Hz, centrée à 18700 Hz ; l’identification de pics de résonance comme étant ceux de
modes de respiration ayant été possible en utilisant le logiciel d’analyse modale MODAN,
développé au laboratoire FEMTO-ST de l’Université de Franche-Comté (Besançon) [106].

La figure 5.2 présente l’évolution des largeurs à mi-hauteur pour les modes d’étude,
lorsque la température de l’argon a été diminuée de 12̊ C à -4̊ C, changeant alors la vitesse
du son u et donc les fréquences de résonance. La gamme fréquentielle d’étude est représentée
par les traits pleins rouge sur le graphique du bas de la figure 5.1. Il est possible de voir que,
malgré la présence de modes de structure dans cette gamme de fréquence, les variations des
largeurs à mi-hauteur sont dues aux variations de la température et non à une excitation
de ceux-ci. Cette expérience complémentaire permet d’affirmer que les modes acoustiques
radiaux n’excitent pas d’autres modes de structure en dehors du mode de respiration de la
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Fig. 5.1 – Réponse en fréquence entre 3000 et 30000 Hz dans l’air à pression ambiante et
à T = 20̊ C, (en haut) de la coque du résonateur LCU pour un seul et unique impact et
caractérisée par trois accéléromètres [104] (en bas) de la coque du résonateur BCU3 pour
un seul et unique impact et caractérisée par deux accéléromètres [105]
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Fig. 5.2 – Évolution des largeurs à mi-hauteur expérimentales pour les modes (0,n) étudiés
lors d’une descente en température de 12 C̊ à -4 C̊. La zone de mesure en température
pour la détermination de kB est délimitée par l’aire orange.

Comme précédemment, la procédure de correction de l’effet consiste alors à effectuer une
identification de terme entre la formule analytique permettant son estimation et les fonc-
tions polynomiales d’ajustement définies dans le tableau 5.2. Pour rappel, l’équation (2.35)
fait apparaître la dépendance en P de cet effet. Dans ce cas, il s’agit du second coefficient
du viriel qui est majoritairement influencé par les vibrations de la coque (et donc le coef-
ficient A1 des fonctions d’ajustement).
Après correction de l’effet lié au saut de température en paroi et ajustement des données
par les fonctions définies dans le tableau 5.2 (sans le terme en P−1), le second coefficient
du viriel β1 est défini en fonction des coefficients A0 et A1, de la manière suivante

β1 = RTPTE
A1

A0
. (5.4)

La figure 5.3 présente les valeurs de β1 obtenues avec F1(P ), en fonction de la fréquence de
résonance des modes (0,n) étudiés pour chaque isotherme. Il est possible de voir clairement
la dépendance de β1 en fonction de la fréquence lorsque celle-ci se rapproche de la fréquence
théorique du mode de respiration.

Par identification de terme avec l’équation qui permet d’estimer ∆f coque
0n , une fonction

d’ajustement des coefficients β est définie comme suit

βajustement(f) = βa1 +
βa2

1 − (f/βa3)
2 (5.5)

où βa1 ≡ β1, βa2 ≡ RTPTEκ et βa3 ≡ fcoque.
Pour chaque couple de coefficients A1, A0 obtenus après ajustements aux données expéri-
mentales, les paramètres κ et fcoque de l’équation (5.5) sont déterminés.

163



5.2. ESTIMATION DES CORRECTIONS

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
4.5

5

5.5

6

 

 

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

fréquence f (Hz)

fréquence f (Hz)

β
1

(c
m

3
.m

ol
−

1
)

expérience

βajustement(f)

ré
si

du
s

(c
m

3
.m

ol
−

1
)
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Seules les valeurs de β1 des modes (0,2) à (0,5) sont retenues pour l’ajustement de la fonc-
tion βajustement(f) aux données expérimentales ; leur fréquence étant inférieure à celle(s)
du(des) mode(s) de coque expérimental(aux). En effet, la fonction d’ajustement définie à
l’équation (5.5) ne comporte qu’un paramètre pour estimer la fréquence du mode de coque,
alors qu’il a été mis en évidence que ce mode était dégénéré [104]. La prise en compte des
modes (0,8) et (0,9) entrainerait alors un biais dans la détermination de βa1, βa2 et βa3 si
leur second coefficient du viriel était retenu pour cette étape.
Le tableau 5.4 présente les valeurs de κ et de fcoque obtenus après ajustements, pour les
deux isothermes.

Tab. 5.4 – Comparaison entre les estimations de la fréquence fcoque du mode de respiration
ainsi que du coefficient de compressibilité κ obtenus par ajustement de ces paramètres

fonction 1 fonction 2
N̊ 1 κ × 1011 (Pa-1) 2,7 (14,0) 1,8 (19,6)

fcoque (Hz) 15461 (7841) 14888 (10873)
N̊ 2 κ × 1011 (Pa-1) 2,9 (13,3) 1,6 (13,4)

fcoque (Hz) 15605 (7352) 14733 (7311)

À partir des propriétés physiques mesurées à l’INRiM sur un échantillon du même
cuivre utilisé pour usiner BCU3 [64], ainsi que du modèle décrit dans [61], les paramètres
présentés dans le tableau 5.4 ont été estimés à κ = 2, 14×10−11 Pa-1 et fcoque = 16824 Hz.
Ces différences peuvent provenir de la simplification de la forme de la coque du résonateur
réel par le modèle de Mehl.
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5.2.3 Étape 3 : bilan des corrections

L’ensemble des effets qui engendrent un décalage fréquentiel sur la mesure des fré-
quences de résonance a pu être estimé à l’aide du protocole décrit dans les sections 5.2.1
et 5.2.2.
La figure 5.4 récapitule les différentes étapes qui précèdent l’estimation de u2

0n(TPTE , P ).
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Données brutes provenant des mesures

f0n(T,P)

Normalisation des données à T
PTE.

Calcul des corrections Δf0n et des largeurs à mi-hauteur g0n liées:

- aux couches limites thermiques

- à la dissipation énergétique dans le volume;

- aux transducteurs et aux tubes;

- à la forme intérieur tri ellipsoïdale;

- au débit continu de gaz.

Données normalisées ajustées par les fonctions polynomiales :

F1(P) = A-1P
-1 + A0 + A1P + A2P

2 + 1,20 P3 

F2(P) = A-1P
-1 + A0 + A1P + A2P

2 + A3 P
3 

Calcul de h à partir de A-1

Correction du saut de température en paroi Δf p'

Calcul de fcoque et de κ à partir de A1

Correction de l'effet lié aux vibrations de la coque  

Δf0n
coque

Données expérimentales traitées 

Estimation de u2
0n(TPTE,P)

Données normalisées ajustées par les fonctions polynomiales :

G1(P) = A0 + A1P + A2P
2 + 1,20 P3 

G2(P) = A0 + A1P + A2P
2 + A3 P

3 

Fig. 5.4 – Schématisation des différentes étapes du traitement des données expérimentales
avant estimation de u2

0n(TPTE , 0)
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LARGEUR À MI-HAUTEUR

5.3 Comparaison modèle-expérience : analyse des excès de

largeur à mi-hauteur

Les largeurs à mi-hauteur mesurées permettent d’estimer la dissipation énergétique qui
est présente dans le résonateur. Les effets engendrant de la dissipation sont listés dans le
tableau 5.5.

Tab. 5.5 – Tableau récapitulant les effets qui engendrent une dissipation énergétique sur
le champ acoustique à l’intérieur du résonateur

Effet section équation 106 × g0n/f0n

Couche limite thermique 2.2.1 2.3 30 à 350
Dissipation liée au volume 2.3 2.12 0,5 à 16

Tubes d’arrivée et de sortie du gaz 2.4.2 2.18 0,5 à 3

Le tableau 5.5 présente également les ordres de grandeur minimal et maximal des
contributions des effets sur g0n, en valeur relative, pour la gamme fréquentielle d’étude,
allant du mode (0,2) au mode (0,9), ainsi que pour l’ensemble des pressions. Pour rappel,
ce sont les couches limites thermiques qui engendrent le plus de pertes énergétiques.
Dans le but d’avoir une estimation qualitative du modèle présenté au chapitre 2, il est
intéressant de comparer les largeurs à mi-hauteur expérimentale gexp

0n aux largeurs à mi-
hauteur théorique gth

0n.
L’excès de largeur à mi-hauteur est alors défini de la manière suivante

∆g0n =
gexp
0n − gth

0n

fexp
0n

(5.6)

Lorsque ∆g0n > 0, le modèle utilisé sous-estime l’influence d’effets dissipatifs et inverse-
ment, pour ∆g0n < 0 le modèle les surestime.
Cependant, le but de cette étude étant de déterminer la vitesse du son lorsque P tend
vers 0, l’attention est surtout portée sur la valeur de ∆g0n à pression nulle. Pour cela, les
données présentées aux figures 5.5 et 5.6 sont ajustées à l’aide d’une fonction polynomiale
de degré 2. Sur ces figures, les excès de largeur à mi-hauteur sont multipliées par deux afin
de qualifier le modèle sur l’estimation de u2, et non sur u uniquement dans l’autre cas.

Le tableau 5.6 reporte les valeurs de la constante de cette fonction, autrement dit, les
valeurs de ∆g0n lorsque P tend vers zéro, à partir des données obtenues pour les pressions
allant de 0,05 MPa à 0,4 MPa.

L’ensemble des excès de largeur à mi-hauteur lorsque la pression tend vers zéro sont,
pour la plupart, compris entre −1 × 10−6 et 1 × 10−6, excepté pour le mode (0,9). Cela
représente une amélioration de la prise en compte ainsi que de la compréhension des effets
dissipatifs, en comparaison avec d’autres études où l’extrapolation à pression nulle de ∆g0n

donnait des valeurs supérieures à 2×10−6 [30], et où ∆g02 était négatif sur toute la gamme
de pression d’étude [31].
Pour le mode (0,9), cet écart important lorsque P tend vers zéro s’explique par le fait
que l’actuel modèle sous estime la contribution d’effet dissipatifs et présente donc une
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Fig. 5.5 – Excès de largeur à mi-hauteur 2 × ∆g0n obtenus à partir des données de la
première isotherme (mai 2009)

Tab. 5.6 – Résultats des extrapolations à pression nulle des excès de largeur à mi-hauteur
∆g0n des modes 0n étudiés et pour les deux isothermes.

Isotherme N̊ 1 Isotherme N̊ 2
Mode 0n 2 × 10−6 × ∆g0n 2 × 10−6 × ∆g0n

(0,2) 0,5 (2) 0,3 (2)
(0,3) 0,2 (1) -0,3 (1)
(0,4) -0,8 (1) -0,7 (1)
(0,5) -0,8 (1) -0,8 (1)
(0,8) -1,2 (2) -0,2 (3)
(0,9) 24 (3) 17 (1)
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Fig. 5.6 – Excès de largeur à mi-hauteur 2 × ∆g0n obtenus à partir des données de la
seconde isotherme (juillet 2009)
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méconnaissance de phénomènes physiques en hautes fréquences et pour l’argon. Il s’agit
alors d’un axe de travail pour les modélisations futures.

De récents travaux ont permis d’exprimer la contribution des couches limites thermiques
sur les largeurs à mi-hauteur à leur second ordre de grandeur [107], comme suit

fp
0n − igp

0n

f0n
= (i − 1)

γ − 1

2

δh

a
− i

(γ − 1)(2γ − 1)

2

(

δh

a

)2

, (5.7)

permettant d’expliquer en partie les ∆g0n négatifs observés auparavant. Il est à noter que
l’utilisation de la correction au 1er ou 2nd ordre n’affecte en rien la correction pour le
décalage fréquentiel ; la différence entre les deux n’étant que sur la partie imaginaire.
Auparavant, la contribution des couches limites sur la dissipation énergétique dans un
résonateur sphérique avait déjà été exprimée dans deux travaux indépendants [44] et [108].
Cependant, leur expression diffère de celle présentée à l’équation (5.7) et a été écrite de la
manière suivante

fp
0n − igp

0n

f0n
= (i − 1)

γ − 1

2

δh

a
− i

(γ − 1)

2

(

δh

a

)2

, (5.8)

ne faisant pas apparaître le facteur (2γ − 1).
Malgré cette différence, qui reste cependant faible, la même tendance est observée dans les
équations (5.7) et (5.8). En effet, chaque estimation de gp

0n reste inférieure à celle obtenue
lorsque le modèle ne tient pas compte du second ordre de grandeur des couches limites
thermiques. La figure 5.7 présente une comparaison des largeurs à mi-hauteur du mode
(0,4) obtenues par le modèle du 1er et celui du 2nd ordre (équation (5.8)), pour les deux
isothermes.
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Fig. 5.7 – Excès de largeur à mi-hauteur du mode 04 pour chaque isotherme. Comparaison
entre le modèle des corrections au 1er et 2nd ordre de grandeur

À P = 0, et en utilisant l’équation (5.7) l’excès de largeur à mi-hauteur devient alors
nul (ou est proche d’être nul) pour les modes (0,4) et (0,5), comme le montre le tableau 5.7.
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À titre d’information, le tableau 5.7 présente également les résultats de ces extrapolations
lors de l’utilisation de l’équation (5.8) dans le modèle acoustique. Il est ainsi possible de
voir que le choix de l’équation n’engendre pas de fortes différences à P=0.

Tab. 5.7 – Résultats des extrapolations à pression nulle des excès de largeur à mi-hauteur
∆g0n des modes 0n étudiés et pour les deux isothermes. Comparaison des deux modèles
au 2nd ordre de grandeur des couches limites thermiques.

Isotherme N̊ 1 Isotherme N̊ 2
Mode 0n 2 × 10−6 × ∆g0n 2 × 10−6 × ∆g0n

eq.(5.7) | eq.(5.8) eq.(5.7)| eq.(5.8)
(0,2) 2,5 (2) | 1,4 (2) 2,1 (2) | 1,2 (2)
(0,3) 1,33 (5) | 0,66 (9) 0,77 (9) | 0,21 (8)
(0,4) 0,1 (1) |-0,2 (1) 0,00 (9) |-0,35 (8)
(0,5) -0,12 (9) | -0,52 (8) -0,24 (7) | -0,56 (8)
(0,8) -0,8 (2) | -0,6 (2) 0,4 (3) | 0,2 (1)
(0,9) 25 (3) | 21 (2) 17 (1) | 15 (1)
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5.4 Estimation à pression nulle de u2
0n(TPTE, P )

La valeur de u2
0n(TPTE , 0) est connue grâce au calcul du premier coefficient du viriel

acoustique (équation (4.1)) u2
0n(TPTE , 0) =

(

γ0RTPTE

M

)2

. Dans cette étude, l’estimation

de u2
0n(TPTE , 0) est effectuée en extrapolant à l’aide d’une fonction polynomiale des données

acquises sur une large gamme de pression. Ainsi, le terme constant de cette fonction, A0,
est par identification u2

0n(TPTE , 0).
Deux fonctions polynomiales sont utilisées dans le but d’ajuster les données expérimentales.
Les résultats obtenus après ajustement ainsi que le choix final de la fonction sont présentés
dans cette section.

5.4.1 Définition des fonctions d’ajustement des données empiriques

Pour les mêmes raisons exposées dans la section 5.2.2, les fonctions d’ajustement
prennent en compte le terme faisant intervenir la dépendance en P 3 de l’expérience, soit
en laissant le paramètre libre soit en le fixant. Les deux fonctions polynomiales utilisées
pour cette étude sont définies dans le tableau 5.81.

Tab. 5.8 – Définitions des deux fonctions polynomiales utilisées pour l’estimation de
u2

0n(TPTE , 0)

définition
fonction 1 G1(P ) = A0 + A1P + A2P

2 + 1, 20P 3

fonction 2 G2(P ) = A0 + A1P + A2P
2 + A3P

3

1Il n’y a plus de terme en P−1 car l’effet lié au saut de température à été corrigé.
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5.4.2 Extrapolation à pression nulle et détermination de u2
0n

La méthode d’ajustement choisie pour déterminer les coefficients des fonctions polyno-
miales décrites à la section 5.4.1 est celle des moindres carrés linéaires.
Les figures 5.8 et 5.9 présentent les résidus obtenus ainsi que leur ordre de grandeur. Les
résidus présentés proviennent de l’ajustement par la fonction G1(P ) : ceux obtenus avec la
fonction G2(P ) étant semblables.
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Fig. 5.8 – Résidus obtenus après ajustement par la fonction G1(P ) des données expé-
rimentales des deux isothermes effectuées au LCM/LNE-CNAM pour les modes (0,2) à
(0,5)

Pour les quatre premiers modes, les résidus sont faibles ainsi qu’identiques entre les
deux isothermes. Ce n’est pas le cas concernant les modes (0,8) et (0,9) pour lesquels les
résidus présentés à la figure 5.9 sont :

– d’amplitudes plus importantes (facteur 2 à 4 en basses pressions pour le mode (0,8)) ;
– régis par un processus non aléatoire entre chaque plateau de pression ;
– différents entre les deux isothermes (cela étant plus visibles pour le mode (0,8)).

Ces observations, complétées de l’analyse qualitative du modèle réalisée dans la section 5.3,
conduisent à écarter pour la détermination de la constante de Boltzmann les modes (0,8)
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Fig. 5.9 – Résidus obtenus après ajustement par la fonction G1(P ) des données expé-
rimentales des deux isothermes effectuées au LCM/LNE-CNAM pour les modes (0,8) et
(0,9)
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et (0,9).

La figure 5.10 présente les estimations du coefficient A0 pour chacune des configura-
tions définies dans la section 5.4.1, pour les modes (0,2) à (0,5), ainsi que pour les deux
isothermes.
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Fig. 5.10 – Comparaison des valeurs des coefficients A0 estimés par la méthode des
moindres carrés linéaires des fonctions d’ajustement G1(P ) et G2(P ). (à droite) isotherme
n̊ 1 (à gauche) isotherme n̊ 2

Quelle que soit la fonction d’ajustement utilisée, et pour les deux isothermes, l’écart-
type relatif sur A0 est inférieur à 0, 4×10−6. Le tableau 5.9 donne les valeurs de A0 estimées
par chaque fonction et pour chaque isotherme.

Tab. 5.9 – Résultats des estimations du coefficients A0 obtenus avec les fonctions G1(P )
et G2(P ) pour les deux isothermes.

Isotherme N̊ 1 Isotherme N̊ 2
fonction G1(P ), A0 (m2·−2) 94755,966 (36) 94755,988 (33)
fonction G2(P ), A0 (m2·−2) 94756,135 (28) 94756,162 (25)

Les figures 5.11, 5.12 et 5.13 présentent les valeurs des autres coefficients des fonctions
d’ajustement G1(P ) et G2(P ). De même, pour chaque fonction et chaque isotherme, ces
coefficients sont estimés. Les tableaux 5.10, 5.11 et 5.12 donnent les moyennes ainsi que les
écarts types associés.

Il est à noter que ces coefficients peuvent comporter un biais lié à l’effet du couplage
fluide structure qui n’a pu être correctement corrigé. Cependant, il est intéressant de com-
parer ces valeurs entre fonctions ainsi qu’avec celles de précédentes déterminations. Ainsi,
les coefficients A1 et A2 de la fonction G1(P ), et pour chaque isotherme, sont seulement
inférieurs de 2% à ceux estimés dans [30] ainsi que dans [31].
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Fig. 5.11 – Comparaison des valeurs des coefficients A1 estimés par la méthode des
moindres carrés linéaires des fonctions d’ajustement G1(P ) et G2(P ). (à droite) isotherme
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Tab. 5.10 – Résultats des estimations du coefficients A1 obtenus avec les fonctions G1(P )
et G2(P ) pour les deux isothermes.

Isotherme N̊ 1 Isotherme N̊ 2
fonction G1(P ), A1 (106 × m2 · s−2 · Pa−1) 219,36 (27) 220,25 (48)
fonction G2(P ), A1 (106 × m2 · s−2 · Pa−1) 215,56 (64) 216,37 (63)

Tab. 5.11 – Résultats des estimations du coefficients A2 obtenus avec les fonctions G1(P )
et G2(P ) pour les deux isothermes.

Isotherme N̊ 1 Isotherme N̊ 2
fonction G1(P ), A2 (1012 × m2 · s−2 · Pa−2) 52,52 (68) 52,55 (74)
fonction G2(P ), A2 (1012 × m2 · s−2 · Pa−2) 55,99 (165) 55,88 (194)

Tab. 5.12 – Résultats des estimations du coefficients A0 obtenus avec la fonction G2(P )
pour les deux isothermes.

Isotherme N̊ 1 Isotherme N̊ 2
fonction G2(P ), A3 (1018 × m2 · s−2 · Pa−3) -2 (1) -2 (2)
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Fig. 5.12 – Comparaison des valeurs des coefficients A2 estimés par la méthode des
moindres carrés linéaires des fonctions d’ajustement G1(P ) et G2(P ). (à droite) isotherme
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Lorsque le terme en P 3 est libre lors de l’ajustement (fonction G2(P )), les valeurs du co-
efficient A2 sont plus dispersées (écart type relatif σ = 3 %) que celles obtenues lorsque
celui-ci est fixe (écart type relatif σ = 1, 3 %). De plus, pour les coefficients A1 et A2 de
la fonction G2(P ), la différence relative est alors de 5% en comparaison avec ceux estimés
dans [30] et [31]. Enfin, les valeurs des coefficients A3 présentées dans la figure 5.13 ne
coïncident pas avec celles données dans la littérature [103, 30, 59], et n’ont pas de sens
physique, étant inférieur à zéro (voir tableau 5.12). Cela a pour conséquence d’exclure la
fonction G2(P ) pour la détermination de la constante de Boltzmann.
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les étapes nécessaires à la correction des données expérimentales et
des phénomènes physiques perturbateurs engendrant un biais sur la mesure de la vitesse
du son dans une cavité sphérique sont présentées.
Une fois le modèle appliqué, la vitesse du son a été calculée pour chaque mode 0n et pour
les pressions d’études P à la température TPTE .
Ensuite, l’estimation à P = 0 par extrapolation de u2

0n(TPTE , P ) a été présentée dans
la troisième section. Cette estimation est effectuée en extrapolant à l’aide d’une fonction
polynomiale les données acquises à diverses pressions comprises entre 0,05 MPa et 0,7 MPa,
qui par identification permet de lier son terme constant A0 à u2

0n(TPTE , P ).
Comme il a pu être montré aux figures 5.10, 5.11, 5.12 et 5.13, la définition de cette fonction
n’est pas à négliger car elle peut mener à des ajustements biaisés, comme c’est le cas avec la
fonction G2(P ). Ainsi, pour la détermination de la constante de Boltzmann les estimations
de u2

0n(TPTE , 0) par la fonction G2(P ) sont exclues car les valeurs du coefficient A3 obtenus
n’ont pas de sens physique. De plus, les valeurs des coefficients A1 ainsi que A2 présentaient
une dispersion plus grande entre les modes d’étude.

180



Chapitre 6

Détermination de la constante de

Boltzmann et du bilan d’incertitude

6.1 Introduction

Ce chapitre présente l’étape finale de la détermination de la constante de Boltzmann
kB. Il est composé de deux sections. Tout d’abord, le calcul de la constante de Boltzmann
pour chaque isotherme est effectué à partir des valeurs du coefficient A0 obtenues dans la
section 5.4. Ensuite, le bilan d’incertitude de cette étude pour la détermination de kB est
proposé.
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6.2 Détermination de la constante de Boltzmann

Pour rappel, deux isothermes ont été réalisées au LCM/LNE-CNAM. Ces deux iso-
thermes étant indépendantes, il est proposé de déterminer pour chacune une valeur de kB

comme suit,

kB =
M

γ0 TPTE NA
〈A0〉 (6.1)

où 〈A0〉 est la moyenne non-pondérée des coefficients obtenus pour les modes (0,2) à (0,5)
avec la fonction G1(P ) définie dans le tableau 5.8 et ce, pour chaque isotherme.

La figure 6.1 présente les valeurs de la constante de Boltzmann, par mode d’étude,
obtenues en appliquant l’équation 6.1.
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Fig. 6.1 – Valeurs de la constante de Boltzmann kB pour chaque mode étudié lors de la
première et de la seconde isotherme et pour la fonction polynomiale d’ajustement G1(P )
définie dans le tableau 5.8. Les traits pleins représentent la moyenne non-pondérée des
valeurs par graphique ; les droites en pointillés représentent l’écart type associé.

Le tableau 6.1 résume les déterminations de kB et leur incertitude associée pour les
deux isothermes.

Tab. 6.1 – Valeurs de la constante de Boltzmann kB pour chaque isotherme, obtenues avec
la fonction polynomiale d’ajustement G1(P ) définie dans le tableau 5.8.

isotherme n̊ 1 isotherme n̊ 2
1023 × kB (J.K−1) 1,3806473 (53) 1,3806477 (49)
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6.3 Bilan d’incertitude

Le bilan d’incertitude sur la détermination de la constante de Boltzmann est présenté
dans cette section. Son incertitude relative est calculée de la manière suivante

U(kB) =
√

U(M)2 + U(TPTE)2 + U(u2(TPTE , 0))2 + U(NA)2 (6.2)

où U(NA) = 4, 4 × 10−8 est l’incertitude relative du nombre d’Avogadro [20]. Les trois
autres incertitudes correspondent à celles sur la détermination de la masse molaire de
l’argon U(M), de la mesure de la température à TPTE , U(TPTE), et à l’estimation de la
vitesse du son au carré à pression nulle U(u2(TPTE , 0)).

6.3.1 Incertitude sur les mesures de la température

Les mesures acoustiques et électromagnétiques ont été effectuées à des températures T
différentes de celle du point triple de l’eau TPTE d’un écart ∆TPTE = T − TPTE .
Pour chaque cartographie ic (voir section 4.2) dont le protocole expérimental est détaillé
dans [32], l’écart de la température donnée par un thermomètre it par rapport à la moyenne
des écarts mesurés est calculé de la manière suivante

∆TPTE
ic,it = (∆TPTE − ∆TPTE)ic,it . (6.3)

La moyenne de ces écarts est obtenue comme suit

∆TPTE =

∑nc

ic=1

∑nt

it=1 ∆TPTE
ic,it

Nt
(6.4)

où nt = 3 est le nombre de thermomètres utilisés lors des nc = 9 cartographies et Nt =
∑nc

ic=1 nt = 27. À cette moyenne, la variance suivante est associée

U(∆TPTE)2 =
1

Nt − 1

nc
∑

ic=1

nt
∑

it=1

∆TPTE
ic,it − ∆TPTE (6.5)

À partir des données provenant des cartographies thermiques présentées dans la sec-
tion 4.2, et en utilisant l’équation 6.5, l’incertitude sur les mesures de la température au-
tour de TPTE est de 0,07 mK, ce qui correspond à une incertitude relative de U(TPTE) =
0, 3 × 10−6.
Le tableau 6.2 récapitule le bilan d’incertitude pour les mesures de la température.
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Tab. 6.2 – Bilan d’incertitude sur la mesure de TPTE lors des deux isothermes réalisées au
LCM/LNE-CNAM.

Composantes Isothermes N̊ 1 et N̊ 2 Commentaires
Estimations de l’écart
moyen lors des cartogra-
phies thermiques

0,3 Équation 6.5

Total 0,3 Incertitude relative totale sur
la mesure de TPTE

6.3.2 Incertitude sur la composition isotopique de l’argon et sur la concen-
tration en impureté

La connaissance ainsi que le contrôle de la composition du milieu de mesure font partie
des points clefs pour obtenir une faible incertitude sur la détermination de la constante de
Boltzmann. Le système de distribution de gaz permettant notamment de purifier l’argon
est décrit dans la section 4.4.
Tout d’abord, la composition isotopique de l’argon utilisé au LCM/LNE-CNAM a été
estimée avec une incertitude relative de 0, 15 × 10−6 à partir des mesures réalisées par
l’IRMM [32].
L’IRMM a également déterminé les compositions isotopiques de l’argon provenant de l’ex-
périence effectuée au NPL [31] pendant laquelle deux bouteilles ont été utilisées. La diffé-
rence entre les masses molaires de ces deux gaz était de 3× 10−6. Les deux déterminations
de kB avaient quant à elles une différence de 2, 77× 10−6, différence qui est cohérente avec
les valeurs des masses molaires mesurées. Ces résultats indépendants permettent d’avoir
confiance dans la détermination de la composition isotopique de l’argon utilisé dans cette
étude.

Comme indiqué dans [32], la plus grande source d’incertitude sur la présence d’impure-
tés vient des concentrations d’hélium et de néon mesurées par l’IRMM et déterminée pour
chacune, en relatif, à 2×10−6. La présence d’un de ces deux éléments, du fait de leur masse
molaire inférieure à celle de l’argon, ne peut qu’augmenter la vitesse du son quadratique
lors des mesures, de 1, 8×10−6 pour l’hélium, et de 1×10−6 pour le néon (voir figure 4.11).
La présence d’autres impuretés a été quantifiée en traitant l’argon au sein même du sys-
tème de distribution du gaz avec des pièges à particules (voir section 4.4). Ainsi, des écarts
relatifs de 0, 06×10−6 et 0, 02×10−6 ont pu être observés sur la mesure de u2(T, P ) lorsque
les deux pièges étaient en fonctionnement ou à l’arrêt.
Au final, l’incertitude sur la masse molaire de l’argon pour la présence d’impuretés est asy-
métrique, ne dépendant majoritairement que de l’incertitude sur la présence de l’hélium et
du néon.
Dans le cas d’incertitudes asymétriques, l’approximation la plus simple de la variance
est [109]

U2(u2) =

√

(a+
u2 − a−

u2)2

12
, (6.6)
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où a+
u2 et a−

u2 sont respectivement la limite supérieure et la limite inférieure de u2 en
présence de la quantité maximale d’hélium ou de néon. Pour les cas présentés ici, la vitesse
du son mesurée ne pouvant être inférieure à celle dans l’argon, il vient a−

u2 = 0. Les limites
supérieures sont quant à elles a+

u2/u2 = 1, 8 × 10−6 pour l’hélium et a+
u2/u2 = 1 × 10−6

pour le néon. En utilisant l’équation (6.6), les incertitudes relatives sur la présence de ces
deux éléments sont donc :

– pour l’hélium 0, 52 × 10−6 ;
– pour le néon 0, 29 × 10−6.

Le tableau 6.3 présente le bilan d’incertitude sur la détermination de M .

Tab. 6.3 – Bilan d’incertitude sur la détermination de M lors des deux isothermes réalisées
au LCM/LNE-CNAM.

Composantes Isothermes N̊ 1 et N̊ 2 Commentaires
Composition isotopique
de l’argon

0,15 D’après l’analyse de
l’IRMM [32]

Présence d’impuretés
non connues (test cold
trap)

0,06 Analyse par l’écart type d’Al-
lan, test du cold trap (sec-
tion 4.4)

Présence d’impure-
tés non connues (test
getter)

0,02 Analyse par l’écart type d’Al-
lan, test du getter (sec-
tion 4.4)

Présence d’He 0,52 D’après [109] et l’équa-
tion (6.6)

Présence de Ne 0,29 D’après [109] et l’équa-
tion (6.6)

Total 0,62 Racine carrée de la sommation
quadratique des incertitudes

L’incertitude totale sur la détermination de la masse molaire de l’argon utilisé au
LCM/LNE-CNAM est de U(M) = 0, 62 × 10−6.
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6.3.3 Incertitude sur la détermination de u2(TPTE, 0)

Le modèle théorique, la méthode de mesure et le traitement des données permettant
l’estimation de u2(TPTE , 0) sont présentés respectivement dans les chapitres 2, 4 et 5. L’in-
certitude sur cette estimation est détaillée dans cette section.
Tout d’abord, la dispersion des coefficients A0 obtenus pour les modes (0,2) à (0,5) et esti-
mée comme étant l’écart-type associé à la moyenne non pondérée pour chaque isotherme,
prend en compte les imperfections du modèle acoustique pour la correction de la forme inté-
rieure du résonateur. Cette incertitude a été estimée à 0, 35×10−6 pour les deux istohermes.

La détermination du coefficient d’accommodation thermique h présentée dans la sec-
tion 5.2.2 et résumée dans le tableau 5.3 a été effectuée avec une incertitude associée de
0, 025 pour la première isotherme, et de 0, 027 pour la seconde. En ajoutant à la valeur
de h pour chaque isotherme cette incertitude associée, il vient alors une détermination sur
u2(TPTE , 0) qui est décalée de 0, 46 × 10−6. Cette incertitude représente la seconde plus
grande source d’erreur dans le bilan d’incertitude exposé dans cette section.

La première source provient de l’incertitude sur le rayon équivalent de la quasi sphère
par spectroscopie électromagnétique de son volume, estimée à 0, 57×10−6 (voir section 3.4).
L’incertitude associée à la correction de l’effet du débit est estimée par la loi de propagation
de l’incertitude, définie dans [109]. À partir de l’étude expérimentale présentée dans la sec-
tion 4.5.2 et en prenant le cas où l’effet est le plus important, c’est à dire à P = 0, 05 MPa,
l’erreur de la correction du débit sur u2(TPTE , 0) est de 0, 2 × 10−6.

La valeur du coefficient A3 pour prendre en compte la dépendance en P 3 de la vitesse
du son qui a été utilisés provient de précédentes études [103, 30]. La valeur du terme cu-
bique qui a été retenue pour cette étude est A3 = 1, 20 × 10−18 m2 · s−2 · Pa−3. L’effet de
ce choix a été estimé en calculant la différence sur u2(TPTE , 0) lorsqu’une seconde valeur
est choisie (A3 = 1, 45×10−18 m2 · s−2 · Pa−3, reportée dans [103]). Ainsi, pour la première
isotherme, l’écart entre les deux estimations de u2(TPTE , 0) est de 0, 16 × 10−6. Cet écart
est de 0, 19 × 10−6 pour la seconde isotherme.

La propriété thermophysique de l’argon influençant le plus les corrections du modèle
est la conductivité thermique λ. Celle-ci a été déterminée au plus haut niveau d’exactitude
connu à ce jour à partir du rapport de viscosité de l’argon sur celle de l’hélium lorsque la
pression tend vers zéro [43]. À partir de ces travaux, la conductivité thermique de l’argon
a été déduite à T = 273, 16 K et P = 0, 1 MPa, à λ = 16, 419(4) mW · m−1 · K−1. L’in-
certitude de 0, 004 mW · m−1 · K−1 entraine une variation de 0, 02 × 10−6 sur la valeur de
u2(TPTE , 0).

Le bilan d’incertitude est complété de deux autres valeurs provenant de l’erreur engen-
drée par la correction de l’effet des microphones et des vibrations de la coque. Pour les
deux corrections, l’écart sur u2(TPTE , 0) est inférieur à 0, 01 × 10−6.
Le tableau 6.4 récapitule le bilan d’incertitude sur l’estimation de u2(TPTE , 0). Au final,
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son incertitude associée est U(u2(TPTE , 0)) = 0, 88 × 10−6 pour la première isotherme, et
U(u2(TPTE , 0)) = 0, 89 × 10−6 pour la seconde isotherme.
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Tab. 6.4 – Bilan d’incertitude sur l’estimation de u2(TPTE , 0) lors des deux isothermes
réalisées au LCM/LNE-CNAM.

Composantes Isotherme N̊ 1 Isotherme N̊ 2 Commentaires
Erreur de mesure du
rayon équivalent à pres-
sion nulle

0,57 0,57 Traité dans la section 3.4

Différence sur
u2(TPTE , 0) liée à
la valeur de h

0,46 0,46 Erreur d’estimation sur la va-
leur de h : ∆h1 = 0, 025
et ∆h2 = 0, 027 (voir ta-
bleau 5.3, fonction 2)

Estimation de la disper-
sion des kB pour les
modes étudiés

0,35 0,35 Calcul de l’écart-type pour
les modes (0,2) à (0,5) pour
chaque isotherme. Cela in-
clut également l’incertitude
du modèle acoustique

Erreur d’estimation de
l’impédance des tubes

0,23 0,23 Différence sur les résultats ob-
tenus lorsque l’impédance des
tubes est augmentée de 10%
(d’après [56])

Erreur sur la correction
du débit

0,20 0,20 Estimation de la propagation
d’incertitude à l’aide de [109]

Incertitude sur A3 0,16 0,19 Différence sur chaque iso-
therme lorsque A3 = 1, 20 ×
10−18 m2 · s−2 · Pa−3 et A3 =
1, 45 × 10−18 m2 · s−2 · Pa−3

Conductivité thermique
de l’argon

0,02 0,02 Renseignée dans [43]

Erreur sur la correction
liée aux microphones

< 0,01 < 0,01 Différence sur les résultats ob-
tenus en appliquant ou non la
correction liée au microphone

Vibration de la coque < 0,01 < 0,01 Différence sur les résultats ob-
tenus en appliquant ou non le
modèle théorique et l’ajuste-
ment des 2nds coefficients du
viriel

Total 0,88 0,89 Racine carrée de la sommation
quadratique des incertitudes
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6.4 Conclusion

Deux isothermes avec de l’argon ont été effectuées au LCM/LNE-CNAM et ont permis
de déterminer pour chacune d’elle une valeur de la constante de Boltzmann :

– pour l’isotherme n̊ 1, kB = 1, 3806473(15) × 10−23 J · K−1 ;
– pour l’isotherme n̊ 2, kB = 1, 3806477(15) × 10−23 J · K−1.

À partir de ces déterminations ainsi que du bilan d’incertitude présenté dans la section 6.3
auquel il est ajouté l’écart-type associé à la moyenne des deux déterminations (0, 21×10−6),
la valeur de la constante de Boltzmann suivante est proposée

kB = 1, 3806475(16) × 10−23 J.K−1, (6.7)

c’est à dire avec une incertitude relative de 1, 14 × 10−6.

En 2010, l’équipe basse température a déterminé une valeur de kB à partir des mêmes
données expérimentales présentées dans cette étude, menant à une détermination la plus
précise depuis ces vingt dernières années,
kB = 1, 3806477(17) × 10−23 J.K−1,
c’est-à-dire avec une incertitude relative de 1, 24 · 10−6.
La figure 6.2 présente les différentes déterminations de la constante de Boltzmann par voie
acoustique au LCM/LNE-CNAM, depuis celle effectuée au NIST en 1988 [30]. La détermi-
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Fig. 6.2 – Comparaison des déterminations de la constante de Boltzmann kB effectuée par
voie acoustique au NIST en 1988 avec de l’argon [30], au LCM en 2009 avec de l’hélium et
un autre résonateur (LCM1 [65]), en 2010 avec de l’argon et le résonateur décrit dans cette
étude (LCM2 [32]), ainsi qu’en 2012 (LCM2b, analyse effectuée dans cette thèse à partir
du même jeu de données que pour LCM2)

nation effectuée lors de ces travaux de thèse est inférieure de 0, 15 × 10−6 à celle effectuée
en 2010.
Tout d’abord, cet écart provient de la valeur du coefficient h mesuré dans la section 5.2.2.
Dans [32], les valeurs de h mesurées étaient supérieures d’environ 4% à l’étude présentée
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dans ce document, et cela pour les deux isothermes. Cet écart est équivalent à l’incertitude
sur les mesures de h présentées dans la section 5.2.2. Autrement dit, l’écart sur les deux
déterminations de kB est en accord avec celui observé sur les mesures de h.
Concernant la différence sur l’incertitude, celle-ci provient d’une contribution qui n’a pas
été prise en compte dans cette nouvelle analyse des données. Pitre et al. reportent dans [32]
l’effet du choix de la fonction lorentzienne pour la mesure des paramètres fexp

0n et gexp
0n . Au

final, cette contribution a été estimée à 0, 39 × 10−6. Il n’a pas été choisi de prendre en
compte cette ultime contribution car elle n’a pas été jugée pertinente. Le principal argu-
ment étant notamment la nécessité du second degré de la fonction lorentzienne en basse
pression là où gexp

0n est plus important. Par exemple pour le mode (0,5), à P = 0, 7 MPa,
ge
05 = 0, 8 Hz ; à P = 0, 05 MPa, ge

05 = 3 Hz. Cela nécessite un nombre de points de mesure
adapté.
Ceci dit, en ajoutant cette contribution au bilan d’incertitude présenté dans cette section,
l’incertitude relative totale serait alors de 1, 20× 10−6, incertitude qui est identique à celle
donnée dans [32].
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Je pense que, j’ai dû faire le tour...
Olivier Malherbe
Vers 1608.
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Conclusion des travaux

Au LCM/LNE-CNAM

Dans cette étude, la constante de Boltzmann kB est déterminée par spectroscopie acous-
tique dans un résonateur quasi sphérique. Le principe de l’expérience est d’estimer la vitesse
du son u dans un gaz parfait à pression nulle. Pour cela, la vitesse du son est mesurée à
différentes pressions statiques P lors d’un processus d’isotherme à la température du point
triple de l’eau TPTE puis extrapolée à P = 0.
La valeur de la constante de Boltzmann proposée d’après les travaux présentés dans cette
étude est la suivante

kB = 1, 3806475(16) × 10−23 J.K−1,

c’est à dire avec une incertitude relative de 1, 14 × 10−6.

Cette valeur et son incertitude associée proviennent d’une nouvelle analyse des données
qui ont été obtenues au LCM/LNE-CNAM en 2009 et dont les résultats ont été publiés
dans [32]. La constante de Boltzmann avait alors été déterminée à

kB = 1, 3806477(17) × 10−23 J.K−1,

c’est à dire avec une incertitude relative de 1, 24 × 10−6.

Il s’agit de la détermination de la constante de Boltzmann au plus haut niveau d’exac-
titude. La précédente détermination la plus précise ayant été réalisée avec une technique
similaire en 1988.

Dernièrement, l’expérience a été réalisée à nouveau avec la même cavité, BCU3, mais
en remplaçant l’argon par de l’hélium. En plus d’effectuer une détermination avec un
second gaz, l’utilisation de l’hélium représente également un avantage qui est que ses pro-
priétés thermophysiques peuvent être estimées ab initio, permettant ainsi d’approfondir
la comparaison du modèle acoustique aux mesures. Cette dernière détermination est éga-
lement compatible avec celles effectuées dans l’argon, confortant les travaux effectués au
LCM/LNE-CNAM [110].
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Comparaison internationale

En 1988, l’incertitude sur la détermination de kB effectuée au NIST était la plus faible
jamais atteinte (U(kB) = 1, 8× 10−6). Depuis le début du projet de redéfinition de l’unité
internationale de température, et sur la période 2008-2011, dix nouvelles déterminations
ont été effectuées par les différentes techniques présentée dans l’Introduction. La figure 6.3
présente un résumé de ces déterminations. En 2010, le CODATA s’est basé sur l’ensemble de

Fig. 6.3 – Comparaison internationale des déterminations de la constante de Boltzmann kB

effectuées par les différentes méthodes utilisées actuellement. AGT : mesure de la vitesse
du son dans l’argon ou dans l’hélium - DCGT : mesure de la constante diélectrique de
l’hélium - RIGT : mesure de l’indice de réfraction de l’hélium - JNT : mesure du bruit
Johnson. La cinquième méthode n’est pas représentée ici car l’écart relatif avec la valeur
moyenne pondérée de cette figure est supérieur à 10 × 10−6.

ces travaux sur la détermination de la constante de Boltzmann pour effectuer une nouvelle
évaluation de kB [111]. Ainsi, il recommande à l’heure actuelle, et jusqu’à la prochaine éva-
luation en 2014, la valeur de kB obtenue à par une moyenne des déterminations pondérées
par leur incertitude est la suivante

kB,2012 = 1, 3806488(13) × 10−23 J.K−1,

c’est à dire avec une incertitude relative de 9, 1 × 10−7.
L’obtention d’une incertitude inférieure à 10−6 sur la valeur de kB est donc atteinte ce qui
correspond à un des objectifs fixés pour la redéfinition de l’unité internationale de tem-
pérature. Cependant, les travaux reportés par Pitre et al. dans [65, 32], dont les résultats
sont représentés sur la figure 6.3 (LNE 1 et LNE 2), ont un poids statistique de plus de
60% sur cette évaluation. De plus, est basée sur les méthodes acoustiques. À terme, pour
que le kelvin puisse être défini à partir de la constante de Boltzmann, il sera nécessaire que
l’évaluation de kB soit effectuée grâce aux déterminations basées sur d’autres principes de
la physique, mais aussi réalisées dans d’autres laboratoires. L’entousiasme généré par l’en-
semble de ces derniers résultats et l’intérêt de la communauté internationale de métrologie
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pour cette thématique font que, ces deux critères seront sans nul doute atteints dans les
prochaines années.

Pour finir, la constante des gaz parfaits étant liée à la constante de Boltzmann par le
nombre d’Avogadro, la valeur de R recommandée par le CODATA dorénavant est

R2012 = 8, 3144621(75)J.mol−1.K−1,

c’est à dire avec une incertitude relative de 9, 1 × 10−7.
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Perspectives

L’expérience acquise depuis le début du projet au LCM/LNE-CNAM en 2006 a permis
de concevoir des résonateurs de plus en plus adaptés à la thermométrie acoustique dans les
gaz. Prochainement, des isothermes seront effectuées avec un nouveau résonateur, BCU4,
de volume intérieur de 3, 1 L. Les études sur les vibrations de la coque et sur l’effet du
débit seront poursuivies afin d’améliorer la modélisation des effets perturbateurs.
La figure 6.4 présente une photographie de BCU4.

Fig. 6.4 – Photographie du résonateur BCU4 (rayon a = 0, 09 m) lors de la mesure de la
réponse impulsionnelle de sa coque.

Son rayon intérieur équivalent est de 0, 09 m. L’utilisation d’un résonateur plus grand va
permettre de diminuer l’effet des couches limites thermiques sur les mesures des fréquences
de résonance de la cavité d’un facteur 0,8.
À terme, ces instruments seront utilisés comme thermomètres primaires. En effet, lorsque
kB sera fixée, la température thermodynamique pourra être mesurée de manière continue
sur une large gamme allant de 2 K à 450 K en ce qui concerne le LCM/LNE-CNAM,
jusqu’à 1000 K pour d’autres laboratoires métrologique nationaux.
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