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GLOSSAIRE

ABREVIATIONS ET ACRONYMES

AR : AutoRegressive model

ARX : AutoRegressive with eXternal input

ARMAX : AutoRegressive Moving Average with eXternal input
ARMA : AutoRegressive Moving Average

ARIMA : Auto-Regressive Integrated Moving Average
OE : Output Error

SISO : Single In Single Out

VI : Variables Instrumentales

MC : Moindres Carrés

LSE : Least Squares Estimation

MYV : Maximum de Vraisemblance

MSDA : Moindres Sommes des Déviations Absolues
LSAD : Least Sum of Absolute Deviation estimation
FPE : Final Prediction Error

AIC : Akaike’s Information Criterion

MDL : Minimum Description Length

PREC : Parameterized Robust Estimation Criterion
RFPE : Robust Final Prediction Error

ETME : Extended Threshold M-Estimates

RFME : Réponse Fréquentielle du Modele Estimé
LY-FTE : L”-Finite Taylor’s Expansion

L,C : Ly Contribution function

BP : Breakdown Point

LP : Leverage Point

FDP : Fonction de Densité de Probabilité

GEM : Gross Error Model
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p-.S. : presque surement

a.p.1l : avec une probabilité de 1
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Chapitre 1

Introduction et Motivations

1.1 Identification des systemes dynamiques

L’identification des systéemes dynamiques complexes, ou tout simplement identification,
désigne ’ensemble des méthodologies pour la modélisation mathématique des systemes, basée
sur des mesures réelles a partir du processus [Soderstrém et Stoica, 1989] [Ljung, 1999].
Cette identification doit non seulement fournir un modéle nominal pertinent, c’est a dire
un modele qui répond en un certain sens le plus fidelement aux mesures, mais aussi, une
estimation fiable des erreurs commises. Il y a classiquement deux approches pour décrire ces
incertitudes. La premiere est développée dans un contexte statistique comme le stochastic em-
bedding [Goodwin et al, 1999] ou la méthode dite model error modelling [Reinelt et al, 2002],
tandis que la deuxieme approche s’appuie sur des hypotheses déterministes, telles celles de
I’existence d’erreur d’identification inconnue, mais bornée, comme dans les techniques d’iden-
tification dites set membership [Garulli et al, 2000].

La modélisation permet de formaliser le comportement du processus étudié a ’aide d’une
représentation, a partir de laquelle il est possible de comprendre, commander ou améliorer le
fonctionnement du procédé analysé. Deux approches peuvent étre envisagées pour modéliser

un systeme :

1. La premiere dite ”explicative”, qui fait appel a 'analyse phénoménologique, et qui
consiste a regrouper, généralement sous forme de systemes différentiels, algébriques ou
symboliques, les lois et relations de la physique qui décrivent la dynamique du processus.
On parle alors de modele de type ”boite blanche” ou ”boite grise” suivant la complexité

du modele final. Nous pouvons y distinguer deux familles de modeles :
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— non-paramétriques, correspondant a des modeles non-structurés.

— paramétriques, correspondant a des modeles structurés.

2. La deuxieme dite "comportementale”, souvent utilisée pour des systemes multi-physiques
complexes. En effet, la complexité du procédé a modéliser est telle qu’il est difficile,
voire impossible, de connaitre ou d’associer les lois physiques gouvernant la dynamique
du systeme de facon stre. Il est alors nécessaire de faire appel a un modele ”boite noire”
(ou modele de comportement), construit a partir des données entrée/sortie du procédé.
L’objectif majeur de ce modele est de reproduire au mieux le comportement du pro-
cessus identifié. Les parametres de ce modele sont la plupart du temps difficilement

interprétables physiquement, ou tout du moins, le peuvent-ils mais de facon indirecte.

D’une fagon plus générale, que 1’on utlise les lois de la physique ou des données expérimentales
pour déterminer respectivement la structure du modele ou les valeurs numériques des pa-
rametres, plusieurs situations sont envisageables, déterminées par la précision des lois de la
physique et/ou par la faisabilité des essais expérimentaux :

— les lois de la physique permettent de modéliser fidelement le systeme et les valeurs des
parametres peuvent étre trouvées de maniere précise. Alors, le recours aux données
expérimentales peut étre limité a des fins de validation de modele.

— les systemes se trouvent décrits de maniere fort imprécise par les lois de la physique
et les essais expérimentaux peuvent étre effectués facilement. Il est plus simple alors,
d’utiliser ces derniers a la fois pour déterminer la structure du modele et les valeurs
numeériques des parametres.

— comme situation intermédaire, les lois de la physique peuvent permettre de déterminer
la structure du modele, et les valeurs des parametres sont alors estimées a partir de
données expérimentales.

Nous nous intéresserons par la suite aux modeles paramétriques et dans un premier temps

au choix du type ou structure de modele retenu.

1.2 Choix du modeéle d’identification

Le choix de tout modele dépend largement de sa finalité, c’est a dire de 'usage qui lui est
destiné. Ainsi, on peut distinguer :
— les modeles pour la commande qui doivent avoir une structure simple. En effet, les

objectifs de controle doivent étre généralement satisfaits dans une bande de fréquence
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assez étroite. Un bon modele de commande doit donc essentiellement représenter la
dynamique du systeme dans ce domaine de fréquence. De plus, la structure peut étre
imposée par la méthodologie de commande choisie, directement liée a ces objectifs.

Différents types de modeles a entrées exogenes sont alors utilisés [Ljung, 1999] :

1. des modeles dits linéaires pour lesquels le signal de sortie, dite prédite, varie
linéairement avec le vecteur parametre et dont le régresseur du prédicteur as-

socié ne dépend que des données expérimentales entrees/sorties. Citons I’exemple
du modele ARX [Rao, 1973] [Draper et Smith, 1981].

2. des modeles dits pseudolinéaires pour lesquels le signal de sortie varie pseudo-
linéairement avec le vecteur parametre et dont le régresseur dépend aussi de ce
vecteur.

Citons les modeles OE et ARMAX ou Box-Jenkins [Dugard et Landau, 1980]
[Kabaila et Goodwin, 1980] [Astrém et Bohlin, 1965] [Box et Jenkins, 1970].

— les modeles de simulation et d’analyse dont ’objectif est de rendre compte de ’ensemble
de la dynamique du systeme font appel a des structures plus complexes. Dans le cas
de modeles d’analyse, la structure peut aussi étre imposée dans le but de faciliter son
interprétation.

Une fois la structure de modele choisie, I’estimation de ses parametres a partir de données
expérimentales est conditionnée a la notion d’identifiabilité du modele. On dit qu'un modele
est identifiable si on peut distinguer deux modeles avec des valeurs différentes du vecteur
des parametres [Walter et Pronzato, 1997]. Le concept d’identifiabilité concerne 1'unique
représentation d’une description d’'un systeme donné dans une structure de modele donnée.
Ljung dans [Ljung, 1999](chapitre 4 p. 112) a developpé en détails ce probléme d’identifiabi-
lité en introduisant la notion de vrai systeme (true system), noté S. Si M est une structure
de modele et M (0) un élément de M correspondant au vecteur parametre particulier 6,
alors M est globalement identifiable si S = M (6) ol 6y est le vecteur parametre décrivant
exactement S. Théoriquement, ’étude de I'identifiabilité doit fournir la bonne structure M a
laquelle le vrai systeme appartient et donc avec laquelle nous devons travailler. En pratique,
I’étude étant trop complexe, on commence par choisir une structure suggérée par 'objectif
de 'application, tout en tenant compte des connaissances physiques a priori, c’est-a-dire une
structure a laquelle le vrai systéme a de tres fortes chances d’appartenir. En effet, ce compro-
mis nous permet, sans le garantir totalement, de s’approcher des conditions d’identifiabilité.

On peut a tout moment, étre amené a changer la structure M retenue, si besoin est. Une
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fois M choisie, la détermination des valeurs des parametres du modele M (6) s’effectue par
la minimisation d’un critéere d’estimation lié a une norme sur les erreurs commises, comme

nous allons le préciser.

1.3 Critéeres d’estimation

1.3.1 Critéres en normes L, et [y

Nous avons présenté de facon générale la notion de modéle nominal comme celui répondant
au mieux au comportement réel du processus en un certain sens. Il nous appartient main-
tenant de préciser ce que l'on entend par la : c’est le role du critere d’estimation choisi.
Il évalue quantitativement la capacité de chaque élément d’une structure de modele choisie
a vérifier les données expérimentales. Les criteres couramment utilisés sont basés sur 'er-
reur de prédiction de modele (erreur de sortie), qui correspond aux méthodes d’identification
connues sous le nom de méthodes de l'erreur de prédiction [Ljung, 1974]. Celles-ci s’ap-
puient sur I'estimation d’un modele paramétrique de bruit simultanément a celle du modele
du processus dont les erreurs de prédiction, appelées aussi résidus, sont aussi utilisées pour
affiner le modele de bruit. Classiquement, le critere d’estimation largement employé est ce-
lui de la norme L, appelé aussi, critere des moindres carrés (LS criterion) [Astrom, 1968]
[O’Donnell et Vining, 1997]. Le caractere gaussien du bruit, souvent admis, facilite 1'identi-
fication paramétrique par les moindres carrés, malgré sa sensibilité statistique aux données,
en particulier celles de grandes valeurs. C’est un défaut qui affecte la convergence de l’esti-
mateur, dont les propriétés asymptotiques ne satisfont plus totalement le théoreme central
limite. Cependant, pour conserver les propriétés asymptotiques gaussiennes [Caines, 1976],
des techniques de filtrage des résidus [Liu et Jiang, 2004] ainsi que des méthodes d’estima-
tion a erreurs bornées [Akgay et Khargonekar, 1993] sont employées. On s’affranchit ainsi de
ces grands écarts, au caractére marginal, en les supposant dus aux aléas du systeme et/ou de
son environnement. Dans le cas ou ces écarts ne sont plus marginauz et traduisent en fait un
certain comportement dynamique du processus, parfaitement 1égitime, ’emploi de ces tech-
niques ne font qu’appauvrir les données d’informations sur le comportement réel du systeme
[Huber et Ronchetti, 2009](chapitre 1 p. 4) [Corbier et al, 2012]. En fait, pour réduire cette
hyper sensibilité de I'estimateur, des solutions alternatives sont proposées, comme 1’utilisation
du critere des moindres sommes des déviations absolues (LSAD criterion) [Gentle, 1977], ap-

pelé aussi, critere d’estimation en norme L. Il est plus robuste car moins sensible aux grands
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écarts des résidus, mais nécessite des algorithmes de minimisation [Phillips, 2002] plus com-
plexes. Dans [Gustafsson et Makila, 1996] [Khodabandeh et Amiri-Simkooei, 2011], les au-
teurs proposent une famille d’algorithmes qui convergent de fagon robuste, basés sur un critere
au sens d’une norme L;. Rappelons les travaux intéressants sur ’identification de systemes
en norme L, dans le contexte de 'erreur de prédiction, aboutissant a la fois, a une regle mo-
difiée des criteres AIC et FPE d’Akaike [Carmona et al, 2003] et son application au controle
actif du bruit dans un guide d’ondes acoustiques, en association a la théorie du controle
robuste [Carmona et Alvarado, 2000]. Cependant, la norme L; présente techniquement une
non-différentiabilité en zéro, complexifiant ainsi le cadre formel de I'estimation LSAD. Ces
problemes techniques peuvent étre résolus en proposant une norme mixte Ly — L;, comme

nous allons le voir.

1.3.2 Critére en norme mixte Ly — [y

Entre le manque de robustesse de la norme L, aux grands écarts des résidus et le probleme
de dérivabilité en zéro de la norme Li, Huber [Huber, 1964] propose une norme robuste al-
liant les normes Ly et Lq, dont la premiere traite les résidus de faibles valeurs et la seconde
traite les résidus de fortes valeurs. La norme L, étant dérivable autour de zéro, le probleme de
non-différentiabilité est ainsi résolu. L’auteur propose une fonction de densité de probabilité
(FDP) mixte f, minimisant l'information de Fisher, basée sur la norme mixte Ly — L;. 1l
présente le concept minimaz, consistant a minimiser le maximum de la variance/covariance
asymptotique [Huber et Ronchetti, 2009](chapitre 4 p.71). Huber montre que 1'estimateur
robuste appelé M-estimateur (M comme un type du Maximum de vraisemblance) est la so-
lution d’une équation composée d’une fonction, appelée W-fonction, gradient de la norme
mixte Ly — L; par rapport au vecteur parametre # [Huber et Ronchetti, 2009](chapitre 3
p.46). L’idée de Huber est de chercher des fonctions de distribution minimisant I'information
de Fisher. La littérature des statistiques robustes présente différents modeles de distribu-
tions dites perturbées ou modeéle de déviation distributionnelle, permettant de définir le cadre
formel nécessaire a 'analyse des estimateurs robustes. Ainsi, ayant préalablement défini un
espace de probabilités €2, topologiquement faible, Lévy [Collins et Wiens, 1989], Kolmogorov
[Wiens, 1986] ou bien Prohorov [Prohorov, 1956] et enfin [Huber, 1964] avec le gross error
model, proposent des métriques, caractérisant I’écart entre deux distributions. La corruption
des erreurs de prédiction par des données atypiques de fortes valeurs, écarte la distribution de

ces résidus de la distribution normale Fjy. Pour chacun des modeles de déviation distribution-
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nelle, un parametre, noté w, indique le niveau de contamination de Fy. Huber montre qu’une
faible déviation distributionnelle de la gaussienne, conduit le M-estimateur & des propriétés
de convergence asymptotique en loi par application du théoreme central limite. On parle
alors de loi de distribution normalement asymptotique. Ainsi, a 'hypothese forte d’erreurs
bornées classiquement utilisée en estimation Lo, Huber propose une hypothese plus faible
mais garantissant la convergence de son M-estimateur, celle d’'une W-fonction bornée. Afin de
donner un nom a ces valeurs atypiques des résidus, Fox dans [Fox, 1972] définit le concept
d’outliers, comme étant des points isolés d’une série temporelle. Dans son travail, il définit
deux types d’outliers : les outliers d’observation, qui apparaissent dans le signal de sortie du
processus et les outliers d’innovation, qui eux, apparaissent dans les résidus, provoqués par
les innovations de la procédure d’estimation des parametres.

Dans la suite, on retiendra le cadre formel du gross error model(GEM), modele de distribu-
tion mixte, basé sur la norme de Huber, dans lequel w désigne le niveau de contamination
de la gaussienne par les outliers d’innovation. La réponse, c’est-a-dire I'estimateur robuste
a cette distribution corrompue, utilise cette norme mixte, ajustée grace a un parametre,
nommé facteur d’échelle (scaling factor), noté n = ko, ou k désigne la constante d’accord
(tuning constant) et o la déviation standard de la distribution normale. Pour une déviation
standard donnée, la constante d’accord k définit la norme de Huber, dans le but d’avoir
premierement, une distribution correspondante F' appartenant au GEM, deuxiemement, de
placer toute corruption en dehors de Uintervalle [—k, k] et enfin, d’obtenir la minimisation
de linformation de Fisher. Cependant, la M-estimation, comme les autres (LS et LSAD),
présente 'inconvénient d’étre tres sensible a des points particuliers, hautement influencables
dans la procédure d’estimation, appelés point de rupture (Breakdown point BP) et point de

levage (Leverage point LP).

1.4 Points de rupture et de levage des M-estimateurs
de Huber

Le point de rupture (BP) [Donoho et Huber, 1983] est par définition la plus petite quan-
tité de la contamination qui peut entrainer un estimateur a prendre des valeurs aberrantes
[Hampel, 1968] [Hampel, 1971]. A proprement parlé, le BP d’un estimateur 6y du vecteur
parametre 6, est la plus grande quantité de contamination (proportion de points atypiques)

que les résidus peuvent contenir, tel que @y puisse encore donner des informations pertinentes,
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et notamment, & propos de la distribution des points "typiques” [Maronna et al, 2006]. Ma-
ronna dans [Maronna, 1976] ainsi que Martin dans [Martin, 1980], ont montré que dans un
modele AR(p) ol p est la dimension du vecteur parametre, le BP du M-estimateur est inférieur
al/(p+1). Dans un modele ARMA [Martin et Yohai, 1985], ce BP est égal a zéro, signifiant
que le M-estimateur n’est pas robuste dans ce type de processus. Dans le but d’éviter ces
problemes, Mallow [Mallow, 1976] propose de remplacer les M-estimates par des M-estimates
généralisés (GM-estimates). Cet estimateur borne I'influence d’un outlier en lui attribuant un
poids plus faible. Enfin dans [Maronna et al, 1979] et [Maronna et Yohai, 1981], les auteurs
montrent qu’alors, le BP décroit lorsque p tend vers l'infini.

Le point de levage (LP) est l'outlier d’innovation hautement influengable qui, atteignant
une certaine amplitude, provoque des dommages majeurs dans la procédure d’estimation.
Celui-ci est défini comme un point a haute influence de position dans |’espace facteur, a sa-
voir l'espace de dimension d lié & la matrice de régression [Hampel et al, 1985](chapitre 6
p.329) [Maronna et al, 2006](chapitre 5 p.124) [Huber et Ronchetti, 2009](chapitre 1 p.17).
Cela signifie qu’il y a des régressions qui contiennent des LLP et d’autres pas. Le cas des re-
gressions pseudolinéaires et plus particulierement celles liées aux structures de modeles OE et
ARMAX, font apparaitre dans leurs régresseurs des points de levage. Ces points atypiques ont
été trés étudiés pour les estimateurs L;, notamment par Ellis [Ellis et Morgenthaler, 1992]
[Ellis, 1998]. Plus précisement, celui-ci a introduit la notion de singularité qui est une forme
extréme d’instabilité de I'estimateur. Si nous considérons une statistique 0 définie dans un
sous-espace dense X' d’un espace d’échantillons X, alors un point 2y € X est une singularité

de § si  lim N d (x) n’existe pas. Le point crucial soulevé par Ellis est qu’une singularité
T—x0,xE€X’

est un danger pour ’analyse de données utilisant une statistique, méme si nous n’obtenons
jamais xy. Par contre, a notre connaissance, les études des LP dans les M-estimateurs de

Huber restent tres marginales.

1.5 Intervalle de bruit et intérét de son extension

Nous avons vu dans le paragraphe 1.3.2 que la constante d’accord k ajuste la norme de Hu-
ber, dans le but d’avoir une distribution correspondante F' appartenant au GEM et de placer
toute corruption en dehors de 'intervalle [—k, k], afin de minimiser la matrice d’information
de Fisher. Le choix de 'intervalle dans lequel £ varie est donc tres important. Cet intervalle est

appelé intervalle de bruit (ZF) [Chang et Guo, 2004]. 1 est naturellement 1i¢ & la nature de la
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régression, donc, a la structure de modele pour laquelle I'identification est effectuée. Lorsque
la régression est linéaire, cet intervalle est donné par Zf = [1;2] [Hampel et al, 1985](chapitre
1 p.52) [Koch, 1999](chapitre 1 p.28) [Chang et Guo, 2004] [Maronna et al, 2006](chapitre
1 p.27) [Rice et Spiegelhalter, 2006] [Huber et Ronchetti, 2009](chapitre 1 p.19), correspon-
dant & un niveau de contamination w < 12%. La distribution normale est ainsi faiblement per-
turbée par un nombre limité d’outliers d’innovation. En conséquence, le modele de déviation
distributionnelle ne présente pas vraiment de larges queues. Par ailleurs, il est surprenant de
constater que dans certains travaux, l'usage de certaines valeurs de la constante d’accord,
k = 1.345 [Fraiman et al, 2001] [Kuonen, 2005] [Giummole et Ventura, 2006] ou k = 1.5
[Sen Roy et Guria, 2009] [Gandhi et Mili, 2010], n’ait jamais été clairement justifiée pour ce
type de régression.

Qu’en est-il lorsque la régression est pseudolinéaire 7 Rappelons d’abord que pour ce type de
régression, le vecteur des observations présente une structure nonlinéaire car il dépend du
vecteur parametre 6. D’autre part, comme nous le verrons par la suite, ces modeles présentent
un mécanisme interne d’une boucle de retour, assimilable a une boucle de contre-réaction.
Puisque la constante d’accord k sert de réglage de la robustesse, I'idée a été d’étendre 1'in-
tervalle de bruit ZF, dans le but, premi¢rement, de traiter de nombreux outliers avec des
amplitudes élevées, ensuite, de réduire l'effet des points de levage et enfin d’obtenir une
"meilleure régulation” de ce mécanisme interne (stabilisation de la boucle interne de Desti-
mateur). Le choix d’étendre I'intervalle ZF a été conforté par une étude trés concréte sur une
nouvelle approche de modélisation d’un systeme piézoélectrique par une structure de modele
OE [Corbier et al, 2012] . Les microdéplacements (quelques dizaines de micrometres) dus
a un comportement classique et normal de ce capteur/actionneur, ont généré de nombreux
et importants outliers dans les résidus, provoquant des dommages dans l'estimateur des
moindres carrés. L’application des M-estimateurs de Huber et le choix classique de l'inter-
valle de bruit Z} = [1;2] se sont révélés sans résultat. Une extension de ZF vers les faibles
valeurs, c’est-a-dire Z = [0.01; 2], a montré qu'il était possible au M-estimateur de Huber de
converger, en proposant des modeles pseudolinéaires pertinents, avec un bon comportement
dans les basses fréquences, intéressantes pour le controle du dispositif, et cela pour des valeurs
de k égales a 0.0625 et 0.0875. Les premiers résultats encourageants que nous présenterons
dans le cas de 'estimation robuste des modeles pseudolinéaires, s’appuient sur I’hypothese
déja utilisée dans le cas des modeles linéaires d’une W-fonction bornée, hypothése beaucoup
moins restrictive que I’hypothese d’erreurs bornées niant par la méme ’existence d’outliers.

Mais comme dans toute méthodologie d’identification, il ne saurait étre question de modeles
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estimés sans aborder les outils de validation nécessairement associés.

1.6 Criteres de validation de modeéles

La validation de modeles pour la conception de correcteurs robustes demeure encore
une tache délicate [Smith et Doyle, 1992] [Ljung, 1999](chapitre 16 p.491). Dans 1'étape
de sélection de modele, les erreurs de modélisation, aussi appelées ”erreur de biais”, sont
balancées par 'influence du bruit, encore appelé terme de variance. Il est bien connu qu’une
sous-estimation du nombre de parametres conduit a un modele insuffisamment flexible pour
décrire convenablement les données expérimentales, alors qu’une surestimation se traduit par
une tendance a modéliser davantage le bruit que le systeme lui-méme. Une solution satisfai-
sante pour traiter ces deux types d’erreur est d’évaluer le modele candidat au moyen d’un
jeu de données différentes de celles utilisées lors de son estimation (appelées données de vali-
dation). Classiquement, si ce modele fournit les mémes sorties, ou presque, que le processus,
on dira qu’il n’est pas invalidé. Cependant, dans le cas défavorable ou I'on ne peut disposer
de telles données, parce qu’on préfere par exemple, utiliser toutes les données disponibles
pour une meilleure estimation, ’étape de validation est alors remplacée par une prédiction
de son comportement. Pour tourner la difficulté, des termes additionnels sont utilisés dans
le critere d’estimation afin de prédire son évolution comme si de nouvelles données (fresh
data) lui avaient été appliquées. Le meilleur exemple est le Final Prediction Error (FPE) cri-
terion d’Akaike [Akaike, 1969]. Parfois, un terme de complexité est introduit dans le critere
d’estimation pour équilibrer la qualité de I'ajustement au regard de la complexité du modele
estimé. Dans la littérature, les regles AIC [Akaike, 1974] et MDL [Rissanen, 1978] sont les
plus utilisées. L’approche d’Akaike [Akaike, 1969] [Akaike, 1970], impliquant l'utilisation
d’un critere de sélection de la complexité du modele, a été une avancée majeure. Il a proposé

un critere de sélection d’ordre du modele définit par :

N+ dam

FPE (dy) =2—F—
(dv) = 25

Vi (é]LVS ) (1.1)
ou N est le nombre de données, Vy (6) est le critére des moindres carrés, é]LVS I'estimateur
des moindres carrés et dp, la complexité du modele. La valeur de d, pour laquelle le FPE
atteint son minimum est I’ordre estimé du modele. Dans la littérature statistique, une version
robuste (RFPE) de ce critere apparait dans [Yohai, 1997] et [Maronna et al, 2006](chapitre

5 p.169), mais seulement applicable aux modeles linéaires. D’autre part, ce critere RFPE

9
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n’inclut pas le niveau de contamination w du modele de déviation distributionnelle, fonda-

mental pour la compréhension des phénomenes observés

1.7 Problématique

Un certain nombre de questions scientifiques incompletement traitées viennent d’étre sou-
levées. Force est de constater qu’'un probleme d’estimation robuste peut se formaliser de la
facon suivante. D’une maniere générale, le probléeme a résoudre se ramene toujours a un

probleme de statistiques robustes (Pgg) de séries temporelles et s’énonce comme suit

(Psgr) : étant donné un ensemble EY de N observations contenant des valeurs atypiques
et Fiy, une famille de modéles de distributions perturbées empiriques GEM de ces observa-
tions, liée a la norme robuste de Huber et minimisant linformation de Fisher, existe t-il un

estimateur robuste

0 () =0 (Fy) (12)

tel que 0 (EY) soit le minimum d’un critére d’estimation associé & la norme de Huber ?

Nous pouvons proposer la formalisation d’estimation robuste en traitement de signal (Prgg)
et son lien intrinseque avec un probleme (Pgsgr) de la facon suivante :

— (Prsr) = (Psg) ou 'ensemble des N observations est ’ensemble des erreurs d’estima-
tion, différence entre les valeurs mesurées (data) du signal y et la sortie du modele de
prédiction ¢ retenu.

De méme, le probléme standard d’estimation (identification) paramétrique robuste d’un
systéme en automatique (Payg) se ramene encore a un probleme d’estimation robuste (Pgg)
de la facon suivante :

~ (Pavr) = (Psgr) ol Pensemble des N observations £ est I'ensemble des erreurs d’es-
timation, différence entre les valeurs mesurées du signal de sortie du systeme y et la
sortie du modele de prédiction y retenu.

Comme nous le voyons, résoudre un probléeme Prgsgr ou un probleme P, se ramene toujours

a résoudre un probléeme Pgg.

10
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1.8 Axes de recherche

L’identification L, — L; dans le contexte de l’erreur de prédiction, souffre de ne pas
disposer d’autant d’outils et de regles méthodologiques que les identifications Ly et L;. Un
certain nombre de résultats nécessaires a la mise en place d'une méthodologie d’identification
robuste complete s’impose a nous. Ce travail de recherche s’inscrit dans une problématique
Paur et s'articule autour des points suivants :

1. Nous proposons a partir de la norme Ly — L; de Huber

— L’expression d’un critere d’estimation robuste mixte (PREC), paramétrable par la
constante d’accord k, composé d’une partie L, et d’'une partie L, traitant respecti-
vement les faibles résidus et les outliers d’innovation.

— De montrer la convergence uniforme du PREC, en présence d’outliers dans les erreurs
de prédiction, sous I’hypothese d’une W-fonction bornée.

— L’expression de la matrice de variance/covariance asymptotique du M-estimateur de
Huber prenant en compte le niveau de contamination w du GEM et reliant ainsi la

notion de variance a sa cause, c’est-a-dire la contamination.

2. L’étude de la propagation des outliers et le traitement des points de levage présents
dans une série temporelle sont étudiés et nous proposons
— D’analyser la propagation des outliers dans les structures de modeles ARX et OE.
— De montrer que l'extension de P'intervalle de bruit Z} vers les petites valeurs de k,
c’est-a-dire ZF = [0.01;2], réduit la sensibilité de la borne supérieure du biais de
I’estimateur aux points de levage.
— De proposer une "loi” qui facilite le choix de la norme du Huber, dans le but de

réduire les effets de ces points.

3. Une nouvelle approche, nommé LY-FTE comme L“-Finite Taylor’s Expansion, ap-
pliquée a la structure de modele OE est présentée et un cadre formel spécifique est
développé. Techniquement, la pseudolinéarité de son régresseur implique des expressions
non linéaires du gradient et du Hessien de son modele de prédiction [Ljung, 1999](chapitre
10 p.329). Dans le but d’établir une linéarisation de celles-ci, un développement de
Taylor limité par un entier L, appelé ordre large [Soderstrom et al, 2003] est établi et
une nouvelle méthode de détermination de L est proposée. Par ailleurs, dans un souci
d’élargir ce cadre formel, et plus précisement, rattaché aux propriétés asymptotiques
du M-estimateur de Huber et prenant en considération le niveau de contamination du

GEM, sont établies les expressions :

11
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— Du L¥-gradient et du L“-Hessien du PREC.
— De la L¥-matrice de variance/covariance asymptotique du M-estimateur de Huber.

— De la nouvelle formulation du critere de validation de modéles : le L¥-RFPE.

4. Un nouvel outil d’aide a la décision du choix d’un modele dans la phase de validation,
nommé fonction de contribution L; [Corbier et al, 2012] est présenté. Nous montrons
précisément que les minima de cette nouvelle fonction, peuvent sous certaines condi-
tions, confirmer la complexité des modeles validés par d’autres criteres, mais aussi

mettre en évidence la pertinence d’autres modeles.

Ce manuscrit s’articule autour de sept principaux chapitres :

Le chapitre 2 présente des généralités sur le probleme de statistiques robustes et apporte
des éléments de réponse aux questions fondamentales : pourquoi des procédures robustes?
Qu’est-ce que devrait atteindre une procédure robuste? Les techniques basées sur le pré-
traitement des informations, notamment, les méthodes classiques de détection et de filtrage
des outliers sont décrites. Les aspects qualitatif, quantitatif et infinitésimal de la robustesse
sont aussi abordés. Quelques classes d’estimateurs robustes sont présentées a la fin de ce

chapitre.

Le chapitre 3 commence par quelques généralités sur les processus monovariables et
aborde 'approche erreur de prédiction. Les structures de modeles paramétriques et plus par-
ticulierement les modeles ARX, ARMAX et OE sont présentés. Le concept d’identifiabilité
est abordé en énoncant les principales propriétés. Ce chapitre se poursuit par les méthodes
d’estimation paramétrique dans le contexte de I’erreur de prédiction. Il sera particulierement
abordé les méthodes d’estimation des moindres carrés et des variables instrumentales. La fin
du chapitre présente le critere de validation FPE d’Akaike et ses versions en norme L; et en

norme robuste dans le cas de modeles linéaires.

Le chapitre 4 aborde le travail de recherche proprement dit. Il commence par proposer
un critére d’estimation robuste paramétré (PREC) dans approche erreur de prédiction, en
introduisant deux ensembles d’index liés aux contributions Ly et L. Le gradient et la matrice
Hessienne de ce critere sont établis. Nous montrons par un théoreme de convergence uniforme
que ce critere d’estimation est robuste aux outliers d’innovation et par son corollaire, que

I'estimateur robuste I'est aussi. L’approche M-estimateur de Huber a seuil étendu (ETME,

12
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FExtended Threshold M-FEstimator) est développée comme une conséquence de 'estimation

paramétrique d’une structure de modele pseudolinéaire.

Le chapitre 5 plus technique, présente ’approche L¥-FTE. Il est développé une nouvelle
méthode de détermination de la limite L d’un développement en série de Taylor du gradient
et du Hessien du modele de prédiction. Ces expressions permettent ensuite de déduire la
L*-FTE du gradient et du Hessien du PREC. A partir de leurs expressions asymptotiques,

il est présenté la L“-matrice de variance/covariance asymptotique du M-estimateur de Huber.

Le chapitre 6 analyse la propagation des outliers dans les régressions des modeles ARX
et OE. Comme une conséquence de cette propagation, ce chapitre aborde ensuite le traite-
ment des points de levage pour lequel nous proposons dans ’approche L¥-FTE, une écriture
de la courbe influence de Hampel, aboutissant a I’expression de la borne supérieure du biais
de 'estimateur. Une loi facilitant le choix de la norme de Huber est alors présentée et nous
montrons que celle-ci, pour des valeurs basses de la constante d’accord, permet de réduire
la sensibilité du biais a ces points hautement influencables. Des simulations de types Monte
Carlo ont été conduites sur un processus simulé OE dans le but de mettre en application ce

cadre formel. Les résultats sont présentés et discutés.

Le chapitre 7 présente une nouvelle formulation du critere de validation de modeles
REFPE et/ou de choix des modeles estimés : le critere LY-RFPE ainsi que la fonction de contri-
bution L;. Nous montrons que le premier critere généralise celui d’Akaike dans le contexte
des estimateurs Ly — L. L’étude de la fonction de contribution L; est ensuite traitée. Nous
montrons précisément par un théoreme que ce nouvel outil d’aide a la décision permet non
seulement de confirmer le choix de la complexité des modeles proposés par les criteres plus
classiques, mais aussi de proposer de nouveaux candidats de grande qualité. Les processus
simulés et réels ont servi de support d’expérience pour valider le critere RFPE et la fonc-
tion de contribution L. Un autre intéret d’utiliser le RFPE est qu’il conduit a retenir des
modeles de grande qualité et de complexité réduite, ce qui est tres apprécié, notamment pour

l'utilisateur a la recherche de bons modeles de commande.

Le chapitre 8 expose le plus largement possible les résultats expérimentaux effectués
sur deux processus réels a identifier. Nous avons choisi deux processus complexes dont les

données de sortie présentent naturellement des outliers : un guide d’ondes acoustiques et un
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capteur/actionneur piézoélectrique. Pour le premier processus, il nous faut trouver un modele
du systeme étudié dans les structures ARX, OE et ARMAX, et ensuite, ne retenir que le
meilleur parmi ces trois candidats. Les outils d’estimation et de validation, respectivement
PREC et L*-RFPE /fonction de contribution L;, permettent de fournir des modeéles robustes
de bonne qualité dans la gamme de fréquences utile pour la commande. Pour I'identification
du deuxieme processus non linéaire, la recherche de modeles ne se fait qu’avec des structures
pseudolinéaires OE et ARMAX. L’estimation et la validation s’effectuent avec le PREC et

la fonction de contribution L;.

Le chapitre 9 expose une synthese des principales contributions de ce travail de these et

présente les travaux de recherche futurs.
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Chapitre 2

Le probleme de statistiques robustes

2.1 Généralités

Ce chapitre présente un tour d’horizon des différents concepts et aspects des statistiques
robustes. Nous commencons par répondre a deux questions fondamentales concernant 'uti-
lité et la finalité d’une procédure robuste. Les techniques basées sur le pré-traitement des
informations, notamment, les méthodes classiques de détection et de filtrage des outliers
sont décrites. Sont abordés ensuite les aspects qualitatif et quantitatif de ces statistiques ou
les modeles de déviation distributionnelle sont présentés. L’approche infinitésimale autour
de la fonction influence est développée. Quelques classes d’estimateurs robustes tels que les

M-estimateurs et les W-estimateurs sont présentées.

2.1.1 Pourquoi des procédures robustes ?

La statistique robuste, au sens non technique du terme, est concernée par le fait que
plusieurs hypotheses communément faites en statistique, telles que la normalité, la linéarité
ou l'indépendence, sont des approximations de la réalité. Une des raisons est 'occurence des
gross errors, provoquée par des points isolés dans les données, appelés plus communément
outliers. Le probleme des outliers est bien connu et est probablement aussi vieux que les
statistiques. Une méthode radicale a leur traitement est une réjection subjective ou I’appli-
cation d’une regle de réjection formelle. Ces observations atypiques ou résidus d’estimation,
sont tres souvent considérées comme des données corrompues, entralnant une déviation de

la distribution normale vers une distribution dite corrompue & queues épaisses (heavy tails)
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[Huber, 1973]. Une procédure robuste peut étre décrite comme une procédure restant in-
sensible a ces déviations des erreurs. En premier lieu, nous nous sommes intéressés a la
robustesse distributionnelle, ou la forme de la vraie distribution dévie faiblement a partir
d’un modele supposé, usuellement une loi gaussienne. C’est a la fois le cas le plus impor-
tant et 'un des mieux compris. Moins bien connus sont les cas ou d’autres hypotheses
statistiques comme l'indépendance des observations ou la symétrie des distributions, ne
sont pas toujours satisfaites. Ainsi, Tukey dans [Tukey, 1960] montre un manque drama-
tique de robustesse distributionnelle de quelques procédures classiques. Nous savons que ces
problemes de queues épaisses dans une distribution font ezploser la variance de la déviation
des moindres carrés (LS), et beaucoup moins la déviation des moindres valeurs absolues
(LSAD) [Huber et Ronchetti, 2009](chapitre 11 pp. 281-287). Il est a noter que les notions
de "robustesse distributionnelle” et de "résistance a 'outlier” sont des notions synonymes.
Une procédure raisonnable, formelle ou informelle, de réjection d’outliers éviterait donc le
pire.
Nous pourrions ainsi attendre d’une procédure robuste les deux étapes suivantes :

— Qu’elle nettoie les données en appliquant quelques regles de réjection d’outliers.

— Ensuite, qu’elle utilise 'estimation classique et valide les résultats sur le reste des

données.

Le lecteur notera que nous décrivons une procédure idéalisée. Cependant, le probleme ne se
présente pas aussi simplement. Il faut commencer par discerner les outliers des autres obser-
vations dites normales (typical data). Il faut ensuite les éliminer proprement par des filtres-
nettoyeurs [Liu et Jiang, 2004] [Spangl et Dutter, 2007]. Ainsi, dans la littérature spécialisée,

on distingue les points suivants qu’il faut étudier

1. La détectabilité des outliers : c’est une tache tres délicate. Par exemple, dans
les problemes de la régression multiparametre, les outliers sont difficiles a reconnaitre
[Rice et Spiegelhalter, 2006] [Hadi et al, 2009] [Corbier et al, 2012].

2. L’acceptance/réjection des outliers : méme si 'ensemble des observations conte-
nant de larges erreurs peuvent étre considérées comme "normales”, les données net-
toyées ne seront que tres rarement gaussiennes, car on commet deux sortes d’erreurs
statistiques : des fausses réjections et des faux maintients. La situation est méme pire
quand le jeu de données est obtenu a partir d’une distribution non-gaussienne (gross
errors contert [Hampel, 1973]). Dans ce cas, la classique théorie normale n’est plus

validée, ce qui rend inapplicable la procédure en deux étapes envisagée plus haut.
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3. Le niveau de qualité de ’estimé : on constate que les meilleures procédures de
réjection n’atteignent pas la performance des meilleures procédures robustes. C’est
certainement da au fait que ces dernieres réalisent une transition douce entre la pleine
acceptance et la pleine réjection d’une observation. Voir [Hampel, 1985] [Hampel, 1974]
[Hampel et al, 1985](chapitre 1 pp. 56-71) [Ljung, 1999](chapitre 15 pp. 481-483).
L’idée est donc de traiter toute I'information pertinente contenue dans les observations

sans en exclure a priori.

4. Les configurations difficiles : on montre aussi que beaucoup de regles classiques de
réjection sont incapables de faire face a de multiples outliers : on peut étre dans le cas
ol un deuxiéme outlier masque un premier [Chiang, 2008]. En effet, les conséquences
néfastes des outliers ne sont pas simplement diies a leur niveau, mais aussi a des condi-

tions particulieres de leur apparition dans le temps.

En conclusion, la problématique de ’estimation a partir d’observations corrompues n’est pas
si simple qu’il n’y parait. Nous allons donc préciser les regles de bon usage a adopter et qui

seront développées ulterieurement.

2.2 Que doit atteindre une procédure robuste ?

Nous sommes en droit d’attendre d’une procédure robuste les caractéristiques suivantes :

— Son efficacité : elle doit fournir une bonne qualité de I’estimé (au sens de I'optimalité
ou de la proche optimalité), le plus souvent en termes de biais et de variance asympto-
tiques, pour un modele de déviation distributionnelle donné, en plus de 'assurance de
sa convergence.

— Sa stabilité : elle garantit pour des faibles déviations des observations, c¢’est-a-dire pour
des modeles de distribution faiblement perturbée, une insensibilité des performances de
I’estimateur, notamment en terme de variance asymptotique.

— Son point de rupture : les plus larges déviations a partir du modele de distribution
corrompue ne devraient pas "causer de catastrophe” : il faut garantir en priorité la
convergence de l'estimateur. On se situe volontairement aux limites admissibles du
fonctionnement de 'estimateur.

Tous ces aspects sont importants, car nous ne devrions jamais oublier que la robustesse est
basée sur un compromis, comme cela a été tres clairement énoncé dans [Anscombe, 1960] :

" Un peu d’efficacité du modeéle de distribution peut étre sacrifiée, dans le but de limiter la
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déviation distributionnelle”. Si les criteres de performances asymptotiques sont tres souvent
utilisés, il est nécessaire de prendre soin de certains d’entre eux. En particulier, la convergence
devrait étre uniforme sur un voisinage du modele, a défaut de quoi, nous ne pouvons plus
garantir la robustesse pour un nombre fini N d’observations, méme suffisamment large.
Attardons-nous maintenant sur le point de rupture. Nous y avons déja consacré quelques
lignes dans le chapitre 1 (§ 1.4). Rappelons que ce point de rupture est a proprement parlé,
la plus petite quantité de contamination d’'un modele de distribution qui peut contraindre
un estimateur a prendre arbitrairement des valeurs aberrantes. Ce terme a été formulé la
premiéere fois par Hampel [Hampel, 1968] et en a donné une définition asymptotique. Son
choix était justifié tant que les estimateurs travaillaient avec un grand nombre d’échantillons.
Cependant, il a occulté le fait que le point de rupture est plus utile dans des situations d’un
nombre échantillons fini qui peut étre faible, en particulier, en traitement de signal et en
automatique. Concretement, certaines questions demeurent : quelle est 'influence du nombre
d’échantillon ? Quelle valeur prend le point de rupture?

Andrews dans [Andrews et al, 1972] a montré qu’avec un faible nombre d’échantillons, le
phénomene de rupture se manifeste distinctement pour un taux de contamination de 25% ou
50%. A titre indicatif, avec un nombre d’échantillons de taille dix, deux mauvaises valeurs
peuvent causer une rupture d’une gamme interquartile, alors que la déviation de la médiane
absolue peut en tolérer quatre. Il est donc important de traiter le point de rupture dans le
cas d’'un nombre d’échantillons fini. Par ailleurs, il parait logique de penser que cette valeur
augmente proportionellement aux nombres d’observations aberrantes. Huber et Ronchetti
dans [Huber et Ronchetti, 2009](chapitre 11 p. 281) ne savent pas répondre a cette délicate
question. En effet, dans la communauté statistique, on distingue principalement deux facons
de contaminer les échantillons : la w-contamination et le w-remplacement. D’une fagon
générale, soit X = {z1,...,zx } un ensemble d’échantillons fini de taille N. Déclinons ces deux

facons :

1. w-contamination : nous ajoutons m valeurs additionnelles arbitraires Y = {y1, ..., ym}
a X. Ainsi, la fraction des "mauvaises” valeurs dans ’ensemble d’échantillons corrompus

X':XUYestw:$.

2. w-remplacement : nous remplacons m valeurs de I'ensemble X par m valeurs arbi-
traires Y = {yi, ..., ym }- La fraction des "mauvaises” valeurs dans I’ensemble d’échantillons
m

corrompus est donnée par w = %.
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Suivant le mode de contamination, les résultats varient. De plus, d’apreés Huber et Ronchetti,
pour un nombre d’échantillons élevé, un haut niveau de contamination doit toujours éetre
interprété comme un modele de contamination mixte. Dans la suite de ce travail, pour un
probléme (Payg), nous choisirons le mode w-remplacement.

Nous pouvons maintenant définir plus formellement le cadre de notre étude statistique,
probleme (Psg). Nous allons commencer par décrire les méthodes classiques de pré-traitement
des informations, notamment, les méthodes classiques de détection et de filtrage-nettoyage

des outliers.

2.3 Meéthodes classiques de pré-traitement des outliers

2.3.1 Détection par les moindres carrés pour la régression linéaire

Ces méthodes sont basées sur les moindres carrés (LS) et essaient de trouver les ob-
servations influentes. Apres les avoir identifiées [Davies et Gather, 1993] [Perarson, 2002],
quelques décisions doivent étre prises concernant la modification ou la suppression de ces ob-
servations, avant d’appliquer les LS aux données restantes. Il existe dans la littérature un cer-
tain nombre de procédures numériques et/ou graphiques appelées diagnostiques de régression,
qui sont disponibles pour la détection des observations influentes basées sur un calcul initial
par les LS (Q-Q plots) [Weisberg, 1985] [Belsley et al, 1980] [Chatterjee et Hadi, 1988].
Considérons z; = (x;,y;) une observation influente ot y;, i = 1...N est une donnée de sortie
du processus a la date ¢ et x; le régresseur du modele linéaire. Cette méthode compare le
LS-estimé basée sur la totalité des données avec le LS-estimé basée sur les données sans les
observations z;. Soient B et B(i) respectivement, les LS-estimés avec les pleines données et les

données sans z;. Les deux modeles de régressions peuvent s’écrire alors

§=XB,590 = Xbu (2.1)
avec X la matrice de régression. On définit la distance de Cook comme une mesure de

I'influence de I'observation z; sur I’ensemble des prédictions du modele. Cette distance est

donnée par
1

:ZE

2

~

D; Uiy — ¥

(2.2)
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ou p est la dimension de X et s I'estimé de la déviation standard des résidus r; = y; — ¥;

donnée par
N

1
2 2
S = E T (2.3)

i=0
Soit H la matrice de projection orthogonale sur 'image de X, c’est a dire sur le sous-espace
{X5: B € RP}. La matrice H est appelée "hat matrix” et ses éléments diagonaux hy, ..., hy

sont les levages de X1, ...,xy. Cette matrice s’écrit
H=X (X"X)"' X" (2.4)

et
1

hi =x] (X'X) x;,h; €[0,1] (2.5)

Il peut étre montré que la distance de Cook est facilement calculable en termes de h; :

2 h.
D=4 (2.6)
S p (1 — hz)

<

Il s’ensuit d’apres (2.6) que les observations avec un haut ”levage” sont plus influentes que
les observations avec un bas "levage” pour les mémes résidus.

Cette méthode de détection des outliers n’est appliquable qu’aux modeles de régressions
linéaires dont l'estimé est déterminé par les classiques moindres carrés. C’est en soi une
restriction majeure. Lorsque les données sont issues d’un processus pseudolinéaire, voire non-
linéaire, les difficultés apparaissent. Nous allons présenter une méthode de filtre-nettoyeur
(filter-cleaner), destinée a détecter et a remplacer les outliers (nommés outliers d’observation

[Fox, 1972]), contenus dans les données.

2.3.2 Filtre-nettoyeur robuste de Martin-Thomson

Cette méthode de filtrage-nettoyage a été proposée par Martin et Thomson, et utilise
un filtre de Kalman modifié, basé sur un modele AR estimé [Martin et Thomson, 1982].
La plupart des méthodes de détection des outliers d’innovation [Fox, 1972] sont essentiel-
lement des opérations en temps différé. Il est généralement difficile de filtrer et de nettoyer
simultanément les données. Martin et Thomson ont donc proposé de pré-traiter les données
du processus, en conservant les données dites typiques et en traitant par un filtre-nettoyeur

les outliers d’observation. La premiere étape consiste a détecter 'outlier et la deuxieme a le
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remplacer par une valeur estimée via l'algorithme de Martin-Thomson Filter Cleaner (MT-
FC). Le filtrage implique l'utilisation des données passées pour estimer la donnée courante.
Le nettoyage s’intéresse a la détection et au remplacement de l'outlier. Le ”filter-cleaner”
rassemble ces deux fonctions. Nous proposons maintenant, de décrire 1’algorithme MT-FC.

Supposons que le modele des données du processus peut étre approximé par un modele AR(p).

Soit y; la sortie du processus donnée par
Yo = T + 0 (2.7)

ol &y = $1T4—1 + ... + ¢px_p et v, un outlier ajouté (Additive Outlier, AO). Soit

Xt — q)Xt,1 + Ut (28)
ou
X;T = [ZEt, L1y evey xt—p—l—l] y UtT = [Ct, 07 ey 0] (29)
et
P1 P2 o Ppo1 Oy
1 0 .. 0 0
0o 1 .. 0 0
d = (2.10)
o .. ... 1 0
Le MT-FC calcule ’estimé robuste du vecteur X; selon une matrice M; :
=1
Xy = Xy, + s, ¥ <M> (2.11)
St

avec my = "3 et my la premiere colonne de la p X p matrice M;. Cette matrice est calculée
t

récurcivement par

My, = OP® +Q (2.12)
dans laquelle
a1 T
o () o3
St St

oll () est une matrice avec tous les éléments nuls sauf @1, = o2. L’échelle & temps-variant est
définie par sf = my ¢ pour laquelle m,; ; est le 1-1 élément de M,. Le symbole g)f’l dénote le

modele de prédiction robuste de y; basé sur Y; = (yy, ..., y;—1). Il est donné par
T (@Xt_l)l (2.14)
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et 91" est le premier élément de dX, .
Avec le modele AO (2.7), ou z; et v; sont indépendants, un prédicteur de y; est aussi un
prédicteur de x;. Le prédicteur 21! de 2, satisfait 2 ' = ¢/ '. Finalement, la donnée nettoyée

a la date t est donnée par le premier élément de Xt, c’est-a-dire
2 = (Xt) (2.15)
1

La psi-fonction, ¥, et la fonction-poids, w, sont essentielles pour obtenir la robustesse. Ces
deux fonctions doivent étre bornées et continues [Huber et Ronchetti, 2009](chapitre 2 p.

24). La fonction w prend généralement la forme

w(X) = (2.16)

et la fonction W est choisie selon une regle dite ”three-sigma edit rule”

X si|X| <3
W (X) = s < (2.17)
0 si|X|>3
ou bien
X 11X <3
vo=4 2t s (218)
3sign(X) si|X|>3

On notera que ces méthodes et leurs extensions (60,90, ...) dénotent toutes une volonté
de "désépaissir” de fagon plus ou moins significative les queues des distributions des obser-
vations, ce qui facilitent les propriétés de convergence de 'estimateur. Dans la suite de ce
manuscrit, ce filtre-nettoyeur sera nommé 30-RFC. Voir chapitre 7 (§7.2) pour son utilisa-
tion.

Une étude réalisée par [Liu et Jiang, 2004] montre que les taux de détection et de filtrage-
nettoyage des données générées par un processus pseudolinéaire simulé de type OE, n’at-
teignent pas des valeurs élévées. Les auteurs proposent une version modifiée du MT-FC.
Mais leurs résultats ne sont pas entierement satisfaisants. Nous montrerons dans le chapitre
8 que les résultats issus d’'un MT-FC suivis d'une LS-estimation, n’atteignent pas les perfor-
mances d’'une M-estimation. Nous rejoignons la remarque faite par Huber et Ronchetti au
sujet de la détection et du pré-traitement des outliers.

Apres avoir défini les méthodes classiques de détection et de pré-traitement des outliers, nous

allons maintenant développer le cadre formel de notre étude statistique.
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2.4 Robustesses qualitative et quantitative

2.4.1 Aspect qualitatif

Nous sommes tout d’abord intéressés par donner une définition formelle de la robustesse
asymptotique qualitative. Pour des statistiques représentables par une fonctionnelle # d’une
fonction de distribution empirique, la robustesse qualitative est essentiellement équivalente a
une continuité de 0. La plupart du temps, les tests statistiques et les estimateurs dépendent
d’un ensemble d’échantillons d’observations {z1,...,zx}, & travers une fonction de distribu-

tion empirique

N
1
t=0

ou bien a travers la mesure empirique

Fy =~ > 6 (2.20)
ol 1¢4) est la fonction pas-unité et d, le point-masse 1 en x. Nous pouvons alors écrire

9N {fL’l,...,.’L'N} ZQ(FN) (221)

pour une fonctionnelle 6 définie au moins dans ’espace des mesures empiriques. Souvent, 6
a une extension naturelle a un sous-espace beaucoup plus grand. Par exemple, si la limite en
probabilité existe, alors
0 (F)= lim 6 (Fy) (2.22)
NS00

ou F' est la vraie fonction de distribution des observations. Si une fonctionnelle 6 satisfait
(2.22), elle est appelée Fisher-consistante en F' ou tout simplement consistante [Fisher, 1920)].
Supposons maintenant que ’espace d’échantillons soit Euclidien, ou, plus généralement, un
espace muni d’une métrique, séparable et complet. Nous dirons alors que la robustesse exigée
pour une statistique 6 (Fiy) doit étre continue par rapport a une topologie faible. C’est par
définition, la plus petite topologie dans un espace £ de toutes mesures de probabilité, telle

que la fonctionnelle linéaire

F — /\IJdF (2.23)

de £ dans R soit continue, pour toute fonction ¥ bornée et continue n’importe ou. La

réciproque est aussi vraie : si une fonctionnelle linéaire de la forme (2.23) est faiblement
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continue, alors ¥ doit étre bornée et continue. Nous pouvons alors donner une notion plus
précise de la résistance ou de la robustesse comme suit : une fonctionnelle linéaire 6 est ro-
buste partout si et seulement si la fonction correspondante W est bornée et continue, c’est a
dire si et seulement si # est faiblement continue (au sens topologique du terme). Cependant,
une définition plus générale donnée par Hampel [Hampel, 1971] peut étre adoptée.

Soient z; des observations indépendantes et identiquement distribuées (iid), avec pour dis-
tribution commune F, et soient 6y des tests statistiques ou une séquence d’estimés Oy =
On {x1,...,xn}. Alors cette séquence est appelée robuste en F' = Fy si la séquence d’une
famille de distributions

est équicontinue en Fy, ou Lr est une loi de distribution. Cela se traduit par le fait que si
d, est une fonction distance dans ’espace £ des mesures de probabilité, de topologie faible,

alors, pour chaque ¢ > 0, il existe § > 0 et Ny > 0, tels que, pour tout F' et tout N > N,
d, (F[),F) < 6:>d* (EFO (QN),EF (9]\[)) <e¢ (225)

Autrement dit, si la distance entre deux distributions est infinitésimale, alors la distance

entre ses lois 'est aussi.

2.4.2 Aspect quantitatif

Intéressons-nous maintenant a décrire quantitativement comment une petite déviation
distributionnelle de F' change la loi de distribution Lp (fy) d’un estimateur ou d’un test
statistique Oy = Oy {z1,...,xnx}. Supposons que Oy = 6 (Fy) soit obtenue & partir d’une

fonctionnelle 6. Dans ce cas, 0y est alors Fisher-consistant, c’est a dire
On — 6 (F), en probabilité (2.26)
et elle est asymptotiquement normale, soit
Lr (VN (05 = 6 (F))) = N (0,C (F,0)) (2.27)

On donne souvent a 6 (F) le nom de vraie fonctionnelle a la distribution F'.

Une autre maniere de décrire I'aspect quantitatif de la robustesse est de s’intéresser au com-

portement du biais 6 (F')—6 (F}) et a celui de la matrice de variance/covariance asymptotique
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C (F,0) dans un voisinage Pp, (w) du modele de distribution Fy. Pg, (w) est aussi appelée
w-distribution corrompue, dans laquelle le parametre w décrit le niveau de contamination
de Fy. Ces modeles de déviation distributionnelle ont été étudiés tres tot [Prohorov, 1956]
[Wiens, 1986] [Collins et Wiens, 1989] et leur intégration dans le domaine des statistiques
robustes n’est pas en soi surprenante. Cependant, la difficulté a été la recherche d’un modele
de distribution corrompue liée a une norme robuste minimisant I'information de Fisher. Dans
la suite, nous considérons ’espace £ sur un espace {2 = R de topologie faible, complet, séparé

et muni d’une métrique. Soient alors les modeles suivants

1. Modele de Lévy-Prohorov :
P, (w) ={F|Vz, Fo (z —w) —w < F(x) < Fy (z +w) +w} (2.28)

Ce modele est lié a la métrique de Lévy-Prohorov entre deux fonctions de distribution
F() et F
dp (Fo, F) ={wVe, Fy (r —w) —w < F(z) < Fy(z +w) + w} (2.29)

2. Modele de Kolmogorov :
Pr, (w) = {FWJL‘, sup |F (x) — Fy (z)] < w} , (2.30)
dont la métrique entre Fy et F' est
dg (Fy, F) = {wa,sup |F (x) — Fy (z)] < w} (2.31)

3. Modele de contamination voisine : ce modele est aussi appelé gross error model
(GEM)
Pr, (w)={F|F=(1—-w)F,+wH}, (2.32)

dans lequel H est une distribution arbitraire et 0 < w < 1.

Les deux plus importantes caractéristiques sont le biais maximum

by (w) = sup |0(F)—0(F)] (2.33)

FEPFO (w)

et la matrice de variance/covariance asymptotique mazimum

v (w) = sup C(F,0) (2.34)

FEPFO (w)
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Nous allons maintenant donner une définition du point de rupture asymptotique de 6 en Fy.
Soit 4 (F,0y) la médiane de Lr (O — 6 (Fp)) et posons

b(w)= lim sup |u(F,60y)] (2.35)
N—00 FEPFO(W)
Alors b (1) représente la pire valeur possible de b. Le point de rupture asymptotique de 6 en
I est ainsi défini par
w* =w" (Fy,0) =sup{b(w) <b(1)} (2.36)

A proprement parlé, le point de rupture donne la fraction limite des mauvais outliers que
I’estimateur peut traiter. Dans de nombreux cas, w* ne dépend pas de Iy, et il est souvent
le méme pour tout modele Pr, (w).

Historiquement, le point de rupture a été défini par Hampel [Hampel, 1968] comme un
concept asymptotique. Cependant, il faut apporter ici une critique de ce concept. Le point de
rupture n’est pas de nature probabiliste, comme il a été expliqué précédemment. Il doit etre
défini quelque soit le modele de déviation distributionnelle Pp,. Le caractere asymptotique
tend a amoindrir I’effet du point de rupture qui se trouve completement "noyé” dans un
ensemble d’observations devenant infini. Ceci se traduit par une fraction de mauvais outliers
diminuant fortement, entrainant une légeére déviation distributionnelle de Pg,. Le corollaire
de ce concept aboutit naturellement a I’aspect infinitésimal avec I'introduction, comme nous
le verrons plus loin, de la fonction influence par Hampel [Hampel, 1974]. Comme le précise
Huber, cette notion de point de rupture est plus utile dans les situations a petit nombre
d’échantillons. Encore faut-il définir ce que 'on entend par petit nombre d’échantillons. En

conséquence, il faut donner une définition du point de rupture dans ces nouvelles situations.

Considérons X = {z1,...,zxy} un ensemble fini d’échantillons de taille N et X' I’ensemble
fini d’échantillons corrompus. Soit 6 = () y_, ,  un estimateur prenant ses valeurs dans un
espace euclidien et soit 6 (X ) ses valeurs a I'ensemble X. Nous disons que le point de rupture
au sens contamination/remplacement (voir §2.2) de 6 a l’ensemble X est w*, ou w* est la
plus petite valeur de w pour laquelle 'estimateur a ’ensemble X', peut prendre des valeurs
arbitraires loin de 6 (X'). Ainsi, le biais maximum qui peut étre causé par une w-corruption
est

b(w; X, 0) :s;,pw(X') — 0 (X)| (2.37)
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La nouvelle définition du point de rupture s’écrit
w* (X, 0) = inf {b (w; X, 0) = oo} (2.38)

La définition du point de rupture peut facilement étre généralisée dans les cas ol I'estimateur

0 prend des valeurs dans un ensemble B borné.

2.4.3 Aspect infinitésimal

Cet aspect non négligeable des statistiques robustes est a prendre en considération pour
plusieurs raisons. D’abord, il permet de présenter un des outils les plus heuristiques de ces
statistiques, a savoir la courbe influence (aussi appelée fonction influence), introduit par
Hampel [Hampel, 1974]. Ensuite, il permet d’écrire les expressions du biais maximum ainsi
que de la matrice de variance/covariance asymptotique de la suite de variables aléatoires
VN (0 — 0 (F)). La courbe influence a été introduite dans le but de quantifier I'influence
d’une observation dans l’estimateur. Elle représente aussi la variation de l’estimateur par
rapport a une variation infinitésimale de w. L’idée premiere de Hampel est de savoir com-
ment se comporte ’estimateur pour une déviation distributionnelle infinitésimale, lorsqu’une
observation x présente une valeur plus importante que les autres. Classiquement, on attribue
a x une distribution impulsionnelle de point-masse 1, notée d,,. La courbe influence est donnée

par

61 —w)Fy+wd,] —0(Fy)
w

Si 6 est suffisamment régulier, il peut étre linéarisé autour de F' en termes de courbes

(2.39)

1C (%0 (Fy)) = }Jlg(l]

influences et on obtient
0(F)—0(Fy) = w / 1C (w:0 (Fy)) H (dx) (2.40)

Pour limiter 'influence d’un outlier dans ’estimateur et éviter des dommages majeurs, la
courbe influence doit étre bornée. Pour cela, on définit la gross error sensitivity (GES) comme

la borne supérieure de la courbe influence, donnée par

v* =sup |IC (x;0 (Fy))| (2.41)
Ainsi, le biais maximum s’écrit
by (w)= sup |0(F)—0(Fy)| = wy* (2.42)
FEPFO(W)
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Nous allons maintenant présenter quelques classes d’estimateurs robustes, plus précisément
les M-estimateurs et les W-estimateurs.

2.5 M-estimateurs

Huber dans [Huber, 1972] qualifie de "dogme” que de supposer I’hypothése de normalité
sur les résidus x;, t = 1...N dans un modele de régression et propose une famille d’estimateurs
qui généralisent les estimateurs du maximum de vraisemblance : il s’agit des M-estimateurs.
Ils ont ’avantage d’étre moins sensibles aux observations aberrantes, mais présentent des

distributions a queues épaissent qui s’écartent de la distribution gaussienne.

2.5.1 L’estimateur de Huber

Un tel estimateur #y dans R?, défini par un probléme de minimum de la forme

N N
1 1.
N ;Pn (w45 0n) = N;gg;% (2¢;0) (2.43)
ou par une équation implicite
N
1
NZ‘I’ (z¢;0n) =0 (2.44)
t=1

dans laquelle p, est une fonction arbitraire et U (z4;60) = %pn (x4;0) la W-fonction de Huber,
est appelé un M-estimateur de Huber. Plus précisement, © est un sous-ensemble de R? et
py : S x © — R une fonction nonnégative et convexe telle que p, (z;) : S — R est mesurable
pour chaque 6 € O, avec § un espace de probabilité. Le parametre n est appelé facteur
d’échelle. Son role est important car il permet de définir la robustesse de la fonction arbitraire
py face aux valeurs aberrantes. Ce parametre est aussi donné par n = ko ou k est appelée
constante d’accord et o la déviation standard d’une distribution supposée gaussienne. Nous
dirons alors que pour o fixée, la robustesse est définie par la constante d’accord k. Huber dans
[Huber, 1964] [Huber, 1972] présente sa minimaz method. Par une méthode variationnelle de
la matrice d’information de Fisher et la recherche de son minimum, il montre la maximisation
de la matrice de variance/covariance asymptotique, pour un certain modele de déviation
distributionnelle Pg, 1ié & p,. Il choisit comme modele, le GEM donné par (2.32) avec H
symétrique et Fj une distribution gaussienne. En effet, Huber montre un lien direct entre le

GEM et la norme p,. Notons que pour un modele autre que celui de Huber, par exemple,
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Lévy-Prohorov ou bien Kolmogorov, la maximisation de la matrice de variance/covariance
asymptotique est réalisée avec une autre norme. Voir [Huber et Ronchetti, 2009](chapitre 4
pp. 85-88). Dans le but de garder C (F, #) bornée, Huber montre que I’estimateur défini par

(2.44) est un estimateur du maximum de vraisemblance pour une densité appartenant a Pp,
—pp(X)

de la forme f(X) = Ce o2 . En particulier, si nous ajustons k dans p, tels que C' = 01_;;,
signifiant que k et w sont reliés par
k
220 g Ly = Y (2.45)

k

52
ol ¢ = P’ est la densité normale standard définie par ¢ (X) = \/%—WeTX, nous obtenons alors

~ l—w =

F0) =™ (2.46)

avec pour norme de Huber,

o (X) = { - Al < (2.47)

n|X| % si|X|>n

Le modele de déviation distributionnelle F' correspondante, est ainsi contenue dans Pr,, et

place toute contamination en dehors de I'intervalle [—k, k|. Il s’ensuit que

sup C(F,0)=C (F 9) (2.48)

FE'PFO (w)

2.5.2 L’estimateur biweight

Lestimateur ”biweight” [Li, 2012}, souvent surnommé ”biweight de Tukey”, est défini

N
par la solution @y de & > W (uy;0) = 0, ot

t=1
1—u?)’ sifu| <1
W (uy0) = 4 W) stful = (2.49)
0 siful >1
avec 0
w="2" (2.50)
ko
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La norme robuste p, est alors donnée par

Py (u;0) = {

Dans ce type d’estimateur, la constante d’accord k est choisie entre 3 et 12. Kafadar dans
[Kadafar, 1982] prend la valeur k = 4 et k = 6 et Li dans [Li, 2012] prend la valeur k£ = 3.5.

Dans ces deux articles, les auteurs travaillent avec des modeles de régressions linéaires et avec

[1 (1 —uw?)?] siful <1

(2.51)
silul >1

D= D=

un taux faible de contamination de leurs mesures par des outliers d’observation.

2.5.3 L’estimateur de Andrews

L’estimateur de ”Andrews” [Andrews et al, 1972], souvent surnommé ”vague de An-

N
drews”, est défini par la solution 6y de % > WU (ug;8) =0, ou
=1

sin(mu) siju] <1

1
U(u;0) =14 = 252
(1:9) { 0 iful > 1 (2:52)

avec

z—0
ko

(2.53)

u =

La norme robuste p, est alors donnée par

L1 = cos(mu)] silul <1

Dans ce type d’estimateur, la constante d’accord k est encore choisie entre 3 et 12.

Nous avons vu dans le §2.4.2 la notion de point de rupture, et bien évidemment, les M-
estimateurs n’échappent pas cette regle. C’est méme pour certains leur principal inconvénient
[Chaffai, 1989] [Maronna et Yohai, 1991] [Lopuhaa et Rousseeuw, 1991]. Dans le cas parti-
culier appelé location case, la W-fonction de Huber est donnée par ¥ (z,0) = ¥ (x — ). Il est
montré que le point de rupture asymptotique maximal est w* = 0.5 lorsque ¥ est bornée.
Dans le cas contraire, ol W n’est pas bornée, w* = 0. Pour ce dernier, cela signifie qu'un seul
outlier entraine des dommages majeurs dans I’estimateur.

Dans la littérature, pour répondre a ces problemes, certains auteurs ont cherché a généraliser
les M-estimateurs en proposant les MG-estimateurs [Mallow, 1976] [Krasker et Welsch, 1982].

Cependant, certaines études ont montré que les MG-estimateurs étaient moins efficaces que
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les M-estimateurs en cas d’absence d’outliers sur les variables explicatives, c’est-a-dire les va-
riables du vecteur régresseur [Krasker et Welsch, 1982]. Mais les MG-estimateurs présentent
un point de rupture qui tend vers 0 lorsque la dimension du modele de régression devient
tres grand [Mallow, 1976].

2.6 We-estimateurs

C’est une forme alternative des M-estimateurs, utilisant la régression pondérée développée
par Holland et Welch [Holland et Welch, 1977] [Chaffai, 1989]. Cet estimateur est défini

N
. 1 . o N
comme une solution de + ; U (u;0) = 0, ou

xz—0
ko

U (u;0) = vww (u),u = (2.55)

La quantité w, (e) est une fonction de pondérations, donnant un poids w, voisin de zéro
pour des observations ayant des résidus importants, et un poids proche de un pour des
observations ne présentant pas d’anomalie. La W-fonction peut prendre différentes formes et
le W-estimateur sera de type :

— Moyenne : si
w (u) = 1, pour tout u (2.56)

Biweight : si

1 —u?)’ <1
wiu) = { L7 w) pourful (2.57)
0 pour |u| > 1
— Huber : si
1 pour |u| < k
w(u) = , - 2.58
( ) { kszgun(u) pour ”LL’ > k ( )
— Andrews : si
W) = ~sin(mu) pour|u| <1 (2.59)
0 pour |u| > 1

Un inconvénient de l'utilisation des W-estimateurs réside dans la difficulté d’estimer en
meéme temps les poids associés a chaque valeur des résidus dans la procédure d’estima-
tion. Il est par ailleurs impossible d’estimer simultanément le vecteur parametre 6 et le
facteur d’échelle ko. La procédure de calcul des W-estimateurs a attiré beaucoup d’auteurs,
[Holland et Welch, 1977] [Chaffai, 1989] et [Asselin et Dolla, 1980]. Or il se trouve que les
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estimateurs robustes cherchés ne sont plus indépendants de 1’échelle (propriété d’invariance
par changement d’échelle) [Asselin et Dolla, 1980].

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons essayé¢ de présenter quelques notions fondamentales des
statistiques robustes, en insistant sur leur utilité et leur finalité. Nous avons abordé les no-
tions de détectabilité et de pré-traitement des outliers en présentant les méthodes classiques,
notamment la méthode de Martin-Thomson et son filtre-nettoyeur robuste 3o. Malgré la
robustesse de ce pré-traitement, nous avons précisé que cette méthode, ainsi que ses versions
modifiées, présentent des limites a la détectabilité et au filtrage de ces points atypiques. Nous
avons insisté sur la nécessité d’utiliser des estimateurs robustes et les notions de robustesses
qualitative et quantitative ont été abordées. Il a été alors énuméré leurs principaux outils,
notamment, les modeles de déviation distributionnelle, le biais maximum, la matrice de va-
riance/covariance maximum ainsi que la courbe influence (aspect infinitésimal). La fin de ce
chapitre s’est focalisée sur la présentation de quelques classes d’estimateurs robustes couram-
ment utilisés.

Apportons quelques commentaires qui justifieront I’orientation de notre travail. Tout d’abord,
comme nous pouvons le constater, il y a deux approches pour traiter les outliers. La premiere
concerne leur détection et leur traitement (filtrage, nettoyage) avec des outils performants
[Brandt et Kiinsch, 1988] [Chang et al, 1988] [Chen et Liu, 1993] [Bianco et al, 2001]. Ce-
pendant, les résultats ne sont souvent pas a la hauteur des espérances et la question sur la
pertinence de cette approche doit étre discutée. La deuxieme consiste a garder ces points
atypiques car ils peuvent étre considérés dans certaines situations, comme des informations
du processus a identifier. Leur détection est parfois difficile et rien ne justifie 'emploi de
méthodes de suppression, car leur présence est quelquefois un indicateur de la dynamique
du processus lui-méme [AMC, 1989] [Barnett et Lewis, 1998] [Liu et Jiang, 2004]. Détecter
les outliers et les supprimer par un quelconque traitement, provoque a la fois une perte d’in-
formation dans la dynamique du systeme et dans les résidus estimés. Or, cette dynamique
est étroitement liée au choix de I'estimateur et du critere d’estimation, associé a une norme.
Le choix de la norme reste une étape importante. Le notre s’est porté sur la norme mixte
Ly — Ly de Huber, paramétrable par la constante d’accord k. Le choix de k est tres souvent

lié a la nature de la régression et permet d’instiller une dose réglable de traitement en norme
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Ly, donc "plus doux”, au traitement standard en norme Lo des résidus. Il y a une sorte de
consensus dans la littérature qui tente "d’imposer” un intervalle dans lequel £ varie, essen-
tiellement pour des régressions linéaires. Cet intervalle, appelé intervalle de bruit est donné
par ZF = [1;2]. Les valeurs passe-partout k = 1.345 [Fraiman et al, 2001] [Kuonen, 2005]
[Giummole et Ventura, 2006] et & = 1.5 [Sen Roy et Guria, 2009] [Gandhi et Mili, 2010]
sont tres souvent citées. Par ailleurs, les valeurs de k sont directement liées a celles du niveau
de contamination w du modele de déviation distributionnelle GEM. En effet, k£ définit I'es-
timateur robuste, réponse a un probleme d’observations corrompues caractéristiques. Pour
de faibles déviations du modele (w < 10%), cela correspond a une estimation ayant traitée
des résidus pauvres en outliers. Lorsque cela n’est plus le cas, et que le modele de régression
n’est plus linéaire, les difficultés apparaissent. Il parait alors raisonnable de choisir un inter-
valle de bruit différent, en I’étendant vers les petites valeurs, plus précisément Zf = [0.01; 2].
Cela doit permettre de traiter des résidus contenant des outliers plus importants, en nombre
et en amplitude, dans le but d’améliorer la convergence de I’estimateur, de réduire le biais
et la variance des parametres, et ainsi de proposer des modeles de qualité, avec une bonne
dynamique fréquentielle. Il nous appartiendra aussi dans ce contexte nouveau et délicat,
d’étudier le probleme des cas singuliers d’occurrence d’outliers et le risque de ”rupture” de
I’estimateur. Comme signalé plus haut, la suite du mémoire va traiter du triptyque : conver-

gence/performances/limites de I'estimateur robuste.
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Chapitre 3

Méthodes classiques d’estimation et
de validation de modeles

paramétriques

Ce chapitre débute par quelques généralités sur les processus monovariables et aborde
I’approche erreur de prédiction. Il s’en suit une présentation des structures de modeles pa-
ramétriques boite-noire (black-box models) et plus particulierement les structures de modeles
ARX, OE et ARMAX. Le concept d’identifiabilité est abordé en énoncant les principales
propriétés. Ce chapitre se poursuit par la description des méthodes classiques d’estimation,
notamment celles des moindres carrés, des variables instrumentales et des moindres carrés
deux étapes. Les propriétés de convergence de l'estimateur sont présentées et le critere de

validation FPE d’Akaike et ses versions en norme L; et en norme Ly — Ly sont développées.

3.1 Généralités

Soit le processus discret monovariable & d’entrée wu; et de sortie y, décrit par le modele

linéaire a temps-invariant
p=G(Qu+v,=G(q)us+ H(q) e (3.1)

avec G (q) = >y 9kq ¥ le modele du processus et H (q) = 1+ ,o, kg ¥ le modele de
bruit. L’opérateur temporel avance g est défini par ¢ 'u, = w—y, | € N. {gi}]” et {hg}]°

sont respectivement les réponses impulsionnelles des fonctions de transfert G (¢) et H (q).
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v représente a la fois 'erreur de modele et I'influence du bruit sur la sortie, alors que e;
représente une séquence bruit blanc de variables aléatoires #:d, de moyennes nulles et de
variances finies A\. Cependant, cette représentation n’est pas toujours tres pratique, a cause,
en particulier, du c¢oté infini des séquences {gx}7" et {hg}]". Aussi, préfere t-on travailler avec
des structures spécifiant G (¢) et H (q) sous la forme d’un nombre fini de valeurs numériques,
comme des fonctions de transfert rationnelles ou G (¢) = % et H(q) = % avec A, B,
C et D des polynomes en ¢. De plus, conscient de la difficulté de déterminer ces valeurs a
partir de la seule connaissance des phénomenes physiques, on préfere souvent une procédure
d’estimation a partir de mesures expérimentales. Considérons alors un wvecteur paramétre
6 € R? permettant de définir ces valeurs et soit la structure paramétrisée de modeles M

décrivant maintenant le processus
yr =G (q,0)us + H (q,0) e (3.2)

Quand @ varie en décrivant le sous-ensemble ouvert (compact) Dy C RE, M (0) décrit un
modele particulier correspondant a € dans lequel on devra désigner le modele qui répond le
plus fidelement aux mesures, dit le meilleur modéle. Ces structures de modeles paramétrés
sont aussi appelées modéles boite-noire. Le prédicteur ajustable associé, g, (6), conduit aux

erreurs d’estimation (erreurs de prédiction ou résidus)

E¢ (0) =Y — Ut (0) (3~3)

Meéme si cela peut sembler irréaliste, il peut étre commode dans certaines situations de
considérer que les données entrée/sortie ZY = {u1,yi, ..., un,yn} sont eractement générées

par un élément de M, appelé ”vrai systeme” [Ljung, 1999](chapitre 1 p. 7)

) ={Go(q,6h), Ho(q,00)}
a { yr = Go (¢,00) us + Ho (g, 600) €] (34)

ol By = 0 (Fy), avec Fy la ”vraie distribution” des résidus et &, (6y) = €Y. Dans ce cas, € est
une séquence de variables aléatoires itd de moyennes nulles et de variances finies Ay, appelée
”vrai bruit”. Bien que cela ne puisse pas étre particulierement réaliste, cela a au moins le
mérite de donner un apercu utile des propriétés des modeles estimés. Nous dirons que le ”vrai
systeme” Sy est contenu dans la structure de modele M : §y € M. Cette notion a été tres
développée dans [Ljung, 1999](chapitre 8 p. 250).

Se pose alors la question de l'identifiabilité [Ljung, 1976] [Ljung et Glad, 1994]. C’est un

35



CHAPITRE 3. METHODES CLASSIQUES D’ESTIMATION ET DE VALIDATION DE
MODELES PARAMETRIQUES

concept central dans tout probleme d’identification de processus dynamiques complexes. A
proprement parlé, le probleme est de savoir si la procédure d’estimation donnera une unique
valeur de @, et/ou si le modele résultant coincide avec le vrai systeme Sp. Sans rentrer dans
les détails, Ljung dans [Ljung, 1999](chapitre 4 p. 112) précise qu’une structure de modele
M est globalement identifiable en 0% si

MOy =M(O),0 € Dyy= 0=0" (3.5)

3.2 Structures de modeles paramétriques

Ces structures de modeles se distinguent par la nature de leurs régressions. La structure
de modele ARX a un modele de prédiction qui s’écrit sous la forme d’une régression linéaire.
Les structures de modeles OE et ARMAX, quant a elles, présentent des modeles de prédiction

sous forme de régressions pseudolinéaires.

3.2.1 Structure de modele ARX

Cette structure est décrite par une équation de la forme

Y+ a1yt + o F Yy = bty + oo+ byt + € (3.6)
Par identification avec (3.2), les fonctions de transfert G (¢,0) et H (g, ) s’écrivent respec-
tivement ,
o s o
H (4,9) = 359 = w5 rar |
Le prédicteur ajustable g, (0) se met sous la forme d’une régression linéaire, donnée par
Je (0) = ¢ 0 (3.8)
ol
O = [~ Yoot = Yiep Ut U] (3.9)
est le régresseur et
0 = [ay...apby...by]" (3.10)

le vecteur parametre de dimension d = p + w. Le vecteur ¢, est aussi appelé vecteur des
observations, n’incluant pour ce modele que les valeurs entrée/sortie du processus et ne

dépendant pas de 6.
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3.2.2 Structure de modele ARMAX

Un des inconvénients du modele ARX est le manque de liberté dans la description des
propriétés du modele de bruit. Afin d’y ajouter une certaine flexibilité, on modifie ce modele
par un terme dit a Moving Average du bruit blanc. Cette structure est décrite par une

équation de la forme
Yt + A1Ye—1 —+ ...+ ApYt—p = blut,1 —+ ...+ bwut,w +e +c1ep 1+ ... +cpei g (311)

Par identification avec (3.2), les fonctions de transfert G (¢,0) et H (g, ) s’écrivent respec-

tivement |
B 50 ;U: b, -t
G (Q7 0) e AEZﬁ% e H;Zfil ;qu—i
H(q,0) = S = 1450 cigi (3.12)
q, - A(Qvg) - 1+Zf:1 aiq—i

Le prédicteur ajustable g, (6) se met sous la forme d’une régression pseudolinéaire, donnée

par
Je (0) = ¢y (0)0 (3.13)
ol
00 (0) = [~Ymto — Yr—p Uty €1 (0) er—y (O)]" (3.14)
est le régresseur et
0= [al...apbl...bwcl...cl]T (3.15)

le vecteur parametre de dimension d = p + w + [. Le vecteur des observations dépend a la

fois des valeurs entrée/sortie du processus et des erreurs de prédiction, dépendantes de 6.

3.2.3 Structure de modele OE

Les structures de modeles ARX et ARMAX correspondent aux descriptions ou les fonc-
tions de transfert G (q,0) et H (¢,6) ont un polynéme commun au dénominateur, a savoir
A(q,0). Cependant, dans certaines situations liées au support expérimental a identifier, il
peut sembler plus naturel de choisir une structure de modele, sans avoir recours a un modele
de bruit pour lequel il n’y a pas de spectre a caractere rationnel significatif. Cette structure

est décrite par une équation de la forme

Y+ frye1 + o F o = b1t F o by e+ free 1 o ey (3.16)
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Par identification avec (3.2), les fonctions de transfert G (¢,0) et H (q, ) s’écrivent respec-

J— B(qﬁ) o Zf: biq_i
{ G(q,0) = F(q,0) — 1+Zf; fig™? (3.17)

tivement

H(q,0)=1
Le prédicteur ajustable g, (6) se met aussi sous la forme d’une régression pseudolinéaire,

donnée par

9:(0) = (0)0 (3.18)
ol
00 (0) = [ue 1etts v —Gpy (0) =G, (8)] (3.19)
est le régresseur et
0 = [by...bwfrfp]" (3.20)

le vecteur parametre de dimension d = p + w.
Apres avoir défini les principales structures de modeles paramétriques, il est important de

rappeler quelques méthodes classiques d’estimation de ces parametres.

3.3 Meéthodes d’estimation paramétrique

Nous présentons les méthodes d’estimation paramétrique couramment utilisées et nous
proposons par la suite de les appliquer au cas particulier d’une régression linéaire. En effet,
pour ce type de régression, la minimisation du critere d’estimation présente une solution
analytique.

Nous sommes dans la situation ot nous avons sélectionné une certaine structure de modeles
M, avec des modeles particuliers M (), paramétrée par un vecteur parametre § € Dy, C R.

L’ensemble de ces modeles est défini par
M ={M(0)|6 € D} (3.21)

M (0) est défini comme ’ensemble de modeles de prédiction ajustables, se distinguant par

leur régression, linéaire ou pseudolinéaire.
MO): 5. (0) =G (t,2;0) (3.22)

ol Z!=! est I'ensemble de données passées. L’utilisateur doit aussi disposer d’un ensemble

de mesures expérimentales ZV effectuées sur le processus S

ZN:{ulay17“'>uN7yN} (323)
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Le probleme auquel nous avons a faire face est de décider comment utiliser I'information dans
Z"N pour sélectionner un estimateur 8y = 6 (Fy) du vecteur parameétre 0 et en conséquence

un membre propre de M (éN), ou Fy est la distribution empirique des résidus estimés

. N
{st <0N) } . Nous avons ainsi & déterminer un estimateur & partir de Z% & I'ensemble D,
t=1

ZN 0y e Dy CRY (3.24)
Dans l'approche erreur de prédiction, I'estimateur Ox minimise un critére d’estimation,

dépendant de 6
i . N
Oy = arg 6’renlgrj\l/l Va (0, Z ) (3.25)

Généralement, Vy est une fonction scalaire bien définie, utilisant une norme ou une fonction

scalaire a valeur positive p (e) telle que

Vy (6, 2Y) = % S o= (6),6,0) (3.26)

3.3.1 Estimation par les moindres carrés

C’est certainement celle qui a suscité le plus d’applications, car 'utilisation de la norme
Lo, facilite certains aspects formels qui se traduisent par des solutions analytiques dans le cas
particulier de modeles linéaires et par le lien avec la loi de distribution gaussienne. Dans le

contexte de 'erreur de prédiction, l'estimateur des moindres carrés 0%° est ainsi donné par

N

- o1 1

0% = arg Jnin g 55? (0) (3.27)
t=1

Dans le cas d’une régression linéaire, c’est & dire lorsque g; (0) = o0, I'estimateur 0%° est

donné par

N -1 N
. 1 1 _
0% = [N Z SOtSOtT] N Z o = [Ru] " [ (3.28)

N N
avec la (d x d)-matrice Ry = % S ol et le d-vecteur colonne fy = % > iy

t=1 t=1
Supposons les données observées, générées par le ”vrai systeme” Sy

80 Yy = @?90 + U? (329)
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alors
1 & X L
lim 03 — 0y = lim [ N;%%] N;s@tvsz‘lf (3.30)
ou

R = lim NZwt,f— lim —Zwt

~ . . . N p.s. .
Pour que 0%5 soit Fisher-consistant, c’est-a-dire 055 3 @y, nous devons exiger les deux

conditions suivantes :
1. R non-singuliére.
2. f =0, signifiant que ¢, et vY ne sont pas corrélés.
La derniére exigence ne peut pas étre totalement respectée car les sorties y; (¢t = 1,...)

appartiennent au régresseur linéaire ;. Pour décorréler ces quantités, certaines méthodes

d’estimation par variables instrumentales sont utilisées [Bowden et Turkington, 1984].

3.3.2 Estimation par les variables instrumentales

Le but est de construire un nouveau vecteur des observations ¢!" (instruments), composé
de nouvelles variables appelées variables instrumentales, non corrélées avec v?, c’est a dire

avec le bruit e). Soient z:{"" ces nouvelles variables qui vérifient 'expression suivante
A(q.0) Y = B(q,0)u, (3.31)

Par exemple, pour la structure de modele ARX, le vecteur des instruments ¢! peut prendre

la forme

v _ [_ v v
. =

(3.32)

61 s'écrit alors

A 1
0y = [ Z oIV T] v ; 01" i (3.33)

Le nouvel estimateur

En construisant convenablement les variables instrumentales lestimateur éIV doit étre
Fisher-consistant et tendre vers 6, puisque + Z o1 v tend vers zéro et + Z oIVl est

t=1
non-singuliere. Nous pouvons dire que les instruments doivent étre corrélés avec le régresseur
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mais non corrélés avec le bruit vy.
Cependant, il peut étre quelquefois difficile de construire ¢!" pour assurer une bonne Fisher-
consistance de I’estimateur. Dans ce cas, nous avons recours a d’autres méthodes d’estimation,

notamment ’estimation par les moindres carrés deux étapes.

3.3.3 Estimation par les moindres carrés deux étapes

Techniquement, cet estimateur 62°5 (2 Stage Least Squares) résulte d’une régression
de la projection linéaire des variables endogenes sur l'espace des variables instrumentales
[Scott et Holt, 1982] [Angrist et Imbens, 1995] [Statistics Solutions, 2012]. Soient ¥ un N-
vecteur colonne formé des sorties y; (t = 1,..., N), ®x la (N X d)-matrice des régresseurs ¢,

et K1V la (N x d)-matrice des instruments ¢!", définis par

V= [yryn]”, (@n)" = [pron], (K1) = [61".0}] (3.34)

Déclinons les deux étapes :
~ Etape 1 : On cherche 'estimateur de la matrice ®y = PLV®y, pour laquelle PLV est

une (N x N)-matrice de projection telle que
1V 1V AT v ] e\ T
PLV = g1 [(KN )" KN } (K1) (3.35)

— Etape 2 : On cherche le 2SLS-estimateur, et apres quelques calculs, celui-ci est donné
par
§25L5 — (i)]Tv@N)l STy = (4 PV oy oL PYY (3.36)
Cette méthode d’estimation est souvent préférée aux méthodes par variables instrumentales,
car elle offre plus de souplesse quant & la construction des matrices K1/ et PLY.
Apres avoir présentée quelques méthodes classiques d’estimation, dont ’objectif est de rendre
le LS-estimateur plus Fisher-consistant, il est utile de définir les grandes lignes qui se rat-

tachent aux propriétés de convergence de I'estimateur.

3.4 Principales propriétés de convergence

Ces propriétés regroupent la convergence du critere d’estimation Vy (0, N ) présentées

sous la forme d’'un lemme et d’un théoreme, puis celle de la suite de variables aléatoires

VN (é]LVS . 90).
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Pour déterminer la limite vers laquelle ’estimateur éﬁs converge lorsque N tend vers l'infini,
il est préalablement utile de donner les propriétés limites du critere d’estimation. Ljung dans
[Ljung, 1999](chapitre 8 pp. 249 et 253) exprime les résidus sous la forme

e(0) = di (k) i + > di? (k,0) €}, (3.37)

E>1 k>0

ou les filtres dgi) (k,0),i=1,2, sont uniformément stables en 6 et en ¢. IIs doivent alors obéir
a la condition
‘di’) (k, 9)‘ < B VY0 € Dyg avee S i < oo (3.38)

k>0

Counsidérons le lemme suivant

Lemme 1 Soit M une structure de modeéle uniformément stable et Dng un compact. Suppo-
sons que l'ensemble de données Z* soit sujet aux conditions D1 (voir [Ljung, 1999](chapitre
8 pp. 249)), alors

sup ‘VN (9, ZN) — V(H)‘ — 0 a.p.1 quand N — (3.39)
€D pq
ou
B 1 L 1,
_ 20 10
V(9) = Eq>§€t (0) = A}gr;o — E Eq>§€t () (3.40)

avec @, fonction de distribution normale. Le LS-critere Vy (0, zZN ) converge ainsi uni-
formément en # € Dy vers le LS-critere limite V(6). En conséquence, le LS-estimateur
LS converge vers I'argument 0* minimisant V (0). Cependant, lorsqu’il n'y a pas de mini-
mum global unique, donné par V' (#), il est préférable de définir un domaine de convergence

D¢ par
D¢ = arg min V() (3.41)

€D pm

Enoncgons alors le théoreme suivant

Théoréme 1 Soit 0% le LS-estimateur défini par (3.27), ot £,(0) est déterminée par (3.37)
a partir d’une structure de modeéle M uniformément stable. Alors, si Z*° est sujet aux condi-
tions D1

éﬁs — D¢ a.p.1 quand N — oo (3.42)
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Ce résultat indique que I'estimateur converge alors vers la meilleure approximation disponible

dans le structure de modéele M considérée. En conséquence, si Sy € M, alors
0%° — 0y a.p.1 quand N — oo (3.43)

et M est globalement identifiable en 6.
Intéressons-nous maintenant a la convergence de la suite de variables aléatoires v/ N (91%,5 — 00) .

Soit le théoréme

Théoreme 2 Supposons Dc = {0y} et HA]L\,S Fisher-consistant, alors, la suite de variables

aléatoires v N (éﬁs — 00) converge en loi vers une distribution asymptotique normale

VN (é]LVS . 90) € AsN (0,C55 (0)) (3.44)
ot CL5 (0y) est la matrice de variance/covariance, donnée par
CH5 (00) = [V7(00)] Q™ (60) [V"(00)] (3.45)
avec
Q" (0h) = lim NEsVY (0o, Z%)V7 (60, Z")" (3.46)

V' et V" sont respectivement le gradient et le Hessien du LS-critére.

La matrice C™¥ (6y) n’est définie que si Vi (6y, ZY) converge rapidement vers V'(fy) et si
V"(0y) est inversible.
A partir de (3.45), la matrice de variance/covariance du LS-estimateur est donnée par

CLS (90)

5 (3.47)

Cov (é]L\,S ) ~
En utilisant le gradient du modele de prédiction défini par 1, (0) = 24, (0) = —2&; (), nous
pouvons déduire une autre relation de la matrice de variance/covariance du LS-estimateur

[Eath (60) 0T (60)]
N

Cov (éﬁs) ~ Ao (3.48)

Cependant, cette derniere expression peut rester inaccessible a l'utilisateur, et cela pour

deux raisons principales :

1. Méconnaissance du vrai vecteur parametre 6.
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2. Impossibilité de disposer d’une infinité de données.

Ainsi, ayant a sa disposition N données et un estimateur 6%°, alors

[ﬁ i v (85 ) o (%S)] :
N

Cov (éﬁ,s) =y (3.49)

N
Ay = % N e (éfvs) (3.50)

peuvent étre considérées comme de bonnes estimations de Cov (6y) et Ay respectivement.
Disposant d’un ensemble de modeles estimés a partir de criteres d’estimation, il semble

nécessaire de proposer a l'utilisateur un ensemble de criteres de validation.

3.5 Validation de modeles paramétriques

L’objectif est de proposer un test statistique a partir de quantités calculables dans le but de
valider un modele candidat parmi n modeles. Pour cela, nous devons disposer d’un estimateur,
donné par la minimisation d’un critere d’estimation. Dans I'hypothese théorique ol nous
disposons de tous les ensembles de données possibles et de taille aussi grande que nécessaire,
nous pouvons utiliser la valeur limite du critere d’estimation comme mesure scalaire de la
qualité du modele, en prenant son espérance sur I'ensemble des jeux de données ZV. Le
modele estimé correspondant m = M (éN) doit étre considéré a son tour comme une variable
aléatoire, et par conséquent, la fonction mesurant la justesse du modele (le fit), c’est a dire
le critere limite, 1’est aussi.

Nous retiendrons alors comme mesure de la qualité d’une structure de modele M, I’espérance

de ce modele prise par rapport aux différents estimateurs possibles On
T (M) = EaV (0x) (3.51)
Il reste maintenant & exprimer (3.51) uniquement a partir des données d’estimation. Il faudra
approximer cette relation a partir des données disponibles et en particulier Vy (éN, zN ) Les
hypotheses suivantes permettent de répondre a cette interrogation :
- S e M.
— Les parametres du modele sont identifiables et donc V" (6) est inversible.

— Les données de validation possedent les mémes propriétés statistiques du deuxieme

ordre que les données d’estimation.
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3.5.1 Critere FPE dans ’approche L-

Ce critere a l'origine a été formulé par Akaike [Akaike, 1969] [Akaike, 1970] et permet
la sélection de 'ordre du modele estimé. Dans "approche erreur de prédiction, il s’écrit
_ . d
Tis (M) = Vi (efvs, ZN) + hot (3.52)
Cette expression montre clairement le cout des parametres. Si le nombre de parametres

de la structure de modele croit, alors Vi (é%g ,IN ) sera plus petit. Meilleur est le fit du

modele, plus petit est le minimum de Vi (6, Z") en 05 Cependant Paugmentation de d
fait croitre le terme de pénalité /\0%%. Nous voyons donc l'importance de bien choisir la
structure et 'ordre du modele.

Si N est suffisamment grand, alors A peut étre un bon estimé de Ay s’écrit

W (95°)
= (3.53)
N
En insérant cette relation dans (3.52), nous obtenons
N+d -
FPE (dy) = 2#% (0%°) (3.54)
M

La valeur de d, pour laquelle le FPE atteint son minimum est ’ordre du modele.

3.5.2 Critere FPE dans ’approche [,

Cette approche a été developpée dans [Carmona et Alvarado, 2000] [Carmona et al, 2003].
Il est bien connu que le LS-estimateur est tres sensible aux grands écarts des résidus, contraire-
ment au LSAD-estimateur qui ’est beaucoup moins. En statistique, la médiane est beaucoup
moins sensible que la moyenne quadratique. L’identification L; souffrant de ne pas disposer
d’autant d’outils que l'identification Lo, les auteurs ont proposé un LSAD-critere d’estima-
tion et les versions des criteres de validation AIC et FPE. Le critere FPE en norme L; est

alors donné par

N
= —~ 1 ALSAD dm
T (M)~ ; & (HN )‘ = (3.55)
olt O%5AD est le LSAD-estimateur tel que
|
BLSAD — g Juin — > e (0)] (3.56)
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Nous pouvons remarquer dans (3.55) ’absence du terme de variance Ag. La nécessité d’évaluer
ce terme & partir de données disparait, facilitant ainsi I’évaluation de (3.55) et améliorant
I’approximation faite par rapport au cas Ly. Ces outils ont permis d’estimer et de valider des
modeles de commande ARX et OE, dans le but d’effectuer un controle actif de bruit dans un

conduit acoustique semi-fini [Carmona et Alvarado, 2000] [Carmona et Alvarado, 2002].

3.5.3 Critere FPE dans approche M-estimateur

Ce critere FPE dans 'approche Ly — Ly, plus communément appelé RFPE (Robust Final
Prediction Error) a d’abord été proposé par Yohai [Yohai, 1997]. L’auteur consideére un M-
estimateur d’échelle [Huber et Ronchetti, 2009](chapitre 5 p. 107) appliqué a des modeles

linéaires. Soit 65 un tel M-estimateur donné par

1

N
s 1 E)
Oy = arg Juin tz:;p <a (3.57)

ol p est la norme de Huber, o une échelle et r; = y; — o0 les résidus.
Le RFPE est alors donné par

RFPE 1 Yy — %Té}?/ dam A
A .
(d/\/l) N;P( 5 + N B (3 58)

. . , i y—oT05\? A1 yi—of 63
pour lequel & est un estimé de I’échelle, A = - t;w (M) et B=+> 1 (#)
Ici, la fonction ¢ = % et ¢’ est sa dérivée.

Le critere a notamment été utilisé dans les travaux de [Khan, 2006] [Khan et al, 2007] dans
une approche différente de 'erreur de prédiction, uniquement pour estimer et valider des
modeles linéaires. A notre connaissance, il n’existe aucune étude du RFPE appliquée aux

modeles pseudolinéaires, en particulier aux structures de modeles OE et ARMAX.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé quelques généralités sur les processus monovariables
a entrée exogene et sur le probleme de 'identifiabilité dans ’approche erreur de prédiction, en
introduisant le concept de ”vrai systeme”. Nous avons ensuite présenté les principales struc-

tures de modeles paramétriques linéaires et pseudolinéaires. Quelques méthodes classiques
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d’estimation telles que les moindres carrés une étape et deur étapes ainsi que les méthodes
par variables instrumentales ont été exposées. Nous avons pu montrer dans le cas particulier
de structure de modeles linéaires, modele ARX par exemple, que pour ces trois méthodes, la
minimisation du critere d’estimation présente une solution analytique. Les principales pro-
priétés statistiques dans 'approche erreur de prédiction au sens des moindres carrés ont été
aussi présentées. Nous avons ensuite abordé certaines méthodes de validation de modeles en
se focalisant sur le critere FPE d’Akaike et de ses versions en normes L, et Ly — L. Pour
cette derniere norme, nous avons mis 1’accent sur ’existence d’un critere RFPE, uniquement
pour des modeles linéaires.

Au méme titre que l'identification L; dans 'approche erreur de prédiction manquait d’outils
d’estimation et surtout de validation, nous constatons qu’il en est de méme de I’identification
Lo — L. A notre connaissance, il n’existe aucune étude sur le critere RFPE pour les modeles
pseudolinéaires dans I’approche erreur de prédiction. Nous proposons alors de définir un cadre
formel autour de la norme L, — L; de Huber avec extension de sa constante d’accord dans
les petites valeurs, prenant en compte le niveau de contamination w du GEM. C’est ce que

nous allons développer dans la suite de ce mémoire.
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Chapitre 4
Convergence de 'estimateur robuste

Ce chapitre commence par proposer un critére d’estimation robuste paramétré (PREC)
dans ’approche erreur de prédiction, en introduisant deux ensembles d’index liés aux contri-
butions Ly et L;. Le gradient et la matrice Hessienne de ce critere nécessaires a la résolution
du probléeme d’optimisation sont établis. Nous montrons par un théoreme de convergence
uniforme que ce critere est effectivement robuste aux outliers d’innovation et par son corol-
laire, que 'estimateur robuste 1'est aussi. L’approche M-estimateur de Huber a seuil étendu
(ETME, Extended Threshold M-Estimator) est développée comme une conséquence de l'es-

timation paramétrique d’une structure de modele pseudolinéaire.

4.1 Le M-estimateur de Huber dans ’approche erreur
de prédiction

Meéme si les M-estimateurs sont largement étudiés dans la littérature, leur formalisation

dans le cadre d’une approche erreur de prédiction n’a jusqu’a présent pas été explicitée.

4.1.1 Critere d’estimation robuste paramétré : PREC

Dans cette approche, les erreurs de prédiction dépendent du vecteur parametre 6 a es-
timer. Soient d parametres inconnus 61, ..., 0y & estimer a partir de N mesures entrée/sortie
d’un processus monovariable. Considérons un modele de déviation distributionnelle GEM des

erreurs de prédiction, donné par (2.32). Un M-estimateur de Huber éﬁ dans R? est défini par
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un probleme de minimisation de la forme

¥ 2 (0) = 5 S 10 (4

1 & X
N Z‘Pt,n (5; 0%) = (4.2)

L’erreur de prédiction est définie par &, (6) = y: — 9+ (6) et la p,-norme par
2
t

€2(0) .
si|e(0)] <
paey=1 2 ROl (4.3
nled(0)] =% siled(0)] > n
La W-fonction de Huber dans I'approche erreur de prédiction est
0
Wi (£:0) = 5500 (2:(0)) (4.4)

Plus précisément, le vecteur parametre 0 = [0y, ..., Hd]T appartient a ©, pour lequel © est un
sous-ensemble de R? et p, : £ X © — R est une fonction nonnégative et convexe telle que
Py (€¢(8)) : € = R est mesurable pour chaque # € ©, avec £ un espace de probabilité.

La norme mixte de Huber est donc un mélange d’une norme Ly qui ne traite que les résidus
situés dans lintervalle [—n, n] et d’'une norme L; qui elle, ne traite que ceux situés en dehors
de cet intervalle. La contribution de chacune d’elle dépend de la valeur du facteur d’échelle
71, donc de la constante d’accord k. Concretement, le role de la norme L, est de robustifier la
norme Lo, tres sensible aux grands écarts des résidus, et de traiter le plus rapidement possible
ces grands écarts. Ce point de vue justifie le choix de la constante d’accord k, car elle fixe la
contribution de chacune des normes a la fin de la procédure d’estimation. Nous sommes donc
amenés a définir deux ensembles d’index liés a chacune de ces contributions. Soient donc 14

et v ces deux ensembles traduisant respectivement les contributions L et L;, donnés par

va(0) = {t - eu(0)] < n} (4.5)

v (0) = {t: [e(0)] > n} (4.6)
A partir de ces deux ensembles, nous pouvons définir deux fonctions de contribution, LoC' ()

et L1C (0), par
t (0), p card (vo(0)) Ny (0)
L,C (0) = N TN 0
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_ N (9)
N
dans lesquelles card signifie le cardinal de ’ensemble v;, 1 = 1,2. Ces deux contributions

L.C(0)

(4.8)

vérifient 1’égalité

card (v2(0)) + card (v, (f)) = N,V8 € Dy, (4.9)
Nous verrons dans le chapitre 7 que cette fonction de contribution L; présente un intérét
substantiel dans la phase de validation de modele, puisque cette fonction sera utilisée comme
un nouvel outil d’aide a la décision du choix de ’ordre du modele.
Avant de présenter le critere d’estimation robuste paramétré, il est utile de définir d’une
fagon générale la restriction d’une fonction h () relative a I’ensemble d’index v;, notée h,, (6),

i = 1,2. Dans la suite, pour toute fonction A () continue, nous écrirons

b () :{ h(0) site v (0) (4.10)

0 autrement

L’usage de cette restriction relative a un ensemble d’index v;, permet de distinguer les parties
Ly et L; d’'une méme fonction. Cette approche est une facon de "ranger” aléatoirement les
index temporels ¢, satisfaisant la condition imposée par le seuillage des erreurs de prédiction
au cours de la procédure d’estimation robuste.

De ces généralités, soit Wy (#) le critere d’estimation robuste paramétré défini par

@ =+ Y me@) =+ X DS e - B )

tEVz(@)UVz(@) tEVz(@) tEvy ((9)

Partie Lo Partie L1

pour lequel la fonction signe des erreurs de prédiction s; (€) est donnée par

1 siegf) >n
si(0) =< 0 sile(0) <n (4.12)
—1 sig(f) < —n

Remarque :
Comme nous le voyons, cette fonction dépend du vecteur parametre 6. Pour plus de détails, le
lecteur peut se référer a [Corbier et al, 2012]. Sans rentrer dans les détails dans ce chapitre,

nous montrons que L;C () est une fonction de s; (). Ce théoreme montre que L,C ()
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présente des minima, établissant que la dérivée de s; (f) par rapport a # est non nulle. Dans

la suite, nous choisissons comme fonction logistique, I’expression suivante [Braess, 1986]

1— 672K6t(0)

s5¢(0) = ¢ (0) = [T (4.13)

dans laquelle le réel K > 0 est choisi suffisamment grand pour assurer ’approximation de
St (9)
Par usage de (4.10), le PREC peut aussi s’écrire
N 9 N 2
1 €y t Ui nsy t(g)
Wy(0) = = 2 — v - 4.14

t=1

Il nous appartient de montrer de quelle maniere le PREC est implémenté dans 'algorithme
de minimisation de la procédure d’estimation.
Soient deux vecteurs et une matrice £() € RY, §(A) € RY et W(F) € RV*YN, définis

respectivement comme étant le vecteur des erreurs de prédiction, le vecteur signe et la matrice

poids, par
E(0) = [e1(0)...en(0)] (4.15)
S(0) = [s1(0)...s5(0)] (4.16)
W(0) = diag (w1(0)...wy(0)) (4.17)

oll chaque poids est donné par w,(f) = 1 — s7(#). Le PREC & minimiser prend la forme

suivante

Wx(0) = %8T(0)W(0)5(0) + 187 (6) [£6) - 2S(6) (4.18)

Au cours de la procédure d’estimation dans lalgorithme d’adaptation paramétrique (AAP)
[Landau, 1998], £(0), S(#) ainsi que W(0) prennent leurs valeurs aléatoirement en fonction
de n. £(#) se "remplie” des erreurs de prédiction pour tout t. S(f) se remplie de 0 si t € vy,
de —1 et de 1sit € vy. Quant a W(0), sa diagonale prend la valeur 1 si ¢ € v, et 0 autrement.
Nous voyons que lorsque 7 est fixé par k, au cours de ’estimation, il s’effectue une répartition

donnant lieu aux deux contributions L et L.
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4.1.2 Gradient et Hessien du PREC

Dans ’approche erreur de prédiction, le gradient et le Hessien du critere d’estimation,
sont deux quantités indispensables aux propriétés de convergence de I'estimateur robuste. Le
gradient W}, (0) permet de déterminer la (Q-matrice et le Hessien limite (déduit du Hessien
W(0)) intervient dans la convergence en loi de la suite de variables aléatoires v N (éﬁ — 00).
C’est a partir de la matrice de variance/covariance de cette suite que I'on peut déduire la
matrice de variance/covariance asymptotique de Pestimateur robuste HA]P\{ .

Dans le but d’établir 'expression de W (#), il est nécessaire de connaitre la dérivée de la
fonction signe par rapport a 6. Préalablement, nous proposons le lemme suivant, étendant
ainsi le résultat de Chang [Chang et Guo, 2004].

Lemme 2 Soit s, (0) la fonction signe dont lapprozimation est donnée par (4.13), alors

aSt (0)
0o

~ —4Ke MOy, (9) (4.19)

Preuve :

Nous obtenons pour tout t € vy ()

PO gy 0 420)
avec ¢y (0) = —%; (0) et —2Ke4(0)
gt (9) A1Ke (4.21)

(1 + e=2K=(0))?

Pour K suffisamment grand, un développement de Taylor a I'ordre 1 en zéro montre que
gl (0) ~ 4K e 2= 0)] (4.22)

La dérivée de la fonction signe devient alors

3st (0)
00

Théoréme 3 Soient Wy (0) le critére d’estimation robuste défini par (4.14) et la dérivée de

~ —4K e 2K Oy, (9) (4.23)

la fonction signe donnée par (4.23), alors le gradient de Wiy (0) par rapport a 0 s’écrit

/ —1 Z OB Z P, (0)5.(0 (4.24)

tEV2 0) t€u1 0)
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Preuve :

Nous avons vu dans (4.11) que nous pouvions distinguer une Partie Lo et une Partie Ly

du PREC. Posons alors
Wi (0) = Wy (0) + Wy (0)

avec

1 e (9)
Wi (0) = N Z 9
teva (0)
et

, 1 n%s?(60
L@fl _ j{: |5t t( ))
tEV1 (9

La dérivée de (4.26) par rapport a 6 devient
y -1
Wy(0) = N Z Pi(0)ee(0)
tevo(0)

et celle de (4.27) en utilisant le lemme 2, s’écrit

W O) =~ S w0)s(0) — 5 3 v () g (0) (20) — m5u(0))

teu1 0) tEV1 0)

Soit D un compact et g/ () la fonction définie par (4.22), alors (4.29) devient

0
—WH(0) + — = AR (0
ailll)% 20 )+ t; Uy (0 92111)% H N ( )H
avec
4K77 al 2K ]
JAZ @) = =S o (0) 25O (e, 4 (0) = s, (6))
t=1

La regle (4.10) permet de donner I'expresion

Guat (0) + oy 1 (0) = 1 (6)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

Toujours d’apres cette regle, le vecteur 1, ;(f) contenant des valeurs nulles, il est fa-

cile de vérifier que ||¢,,+ (0)|| < [|4 (0)||. Un théoréme formulé par Ljung et Caines dans
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[Ljung, 1978] [Ljung et Caines, 1979] montre que pour tout ¢ > 0 et tout compact Dy,
sup ([0 (0)]] < C €] ot €] = sup |[l=1 (0) . ()]
0€Dpq 0€D pq

‘. On obtient alors

sup (|4, (0[] < C €] (4.33)
0€ D pq
De plus, 2K [z (0) < e K% et posons pour tout ¢ > 0 sup |e,,(0)| = C.et sup s, +(6)] <
€D pq 0€ D pq
1. Il vient que
sup [|AK(0)]| < 4C (C. + n)lle] Ko (131

0eD pq

Il existe alors une valeur de K suffisamment grande pour que 4C (C. + 1) n||&|| Ke™ 2K — 0.

Nous obtenons ainsi

0 L
su VV”1 — =0 4.35

ce qui prouve le gradient du PREC.
A partir de ce gradient, nous pouvons déduire la W-fonction de Huber dans I’approche erreur
de prédiction. Elle est alors donnée par

\Ijtﬂ] (53 0) = _1/)1/2,15(0)51/2, ( ) 7]1/}1/1, ( )Slll, (0) (436)

Théoréme 4 Soient W} (0) le gradient du critére d’estimation robuste défini par (4.24) et

la dérivée de la fonction signe donnée par lemme 2, alors le gradient de Wi (6) par rapport

a0 s’écrit
oY, ol (6
Wi = Y ( U0y - ot ) - 2 Y 20 s
tEI/z tevy (0)
Preuve :

Les dérivées de (4.28) et (4.29) par rapport a 6 donnent immédiatement

w0 =5 3 (220 - woi o) (139

teva (0)
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et

) Oy (0 Ds,(0)"
W (6) = _% 505 )5.(6) - % > w9 ta(e) (4.39)
tevr(9) tevi(0)
Par le lemme 2, nous avons alors
" ol (6
sup (|[W"5 (6) + % Z I%T()st 0)| = sup ||By (H)HL1 (4.40)
€D pq 0€ D pq
tevi(0) Iy
pour laquelle
N
4Kn 9K |eu,
IBEO,, = 52 |3 e 06, (0 2k0) (141)
t=1 L
Nous en déduisons que
K 4K ne k1 = T
[B5@)],, < 3 e ), 0], (142
t=1

Toujours dans [Ljung, 1978] [Ljung et Caines, 1979], les auteurs montrent que la norme

matricielle
Myy = [[9 (0) v¢ (0], (4.43)

est bornée pour tout 6 € Dyg et ¢ > 0. Sachant que par construction, le vecteur 1, ;
contient des valeurs nulles, alors My, 4, < Myy. En conséquence, il existe une valeur de K

suffisamment grande telle que

sup || By (0)]|,, < 4Kne > "My, — 0 (4.44)
0eD pq
Ceci montre que
v ol (0
sup ||[W"y (68) + % Z w(t?H( )st @) =0 (4.45)
0eDMm tevi (0) L

ce qui termine la démonstration.

25



CHAPITRE 4. CONVERGENCE DE L’ESTIMATEUR ROBUSTE

4.2 Convergences du PREC et de ’estimateur robuste

en présence d’outliers

Nous allons énoncer et prouver un théoreme sur la convergence uniforme du PREC lorsque
les erreurs de prédiction contiennent des outliers d’innovation. Rappelons qu'une erreur de
prédiction est considérée comme outlier d’innovation si |e; (#)] > n pour k fixée. Choisir
convenablement une valeur de k c’est définir une p,-norme, donc un critere d’estimation
robuste paramétré. Ce dernier doit converger vers une valeur limite, sous la condition 8 € D
ou D, est un compact. Nous supposons que les résidus contenant des outliers sont distribués

selon le modele de déviation distributionnelle GEM, donné par
Py (w)={F|IF=(1-w)®+wH} (4.46)

ou ® est la distribution normale et w, le niveau de contamination de ®.

Selon la regle (4.10), lerreur de prédiction £,(f) peut s’écrire
et(0) = €0,4(0) + £1,.4(9) (4.47)

ol €, +(#) sont les résidus dans U'invervalle [—n, 7] et €,, +(#) ceux considérés comme outliers.

Choisissons pour &,, ;(#) une expression analogue a (3.37)

Ena(0) =Y b (Dui+ Y d), (i) ers (4.48)

i>1 i>0
ou les filtres d?, , (i) et Jﬁ%t (i) sont uniformément stables en 6 et ¢ tels que |d, , (¢)| < p,
d°

va,t

(z)‘ < p; pour tout t € vy (0) et 0 € Dy avec Y p; < 00.
i>0
Les résidus considérés comme outliers peuvent s’exprimer sous la forme

ena(0) = Y Qi (0) 0, (4.49)
i€v1(6)

ou €; (6) est le i-iéme outlier d’innovation et d;; la fonction de Kronecker.

Considérons les hypotheses techniques HT suivantes

1. Le signal d’entrée u; est borné et on a sup |u;| = Cy.
t

2. La séquence de variables aléatoires iid e; est de moyenne nulle et de moments d’ordre

4 4 9 bornés, pour > 0. Son moment d’ordre 2 est noté \.
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3. Le choix convenable de 1 borne les outliers, de valeur moyenne e et d’amplitude
sup |©; (0)] = «

i€v1(0)
Avant d’énoncer le théoreme de convergence uniforme, considérons le lemme suivant
N ~
Lemme 3 Posons RY (0) = > x; (0) et RY = sup |RY (0)
t=r 0Dy
N2
compact de R¢. Si Ep (quv) < fr (N) ot f,. (N) est un polynéme en N de degré 0 ou 1,

alors

, ot Dy est un sous-ensemble

1=
sup —RY — 0, a.p.1 quand N — oo (4.50)
kel k

avec Iy = [N?, (N +1)°].

Théoreme 5 Considérons une structure de modele M uniformément stable. Soit Dy un
sous-ensemble compact de RE. Supposons que 'ensemble de données 2= (ZV quand N — oo)

soit sujet a HT, alors

sup |Wy (8) — W(8)| = 0 a.p.1 quand N — oo (4.51)

0€ D pq
ot W(0) = ]\}im ErWy (0)
—00

Preuve du Lemme 3 :

L N2
Supposons F (R,],V) < f, (IV), alors

1 -)> 1 S22 f1(N?)
Ep (mR{V> = ~Er (R{V) <o (4.52)
L’inégalité de Chebytshev donne
1 e 1 A
En conséquence
- 1 = = f1 (K?)
or (ER’f > 7> <0y <00 (4.54)
k=1 k=1
Par le lemme de Borel-Cantelli, nous obtenons
1 -
ﬁRIf — 0, a.p.1 quand k& — oo (4.55)
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Définissons l'intervalle Iy = [NQ, (N + 1)2}. Supposons que sup %R’f soit obtenue pour

keln
k= ky et 0 = 0y. Ainsi, quand ky = (N +1)°, nous avons
1. 1 (N+1)* 1 N? ] (N+1)2
sup R = ———— Xe(ON)| < ——= D _xe(On)|+—— Xt (On)
keiy K (N +1) ; (N +1) ; (N +1) t:%;H
(4.56)
Alors ) ) )
sup —RF < — — RN +— N(NQH)Q 4.57
ek DTN TN A 437

Puisque k—lzf%’fz — 0 a.p.1 quand N — o0, le premier terme a droite de (4.57) tend vers zéro.

Pour le deuxieme, nous avons

o (L) < e ) €
(N+1)2 N2+1 — (N+1)4 —N2

(4.58)

Par 'inégalité de Chebytshev et par le lemme de Borel-Cantelli, ce terme tend vers zéro

a.p.1 quand N — oco. En conséquence

1 -
sup —RY, a.p.1 quand N — oo (4.59)
kel k

Ce qui prouve le lemme. La preuve du théoreme 5 est donnée en Annexe A.

Corollaire du théoréme 5 : convergence de l’estimateur
Le corollaire de ce théoreme de convergence du PREC en présence d’outliers 2, montre que

si D¢ est un domaine de convergence défini par

D¢ = arg amin W (0) (4.60)

€D pm

, le M-estimateur de Huber éﬁ converge alors vers la meilleure approximation disponible

dans le structure de modele Dy, considérée et on a

éﬁ — D¢ a.p.1 quand N — o© (4.61)

Le théoreme précédent et son corollaire ne peuvent étre satisfaits que par un choix conve-

nable de lintervalle de bruit ZF. En effet, pour I'utilisateur, le choix de k reste une tache
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délicate. Il s’agit bien de proposer a travers k£ un estimateur robuste solution du probleme
de données contaminées, préalablement formalisé par le GEM définie par (4.46). Une valeur
de k bien choisie devrait rapidement réduire 1’effet impulsionnel de 'outlier d’innovation
ainsi que sa propagation dans les erreurs de prédiction et dans le régresseur. Le role es-
sentiel de la norme L; est de permettre un traitement rapide de ces outliers en atténuant
leurs effets négatifs sur 'estimateur, et de rendre les résidus suivants plus petits, dans le
but d’étre traités par la norme L,. Cette notion de propagation reste fondamentale, car ses
conséquences directes ou indirectes décident de la convergence de I'estimateur robuste et de
ses performances, et ses effets dépendent de la nature méme de la régression. Il est important
de préciser que la propagation d’outliers peut entrainer des cas singuliers d’occurrence de
points de levage (leverage points) et le risque de rupture (breakdown points) de I’estimateur.
Dans cette situation extréme, ces points ont une haute influence de position dans I'espace

facteur £, défini comme I'espace de dimension d lié a la matrice de régression donnée par

% () = [01 (0) ..o (0))] (4.62)

ol @ (0) est le régresseur. Dans le cas particulier de la structure de modele OE, le régresseur
fait apparaitre des points de levage, a cause du mécanisme interne de boucle de retour dans
le modele de prédiction g, (0). La figure 4.1 montre la causalité d’apparition des outliers d’in-
novation par les outliers d’observation et le mécanisme interne de boucle de retour. Cette
structure de modele paramétrique fait craindre un point de rupture relativement bas, signi-
fiant qu’un simple outlier d’innovation mal placé dans la séquence des erreurs de prédiction,
occasionnerait des dommages majeurs dans la procédure d’estimation. Ceci est certainement
vrai dans le cas ol 'intervalle de bruit est ZF = [1, 2], puisqu’il ne privilégie ni la forte robus-
tesse, ni la forte efficacité de I'estimateur. Nous pensons au contraire, que ’abaissement de la
constante d’accord se traduisant par une extension de Z¥, va permettre de mieux réguler la
procédure d’estimation. Intuitivement, la nature méme de la structure de ces modeles, nous
contraint de choisir un intervalle de bruit Z} différent c’est & dire Z}' = [0.01,2]. Réduire
k, c’est réduire rapidement l'effet impulsionnel de 'outlier d’innovation et sa propagation
dans le régresseur puis dans les résidus. Nous privilégions la robustesse impulsionnelle, ou
la norme L, est focalisée sur 'occurence de l'outlier, contraignant ainsi les résidus suivants
a etre fortement réduits et a n’étre traités que par la norme Lo. D’ou l'intérét dans les cas
séveres de réduire la valeur de k. Ce constat a été mis en évidence dans [Corbier et al, 2012].
Cependant, il nous appartient de vérifier que la recherche d’un estimateur significativement

robuste ne se traduit pas par une perte importante de performance
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Outliers Outliers
1 cariati & &
d'observation d'innovation

v
& > Processus N B ;’\fl)
....... ) "o
4 b
| e a” o é
q =
0 ; ;
....... + Ifgﬂ PREC —

Fic. 4.1 — Causalité d’apparition des outliers d’innovation par les outliers d’observation. Il

apparait le mécanisme interne de boucle de retour dans le modele de prédiction.

4.3 Conclusion

Au début de ce chapitre, nous avons présenté un critere d’estimation robuste, basé sur
la norme de Huber munie d’'un parametre ayant pour fonction d’ajuster la robustesse et
Iefficacité de I'estimateur. Nous avons ainsi montré qu’en présence d’outliers d’innovation
dans les erreurs de prédiction, ce critere convergeait uniformément vers un critere limite et
que 'estimateur robuste convergeait aussi. Nous avons aussi justifié le choix d’un intervalle
de bruit étendu vers les petites valeurs comme une conséquence de la nature de la régression
du modele de prédiction. Dans le chapitre suivant, nous traiterons des aspects techniques liés

a l'estimation des structures de modeles pseudolinéaires.
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Chapitre 5

Performances de ’estimateur robuste :

développement de ’approche LY-FTE

Ce chapitre traite de points techniques nouveaux qui n’existent pas dans les approches
linéaires et associées telle que 'approche LPV, linéaire a parametres variables ou LTV, linéaire
a temps variables. En effet, il s’agit de linéariser les fonctions de transfert des modeles pseu-
dolinéaires de prédiction que 1’on cherche a estimer. Concretement, il s’agit de déterminer la
limite L (appelée aussi ordre large) des développements en série de Taylor du gradient v (6)
et du Hessien 8”’3;6@ de 'erreur de prédiction pour la structure de modele OE. L’objectif est
de linéariser ces expressions et d’en déduire celles du gradient et du Hessien du PREC. Ce
chapitre aborde ensuite le probleme de la distribution asymptotique de 'estimateur dans
'approche ZF¥ étendu, au moyen de la convergence en loi de la suite de variables aléatoires
VN (éﬁ — 90). A partir des expressions asymptotiques du gradient et du Hessien du PREC,
I'expression de la matrice de variance/covariance du M-estimateur de Huber dans ’approche

LY-FTE est présentée.

5.1 Justification de approche

La démarche classique lorsque sont abordés les problemes liés aux structures non linéaires,
est d’essayer, dans la mesure du possible, d’effectuer une linéarisation autour d’'un point
[Braess, 1986] et de limiter la longueur L de celle-ci, dans le but de réduire le codt des cal-
culs. Dans la suite de notre travail, nous nous placons dans ce contexte, en proposant de

limiter L tout en assurant la précision requise des résultats numériques. A l'origine, cette
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linéarisation présente une somme infinie et se place donc dans un cadre purement théorique
et non calculatoire. Limiter cette somme par un ordre large L se justifie donc. Cependant, le
choix de L ne doit pas résulter d’'une quelconque méthode empirique, car elle peut augmenter
significativement le cotit des calculs. Ce choix doit s’appuyer sur un cadre formel, en montrant
que 'approximation linéaire mene a des bornes supérieures d’erreurs qui tendent vers zéro ou
dans la mesure du possible, qui tendent vers de tres faibles valeurs. Ces problemes appliqués
aux modeles paramétriques ont été menés a l'origine par [Baxter, 1962] et [Berk, 1974]. Le
premier a traité ’aspect formel du probleme en montrant qu’il était possible de limiter un
modele et d’en donner un prédicteur fini. Le second 'a appliqué a un processus AR en
établissant la consistence d’un estimé spectral. Cependant, Berk ne justifie pas vraiment le
choix de L et se contente d’une étude empirique. Un premier travail faisant 'objet d’une
avancée réelle sur la justification de L, concerne celui réalisé par Mayne et Firoozan dans
[Mayne et Firoozan, 1982]. Ces auteurs ont étudié une identification linéaire d’un processus
ARMA, en essayant effectivement de choisir L dans le but de réduire les sévéres efforts calcula-
toires exigés par la fonction de vraisemblance. Dans la conclusion de leur article, ils proposent
que L soit choisi comme la racine de la fonction de Lambert W, telle que Le? = z ol 2 est
un nombre complexe dont la partie réelle est comprise entre —1/e et 0 [Corless et al, 1995].
C’est finalement Al-Smadi dans [Al-Smadi, 2007] qui utilise la fonction de Lambert comme
ordre large, dans son algorithme basé sur les moindres carrés pour l'identification d’un modele
ARMA non-gaussien. Cependant, les valeurs de L ne sont pas clairement justifiées. Le terme
d’ordre large a été suggéré par Soéderstrom dans [Soderstrom et al, 2003]. Les auteurs pro-
posent une grande valeur de L sans réelle justification, dont I’objectif est d’approximer un
modele ARMA par un modele AR. Les valeurs ainsi choisies s’appuient sur une méthode
essentiellement empirique.

Ces études montrent qu’il est parfois difficile de donner la raison du choix de L dans le
but de limiter une somme et d’en apporter toutes les justifications, qu’elles soient formelles
et/ou expérimentales. Dans ce travail, nous allons au contraire, définir un cadre formel et
nous montrerons par quelques résultats expérimentaux son application. Le point de départ
concerne la structure nonlinéaire de la relation reliant le gradient vy (f) au régresseur ¢, (6),
pour une structure de modele pseudolinéaire donnée. Pour un modele OE ou ARMAX, cette

relation s’écrit

P (q,0) v (0) = ¢ (0) (5.1)
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ou P (q,0) est un polynéme monique. Dans la suite, nous nous focalisons au cas particu-

lier du modele OE, ot P (¢,0) = F (q,0) et @, (0) = [wrorotiy— —Gp_y (0) -~y (0)]
[Ljung, 1999](chapitre 10 p. 329). La relation (5.1) montre que le gradient ¢, () s’obtient en
filtrant le régresseur ¢, (0) par le filtre 1/F (¢,0). En considérant la fonction de transfert

% (0.0) = 75 = T3 21 = (5.2)
, le gradient et le Hessien du modele de prédiction g, (6) s’écrivent respectivement
i (0) = @ (4,0) 1 (0) (5-3)
° 0 r g—gF (¢,0) 1 1 0 5
20 (0) = W% () + Fg.0) 00" (#) (5.4)

Le développement fini en série de Taylor (L*-FTE) de (5.3) et (5.4) doit tenir compte de
I’hypothese que la fonction de transfert @, (¢, 6) est stable pour tout # € Day. Il semble tout
naturel de penser que L dépend du placement des poles de la fonction de transfert associée

D, (z,6) ou z € C. Si py est le k-ieme pole de @, (2, 6), alors ¥ = sup pj, est une information
k

sur la valeur de L. Si nous considérons le disque ouvert de R?, Q = {(z,y) /z* + y* < 1} et
son bord 9 = {(z,y) /2% + y* = 1}, alors pour 7 proche de 99, la valeur de L augmentera.

Dans le cas contraire L diminuera.

5.2 LY-FTE du gradient de ¢, (0)

Nous considérons I’hypothese que la fonction de transfert @, (z,6) est stable pour tout

6 € D,,. Elle peut s’écrire

B, (2,0) =1, (z,0) (5.5)

avec ~
CN(20)  hP 4+,

& (2,0) = D (z,0) T+ o+, (5:6)

La nouvelle fonction de transfert Cfp (2,0) présente p-poles {7Tk = ppelPr }2:1, avec pr < 1

pour tout k = 1...p. Alors, un développement de Taylor en zéro de @, (z,6) devient

D, (2,0) =Y Al (5.7)
m=0

63



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L’ESTIMATEUR ROBUSTE :
DEVELOPPEMENT DE ’APPROCHE L“-FTE

avec A’ les coefficients de Taylor, donnés par
p ~
=— ZRes (q)p; 7Tk) " (5.8)
k=1

pour lesquels Ay = 1 et A% < 1Vm > 1. Res (@p;wk) = [ixe’% est le k-ieme résidu de
®, (2,0) en py avec ji, < 1.

Le gradient devient alors
Z AS oy (5.9)

ou les coefficients de Taylor peuvent étre approximés par

F(p/2)

Al -2 Z fkppt tcos () (5.10)
k=1

ka:{ O + (m — 1) @y, S%p:2n (5.11)
I sip=2n+1,l={m,m—1,1,0}

La fonction F(e) est le plus proche entier inférieur ou égal a e. L’objectif est maintenant
de présenter cette nouvelle méthode de détermination de L de Iapproximation linéaire du
gradient.

La premiere étape consiste a prendre la valeur absolue des coefficients de Taylor A% . Nous
avons |A? | < i? avec
F(p/2)

=2 Z fkppt " cos ()] (5.12)

Montrons que ces coefficients présentent des lobes pseudo-périodiques ou £ désigne la pseudo-

période, et qu’il existe un entier kg tel que
L=7F(|rgp}) (5.13)

Preuve :

L’expression |cos (Q")| est maximale lorsque 2nm < Qf* < (2n+ 1) 7, avec n € Z. Alors
m (k) <m <m (k) ou
(k) =1+ @ ((2n 1) — ék) (5.14)

64



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L’ESTIMATEUR ROBUSTE :
DEVELOPPEMENT DE ’APPROCHE L“-FTE

et
z@(k)=:14-¢;1(2nw-—ék) (5.15)

Il existe une valeur kq de k telle que

£ =max F (|m (k) — m ())) (5.16)

La pseudo-période est alors donnée par
£ =maxF (|r¢;'|) = F (|n oy, |) (5.17)

La deuxieme étape consiste a chercher ’enveloppe de décroissance passant par les maxima
des lobes. Chacun d’entre eux est donné par &’ cavecm, =14+7rL,r={0,1,..,R}, Re N.

m
0

R est un nombre significatif de lobes tel que &7,

_ <7 ourT est un seuil fixé. Il semble en effet
raisonnable d’imposer une limite supérieure a 7 au-dela desquels les maxima des lobes n’ont
plus de réelle signification. Ce seuil est fixé a 0.01 et le restera aussi pour 'ordre large du
Hessien, correspondant ainsi & 1% de max (/%zl) Cette enveloppe est donnée par la fonction

0 0
()= 2+ L2

(5.18)

ot (B, ) sont deux réels donnés par § = M ¢ avec § = [/ BS}T, £ = (€ (m1) & (mg)]T

et
Me:< ) (5.19)

L’ordre large L limitant ’approximation linéaire de 1, (#) est donc la solution de I’équation

S5

-3
[N =
—=

&) =7 (5.20)

=7 [\/% (Vo) + asgr+ 52)

Cette expression montre deux dépendances, I'une explicite et ’autre implicite. La dépendance

Nous obtenons alors

(5.21)

explicite est liée au choix de 7. Le prendre trop grand, c’est ne pas vérifier la maximisation
de la borne supérieure de l'erreur entre v, et ! (L¥-FTE de ), et de prendre le risque
d’avoir un développement de Taylor trop grand. Dans le cas contraire, c’est augmenter de
fagon conséquente le temps de calcul de ¢). La dépendance implicite est celle liée aux coeffi-

cients 37 et 89, qui dépendent de @ et donc du résultat de I'estimation. Si I'estimateur est tres
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perturbé par les outliers d’innovation, alors nous risquons de vérifier la condition 7 proche de

0€). En conséquence, le nombre de lobes significatifs R va augmenter, et L va croitre. Pour

0

b et £ (m) en fonction de

illustrer ceci, la figure 5.1 (gauche) montre les coefficients AY , &
m pour un modele estimé OE(11,5) (p = 11,w = 5) avec une constante d’accord k£ = 0.05.
Les données de sortie du processus simulé ont été contaminées par 5% d’outliers d’observa-
tion. Cette figure montre les lobes ainsi que 'effet rebond avec une pseudo-période L égale
2 9. Le nombre de lobes significatifs est R = 13. L’enveloppe donnée par &5 (m) associée a
7 = 0.01 fournit un ordre large L} = 119. La figure 5.1 (droite) montre les coefficients A? |
&0 et &5 (m) en fonction de m pour un modele estimé OE(11,5) avec une constante d’accord
k = 0.05. Pour cet exemple, les données de sortie du processus ont été contaminées par 10%
d’outliers d’observation. Avec ce taux plus élevé, le M-estimateur de Huber est plus perturbé,
modifiant ainsi certaines caractéristiques. La pseudo-période reste égale a 9, mais le nombre
de lobes significatifs passe a 24 et 1'ordre large Lj = 227. Ces résultats montrent clairement
Ueffet implicite, dii aux résultats de 'estimation. Ces deux figures mettent en évidence le fait
que les coefficients de Taylor A% tendent vers zéro pour m suffisamment grand. Il existe donc

un ordre large Ly tel que ‘A‘gg‘ — 0.

Considérons alors le théoréme suivant

Théoreme 6 Soient {Af'n}:zo € R les coefficients de Taylor de (5.9) tels que ‘Afn‘ <1et
lim ‘A&‘ — 0. Il existe un ordre large Ly € N pour lequel

m—o0
Cy
0) — vl )|, <—= 5.22
sw [ 0) ~ £ 0], < 715 (522
ot WL (0) est la LY-FTE de ¢y (0), Cp € R.
Preuve :
A partir de (5.9) nous avons
Ly 0
Ve (0) = Z Agﬁpt*m (0) + Z Afn@t—m (0) (5.23)
m=0 m=Lg+1
Il vient que
sup e 0) =L O], < D A% sup l@1-m (O)I, (5.24)
m:Lg—H
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M-estimation: Outliers Observation 5%, k = 0.05 M-estimation: Outliers Observation 10%, k=0.05
12 ‘ 15 : : : :

Lobes pseudo—périodiques

! Enveloppe

0.8 Lobes pseudo—périodiques

06 Enveloppe
0.4

0.2

Coefficients de Taylor

Coefficients de Taylor du gradient

Coefficients de Taylor du gradient

Coefficients de Taylor

0 oo W 150 0 5 o 20 20
F1G. 5.1 — (gauche) : Coefficients A% | &Y et £ (m) en fonction de m pour un modele estimé
OE(11,5) (p = 11, w = 5) avec une constante d’accord k& = 0.05. Le taux de contamination en
outliers d’observation est de 5%. La pseudo-période est £ = 9, le nombre de lobes significatifs
est R = 13 et I'ordre large vaut Lj = 119. (droite) : Coefficients AY , &% et &§ (m) en fonction
de m pour un modele estimé OE(11,5) (p = 11, w = 5) avec une constante d’accord k = 0.05.
Le taux de contamination en outliers d’observation est de 10%. L’estimateur est plus perturbé,
modifiant ainsi certains résultats. La pseudo-période reste égale a 9, mais le nombre de lobes

significatifs passe a 24 et 'ordre large vaut 227.
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Dans [Ljung, 1978] et [Ljung et Caines, 1979], les auteurs partent de I’hypothése que le
régresseur ¢; (§) € R? est borné pour tout I. Soit Y’ = sup||¢ (0)]|,,- Par ailleurs, puisque
I

A% | < |62 (m)], alors
» N
SL}PH%(Q) Yy (9)HL1§ Z ma (5-25)
m:L5+1

Des calculs simples sur la somme de Riemann meénent a

i 1. 1 (5.26)
m=L5+1 mt ~ 1 (L5)2
Par conséquent
sup |41 (6) — oF O], <~ (5.27)
L (L)
avec Cp = %W \53\.
Ce théoreme montre qu’il existe un ordre large L suffisamment grand tel que
Lj
WEO) =) Aheim (6) (5.28)
m=0
soit considérée comme une bonne approximation linéaire de v, (9). Soit b5 = —2 la borne

(1)
supérieure de l'erreur entre vy (0) et ¥l (0). Pour les deux exemples cités précédemment,
b5 = 4.79 x 10~* pour une contamination de 5% et b5 = 2.45 x 10=3 pour une contamination

de 10%. Ces deux valeurs confirment les bonnes approximations linéaires effectuées par les
ordres larges Lj = 119 et Lj = 227.

Il est parfois utile dans certaines propriétés de convergence, de comparer les quantités
estimées en éﬁ aux quantités dites vraies en . Réitérons cette approche aux coefficients
de Taylor estimés en 6. Soient Azg ces coefficients et A% les "vrais coefficients” en 6.
Simplifions certaines notations : Ly = L AN = Azﬁ et A) = A%,

Considérons le théoreme suivant
Théoreme 7 Soient deux vecteurs de dimension infinie donnés par
T
A’ = [A}, A7, ] (5.29)
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et

) SN . T
AN = [A{V AY LAY 0 0.... ] (5.30)
alors ~
- K,
o=y || <2 (5.31)
N Ll ~
(1)
Preuve :
D’apres [Baxter, 1962] et [Berk, 1974], nous avons
Ly 00
0 _ 4N _ 0 AN 0
|-y ]| =>C|a-ay|+ X |4 (5.32)
ou
IA/N [e.e]
S Al —A,ﬂ <K Y |AY (5.33)
k=1 k=Ln+1
Par ailleurs, d’apres le théoreme 6, nous savons que
- C
S o]Ay < " (5.34)
k=Lny+1 (LN)
ainsi _
. K,
HAO AV < 2 (5.35)
N Ll ~
(1)

Ce théoreme signifie que tout vecteur infini avec un nombre limité de termes AiN non nuls
N

tend asymptotiquement vers le vrai vecteur infini A°. Ce théoréme montre que nous pouvons
obtenir la L¥-FTE de v, (#) avec la condition ‘A]LVN‘ — 0.

5.3 LY-FTE du Hessien de ¢;(6)

L’objectif est de trouver la L¥-FTE du Hessien de (). Dérivons 1/ (0) par rapport a 0.

Nous obtenons )
01 (q,0)
[F (q,0)]

A O+ g ©) (5.36)

O 1o
Ul (0) =
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Cette relation étant composée de deux termes, I’étude de la L¥-FTE se fait donc en deux
parties.
Considérons le premier terme a droite de 1’égalité de (5.36). Posons alors

=0F (q,0
M0 = 220 (5:37)

[F (q,0)]

On peut facilement vérifier que
_ g1 _qgp 17T
q q

['(q,0) = |O, 5.38
0.0 = [Oon e e 5:3%)

La fonction de transfert associée ﬁ ou z € C avec 1 < s < p possede p poles simples et

p poles doubles et peut donc s’écrire

—zf — %P8 P A% (2,0)

= =S 2%l (5.39)
[F (z,0)] (27 + fiep 4+ )T o BE(2,0)
avec -
Af (2,0 s s
V@h) _ The y The (5.40)
Bs(z,0) 2—pk (2 —pg)
ou |pg| < 1,Vk. Les (k, s)-résidus de ggizg s’obtiennent par
d 5 A% (2,0)
Fes = 4 — | (2 = pp)? 22 5.41
F {dz [( Pe) Bs (z,0) (541)
2=pk
et ~
i A* (z,0)
2 ’
Frs = |(z—pp)? 2L 5.42
k, [( Pr) B (= 9)] ( )
=Pk
Nous pouvons alors écrire
_z_s ey p
5 = (T’kvspkm + mfmpkm*l) Zi(erl) (543)
[F (2,0))" n;“
Avec le changement de variables [v = m + 1], (5.43) devient
—2° - 0 _—v
BN SV (5.44)
[F (2, 0)) ;
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dans laquelle les coefficients 7575 sont donnés par

p
73,5 = Z (Tk,spkv_l +(v=1) fk7spk”_2)
k=1
Nous obtenons alors .
L(q,0) 0/ (0)=>_ XJpi, (0)
v=1

avec
0 _ 9 9 17
Xv - [OU)Xva,l""yvvp}

Le deuxieme terme a droite de 1'égalité de (5.36) devient

1 0 r - 00 1
— 0) = E Al — 0
F(q,@) ae(pt ( ) kae(pt—k( )

k=0

La (d x d)-matrice, 2o/, (6) est donnée par

0 T Owxw M]?1
. 0) = )
89 gptfki ( ) ( Opx,w M]‘ZQ

avec

- Z A?Ut—Q—k—l - Z Alaut—l—p—k—l
=0 [=0
My, =
7 = 40 = 40
- Z Al Ut—1—w—k—l -+ Z Al Ut—1—w—p—k—I
=0 =0
et - -
S Aokt (0) o D Al (0)
=0 =0
M), =
7 o~ 40 o~ 40
> AGi-1—p-k-t (0) . >0 A1-2p—r—1 (0)
=0 =0
On a alors

1 9 b 9 00
F(q,0) %% (0) =— Z ZAkAl Ri—k—i

k=0 [=0

avec la (d x d)-matrice, RY , , définie par

RY_ i = [Oasxw Vr—1-k—1 (0) ...0t—1_p_s—1 (0)]
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A partir de ces résultats, le Hessien de 'erreur de prédiction devient

o0 © o
DUt 0) = X0, 0) -3 D ALARY, (554
v=1 k=0 1=0

Nous devons maintenant chercher la LY-FTE de (5.54) et donc, dans un premier temps
chercher le ou les ordres larges associés. Comme nous pouvons I’observer, cette expression est
composée de deux termes. Le premier n’est pas fonction des coefficients A%. Nous pouvons
en déduire qu’il existe un autre ordre large, dénoté L} & déterminer. Quant au deuxieme
terme, il fait apparaitre le produit A% A?. La somme peut ainsi étre développée en Lj-termes.
L’ordre large L est directement 1ié aux coefficients 7375. En utilisant la méme approche que
pour les coefficients AY, Pexpression ‘7573‘ présentent des lobes pseudo-périodiques de pseudo-
période donnée par (5.13). Chaque lobe a un maximum donné par ‘fyf}’hs‘ ou v, = % +rL,
rc by = {0, 1,..., R}. L’entier R représente le nombre de lobes significatifs tel que ‘fyf}’hs‘ <T

pour lequel 7 = 0.01. L’enveloppe de ‘fy{fr’s‘ peut étre représentée par la fonction
R T T

gz,s (U) - + 22 + 3 ’U4

, 1<s<p (5.55)
v

+

: : g ATT : [4 TT _
Pour chaque valeur de s, il existe alors un ordre large de ‘fyw ‘, noté L , racine de & (Ls,a) =

7. La résolution de cette équation d’ordre 4 aboutit a

L}y = max (AZ,a, 7;9) (5.56)
avec
T F ! (5.57)
0 % (‘3;9)2_4’3;,9_@5 0 b7 o .
2 1a7,
AT, =F ! (5.58)
! (a;,9)2—45§,9+a;,9 bl '
2 1a7,
ou ag, est la racine de
(az0)" + 247, (alp)" + | (A15)" = 4CT,| (a10)" = (Bry)* =0 (5.59)
pour laquelle
1T 1 =T 2 T B;—a
5,0 — 5 [(as,ﬂ) + As,ﬂ - @;:] (560)
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. 1, . \2 - B;a
G0 =5 [(asﬁ) + Ay + i, (5.61)
_ N
T /32678 3 ﬁg75
Alo = 3 “s\m. (5.62)
4,s 4,s
_ 3 _ _
T — 1 ?g,s o 1/63978620,8 + 6719,3 (5 63)
S,e 8 255 2 (5278)2 /6273
! N ANRENCANELE
Chr=—= || +=32|2| -+ (5.64)
256 4,s 16 4,s 4,s 4 (ﬁis) ﬁ4,s
L’ordre large L] est donné par
Ly =max (L7, ..., L] ) (5.65)

Les figures 5.2 montrent deux exemples de coefficients 'yg,s, "yg,s‘ ainsi que la fonction en-
veloppe EZS (v) pour s = 1. Les modeles estimés sont les mémes que ceux présentés pour le
gradient. Pour le premier, la pseudo-période est égale a 9, le nombre de lobes significatifs
vaut 24 et Pordre large L] = 238. Pour le deuxieme, la pseudo-période ne change pas, mais
le nombre de lobes passe a 42 et 'ordre large est égal a 440. Ceci montre une nouvelle fois
les conséquences sur la longueur de la linéarisation pour un taux de contamination différent.
Cela peut paraitre excessif, mais soulignons que les données du processus sont fortement
contaminées, créant ainsi des outliers d’innovation de valeurs significatives avec des occu-
rences régulieres. Si le codt de cette linéarisation par L} et L} accroit la charge des calculs,
la diminution de ces deux valeurs peut s’effectuer en augmentant le seuil 7. Une autre fagon
de diminuer ces valeurs serait, selon une hypothese, de fortement robustifier ’estimation. Ce

point reste encore a éclaircir et demande des investigations supplémentaires.

Enoncons le théoreme de la LY-FTE du Hessien.

Théoreme 8 Considérons les deuz ordres larges donnés respectivement par (5.21) et (5.65),

c? Cy c!
S ﬁe e 1 + 2 + 3 ) (566)
I ((L5)2 (Lp)*  (Lp)’
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M- est|mat|on Outl|ers Observatlon 5% k =0.05 M-estimation: Outhers Observation 10%, k=0.05
1.5

Lobes pseudo-périodiques

Enveloppe

| ” Ty —

(i

u H'm\ HVHV!V!V! il

-0.5

Coefficients de Taylor du Hessien

Coefficients de Taylor Coefficients de Taylor

Coefficients de Taylor du Hessien

0 50 100 v 150 200 250 0 50 100 150 v 200 250 300 350
F1G. 5.2 - (gauche) : Coefficients ~{ ,, ‘7571‘ et &, (v) en fonction de v pour un modele
estimé OE(11,5) avec une constante d’accord k£ = 0.05. Le taux de contamination en outliers
d’observation est de 5%. La pseudo-période est £ = 9, le nombre de lobes significatifs est
R = 24 et l'ordre large vaut Lj = 238. (droite) : Coefficients ] |,

de v pour un modele estimé OE(11,5) avec une constante d’accord k& = 0.05. Le taux de

71| et &, (v) en fonction
contamination en outliers d’observation est de 10%. Une nouvelle fois, 'estimateur est plus

perturbé, modifiant certains résultats. La pseudo-période reste égale a 9, mais le nombre de

lobes significatifs passe a 42 et l'ordre large vaut 440.
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Preuve :

A partir de (5.54), nous avons

Lg Ly Lg
B
%I/JZ (0) = Z 0Pl ZZAGAGRt k—l
v=1 k=0 =0
+ Z X0l 22 Z AVAIRY ,  — Z Z AVAIRY (5.67)
= LT+1 k=0 [= LT+1 k= LT—Hl LT+1

Désignons la L“-FTE du Hessien par

E" Ly Ly

%I/)SE’L)T (9) = Z (,0t v ZZAGAaRt k=l (568)

v=1 k=0 [=0

Il vient que

0 0 (L, i
sup —th (0) — —?/)t(L 2 (0) < sup Zf’L + sup Tf’L (5.69)
1|08 00 L ¢ ¢
avec .
20t = > | Xiel, )], (5.70)
v=L7+1
et

Ly oo 0o 00
1003 3 IR S S IR, 6

k=0 I=Lj+1 k=L3+11=Lj+1
En supposant Y’ = sup||¢; (0)]| et sachant que ‘EZS (v) 54 2| — 0, alors
!
_ OO p
sup Z" < v Z Z & (v) (5.72)
t v=L7+1 1=1
o 4 P
I est facile de vérifier que Y & < =— et en posant C{ = ”—8 Z 1., nous obtenons
I=Lj+1 (Le) i=1
_ Yecﬂ
sup 7, < —% (5.73)
: (£5)
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: : 0,L 0,1 : s 0,L
Soient respectivement 177, et Ty les premier et deuxieme termes de T;”. Supposons
la matrice R?Y bornée par le fait que celle-ci est composée des régresseurs ¢, (/) qui sont

eux-memes bornés. Posons alors sup HRf = p’. Par ailleurs, il est facile de vérifier que

I,

Ly ,
1%2 <& <1+W) et Z 1 < 55 (1—1— ik > Nous obtenons
k=1 6 6
Aaca
sup T (LT) (5.74)
avec C§ = B9~ s (% Z—;),
P
sup T (Lf) (5.75)
2
ou c§ =158 (%)
En conséquence
cY co c?
sup 700 4 sup 1oL < pP ((LT)z + (LTQ)Q + (L3)4> (5.76)
0 0

Ce qui prouve le théoreme.
Il nous reste maintenant, a partir des L“-F'TE établies précédemment, a déterminer celles du
gradient et du Hessien du PREC.

5.4 LY-FTE du gradient et du Hessien du PREC

Rappelons que le gradient est donné par

N
1
=5 > Wy, (50) (5.77)
t=1
On peut alors déduire la L¥-FTE de ¥ comme

Wiy (£50) = =ty 4 (0) €00,0(0) — 1y, 4 (0) 50,,(0) (5.78)

C’est a dire, en utilisant (5.28)
\PRET) ZM Jtm (5.79)

m 1/2,1/1
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avec
Tyl (0) = J" (0) + 1, (0) (5.80)
pour lesquels
Jli’zm (9) = iyt (9) Pro,t—m (0) (581)
T (0) = 050, (0) Pur-m (6) (5.82)

La L*-FTE du gradient du PREC devient alors

N Lj

W) =~ 3030 AL, 6) (5.5

t=1 m=0

Celle du Hessien s'écrit WiEE () = wizbL (9) + wabL (), avec

LT LT LT
ekl g) iZX%m ROEC ENIZZAQAQPQMZ (5.84)
t=1 v=1 t=1 k=0 [=0
et
) Lg N L Lj
Wt (0) = %ZZX”%J o (0) S0t ( ZZZA(’A(’ v i—k—tSu,t (0) (5.85)
t=1 v=1 t=1 k=0 [=0

PI/z thil = Rze/g,tfkflglfzat (0) + Doy t—m (0) 903277:4 (0) et Rgg,tfkfl = Rgfkfl sit—k—1€w(0),
R?/ht*k*l _— R?ﬁk‘*l Sl t - k - l E 1/1 (0)

5.5 Le probleme de la distribution asymptotique dans

’approche I étendu

Dans le chapitre 2, nous avons vu que pour un faible niveau de contamination w dans le

modele de déviation distributionnelle donné par
Ps (w)={F|IF=(1-w)®+wH} (5.86)
ol ® est la distribution normale et pour un M-estimateur de Huber Fisher-consistant, alors
L (JN (éfvf . e(F))) S N(0,C (w, 0 (F))) (5.87)
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Pour maximiser la matrice asymptotique de variance/covariance C (w, 6 (F)), il existe une
distribution ' € Py (w) dont la densité correspondante f est liée & la p,-norme de Huber.

Cette borne supérieure s’écrit

sup C(w,0(F))=C (w,e (F)) =1, (F)1 (5.88)

FePg(w)

ou I, (F) est la matrice d’information de Fisher. Considérer w faible, c’est choisir une

constante d’accord k£ € [1,2], donc un facteur d’échelle dans l'intervalle de bruit classique
[0,20]. Dans ce cas précis, la relation (5.87) est vérifiée et la distribution asymptotique est
une loi normale N.

Cette approche infinitésimale a été largement traitée dans la littérature. Cela signifie
que meme en présence d’outliers dans les résidus, le modele de distribution asymptotique
reste gaussien. Le probléeme est beaucoup moins trivial lorsque la constante d’accord sort
de ce classique intervalle de bruit. Rappelons qu’a l'origine, ’extension de cet intervalle
vers les petites valeurs se justifie par les trés mauvais résultats de I'identification d’un ac-
tionneur piezoélectrique, lorsque &k € [1,2]. En effet, le signal des micro-déplacements (voir
figure 6.1 (droite) chapitre 6), fourni par les gauges de déformation, ne fait pas clairement ap-
paraitre des outliers d’observation. Ce constat se référe aux remarques mentionnées par Huber
[Huber et Ronchetti, 2009] (chapitre 1 pp. 4-7), ou il semble parfois difficile de détecter par
quelques moyens que se soit ces données atypiques. Pourtant, ces outliers d’observation non
visibles et non détectables, ont engendré des outliers d’innovation, faisant échoué les méthodes
classiques d’estimation, telles que les méthodes LSE, 30-RFC et méme la M-estimation de
Huber avec k& € [1,2]. La non trivialité du probleme est illustrée par la FDP des erreurs de
prédiction de deux modeles OE(12,9) (figure 5.3) (gauche) et OE(12,12) (figure 5.3) (droite),
respectivement pour k£ = 0.0625 et k = 0.0875. Ces FDP présentent a priori, des propriétés
de densités bimodales, signifiant une forte contamination des résidus estimés ainsi qu’une
forte déviation distributionnelle du GEM, c’est-a-dire avec w > 0.1 correspondant ainsi a
k < 0.1. Une remarque de Huber et Ronchetti dans [Huber et Ronchetti, 2009] (chapitre 4
p. 95) peut nous aider. Elle se réfere a 'exemple 4.2 de ce méme chapitre (p. 83). Dans
celui-ci, ils considérent le GEM donné par (5.86) et précisent que la distribution F' contenue

dans le GEM, minimisant 'information de Fisher a pour FDP

l—w =

f(X)= e 2 (5.89)

oV 2w
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avec,

n|X| =% si|X|[>n

X? ;
S si|X| <
pn(X):{ 2 , ST (5.90)

M-estimation: k = 0.0625
70 T

M-estimation: k = 0.0875
70 T

60 60
50+ 50k
40 40+
30+ 30t

20 20

Fonction Densité de Probabilité
Fonction Densité de Probabilité

10 101

0 A Il A i ITVIT Il A '] Il AL A A_AA ) i L. vl Il A A A
-50 0 50 —050 0 50
Résidus M—estimation Résidus M-estimation

F1a. 5.3 — (gauche) : Fonction de densité de probabilité des résidus M-estimés sur un systeme
piézoélectrique pour une constante d’accord £ = 0.0625. Le modele paramétrique estimé
est un OE(12,9). Cette figure fait clairement apparaitre une densité bimodale. (droite) :
Fonction de densité de probabilité des résidus M-estimés sur un systeme piézoélectrique pour
une constante d’accord k = 0.0875. Le modele paramétrique estimé est un OE(12,12). La

bimodalité de la densité apparait de nouveau.

Ils considerent le cas ou le niveau de contamination w tend vers 1, donnant une constante
d’accord proche de 0, d’apres la relation 2@ —2® (—k) = 72=. Il s’ensuit que f(X) =0,
signifiant qu’il n’y a pas de distribution limite propre. Mais, le M-estimé efficient asymptoti-
quement pour F, tend vers une distribution limite non triviale, correspondant & un estimateur
LSAD. Les auteurs précisent aussi qu’il pourrait étre présomptueux de désigner la médiane
comme l'estimateur le plus robuste. Cependant, ils soulignent que sa plus importante contri-
bution concerne la minimisation du biais marimum de [’estimateur.

Nous voyons que le probleme n’est pas simple, car, dans ’exemple du processus piézoélectrique,
la non-trivialité de la FDP se traduit vers une FDP aux propriétés bimodales et non pas vers

une FDP aux propriétés laplaciennes. Que faut-il conclure de ces constats et remarques ?
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On ne peut bien évidemment pas remettre en question le théoreme central limite, mais il
n’est appliquable que pour de faibles valeurs de w. Dans le cas contraire, c’est a dire celui
qui fait Pobjet de notre étude, ot Z' est étendu vers les petites valeurs, la loi de distribution
asymptotique de v N (éﬁ — 00) ou b, est désignée par L%, de moyenne nulle et de matrice

de variance/covariance asymptotique C (w, 6y). On peut alors s’écrire
F /ﬁ“g (0}3) (5.91)

Nous dirons alors que toute sva de la forme N (éﬁ — 00), a pour loi de distribution
asymptotique

VN (éﬁ - 90) € AsLe (5.92)

vérifiant la condition
L5 — N, quand w — 0 (5.93)

La loi de distribution asymptotique normale pour des faibles niveaux de contamination,
w < 0.1 correspondant a £ > 1, traduit le fait que pour une infinité de résidus, méme en
présence d’outliers d’innovation, la distribution de ces résidus est asymptotiquement normale.
L’estimation robuste effectuée est majoritairement Lo et tres peu Lp. Cela reste vrai unique-
ment lorsque les outliers d’innovation sont peu nombreux et avec des amplitudes faibles.
L’estimation est alors faiblement perturbée et évite les points de cassure et de levage. Dans
le cas contraire, I’estimation robuste n’est plus majoritairement Ly et la contribution L
n’est plus négligeable, méme en présence d’une infinité de résidus. La loi de distribution

asymptotique, donnée par L%, présentent alors des propriétés non triviales.

5.6 Matrice de variance-covariance asymptotique du

M-estimateur de Huber

L’objectif est de donner une formulation de la matrice de variance/covariance asymp-
totique C (w,0) pour ensuite déduire celle de 0¥. Pour déterminer C (w,0,), nous devons
d’abord exprimer la @M-matrice dénotée QM (w, 0y, Lo) et le Hessien limite W (w, 6y, Lo) =

lim ExWy (6), dans lesquelles Lg est 1’ordre large donné par Ly = lim L7,.
N—o0 Nooo Oy

80



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L’ESTIMATEUR ROBUSTE :
DEVELOPPEMENT DE ’APPROCHE L“-FTE

5.6.1 Expression de la Q*-matrice et du Hessien limite

Rappelons que le M-estimateur de Huber éﬁ est donné par

0™ = arg min Wy (0) (5.94)

0€ D pq

avec pour critere d’estimation robuste

612/27t(9) _ 77812/1 7t(g)

n N
Sy 2l = =) (5.95)

t=1 t=1

NE

Wi (0) = %

Puisque le M-estimateur minimise le gradient de Wy (6) par rapport a 6, il en résulte que
Wi (0%) =0 (5.96)

Supposons maintenant que le sous-ensemble D¢ dans lequel le M-estimateur éﬁ converge,
consiste en un seul point fy. Un développement en série de Taylor de W (#) autour de 6,
mene a

O — 0y = —Wy (&x) ' Wy (60) (5.97)

avec &y € R? tel que 6, < &y < éﬁ Dans le chapitre 4, le théoreme 5 montre la

convergence uniforme en # du PREC dans un sous-ensemble compact D, c’est a dire
sup ||Wy (6) — W (0)]| 2% 0. Par des arguments analogues, il devrait étre possible de montrer
€D

. . N . =_n
la convergence uniforme du Hessien, c’est-a-dire sup ||[Wy (§) — W

(w,9)|| 2% 0. Sachant
f€ Dy

que 0% % 0y p.s., alors
Wy (Ex) = W (w,6)), a.p.1 quand N — oo (5.98)

o W' (w,6) = ]\}im ErWy (6p). En supposant la matrice W" (w, ) inversible, pour N
—00

suffisamment grand, nous avons
0% — 0y = —W" (w,00) " Wy (6o) (5.99)

Il est facile de montrer que la matrice de variance/covariance asymptotique de v N (éﬁ — 90)

est donnée par

C(w,aﬁ::IV”@%HQ‘I(&E&£VEhWV}(HQIV}(9@T)lﬁ"@%ew‘l (5.100)
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dans laquelle la QM -matrice s’écrit

QM (w, 8,) = lim NEpWy (80) Wy (6)" (5.101)
—00
c’est a dire
QM (w, ) )= lim —E E EpUyy (2:60) U (€5 6) (5.102)
-0 N
t=1 u=1

Lexpression (5.102), ne fait a priori, aucune distinction sur la nature de la régression, tant

que la U-fonction est exprimée avec v, (0). Si cela reste vérifié, alors

(5.103)

v (60) = Ot pour une structure de modele linéaire
P ¢l (6) pour une structure de modele pseudolinéaire

Pour une structure de modele linéaire, ’ordre large L est nul et le régresseur est indépendant
de 6. Cela signifie que 'approche L“ peut étre étendue aux modeles linéaires (ML) comme

un cas particulier, avec la condition

Ly =
ML e {0 =0 . (5.104)
be (0) = ¥ (0) = i
et dans le cas de modeles pseudolinéaires (MPL)
Ly #0
MPL «— Ly (5.105)

v (0) =0 (6) = 3 Al (6)

Cette approche généralise le contexte LY, ou la distinction entre les structures ne se fait
finalement que sur la valeur de 'ordre large L et le régresseur.
Ainsi, & partir de la L“-FTE de la ¥-fonction donnée par (5.78), la QY -matrice s’écrit alors
pour les ML et MPL

N N
1
QM (w, 0y, Lo) :]&%ONZZEF\IQL’” (5;00) UL, (£500)" (5.106)

t=1 u=1

Dans le but de déterminer cette derniere expression de maniere plus explicite, simpli-

fions certaines quantités : Ly = Lo, A% = AY g, ,(00) = €0, su,4(0h) = s0 , et
Ouit—m(0o) = gpgi,t_m, ¢ = 1,2. Nous supposons que 6327,5 and gpgz,t_m sont des variables

aléatoires indépendantes pour tout m € [0, Ly]. Ceci est d’abord vérifié pour un ML ou le
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régresseur ¢, n’est fonction que des entrée/sortie u;_;/y;—; (i > 0, j > 0), ensuite pour un
MPL ot le régresseur ¢f dépend de us_g, g7 ; (i > 0, j > 0) dans le cas d'un modele OE et
de wi_i, yr—j, €y 4 (i >0, 5 >0, k > 0) dans le cas d’'un modele ARMAX.

L’espérance mathématique Er de la matrice Wy, (¢;60) Vo, (¢; 90)T contient quatre expres-
sions
Lo Lo
0 A0 0 0 0 0 T
Z Z AmAnEFgl/27tgl/27uEF(101/27157771()01/271177% (5107)
m=0 n=0
Lo Lo
T
772 Z Z ATOTLA?’LEFSS1,tsgl,uEnggl,t—mgpgl,u—n (5]‘08)
m=0 n=0
Lo Lo
T
n Z Z A?nAgEF622,t821,uEFgOthfmgpgl U—" (5109)
m=0 n=0
et
Lo Lo
0 A0 0 0 0 0 T
n Z Z AmAnEFguz,usl/l,tEF(pl/l ,t—mgpuz,u—n (5110)
m=0 n=0

0
va,t

0

vt Sont des variables aléatoires indépendantes,
2

Pour (5.107), parce que €5, , %3 €5, , ol e
0

vou 0 pour £ # u. Dans le cas ou t = u, nous avons

0
alors Ere,, ;&

n
2 1—w -2

2

= £“e2? de 5111

oN 2T ( )
-

Er (20,.0)

Avec le changement de variables X = = et sachant que Ay = o2, il vient que

k
2/\0 (]_ — w) —x2
Br(L,,)" = 7/)(26 > dX (5.112)
V2

m 0

Une simple intégration par parties montre que

/X2e§2dX = %\/ﬁ — V21 ® (—k) — k27 (k) (5.113)

0

Nous obtenons
Er(e2)° = Ao (1= w) [1 = 2ke (k) — 20 (—k)] (5.114)
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A partir de la relation entre le niveau de contamination w et la constante d’accord k donnée

par 2@ —2® (—k) = %=, nous écrivons
B (s5,,)" = A1 — A(W)] (5.115)
avec
1+ £

Aw)=2(1-w)

? o (k),Aw)el0 1] (5.116)

L’expression (5.115) n’est autre que la variance des résidus dans I’ensemble v, et il semble
normal de n’avoir qu’une fraction de la variance \q. L’erreur faite sur celle-ci est caractérisée
par la fonction A (w). Lorsque la présence d’outliers d’innovation est faible, cela correspond
a w faible. Nous retrouvons alors le résultat classique ou

Er(s2,,)° = Eo ()" = Eg ()" = Ao (5.117)

va,t

Dans toute la suite, nous poserons
Aw) =X (1= A(w)) (5.118)

Pour I'expression (5.108), parce que sgl,t sont des variables aléatoires indépendantes, alors

Eps,, ;59 ,=0sit#u. Dans le cas ol t = u, nous obtenons
2(1 ST
—w)er [ ke
Er(s2,)" = 20 zwjer [ o=y (5.119)
’ oV2rm
n

Avec le changement de variables X = £, il vient immédiatement que

2(1—w
Ep (s0,,)" = 20 =) - )so(k) (5.120)
et
TIQEF (SO

0 ) =200 (1 —w) ko (k) = MoB (W) = p(w) (5.121)
ou B(w)=2(1—w)kep (k).

Quant aux quantités (5.109) et (5.110), celles-ci sont nulles puisque 7, , et s, , sont des

SU

variables aléatoires indépendantes, prenant leurs valeurs a des index temporels dans deux

ensembles différents 5 et vy, respectivement. En conséquence, la QM-matrice s’écrit
QM (w, 09, Lo) = A (w) RE (w, 00) + 11 (w) RL (w, 6p) (5.122)
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avec
Lo Lo

RE (w,00) = Y N AL ACErt, b, i=1,2 (5.123)

m=0 n=0

Le Hessien limite est issu des expressions (5.84) et (5.85). On obtient alors

Lo Lo
Weloso (4 g) ZX Ergl, oy Bredy, + 3.3 AMAVERPS,, (5.124)
k=0 [=0
L L
T IIU1,L0,L0 _ XO 0 - ° AOAOE 0 E 0
w WZ v Pt V1,t+nzz k4 F,R’Vl,tfkfl FSy (5125)
k=0 [=0

Sachant que Epe), 25 Epe,, L Eped BY 0 et Eps® 23 Fps? 25 0, les expressions (5.124)

et (5.125) deviennent

v1,t

0 0
Wﬂuz,Lo,Lo (w7 00) = Z Z AgA?EFQOBZ,t—m(pg%t—nT (5.126)
k=0 =0
et
WIIV?7L07LO (w’ 00) =0 (5127)

Le Hessien limite est donnée par
W' (w, 00, L) = RE (w, 0) (5.128)

Dans l'approche L, la matrice C (w, 6y) de la distribution asymptotique L£%, devient alors

C (w, by, Lo) et prend la forme suivante

CM (w, 0y, Lo) = A (w) [RE (w,00) " + Syp (w,6p)] (5.129)
avec
S (w,0)) = R (w) RE (w, 0p) " RE® (w, 6p) RE (w,8p) (5.130)
expression dans laquelle, R (w) = fg’a).

Remarques :

La matrice S]f/[o (w, ) fait clairement apparaitre la mixité de la p,-norme. En effet, dans le cas
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N

R . . , , . y . 5. . 1 1
ol les résidus estimés présentent une densité d’outliers d’innovation 0%} (0) = + >_ [€,,,:(0)]
=1

relativement faible, se traduisant par card [y (0)] — 0, RL (w, 0y) tend vers la matrice nulle
et le niveau de contamination w tend vers zéro. Nous retrouvons la relation (3.45) du contexte

des moindres carrés ou A (w) — Ag et
RL? (w,00) = Eatpy (00) ¥/ (o) (5.131)

Soulignons qu’avec la définition de la densité des outliers d’innovation, le critere d’estimation

robuste s’écrit
N

Wxl8) = g 3 (4a(6) — 753,(6)) + 5% (6) (5.132)

De (5.132), nous pouvons faire deux constatations. Premierement, le PREC est proportionnel
a la densité des outliers, dont 1 s’en trouve étre son coefficient. Deuxiemement, ce critere est

1

N
. ,
composé d'un terme borné 55 (6

2

2.(0) —n?s2 (0)) et d'un terme qui I'est moins. I1 est

facile de montrer que

sup (W (0)] <7 + 175up ox ()] (5.133)

Pour 7 fixé, impliquant & une certaine densité 05 (6), si @ € D, alors, la borne supérieure
du PREC est seulement proportionnelle au maximum de la densité. C’est donc elle qui des-

cide de la valeur maximale du PREC.

Il reste a déduire de (5.129) la L¥-matrice de variance/covariance asymptotique du M-

estimateur de Huber. Celle-ci est donnée par
~1 L
ov @5) N A (W) [RE (w,60) " + 83f (w, 00)]
UJ,L() N

Il est cependant pertinent de fournir une expression calculable de (5.134), lorsque I'utilisateur

(5.134)

possede N points de mesures et un estimateur 04. Ainsi

() [y (w08) " Sl (w08
cov (éﬁ)w,m: v <w sz oo (w N) (5.135)

peut étre considéré comme un estimé de (5.134), avec
. 1 — AW) o= s
Av (W) = ——— ; £ (0N) (5.136)
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un estimé de A (w) et Ly un estimé de l’ordre large Ly, donné par

. 1 AP o1t
Ly =F |\ 5 (\/(ﬂl ) +48 7+ 6, ) (5.137)

5.7 Conclusion

Ce chapitre a présenté une nouvelle approche pour déterminer les ordres larges des ap-
proximations linéaires du gradient et du Hessien de l'erreur de prédiction. Ceci pour en
déduire la U-fonction, le gradient et le Hessien du PREC. Nous avons aussi souligné la dif-
ficulté d’entrevoir une solution concernant la distribution asymptotique de v/ N (éﬁ — 90)
lorsque les erreurs de prédiction présentent une densité d’outliers d’innovation relativement
importante. Par ailleurs, nous savons que cette densité varie en fonction du seuil n imposé
par la constante d’accord k. L’intéret de descendre k est de traiter le plus rapidement pos-
sible, I'effet impulsionnel de 'outlier survenant dans les résidus, pour contraindre les suivants
a ne rester que dans l'intervalle [—n, 7], c’est a dire, a n’étre traités que par la norme L.
Cependant, comme nous 'avons illustré avec ’exemple de I'identification, le probleme n’est
pas simple. Bien que cela soit un cas particulier, il est nécessaire de se poser la question
de savoir ce qu’advient la distribution des résidus contenant des outliers a répétition, sa-
chant qu’il est inconcevable de les détecter et de les filtrer par un quelconque filtre nettoyeur,
dont la conséquence est de supprimer des informations sur la dynamique du modele. Par
conséquent, il est important de mettre 1’accent sur ce probleme, en proposant une loi de
distribution asymptotique non triviale, inconnue, £%, de moyenne nulle et de matrice de
variance/covariance cov (éﬁ) L tenant compte du niveau de contamination du GEM.
Notons enfin que la matrice dew 7V?iriance/ covariance asymptotique est indispensable sous plu-
sieurs raisons. Premierement, elle sert d’indicateur dans la phase de I’estimation quant a
la dispersion des parametres des modeles estimés, et deuxiemement, elle est nécessaire a la
détermination du critere RFPE.

Le chapitre suivant étudiera les limites de ’estimateur robuste a travers les conséquences des

points de levage dans une structure de modele pseudolinéaire OE dans I’approche L*.
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Chapitre 6

Limites de I’estimateur robuste :
réduction de la sensibilité du biais du
M-estimateur de Huber aux points de

levage

Ce chapitre commence par ’analyse de la propagation des outliers dans les régressions des
modeles ARX et OE. L’idée est de faire une étude comparative modeles linéaires/modeles
pseudolinéaires. Comme une conséquence de cette propagation, le délicat probleme du trai-
tement des points de levage, relatif a la structure de modele pseudolinéaire OE est abordé.
Nous allons effectivement montrer que la réduction de la constante d’accord k£ dans la norme
de Huber, réduit sensiblement le biais de I’estimateur, lorsque survient de tels points. Pour
cela, nous proposons une loi qui facilite le choix de la norme de Huber, comme une solu-
tion au probléme de ces points. Des simulations de types Monte Carlo ont été conduites sur
un processus simulé OE(11,5) pour mettre en application ce cadre formel. En plus du biais
comme indicateur de la robustesse, nous proposons d’analyser la justesse du modele (model

fit) ainsi que le comportement de la contribution L;. Les résultats sont présentés et discutés.
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6.1 Analyse de la propagation des outliers dans les
régressions ARX et OE.

Nous avons vu dans le chapitre 4 que les convergences du PREC et de I'estimateur robuste
ne peuvent étre satisfaites que par un choix convenable de l'intervalle de bruit ZF. Pour
I’'utilisateur, le choix de k reste une tache délicate. Il est important de montrer que celui-ci
dépend de la structure de modele avec laquelle doit étre effectuée I'estimation robuste. Une
valeur bien choisie devrait rapidement réduire 'effet impulsionnel de I'outlier d’innovation
ainsi que sa propagation dans les erreurs de prédiction et dans le régresseur. Le role essentiel
de la norme L; est de permettre un traitement rapide de ces outliers en atténuant leurs effets
négatifs sur 'estimateur, et de rendre les résidus suivants plus petits, dans le but d’étre traités
avantageusement par la norme L,. Cette notion de propagation demeure fondamentale, car
ses conséquences directes ou indirectes décident de la convergence de 'estimateur robuste,
et ses effets dépendent de la nature méme de la régression. Dans le cas extréme des points
de levage, ces derniers ont une haute influence de position dans I’espace facteur £, défini

comme l'espace de dimension d lié a la matrice de régression donnée par

L (0) = [p1 (0) ...om (0)] (6.1)

ol ¢y (0) est le régresseur du modele de prédiction. Etudions maintenant la propagation des
outliers dans les deux types de régression.

Dans le cas des modeles linéaires, le régresseur étant indépendant de 6, il n’y a pas de
point de levage, puisque le vecteur ne dépend pas des innovations. Le cas particulier de la
structure de modele ARX illustre ce propos. En effet, son régresseur ne dépend que des

mesures entrée/sortie (u;/y;) du processus et est défini par

gpt = [_ytfl"' — ytfp 'U/tfl...'U/tfw]T (62)

Pour ce type de modele, les erreurs de prédiction sont données par

er(0) = A(q,0) ye — B (q,0) wy (6.3)

Considérons maintenant n outliers d’observation (QZ arrivant aux dates 5 dans la

)1gi§n
série temporelle y; du processus. Le principe est de distinguer les mesures dites ”typiques”,

notées y?, ot 2 est 'ensemble des index temporels de ces mesures, de celles dites " atypiques”,
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c’est a dire les outliers d’observation. Le signal de sortie peut alors s’écrire

Yt :y?—f‘ Z Qkét,k (64)

keow,

ol ¢w, est I’ensemble des fenélres Q-temporelles des outliers d’observation, tels que QUqﬁWy =
N.
En insérant (6.4) dans (6.3), Uerreur de prédiction donnée par (4.47) devient

p w
Euna () =4 + > amy = > by (6.5)
m=1 m=1

et
p
et (0)= D Mbie+ D D am Qb mp (6.6)
kEdw, kg, m=1

pour lesquelles al et b2 sont les parametres au sens de Huber du modele.
Les relations (6.5) et (6.6) montrent clairement la causalité des outliers d’innovation & travers
la structure du modele. Chaque outlier d’observation ; provoque des outliers d’innovation
Q. (0), tels que |Q (0)] > n. Par (4.49), nous avons

p
Z Qk (0) 5t,k = Z Qkét,k + Z Zaﬁ@két,m,k (67)

kevi(0) k‘Ed)Wy k€¢v[/y m=1

De cette égalité, on peut déduire deux caractéristiques importantes des outliers d’innovation :
— leurs amplitudes Q ().
— leur nombre, donné par le cardinal de I’ensemble d’index 1.
Pour cette derniere caractéristique, plagons-nous dans le cas le plus défavorable ou deux out-
liers d’observation €, et Qkﬂ apparaissent aux index temporels g et Lo respectivement.
Nous disons que la propagation des outliers d’innovation dépend de la comparaison entre
Pécart Ay, = tae., —ta,. 1 <k <n—1etlenombre p de parametres du polynome Alq,0).

Ainsi, pour s variant de 0 & p + 1, le cardinal de v; (#) est donné par

card [Lnj {ta, + s}] si A <p
i—1
(p+ 1) card [pw,]  si Ay >p

card vy (8)] = (6.8)

Dans le cas particulier ot il n’y a qu’un seul outlier €, écart A, est alors négatif et le

cardinal de vy (#) vérifie la premiere condition de (6.8).
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La relation (6.8) montre bien qu’une succession d’outliers Q) contribue & entretenir la propa-
gation des outliers {2, dans les erreurs de prédiction. Nous voyons par ailleurs que la limitation
du nombre p de parametres du polynéme monique A (g, #) implique la limitation de la pro-
pagation des outliers d’innovation.

La propagation des outliers se retrouve aussi dans 1’évolution du régresseur ¢; du modele de

prédiction. Si qﬁ%z est le i-ieme ensemble des fenétres p-temporelles des outliers d’observation

~ . n .

(); défini par gf)(&’ = {tﬁi + 1, .1, +p} et QSIC,"VW = 'U1 gb%) I’ensemble global de ces fenétres,
P

alors le nombre d’outliers présents dans le régresseu; par effet de propagation est donné par

n—1 n—1
card [QSIC/;VW] =p+ Z kla,>p + Z Apla,<p (6.9)
k=1 k=1

ou 1, est 'opérateur unité tel que 1, = 1 si la condition x est vraie et 0 sinon.

Ces résultats montrent que pour cette structure de modele paramétrique, ’absence de suc-
cessions d’outliers d’observation limite la propagation d’outliers d’innovation. Celle-ci sera
d’autant plus limitée que le cardinal de v (f) sera réduit. Cette réduction peut se réaliser
pour des valeurs de la constante d’accord k choisie dans un certain intervalle Z} standard,
”passe-partout”, donné par Z¥ = [1,2]. Par exemple, Chang dans [Chang et Guo, 2004]
choisi k = 1.5, Maronna dans [Maronna et al, 2006](chapitre 3 p. 61) choisi £ = 1.37 ou bien
Sen Roy dans [Sen Roy et Guria, 2009] prend la valeur & = 1.57. Ces valeurs se justifient
par la caractere limité de 'effet de propagation pour ce type de modele. Cet effet est réduit
si le nombre d’outliers d’observation ’est aussi et si 'amplitude de chacun d’eux est faible.
C’est, effectivement le cas des études citées ci-dessus.

Précisons que le choix de k peut étre vu comme un compromsis entre robustesse et efficacité
d’un estimateur : "Plus de robustesse si k est petit et plus d’efficacité si k est grand.”, dit
E.M. Ronchetti. Ce méme auteur rajoute que, pour une application donnée, si I'efficacité
n’est pas un probleme central, alors, on peut choisir de tres petites valeurs de k£ pour obtenir
plus de robustesse. L’automaticien retrouvera le classique compromis robustesse /performance
pour le controle, mais cette fois au niveau de 'estimateur pour I'identification. Le choix de
k = 1.345 est déterminée en exigeant que 'efficacité soit de 95%, impliquant une ” prime d’as-
surance d’efficacité” de 5% contre les déviations distributionnelles du modele. En conclusion,
pour cette structure de modele paramétrique, l'intervalle de bruit ZF = [1,2] correspond a
une estimation pour laquelle, le nombre, synonyme de densité, et 'amplitude des outliers
d’innovation sont restreints, menant a un estimateur robuste et efficace.

Dans le cas contraire ou la densité et/ou le niveau est plus importante, pour ce type de
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régression et dans l'approche erreur de prédiction, 'intervalle pourra étre étendu vers les
basses valeurs, c’est a dire Z}' = [0.5,2]. Voir chapitre 8 quant & I'utilisation de cet intervalle

de bruit pour l'identification de processus réels.

Dans le cas des modeles pseudolinéaires, le régresseur dépendant de €, un risque de points

de levage subsiste. Pour une structure de modele OFE, le vecteur régresseur est donné par

00 (8) = [ue 1oty —Tp 1 (B) =Gy, ()] (6.10)

dans lequel, le modele de prédiction retardé s fois (1 < s < p), est donné par ¢;_s (0) =

oI . (0) 0. Nous pouvons alors déduire 'expression suivante

Z)t (0) = blut,1 + ...+ bwut,w — flgtfl (9) — .. fpgtfp (0) (611)

Ce mécanisme interne de boucle de retour provoque un phénomene de propagation d’out-
liers dans ce vecteur, et donc 'occurrence de points de levage. En s’appuyant sur le méme
raisonnement que pour celui des modeles linéaires, supposons que la sortie ¥, soit donnée par

(6.4), alors, les erreurs de prédiction s’écrivent

e (0) =yl + Y by — F(q,0)"" B(q.0) w (6.12)

k€pw,

Considérons la fonction de transfert £ (g,0) " stable pour tout 8 € D,,. Un développement
en série de Taylor en zéro conduit a F (¢,0) " = 3. A (8) ¢ ™, ot A,, (8) sont les coefficients
m>0

de Taylor tels que A () = 1. Les résidus deviennent alors

e (0) =y + Z ki — Z ZAm (0) bty (6.13)

kEdw, m>0 i=1

A la différence de (6.5) et (6.6) qui sont des sommes finies, ’expression (6.13) est une somme
infinie, liée & la nature nonlinéaire du régresseur. L’aspect infini de (6.13) et le mécanisme de
récurcivité de (6.11) complique fortement I’analyse du phénomene de propagation des out-
liers. Afin de mieux comprendre ce mécanisme de cause & effet Outliers d’observation Q,, =
Outliers d’innovation Q (0), du a la boucle interne de contre-réaction, la figure 6.1 (gauche)
illustre le phénomene. Elle montre également la boucle de calcul des innovations. Les erreurs
de prédiction arrivent séquentiellement dans le PREC, dont la minimisation fournie un estimé

qui est lui-méme réinjecté dans le modele de prédiction. La figure 6.1 (gauche) fait apparaitre
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Outliers Outliers
ld‘observnlion d'innovation

Processus

¥y € (6)
s ©

Micro déplacements

ng'n PREC -

-15
0

100 200 300 400 500
Indice temporel

Modeéle de prédiction

Fia. 6.1 — (gauche) : Causalité d’apparition des outliers d’innovation €, (#) par les outliers
d’observation ©,,. Le mécanisme interne de boucle de retour dans le modele de prédiction
apparait clairement. (droite) : Signal des micro-déplacements d’un capteur/actionneur

piézoélectrique. Les outliers d’observation 2, sont difficiles a reconnaitre.
la double boucle de contre-réaction.

Cette structure de modele paramétrique fait craindre un point de rupture relativement
bas, signifiant qu’un simple outlier d’innovation mal placé dans le temps, et n’ayant pas
nécessairement une tres grande amplitude, peut devenir un point de levage, occasionnant des
dommages majeurs dans la procédure d’estimation. Ceci est probablement vrai dans le cas ou
intervalle de bruit Zf = [1, 2], puisqu’il ne privilégie ni la forte robustesse, ni la forte efficacité
de l'estimateur. Intuitivement, la nature meéme de la structure des modeles étudiés, nous a
mené & choisir un intervalle de bruit Z} différent (voir chapitre 4 §4.2). Réduire k, ¢’est réduire
rapidement l'effet impulsionnel de 'outlier d’innovation et sa propagation dans le régresseur
puis dans les résidus. Nous privilégions la robustesse impulsionnelle, ou la norme L, est foca-
lisée sur 'occurence de I'outlier, entrainant une forte réduction des résidus suivants pouvant
étre par la suite traités avantageusement par la norme L,. D’ou 'intérét dans les cas séveres
de réduire la valeur de k. Ce constat a été mis en évidence dans [Corbier et al, 2012]. En effet,
dans cette étude sur la modélisation black-box d’un capteur/actionneur piézoélectrique, les
micro-déplacements de celui-ci ont engendré des outliers d’innovation importants, obligeant
a réduire la valeur de k, bien en deca du classique intervalle de bruit [1,2]. Les meilleurs
modeles ont été estimés pour £ = 0.0625 et £ = 0.0875. Les estimations pour les valeurs

typiques de k ainsi qu’une estimation seuillée a 30, c’est-a-dire une approche filtre robuste,
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n’ont pas apporté de réels bénéfices pour la robustesse et pour les performances. Par la
suite, il a été prouvé que diminuer k, contribuait a diminuer la borne supérieure du biais
de 'estimateur contre les points de levage, et donc indirectement, a améliorer la qualité du
modele, tout en garantissant la robustesse de 'estimateur. Ce travail a aussi corroboré les
remarques faites dans le chapitre 2 au sujet de la détection des outliers d’observation. Des
résultats détaillés seront présentés dans les chapitres suivants, mais nous pouvons d’ores et
déja constater sur la figure 6.1 (droite) illustrant le signal de ces micro-déplacements, qu'il
est tres difficile, voire impossible, de reconnaitre les outliers d’observation. Pour cette appli-
cation, ces points atypiques font partie intégrante de la dynamique du systéeme, comme le
confirme les spécialistes du domaine. Les détecter et les supprimer enleve des informations
sur cette dynamique. Le recours aux estimateurs classiques, moindres carrés ou robuste-3o,
n’ont pas permis d’obtenir de résultats satisfaisants. Cet exemple illustre bien la difficulté

mentionnée par Huber concernant la distinction entre points typiques et points atypiques.

Une des conséquences de la propagation des outliers est 'occurrence de points de levage.
La difficulté du traitement de ces points réside dans le fait qu’a un instant donné, avec une
amplitude donnée, ils peuvent causer la divergence du critere d’estimation et par voie de
conséquence la divergence de ’estimateur. Dans la suite de ce chapitre, nous nous proposons

d’étudier ce cas limite de 'estimateur robuste.

6.2 Les points de levage

Il nous appartient apres ’analyse qualitative menée précédemment, de proposer une étude
quantitative du phénomene. Dans ce sens, nous allons proposer une loi a partir de laquelle,
lorsqu’un point de levage L£P survient dans les erreurs de prédiction, un abaissement de k
réduit le biais de I'estimateur. Définissons maintenant le cadre théorique qui va nous per-
mettre d’établir cette loi. Tout d’abord, le modele de variation distributionnelle reste le méme,

puisqu’il s’agit du GEM donné par
Py (w)={F|IF=(1-w)®+wH} (6.14)
Pour un M-estimateur de Huber éﬁ, de distribution empirique Fy, (6.14) s’écrit

Poy (W) = {Fy|Fy = (1 —w) Py +wHy} (6.15)
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Le biais maximum du M-estimateur de Huber devient

sup |07 — 60y = by () (6.16)

FNE'Pq;.N (UJ)

A partir de la courbe influence et du gross error sensitivity (GES) en 6 le biais maximum

prend la forme suivante

sup |0 — 6,

FN€EPgy (w)

= wsup ‘IC’ (Etg; éﬁ) ‘ (6.17)

EtQ

ol g, représente l'outlier d’innovation a la date Zq.
Dans le chapitre 5 nous avons défini le cadre mathématique de 'approche L¥-FTE et ses

applications. Il va en étre de méme pour la courbe influence, pour laquelle nous allons définir
sa LY-FTE notée alors IC (g; Ly, 6y).

6.3 LY-FTE de la courbe influence

Reprenons ’équation implicite donnée par (4.2)

N
1 ~
O (5; eﬁ) =0 (6.18)
t=1
Celle-ci dans 'approche L“-FTE prend la forme suivante
1N
=Dk, (s08) = (6.19)

L’objectif premier est de travailler avec la fonctionnelle asymptotique de (6.19) en 0 (F).

Celle-ci s’écrit

L. _
/\Iln (;0(F))dF =0 (6.20)
La L*-FTE asymptotique de la courbe influence est définie par
00 (F
IC (5;L,0(®)) = ( ( )> (6.21)
Ow w=0

En remplacant F' par son expression et en 'insérant dans (6.20), nous obtenons

/qu (6:0(F) d[(1 — w) @ + wo.] :/xpg (s;e(p))dq>+w/qf£5 (20 (F)) d[5. — D]
(6.22)
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En dérivant (6.22) par rapport a w, il vient que

0

aw/qﬂ(g 0(F))dc1>+/qu(g;a(F))d[5 <I>]+w2/\115(5;9(F))d[6€—<1>]:0

Ow
(6.23)
Evaluons (6.23) en w = 0, impliquant alors F' = ®. Dans ce cas, le dernier terme a gauche
de I'égalité de (6.23) est nulle. Par ailleurs, supposons les conditions de régularités vérifiées

ainsi que la Fisher-consistance en ® de [ W] (<;0 (®)) d®. Il s’ensuit que

/\115 (2,0 (®))d® =0 (6.24)

[’équation (6.23) se réduit a

/(aaw‘l’L (= H(F))>w:0 d@+/‘1’5 (50 (F)) do. = 0 (6.25)

En posant 0 (®) = 6y et L = Ly, la courbe influence peut alors étre écrite comme

IC (g Ly, 6p) = — [/ (aiX‘I’LO( -X)T> A

fo

—1
Wle (e00) (6.26)

Par ailleurs, rappelons que la matrice Hessienne représente la dérivée de la U-fonction par

rapport a # et que sa L“-FTE est
al a
W 9 L, L — 6.27

En 6y, elle prend la forme d’une fonctionnelle donnée par

WJI\IZ (00, L07I_/0) = / (a%\l]Lo 3 ) Zégth (628)
£ 90

Nous obtenons alors

a 0
]\}1_1;20 WN (907L07 LO) = E <89\PL ( ) 0) )001 (629)
En détails, la matrice %\Ilf;; (g; 9)T est donnée par
Lo,L() L07L0
Sl O 0 0L 002 0) b L) 0 5 (0) it (012, 0) 0 (0

(6.30)
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ol g (0) = 4K e~2K1=40) (voir 4.23). Nous savons qu’il y a un réel K telle que pour K > Kj,
gi* (6) — 0. Avec la notation &,,,(6y) = €5, ; et s,,:(60) = sy, ,, il vient que

2 Lo (. _ 2 (Lojzo) T B 0 (LO,EO) T 0
PR EOT == (U™ 0) ez -n (Gl o) 4

00
(6.31)

cLs , e . . Y p.s.
Supposons les conditions de régularité et de Fisher-consistance en 6y vérifiées, alors Eq)532 ;=

Egel LS Ecp@t P20 et Eps® LS Eq>s? 2%0. La L¥-FTE de la courbe influence s’écrit

va,t vi,t

IC (g5 Lo, 60) = — [Ea {112, (00)v2,(60)" }] \IILO (£:6) (6.32)

ou q/)tLO (9 ) Z Amgpt m et \IltI:% (5’ 00) = wl/z t (00) 1/2 t nwlll t (90) 1/1 t

Pour N suffisamment grand et pour un M-estimateur de Huber donné, IC' (575; L N, éﬁ) peut

étre utilisé comme un estimé de IC (g; Ly, 0y), avec

-1
e (et;iN,éﬁ)zl Zwmeff i 9H>] (002 0820 OF) + 1205 5,00(65) )
(6.33)

6.4 L“-FTE du biais maximum

Dans la section précédente nous avons établi ’expression de la courbe influence dans
I’approche LY-FTE. Il est alors possible d’exprimer le biais maximum du M-estimateur de
Huber. Nous allons ainsi montrer que la borne supérieure du biais, est proportionnelle a la
fois au point de levage L£P et a une nouvelle fonction f (k) possédant la propriété d’atténuer

Ieffet de LP par diminution de k. Considérons le théoreme suivant

Théoreme 9 Soit Fy la distribution empirique du GEM et soit 1C (st; IA/N, HA]P\{) la L¥-FTE

de la courbe influence en éﬁ, alors la L¥-FTE du biais mazimum est donnée par
by (k) < &N f (k) 1£7| (6.34)

ot [ (k) = wk (w) que nous appelerons fonction accord et K un terme indépendant de w.
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Preuve :

Le développement de Taylor de la forme fonctionnelle de 6 (F') donne
O(F)=0y+ 0 (F—®)+rem(F — ) (6.35)
Sila LY-FTE de la courbe influence existe, un développement de Von Mises mene a
Q(F):00+/IC(5;L0,90)d(F—<I>)+7“em(F—<I>) (6.36)
Puisque [ IC (g; Ly, 0y) d® = 0 (Fisher-consistance en ®), nous avons

0 (F) =6, +/IC (65 Lo, bp) dF + rem (F — @) (6.37)

N
Pour F' = Fy ou Fy est la distribution empirique donnée par Fy = % > 1ic,<c) avec 1ig
=1

la fonction pas-unité, il vient que

/IO (&5 Lo, 0) dF = — ZIO (5t,LN, ) (6.38)
En prenant la norme de (6.33), posons
-1
MEY = sup [ Zzpf;j (0wl (01" ] (6.39)
&t

Un estimé du GES devient alors

L H
7~/)112Nt 9

e < Mk (W) o ( i) H) (6.40)
£t

Ljung et Caines dans [Ljung, 1978] et [Ljung et Caines, 1979] ont montré que sup |[1(0)]] <
€t

C el ot €] = sup |1 (8) e (6))" |

Definissons le point de levage LP tel que
. N1
[0 (08) en (881)]
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Sachant que w154 (0F) + v/ (0F) = vl (0F), t = 1., alors ||vfy 08) | < i @3]
1 =1,2.
En conséquence, le biais maximum donné par (6.17) s’écrit

by (k) < & 1< (k) || (6.42)

avec &Y = 20C MLV,

6.5 Les performances limites de ’estimateur robuste

Il faut considérer le résultat de ce theoreme comme la justification du choix de I}
étendu vers les petites valeurs de k. Premierement, et cela ne semble pas surprenant, la
borne supérieure de (6.42) est proportionnelle au point de levage £P. Comme nous ’avons
déja mentionné, le point de levage est par définition le point hautement sensible qui dégrade
I’estimateur. Plus grande est son amplitude, plus grande est la borne supérieure du biais maxi-
mum. Ceci est maintenant vérifié par ce théoreme. Deuxiemement, cette borne est également
proportionnelle & la fonction accord f* (k). Nous allons montrer que cette fonction présente
la propriété de diminuer l'effet du point de levage pour des petites valeurs de k. Par ailleurs, il
est fondamental de noter que cette borne dépend directement de la p,-norme, puisque celle-ci
est fixée par le facteur d’échelle 7, c’est a dire par k. Nous voyons ici, ’action directe de cette
constante d’accord ainsi que son role crucial. Fixer convenablement k revient a accorder la
norme de Huber afin de résoudre le probleme de la robustesse, mais aussi a agir sur le biais
de l'estimateur, donc sur ses performances, par I'intermédiaire de la nouvelle fonction f* (k),
dont le principal effet est de réduire I'influence de £P. De la relation 2# —2® (k) = 1=,
pour k fixée, nous pouvons déduire w et représenter l'allure de la courbe w = f (k) comme

cela est illustré dans la figure 6.2.

Corollarre du théoréeme 9
La courbe de la figure 6.2 étant monotone décroissante, elle admet une réciproque f!. Nous
pouvons alors déduire la fonction accord f“ (k) dépendant de k dont il est facile de montrer

qu’elle peut étre approximée par un polyndéme de degré cing, comme suit

f“ (k) ~ 0.034k> — 0.316k"* + 1.113%* — 1.773k* 4 1.088k — 0.002 (6.43)
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F1aG. 6.2 — Niveau de contamination du GEM en fonction de la contante d’accord k.

La représentation graphique de la fonction accord est donnée dans la figure 6.3. Cette courbe
passe par un maximum a k = 0.5, dans laquelle nous avons fais apparaitre deux sous-domaines
(pointillés) D* et DF, traduisant respectivement le cas étendu ou la constante d’accord est
petite, et le cas classique, ou k € [1,1.5].

L’ensemble dans lequel est définie f“ (k) peut étre séparé en deux sous-intervalles ZF =
10, 0.5], nommé intervalle d’accord et I¥ = [0.5,2]. Cette courbe montre que I'intervalle de

bruit étendu ZF est donné par
IF=1f Uy (6.44)

Dans la littérature, le choix de l'intervalle de bruit dit classique, se focalisait uniquement
sur U'intervalle ZF dans lequel on retrouve le domaine classique D* (cercle en pointillés)
avec les valeurs k = 1, k = 1.345 et k = 1.5. Il est facile de montrer que dans Z¥, la fonction

accord peut étre approximée sous la forme d’un polynéme comme suit
h (k) = 0.086k% — 0.386k + 0.441 (6.45)

Par exemple, dans U'intervalle [1.345, 1.5], la sensibilité s¥ devient

=T A

; ‘Ah (k)‘ ~ 0.14 (6.46)
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F1G. 6.3 — Fonction accord f* (k). Deux sous-domaines (pointillés) apparaissent, D¥ comme

le domaine étendu aux petites valeurs de k et D¥ comme le domaine classique ou k € [1, 1.5].

De la méme fagon, dans I}, la fonction accord s’écrit elle aussi sous la forme d’un polynome,
donné par
[ (k)= —1.063k* + 0.961k (6.47)

Par exemple, dans 'intervalle [0.04,0.05], il vient que

Al (k
sF = ‘%‘ ~ 0.87 (6.48)
Nous avons alors
sf = 65 (6.49)

Ce résultat montre que dans le sous-intervalle ZF, la capacité a réduire I'influence du point
de levage est six fois plus importante que dans ZF. Nous mettons ici ’accent, sur le principal
inconvénient de choisir la constante d’accord dans I'intervalle ZF et plus précisement dans le
domaine classique D¥. La sensibilité s¥ est trop faible pour étre capable de réduire I’effet
dommageable du point de levage sur la borne supérieure du biais maximum. Cette réduction
de Deffet de L£P est nettement plus sensible dans Z}'.

Par ailleurs, le sens de variation du polynome [ (k) est différent de celui de h (k). Pour une

méme valeur f; de f¢ (k), il y a deux valeurs possibles de k, k et kj, respectivement dans
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IF et dans ZF. Soit f, une autre valeur de f“ (k) telle que fo < fi. Dans ZF, compte tenu
du sens de variation de [ (k), nous avons ki < ki, ce qui aura pour effet d’augmenter la
contribution L; dans la procédure d’estimation. La réduction de £ a donc un double effet :
il permet de réduire la sensibilité aux points de levage et de borner les erreurs de prédiction
par un accroissement de la contribution L;.

A contrario, dans ZF, compte tenu de la variation de h (k), nous avons k7 > k}, augmentant
ainsi la contribution Ls. Il y a dans ce cas la, deux effets antagonistes. Un effet positif, ou la
diminution de f“ (k) laisse présager que I'on va réduire la sensibilité & L? et un effet négatif,
ol 'augmentation du facteur d’échelle 7, contraint I'estimateur a étre moins robuste, par
I’élevation de I’amplitude des erreurs de prédiction.

Dans la littérature, le choix de la constante d’accord dans D* vient du fait que peu d’outliers
d’innovation avec de faibles amplitudes sont présents dans les erreurs de prédiction. Pour
tout k € D¥

v, cela conduit a w < 0.15, comme le montre la figure 6.2. La faible valeur du

niveau de contamination indique que le GEM est lui aussi faiblement perturbé, autrement
dit, que le modele de variation distributionnelle s’écarte peu de la distribution normale.

Mais nous pouvons aller plus loin dans ’analyse et les conséquences de ce théoreme quant
au choix de la constante d’accord dans D¥. En effet, ce choix répond bien & la robustesse
impulsionnelle, dans laquelle il est important d’agir rapidement par la norme Ly, afin d’éviter
le phénomene de propagation, donc de formation de points de levage, dans le but d’atténuer
significativement les forts résidus, quels qu’ils soient et quelque soit le moment ou ils sur-
viennent. Nous pouvons ainsi étendre ’application de ce théoreme aux forts résidus, sans que
ceux-la aient des propriétés de points de levage. L’intéréet de I'estimation en norme Ly — Ly
est bien de faire de I’estimation L; qu’en cas de présence de forts résidus, voire de points de
levage, et de réduire le plus rapidement possible leurs effets néfastes sur le résultat final.

L’objectif est maintenant de montrer par des simulations de Monte Carlo, que la réduction

de k atténue 'effet des points de levage dans le biais de I’estimateur.

6.6 Résultats des simulations

6.6.1 Présentation

Nous allons montré par des simulations de Monte Carlo, I'intérét d’étendre ZF vers les
petites valeurs de k, pour contraindre la fonction accord a diminuer, dans le but de compenser

I'effet du point de levage. Le processus simulé Py générant les données y est un Output Error
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avec p = 11 et w = 5, noté OE(11,5) :

0
yd = %ut + €}
Po: S 0= [68,0F] (6.50)

ed € N (0,0.1)

Les vrais parametres 62 et 6% sont donnés dans le tableau 6.1

TaB. 6.1 — Paramétres F = {00}°_ et 8 = {f°}'1 de S, : OE(11,5).

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
b0 | —0.069 | —0.168 | 0.134 | 0.225 | —0.024 0 0 0 0 0 0
Y| 0.286 | —0.845 | 0.270 | 0.711 | —0.348 | —0.017 | 0.257 | 0.086 | 0.031 | 0.159 | 0.030

Nous avons également considéré un processus avec un retard pur d = 3, compté en nombre
entier de période d’échantillonnage. Celle-ci est donnée par T, = 500us. Le nombre de tirages
de Monte Carlo est de 100 et le nombre de points de mesures est N = 1000. Le signal
exogene d’excitation u; est une Séquence Binaire Pseudo Aléatoire (SBPA) [Landau, 1998]
suffisamment excitant et persistant, de niveau £15 et de longueur Lsgp4 = 1023. Le rapport
signal /bruit est fixé a 25dB. Dans le but de se placer dans un cas défavorable, une LS-
estimation a été conduite lors de la phase d’initialisation de la procédure d’estimation robuste.
Les points de levage dans les erreurs de prédiction ont été déclenchés par 'insertion de valeurs
élevées d’outliers d’observation Oout dans yg, avec 10 < Oout < 1x10°. Cependant, les points
de levage ont commencé a se déclencher pour des valeurs supérieures a 100. Ainsi, toutes
les courbes suivantes seront représentées en fonction de 100 < Oout < 1 x 10°. Par ailleurs,
nous avons préservé lors des tirages de Monte Carlo, le caractere aléatoire de 'occurrence de
I’outlier d’observation. Soit donc g, le moment de cette occurrence. Les tests ont été réalisés
avec un, deux puis trois outliers d’observation Opur dans y?, afin de créer une succession de
points de levage, proches ou non, et d’analyser leurs effets sur ’estimateur. L’étude va donc

se découper en trois parties.
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6.6.2 Etude des points de levage dans le cas d’un seul outlier d’ob-

servation

Notre démarche pour donner naissance a des points de levage est la suivante. Nous aug-
mentons progressivement 'amplitude de Oput de la valeur 100 jusqu’a la valeur 1 x 10° pour
une constante d’accord k € IF et k € ZF. Par exemple, pour une certaine valeur de k choisie
dans ZF, lorsqu’un point de levage apparait, se traduisant par un mauvais biais et une petite
valeur du fit, pour le méme niveau de O ot ayant déclenché ce point, nous descendons la
constante d’accord. Ceci a normalement pour effet de réduire le biais maximum, par l'in-
termédiaire de f¢ (k), et d’augmenter le fit du modele estimé. C’est exactement ce que nous
constatons. Cependant, avant d’étudier les comportements du biais, du fit et de la fonction
de contribution L, nous pouvons analyser I'effet de Opur sur le maximum de loutlier d’in-

novation dans les résidus, dénoté Iout = Sup &y, (9%)
9H

Etudions le d’abord dans Z' puis dans I’“. Dans ZF, pour k < 0.5, lorsque nous avons

T = SUp €4, (éﬁ) = Yo, = Oout, cela signifie que le modele de prédiction est tel que
aH

sg{p Yto, ( N) # 0, parce que sg{p Yto, (éﬁ) << Ytq, - Dans ce cas de figure, nous dirons qu’il
HN QN

n’y a pas de points de levage. A contrario, lorsque Lot #* Oout, cela signifie qu’il y a points de
levage. En conséquence, s;%p Uta, (éﬁ) #0 et s;%p Uta, (éﬁ) >> Yig, -

La figure 6.4 (gauche) illustre ces propos. Nous voyons que lorsque 100 < Opur < 3000 pour
k = 0.5, alors Iout = Oout. Lorsque Oout = 3500, survient un point de levage dans les résidus
avec LP = 35006 et Iout * Oout. Pour la méme valeur de Oout et jusqu’a Oout =1 x 10%, mais
avec k = 0.1, nous retrouvons 1’égalité fout = Oout Ce phénomene de présence des points
de levage pour k € I est absent lorsque k est choisi dans ZF. Comme le montre la figure
6.4 (droite), pour k = 1.345, k = 1.5 et k = 2, nous avons toujours la relation Lowt = Oouts
laissant supposer qu’il n’y a pas de points de levage. Pourtant, les résultats présentés dans
la suite, montrent de mauvaises estimations dans cet intervalle.

Nous voyons que le terme fout, pour k € ZF, par sa sensibilité, peut indiquer la présence de
points de levage. Cette sensibilité est néanmoins inexistante dans ZJ'.

Focalisons-nous maintenant sur le biais de ’estimateur et le fit du modele. Par le terme fout,
nous savons qu'un point de levage est crée lorsque Oout = 3500. Ceci est effectivement vérifié

dans le biais ‘éﬁ — 6| représenté dans la figure 6.5 (gauche). A cette valeur de Ooput, pOUr
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k = 0.5, le biais devient maximal, égal a 1.117 et redevient beaucoup plus petit lorsque
k = 0.1. Nous traduisons par ’expérience la loi donnée par le théoreme 9. Réduire k£ revient
a réduire le biais et ainsi compenser ’effet du point de levage par l'action de la fonction
accord. Par la suite, le biais se maintient a des valeurs raisonnables, méme lorsque 1’outlier
d’observation présente des niveaux trés importants. La figure 6.5 (droite) illustre la réaction
du biais lorsque k est choisi dans ZF, et ce, pour les valeurs classiques, k = 1.345, k = 1.5 et
k = 2. Pour une augmentation de Oout, nous voyons une croissance du biais pour des valeurs
croissantes de k. Ces résultats sont en accord avec les conclusions du paragraphe précédent,
oll nous avons insisté sur le fait que lorsque k augmente dans ZF, cela force I'estimation a
étre a tendance L,, et donc, a étre tres sensible aux outliers d’innovation, dégradant ainsi le

biais.
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F1G. 6.4 — (gauche) : It en fonction de O,y Des points de levage apparaissent & O,y = 3500
pour k£ = 0.5. Ils disparaissent pour k£ = 0.1. La fonction fout est donc sensible a ces points.
(droite) : Pour les valeurs classiques k = 1.345, k = 1.5 et k = 2, il n’y a pas de sensibilité

de I,,; pour ces points.

La réponse du fit du modele traduit bien I'impact de 'outlier d’innovation dans 1’esti-
mation. Celle-ci est bien entendu correlée avec la réponse du biais de I'estimateur. En effet,
lorsque k£ = 0.5, le fit présente de bonnes valeurs jusqu’a Oput = 3000 avec une moyenne de
86%. Au point de levage, lorsque Oput = 3500, sa valeur descend & 26.7% et remonte pour

le méme point a 82.94% lorsque k£ = 0.1, comme le montre la figure 6.6 (gauche). La figure
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F1a. 6.5 — (gauche) : Biais de 'estimateur ‘HA% - 90‘ en fonction de Oout. Au point de levage,

celui-ci devient maximal pour & = 0.5 et diminue lorsque k& = 0.1. (droite) : Le biais présente

des valeurs croissantes lorsque O ot augmente, pour k = 1.345, k =1.5et k = 2.
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F1G. 6.6 — (gauche) : Fit du modele en fonction de Opur. Au point de levage, celui-ci devient
minimal pour k£ = 0.5 et augmente a nouveau lorsque k = 0.1. (droite) : Le fit présente des

valeurs décroissantes lorsque Ot augmente, pour k = 1.345, k = 1.5 et k = 2.
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6.6 (droite), quant a elle, illustre la réaction du fit pour k = 1.345, k = 1.5 et k = 2. Il se
comporte relativement bien pour k£ = 1.345, jusqu’a Opur = 1000. Au-dela, la décroissante
est brutale.

Analysons maintenant la réponse de la fonction de contribution L;. La figure 6.7 (gauche)
montre les variations de cette fonction, traduisant une forte sensibilité dans la procédure de
I'estimation. Cette fonction ne semble pas, a priori, réagir différemment au point de levage
lorsque O pur = 3500. Cependant, elle présente une valeur de 0.6% pour & = 0.5 et une valeur
de 0.1% lorsque k& = 0.1. L’estimation fait donc six fois plus de contribution L; au point de
levage. Méme si les valeurs de cette fonction sont petites, le ratio entre elles ne 'est pas. Cette
sensibilité est inexistante pour des valeurs de k choisies dans ZF. La figure 6.7 (droite) illustre
cette constatation, ou ’on peut observer une constance de cette fonction pour des valeurs de
O,pur allant de 200 jusqu’a 20000. Ce résultat peut étre interprété comme une saturation de la
contribution L; ol son manque de sensibilité ne fait que conforter les mauvais résultats des
estimations. Nous pouvons en conclure que les variations de cette fonction traduisent 1’action

de la contribution L; a traiter les outliers d’innovation et notamment les points de levage.
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F1aG. 6.7 — (gauche) : Fonction de contribution L;. Les variations de celle-ci sont bien visibles
et traduisent I'action de la norme L; dans la procédure d’estimation. (droite) : L’absence
de variations pour de grandes valeurs de Oout signifie que la norme [, agit de la méme
maniere, quelque soit le niveau des outliers d’innovation. Ceci peut étre considéré comme un

phénomene de saturation.

107



CHAPITRE 6. LIMITES DE L’ESTIMATEUR ROBUSTE : REDUCTION DE LA
SENSIBILITE DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGE

I nous faut maintenant commenter les FDP des erreurs de prédiction (résidus de Huber)
lorsque £ = 0.5 et £k = 0.1 aux points de levage, provoqués par Ot = 3500. Bien que les
résidus s’étendent sur un tres large intervalle dans ce cas la, pour des considérations de lecture,
nous avons représenté ces FDP seulement dans l'intervalle [—40, +40], ¢’est-a-dire autour de
leur partie centrale. Ceci permet d’apporter une analyse plus fine. La figure 6.8 (gauche)
montre la FDP des résidus lorsque £ = 0.5 aux point de levage. Celle-ci ne présente pas les
propriétés d'une densité gaussienne et ses queues ont une certaine épaisseur. Cela montre
qu’en présence d’outliers et plus particulierement de points de levage, la FDP résultante est
contaminée fortement. Elle est & comparer avec la FDP lorsque k£ = 0.1 et Oout = 3500. Dans
la figure 6.8 (droite) apparait clairement une FDP avec une partie centrale moins large que
la précédente. Cela se traduit par une déviation standard plus petite. La raison est que pour
cette valeur de k, le biais est meilleur, le fit aussi et ’estimateur est plus robuste. Cela signifie

que la FDP est moins perturbée par les outliers.

M-estimation: Oout=3500, k=0.5

M-estimation: Oout=3500, k=0.1
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Fic. 6.8 — (gauche) : FDP des résidus de Huber lorsque & = 0.5. Celle-ci fait apparaitre
d’épaisses queues, conséquence des points de levage. (droite) : FDP des résidus pour k = 0.1.
La densité est moins perturbée, les queues moins épaisses. Ces résultats confirment la bonne

tenue du biais et du fit pour cette valeur de k.

Le dernier indicateur sur les conséquences des points de levage dans l’estimateur ro-
buste, concerne la réponse fréquentielle du modele estimé (RFME) sur 'intervalle de Shannon

[0,1000H z]. Celle-ci est comparée a l'estimation spectrale du processus simulé. Rappelons
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que l'estimation spectrale utilise 'approche de Blackman-Tukey [Ljung, 1999](chapitre 6 p.
181). La figure 6.9 (gauche) montre la RFME OE(11,5) au point de levage £P = 35006,
lorsque Oput = 3500 et pour k£ = 0.5. Celle-ci est fortement perturbée, surtout dans l'inter-
valle [100, 1000H z]. Le fit de ce modele est de 26.7% et le biais de 1.117. Au contraire, la
figure 6.9 (droite) montre une meilleure estimation du modele, puisqu’il présente un biais de
0.385 et un fit de 82.94%. Sa RFME présente de tres bonnes caractéristiques sur ’ensemble
de l'intervalle de Shannon et particulierement en tres basses fréquences.

M-estimation: Oout=3500, k=0.5 n=0.50

M-estimation: Oout=3500, k=0.1 n=0.1c
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F1G. 6.9 — (gauche) : RFME OE(11,5) comparée a I’estimation spectrale du processus (poin-
tillés) au point de levage £P = 35006 lorsque k£ = 0.5. Cette RFME ne présente pas de bonnes
caractéristiques fréquentielles. (droite) : REME OE(11,5) comparée a 'estimation spectrale

du processus en absence de points de levage lorsque £ = 0.1. Ce modele montre de bonnes
propriétés fréquentielles, notamment en basses fréquences.

Apres avoir analysé les conséquences des points de levage provoqués par un seul outlier
d’observation, nous allons maintenant procéder a 1’étude de tous ces indicateurs lorsque deux

outliers d’observation sont insérés aléatoirement dans le signal de sortie du processus.
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6.6.3 Etude des points de levage dans le cas de multiples outliers

d’observation

La démarche d’obtention de points de levage est identique a celle de 1’étude précédente.
L’intéret est d’insérer aléatoirement deux puis trois outliers d’observation, qui, compte tenu
des tirages de Monte Carlo, peuvent étre tres éloignés ou tres proches. Cela provoque des
points de levage distants ou non. L’étude précédente a montré que lorsqu’un seul outlier
d’observation est inséré dans yP et déclenche un ou des points de levage pour k = 0.5, une
diminution de k£ (k = 0.1) a suffit pour réduire le biais et augmenter le fit. Ce faible écart
entre ces deux valeurs de k est a mettre en relation avec I'unique d’outlier d’observation, mais
surtout avec un nombre tres limité de forts outliers d’innovation ou se trouvent des points de
levage. Dans cette nouvelle étude, ou sont injectés deux puis trois outliers d’observation, les
conséquences dans les résidus sont plus importantes et de tres forts niveaux sont attendus.
Comme nous allons le montrer, en présence de deux outliers d’observation, lorsque des points
de levage sont déclenchés avec k£ = 0.5, leur suppression s’établit pour une valeur de & plus
faible que 0.1, plus précisément, pour k£ = 0.05. En présence de trois outliers d’observation,
cette suppression ne s’effectue que pour des valeurs de k inférieure a 0.05. L’accroissement
des outliers d’observation oblige donc a diminuer la valeur de k£ pour lutter contre les points
de levage. L’analyse de leurs effets se focalise sur les résultats des indicateurs suivants : le
biais de 'estimateur, le fit du modele, la fonction contribution L., la réponse fréquentielle et

la FDP des erreurs de prédiction.

— Cas de deux outliers d’observation
La figure 6.10 (gauche), montre la réponse du biais de I’estimateur lorsque survient un point
de levage. Son instabilité pour £ = 0.5 avec un pic a 0.85, contraint a diminuer k£ jusqu’a la
valeur 0.05. Pour Oout = 6800, le biais prend la valeur 1.1923 et retombe a 0.1904 lorsque
k = 0.04. Cela est encore vrai quand Oput = 10500 puisque le biais est égal a 1.278 et
redescend a 0.25 pour £ = 0.03. Ces résultats confirment a nouveau le theoreme 9 et le choix
de k dans le domaine D¥. Pour les valeurs classiques de k, comme cela est illustré dans la
figure 6.10 (droite), le biais présente de fortes variations, traduisant une forte instabilité de
I’estimateur.

La figure 6.11 (gauche) montre l'instabilité du fit lorsque k£ = 0.5, avec une faible valeur
(60%) pour Oy = 700. Celui-ci remonte 4 de bons niveaux pour k& = 0.05. Mais au point de

levage, sa valeur retombe a 25.88%. Pour Ooput = 6800 avec k = 0.04, le fit prend la valeur
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F1G. 6.10 — (gauche) : Biais de 'estimateur ‘é]@[ — 00‘ en fonction de O,y. Au point de levage,
celui-ci devient maximal pour &£ = 0.05 et diminue lorsque £ = 0.04. Méme phénomene lorsque
k passe de 0.04 & 0.03. (droite) : Le biais présente de fortes variations, traduisant une forte
instabilité de I'estimateur. Cependant, pour k£ = 1.345, k = 1.5 et k£ = 2, les valeurs du biais

restent élevées.

75.91%, mais chute & 21.33% lorsque Oout = 10500. Il repasse a 83.9% lorsque & = 0.03. Dans
la figure 6.11 (droite), lorsque k = 1.345, le fit présente de bonnes valeurs jusqu’a Oput = 500.
Il diminue fortement, pour remonter et a nouveau redescendre a de valeurs tres faibles. Le
changement de la constante d’accord ne suffit pas a augmenter le fit.

Pour k£ < 0.5, la fonction de contribution L, présente toujours des variations a ’augmen-
tation de Oy, méme si ses niveaux sont faibles (< 10%), comme le montre la figure 6.12
(gauche). Pour k£ > 1, méme si cette fonction présente un pic lorsque Oput = 800, ses valeurs
restent faibles et nous pouvons constater le manque de variations lorsque O ot augmente,
traduisant phénomene de saturation (6.12 (droite)).

Les figures 6.13 comparent les FDP des résidus de Huber pour £ = 0.05 (gauche) et
k = 0.04 (droite) lorsque Oput = 6800, valeur qui déclenche un point de levage d’amplitude
LP = 10729. Nous nous focalisons sur la partie centrale de la FDP, plus précisement dans
I'intervalle [—40, +40], bien que les résidus s’étendent sur un tres large intervalle. Lorsque
k = 0.05, la FDP présente une épaisseur de queue avec une partie centrale large, traduisant
I’instabilité de ’estimateur aux points de levage. La partie centrale de la FDP est plus fine

lorsque k& = 0.04. Ses queues sont moins épaissent et 'estimateur a de meilleures propriétés.
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F1a. 6.11 — (gauche) : Fit du modele en fonction de Oout. Au point de levage, celui-ci devient
minimal pour k£ = 0.05 et augmente a nouveau lorsque k£ = 0.04. Cela se reproduit aussi
lorsque k passe de 0.04 & 0.03. (droite) : Le fit présente de fortes variations traduisant une

instabilité de ’estimateur. On remarque quand méme une certaine croissance lorsque O, >
300 augmente.
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F1G. 6.12 — (gauche) : Fonction de contribution L lorsque k£ < 0.5. Les variations de celle-
ci sont bien visibles et traduisent ’action de la norme L; dans la procédure d’estimation.

(droite) : Les faibles valeurs de cette fonction et le manque de variations, sauf pour Oput = 800,
traduisent le phénomene dit de saturation.
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M-estimation: Oout=6800, k=0.05 M-estimation: Oout=6800, k=0.04
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F1G. 6.13 — (gauche) : FDP des résidus de Huber lorsque &£ = 0.05 lorsque Opur = 6800.
Celle-ci fait apparaitre d’épaisses queues, conséquence des points de levage. (droite) : FDP
des résidus pour £ = 0.04. La densité est moins perturbée, les queues moins épaisses. Ces

résultats confirment la bonne tenue du biais et du fit pour cette valeur de k.

Cela se vérifie par ’étude de la réponse en fréquence des modeles estimés lorsque £ = 0.05
et k = 0.04 au point de levage £P = 10729. La figure 6.14 (gauche) montre la REME
OE(11,5) comparée a Iestimation spectrale du processus lorsque & = 0.05. Sa dynamique
n’est pas bonne, surtout en basses fréquences, puisque le fit du modele est égal & 25.88%.
Les dommages causés par le point de levage sont clairement illustrés. Bien au contraire, pour
la valeur & = 0.04, le fit du modele est de 75.91%, traduisant une trés bonne dynamique du
modele estimé, notamment dans les basses fréquences. Ceci est illustré dans la figure 6.14
(droite).

— Cas de trois outliers d’observation
La figure 6.15 (gauche) fait clairement apparaitre des points de levages lorsque Oput = 400,
Oout = 500, Oguy = 800, Oy = 9600 et Opyy = 12000 lorsque k € TF, plus précisément
pour £ = 0.5, k = 0.1, k = 0.05, £ = 0.04 et k = 0.02 respectivement. Dans chacun de ces
cas, le biais diminue pour une valeur de la constante d’accord plus petite que la précédente,
pour laquelle un point de levage est survenu. Lorsque k € ZF, le biais est trés perturbé et
présente des valeurs qui dénotent une instabilité de ’estimateur, comme le montre la figure
6.15 (droite).
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M-estimation: 2 outliers Oout=6800, k=0.05 n=0. M-estimation: 2 outliers Oout=6800, k=0.04 n=0.04c
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F1aG. 6.14 — (gauche) : RFME OE(11,5) comparée a l’estimation spectrale du processus (poin-
tillés) au point de levage £P = 10729 lorsque k£ = 0.05. Cette REME ne présente pas de bonnes
caractéristiques fréquentielles. (droite) : REME OE(11,5) comparée a 'estimation spectrale
du processus en absence de points de levage lorsque £ = 0.04. Ce modele montre de bonnes

propriétés fréquentielles, notamment en basses fréquences.
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F1G. 6.15 — (gauche) : Biais de 'estimateur éﬁ - 00‘ en fonction de Oout. Au point de levage,
celui-ci devient maximal pour une valeur k et minimal lorsque k est plus petit. (droite) : Le
biais présente de fortes variations, traduisant une forte instabilité de 'estimateur. Cependant,

pour k = 1.345 et k = 1.5, les valeurs du biais restent élevées.
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Les résultats du fit comme le montrent la figure 6.16 (gauche) sont corrélées avec ceux du
biais. Aux mémes points de levage, pour une certaine valeur de k, le fit diminue fortement.
Il augmente aussi fortement lorsque la valeur de & est choisie plus petite. Pour la derniere
valeur de k (k = 0.0175), lorsque "amplitude de Ioutlier d’observation devient trés grande,
la valeur du fit commence a diminuer de maniére significative, ce qui est a priori, tout a fait
normal. Pour k = 1.345, le fit présente de fortes variations lorsque Oy augmente tout en

diminuant continuellement, comme cela est illustré dans la figure 6.16 (droite).
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F1a. 6.16 — (gauche) : Fit du modele en fonction de Oout. Au point de levage, celui-ci devient
minimal pour une valeur de k et augmente a nouveau lorsque elle diminue. (droite) : Le
fit présente de fortes variations traduisant une instabilité de l'estimateur. On remarque la
décroissance du fit lorsque Oout augmente.

Contrairement aux deux premieres analyses, la fonction de contribution L;, comme le
montre la figure 6.17 (gauche), présente de fortes valeurs (> 20%) pour k = 0.1 et k£ = 0.05,
puis revient a des niveaux comparables aux études précédentes, c¢’est-a-dire inférieures a 10%.
Ce résultat s’explique par 'accumulation de points de levage, d’amplitude £P =~ 50000 lorsque
k = 0.1 et LP =~ 20000 lorsque k& = 0.05. Les valeurs de cette fonction redeviennent faibles
lorsque k£ < 0.05. Lorsque les valeurs de la constante d’accord sont choisies dans l'intervalle
classique, les faibles valeurs de cette fonction et le manque de variations, sauf pour Oput = 300,

traduisent du méme phénomene dit de saturation, mentionné dans 1’étude précédente.
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F1aG. 6.17 — (gauche) : Fonction de contribution L;. Les variations de celle-ci sont bien visibles
et traduisent l'action de la norme L; dans la procédure d’estimation. (droite) : Les faibles
valeurs de cette fonction et le manque de variations, sauf pour Oput = 300, traduisent une

nouvelle fois le phénomene dit de saturation.

Les figures 6.18 montrent deux exemples de FDP des résidus de Huber lorsque Oout =
9600, pour k£ = 0.025 et £ = 0.02. Nous pouvons remarquer une nouvelle fois certaines
similarités avec les FDP commentées lors des analyses précédentes. En effet, lorsque les
résidus ont des points de levage, la distribution de ceux-la présente des queues épaissent et sa
partie centrale est large, comme le montre la figure 6.18 (gauche). Bien au contraire, lorsque
les résidus ne contiennent pas de points de levage, la partie centrale est beaucoup moins large
et les queues de la densité sont moins longues et moins épaisses.

La FDP de la figure 6.18 (gauche) est la conséquence d’une mauvaise estimation en
présence de points de levage. Le modele estimé en lien avec cette densité est représenté
dans la figure 6.19 (gauche). L’épaisseur et la longueur des queues de la FDP des résidus ne
laisse aucun doute sur le résultat final concernant la dynamique du modele sur 'intervalle
de Shannon. Cependant, ce modele présente quand méme, de correctes caractéristiques en
basses fréquences. Sa dynamique ne se détériore qu’a partir de 400H z. Dans le cas ou la
FDP est beaucoup moins perturbée, le modele estimé en lien avec 'estimation des résidus,
présente de bonnes caractéristiques sur la totalité de I'intervalle de Shannon. Sa dynamique

est tres convenable, en basses fréquences, comme cela est illustré dans la figure 6.19 (droite).
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M-estimation: Oout = 9600, k = 0.025
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Fi1a. 6.18 — (gauche) : FDP des résidus de Huber lorsque k£ = 0.025 lorsque Oout = 9600.
Celle-ci fait apparaitre d’épaisses queues, conséquence des points de levage. (droite) : FDP
des résidus pour £ = 0.02. La densité est moins perturbée, les queues moins épaisses. Ces

résultats confirment la bonne tenue du biais et du fit pour cette valeur de k.
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Fia. 6.19 — (gauche) : RFME OE(11,5) comparée a lestimation spectrale du processus
(pointillés) au point de levage lorsque £ = 0.025. Cette RFME ne présente une bonne
dynamique jusqu’a 400Hz, mais celle-ci se dégrade a partir de cette fréquence. (droite) :
RFME OE(11,5) comparée a l’estimation spectrale du processus en absence de points de

levage lorsque k = 0.02. Ce modele présente une bonne dynamique, a partir des tres basses
fréquences jusqu’a la fréquence de Shannon.
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Les tableaux 6.2 et 6.3 font une synthese complete des résultats. Ils regroupent les pa-
rametres estimés, le biais de I'estimateur, le fit du modele et la fonction de contribution L;.

Nous avons indiqué la présence ou non de points de levage.

TAB. 6.2 — Parametres estimés, biais, fit et fonction de contribution L; pour différentes

valeurs de k, en présence d’'un puis de deux outliers d’observation O,;.

Un outlier d’observation Deux outliers d’observation
Points de levage oui non oul non oui non
0o k=20.5 k=0.1 k=005| £=0.04 | E=0.04 | £=0.03
b = —0.069 —0.0687 —0.0761 —0.0687 | —0.0714 —0.0666 | —0.0714
b = —0.168 —0.1451 —0.1488 —0.1518 0.1745 —0.1499 | —0.1618
b =0.134 0.1063 0.1722 0.1269 0.1137 0.1190 0.1438
bY = 0.225 0.0938 0.1869 0.0823 0.2323 0.0854 0.2148
b = —0.024 0.1098 —0.0566 0.1337 | 7.6 x 10~ 0.1351 —0.0377
1 =0.286 0.0371 0.0703 —0.0112 0.3901 0.00078 0.2075
1Y =-0.845 —0.0327 —0.9072 —0.0029 | —0.8130 —0.0017 | —0.8690
f2=0.270 0.0313 0.4490 —0.0128 0.2545 0.0019 0.3884
f2=0.711 0.2626 0.6071 0.1801 0.6782 —0.0015 0.6151
f2=-0.348 0.0301 —0.4908 —0.0162 | —0.2580 0.0010 —0.4093
fd=-0.017 0.1574 0.0956 0.0565 0.0044 —0.0020 0.1070
1Y =0.257 0.0360 0.1918 —0.0156 0.2115 —0.00069 | 0.1900
f2 =0.086 —0.0128 0.0177 0.0095 0.1254 —0.0014 0.0167
f¥=0.031 0.0482 0.0698 —0.0021 0.0876 0.00072 0.1146
fPy = 0.159 0.1506 0.1073 0.0164 0.1060 —0.0013 0.1221
£ = 0.030 0.0419 —0.0377 —0.0017 0.0889 0.0013 —0.0025
Oout 3500 3500 6800 6800 10500 10500
Lout 35006 3506 10729 6807 20649 10501
Biais 1.117 0.385 1.1923 0.1904 1.2807 0.2612
Fit(%) 26.7 82.94 25.88 75.91 21.33 83.9
L,C(%) 0.7 1 1.79 0.5 1.69 0.8

118



z

CHAPITRE 6. LIMITES DE L’ESTIMATEUR ROBUSTE : REDUCTION DE LA

z

SENSIBILITE DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGE

6.0 69°C 8Z°91 £€'89 9T°9¢ €1°g9 z1 i) (%)otT
8788 I7°'1¢ 18°€8 LETT 6°€L 98°T¢ L2°26 Tr'1e (%)12d
096T°0 | 6TSC'T | 9.8T°0 | 0£82'T €68G°0 12L2°T | 99600 | GISTT si1g
T06L | 0T X 98 | 7508 96£TC 170G VLS50S | TSG0F | 80€L9 moy
006. 006. 008 008 00G 00g 00¥ 00% o)
92€0°0 | TT000 | L880°0 | T£000 GLLO0 91000 | ¥8F0°0 | ST00°0 0£0°0 = 'If
LTITT°0 | 2000°0— | ¥62T°0 | 08000 66910 61000 | LPET'0 | 2000°0— 6510 = °0f
6820°0 | €000°0 | 0ZF0°0 | 92000 I10T°0 | T000°0— | 61T0°0 | 90000°0— 1€0°0 = §f
002T°0 | 8000°0— | SSPT'0 | ¥HO00— 9evT'0 | €F00°0— | 6TTT0 | TT00°0— 9800 = §f
98.T°0 | 90000 | 0122’0 | T200°0— 69€2°0 | £200°0— | 2TFT0 | 80000 L8200 =§f
0FT0'0 | 2000°0— | S680°0— | 0S00°0— | €160°0— | 9S00°0 | €8T0°0— | L0000°0— | LT00— = of

0FF€0— | L0000 | TEFZ'0— | 22000 | €860°0— | LOTO'0 | TLSE°0— | 80000 8VE'0— = §f
G0Z9°0 | 8000°0— | T269°0 | %0000 L8970 L8000 | 89890 | 0T00°0— 11L0=Ff
08€€°0 | 7000°0— | €TTZ°0 | €000°0 | 8000000°0— | 8610°0— | ¥TIE0 | 6000°0— 0L2°0 = §f

T1€8°0— | TT00°0— | 866L°0— | 8T00°0— | L8TL'0— | SGT0°0— | 0L88°0— | Z100°0— ar8'0— = &f
LL9T°0 | €000°0— | TELE0 | €200°0— L6¥9°0 | L600°0— | 61280 | £000°0— 9820 = of

TOF0'0— | 9L£T°0 | 8T00°0— | TSFT0 $650°0 eerT’0 | 6960°0— | FIET°0 720°0— = §9
8602°0 | 0280°0 | 6TLZ’0 | €080°0 02920 0880°0 | ZSTZ'0 | 628070 ezT 0 = §a
€ZST'0 | T€eT'0 | 002T0 | THITO 19.0°0 9.TT°0 | TOPT'0 | 20TT°0 PET'0 = §9

209T°0— | ¥8PT°0— | TELT'0— | STIGT'0— | CI6T0— | £2ST°0— | 9€91°0— | T9FT'0— 89T°0— = §q

00L0°0— | 00L0°0— | 0TL0°0— | 6%90°0— | ¥€L0°0— | 690°0— | Z0L00— | 0L900— 690°0— = {9

uou mo uou mo uou mo uou mo @W@xrwﬁ @—U sjyutoq
€O0=% | FO0=% | FO0=% | G00=%| G00=% | T0=% | T0=%| ¢0=4 0g
QOEﬁ?ﬁwaOnU mH@EaSO wﬂO.HrH

I0) MOTYRAIISQO, P SIST[INO SIOI) Jp

<

9ouasold Uo ‘y op sIno[eA SAYULIPIP Inod 7 UOIINGLIYI0D 9P UOTIOUO] 19 11 ‘STRIq ‘SOUII)se SoljpuieIed — ¢'Q 'dv],

119



CHAPITRE 6. LIMITES DE L’ESTIMATEUR ROBUSTE : REDUCTION DE LA
SENSIBILITE DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGE

6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons commencé par une étude comparative modeles linéaires/modeles
pseudolinéaires, plus particulierement modeles ARX /modeles OE, de la propagation des out-
liers et de leur causalité, a la fois dans les erreurs de prédiction et dans leurs régresseurs.
Cette étude a permis de déterminer précisément pour la structure de modele ARX, la quan-
tité et les amplitudes respectives des outliers, a la fois dans les erreurs de prédiction et dans
le régresseur. Il a été précisé pour ce type de régression, que lorsque la densité d’outliers
d’innovation est petite et que les amplitudes associées ne sont pas significatives, 'intervalle
de bruit est choisi pour assurer un bon compromis robustesse/performances de Iestimateur.
Dans le cas contraire ou la densité est plus importante, 'intervalle est étendu dans les petites
valeurs et devient ZF = [0.5, 2]. Il en est tout autrement pour les modeles pseudolinéaires, ol
dans ce type de régression, le mécanisme interne de boucle de retour pour estimer le modele
de prédiction peut engendrer des points de levage. L’étude de la propagation des outliers
dans les résidus a montré ses limites et n’a pas permis de définir en profondeur un cadre
formel. Les difficultés surgissent et des investigations devront étre entreprises. Pour ce type
de régression, il a été cependant montré tout l'intérét d’étendre l'intervalle de bruit dans les
petites valeurs. Ceci pour contraindre la norme L, a agir rapidement aux occurrences des out-
liers et de réduire leurs effets, soumettant I’estimateur a étre plus robuste, sans pour autant
dégrader 'efficacité. Le choix de ce nouvel intervalle de bruit s’est porté sur ZF = [0.01, 2].
Par ailleurs, nous avons présenté une étude des points de levage dans la procédure d’esti-
mation de modeles OE. Il a d’abord été établi un théoreme, montrant la réduction du biais
maximum de I’estimateur en ces points, par ’action d’une fonction accord. Nous avons montré
que cette fonction est définie suivant deux sous-intervalles dont ['un est le classique intervalle
de bruit ou l'on retrouve les valeurs typiques de la constante d’accord et ’autre ou 'on re-
trouve les petites valeurs de k, dans lequel, cette fonction présente la propriété de décroitre
lorsque k décroit. Cet effet réduit 'action du point de levage et diminue la sensibilité du biais
de l'estimateur en ces points. Apres avoir mené une étude quantitative, une étude qualita-
tive a fait I’objet d’une campagne d’estimation dans le but de valider les conclusions de ce
théoreme. Nous avons effectivement montré que la diminution de k vers les petites valeurs,
réduit le biais de I'estimateur et augmente le fit du modele lorsque survient un ou des points
de levage. Ces résultats ont révélé un fait majeur relatif a la fonction de contribution L;.
Bien que ses valeurs soient faibles, traduisant une estimation tres majoritairement Lo, cela

suffit a robustifier Uestimateur. Cela dénote une forte sensibilité de Pestimateur a la norme
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L,. Méme si sa contribution reste tres faible, son action est essentielle a la convergence de
I’estimateur. Cette remarque importante confirme l'intérét de 'utilisation de la norme L,
pour robustifier la norme L.

Le chapitre suivant présentera les outils de validation de modele, notamment, une version
robuste du critere FPE pour les modeles pseudolinéaires dans 'approche L¥, ainsi qu’un

nouveau critere décisionnel d’aide au choix d’un modele.
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Chapitre 7

Outils de validation de modeles en

identification en norme Lo — [y

Ce chapitre est consacré a la validation de modeles et plus particulierement a la version
robuste dans le contexte L¥-FTE du critere FPE. Ce L“-RFPE généralise le critere robuste
de Maronna [Maronna et al, 2006], uniquement donné pour les modeles linéaires (cf. chapitre
3 §3.5.3). Cette nouvelle version tient compte de la structure de modele M, du niveau de
contamination du modele de déviation distributionnelle GEM ainsi que de l'approche L-
FTE. Dans ce chapitre, sera également présenté, un nouvel outil décisionnel pour le choix
du modele estimé : la fonction de contribution L. C’est un outil de validation et d’aide a la
décision, permettant non seulement de confirmer le choix de modeles proposés par les criteres
classiques, mais aussi de mettre en évidence la pertinence d’autres modeles. Ces outils sont
validés par des expériences, simulations et données réelles, et les résultats sont commentés et

discutés.

7.1 Critere LY-RFPE

L’objectif est de proposer un test statistique a partir de quantités calculables dans le but
de valider un modele candidat parmi n modeles. Pour cela, nous devons disposer d’un esti-
mateur éﬁ, donné par la minimisation d’un critere d’estimation. Dans I’hypothese théorique
ou nous disposons de tous les ensembles de données possibles et de taille aussi grande que
nécessaire, nous pouvons utiliser la valeur limite du critere d’estimation W (w, éﬁ) comme

mesure scalaire de la qualité du modele, de maniere a se placer dans les meilleures conditions
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possibles, en prenant son espérance sur I’ensemble des jeux de données ZV. Le modele estimé
correspondant m = M (éﬁ) doit étre considéré a son tour comme une variable aléatoire, et
par conséquent, la fonction mesurant le fit du modele, c’est a dire le critere limite, ’est aussi.
Nous retiendrons alors comme mesure de la qualité d’une structure de modele M, ’espérance

Er de ce modele prise par rapport aux différents estimateurs possibles éﬁ
J (M;w,f}N) = ExW (w,éﬁ) (7.1)

Il reste maintenant & exprimer (7.1) uniquement & partir des données d’estimation. Il faudra
approximer cette relation a partir des données disponibles et en particulier Wy (éﬁ) Les
hypotheses suivantes permettent de répondre a cette interrogation :

- &) e M.

— Les parametres du modele sont identifiables et donc W (w, 6y, Ly) est inversible.

— Les données de validation possedent les mémes propriétés statistiques du deuxieme

ordre que les données d’estimation.

Soit 6y le minimum de W (w, §). Un développement de Taylor de W (w, §) autour de 6, devient

- ~ - 1 /. T __ ., — ~
W (w,efvf) =W (@,60) + 5 (efvf - 00) W (w, &1, Ly) (91@1 - 00) (7.2)
ol £ est une valeur entre 6 et A% Similairement, puisque Wy (éﬁ) =0, alors

W (05) = W (60) — 5 (8 —80) W (€% o) (85— 1) (7.3)

Pour N suffisamment grand, nous avons 02 25 6,, & 2§ g, et ¢ 2% g, Par le théoreme

de convergence uniforme du Hessien, nous pouvons écrire W' (w,gﬁ, LO) L i (w, B9, Lo)
" PS 5,1

et Wy (w, &€&, Lo) = W (w, 6o, Lo).

En prenant les espérances de (7.2) et de (7.3), nous obtenons respectivement

- ~ - 1 — ~
oy Z H
EpW (w, QN) ~W (w, b)) + 2157" {W (w, By, Lo) cov (HN)(U,L()} (7.4)
et
ErWx (éH) ~ W (w, ) — 1tr W (w, 8, L) cov (éH) (7.5)
N ) 2 ’ ’ N w.Lo
L’expression (7.4) conduit a
T (Miwo, L) m W (0,00) + gt LW (00,00, Lo) € (w00, L)} (7.6)
Y ) ) 2N ) ) ? ?
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ot CM (w, by, Ly) est définie par (5.129). A partir de (7.5), nous avons

~ 1 gy 4 4
W (w,8) ~ ExWy (efvf) 5t {W (w, 80, Lo) CM (w, b, Lo)} (7.7)

Sachant que W (w, 8, Lo) CM (w, 0, Lo) = Q™ (w, 6o, Lo) W (w, b, Lo)fl, alors, une premiere
expression du LY-RFPE s’écrit

"

J (M;w, ﬁN) ~ EpWy (95) n %tr {QM (w, 60, Lo) W" (w, by, LO)_I} (7.8)

Il est parfois difficile pour l'utilisateur de disposer de plusieurs observations et ainsi de

calculer EpWy (9]‘[\{) Dans le cas ou celui-ci ne dispose que d’une seule observation, nous

pouvons remplacer ExWy (éﬁ) par Wy (éﬁ) Le L“-RFPE s’écrit donc

"

_ N A 1 - _
7 (M;MLN) ~ Wy (aﬁ) -t {QM (w, 00, Lo) W (w0, 8o, Lo) 1} (7.9)
Par (5.122) et (5.128), nous avons

B (w)

tr {QM (w, 09, Lo) W (W700’L0)71} =M w) {dM " 1T-Aw)

HM (w, 0, Lo)] (7.10)

ot HM (w, 89, Ly) = tr [RE (w,8) RE (w, 6p) ']
Il est maintenant intéressant d’exprimer l’estimé souhaitable de A (w). Nous allons le faire

par I'intermédiaire du PREC limite. Celui-ci est en effet donné par

W (w,60) = A (w) [1 Zé(f)A_(S)(“)} (7.11)

Preuve :

Tout d’abord, nous savons que Ep (6327,5)2 = X\ [1 -2(1—-w) #gp(k‘)} et Ep (sgl,t)2 =

2(1—w)
k

déterminer Ep |5 ,|. Il vient que

¢ (k), (voir chapitre 5). Pour exprimer le PREC limite, nous avons aussi besoin de

k2 o0
2(1— El ke
Er ‘6,91775‘ = &/ee = de (7.12)
1

o\ 2T

Avec un changement de variables X = £ et une intégration par parties, nous obtenons

e (7.13)

Eplep | =201 —-w)o

v1,t
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Le PREC limite en 8, s’écrit

_ . 1 n i

N—o00
tevy tev)

c’est-a-dire

_ 11—
W o,00) = o (3 + 220 1)) (715
Sachant que 172¢ (k) = ABE) o ) = %7 alors
. 1+ A(w) — B(w)
= 1
w (wa 00) A (CU) |: 2 (1 _A (CU)) (7 6)

Ce qui prouve le PREC limite.

Puisque EpWy (éfé) ~ Wy (éﬁ), si Ay (w) dénote Destimé de X (w), alors

. Wx (éﬁ)
AN (W) = — - (7.17)
ZM (M;w,LN) Y
' . X W) — B(w B(w)HM (w, 08, Ly
2V (Miw, Ly) = 121(41(—)14(5))( - 2N(1EA(w)) ) (7.18)

avec HM (w, 8 f/N) un estimé de HY (w, 6y, Ly). Nous pouvons alors donner, I’expression
finale du L*-RFPE par

] L\ pw) - [EY (M Ly) -]
7 (M;w, LN) ~ ; A Wi (eN) (7.19)
2V (Miw, Ly ) — ¢
ou p(w) = %{j“% voir [Corbier et al, 2012].

Nous allons montré que ce critere L¥Y-RFPE présente des propriétés tres générales. La premiere
propriété traite le cas limite. Le cas limite de ce critere est de pouvoir retrouver le FPE
d’Akaike. En effet, le PREC est un critere mixte dont les contributions L, et L; sont fixées
par le facteur d’échelle 1. Lorsque k tend vers l'infini, le facteur d’échelle tend aussi vers l'in-

fini et le PREC n’a plus aucune propriété de robustesse. Il se réduit au critere d’estimation
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classique des moindres carrés : (Wy () =Wy (9, ZN). Puisque k& — oo, alors w — 0

k%oo)

entrainant p (w) — 1 et ZY (M; 00, [AJV) — 5. On a alors

J (M; 0, iN) — FPE (du) (7.20)

De méme, lorsque £ — 0 alors n — 0 et le PREC tend vers le critere d’estimation L;. Nous

retrouvons le critere FPE dans 'approche L. Nous obtenons alors

J (M; 17iN) =J, (M) (7.21)
(Cf. chapitre 3 §3.5.2).
La deuxiéme propriété concerne le RFPE de Maronna [Maronna et al, 2006], donné pour
les modeles linéaires. Nous avons vu dans le chapitre 5 (5.104) que pour ces modeles, I'ordre

large L est nul. De plus, ce critere a été formulé pour de faibles contaminations, c’est-a-dire

lorsque w — 0. Nous obtenons alors

J (M;0,0) = RFPE (d) (7.22)

Enfin, la troisieme propriété est implicite a la nature méme du LY-RFPE. En effet, celui-ci
tient compte du modele de déviation distributionnelle par I'intermédiaire de w et de la nature
du régresseur, c’est-a-dire de la structure de modele paramétrique. Nous pouvons donc dire

que ce critere généralise le FPE dans le cadre des M-estimations de Huber.

Apres avoir défini le cadre formel du L“-RFPE, des simulations de Monte Carlo sur un
processus OFE ont été conduites. L’ensemble de ces résultats vont étre présentés et analysés

dans la section suivante.

7.2 Résultats des simulations

7.2.1 Présentation

Le processus simulé Py générant les données y? est identique a celui utilisé pour I'étude
des points de levage, (Cf. chapitre 6 §6.6). Rappelons brievement ses caractéristiques. Ce
processus est un Qutput Error avec p = 11 et w = 5, noté OE(11,5). Soit dpag, = 16 le "vrai

ordre” du processus :

B(q,0
v = Famu el
Po:q by =[68,6F] (7.23)

ed € N(0,0.1)
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Les vrais parameétres 0F et 6 sont donnés dans le tableau 7.1. Nous avons également

TAB. 7.1 — Parameétres 2 = {00}°_, et 0F = {f°}'1 de Py : OE(11,5).

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
b2 | —0.069 | —0.168 | 0.134 | 0.225 | —0.024 0 0 0 0 0 0
o 0.286 | —0.845 | 0.270 | 0.711 | —0.348 | —0.017 | 0.257 | 0.086 | 0.031 | 0.159 | 0.030

considéré un processus avec un retard pur d = 3, compté en nombre entier de période
d’échantillonnage. Celle-ci est donnée par T, = 500us. Le nombre de tirages de Monte Carlo
est de 100 et le nombre de points de mesures est N = 1000. Le signal exogene d’excitation
u; est une Séquence Binaire Pseudo Aléatoire (SBPA) [Landau, 1998] suffisamment exci-
tant et persistant, de niveau +15 et de longueur Lgpps = 1023. Le rapport signal /bruit est
SNR= 25dB. L’objectif étant de tester la robustesse de ’estimateur aux outliers d’innova-
tion et de valider des modeles par le L“-RFPE, pour cela, trois taux d’outliers d’observation
Rous = 2%, Rous = 5% et Rou; = 10% sont insérés dans y? avec des amplitudes et des index
temporels aléatoires. Une étude comparative est faite entre le critere L“-RFPE, le critere
FPE couplé a une estimation robuste 30 (30-FPE) utilisant un filtre robuste nettoyeur (30-
RFC, voir chapitre 2 §2.3.2) [Maronna et al, 2006](chapitre 8 p. 272), et le classique FPE
d’Akaike. Dans le cas du 30-FPE, le RFC est un AR(1). Pour le L*-RFPE, douze valeurs de
la constante d’accord sont prises dans ZF¥ et la complexité du modele dy, varie entre 13 et

18, sachant que w est fixé a b.

7.2.2 Analyse des résultats

L’ordre d, du modele validé est donné par le minimum du critere considéré. Le tableau
7.2 présente une synthese des résultats. Nous y trouvons pour chaque ratio R, I'ordre da,
des modeles donnés par les minima du FPE d’Akaike, du 30-FPE et du LY-RFPE avec ses
douze valeurs de k. Le fit de chaque modele est aussi donné.

Ces résultats montrent d’abord que le FPE d’Akaike sous-estime I'ordre du modele lorsque
Rowt = 2% et Ry = 5% et le sur-estime lorsque R, = 10%, avec un faible fit pour chacun
d’entre eux. Cela confirme la nature non robuste de ce critere FPE. Le 30-FPE sous-estime
Pordre du modele, mais présente un fit correct lorsque R,,; = 2%. La robustesse a 30 avec

RFC a son effet et donne un estimateur qui ne présente pas de mauvaises caractéristiques.
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TAB. 7.2 — Ordres et fits des modeles, donnés par le FPE d’Akaike, le 30-FPE et le L“-RFPE

avec douze valeurs de k.

Taux d’outliers d’observation | Ry = 2% Ry = 5% Ry = 10%
Ordre du modele/fit dm | Fit(%) | day | Fit(%) | day | Fit(%)
FPE Akaike 15 45.4 15 27.16 17 16.17
30 — FPE 15 73.6 15 57.9 15 35.35
LY — RFPE
k =0.05 16 88.8 16 90.41 16 93.6
k=0.1 15 95.5 16 93.5 16 91.41
k=0.15 16 98 15 95.3 16 97.28
k=10.25 16 94.9 15 72 16 96.8
k=0.35 15 97 16 73.5 16 48.45
k=04 17 75.2 16 75.7 15 90.53
k=0.7 15 96 15 59.6 17 61.76
k=0.9 15 91.2 16 56.2 16 79.5
k=12 15 83 17 80 15 68.8
k=1.345 15 92 17 43.55 14 47.7
k=15 17 76.25 16 44 15 65.4
k=2 15 90 17 78 15 61.5
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Cependant, lorsque Ry, = 5% et Ry = 10%, le mauvais fit des modeles ne permet pas
de les retenir. L’emploi d’un critere de validation plus robuste se justifie. C’est ce que nous

allons voir au travers du critere RFPE.

M-estimation: Outliers Observation 2%
M-estimation: Outliers Observation 2%

Facteur d'échelle Complexité modele il

Fia. 7.1 — (gauche) : Surface du L*-RFPE comme une fonction du facteur d’échelle n et de
la complexité du modele d s pour cing valeurs de k (k= 0.05, k = 0.1, k£ = 0.15, k£ = 0.25 et
k = 0.35), a un taux R,,; = 2%. (droite) : suite de la surface du L¥-RFPE pour huit valeurs
dek (k=035,k=04 k=07 k=09, k=12 k=1345k =15 et k = 2), pour le

meéme taux de contamination.

Les surfaces du L¥-RFPE lorsque R,,; = 2% sont données dans les figures 7.1 et ses mi-
nima sont reportés dans le tableau 7.2. Le critere de validation L*-RFPE donne effectivement
dnm,, mais peut aussi présenter des modeles de complexités inférieure et supérieure a dpy,.
Pour ces derniers, les fits sont nettement meilleurs que ceux donnés par le 30-FPE. Lorsque
le critere L“-RFPE donne des minima a dy, = 15, le fit de chaque modeles est équivalent a
celui de chaque modele présentant la ”vraie complexité”. Cependant, le fit diminue lorsque
dap > dag,- Cela se produit lorsque £ = 0.4 et £ = 1.5. Les modeles sont alors de moins
bonne qualité. Soulignons que les modeles pour lesquelles dy = dpaq, et dy < dpg,, avec de
bons fits, sont toujours donnés pour une constante d’accord petite. En effet, pour les petites
valeurs de k, la figure 7.1 (gauche) montre une nappe assez ”douce” avec des minima a dy,

et dy < daq,. Inversement, pour des valeurs plus élevées de £, la nappe illustrée dans la
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figure 7.1 (droite), présente de fortes variations, traduisant une moins bonne estimation du

modele, ne donnent pas de minima a dp4,.

M-estimation: Outliers Observation 5% M-estimation: Outliers Observation 5%
k=0.4

12

14

16

1
» . 17 05 Facteur d’échelle
Complexité modele 18 0

Complexité modéle
F1a. 7.2 - (gauche) : Surface du L*-RFPE comme une fonction de 1 et de dyq pour six valeurs
de k (k=0.05, k =0.1, k = 0.15, k = 0.25, k = 0.35 et k = 0.4), a un taux R,, = 5%.
(droite) : suite de la surface du L“-RFPE pour sept valeurs de k (k =0.4, k = 0.7, k = 0.9,
k=12 k=1.345 k= 1.5 et k = 2), pour le méme taux de contamination.

Les figures 7.2 illustrent les nappes du L*-RFPE lorsque R,,; = 5%. L’ordre de chaque
modele donné par le critere est reporté dans le tableau 7.2. Les candidats qui présentent de
bons fits sont donnés pour les petites valeurs de k, plus précisement pour k£ = 0.05, £ = 0.1
et k = 0.15. Pour les deux premieres valeurs de k, les fits sont supérieurs a 90% et 'ordre de
chaque modele est égal a dpq,. Une nouvelle fois, le critere donne un modele a ordre réduit,
dyg = 15 avec un excellent fit, égal a 95%. Pour les valeurs de k supérieures a 0.15, le fit
reste acceptable, mais pas suffisamment pour retenir le candidat. Lorsque les valeurs de k&
sont dans la partie haute de Z¥, les minima du critére donnent majoritairement dp = 17.
Soulignons une nouvelle fois que lorsque les valeurs de k sont petites (k < 0.9), la surface de
la nappe présente une certaine douceur des ses pentes, traduisant des estimations robustes
et efficaces. Cette surface est plus chaotique lorsque k£ > 0.9. Les estimations sont moins
robustes, les fits sont moins bons et le nouveau critere RFPE sur-estime la complexité du

modele.
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M-estimation: Outliers Observation 10% M-estimation: Outliers Observation 10%

24 k=2

RFPE

20

Complexité modeéle ! Facteur d'échelle Complexité modéle v Facteur d’échelle

F1a. 7.3 — (gauche) : Surface du L“-RFPE en fonction de n et de dpq pour six valeurs de k
(k=0.05,k=0.1, k =0.15, k = 0.25, k = 0.35 et k = 0.4), & un taux R,y = 10%. (droite) :
reste de la surface du L¥-RFPE pour sept valeurs de k& (k = 0.4, k =0.7, k = 0.9, k = 1.2,
k=1.345, k=15 et k =2), a un taux R,,; = 10%.

Lorsque Ry, = 10%, le critere L¥-RFPE donne encore de bons candidats, avec un fit
supérieur & 91% pour chacun d’eux. En effet, pour £ = 0.05, k = 0.1 et k = 0.15, lordre dq
des modeles est égal a dpq,. Voir figure 7.3 (gauche). Le fit des modeles se dégrade lorsque
k > 0.25. Cela se traduit par des minima différents de d,, comme le montre la figure 7.3
(droite). L’aspect chaotique de la nappe montre en effet de mauvaises estimations. L’ensemble
des modeles fournis par les minima du critere L*-RFPE sont reportés dans le tableau 7.2. Le
tableau 7.3 rassemble les meilleurs candidats retenus, c’est-a-dire ceux ayant un fit autour de
90%. L’ensemble de ces modeles sont estimés a partir d’'une norme robuste dont la constante
d’accord est située vers la borne inférieure de ZF. Les valeurs de la fonction de contribution
Ly montrent que les taux d’outliers d’innovation dans les résidus sont élevés. L’ordre large
Ly de chacun de ces modeles se situe en moyenne entre 200 et 240. Il n’y a pas de grands
écarts entre eux, méme lorsque les résidus sont fortement contaminés, et leurs valeurs sont
quasiment identiques aussi bien pour R, = 2% que pour R, = 10%.

Les figures 7.4 présentent les réponses fréquentielles des modeles a ordre réduit OE(10,5)
comparées a 'estimation spectrale du processus Py. Ces modeles ont un fit autour de 95%,
avec une tres bonne dynamique dans les basses fréquences. La figure 7.4 (gauche) montre
un modele OE(10,5) lorsque R,y = 2% et k& = 0.1. Ce modele présente une fonction de
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contribution L, égale a 26.97%. Méme en présence d’un taux R,,; plus élevé, lorsque k& = 0.15,
la réponse fréquentielle du modele & ordre réduit OE(10,5) montre une bonne dynamique
dans l'intervalle de Shannon, notamment en basses fréquences, comme cela est illustré dans
la figure 7.4 (droite).

M-estimation: Rout = 2%, k = 0.1 M-estimation: Rout = 5%, k = 0.15

10 10
o
g )
g 3
2 3
€ i<
g =)
= 1o}
=
-301-| = = = processus i ] = A proc<\essus Y
= Modéle OE(10,5) [ = Modele OE(10,5)
3 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 350 200 400 600 800 1000
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)

F1G. 7.4 — (gauche) : Réponse fréquentielle du modele OE(10,5) a complexité réduite, com-
parée a Iestimation spectrale du processus (pointillés) lorsque Ry, = 2% et k = 0.1. (droite) :
Réponse fréquentielle du modele OE(10,5) a complexité réduite, comparée a Iestimation

spectrale du processus (pointillés) lorsque Ry, = 5% et k = 0.15.

Les figures 7.5 montrent les réponses fréquentielles de deux modeles validés OE(11,5) et
OE(12,5), lorsque R,,: = 5% avec k = 0.05 et k = 1.345 respectivement. Lorsque k = 0.05, le
critere passe par un minimum a dy; = dp,. La dynamique de ce modele présente de bonnes
caractéristiques sur 'intervalle de Shannon, notamment en basses fréquences. Son fit est égal
a 90.41% et sa fonction de contribution L; est de 59.24%. Soulignons une fois de plus le
fait suivant. Lorsque la constante d’accord est choisie dans les petites valeurs, les minima
du L¥-RFPE coincident soit avec dq,, soit avec dyy < daq,. Dans ces deux cas de figure,
les modeles présentent de bonnes caractérisques sur Uintervalle [0, F, /2], particulierement,
dans les basses fréquences. Pour £ > 1, les modeles sont moins bons, comme le montre le
tableau 7.2. Les minima du L*-RFPE ne coincident plus toujours avec dpq, et les modeles
associés présentent des dynamiques de moins bonne qualité. Ceci est effectivement illustré

dans la figure 7.5 (droite) lorsque k = 1.345. Nous pouvons constater une réponse fréquentielle

132



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MODELES EN IDENTIFICATION EN
NORME Ly — I,

de qualité insuffisante sur I'intervalle de Shannon, et plus particulierement dans les basses
fréquences.

M-estimation: Outliers Observation 5%, k=0.05 M-estimation: Outliers Observation 5%, k=1.345

Magnitude (dB)
Magnitude (dB)

1

1
-30f| = = = processus N -30F | = = = processus l‘
= Modéle OE(11,5) = Modele OE(12,5)

100 200 300 400 560 660 760 860 960 1000 0 160 200 300 460 560 660 760 860 960 1000
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)

F1G. 7.5 — (gauche) : Réponse fréquentielle du modele OE(11,5), comparée a 1’estimation spec-

trale du processus (pointillés) lorsque R, = 5% et k = 0.05. (droite) : Réponse fréquentielle

du modele OE(12,5) lorsque Ryt = 5% et k = 1.345.

Bien que le taux d’observation d’outliers soit de 10%, les modeles validés pour k& < 0.2
ont une complexité de 16 avec des fits supérieurs & 90%. La figure 7.6 (gauche) montre un
exemple d’un de ces modeles lorsque £ = 0.05. Pour des valeurs plus grandes de k, c¢’est-a-
dire £ > 1, le L*-RFPE donnent des minima différents de d,,, avec des fits inférieurs a 70%.
La figure 7.6 (droite) illustre la réponse fréquentielle d’'un de ces modeles OE(9,5) lorsque
k = 1.345. Ce modele souffre d’avoir une complexité plus petite que celle de Py et d’avoir été

estimé avec une norme moins robuste, due a une valeur trop élevée de k.

A travers ces exemples, nous avons montré l'intérét d’étendre la constante d’accord dans
les petites, afin de permettre a ce nouveau critere de validation de donner par ses minima
des modeles pertinents. Il peut étre cependant utile a ’expérimentateur de disposer d’un
autre outil d’aide a la décision du choix de la complexité du modele, dans le but de confirmer
presque définitivement le modele validé. C’est ce que nous allons étudier par I'intermédaire
de la fonction de contribution L;.
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TAB. 7.3 — Parametres des modeles estimés, fit, fonction de contribution L; et ordre large,
lorsque £ = 0.05, £k =0.1 et £k =0.15.

Taux d’outliers Rout = 2% Ryur = 5% Rout = 10%
d’observation
0o k=005|k=015|k=005| k=0.1 | k=0.05| k=0.15

Y = —0.069 —0.0696 | —0.0691 | —0.0686 | —0.0698 | —0.0681 | —0.0687
b = —0.168 —0.1650 | —0.1604 | —0.1720 | —0.1599 | —0.1713 | —0.1522
b =0.134 0.1332 0.1538 0.1220 0.1517 0.1224 0.1741
by = 0.225 0.2204 0.2107 0.2327 0.2126 0.2306 0.1972
b = —0.024 —0.0241 | —0.0506 | —0.0088 | —0.0501 | —0.0105 | —0.0750
f =0.286 0.2721 0.1694 0.3458 0.1764 0.3439 0.0598
fY=-0.845 —0.8535 | —0.8832 | —0.8116 | —0.8959 | —0.8271 | —0.9152
£ =10.270 0.3077 0.3627 0.2296 0.3855 0.2365 0.4405
f2=0.711 0.6750 0.6867 0.6874 0.6658 0.7099 0.6578
19 =-0.348 —0.3537 | —0.4316 | —0.2806 | —0.4286 | —0.3003 | —0.4953
fd=-0.017 0.0157 0.0202 | —0.0220 | 0.0372 | —0.0297 | 0.0513
fY=0.257 0.2289 0.2591 0.2267 0.2378 0.2491 0.2504
f9 = 0.086 0.0790 0.0560 0.1166 0.0613 0.1105 0.0373
f9=10.031 0.0581 0.0246 0.0471 0.0424 0.0376 0.0146
1oy = 0.159 0.1370 0.1553 0.0471 0.0424 0.1503 0.1448
1 =0.030 0.0406 | —0.0048 | 0.0599 0.0219 0.0593 | —0.0113

Fit(%) 88.8 98 90.41 93.5 93.6 97.28
L1C(%) 77.12 3 59.24 42.25 65.7 39.4
N 254 248 195 220 258 233
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M-estimation: Outliers Observation 10%, k=0.05 M-estimation: Outliers Observation 10%, k=1.345

Magnitude (dB)
Magnitude (dB)

-30- | = = = processus \ -30F | = = = processus
= Modele OE(11,5) = Modele OE(9,5)
_35 ; ; ; ; | | | | | a5 ; ; ] | i i i i i
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)

F1G. 7.6 — (gauche) : Réponse fréquentielle du modele OE(11,5), comparée a 1’estimation spec-
trale du processus (pointillés) lorsque Ry, = 10% et k = 0.05. (droite) : Réponse fréquentielle
du modele OE(9,5) lorsque Ry = 10% et k = 1.345.

7.3 Fonction de contribution L,

7.3.1 Présentation

Nous savons que la norme mixte de Huber est un mélange d’une norme L, qui ne traite
que les résidus situés dans l'intervalle [—n, 7] et d’une norme L; qui elle, ne traite que ceux
situés en dehors de cet intervalle. La contribution de chacune d’elle dépend de la valeur du
facteur d’échelle 7, donc de la constante d’accord k. Concretement, le role de la norme L,
est de robustifier la norme Ly, tres sensible aux grands écarts des résidus, et de traiter le
plus rapidement possible ces grands écarts. Ce point de vue justifie le choix de la constante
d’accord k, car elle fixe la contribution de chacune des normes a la fin de la procédure
d’estimation. A partir des deux ensembles d’index v et v;, nous sommes donc amenés a
définir les contributions de chacune d’elles. Dans le chapitre 4, il a été défini la fonction de

contribution L, par

N, (0
LiC (8) = 1]\; ) (7.24)
Cette contribution vérifie I’égalité
card (v2(0)) + card (v, (f)) = N,V8 € Dy, (7.25)
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La fonction de contribution peut aussi étre définie comme

Z |5:(0) (7.26)

tEIJl

ou s(#) est la fonction signe définie par (4.12). Voir aussi [Corbier et al, 2012] pour plus
de détails.

Les études expérimentales montrent que L,C (#) présente des variations en fonction de la
complexité du modele estimé. Pour mettre en évidence analytiquement celles-ci, nous avons
remplacé s,(#) par une fonction logistique, comme cela a été fait pour le gradient et le Hessien
du PREC dans le chapitre 4 (§4.1.2). Avec ce choix, la fonction de contribution L, est donnée

par
1 — 672[(&(9)

T (7.27)

LlO(Q):% >

tevi(0)

ol K est un réel suffisamment grand pour assurer une bonne approximation de la fonc-
tion signe. Puisque L,C (#) présente des variations, nous allons montré qu’elle admet des
minima et que ceux-la peuvent confirmer la complexité des modeles donnés par les criteres
d’estimation classiques, mais aussi, mettre en évidence la pertinence d’autres modeles. Soit

le théoreme suivant

Théoreme 10 I existe un estimateur éﬁl différent ou non de éﬁ, tel que é]f,l soit le minimum
de L,C (0). Alors

. _ 1
0% = argmingee o Z |5:(0)] (7.28)

tevi(9)

Preuve :

Définissons deux sous-ensembles de vy (#) tels que vl(0) = {t:|e(0)] < —n} et v (0) =
{t :]e:(0)] > n}. Alors vy (0) = v (0) U (0) et vF(0) N (0) = 0. La fonction de contribu-
tion L s’écrit donc

1 1 — 6—2K€t(6’) 1 eQKet(H) -1
LIC (9) - N Z 1+ 6721(&(9) + N Z 62K6t(9) +1 (729)
tevH (6) tevi (9)
La dérivée par rapport a 6 de (7.29) donne
a 4K 2K5t 0) 4K 72K5t
55 L1C ( > i - > (7.30)
t€V1 0) tEul 6)
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Parce que |e¢(f)| > 7, nous obtenons

gueo|<EL S wo) (7.1)

09 tevy(6)

Sachant que |¢; (/)| est bornée pour tout § € © [Ljung et Caines, 1979], posons |¢; ()| =
C'y, alors

[Yune ()] < [ (B)] = Cy (7.32)

Il existe alors un estimateur 6% tel que

%Ll(] (efv) ‘ < 8K e~ 5 0 (7.33)
pour K suffisamment grand. Ce qui prouve le théoreme.

Ce théoreme indique qu’il existe un estimateur éﬁf qui minimise la fonction de contribution
L.

L’analyse des résultats va se diviser en trois parties. Les deux premieres analysent les résultats
de deux processus simulés : un processus ARX et un processus OE. La troisieme partie discute

des résultats sur un processus réel, un capteur/actionneur piézoélectrique.

7.3.2 Analyse des résultats
7.3.2.1 Processus ARX simulé

L’objectif est de montrer que dans certaines situations, le RFPE ne permet pas d’affirmer
définitivement, par ses minima, la complexité des modeles. La décision est alors confirmée par
la fonction de contribution L; dont les minima sont plus catégoriques. Une étude comparative
est réalisée entre la LS-estimation, ’estimation par variables instrumentales (IV-estimation),
la 2SLS-estimation et la M-estimation de Huber, a travers le RFPE et la fonction de contri-
bution L;. Notons que la version du L“-RFPE dans le cas des modeles linéaires sera notée
0-RFPE ou tout simplement RFPE.

Le processus simulé Pf générant les données y? est un ARX avec p = 7 et w = 5, noté

ARX(7,5). Soit dag, = 12 la "vrai complexité” du processus :

0 __ Blq,00) 1 0
Y= Tgon U T A ©
Py b= [03,60] (7.34)

ed € N(0,0.1)
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TAB. 7.4 — Paramétres 68 = {00}°_ et 63 = {a%}]_, de PF : ARX(7,5).

n 1 2 3 4 5 6 7
b0 | —0.1034 | —0.1658 | 0.1509 | 0.195 | —0.0145 0 0
al | 0.3819 | —0.8684 | 0.1938 | 0.6772 | —0.2536 | —0.0423 | 0.1664

Les vrais parametres 0 et 03t sont donnés dans le tableau 7.4. Nous avons également
considéré un processus avec un retard pur d = 7, compté en nombre entier de période
d’échantillonnage. Celle-ci est donnée par T, = 500us. Le nombre de tirages de Monte Carlo
est de 1000 et le nombre de points de mesures est N = 1000. Le signal exogene d’excita-
tion w; est une Séquence Binaire Pseudo Aléatoire (SBPA) [Landau, 1998], suffisamment
excitant et persistant, de niveau +10 et de longueur Lsgpa = 1023. Le rapport signal /bruit
SNR est de = 25dB. Dans le but de tester la robustesse de 'estimation, un taux R,,; de
1% d’outliers est inséré dans y? avec des amplitudes et des index temporels aléatoires. La
figure 7.7 (gauche) montre le signal de sortie du processus PF dans lequel apparaissent les
outliers d’observation. Pour toutes les méthodes d’estimation, la complexité du modele d a4
varie entre 7 et 20, sachant que w est fixé a 5. Le RFPE et la fonction de contribution L,

sont donnés pour vingt valeurs de k dans Z}.

Signal de sortie du processus M-estimation: Rout = 1%, k =0.124  n=0.1240=0.382

30

15
10 20l
5L 10
o 0
T 0 3
2 2
a 2 o :
E -Sr 5 Signal du prédicteur
du modéle ARX(7,5)
-20
-10} Outliers Observation ~ 1a
dans signal de  ~y"
/ a0l sortie du processus :
_15t : : p '
]
(7‘(5 Outliers Observatio _a0l h
-20 i i i i | | | | | | | J
200 400 600 800 1000 680 690 700 710 720 730 740 750
Indice temporel Indice temporel

F1G. 7.7 - (gauche) : Signal de sortie ) du processus P¥ dans lequel apparaissent les outliers
d’observation & un taux de 1%. (droite) : Signal du processus y? et signal du prédicteur ¢ (6)
du modele ARX(7,5) lorsque k& = 0.124.
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La figure 7.8 (gauche) présente le RFPE sous la forme d’une surface, comme une fonction
du facteur d’échelle n et de la complexité du modele dn,. Lorsque k est faible, la surface est
"presque” lisse et présente un minimum commun pour k£ € [0.05;0.5] (ellipses pointillées)
a dy, = 13 = 8 + 5. Nous voyons que le critere surestisme l'ordre des modeles. Ce constat
s'établit aussi lorsque k est choisi dans la partie supérieure de ZJ. La surface présente des
ondulations, mais les minima correspondent a des complexités supérieures a 12. Dans cet
exemple, le nouveau critere RFPE ne présente pas de caractere décisionnel. Sans ’appui
de la fonction de contribution L;, 'expérimentateur serait dans l’obligation de choisir un
modele ARX(8,5). Cette nouvelle fonction, comme le montre la figure 7.8 (droite), présente
des minima bien visibles lorsque £ = 0.124, k£ = 0.228 et k = 0.332, bien que pour cette
derniere valeur de k, cela semble moins affirmatif. La surface de L,C (6) est ondulée lorsque
k est faible, présentant des minima bien apparents. Lorsque k est plus élevée, les valeurs de
la fonction de contribution sont plus petites et la surface est plus lisse, donc breaucoup moins
décisionnelle. A partir de cette fonction, 'expérimentateur peut ainsi retenir trois modeles
ARX(7,5), lorsque k = 0.124, k = 0.228 et k = 0.332 respectivement.

M-estimation M-estimation: Rout = 1%

[
@ © 1)
S S =3

I
S

RFPE
L1-Contribution(%)

N
=3

g 7

5
Facteur d’échelle Facteur d’échelle

FiG. 7.8 — (gauche) : RFPE en fonction de n et de dp pour vingt valeurs de k, lorsque
Ryt = 1%. Un seul minimum apparait a dyy = 13 = 8 4+ 5 (ellipses pointillées). (droite) :
Fonction de contribution L; en fonction de 1 et de d pour vingt valeurs de k. Trois minima
apparaissent a dy = 12 =7+ 5 lorsque k£ = 0.124, k = 0.228 et k£ = 0.332.

Le tableau 7.5 regroupe les valeurs des parametres des modeles, estimés classiquement par
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les moindres carrés, les variables instrumentales et les moindres carrés deux étapes. Pour les
M-estimations de Huber, les modeles sont donnés par les minima de la fonction de contribu-
tion Ly, lorsque & = 0.124, k = 0.228 et k = 0.332. Méme si le taux d’outliers d’observation
est faible, les estimateurs classiques donnent des parametres éloignés des ”vrais”. Le RFPE
étant dans l'incapacité de donner le nombre de parametres exigés, c’est-a-dire 12, nous avons
recours a la fonction de contribution L;. Chaque modele estimé présente alors un fit proche
de 80%.

TAB. 7.5 — Valeurs des parametres des meilleurs modeles par les estimations LS, IV, 2SLS.

Pour les M-estimations de Huber, les modeles sont ceux donnés par la fonction de contribution
L,C lorsque k =0.124, k = 0.228 et £ = 0.332.

Vrais parametres Estimateurs classiques M-estimateurs de Huber
) LS v 2SLS | £=0.124 | £ =0.228 | £ =0.332
b = —0.1034 —0.1006 | —0.1062 | —0.0969 | —0.1037 | —0.1041 —0.1033
b9 = —0.1658 —0.1384 | —0.1411 | —0.1343 | —0.1607 | —0.1596 | —0.1639
b3 = 0.1509 0.1246 0.1205 0.1156 0.1553 0.1533 0.1524
b9 = 0.1950 0.1120 0.1118 0.1834 0.1846 0.1805 0.1867
b = —0.0145 —0.0887 | —0.0818 | —0.1337 | —0.0140 | —0.0079 | —0.0128
f=0.3819 0.1486 0.1489 0.1379 0.3319 0.3224 0.3495
1Y = —0.8684 —0.3427 | —0.3522 | —0.2369 | —0.8457 | —0.8155 | —0.8434
f9=0.1938 0.1065 0.1342 0.0769 0.2140 0.2068 0.2065
f2=0.6772 0.2523 0.2599 0.1854 0.6432 0.6204 0.6486
f9=-0.2536 —0.0574 | —0.0846 | —0.0207 | —0.2593 | —0.2469 | —0.2515
fd=-0.0423 0.1429 0.1236 0.1378 —0.0221 —0.0109 | —0.0244
2 =0.1664 —0.0751 | —0.0684 | —0.1223 0.1477 0.1320 0.1522

Les figures 7.9 montrent les réponses fréquentielles des modeles ARX issues de la fonction
de contribution Ly, lorsque k = 0.124 (gauche) et k = 0.332 (droite), comparées a I’estimation
spectrale de PE. La dynamique de chacun d’eux présente de bonnes caractéristiques, avec
cependant un écart en basses fréquences lorsque & = 0.124. Cet écart est moindre pour
k = 0.332. Notons que la valeur de L;C (6) est de 40% lorsque k = 0.124 et de 18% lorsque
k = 0.332. La réponse fréquentielle du modele ARX(8,5) lorsque k£ = 0.058 est donnée dans

la figure 7.10 (gauche). La surestimation de sa complexité favorise sa dynamique, et cela se
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M-estimation: Rout = 1%, k = 0.124

M-estimation: Rout = 1%, k = 0.332
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Fia. 7.9 — (gauche) : Réponse fréquentielle du modele ARX(7,5) donnée par la fonction
de contribution L; lorsque k = 0.124, comparée & I'estimation spectrale de Pg* (pointillés).

(droite) : Réponse fréquentielle du modele ARX(7,5) issue de L;C (f) lorsque k = 0.332,
comparée a I’estimation spectrale de Pf.

confirme, puisque qu’il présente un fit proche de 88%. Le résultat de la réponse fréquentielle
du modele ARX(7,5), estimé par les moindres carrés n’est pas réellement une surprise, comme
cela est illustré dans la figure 7.10 (droite).

Dans le cas de figure ou le critere RFPE est dans I'impossibilité de fournir un modele
robuste avec la complexité dy, = 12, la fonction de contribution L; par ses minima, est plus
décisionnelle et plus affirmative. Elle se substitue ainsi au RFPE. C’est un des trois roles de
ce nouvel outil. Les deux autres vont étre développés dans la suite, consistant a renforcer le
résultat donné par le RFPE et/ou de fournir d’autres modeles.

7.3.2.2 Processus OE simulé

Ce processus est identique a celui du paragraphe 7.2, dont le signal de sortie est contaminé
par trois taux d’outliers d’observation R,,; = 2%, Rous = 5% et Ry = 10% . L’objectif est
de montrer que la fonction de contribution L renforce la décision du critere L“-RFPE et que
leurs minima coincident. Tous les bons candidats donnés par le critere RFPE sont confirmés
par la fonction de contribution L;, comme le montre le tableau 7.6 ol sont regroupés tous
ces résultats. Nous avons sélectionné quelques courbes de cette fonction de contribution L1,

représentées dans les figures 7.11 a 7.14. Nous pouvons constater des minima bien prononcés
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M-estimation: Rout = 1%, k = 0.0558

L2-estimation: Rout = 1%
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F1a. 7.10 — (gauche) : Réponse fréquentielle du processus et du modele ARX(8,5) donnée

par le RFPE lorsque k£ = 0.058. (droite) : Réponse fréquentielle du modele ARX(7,5) estimée
par les moindres carrés.

de LiC (#) pour les petites valeurs de k, apportant ainsi une valeur ajoutée au choix de la
complexité du modele ainsi validé. Ils le sont moins lorsque k£ = 0.25 et £ = 0.35.

TAB. 7.6 — Ordres des modeles donnés par le critere L“-RFPE (d%'"#) et par la fonction de
contribution L; ().

Taux d’outliers d’observation Rou: = 2% Rour = 5% Rout = 10%
Ordre du modele dRFPE | @iaC | dREPE | aliC | PR | alac
k= 0.05 16 16 16 16
k=0.1 15 15 16 16 16 16
k=0.15 16 16 15 15 16 16
k=0.25 16 16
k=0.35 15 15

7.3.2.3 Processus piézoélectrique

L’objectif n’est pas de présenter I’étude complete de l'identification d’un actionneur

piézoélectrique, puisque celle-ci sera faite dans le chapitre 8. Nous allons simplement nous
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Fia. 7.11 — (gauche) : L;C (#) comme une fonction de la complexité du modele lorsque

Ry = 2% et & = 0.1. Son minimum coincide avec celui du L“-RFPE et confirme ainsi

un bon candidat. (droite) : LiC (#) lorsque R,,; = 2% et k = 0.15 avec un minimum a
dps = dys, = 16.
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FiG. 7.12 — La fonction de contribution L; confirme le minimum a dx; = 16 pour k = 0.25,

mais moins bien lorsque k£ = 0.35.
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M-estimation: Rout = 5%, k = 0.05 M-estimation: Rout = 5%, k = 0.15
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F1G. 7.13 — Méme lorsque R,,; = 5%, pour des faibles valeurs de k, la fonction présente de
fortes variations avec des minima a dys = daq,. Cette fonction propose méme un modele a
dyp = d/\/lo + 2.

M-estimation: Rout = 10%, k = 0.05 M-estimation: Rout = 10%, k = 0.1
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Fig. 7.14 — Les minima donnés par le critere LY-RFPE sont a nouveau confirmés par la

fonction de contribution L; de maniére bien prononcée.
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focaliser sur le role de la fonction de contribution L; pendant la phase de validation des
modeles retenus. Nous allons cependant présenter brievement le contexte de cette identifica-
tion.

Ce systeme est utilisé en actionneur dans le but de réaliser le controle d’'un dispositif de
percage vibratoire. L’objectif est de développer des porte-outils vibrants, auto-adaptatifs,
actifs, destinés au percage de différents matériaux, et les procédés associés a ces porte-outils
et matériaux. Les porte-outils visés sont des systemes mécatroniques intégrant un actionneur
piézoactif et des capteurs, avec des moyens d’alimentation et de controles électroniques. Les
matériaux visés sont difficiles a percer, par exemple, les multi-matériaux composite-métal, de
plus en plus utilisés dans les pieces de structures en aéronautique, mais aussi des matériaux
utilisés en mécanique générale tels que les aciers inox. La figure 7.15 montre le systeme-

actionneur piézoélectrique (SA-P) intégré dans son dispositif de percage vibratoire.
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] SA40 B

_
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piezoelectrique

i 2 3 -
i Ressort ——————————> B
i : —an EE_
. 5 Glissiere
-l ’T ’
/ f——— Attachement
P!' ) Pince ER

Ww&——— Foret

FiG. 7.15 — SA-P placé dans son porte-outil.

Développons maintenant la phase d’identification du SA-P. Rétiré de son porte-outil, le
SA-P est présenté dans la figure 7.16. Sans rentrer dans les détails, signalons que quatre gauges
de contraintes fournissent le signal des micro-vibrations de I’Actionneur piézoélectrique.

Soit y; le signal issu de ces gauges et u; le signal d’excitation. Pour collecter ’ensemble
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Fia. 7.16 — Systeme-Actionneur Piézoélectrique SA-P.

des mesures ZY = (uy, 91, ..., un, yn), nous appliquons une SBPA suffisamment excitante et
persistante sur u;, de niveau 3V et de longueur Lgspps = 1023 (figure 7.17 (gauche)). La
période d’échantillonnage est choisie a T, = 100us et le nombre de points de mesures est de

5000. Le modele rétenu pour ce systeme non linéaire est un modele OE.

_ B(g,9)
Yy = Uy + €
Mipiezo F(g,9) 7.35
p { 0 = [037 HF] ( )

Nous pouvons constater (figure 7.17 (droite)), que le signal y; des micro-déplacements
présente de nombreuses valeurs assimilables a des outliers d’observation, fournies par le pro-
cessus lui-méme. Ces points sont des informations générées par le processus et ne doivent
donc étre, ni détectés, ni filtrés et/ou nettoyés. Les figures 7.18 montrent les signaux des
micro-déplacements sans pré-traitement (gauche) et avec pré-traitement (droite), noté yM*,
utilisant un filtre nettoyeur robuste 30-RFC. Certaines grandes valeurs assimilables a des
outliers dans y; ont été réduites, voire supprimées dans yM7, et I'effet du filtre est clairement
visible.

La figure 7.19 compare I’estimation spectrale du processus sans pré-traitement des données
de sortie (MTRFC sur la figure) a D'estimation spectrale du méme processus avec pré-
traitement des données par le 30-RFC. Ce filtre a supprimé des informations, qui les a
estimées comme des outliers d’observation, provoquant ainsi une dégradation de la dyna-

mique du processus.
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Fia. 7.17 — (gauche) : Séquence binaire pseudo-aléatoire comme signal d’excitation envoyé
au SA-P. (droite) : Signal des micro-déplacements y;.
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Fig. 7.18 — (gauche) : Signal des micro-déplacements y, sans pré-traitement par un 3o0-
RFC. (droite) : Méme signal mais traité avec un 30-RFC, yM?. Des points considérés comme

outliers ont été réduits voire supprimés dans y/7.
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Fic. 7.19 — Comparaison entre les estimations spectrales du processus piézoélectrique avec
et sans pré-traitement des données de sortie (MTRFC sur les figures). Le pré-traitement a

supprimé de nombreuses informations provoquant alors une dégradation de la dynamique.

Une campagne d’estimations robustes a donc été réalisée avec le signal brut y;. Le PREC
ainsi que la fonction de contribution L sont représentés dans les figures 7.20. La figure 7.20
(gauche) montre le PREC et ses minima en fonction de la complexité du modele, lorsque
la constante d’accord est égale a 0.0625. Il y a deux minima donc deux modeles proposés.
Le premier a dy = 17, qui n’est pas retenu, car son fit est trés mauvais (< 40%), et le
deuxiéme a dyy = 21 (w =9 et p = 12), qui est retenu, avec un fit proche de 61%. Ce modele
retient notre attention car il présente de bonnes caractéristiques dans l'intervalle [0; 500H z],
correspondant a l'intervalle de fonctionnment du piézoélectrique. Voir chapitre 8 pour plus
de détails. La fonction de contribution L; lorsque k& = 0.0875, donne deux modeles : d s = 21
(w =9 et p=12), pas retenu, et dys = 24 (w = 12 et p = 12). Ce dernier présente de bonnes
caractéristiques dans l'intervalle de fonctionnement du processus. Les réponses fréquentielles
des deux modeles retenus comparées a I’estimation spectrale du processus sont données dans
les figures 7.21.
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M-estimation: k = 0.0875
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Fia. 7.20 - (gauche) : Critere d’estimation robuste (PREC) en fonction de la complexité du
modele, lorsque k = 0.0625. Seul le modele a dys = 21 est conservé. (droite) : Fonction de
contribution L, en fonction de la complexité du modele, lorsque k£ = 0.0875. Cette fonction

donne un autre modele retenu a d, = 24.
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Fia. 7.21 — (gauche) : Réponse fréquentielle du modele OE(12,9) lorsque k& = 0.0625
donné par le PREC, comparée a I’estimation spectrale du piézoélectrique. (droite) : Réponse
fréquentielle du modele OE(12,12) lorsque k& = 0.0875 donné par L;C (). Ces deux modeles
présentent de bonnes caractéristiques dans 'intervalle de fonctionnement du piézoélectrique,
c’est a dire [0; 500H z].
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7.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une version robuste du critere d’erreur de prédiction
finale tenant compte du niveau de contamination du modele de déviation distributionnelle des
erreurs de prédiction et appliqué aux modeles pseudolinéaires. Ce RFPE généralise 'expres-
sion de Maronna, formulé uniquement pour les modeles linéaires. A travers des simulations,
nous avons montré que pour de petites valeurs de & € [0.05; 1], les minima de ce critere
de validation fournit de bons modeles, confirmant la ”vraie complexité” du processus. Par
ailleurs, certains minima correspondent a des modeles candidats a complexité réduite. Il a
été mis en évidence les difficultés de ce critere RFPE a présenter de bon modeles lorsque la
constante d’accord k se trouve dans I'intervalle [1;2].

Ce chapitre nous a aussi permis de présenter un nouvel outil décisionnel sur la qualité du
modele candidat. A travers trois expérimentations, nous avons essayé de montrer 'intérét
d’utiliser cet outil. Cette fonction ne s’est pas contentée de confirmer certains candidats,
mais a aussi fourni d’autres modeles de qualité avec de bonnes caractéristiques fréquentielles,
et cela, toujours pour de petites valeurs de la constante d’accord.

Nous avons établi au sein de la procédure d’identification, la pertinence de ce nouvel outil
aussi bien en simulation que sur processus réel, aussi bien sur des modeles linéaires que pseu-
dolinéaires.

Il nous appartient dans le chapitre suivant d’appliquer completement la procédure d’identi-
fication robuste a des processus réels.
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Chapitre 8

Expérimentation : identification

robuste de processus réels

Ce chapitre a pour but de dérouler la procédure d’identification robuste dont nous avons
fait la promotion tout au long de ce mémoire, sur des processus réels. Nous avons choisi deux
systemes dynamiques complexes dont les données de sortie présentent des outliers : un guide
d’ondes acoustiques et un capteur/actionneur piézoélectrique. Pour le premier processus, il
nous faut trouver un modele du systeme dans les structures ARX, OE et ARMAX, retenu
pour effectuer du controle anti-bruit et ne garder que le meilleur parmi ces trois candidats. Les
outils d’estimation et de validation, respectivement PREC et L“-RFPE/L,C (f) permettent
de fournir des modeles robustes de bonne qualité dans la gamme de fréquences utile pour la
commande. Pour I'identification du deuxiéme processus nonlinéaire, la recherche de modeles
se fait a travers les structures pseudolinéaires OFE et ARMAX. L’estimation et la validation
s’effectuent par le PREC et par la fonction de contribution L. Dans ce cas, I'identification
devra fournir un modele pertinent pour la gamme de fréquences utile pour cet actionneur

piézoélectrique, associé au processus de percage vibratoire auquel il est destiné.

8.1 Identification du guide d’ondes acoustiques

8.1.1 Dispositif expérimental

Ce dispositif est un conduit acoustique semi-fini en plexiglas utilisé pour développer du
controle actif de bruit (Active Noise Control) [Carmona et Alvarado, 2000]. Cette technique
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est basée sur la réduction du bruit indésirable dit primaire par I'utilisation de source de bruit
dite secondaire [Olson et May, 1956] [Nelson et Elliott, 1992]. Une des deux terminaisons
du conduit est rendue quasi-anéchoique réalisant ainsi ’approximation d’un champ libre a
cette extrémité. L’autre extrémité est en revanche ouverte. La maquette d’expérimentation
se compose des éléments suivants (figure 8.1) : un haut-parleur de perturbation (source
primaire), un haut-parleur de commande (source secondaire) et un microphone de controle,
suffisamment distant pour négliger le phénomene de propagation transitoire. Ce microphone
est positionné dans ’axe médian des parois verticales du guide a une distance [ = 1m de la

source secondaire. La figure 8.2 montre une vue réelle de la maquette.

S 4 - o
| l I‘iSuurce primaire
- i J h_ 27 | - ®
v | i
I \ - Source secondaire
Sortie — — | m [ 1] | L o s 1
Anéchoique Yt | : 4
Haut-parleur de i \ i — 3 5
perturbation 4 Z 'S "
Haut-parleur de - 3
commande L4 B >

Microphone

FiG. 8.1 — Guide d’ondes expérimental.

8.1.2 Identification
8.1.2.1 Méthode retenue

La figure 8.3 présente le principe de 'identification en boucle ouverte du guide d’ondes. Le
filtre anti-repliement est un filtre passe-bas de Butter-Worth avec une fréquence de coupure
de 1100Hz et une atténuation de 48dB/octave. Le PC est couplé & une carte de marque
Dspace, utilisant un DSP (TMS320C31). Un signal d’excitation u; de type SBPA de niveau
+3V, de longueur £ = 2'° — 1 et de période d’échantillonnage 1, = 500us est généré par
la carte Dspace. La fréquence de Shannon a été choisie entre le second et le troisieme mode

propagatif, de fréquences respectives f7, = 850Hz et fi; = 1202Hz. Le nombre de points

152



CHAPITRE 8. EXPERIMENTATION : IDENTIFICATION ROBUSTE DE PROCESSUS
REELS

L
4
’L
P——

L

-

ource secondaire
I
¥ — ‘

iz

g Amplificateur et
EC filtre anti-repliement

y "E
Source primaire 1]!
P 1 |

g Sortie [ Direction de propagati

Anéchoique T ‘ ‘fl;‘{l
L=

Puissance

SBPA: +/-3V
Te=500ps

Fic. 8.3 — Principe de 'identification en boucle ouverte.
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de mesures est N = 1024. Le retard pur 7 est donné par 7 = /¢y ol ¢y = 340m/s est la
célérité du son dans I’air. Le calcul donne 7 ~ 2.94ms et connaissant 1, alors 7 ~ 5.887,. En
rajoutant le retard de I’échantillonneur-bloqueur et en comptant en nombre entier de période
d’échantillonnage, il vient que 7 = 77,. Dans nos modeles, nous prendrons donc un retard
pur d = 7. Méme si le processus dynamique complexe est non linéaire, il nous faut trouver
un modele du systeme dans les structures ARX, OE ou ARMAX. Nous retiendrons ensuite

le meilleur candidat parmi ces trois structures.

8.1.2.2 Résultats expérimentaux

Les figures 8.4 montrent le signal de sortie du microphone non pré-traité (gauche) (y;) et
pré-traité (droite) (y;*) par le filtre nettoyeur robuste 30-RFC ou filtre MTRFC. La figure
8.4 (gauche) fait apparaitre des valeurs plus importantes que d’autres que 'on peut estimer
étre des outliers d’observation. Le diagnostic de (y}T) (figure 8.4 (droite)) montre effective-
ment ’absence de certains de ces outliers. Or, lorsque nous comparons ’estimation spectrale
du processus & partir de Z% = [u1, y1, ..., un, yn] & celle issue de ZV = [ug, y}'", ... un, y¥*]
(figure 8.5), nous voyons apparaitre une grande disparité. Le filtre nettoyeur robuste 3o-
RFC a considéré ces outliers comme des valeurs atypiques et les a remplacés par des valeurs
dites attendues et a donc modifié la dynamique du processus. L’estimation spectrale ”réelle”
du guide d’ondes est celle représentée par la figure 8.5 sans le filtre MTRFC (voir aussi
[Carmona et Alvarado, 2000] [Corbier et al, 2009]). Ce résultat illustre la réelle difficulté de
distinguer les points typiques des points atypiques. Dans ce dispositif expérimental, ces va-
leurs dites atypiques ne sont pas assez différentes et pas assez ”isolées”, en amplitude et
en nombre, de celles dites typiques. Supprimer ces outliers d’observation revient a suppri-
mer des outliers d’innovation, et ainsi des informations de la dynamique du modele estimé.

En conséquences, ces outliers ne peuvent étre traités que par une norme robuste plus ”douce”.

La constante d’accord de la norme de Huber se situe dans ZF = [0.01; 2]. Pour les modeles
ARX et OE, les candidats retenus ont été trouvés a partir du critere L“-RFPE et de la
fonction de contribution L;. Les modeles ARMAX retenus sont issus de I'analyse conjointe
du PREC et de la fonction de contribution L;. Les minima difficiles a mettre en évidence,
sont localisés par des ellipses. De plus, nous n’avons représenté que les courbes paramétrées
par des valeurs de k, dont les minima sont présents, significatifs et utiles a ’analyse. Ceci

explique le fait que pour les modeles ARX, les courbes sont paramétrées avec k € [0.5;2],
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F1a. 8.4 — (gauche) : Signal du microphone y; non pré-traité par le filtre nettoyeur robuste 30-
RFC. (droite) : Signal du microphone pré-traité yM? par le filtre nettoyeur robuste 30-RFC
(MTRFC).
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Fic. 8.5 — Comparaison des estimations spectrales du processus guide d’ondes avec et sans
30-RFC (MTRFC sur les figures). Le pré-traitement a supprimé de nombreuses informations

provoquant alors une dégradation de la dynamique du processus.
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pour les modeles OE, avec k € [0.01; 2] et pour les modeles ARMAX, avec k € [0.25;0.75].

Estimation de modéles ARX
Les figures 8.6 montrent respectivement le L“-RFPE et la fonction de contribution L; pour
k variant entre 0.5 et 2. Les modeles retenus sont donnés pour dy, = p+w = 10+ 10 = 20 et
dy =p+w=12410 = 22 lorsque k = 0.8 et k = 0.9 (voir ellipses). Trois candidats fournis
par le LY-RFPE sont confirmés par les minima de L;C (). Les figures 8.7 et 8.8 montrent
les réponses fréquentielles des modeles retenus ARX(10,10) et ARX(10,12) lorsque k& = 0.8
et k = 0.9 comparées a ’estimation spectrale du processus. Le tableau 8.1 donne les valeurs

du fit, du facteur d’échelle n ainsi que de la contribution L; des modeles validés.
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L1-Contribution (%)

oo
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Complexité modele & 00 Facteur d'échelle 15 30 28
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26 Facteur d’échelle 2% 24 2

Complexité modele

F1a. 8.6 — (gauche) : Surface du L¥-RFPE (noté RFPE sur 'axe) en fonction de dpq et de n,
paramétré par k. (droite) : Fonction de contribution L; en fonction de duq et de n, paramétré

par k. Les minimas apparaissent dans les deux cas lorsque k£ = 0.8 et k = 0.9 (ellipses).

TAB. 8.1 — Fit, facteur d’échelle et fonction de contribution L; pour les modeles retenus.

Modeles ARX | & n Fit(%) | L1C(%)
w=10,p =10 | 0.8 | 0.4127 | 50.58 39.45
w=10,p =10 | 0.9 | 0.3999 | 49.21 34.6
w=10,p =12 | 0.8 | 0.4659 | 57.21 42.5
w=10,p=12 | 0.9 | 0.4515 | 59.7 34.4
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F1a. 8.7 — Réponses fréquentielles des modeles retenus ARX(10,10), comparées a I’estimation

spectrale du processus (pointillés), lorsque k = 0.8 (gauche) et k = 0.9 (droite).
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F1G. 8.8 — Réponses fréquentielles des modeles retenus ARX(10,12), comparées a I’estimation
spectrale du processus (pointillés), lorsque k = 0.8 (gauche) et k = 0.9.
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Ces quatre modeles présentent cependant un défaut majeur, essentiellement situé dans
les basses fréquences ou le modele s’écarte du processus. Nous rappelons 'importance d’un
modele de commande a présenter de bonnes caractéristiques fréquentielles, notamment en
basses fréquences. Ce probleme a déja été constaté lors de ’estimation L, pure, pour laquelle
la réponse fréquentielle du meilleur candidat ne coincidait pas avec celle du processus dans
les tres basses fréquences [Carmona et Alvarado, 2000]. L’autre inconvénient réside de la
complexité un peu élevée des modeles. C’est aussi un parametre important dont il faut tenir
compte dans la conception du régulateur. Ces deux principaux défauts nous amenent a es-

sayer une autre structure, aux propriétés pseudolinéaires.

Estimation de modeles OE

Les figures 8.9 montrent respectivement le RFPE et la fonction de contribution L; pour k va-
riant entre 0.01 et 2. Ces deux courbes font apparaitre un minimum commun a dy = p+w =
9+ 8 pour chaque valeur de k. Cependant, nous ne retenons que les meilleurs modeles, donnés
pour k = 0.5, k = 0.75 et k = 1 (voir ellipses). Ces trois modeles fournis par le L“-RFPE
sont confirmés par la fonction L, C (6). Les figures 8.10 et 8.11 (gauche) montrent les réponses
fréquentielles comparées a I’estimation spectrale du processus des modeles retenus OE(9,8)
et OE(9,8) lorsque £ = 0.5, k = 0.75 et £k = 1. La figure 8.11 (droite) montre le meilleur
modele OE(9,8) estimé par les moindres carrés. A partir de ce constat, nous pouvons faire la
remarque suivante.

Comme nous le voyons, ce modele présente un défaut, souvent constaté lors d’estimations par
les moindres carrés. Sans que nous puissions pour le moment le démontrer sur le plan formel,
lorsque les résidus présentent des outliers, I’estimation Ly donne des modeles avec une bonne
dynamique en hautes fréquences et une moins bonne en basses fréquences. A l'inverse, la
contribution L; dans ’estimation mixte fournit des modeles de bonne qualité dans les basses
fréquences et de moins bonne qualité dans les hautes. La difficulté est de trouver ou doit étre
placer le curseur entre les deux contributions, autrement dit quelle valeur doit prendre la
constante d’accord dans la norme de Huber, pour que le modele estimé présente une bonne
dynamique, aussi bien dans les basses fréquences que dans les hautes. Ceci est confirmé a
travers la réponse fréquentielle des modeles OE(9,8) estimés par la norme de Huber. Des

investigations seront nécessaires pour tenter d’apporter des réponses a ce fait.

Dans le tableau 8.2, sont rassemblés le fit, le facteur d’échelle n ainsi que valeur de la

fonction contribution L; de chacun des modeles validés.
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F1a. 8.9 — (gauche) : Surface L“-RFPE (nommé RFPE sur I’axe) en fonction de dy et de n,
paramétré par k. (droite) : Fonction de contribution L; en fonction de dq et de n, paramétré

par k. Ces deux outils donnent un minimum commun a dx; = 17 pour toutes les valeurs de
k € [0.01; 2]
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F1G. 8.10 — Réponses fréquentielles des modeles retenus OE(9,8), comparées a Iestimation

spectrale du processus (pointillés), lorsque k£ = 0.5 (gauche) et k& = 0.75 (droite). Ces deux
modeles présentent de bonnes caractéristiques en tres basses fréquences.

TAB. 8.2 — Fit, facteur d’échelle et fonction de contribution L; pour les modeles retenus.

Modeles OE | & n Fit(%) | L1C(%)
w=8p=9| 0.5 | 0.6150 | 63.38 52.54
w=_8,p=91]0.75|0.6159 | 69.45 51.46
w=8p=9| 1 |12704| 67.78 | 20.9
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Fic. 8.11 — (gauche) : Réponse fréquentielle du modele OE(9,8), comparée a Iestimation
spectrale du processus (pointillés), lorsque k£ = 1. (droite) : Réponse fréquentielle du modele
OE(9,8) estimé par les moindres carrés. Il présente le défaut majeur de s’écarter du processus

en tres basses fréquences.

Les trois candidats retenus présentent plusieurs avantages comparés aux modeles ARX,
précédemment validés. Premierement, leurs dynamiques sont meilleures en basses fréquences.
Deuxiemement, leurs fits sont plus grands. Enfin, leurs complexités sont réduites puisque les
modeles OFE présentent le méme ordre, c’est-a-dire dy; = 17. Ces trois arguments militent
en faveur du choix de cette structure de modeles pseudolinéaires. Mais avant de la retenir

définitivement, nous allons présenter les résultats relatifs a la structure de modeles ARMAX.

Estimation de modeles ARMAX

Les figures 8.12 et 8.13 montrent respectivement le PREC et la fonction de contribution L
pour k variant entre 0.25 et 0.75. Ces deux courbes font apparaitre un minimum commun
pour presque toutes les valeurs de £ a dyy = p+ w+ 1 =8+ 10 + 8. Le tableau 8.3 présente
certaines caractéristiques des meilleurs modeles de processus. Pour avoir une analyse précise
de la bonne tenue de la dynamique du modele de processus, plus particulierement dans les
basses fréquences, il faut comparer leurs réponses fréquentielles. Une premiere sélection est
basée sur le fit du modele et une deuxieme sur son comportement fréquentiel, en particulier
dans les tres basses fréquences. Les réponses fréquentielles de ces modeles sont représentées
dans les figures 8.14 et 8.15. Le seul candidat ayant a la fois un bon fit et un comportement
fréquentiel correct est celui donné pour k£ = 0.75.

A partir de ces résultats, nous pouvons retenir un modele de processus dans chaque
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FiG. 8.12 — Critere PREC comme une fonction de la complexité du modele d, et du facteur
d’échelle n, paramétré par k. Ces courbes montrent des minima d; = 26 pour presque toutes

les valeurs de k.
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FiG. 8.13 — Fonction de contribution L; comme une fonction de la complexité du modele
dy, et du facteur d’échelle n, paramétré par k. Les minima a dy, = 26 sont presque tous

confirmés pour les valeurs de k.

TAB. 8.3 — Modeles de processus ARMAX retenus avec leurs fits, leur facteurs d’échelle 7 et

leurs fonctions de contribution L.

Modéles ARMAX | & n | Fit(%) | L.C(%)
p=8w=10 0.3125 | 0.1373 | 64.78 78
p=38w=10 0.375 | 0.1648 | 60.23 73.5
p=8w=10 0.4375 | 0.1923 | 69.56 68.5
p=38w=10 0.75 | 0.2198 | 70.89 67.6
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F1G. 8.14 — Réponses fréquentielles des modeles de processus ARMAX(8,10,8), comparées
a Pestimation spectrale du processus (pointillés), lorsque & = 0.3125 (gauche) et k = 0.375
(droite). Bien que le fit de chaque modele soit correct, les courbes de gain s’écartent de celles

du processus dans les tres basses fréquences.
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F1a. 8.15 — (gauche) : Réponses fréquentielles des modeles ARMAX(8,10,8), comparées & 1’es-
timation spectrale du processus (pointillés), lorsque k£ = 0.4375 (gauche) et k = 0.75 (droite).
Pour ce dernier modele, la courbe de gain s’écarte tres légerement de celle du processus.
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structure, présentant a la fois, un bon fit et un bon comportement de sa dynamique dans les

basses fréquences. Leurs caractérisques sont données dans le tableau 8.4

TAB. 8.4 — Modeles de processus retenus dans chaque structure.

Modeles k n Fit(%) | L1C(%)
ARX w=10,p =12 0.9 | 0.4515 59.7 34.4
OEw=8,p=9 0.75 | 0.6159 | 69.45 51.46
ARMAX p=8,w =10 0.75 | 0.2198 | 70.89 67.6

En tenant compte a la fois, du fit, de la bonne dynamique en tres basses fréquences et de
la complexité, qui doit etre la plus réduite, le modele retenu appartient a la structure Output
Error : w =8, p =9 et d = 7. La constante d’accord est k& = 0.75, correspondant d’apres
(2.45) & une distribution normale contaminée a w = 28%. Notons enfin que la fonction de

contribution L; est de 51.46%.

M-estimation: k = 0.9

M-estimation: k = 0.75 n=0.750

M-estimation: k = 0.75

Magnitude (dB)
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Fi1ac. 8.16 — Choix du meilleur candidat : ARX(10,12) (gauche), OE(9,8) (centre) et AR-
MAX(8,10,8) (droite).

Ayant choisi le modele OE(9,8) dont les parameétres et les variances associées sont donnés
dans le tableau 8.5, nous pouvons aussi analyser la FDP des résidus de ce candidat. Les
figures 8.17 présentent la densité de probabilité des résidus du modele retenu, comparée a
la gaussienne et a la laplacienne. L’aspect de cette densité n’est ni une gaussienne, ni une
laplacienne, mais une densité mixte. Ce résultat est tres important car il confirme a la fois

le bon choix du modele de déviation distributionnelle GEM et la valeur de la fonction de
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contribution L, proche de 50%. Il y a une contribution quasiment identique entre la norme

Lo et la norme L;.

TAB. 8.5 — Valeurs des parameétres estimés et variances associées du modele OE(9,8).

Modele OE(9,8) k = 0.75, n = 0.6159, fit = 69.45%, L;C = 51.46%
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
b, | —0.0856 | —0.1642 | 0.1062 | 0.2241 | 0.1460 | 0.0440 | —0.1929 | —0.0707 | 0
o2 | 0.00042 | 0.00089 | 0.0030 | 0.0026 |0.0043 | 0.0034 | 0.0030 | 0.0036 0
fo | 04241 | —0.5992 | —0.4307 | —0.0207 | 0.2362 | 0.3232 | —0.1615 | 0.0462 | 0.0744
o3 | 0.0819 | 0.0586 | 0.0679 | 0.0461 |0.0338 | 0.0277 | 0.0161 | 0.0155 | 0.0112
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F1a. 8.17 — FDP des résidus du modele retenu OE(9,8) comparée a la gaussienne (gauche)

et & la laplacienne (droite).

Nous pouvons attribuer ce résultat aux faits suivants. Premierement, le signal de sortie

du processus est faiblement bruité et ne contient que des outliers de faible amplitude et

en nombre restreint. Ensuite, les outliers d’innovation en réponse aux outliers d’observation

dans le signal des résidus, présentent de faibles amplitudes et sont limités en nombre. Cela

se traduit par une densité de probabilité de ces résidus avec des queues de faible épaisseur,

qui semble se situer a mi-chemin entre une gaussienne et une laplacienne, comme tend a la

suggérer la valeur autour de 50% de la contribution L;. Ces remarques justifient la valeur
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de la constante d’accord (k = 0.75) qui n’est pas basse, contrairement a celles du processus

piézoélectrique, dont nous allons maintenant analyser les résultats.

8.2 Identification du capteur/actionneur piézoélectrique

Cette étude sur l'identification d’un actionneur piézoélectrique par des modeles boite-
noires, estimés a partir d’un critere robuste basé sur la norme de Huber, a fait 'objet d’une
publication [Corbier et al, 2012]. Nous nous référons donc a ce travail pour présenter et

développer cette étude dans le détail.

8.2.1 Introduction

Ce systeme est utilisé en actionneur dans le but de réaliser le controle d’un dispositif de
percage vibratoire. Le principe de ce percage consiste a générer des vibrations ou oscillations
dans le cours d’une opération de percage, de facon a fractionner au mieux les copeaux pour
qu’ils s’évacuent plus facilement par les goujures du foret. L’objectif est de développer des
porte-outils vibrants, actifs, auto-adaptatifs, destinés au percage de différents matériaux, et
les procédés associés a ces porte-outils et matériaux [Naisson, 2006]. Les portes-outils visés
sont des systemes mécatroniques intégrant un actionneur piézoactif et des capteurs, com-
portant aussi des moyens d’alimentation et de controles électroniques. Les matériaux visés
sont difficiles a percer, par exemple, les multi-matériaux composite-métal, de plus en plus
utilisés dans les pieces de structures en aéronautique, mais aussi des matériaux utilisés en
mécanique générale tels que les aciers inox. Les figures 8.18 montrent le systeme-actionneur
piézoélectrique (SA-P) implémenté dans son dispositif de percage vibratoire ainsi que la vue
réelle de 'outil. Cet actionneur fait partie de la famille des actionneurs directs a précharge pa-
rallele (PPA). Il est constitué d’'un empilement de composants piézoélectriques multicouches
(MLA). 11 est conseillé d’appliquer une précontrainte de 10% a 20% de la force maximale
développable par le piézo. Pour le HPSt 1000/35-25/80, cette force est de 20kN. Avec une
précontrainte fixée a 15%, cela donne une précharge de 3000N. La précharge est obtenue
par un ressort extérieur en acier inoxydable qui protege le ML A contre les forces de traction
pure et fournit a l'utilisateur des interfaces mécaniques pour une intégration aisée. Le cadre
de précharge applique une précharge optimum sur le MLA, ce qui permet une plus grande
durée de vie et de meilleures performances en dynamique que les actionneurs préchargés
traditionnels [Boukari, 2010].
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Fia. 8.18 — (gauche) : Dispositif de pergage vibratoire dans lequel est intégré le SA-P.
(droite) : Vue réelle de I'outil de percage.

Il s’agit pour éviter les copeaux longs génant les opérations de percage, de les casser en
faisant vibrer verticalement la téte de I'outil. Le principe réside dans la génération et 1’asser-
vissement de vibrations forcées par des systemes piézoélectriques. Ces systemes autorisent de
hautes fréquences de vibrations (de 'ordre de 2kH z) pour de faibles amplitudes (de 1'ordre
du micron) et sont bien adaptés au percage de petits diametres. Les systémes de percage
assisté par vibrations mécaniques forcées reposent sur la génération d’oscillations axiales a
basse fréquence (quelques oscillations par tour pour des amplitudes de 'ordre de 0.1mm).
Les tetes piézoélectriques permettent de controler I'intensité de la vibration et de 'adapter

en fonction du type de matériau rencontré (figure 8.19 (gauche)).

D’une maniere générale, les systemes piézoélectriques sont communément utilisés pour
accomplir des taches de micromanipulations qui exigent une haute précision de positionne-
ment. Le spectre des applications est tres large. Nous venons de parler de I'utilisation de ces
systemes dans le percage vibratoire, mais nous pouvons citer par exemple, les travaux de
Changhai et al dans [Changhai et al, 2009]. Ces auteurs proposent une nouvelle méthode

pour réduire le phénomene d’hystérésis. Citons aussi le travail de [Fedrigo et al, 2009] qui
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génent le percage. (droite) : Dispositif expérimental SA-P.

ont mis au point un systeme optique adaptatif tres performant avec un controle fin de son
positionnement. Un travail relativement récent fait par Wei et al dans [Wei et al, 2010] pro-
pose une comparaison expérimentale sur le controle actif de vibration d’un manipulateur
piézoélectrique flexible utilisant un controleur basé sur la logique floue. Le lecteur intéressé
par les systémes piézoélectriques peut se référer a [Leo et Nasser, 2000] [Boukari et al, 2009]
[Boukari, 2010].

L’objectif majeur du percage vibratoire est de générer avec précision les piézo-oscillations
exigées, en termes de fréquence et d’amplitude. La conception du régulateur exige au préalable
la connaissance du modele du processus. Les approches communes de la modélisation des
systemes piézoélectriques consistent a une représentation analogique et/ou phénoménologique
des phénomenes physiques ou a une représentation par I’analyse en éléments finis (FEA). Ce-
pendant, les méthodes FEA sont utiles lorsqu’un haut niveau de détails est demandé, mais
ce niveau d’exigence n’est pas nécessaire dans 1’élaboration de la commande du SA-P. Parce
que les modeles obtenus par les approches analogiques peuvent ne pas s’avérer étre robustes
et mener a un mauvais controle des oscillations axiales du foret, il a donc été préférée pour
I'identification du SA-P, I'utilisation de modeles boites-noires, estimés a partir d’un critere

robuste.

8.2.2 Dispositif expérimental

Le dispositif SA-P & étre identifié est donné dans la figure 8.19 (droite). La figure 8.20

indique le principe de 'identification en boucle ouverte du SA-P. L’actionneur piézoélectrique
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est un HPSt 1000/35-25/80 de chez Piezomechanik. Le tableau 8.6 présente I'instrumentation

nécessaire de cette identification.

TAB. 8.6 — Instrumentations pour I'identification du SA-P.

Actionneur Piézoélectrique

Référence HPSt 1000/35-25/80
Fabricant Piezomechanik
Force de précharge 3000N
Fréquence de résonance 12kH z
Accelérometre

Référence DYTRAN 3225F1

Sensibilité 10mV/G
Réponse fréquentielle +10% : 1.6 & 10kH =z

Linéarité 2% F.S. max

Cartes National Instruments

Entrée : NI-9215, Sortie : NI-9263

4 canaux/cartes
Echantillonnage simultané
Résolution de sortie : 16 bits
Résolution d’entrée : 16 bits

Taux d’échantillonnage : 100kS/s par canal

Amplificateur opérationnel de puissance

Référence

PA-0103

La constante de raideur du ressort est K, = 7.6/N/um. Soient y; le signal des micro-

déplacements issu des gauges de contraintes et u; le signal d’excitation. Pour collecter 1’en-

semble des mesures Z" = (u1,y1, ..., uy, yn), nous appliquons une SBPA suffisamment exci-

tante et persistante sur u;, de niveau £3V et de longueur Lggpsa = 1023 (voir figures 7.17

chapitre 7). La période d’échantillonnage est choisie a T, = 100us, conduisant a une fréquence

de Shannon de 5000H z et le nombre de points de mesures est de 5000. Le retard pur est

d = 1 correspondant au retard de I’échantillonneur-bloqueur dans la numérisation.

[’étude menée par

[Boukari, 2010] fait apparaitre deux fréquences de résonance et anti-

résonance autour de 2000H z et de 4000H z sur la courbe de I'impédance du piézoélectrique.

Ces quatre fréquences ont été trouvées par une méthode classique ou le piézoélectrique a
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été excité par un signal sinusoidal avec un balayage de la fréquence de 10Hz & 5000H z.
Nous retrouvons ces deux phénomenes lorsque nous appliquons comme signal d’excitation,
la séquence binaire pseudo-aléatoire. La figure 8.21 (gauche) montre I'estimation spectrale
du SA-P a partir du signal d’excitation u; et du signal des micro-déplacements y,. Les deux
fréquences de résonances et d’anti-résonances apparaissent. Sur cette figure, est aussi indiqué
Iintervalle de fréquence ou doit s’effectuer le controle. Il est donc nécessaire de fournir un

modele du processus présentant de bonnes caractéristiques dans cet intervalle.

Accelérometre Dytran
3225F1

Kp=7.6N/pm
Ma=0.480kg

Excitation

&1 —

+

jauges contramtes
4 jauges actives

FiG. 8.20 — Principe de l'identification en boucle ouverte du SA-P.

Comme nous pouvons le constater, le signal des micro-déplacements 8.21 (droite) fait
apparaitre une forte densité d’outliers d’observation. Une estimation robuste s’impose donc.
Le processus étant non linéaire, nous nous proposons de l'identifier par les structures de
modeles OE et ARMAX. I’aspect ”bruité” du signal des micro-déplacements laisse présager
des outliers d’innovation de forts niveaux et en nombre important dans les résidus. Pour cela,

la constante d’accord est choisie dans les petites valeurs, plus précisément pour k£ < 0.2.
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Estimation spectrale du SA-P

VE/ZOne fréquentielle pour le controle
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Fia. 8.21 — (gauche) : Estimation spectrale du processus SA-P a partir du signal d’excitation

u; et du signal des micro-déplacements y;. (droite) : Signal des micro-déplacements y;.

8.2.3 Résultats expérimentaux

Nous allons d’abord analyser les résultats relatifs a I'identification par la structure de

modele OE dont les caractéristiques sont données ci-dessous.

w(q,0
(= Tt e

6= [07,0"]

d=1

Miezo:< 81
P 7<w< 14 8.1)

4<p<15

[ 0.01 < k<02

La campagne d’estimation s’est déroulée en faisant varier la complexité du modele dpy; = w+p
entre les valeurs dyy = 9+ 4 = 13 et dyy = 9+ 15 = 24. Les figures 8.22 montrent le
critere d’estimation PREC lorsque £ = 0.0625 ainsi que la fonction de contribution L,C
lorsque k£ = 0.0875. La figure 8.22 (gauche) montre le PREC et ses minima en fonction de la
complexité du modele, lorsque la constante d’accord est égale a 0.0625. Il y a deux minima
donc deux modeles proposés. Le premier a dy, = 17, qui n’est pas retenu, car son fit est tres
mauvais (< 40%), et le deuxieme a dyy = 21 (w = 9 et p = 12), qui est retenu, avec un fit
proche de 61%. Ce modele retient notre attention car il présente de bonnes caractéristiques
dans l'intervalle [0; 500H 2], correspondant & U'intervalle de fonctionnment du piézoélectrique.

En effet, cette fréquence maximale de 500H z correspond a une vitesse maximale de rotation
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du percage vibratoire de 30000t /mn. Le cahier des charges du projet fixe la vitesse maximale
de rotation a 25000tr/mn, sachant que celle-ci ne sera certainement jamais atteinte. Nous
pouvons ainsi nous focaliser sur des modeles estimés présentant de bonnes caractéristiques
jusqu’a la fréquence 500H z. La fonction de contribution L, lorsque k£ = 0.0875, donne deux
modeles : dyy = 21 (w =9 et p = 12), ne donnant pas satisfaction, et dy = 24 (w = 12 et
p = 12). Ce dernier présente de bonnes caractéristiques dans I'intervalle de fonctionnement
du processus. Les réponses fréquentielles des deux modeles retenus comparées a I'estimation
spectrale du processus, sont données dans les figures 8.23. Ces courbes peuvent étre comparées
a celles dont les modeles ont été estimés par les moindres carrés (voir figures 8.24) . Le
caractere bruité du signal de sortie du processus laissait présager ce mauvais résultat. Ceci

met en évidence l'extréme sensibilité du LS estimateur aux données atypiques.

M-estimation: k = 0.0625 M-estimation: k = 0.0875

98

0.552

©
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0
(9]

©
&)

0.542

0.5412 1‘4 £6 1‘8 2‘0 2‘2 24 9216 1‘8 2‘0 2‘2 2‘4 2‘6 28
Complexité modele Complexité modele

F1a. 8.22 — (gauche) : Critere d’estimation robuste (PREC) en fonction de la complexité du

modele, lorsque k£ = 0.0625. Seul le modele a dyq = 21 est conservé. (droite) : Fonction de

contribution L; en fonction de la complexité du modele, lorsque k£ = 0.0875. Cette fonction

donne un autre modele retenu a d = 24.

Le tableau 8.7 indique les valeurs des parametres estimés et les variances associées des
modeles OE(12,9) et OE(12,12). Pour ces deux modeles, la valeur de la fonction de contri-
bution L; montre que 90% des résidus sont des outliers signifiant que la M-estimation de
Huber tend vers une estimation LSAD. Cela montre également la tres forte robustesse de
la méthode d’estimation, méme en présence d’une densité tres importante d’outliers. Cepen-

dant, nous commencons a arriver aux limites de la procédure d’estimation dont le but est de
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F1a. 8.23 — (gauche) : Réponse fréquentielle du modele OE(12,9) lorsque £ = 0.0625 com-
parée a 'estimation spectrale du piézoélectrique (pointillés). (droite) : Réponse fréquentielle
du modele OE(12,12) lorsque & = 0.0875. Ces deux modeles présentent de bonnes ca-
ractéristiques dans 'intervalle de fonctionnement du piézoélectrique [0; 500H z].
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F1a. 8.24 — (gauche) : Réponse fréquentielle du modele OE(12,9) estimé par les moindres
carrés, comparée a I’estimation spectrale du piézoélectrique. (droite) : Réponse fréquentielle
du modele OE(12,12) estimé par les moindres carrés. Ces deux résultats confirment la grande

sensibilité de cette estimateur aux données atypiques.
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vouloir donner dans la mesure du possible de bons candidats. Les solutions pour éviter de
se placer dans ces situations [tmites sont multiples. La premiere est de changer de structure
de modele pseudolinéaire. Nous allons effectivement présenter des résultats d’une campagne
d’estimation de modeles ARMAX, a partir desquels, malheureusement, aucune amélioration
n’est constatée. La deuxieme consiste a identifier ce processus nonlinéaire par des modeles
black-box nonlinéaires; réseaux de neurones, ondellettes, hyperplans de Breiman-Hinging
[Juditsky et al, 1995]. Une autre solution serait de changer d’estimateur robuste, notamment
les L, estimateurs [Ivanov, 2008]. Ces études dépassent le cadre de ce travail mais pourraient

faire 'objet d’investigations plus approfondies.

TAB. 8.7 — Valeurs des parametres estimés et variances associées des modeles OE(12,9) et
OE(12,12).

Modele OE(12,9) k = 0.0625, 7 = 0.225, fit = 61%, L1C = 91%

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
by —0.119 | —0.133 | —0.115 | —0.098 | —0.107 | —0.236 | —0.104 | —0.172 | —0.234 0 0 0
oz 0.0412 | 0.0472 | 0.0551 0.0573 | 0.0320 | 0.0290 | 0.0896 | 0.1180 | 0.1044 0 0 0
fn —0.470 0.068 0.280 —0.291 | —0.068 | —0.007 | —0.068 0.013 —0.261 0.239 —0.108 0.089
E 0.688 0.9722 1.3178 1.2656 | 0.4916 | 0.5745 0.4701 0.3281 0.3345 | 0.3137 0.2348 0.2536

Modele OE(12,12) k = 0.0875, n = 0.2619, fit = 65%, L1C = 94%

b —0.042 0.033 0.038 0.054 —0.206 | —0.368 | —0.254 | —0.137 | —0.159 | —0.201 —0.186 —0.110
o7 0.0215 | 0.0246 | 0.0160 | 0.0299 | 0.0181 0.0703 | 0.2125 | 0.1746 | 0.0862 | 0.0523 0.1077 0.0920
I —0.212 | —0.178 | —0.005 | —0.016 0.002 —0.060 | —0.048 | —0.144 | —0.060 | —0.200 | 4.3 x 10 ¢ | 0.0065
o2 | 0.6155 1.0928 | 3.7910 | 4.0271 1.8464 1.9836 | 3.0202 | 2.9168 1.8270 | 0.9447 0.4552 0.2657

L’identification par la structure de modele ARMAX présentent les caractéristiques sui-

vantes. )  Bued) i)
U= 3,00 Ut T A g0
0= [64,67,0°]
d=1
Mpiezo: § 8 <w <12 (8.2)
8§<p<12
8§<1<12
| k=0.01,k=0.05k =0.1,k = 0.2

Nous n’analysons que les meilleurs résultats, c’est-a-dire ceux donnés lorsque k£ = 0.05.
Les figures 8.25 montrent le critere d’estimation PREC et la fonction de contribution L; en

fonction de la complexité du modele dy; = p+w + (. Il ressort que le PREC donne majoritai-
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rement les complexités dy; = 29 et dy; = 31. Cette derniere est confirmée par les minima de la
fonction de contribution L;, qui donne en plus des modeles de complexité dy; = 30. A partir
de ces résultats, nous ne représentons que les courbes des réponses fréquentielles ayant les
moins mauvaises caractéristiques. Les figures 8.26 et 8.27 montrent les réponses fréquentielles
des modeles de processus ARMAX(8,9,12) (gauche) et ARMAX(8,11,10) (droite), respecti-
vement, lorsque k£ = 0.05. Comme nous pouvons le constater, ces courbes présentent un fit
médiocre et ne correspondent pas a 'objectif fixé, c’est-a-dire d’identifier le processus par
des modeles ARMAX. Sans que nous puissions vraiment ’expliquer pour le moment, c¢’est
la structure de modele OE, ne présentant pas de caractere rationnel du modele de bruit, qui
est choisie comme modele robuste de commande du processus piézoélectrique. Bien que le
signal du processus présente des outliers en grand nombre, nous sommes cependant arrivés a
proposer des modeles robustes pertinents, notamment, dans la gamme de fréquences allouée

au fonctionnement de ce systeme.

8.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pu développer entierement la méthodologie d’identification
robuste que nous proposons dans ce mémoire. En particulier, nous avons mis en application les
outils d’estimation et de validation, respectivement PREC et L“-RFPE/L;C pour identifier
deux processus réels, 'un présentant une faible densité d’outliers d’observation et ’autre une
forte. Pour I'identification du guide d’ondes acoustiques, les utilisations du critere L¥-RFPE
et de la fonction de contribution L1, ont permis de proposer un panel de modeles robustes dans
les structures de modeles ARX, OE et ARMAX. A partir de critéres de sélection (fit, com-
plexité,...), nous avons proposé des modeles ayant de bonnes caractéristiques fréquentielles,
notamment en basses fréquences. Le choix final s’est porté sur la structure de modele OE avec
une constante d’accord £ < 1. Quant a l'identification du processus piézoélectrique, seules
les structures pseudolinéaires ont été choisies, I’'une présentant un modele de bruit rationnel
et 'autre non. La structure de modele ARMAX n’a pas permis d’estimer de bons candidats.
C’est, une nouvelle fois la structure de modele OE, ne présentant pas de caractere rationnel
de bruit, qui a été retenue et nous avons proposé deux modeles OE lorsque k£ < 0.1. Ces
résultats ont a nouveau montrer et confirmer, la nécessité de choisir une constante d’accord
petite, pour identifier des processus présentant des outliers d’observation en nombre suffisant

pour perturber I’estimation des modeles.
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Fi1G. 8.25 — Critere d’estimation PREC et fonction de contribution L;. Les minima de ces

deux entités font apparaitre en majorité, des modeles de complexité dy; = 29, dy, = 30 et
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M-estimation: p=8,w =9, 1=12, k=0.05
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F1a. 8.26 — Réponses fréquentielles des modeles du processus ARMAX(8,9,12) (gauche) et
ARMAX(8,11,10) (droite) lorsque k& = 0.05, comparées a l’estimation spectrale du processus.
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F1G. 8.27 — Réponses fréquentielles des modeles du processus ARMAX(8,11,11) (gauche) et
ARMAX(8,11,12) (droite) lorsque k& = 0.05, comparées a l’estimation spectrale du processus.
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Chapitre 9
Conclusion générale et perspectives

L’ingénieur en controle de processus est confronté de plus en plus fréquemment a un
probleme d’estimation robuste essentiellement pour deux raisons. La premiere provient de la
qualité des données d’estimation et plus particulierement de la corruption des sorties du pro-
cessus mesurées. La deuxieme provient de la complexité du systeme et de son comportement
dynamique, ce qui est souvent le cas en mécanique lorsqu’il y a intéraction de sous-systemes
a dynamiques différentes et dans les processus d’usinage, de soudage, mais aussi pour des
processus beaucoup moins connus tels que les processus biologiques. La difficulté est alors de
choisir une classe de modele susceptible de décrire correctement la dynamique, a 'intérieur
de laquelle I'estimateur va tenter de déterminer le meilleur représentant. Ceci n’est plus du
tout évident et les causes d’erreurs de modeles augmentant, I’estimateur doit travailler avec
des résidus a distribution assez atypique.

Une premiere idée consiste a éliminer les valeurs jugées a priori atypiques par rapport a 'idée
que 'on se fait du comportement normal ou attendu du processus. Cette approche a donné
naissance aux techniques dites de filtrage robuste. Le gros risque est d’éliminer volontaire-
ment des données susceptibles de décrire quelques particularités utiles de la dynamique du
processus, notamment, lorsqu’on utilise ces modeles a des fins de controle. Si 'on ajoute a
cela, que pour des raisons de commodité et souvent de culture, en particulier en mécanique
des vibrations, I'usage est d’utiliser un controle par modele inverse, on comprend la nécessité
de posséder un modele fidele et donc robuste. C’est dans ce cadre que nous avons été amenés a
abandonner les techniques classiques de filtrage robuste pour nous intéresser aux estimateurs
utilisant des normes intrinsequement robustes. Plus précisément, afin de ne pas tout perdre

des nombreux avantages de l'optimisation en norme Ly, nous nous sommes intéressés aux
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normes mixtes permettant de robustifier la norme Ls. Ljung a tres bien défini 'idée de prin-
cipe : 7 Une norme robuste doit permettre d’adoucir ["influence des fortes erreurs d’estimation
(outliers) afin de garantir les performances, convergence et rapidité, ainsi que la robustesse
de estimateur et ce, quelle que soit la cause de ces outliers”. Nous nous sommes intéréssés
aux normes mixtes Lo — L; ou 'on peut ajuster un seuil de robustesse (tuning constant)
de I'estimateur et de le rendre moins sensible aux forts résidus. Avec cette norme robuste,
liée & une classe de modeles de distribution perturbée des erreurs de prédiction (GEM), un
ensemble d’outils d’estimation et de validation a été présenté et appliqué a 'identification de
processus dynamiques complexes.

Ce travail de these a montré que contrairement aux idées regues d’utiliser les M-estimateurs
de Huber avec une constante d’accord élevée, il était possible d’estimer de bons modeles
robustes avec une petite constante d’accord en présence de forts et nombreux outliers. Nous
avons défini la robustesse impulsionnelle, comme étant ’action rapide de la norme L; dans
la procédure d’estimation, lorsqu’une occurrence arrive dans les résidus estimés, dans le
but d’atténuer fortement les outliers d’innovation, et ce, afin d’assurer la convergence et
les performances de ’estimateur robuste. Cette robustesse impulsionnelle, favorisée par 1’ex-
tension de la constante d’accord vers les petites valeurs, a pour effet d’éviter ’apparition
de phénomenes limites, tels que les points de cassure et les points de levage. Cette étude
s’est donc articulée autour du triptyque : convergence/performances/limites. La convergence
du critere d’estimation PREC ainsi que la convergence de I'estimateur robuste, en présence
d’outliers dans les erreurs de prédiction, ont été établies. L’expression générale de la matrice
de variance/covariance asymptotique de l'estimateur, tenant compte du niveau de conta-
mination w du modele de distribution perturbée GEM a été proposée. Cette matrice a été
exprimée dans le cas particulier de la structure de modele pseudolinéaire OE, pour laquelle,
a été définie une nouvelle approche, nommée LY-FTE, dans le but de linéariser sous cer-
taines conditions, le gradient et le Hessien du critere d’estimation PREC. A partir de leurs
expressions asymptotiques respectives, la L matrice de variance/covariance de 'estimateur
robuste a été établie. Nous avons aussi proposé une [oi qui montre que dans le cas limite des
points de levage, la sensibilité du biais maximum de 'estimateur est réduite pour des petites
valeurs de la constante d’accord. Ce résultat confirme notre choix d’étendre l'intervalle de
bruit vers les petites valeurs de £k et ainsi de rendre I'estimateur plus robuste tout en ne
dégradant pas son efficacité.

Par ailleurs, il a été établi une version robuste du critere de validation FPE, le L“-RFPE,

ainsi qu’un nouvel outil d’aide a la décision du choix du modele, la fonction de contribution
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L,. L’ensemble de ces lois et outils a été mis en application sur des processus dynamiques
complexes. Des résultats satisfaisants ont été présentés dans le traitement des points de le-
vage et dans 'estimation et la validation de modeles robustes sur des systemes dynamiques

complexes vibratoires réels.

Il nous appartient maintenant, toujours dans l'optique d’estimer des modeles robustes de
commande, de prolonger nos travaux vers plusieurs axes de recherche.
Tout d’abord, il existe une classe d’estimateurs nommés "redescending M-estimates” qui
présentent 'avantage de posséder une W-fonction "redescending”, dans le but d’améliorer la
qualité de I’estimation robuste. Dans cette classe d’estimateurs, nous proposons un estimateur
de type du maximum de vraisemblance, un peu particulier, avec une norme mixte L,, — L, ,
dont 'effet "redescending” est assuré par la norme L, . Notre idée est de paramétrer p; par
le facteur d’échelle n et par po, dans le but d’ajuster plus finement la norme robuste, et de
traiter plus efficacement les outliers, notamment les points de cassure et de levage. Quelques
estimations ont déja été effectuées et les premiers résultats sont encourageants pour les in-
vestigations futures. L’analyse des premiers résultats montre qu’avec ce nouvel estimateur,
nous puissions agir a la fois sur la robustesse, les performances et la complexité du modele
estimé. Pour ce dernier critere, la réduction de ’ordre du modele, par rapport a 1’estimateur
de Huber, est relativement significative.
Ensuite, un point tres peu abordé dans ce mémoire, concerne les classes de modeles de
déviation distributionnelle asymétriques. Nous réfléchissons a une norme robuste asymétrique,
comportant deux constantes d’accord k; et ks.
Pour le premier axe de recherche, le cadre formel est en train de se construire. Pour le
deuxieme, tout reste a faire.
Un troisieme axe peut s’articuler autour des deux premiers dans 'optique d’estimer des
modeles nonlinéaires. Nous avons montré les difficultés de proposer un large éventail de
modeles robustes de ’actionneur piézoélectrique. Les modeles pseudolinéaires estimés semblent

avoir atteint leurs limites et ne sont peut étre pas tres bien adaptés pour ce type de processus.

Enfin, en s’appuyant sur ce travail de these et en développant ces futurs axes de recherche,
il semble important de diversifier '’emploi de ces outils vers d’autres communautés, notam-
ment, 'imagerie, la chimie, la biologie et méme la finance, pour laquelle, I’étude des points

de levage reste une préoccupation majeure.
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Annexe A

Preuve du Théoréeme 5

D’apres (4.25) Wiy (0) = W2 (0) + Wi (0) avec W#(0) et Wit () définis respectivement
par (4.26) et (4.27). Il vient que

sup |Wy(8) — EpWn(0)| < sup |W2(0) — EpWi(0)| + sup |WiH(0) — ErW i (0)]

€D pq €D pq €D pq
(A.1)
ol
LN
sup |Wx(0) — EFWZ(0)| = su ” — Epe, (0 A2
s (WEE0) = W) = sup |5 D[ 0) = v 2t<>]‘ (A2
et N
141 128 77
sup |Wy'(0) — ExW (0)| < sup NZ vt ()] = Er lew, (9)I]‘
0€ Dy 0Dy =1
9 N
+ sup Z sy . (0) — Eps., (9)]‘ (A.3)
QEDM t—l
Partie 1 : Montrons d’abord que
N 2
Engup Z[si’t (0) — Epel, ,(0)]| <C(N—-r+1) (A.4)
€Dm t=r

avec sup |uy| = Cy, et sup Ep |e;|* = C..
t ¢

Sachant que ¢,, ;(6) est donnée par (4.48) et que Epe,, = 0 Vm, nous obtenons

2 2
ZAt ZBt

+ 2Er sup
—r 0ED pq —r

N

ST 2, (0) — Ere?,, (0)]

t=r

< 2FEF sup
0eD pq

Er sup
0€D pq

(A.5)
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avec respectivement

0) =23 dy, i (k,0)dy, i (1,0) uerery (A.6)

k>1 1>0

et
Bi(0) =2 Y dus (k,0)dyyy (1,6) (e1-rer-1 — Eper_rer ) (A7)

k>0 >0

En détails, nous avons

Ep sup ZAt <4Y N NN Bposup |SN LT (A.8)
SV k>l >0ke>1150  V€EPMm
avec
SN = de k1, 0) dyy s (11, 60) gy €01, (A.9)
et
rk2,l2 Zdi/2t ko, 0) u2t(12,9) Ut—fp €11, (A.10)
Il vient que
Br swp (S20,) < R NN —r+1) (A1)
et )
Be sw (T0)" < it CAN —r 4 1) (A.12)

L’inégalité de Schwarz conduit a

EF sup Z At S 405)‘ Z |/1'k1| Z |:U’l1| Z |:U’k2| Z |/1'l2| (N —r+ 1) (A13)
0D | 1=, ki>1 11>0 ka>1 15>0
ainsi )
Ep sup ZAt <C(N-=r+1) (A.14)
0€DMm t=r

De la méme maniere, nous avons

ZBQ < ZZZZEF sup ‘Grklll

=r kJ1>0 l1>0 k‘2>0 l2>0

N6’
rka,l2

Er sup
0€ D pq

(A.15)
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avec
rk1,11 Z s (K1,0) di i (1, 0) (er-ry €01, — Ererpier1,) (A.16)
et

7- kz lo — Z dl/2 t k27 IJ2 t (l27 6) (et—kzet—l2 - EFet—k‘2 et—lz) (A17)

A partir du lemme 2B.1 dans [Ljung, 1999](chapitre 2 p. 55), nous obtenons

2
Ep gi%p (Gi\j,ﬁ,h) < pp 1 ACA (N — 1+ 1) (A.18)
M
ainsi que
2
Er gi%p (Hﬂ’g’lz) <y i ACA (N — 1+ 1) (A.19)
M

L’inégalité de Schwarz conduit alors a

2

N
Ep sup > Bi(0)) <C(N-r+1) (A.20)
0€Drm t=r

En utilisant le lemme 3 avec x, (0) = <2, , (0) — Epey, , (0), il vient que

2

Bp swp |37 [£4,0(0) - Ercl, 0] < £ () (A.21)

ot f, (N)=C (N —r+1). Sachant que W (0) = A}im ErWy (0), alors
—00

sup |Wy2(0) — W ()] — 0, a.p.l quand N — oo (A.22)

0€D pq

Partie 2 : Les résidus dans v, étant considérés comme des outliers et définis par (4.49),

nous pouvons écrire
N 2
Ep Sup Z vt ()] = Er lev, 1 (0)]]] = Er sup [1€2% (0)| — Er |2 (0)]]]  (A.23)
= 9€Drm kevi(0)
Cette expression devient

Ep sup [ (0)] — Er [ (0)]]] <
0EDM L cvr (0)
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2Fp sup (a.card [ (0)])° + 2Ep sup (e.card[v, (0)])° (A.24)

0€ D pq €D pq
Considérons le cas ol le nombre d’outliers d’innovation est fini, ¢’est a dire lorsque card [v; (#)] <

0o. Nous obtenons

Ep sup Z [1% (0)] — Er | (0) (0)]]] <C (A.25)

0eD pq kcv1(6)

Posons alors f,. (N) = C et x; (0) = |Q (0)| — Er |Q (#)]. Par le lemme 3, cela conduit a

sup
0eD pq

N
uA = Mlewa (O] = Br leung (9)|]‘ 0, a.p.l quand N — oo (A.26)
t=1

De méme, parce card [v, (f)] < oo, alors

N
Er sup Z [szl,t (0) — EFSUl, (9)] <
0€Drm t=r
2E sup (a.card vy (0)])* + 2Ex sup (e.card[v (0)])° < C (A.27)
0eD pq 0€Dpq

Toujours par le lemme 3, avec x, (/) = s, , (#) — Eps., , (#), nous avons

9 N
Sup Z su ¢ (0) — Eps, ,(0)]| =0, a.p.1 quand N — oo (A.28)
0Dy 2 =1 ’
Ce qui conduit a
sup ‘W”l — W (0)‘ — 0, a.p.1 quand N — oo (A.29)
0Dy

et prouve donc le théoreme.
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Articles publiés et reviewés

B.1 Articles publiés

Corbier, C., Boukari, A.F., Carmona, J-C., Alvarado Matinez, V., Moraru, G. and Malbu-
ret, F. On a Robust Modeling of Piezo-Systems. Journal of Dynamic Systems, Measurement
and Control (ASME), vol.134, issue 3, pp. 031002-1-031002-8, May 2012.

Corbier, C., Carmona, J.C., and Alvarado Martinez, V. System Identification with Extended
Threshold M-Estimator for Pseudo-Linear Model Structure. SYSID Congress, July 11-13,
2012.

Corbier, C., Carmona, J.C, and Alvarado Martinez, V. A New Estimation Approach : an
Extended Threshold M-Estimator Procedure. IEEE congress CCE, Mérida, Mexico, Oct 26—
28, 2011.

Carmona, J.C. and Corbier, C. Robust System Identification : Ly — L; Estimation. 3iemes
Journées Identification et Modélisation Expérimentale. JIME’2011, Douai, France, Apr 3-5,

2011.

Corbier, C., Carmona, J.C., and Alvarado, V. L; — L, Robust Estimation in Prediction
Error System Identification. CINVESTAV IEEE Congress, Toluca, Mexico, Nov 11-13, 2009.
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B.2 Articles reviewés

International Journal of Control :
Manuscript ID TCON-2011-0627. The interval versions of the Kalman filter and the EM
algorithm. J. Al-Mutawa, O. Al-Gahtani, M. El-Gebeily and R. Agarwal. Jan 2012.

Congress IMAACA 2012 :
Reducing Vibrations on Flexible Rotating Arms Through the Movement of Sliding Masses :
Modeling, Optimal Control and Simulation. E. Terceiro and A. de Toledo Fleury. June 2012.

International Journal of Control :
Manuscript ID TCON-2012-0449. The Quantification of Large Signal-to-Noise Ratio in MLE
for ARARMAX Models. Yiqun Zou and Xiafei Tang. Oct 2012.
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CONTRIBUTION A L'ESTIMATION ROBUSTE DE MODELES DYNA MIQUES :
APPLICATION A LA COMMANDE DE SYSTEMES DYNAMIQUES CO MPLEXES

RESUME : L'identification des systémes dynamiques complexes reste une préoccupation
lorsque les erreurs de prédictions contiennent des outliers d’innovation. lls ont pour effet de
détériorer le modéle estimé, si le critére d’estimation est mal choisi et mal adapté. Cela a pour
conséquence de contaminer la distribution de ces erreurs, laquelle présente des queues
épaisses et s'écarte de la distribution normale. Pour résoudre ce probléme, il existe une classe
d’'estimateurs, dits robustes, moins sensibles aux outliers, qui traitent d’'une maniére plus douce
la transition entre résidus de niveaux trés différents. Les M-estimateurs de Huber font partie de
cette classe. lls sont associés a un mélange des normes L, et L;, liées a un modele de
distribution gaussienne perturbée, dit gross error model. A partir de ce cadre formel, nous
proposons dans cette thése, un ensemble d’outils d’estimation et de validation de modéles
paramétriques linéaires et pseudo-linéaires boite-noire, avec extension de l'intervalle de bruit
dans les petites valeurs de la constante d’accord de la norme de Huber. Nous présentons ainsi
les propriétés de convergence du critere d’estimation et de I'estimateur robuste. Nous montrons
que I'extension de l'intervalle de bruit réduit la sensibilité du biais de I'estimateur et améliore la
robustesse aux points de levage. Pour un type de modéle pseudo-linéaire, il est présenté un
nouveau contexte dit L-FTE, avec une nouvelle méthode de détermination de L, dans le but
d’établir les linéarisations du gradient et du Hessien du critére d’estimation, ainsi que de la
matrice de covariance asymptotique de l'estimateur. De ces relations, une version robuste du
critere de validation FPE est établie et nous proposons un nouvel outil d'aide au choix de
modele estimé. Des expérimentations sur des processus simulés et réels sont présentées et
analysées.

Mots clés : identification de systéme, statistiques robustes, M-estimateurs de Huber, intervalle
de bruit étendu, outliers, modeles boite-noire, points de levage, validation.

CONTRIBUTION TO THE ROBUST ESTIMATION OF DYNAMIC MO DELS: APPLICATION
TO THE COMMAND OF COMPLEX DYNAMIC SYSTEMS

ABSTRACT : Complex dynamic systems identification remains a concern when prediction
errors contain innovation outliers. They have the effect to damage the estimated model if the
estimation criterion is badly chosen and badly adapted. The consequence is the contamination
of the distribution of these errors; this distribution presents heavy tails and deviates of the
normal distribution. To solve this problem, there is a robust estimator’s class, less sensitive to
the outliers, which treat the transition between residuals of very different levels in a softer way.
The Huber's M-estimators belong to this class. They are associated to a mixed L, - L; norm,
related to a disturbed Gaussian distribution model, namely gross error model. From this formal
context, in this thesis we propose a set of estimation and validation tools of black-box linear and
pseudo-linear models, with extension of the noise interval to low values of the tuning constant in
the Huber’s norm. We present the convergence properties of the robust estimation criterion and
the robust estimator. We show that the extension of the noise interval reduces the sensitivity of
the bias of the estimator and improves the robustness to the leverage points. Moreover, for a
pseudo-linear model structure, we present a new context, named L-FTE, with a new method to
determine L, in order to linearize the gradient and the Hessien of estimation criterion and the
asymptotic covariance matrix of the estimator. From these expressions, a robust version of the
FPE validation criterion is established and we propose a new decisional tool for the estimated
model choice. Experiments on simulated and real systems are presented and analyzed.

Keywords : System identification, robust statistics, Huber's M-estimators, extended noise
interval, outliers, black-box models, leverage points, validation.

INSTITUT DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES
PARIS INSTITUTE OF TECHNOLOGY

VA METIERS ParisTech



