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Chapitre 1Introdu
tion et Motivations
1.1 Identi�
ation des syst�emes dynamiquesL'identi�
ation des syst�emes dynamiques 
omplexes, ou tout simplement identi�
ation,d�esigne l'ensemble des m�ethodologies pour la mod�elisation math�ematique des syst�emes, bas�eesur des mesures r�eelles �a partir du pro
essus [S�oderstr�om et Stoi
a, 1989℄ [Ljung, 1999℄.Cette identi�
ation doit non seulement fournir un mod�ele nominal pertinent, 
'est �a direun mod�ele qui r�epond en un 
ertain sens le plus �d�element aux mesures, mais aussi, uneestimation �able des erreurs 
ommises. Il y a 
lassiquement deux appro
hes pour d�e
rire 
esin
ertitudes. La premi�ere est d�evelopp�ee dans un 
ontexte statistique 
omme le sto
hasti
 em-bedding [Goodwin et al, 1999℄ ou la m�ethode ditemodel error modelling [Reinelt et al, 2002℄,tandis que la deuxi�eme appro
he s'appuie sur des hypoth�eses d�eterministes, telles 
elles del'existen
e d'erreur d'identi�
ation in
onnue, mais born�ee, 
omme dans les te
hniques d'iden-ti�
ation dites set membership [Garulli et al, 2000℄.La mod�elisation permet de formaliser le 
omportement du pro
essus �etudi�e �a l'aide d'unerepr�esentation, �a partir de laquelle il est possible de 
omprendre, 
ommander ou am�eliorer lefon
tionnement du pro
�ed�e analys�e. Deux appro
hes peuvent être envisag�ees pour mod�eliserun syst�eme :1. La premi�ere dite "expli
ative", qui fait appel �a l'analyse ph�enom�enologique, et qui
onsiste �a regrouper, g�en�eralement sous forme de syst�emes di��erentiels, alg�ebriques ousymboliques, les lois et relations de la physique qui d�e
rivent la dynamique du pro
essus.On parle alors de mod�ele de type "bô�te blan
he" ou "bô�te grise" suivant la 
omplexit�edu mod�ele �nal. Nous pouvons y distinguer deux familles de mod�eles :1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATIONS{ non-param�etriques, 
orrespondant �a des mod�eles non-stru
tur�es.{ param�etriques, 
orrespondant �a des mod�eles stru
tur�es.2. La deuxi�eme dite "
omportementale", souvent utilis�ee pour des syst�emes multi-physiques
omplexes. En e�et, la 
omplexit�e du pro
�ed�e �a mod�eliser est telle qu'il est diÆ
ile,voire impossible, de 
onnâ�tre ou d'asso
ier les lois physiques gouvernant la dynamiquedu syst�eme de fa�
on sûre. Il est alors n�e
essaire de faire appel �a un mod�ele "bô�te noire"(ou mod�ele de 
omportement), 
onstruit �a partir des donn�ees entr�ee/sortie du pro
�ed�e.L'obje
tif majeur de 
e mod�ele est de reproduire au mieux le 
omportement du pro-
essus identi��e. Les param�etres de 
e mod�ele sont la plupart du temps diÆ
ilementinterpr�etables physiquement, ou tout du moins, le peuvent-ils mais de fa�
on indire
te.D'une fa�
on plus g�en�erale, que l'on utlise les lois de la physique ou des donn�ees exp�erimentalespour d�eterminer respe
tivement la stru
ture du mod�ele ou les valeurs num�eriques des pa-ram�etres, plusieurs situations sont envisageables, d�etermin�ees par la pr�e
ision des lois de laphysique et/ou par la faisabilit�e des essais exp�erimentaux :{ les lois de la physique permettent de mod�eliser �d�element le syst�eme et les valeurs desparam�etres peuvent être trouv�ees de mani�ere pr�e
ise. Alors, le re
ours aux donn�eesexp�erimentales peut être limit�e �a des �ns de validation de mod�ele.{ les syst�emes se trouvent d�e
rits de mani�ere fort impr�e
ise par les lois de la physiqueet les essais exp�erimentaux peuvent être e�e
tu�es fa
ilement. Il est plus simple alors,d'utiliser 
es derniers �a la fois pour d�eterminer la stru
ture du mod�ele et les valeursnum�eriques des param�etres.{ 
omme situation interm�edaire, les lois de la physique peuvent permettre de d�eterminerla stru
ture du mod�ele, et les valeurs des param�etres sont alors estim�ees �a partir dedonn�ees exp�erimentales.Nous nous int�eresserons par la suite aux mod�eles param�etriques et dans un premier tempsau 
hoix du type ou stru
ture de mod�ele retenu.1.2 Choix du mod�ele d'identi�
ationLe 
hoix de tout mod�ele d�epend largement de sa �nalit�e, 
'est �a dire de l'usage qui lui estdestin�e. Ainsi, on peut distinguer :{ les mod�eles pour la 
ommande qui doivent avoir une stru
ture simple. En e�et, lesobje
tifs de 
ontrôle doivent être g�en�eralement satisfaits dans une bande de fr�equen
e2



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATIONSassez �etroite. Un bon mod�ele de 
ommande doit don
 essentiellement repr�esenter ladynamique du syst�eme dans 
e domaine de fr�equen
e. De plus, la stru
ture peut êtreimpos�ee par la m�ethodologie de 
ommande 
hoisie, dire
tement li�ee �a 
es obje
tifs.Di��erents types de mod�eles �a entr�ees exog�enes sont alors utilis�es [Ljung, 1999℄ :1. des mod�eles dits lin�eaires pour lesquels le signal de sortie, dite pr�edite, varielin�eairement ave
 le ve
teur param�etre et dont le r�egresseur du pr�edi
teur as-so
i�e ne d�epend que des donn�ees exp�erimentales entr�ees/sorties. Citons l'exempledu mod�ele ARX [Rao, 1973℄ [Draper et Smith, 1981℄.2. des mod�eles dits pseudolin�eaires pour lesquels le signal de sortie varie pseudo-lin�eairement ave
 le ve
teur param�etre et dont le r�egresseur d�epend aussi de 
eve
teur.Citons les mod�eles OE et ARMAX ou Box-Jenkins [Dugard et Landau, 1980℄[Kabaila et Goodwin, 1980℄ [Astr�om et Bohlin, 1965℄ [Box et Jenkins, 1970℄.{ les mod�eles de simulation et d'analyse dont l'obje
tif est de rendre 
ompte de l'ensemblede la dynamique du syst�eme font appel �a des stru
tures plus 
omplexes. Dans le 
asde mod�eles d'analyse, la stru
ture peut aussi être impos�ee dans le but de fa
iliter soninterpr�etation.Une fois la stru
ture de mod�ele 
hoisie, l'estimation de ses param�etres �a partir de donn�eesexp�erimentales est 
onditionn�ee �a la notion d'identi�abilit�e du mod�ele. On dit qu'un mod�eleest identi�able si on peut distinguer deux mod�eles ave
 des valeurs di��erentes du ve
teurdes param�etres [Walter et Pronzato, 1997℄. Le 
on
ept d'identi�abilit�e 
on
erne l'uniquerepr�esentation d'une des
ription d'un syst�eme donn�e dans une stru
ture de mod�ele donn�ee.Ljung dans [Ljung, 1999℄(
hapitre 4 p. 112) a developp�e en d�etails 
e probl�eme d'identi�abi-lit�e en introduisant la notion de vrai syst�eme (true system), not�e S. SiM est une stru
turede mod�ele et M (�) un �el�ement de M 
orrespondant au ve
teur param�etre parti
ulier �,alorsM est globalement identi�able si S =M (�0) o�u �0 est le ve
teur param�etre d�e
rivantexa
tement S. Th�eoriquement, l'�etude de l'identi�abilit�e doit fournir la bonne stru
tureM �alaquelle le vrai syst�eme appartient et don
 ave
 laquelle nous devons travailler. En pratique,l'�etude �etant trop 
omplexe, on 
ommen
e par 
hoisir une stru
ture sugg�er�ee par l'obje
tifde l'appli
ation, tout en tenant 
ompte des 
onnaissan
es physiques a priori, 
'est-�a-dire unestru
ture �a laquelle le vrai syst�eme a de tr�es fortes 
han
es d'appartenir. En e�et, 
e 
ompro-mis nous permet, sans le garantir totalement, de s'appro
her des 
onditions d'identi�abilit�e.On peut �a tout moment, être amen�e �a 
hanger la stru
ture M retenue, si besoin est. Une3



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATIONSfois M 
hoisie, la d�etermination des valeurs des param�etres du mod�ele M (�) s'e�e
tue parla minimisation d'un 
rit�ere d'estimation li�e �a une norme sur les erreurs 
ommises, 
ommenous allons le pr�e
iser.1.3 Crit�eres d'estimation1.3.1 Crit�eres en normes L2 et L1Nous avons pr�esent�e de fa�
on g�en�erale la notion demod�ele nominal 
omme 
elui r�epondantau mieux au 
omportement r�eel du pro
essus en un 
ertain sens. Il nous appartient main-tenant de pr�e
iser 
e que l'on entend par l�a : 
'est le rôle du 
rit�ere d'estimation 
hoisi.Il �evalue quantitativement la 
apa
it�e de 
haque �el�ement d'une stru
ture de mod�ele 
hoisie�a v�eri�er les donn�ees exp�erimentales. Les 
rit�eres 
ouramment utilis�es sont bas�es sur l'er-reur de pr�edi
tion de mod�ele (erreur de sortie), qui 
orrespond aux m�ethodes d'identi�
ation
onnues sous le nom de m�ethodes de l'erreur de pr�edi
tion [Ljung, 1974℄. Celles-
i s'ap-puient sur l'estimation d'un mod�ele param�etrique de bruit simultan�ement �a 
elle du mod�eledu pro
essus dont les erreurs de pr�edi
tion, appel�ees aussi r�esidus, sont aussi utilis�ees pouraÆner le mod�ele de bruit. Classiquement, le 
rit�ere d'estimation largement employ�e est 
e-lui de la norme L2, appel�e aussi, 
rit�ere des moindres 
arr�es (LS 
riterion) [Astr�om, 1968℄[O'Donnell et Vining, 1997℄. Le 
ara
t�ere gaussien du bruit, souvent admis, fa
ilite l'identi-�
ation param�etrique par les moindres 
arr�es, malgr�e sa sensibilit�e statistique aux donn�ees,en parti
ulier 
elles de grandes valeurs. C'est un d�efaut qui a�e
te la 
onvergen
e de l'esti-mateur, dont les propri�et�es asymptotiques ne satisfont plus totalement le th�eor�eme 
entrallimite. Cependant, pour 
onserver les propri�et�es asymptotiques gaussiennes [Caines, 1976℄,des te
hniques de �ltrage des r�esidus [Liu et Jiang, 2004℄ ainsi que des m�ethodes d'estima-tion �a erreurs born�ees [Ak�
ay et Khargonekar, 1993℄ sont employ�ees. On s'a�ran
hit ainsi de
es grands �e
arts, au 
ara
t�ere marginal, en les supposant dus aux al�eas du syst�eme et/ou deson environnement. Dans le 
as o�u 
es �e
arts ne sont plus marginaux et traduisent en fait un
ertain 
omportement dynamique du pro
essus, parfaitement l�egitime, l'emploi de 
es te
h-niques ne font qu'appauvrir les donn�ees d'informations sur le 
omportement r�eel du syst�eme[Huber et Ron
hetti, 2009℄(
hapitre 1 p. 4) [Corbier et al, 2012℄. En fait, pour r�eduire 
ettehyper sensibilit�e de l'estimateur, des solutions alternatives sont propos�ees, 
omme l'utilisationdu 
rit�ere des moindres sommes des d�eviations absolues (LSAD 
riterion) [Gentle, 1977℄, ap-pel�e aussi, 
rit�ere d'estimation en norme L1. Il est plus robuste 
ar moins sensible aux grands4



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATIONS�e
arts des r�esidus, mais n�e
essite des algorithmes de minimisation [Phillips, 2002℄ plus 
om-plexes. Dans [Gustafsson et Makila, 1996℄ [Khodabandeh et Amiri-Simkooei, 2011℄, les au-teurs proposent une famille d'algorithmes qui 
onvergent de fa�
on robuste, bas�es sur un 
rit�ereau sens d'une norme L1. Rappelons les travaux int�eressants sur l'identi�
ation de syst�emesen norme L1 dans le 
ontexte de l'erreur de pr�edi
tion, aboutissant �a la fois, �a une r�egle mo-di��ee des 
rit�eres AIC et FPE d'Akaike [Carmona et al, 2003℄ et son appli
ation au 
ontrôlea
tif du bruit dans un guide d'ondes a
oustiques, en asso
iation �a la th�eorie du 
ontrôlerobuste [Carmona et Alvarado, 2000℄. Cependant, la norme L1 pr�esente te
hniquement unenon-di��erentiabilit�e en z�ero, 
omplexi�ant ainsi le 
adre formel de l'estimation LSAD. Cesprobl�emes te
hniques peuvent être r�esolus en proposant une norme mixte L2 � L1, 
ommenous allons le voir.1.3.2 Crit�ere en norme mixte L2 � L1Entre le manque de robustesse de la norme L2 aux grands �e
arts des r�esidus et le probl�emede d�erivabilit�e en z�ero de la norme L1, Huber [Huber, 1964℄ propose une norme robuste al-liant les normes L2 et L1, dont la premi�ere traite les r�esidus de faibles valeurs et la se
ondetraite les r�esidus de fortes valeurs. La norme L2 �etant d�erivable autour de z�ero, le probl�eme denon-di��erentiabilit�e est ainsi r�esolu. L'auteur propose une fon
tion de densit�e de probabilit�e(FDP) mixte f , minimisant l'information de Fisher, bas�ee sur la norme mixte L2 � L1. Ilpr�esente le 
on
ept minimax, 
onsistant �a minimiser le maximum de la varian
e/
ovarian
easymptotique [Huber et Ron
hetti, 2009℄(
hapitre 4 p.71). Huber montre que l'estimateurrobuste appel�e M-estimateur (M 
omme un type du Maximum de vraisemblan
e) est la so-lution d'une �equation 
ompos�ee d'une fon
tion, appel�ee 	-fon
tion, gradient de la normemixte L2 � L1 par rapport au ve
teur param�etre � [Huber et Ron
hetti, 2009℄(
hapitre 3p.46). L'id�ee de Huber est de 
her
her des fon
tions de distribution minimisant l'informationde Fisher. La litt�erature des statistiques robustes pr�esente di��erents mod�eles de distribu-tions dites perturb�ees ou mod�ele de d�eviation distributionnelle, permettant de d�e�nir le 
adreformel n�e
essaire �a l'analyse des estimateurs robustes. Ainsi, ayant pr�ealablement d�e�ni unespa
e de probabilit�es 
, topologiquement faible, L�evy [Collins et Wiens, 1989℄, Kolmogorov[Wiens, 1986℄ ou bien Prohorov [Prohorov, 1956℄ et en�n [Huber, 1964℄ ave
 le gross errormodel, proposent des m�etriques, 
ara
t�erisant l'�e
art entre deux distributions. La 
orruptiondes erreurs de pr�edi
tion par des donn�ees atypiques de fortes valeurs, �e
arte la distribution de
es r�esidus de la distribution normale F0. Pour 
ha
un des mod�eles de d�eviation distribution-5



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATIONSnelle, un param�etre, not�e !, indique le niveau de 
ontamination de F0. Huber montre qu'unefaible d�eviation distributionnelle de la gaussienne, 
onduit le M-estimateur �a des propri�et�esde 
onvergen
e asymptotique en loi par appli
ation du th�eor�eme 
entral limite. On parlealors de loi de distribution normalement asymptotique. Ainsi, �a l'hypoth�ese forte d'erreursborn�ees 
lassiquement utilis�ee en estimation L2, Huber propose une hypoth�ese plus faiblemais garantissant la 
onvergen
e de son M-estimateur, 
elle d'une 	-fon
tion born�ee. A�n dedonner un nom �a 
es valeurs atypiques des r�esidus, Fox dans [Fox, 1972℄ d�e�nit le 
on
eptd'outliers, 
omme �etant des points isol�es d'une s�erie temporelle. Dans son travail, il d�e�nitdeux types d'outliers : les outliers d'observation, qui apparaissent dans le signal de sortie dupro
essus et les outliers d'innovation, qui eux, apparaissent dans les r�esidus, provoqu�es parles innovations de la pro
�edure d'estimation des param�etres.Dans la suite, on retiendra le 
adre formel du gross error model(GEM), mod�ele de distribu-tion mixte, bas�e sur la norme de Huber, dans lequel ! d�esigne le niveau de 
ontaminationde la gaussienne par les outliers d'innovation. La r�eponse, 
'est-�a-dire l'estimateur robuste�a 
ette distribution 
orrompue, utilise 
ette norme mixte, ajust�ee grâ
e �a un param�etre,nomm�e fa
teur d'�e
helle (s
aling fa
tor), not�e � = k�, o�u k d�esigne la 
onstante d'a

ord(tuning 
onstant) et � la d�eviation standard de la distribution normale. Pour une d�eviationstandard donn�ee, la 
onstante d'a

ord k d�e�nit la norme de Huber, dans le but d'avoirpremi�erement, une distribution 
orrespondante F appartenant au GEM, deuxi�emement, depla
er toute 
orruption en dehors de l'intervalle [�k; k℄ et en�n, d'obtenir la minimisationde l'information de Fisher. Cependant, la M-estimation, 
omme les autres (LS et LSAD),pr�esente l'in
onv�enient d'être tr�es sensible �a des points parti
uliers, hautement in
uen�
ablesdans la pro
�edure d'estimation, appel�es point de rupture (Breakdown point BP) et point delevage (Leverage point LP).1.4 Points de rupture et de levage des M-estimateursde HuberLe point de rupture (BP) [Donoho et Huber, 1983℄ est par d�e�nition la plus petite quan-tit�e de la 
ontamination qui peut entrâ�ner un estimateur �a prendre des valeurs aberrantes[Hampel, 1968℄ [Hampel, 1971℄. A proprement parl�e, le BP d'un estimateur �N du ve
teurparam�etre �, est la plus grande quantit�e de 
ontamination (proportion de points atypiques)que les r�esidus peuvent 
ontenir, tel que �N puisse en
ore donner des informations pertinentes,6



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATIONSet notamment, �a propos de la distribution des points "typiques" [Maronna et al, 2006℄. Ma-ronna dans [Maronna, 1976℄ ainsi que Martin dans [Martin, 1980℄, ont montr�e que dans unmod�ele AR(p) o�u p est la dimension du ve
teur param�etre, le BP du M-estimateur est inf�erieur�a 1= (p+ 1). Dans un mod�ele ARMA [Martin et Yohai, 1985℄, 
e BP est �egal �a z�ero, signi�antque le M-estimateur n'est pas robuste dans 
e type de pro
essus. Dans le but d'�eviter 
esprobl�emes, Mallow [Mallow, 1976℄ propose de rempla
er les M-estimates par des M-estimatesg�en�eralis�es (GM-estimates). Cet estimateur borne l'in
uen
e d'un outlier en lui attribuant unpoids plus faible. En�n dans [Maronna et al, 1979℄ et [Maronna et Yohai, 1981℄, les auteursmontrent qu'alors, le BP d�e
roit lorsque p tend vers l'in�ni.Le point de levage (LP) est l'outlier d'innovation hautement in
uen�
able qui, atteignantune 
ertaine amplitude, provoque des dommages majeurs dans la pro
�edure d'estimation.Celui-
i est d�e�ni 
omme un point �a haute in
uen
e de position dans l'espa
e fa
teur, �a sa-voir l'espa
e de dimension d li�e �a la matri
e de r�egression [Hampel et al, 1985℄(
hapitre 6p.329) [Maronna et al, 2006℄(
hapitre 5 p.124) [Huber et Ron
hetti, 2009℄(
hapitre 1 p.17).Cela signi�e qu'il y a des r�egressions qui 
ontiennent des LP et d'autres pas. Le 
as des re-gressions pseudolin�eaires et plus parti
uli�erement 
elles li�ees aux stru
tures de mod�eles OE etARMAX, font apparâ�tre dans leurs r�egresseurs des points de levage. Ces points atypiques ont�et�e tr�es �etudi�es pour les estimateurs L1, notamment par Ellis [Ellis et Morgenthaler, 1992℄[Ellis, 1998℄. Plus pr�e
isement, 
elui-
i a introduit la notion de singularit�e qui est une formeextrême d'instabilit�e de l'estimateur. Si nous 
onsid�erons une statistique Æ d�e�nie dans unsous-espa
e dense X 0 d'un espa
e d'�e
hantillons X, alors un point x0 2 X est une singularit�ede Æ si limx!x0;x2X0 Æ (x) n'existe pas. Le point 
ru
ial soulev�e par Ellis est qu'une singularit�eest un danger pour l'analyse de donn�ees utilisant une statistique, même si nous n'obtenonsjamais x0. Par 
ontre, �a notre 
onnaissan
e, les �etudes des LP dans les M-estimateurs deHuber restent tr�es marginales.1.5 Intervalle de bruit et int�erêt de son extensionNous avons vu dans le paragraphe 1.3.2 que la 
onstante d'a

ord k ajuste la norme de Hu-ber, dans le but d'avoir une distribution 
orrespondante F appartenant au GEM et de pla
ertoute 
orruption en dehors de l'intervalle [�k; k℄, a�n de minimiser la matri
e d'informationde Fisher. Le 
hoix de l'intervalle dans lequel k varie est don
 tr�es important. Cet intervalle estappel�e intervalle de bruit (Ikb ) [Chang et Guo, 2004℄. Il est naturellement li�e �a la nature de la7



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATIONSr�egression, don
, �a la stru
ture de mod�ele pour laquelle l'identi�
ation est e�e
tu�ee. Lorsquela r�egression est lin�eaire, 
et intervalle est donn�e par Ikb = [1; 2℄ [Hampel et al, 1985℄(
hapitre1 p.52) [Ko
h, 1999℄(
hapitre 1 p.28) [Chang et Guo, 2004℄ [Maronna et al, 2006℄(
hapitre1 p.27) [Ri
e et Spiegelhalter, 2006℄ [Huber et Ron
hetti, 2009℄(
hapitre 1 p.19), 
orrespon-dant �a un niveau de 
ontamination ! < 12%. La distribution normale est ainsi faiblement per-turb�ee par un nombre limit�e d'outliers d'innovation. En 
ons�equen
e, le mod�ele de d�eviationdistributionnelle ne pr�esente pas vraiment de larges queues. Par ailleurs, il est surprenant de
onstater que dans 
ertains travaux, l'usage de 
ertaines valeurs de la 
onstante d'a

ord,k = 1:345 [Fraiman et al, 2001℄ [Kuonen, 2005℄ [Giummol�e et Ventura, 2006℄ ou k = 1:5[Sen Roy et Guria, 2009℄ [Gandhi et Mili, 2010℄, n'ait jamais �et�e 
lairement justi��ee pour 
etype de r�egression.Qu'en est-il lorsque la r�egression est pseudolin�eaire ? Rappelons d'abord que pour 
e type der�egression, le ve
teur des observations pr�esente une stru
ture nonlin�eaire 
ar il d�epend duve
teur param�etre �. D'autre part, 
omme nous le verrons par la suite, 
es mod�eles pr�esententun m�e
anisme interne d'une bou
le de retour, assimilable �a une bou
le de 
ontre-r�ea
tion.Puisque la 
onstante d'a

ord k sert de r�eglage de la robustesse, l'id�ee a �et�e d'�etendre l'in-tervalle de bruit Ikb , dans le but, premi�erement, de traiter de nombreux outliers ave
 desamplitudes �elev�ees, ensuite, de r�eduire l'e�et des points de levage et en�n d'obtenir une"meilleure r�egulation" de 
e m�e
anisme interne (stabilisation de la bou
le interne de l'esti-mateur). Le 
hoix d'�etendre l'intervalle Ikb a �et�e 
onfort�e par une �etude tr�es 
on
r�ete sur unenouvelle appro
he de mod�elisation d'un syst�eme pi�ezo�ele
trique par une stru
ture de mod�eleOE [Corbier et al, 2012℄ . Les mi
rod�epla
ements (quelques dizaines de mi
rom�etres) dus�a un 
omportement 
lassique et normal de 
e 
apteur/a
tionneur, ont g�en�er�e de nombreuxet importants outliers dans les r�esidus, provoquant des dommages dans l'estimateur desmoindres 
arr�es. L'appli
ation des M-estimateurs de Huber et le 
hoix 
lassique de l'inter-valle de bruit Ikb = [1; 2℄ se sont r�ev�el�es sans r�esultat. Une extension de Ikb vers les faiblesvaleurs, 
'est-�a-dire Ikb = [0:01; 2℄, a montr�e qu'il �etait possible au M-estimateur de Huber de
onverger, en proposant des mod�eles pseudolin�eaires pertinents, ave
 un bon 
omportementdans les basses fr�equen
es, int�eressantes pour le 
ontrôle du dispositif, et 
ela pour des valeursde k �egales �a 0:0625 et 0:0875. Les premiers r�esultats en
ourageants que nous pr�esenteronsdans le 
as de l'estimation robuste des mod�eles pseudolin�eaires, s'appuient sur l'hypoth�esed�ej�a utilis�ee dans le 
as des mod�eles lin�eaires d'une 	-fon
tion born�ee, hypoth�ese beau
oupmoins restri
tive que l'hypoth�ese d'erreurs born�ees niant par l�a même l'existen
e d'outliers.Mais 
omme dans toute m�ethodologie d'identi�
ation, il ne saurait être question de mod�eles8



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATIONSestim�es sans aborder les outils de validation n�e
essairement asso
i�es.1.6 Crit�eres de validation de mod�elesLa validation de mod�eles pour la 
on
eption de 
orre
teurs robustes demeure en
oreune tâ
he d�eli
ate [Smith et Doyle, 1992℄ [Ljung, 1999℄(
hapitre 16 p.491). Dans l'�etapede s�ele
tion de mod�ele, les erreurs de mod�elisation, aussi appel�ees "erreur de biais", sontbalan
�ees par l'in
uen
e du bruit, en
ore appel�e terme de varian
e. Il est bien 
onnu qu'unesous-estimation du nombre de param�etres 
onduit �a un mod�ele insuÆsamment 
exible pourd�e
rire 
onvenablement les donn�ees exp�erimentales, alors qu'une surestimation se traduit parune tendan
e �a mod�eliser davantage le bruit que le syst�eme lui-même. Une solution satisfai-sante pour traiter 
es deux types d'erreur est d'�evaluer le mod�ele 
andidat au moyen d'unjeu de donn�ees di��erentes de 
elles utilis�ees lors de son estimation (appel�ees donn�ees de vali-dation). Classiquement, si 
e mod�ele fournit les mêmes sorties, ou presque, que le pro
essus,on dira qu'il n'est pas invalid�e. Cependant, dans le 
as d�efavorable o�u l'on ne peut disposerde telles donn�ees, par
e qu'on pr�ef�ere par exemple, utiliser toutes les donn�ees disponiblespour une meilleure estimation, l'�etape de validation est alors rempla
�ee par une pr�edi
tionde son 
omportement. Pour tourner la diÆ
ult�e, des termes additionnels sont utilis�es dansle 
rit�ere d'estimation a�n de pr�edire son �evolution 
omme si de nouvelles donn�ees (freshdata) lui avaient �et�e appliqu�ees. Le meilleur exemple est le Final Predi
tion Error (FPE) 
ri-terion d'Akaike [Akaike, 1969℄. Parfois, un terme de 
omplexit�e est introduit dans le 
rit�ered'estimation pour �equilibrer la qualit�e de l'ajustement au regard de la 
omplexit�e du mod�eleestim�e. Dans la litt�erature, les r�egles AIC [Akaike, 1974℄ et MDL [Rissanen, 1978℄ sont lesplus utilis�ees. L'appro
he d'Akaike [Akaike, 1969℄ [Akaike, 1970℄, impliquant l'utilisationd'un 
rit�ere de s�ele
tion de la 
omplexit�e du mod�ele, a �et�e une avan
�ee majeure. Il a propos�eun 
rit�ere de s�ele
tion d'ordre du mod�ele d�e�nit par :FPE (dM) = 2N + dMN � dMVN ��̂LSN � (1.1)o�u N est le nombre de donn�ees, VN (�) est le 
rit�ere des moindres 
arr�es, �̂LSN l'estimateurdes moindres 
arr�es et dM la 
omplexit�e du mod�ele. La valeur de dM pour laquelle le FPEatteint son minimum est l'ordre estim�e du mod�ele. Dans la litt�erature statistique, une versionrobuste (RFPE) de 
e 
rit�ere apparâ�t dans [Yohai, 1997℄ et [Maronna et al, 2006℄(
hapitre5 p.169), mais seulement appli
able aux mod�eles lin�eaires. D'autre part, 
e 
rit�ere RFPE9



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATIONSn'in
lut pas le niveau de 
ontamination ! du mod�ele de d�eviation distributionnelle, fonda-mental pour la 
ompr�ehension des ph�enom�enes observ�es
1.7 Probl�ematiqueUn 
ertain nombre de questions s
ienti�ques in
ompl�etement trait�ees viennent d'être sou-lev�ees. For
e est de 
onstater qu'un probl�eme d'estimation robuste peut se formaliser de lafa�
on suivante. D'une mani�ere g�en�erale, le probl�eme �a r�esoudre se ram�ene toujours �a unprobl�eme de statistiques robustes (PSR) de s�eries temporelles et s'�enon
e 
omme suit(PSR) : �etant donn�e un ensemble ENo de N observations 
ontenant des valeurs atypiqueset FN , une famille de mod�eles de distributions perturb�ees empiriques GEM de 
es observa-tions, li�ee �a la norme robuste de Huber et minimisant l'information de Fisher, existe t-il unestimateur robuste � �ENo � = � (FN ) (1.2)tel que � �ENo � soit le minimum d'un 
rit�ere d'estimation asso
i�e �a la norme de Huber ?Nous pouvons proposer la formalisation d'estimation robuste en traitement de signal (PTSR)et son lien intrins�eque ave
 un probl�eme (PSR) de la fa�
on suivante :{ (PTSR) � (PSR) o�u l'ensemble des N observations est l'ensemble des erreurs d'estima-tion, di��eren
e entre les valeurs mesur�ees (data) du signal y et la sortie du mod�ele depr�edi
tion ŷ retenu.De même, le probl�eme standard d'estimation (identi�
ation) param�etrique robuste d'unsyst�eme en automatique (PAUR) se ram�ene en
ore �a un probl�eme d'estimation robuste (PSR)de la fa�
on suivante :{ (PAUR) � (PSR) o�u l'ensemble des N observations ENo est l'ensemble des erreurs d'es-timation, di��eren
e entre les valeurs mesur�ees du signal de sortie du syst�eme y et lasortie du mod�ele de pr�edi
tion ŷ retenu.Comme nous le voyons, r�esoudre un probl�eme PTSR ou un probl�eme PAUR se ram�ene toujours�a r�esoudre un probl�eme PSR.

10



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATIONS1.8 Axes de re
her
heL'identi�
ation L2 � L1 dans le 
ontexte de l'erreur de pr�edi
tion, sou�re de ne pasdisposer d'autant d'outils et de r�egles m�ethodologiques que les identi�
ations L2 et L1. Un
ertain nombre de r�esultats n�e
essaires �a la mise en pla
e d'une m�ethodologie d'identi�
ationrobuste 
ompl�ete s'impose �a nous. Ce travail de re
her
he s'ins
rit dans une probl�ematiquePAUR et s'arti
ule autour des points suivants :1. Nous proposons �a partir de la norme L2 � L1 de Huber{ L'expression d'un 
rit�ere d'estimation robuste mixte (PREC), param�etrable par la
onstante d'a

ord k, 
ompos�e d'une partie L2 et d'une partie L1, traitant respe
ti-vement les faibles r�esidus et les outliers d'innovation.{ De montrer la 
onvergen
e uniforme du PREC, en pr�esen
e d'outliers dans les erreursde pr�edi
tion, sous l'hypoth�ese d'une 	-fon
tion born�ee.{ L'expression de la matri
e de varian
e/
ovarian
e asymptotique du M-estimateur deHuber prenant en 
ompte le niveau de 
ontamination ! du GEM et reliant ainsi lanotion de varian
e �a sa 
ause, 
'est-�a-dire la 
ontamination.2. L'�etude de la propagation des outliers et le traitement des points de levage pr�esentsdans une s�erie temporelle sont �etudi�es et nous proposons{ D'analyser la propagation des outliers dans les stru
tures de mod�eles ARX et OE.{ De montrer que l'extension de l'intervalle de bruit Ikb vers les petites valeurs de k,
'est-�a-dire Ikb = [0:01; 2℄, r�eduit la sensibilit�e de la borne sup�erieure du biais del'estimateur aux points de levage.{ De proposer une "loi" qui fa
ilite le 
hoix de la norme du Huber, dans le but der�eduire les e�ets de 
es points.3. Une nouvelle appro
he, nomm�e L!-FTE 
omme L!-Finite Taylor's Expansion, ap-pliqu�ee �a la stru
ture de mod�ele OE est pr�esent�ee et un 
adre formel sp�e
i�que estd�evelopp�e. Te
hniquement, la pseudolin�earit�e de son r�egresseur implique des expressionsnon lin�eaires du gradient et du Hessien de son mod�ele de pr�edi
tion [Ljung, 1999℄(
hapitre10 p.329). Dans le but d'�etablir une lin�earisation de 
elles-
i, un d�eveloppement deTaylor limit�e par un entier L, appel�e ordre large [S�oderstr�om et al, 2003℄ est �etabli etune nouvelle m�ethode de d�etermination de L est propos�ee. Par ailleurs, dans un sou
id'�elargir 
e 
adre formel, et plus pr�e
isement, ratta
h�e aux propri�et�es asymptotiquesdu M-estimateur de Huber et prenant en 
onsid�eration le niveau de 
ontamination duGEM, sont �etablies les expressions : 11



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATIONS{ Du L!-gradient et du L!-Hessien du PREC.{ De la L!-matri
e de varian
e/
ovarian
e asymptotique du M-estimateur de Huber.{ De la nouvelle formulation du 
rit�ere de validation de mod�eles : le L!-RFPE.4. Un nouvel outil d'aide �a la d�e
ision du 
hoix d'un mod�ele dans la phase de validation,nomm�e fon
tion de 
ontribution L1 [Corbier et al, 2012℄ est pr�esent�e. Nous montronspr�e
is�ement que les minima de 
ette nouvelle fon
tion, peuvent sous 
ertaines 
ondi-tions, 
on�rmer la 
omplexit�e des mod�eles valid�es par d'autres 
rit�eres, mais aussimettre en �eviden
e la pertinen
e d'autres mod�eles.Ce manus
rit s'arti
ule autour de sept prin
ipaux 
hapitres :Le 
hapitre 2 pr�esente des g�en�eralit�es sur le probl�eme de statistiques robustes et apportedes �el�ements de r�eponse aux questions fondamentales : pourquoi des pro
�edures robustes ?Qu'est-
e que devrait atteindre une pro
�edure robuste ? Les te
hniques bas�ees sur le pr�e-traitement des informations, notamment, les m�ethodes 
lassiques de d�ete
tion et de �ltragedes outliers sont d�e
rites. Les aspe
ts qualitatif, quantitatif et in�nit�esimal de la robustessesont aussi abord�es. Quelques 
lasses d'estimateurs robustes sont pr�esent�ees �a la �n de 
e
hapitre.Le 
hapitre 3 
ommen
e par quelques g�en�eralit�es sur les pro
essus monovariables etaborde l'appro
he erreur de pr�edi
tion. Les stru
tures de mod�eles param�etriques et plus par-ti
uli�erement les mod�eles ARX, ARMAX et OE sont pr�esent�es. Le 
on
ept d'identi�abilit�eest abord�e en �enon�
ant les prin
ipales propri�et�es. Ce 
hapitre se poursuit par les m�ethodesd'estimation param�etrique dans le 
ontexte de l'erreur de pr�edi
tion. Il sera parti
uli�erementabord�e les m�ethodes d'estimation des moindres 
arr�es et des variables instrumentales. La �ndu 
hapitre pr�esente le 
rit�ere de validation FPE d'Akaike et ses versions en norme L1 et ennorme robuste dans le 
as de mod�eles lin�eaires.Le 
hapitre 4 aborde le travail de re
her
he proprement dit. Il 
ommen
e par proposerun 
rit�ere d'estimation robuste param�etr�e (PREC) dans l'appro
he erreur de pr�edi
tion, enintroduisant deux ensembles d'index li�es aux 
ontributions L2 et L1. Le gradient et la matri
eHessienne de 
e 
rit�ere sont �etablis. Nous montrons par un th�eor�eme de 
onvergen
e uniformeque 
e 
rit�ere d'estimation est robuste aux outliers d'innovation et par son 
orollaire, quel'estimateur robuste l'est aussi. L'appro
he M-estimateur de Huber �a seuil �etendu (ETME,12



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATIONSExtended Threshold M-Estimator) est d�evelopp�ee 
omme une 
ons�equen
e de l'estimationparam�etrique d'une stru
ture de mod�ele pseudolin�eaire.Le 
hapitre 5 plus te
hnique, pr�esente l'appro
he L!-FTE. Il est d�evelopp�e une nouvellem�ethode de d�etermination de la limite L d'un d�eveloppement en s�erie de Taylor du gradientet du Hessien du mod�ele de pr�edi
tion. Ces expressions permettent ensuite de d�eduire laL!-FTE du gradient et du Hessien du PREC. A partir de leurs expressions asymptotiques,il est pr�esent�e la L!-matri
e de varian
e/
ovarian
e asymptotique du M-estimateur de Huber.Le 
hapitre 6 analyse la propagation des outliers dans les r�egressions des mod�eles ARXet OE. Comme une 
ons�equen
e de 
ette propagation, 
e 
hapitre aborde ensuite le traite-ment des points de levage pour lequel nous proposons dans l'appro
he L!-FTE, une �e
riturede la 
ourbe in
uen
e de Hampel, aboutissant �a l'expression de la borne sup�erieure du biaisde l'estimateur. Une loi fa
ilitant le 
hoix de la norme de Huber est alors pr�esent�ee et nousmontrons que 
elle-
i, pour des valeurs basses de la 
onstante d'a

ord, permet de r�eduirela sensibilit�e du biais �a 
es points hautement in
uen�
ables. Des simulations de types MonteCarlo ont �et�e 
onduites sur un pro
essus simul�e OE dans le but de mettre en appli
ation 
e
adre formel. Les r�esultats sont pr�esent�es et dis
ut�es.Le 
hapitre 7 pr�esente une nouvelle formulation du 
rit�ere de validation de mod�elesRFPE et/ou de 
hoix des mod�eles estim�es : le 
rit�ere L!-RFPE ainsi que la fon
tion de 
ontri-bution L1. Nous montrons que le premier 
rit�ere g�en�eralise 
elui d'Akaike dans le 
ontextedes estimateurs L2 � L1. L'�etude de la fon
tion de 
ontribution L1 est ensuite trait�ee. Nousmontrons pr�e
is�ement par un th�eor�eme que 
e nouvel outil d'aide �a la d�e
ision permet nonseulement de 
on�rmer le 
hoix de la 
omplexit�e des mod�eles propos�es par les 
rit�eres plus
lassiques, mais aussi de proposer de nouveaux 
andidats de grande qualit�e. Les pro
essussimul�es et r�eels ont servi de support d'exp�erien
e pour valider le 
rit�ere RFPE et la fon
-tion de 
ontribution L1. Un autre int�erêt d'utiliser le RFPE est qu'il 
onduit �a retenir desmod�eles de grande qualit�e et de 
omplexit�e r�eduite, 
e qui est tr�es appr�e
i�e, notamment pourl'utilisateur �a la re
her
he de bons mod�eles de 
ommande.Le 
hapitre 8 expose le plus largement possible les r�esultats exp�erimentaux e�e
tu�essur deux pro
essus r�eels �a identi�er. Nous avons 
hoisi deux pro
essus 
omplexes dont lesdonn�ees de sortie pr�esentent naturellement des outliers : un guide d'ondes a
oustiques et un13



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MOTIVATIONS
apteur/a
tionneur pi�ezo�ele
trique. Pour le premier pro
essus, il nous faut trouver un mod�eledu syst�eme �etudi�e dans les stru
tures ARX, OE et ARMAX, et ensuite, ne retenir que lemeilleur parmi 
es trois 
andidats. Les outils d'estimation et de validation, respe
tivementPREC et L!-RFPE/fon
tion de 
ontribution L1, permettent de fournir des mod�eles robustesde bonne qualit�e dans la gamme de fr�equen
es utile pour la 
ommande. Pour l'identi�
ationdu deuxi�eme pro
essus non lin�eaire, la re
her
he de mod�eles ne se fait qu'ave
 des stru
turespseudolin�eaires OE et ARMAX. L'estimation et la validation s'e�e
tuent ave
 le PREC etla fon
tion de 
ontribution L1.Le 
hapitre 9 expose une synth�ese des prin
ipales 
ontributions de 
e travail de th�ese etpr�esente les travaux de re
her
he futurs.

14



Chapitre 2Le probl�eme de statistiques robustes
2.1 G�en�eralit�esCe 
hapitre pr�esente un tour d'horizon des di��erents 
on
epts et aspe
ts des statistiquesrobustes. Nous 
ommen�
ons par r�epondre �a deux questions fondamentales 
on
ernant l'uti-lit�e et la �nalit�e d'une pro
�edure robuste. Les te
hniques bas�ees sur le pr�e-traitement desinformations, notamment, les m�ethodes 
lassiques de d�ete
tion et de �ltrage des outlierssont d�e
rites. Sont abord�es ensuite les aspe
ts qualitatif et quantitatif de 
es statistiques o�ules mod�eles de d�eviation distributionnelle sont pr�esent�es. L'appro
he in�nit�esimale autourde la fon
tion in
uen
e est d�evelopp�ee. Quelques 
lasses d'estimateurs robustes tels que lesM-estimateurs et les W-estimateurs sont pr�esent�ees.2.1.1 Pourquoi des pro
�edures robustes ?La statistique robuste, au sens non te
hnique du terme, est 
on
ern�ee par le fait queplusieurs hypoth�eses 
ommun�ement faites en statistique, telles que la normalit�e, la lin�earit�eou l'ind�ependen
e, sont des approximations de la r�ealit�e. Une des raisons est l'o

uren
e desgross errors, provoqu�ee par des points isol�es dans les donn�ees, appel�es plus 
ommun�ementoutliers. Le probl�eme des outliers est bien 
onnu et est probablement aussi vieux que lesstatistiques. Une m�ethode radi
ale �a leur traitement est une r�eje
tion subje
tive ou l'appli-
ation d'une r�egle de r�eje
tion formelle. Ces observations atypiques ou r�esidus d'estimation,sont tr�es souvent 
onsid�er�ees 
omme des donn�ees 
orrompues, entrâ�nant une d�eviation dela distribution normale vers une distribution dite 
orrompue �a queues �epaisses (heavy tails)15



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTES[Huber, 1973℄. Une pro
�edure robuste peut être d�e
rite 
omme une pro
�edure restant in-sensible �a 
es d�eviations des erreurs. En premier lieu, nous nous sommes int�eress�es �a larobustesse distributionnelle, o�u la forme de la vraie distribution d�evie faiblement �a partird'un mod�ele suppos�e, usuellement une loi gaussienne. C'est �a la fois le 
as le plus impor-tant et l'un des mieux 
ompris. Moins bien 
onnus sont les 
as o�u d'autres hypoth�esesstatistiques 
omme l'ind�ependan
e des observations ou la sym�etrie des distributions, nesont pas toujours satisfaites. Ainsi, Tukey dans [Tukey, 1960℄ montre un manque drama-tique de robustesse distributionnelle de quelques pro
�edures 
lassiques. Nous savons que 
esprobl�emes de queues �epaisses dans une distribution font exploser la varian
e de la d�eviationdes moindres 
arr�es (LS), et beau
oup moins la d�eviation des moindres valeurs absolues(LSAD) [Huber et Ron
hetti, 2009℄(
hapitre 11 pp. 281{287). Il est �a noter que les notionsde "robustesse distributionnelle" et de "r�esistan
e �a l'outlier" sont des notions synonymes.Une pro
�edure raisonnable, formelle ou informelle, de r�eje
tion d'outliers �eviterait don
 lepire.Nous pourrions ainsi attendre d'une pro
�edure robuste les deux �etapes suivantes :{ Qu'elle nettoie les donn�ees en appliquant quelques r�egles de r�eje
tion d'outliers.{ Ensuite, qu'elle utilise l'estimation 
lassique et valide les r�esultats sur le reste desdonn�ees.Le le
teur notera que nous d�e
rivons une pro
�edure id�ealis�ee. Cependant, le probl�eme ne sepr�esente pas aussi simplement. Il faut 
ommen
er par dis
erner les outliers des autres obser-vations dites normales (typi
al data). Il faut ensuite les �eliminer proprement par des �ltres-nettoyeurs [Liu et Jiang, 2004℄ [Spangl et Dutter, 2007℄. Ainsi, dans la litt�erature sp�e
ialis�ee,on distingue les points suivants qu'il faut �etudier1. La d�ete
tabilit�e des outliers : 
'est une tâ
he tr�es d�eli
ate. Par exemple, dansles probl�emes de la r�egression multiparam�etre, les outliers sont diÆ
iles �a re
onnâ�tre[Ri
e et Spiegelhalter, 2006℄ [Hadi et al, 2009℄ [Corbier et al, 2012℄.2. L'a

eptan
e/r�eje
tion des outliers : même si l'ensemble des observations 
onte-nant de larges erreurs peuvent être 
onsid�er�ees 
omme "normales", les donn�ees net-toy�ees ne seront que tr�es rarement gaussiennes, 
ar on 
ommet deux sortes d'erreursstatistiques : des fausses r�eje
tions et des faux maintients. La situation est même pirequand le jeu de donn�ees est obtenu �a partir d'une distribution non-gaussienne (grosserrors 
ontext [Hampel, 1973℄). Dans 
e 
as, la 
lassique th�eorie normale n'est plusvalid�ee, 
e qui rend inappli
able la pro
�edure en deux �etapes envisag�ee plus haut.16



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTES3. Le niveau de qualit�e de l'estim�e : on 
onstate que les meilleures pro
�edures der�eje
tion n'atteignent pas la performan
e des meilleures pro
�edures robustes. C'est
ertainement dû au fait que 
es derni�eres r�ealisent une transition dou
e entre la pleinea

eptan
e et la pleine r�eje
tion d'une observation. Voir [Hampel, 1985℄ [Hampel, 1974℄[Hampel et al, 1985℄(
hapitre 1 pp. 56{71) [Ljung, 1999℄(
hapitre 15 pp. 481{483).L'id�ee est don
 de traiter toute l'information pertinente 
ontenue dans les observationssans en ex
lure a priori.4. Les 
on�gurations diÆ
iles : on montre aussi que beau
oup de r�egles 
lassiques der�eje
tion sont in
apables de faire fa
e �a de multiples outliers : on peut être dans le 
aso�u un deuxi�eme outlier masque un premier [Chiang, 2008℄. En e�et, les 
ons�equen
esn�efastes des outliers ne sont pas simplement dûes �a leur niveau, mais aussi �a des 
ondi-tions parti
uli�eres de leur apparition dans le temps.En 
on
lusion, la probl�ematique de l'estimation �a partir d'observations 
orrompues n'est passi simple qu'il n'y parâ�t. Nous allons don
 pr�e
iser les r�egles de bon usage �a adopter et quiseront d�evelopp�ees ult�erieurement.2.2 Que doit atteindre une pro
�edure robuste ?Nous sommes en droit d'attendre d'une pro
�edure robuste les 
ara
t�eristiques suivantes :{ Son eÆ
a
it�e : elle doit fournir une bonne qualit�e de l'estim�e (au sens de l'optimalit�eou de la pro
he optimalit�e), le plus souvent en termes de biais et de varian
e asympto-tiques, pour un mod�ele de d�eviation distributionnelle donn�e, en plus de l'assuran
e desa 
onvergen
e.{ Sa stabilit�e : elle garantit pour des faibles d�eviations des observations, 
'est-�a-dire pourdes mod�eles de distribution faiblement perturb�ee, une insensibilit�e des performan
es del'estimateur, notamment en terme de varian
e asymptotique.{ Son point de rupture : les plus larges d�eviations �a partir du mod�ele de distribution
orrompue ne devraient pas "
auser de 
atastrophe" : il faut garantir en priorit�e la
onvergen
e de l'estimateur. On se situe volontairement aux limites admissibles dufon
tionnement de l'estimateur.Tous 
es aspe
ts sont importants, 
ar nous ne devrions jamais oublier que la robustesse estbas�ee sur un 
ompromis, 
omme 
ela a �et�e tr�es 
lairement �enon
�e dans [Ans
ombe, 1960℄ :"Un peu d'eÆ
a
it�e du mod�ele de distribution peut être sa
ri��ee, dans le but de limiter la17



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTESd�eviation distributionnelle". Si les 
rit�eres de performan
es asymptotiques sont tr�es souventutilis�es, il est n�e
essaire de prendre soin de 
ertains d'entre eux. En parti
ulier, la 
onvergen
edevrait être uniforme sur un voisinage du mod�ele, �a d�efaut de quoi, nous ne pouvons plusgarantir la robustesse pour un nombre �ni N d'observations, même suÆsamment large.Attardons-nous maintenant sur le point de rupture. Nous y avons d�ej�a 
onsa
r�e quelqueslignes dans le 
hapitre 1 (x 1.4). Rappelons que 
e point de rupture est �a proprement parl�e,la plus petite quantit�e de 
ontamination d'un mod�ele de distribution qui peut 
ontraindreun estimateur �a prendre arbitrairement des valeurs aberrantes. Ce terme a �et�e formul�e lapremi�ere fois par Hampel [Hampel, 1968℄ et en a donn�e une d�e�nition asymptotique. Son
hoix �etait justi��e tant que les estimateurs travaillaient ave
 un grand nombre d'�e
hantillons.Cependant, il a o

ult�e le fait que le point de rupture est plus utile dans des situations d'unnombre �e
hantillons �ni qui peut être faible, en parti
ulier, en traitement de signal et enautomatique. Con
r�etement, 
ertaines questions demeurent : quelle est l'in
uen
e du nombred'�e
hantillon ? Quelle valeur prend le point de rupture ?Andrews dans [Andrews et al, 1972℄ a montr�e qu'ave
 un faible nombre d'�e
hantillons, leph�enom�ene de rupture se manifeste distin
tement pour un taux de 
ontamination de 25% ou50%. A titre indi
atif, ave
 un nombre d'�e
hantillons de taille dix, deux mauvaises valeurspeuvent 
auser une rupture d'une gamme interquartile, alors que la d�eviation de la m�edianeabsolue peut en tol�erer quatre. Il est don
 important de traiter le point de rupture dans le
as d'un nombre d'�e
hantillons �ni. Par ailleurs, il parâ�t logique de penser que 
ette valeuraugmente proportionellement aux nombres d'observations aberrantes. Huber et Ron
hettidans [Huber et Ron
hetti, 2009℄(
hapitre 11 p. 281) ne savent pas r�epondre �a 
ette d�eli
atequestion. En e�et, dans la 
ommunaut�e statistique, on distingue prin
ipalement deux fa�
onsde 
ontaminer les �e
hantillons : la !-
ontamination et le !-rempla
ement. D'une fa�
ong�en�erale, soit X = fx1; :::; xNg un ensemble d'�e
hantillons �ni de tailleN . D�e
linons 
es deuxfa�
ons :1. !-
ontamination : nous ajoutonsm valeurs additionnelles arbitraires Y = fy1; :::; ymg�aX. Ainsi, la fra
tion des "mauvaises" valeurs dans l'ensemble d'�e
hantillons 
orrompusX 0 = X [ Y est ! = mm+N .2. !-rempla
ement : nous rempla
ons m valeurs de l'ensemble X par m valeurs arbi-traires Y = fy1; :::; ymg. La fra
tion des "mauvaises" valeurs dans l'ensemble d'�e
hantillons
orrompus est donn�ee par ! = mN . 18



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTESSuivant le mode de 
ontamination, les r�esultats varient. De plus, d'apr�es Huber et Ron
hetti,pour un nombre d'�e
hantillons �elev�e, un haut niveau de 
ontamination doit toujours êtreinterpr�et�e 
omme un mod�ele de 
ontamination mixte. Dans la suite de 
e travail, pour unprobl�eme (PAUR), nous 
hoisirons le mode !-rempla
ement.Nous pouvons maintenant d�e�nir plus formellement le 
adre de notre �etude statistique,probl�eme (PSR). Nous allons 
ommen
er par d�e
rire les m�ethodes 
lassiques de pr�e-traitementdes informations, notamment, les m�ethodes 
lassiques de d�ete
tion et de �ltrage-nettoyagedes outliers.2.3 M�ethodes 
lassiques de pr�e-traitement des outliers2.3.1 D�ete
tion par les moindres 
arr�es pour la r�egression lin�eaireCes m�ethodes sont bas�ees sur les moindres 
arr�es (LS) et essaient de trouver les ob-servations in
uentes. Apr�es les avoir identi��ees [Davies et Gather, 1993℄ [Perarson, 2002℄,quelques d�e
isions doivent être prises 
on
ernant la modi�
ation ou la suppression de 
es ob-servations, avant d'appliquer les LS aux donn�ees restantes. Il existe dans la litt�erature un 
er-tain nombre de pro
�edures num�eriques et/ou graphiques appel�ees diagnostiques de r�egression,qui sont disponibles pour la d�ete
tion des observations in
uentes bas�ees sur un 
al
ul initialpar les LS (Q-Q plots) [Weisberg, 1985℄ [Belsley et al, 1980℄ [Chatterjee et Hadi, 1988℄.Consid�erons zi = (xi; yi) une observation in
uente o�u yi, i = 1:::N est une donn�ee de sortiedu pro
essus �a la date i et xi le r�egresseur du mod�ele lin�eaire. Cette m�ethode 
ompare leLS-estim�e bas�ee sur la totalit�e des donn�ees ave
 le LS-estim�e bas�ee sur les donn�ees sans lesobservations zi. Soient �̂ et �̂(i) respe
tivement, les LS-estim�es ave
 les pleines donn�ees et lesdonn�ees sans zi. Les deux mod�eles de r�egressions peuvent s'�e
rire alorsŷ = X�̂; ŷ(i) = X�̂(i) (2.1)ave
 X la matri
e de r�egression. On d�e�nit la distan
e de Cook 
omme une mesure del'in
uen
e de l'observation zi sur l'ensemble des pr�edi
tions du mod�ele. Cette distan
e estdonn�ee par Di = 1ps2 

ŷ(i) � ŷ

2 (2.2)
19



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTESo�u p est la dimension de X et s l'estim�e de la d�eviation standard des r�esidus ri = yi � ŷidonn�ee par s2 = 1N � p NXi=0 r2i (2.3)Soit H la matri
e de proje
tion orthogonale sur l'image de X, 
'est �a dire sur le sous-espa
efX� : � 2 Rpg. La matri
e H est appel�ee "hat matrix" et ses �el�ements diagonaux h1; :::; hNsont les levages de x1; :::;xN . Cette matri
e s'�e
ritH = X �XTX��1XT (2.4)et hi = xTi �XTX��1 xi; hi 2 [0; 1℄ (2.5)Il peut être montr�e que la distan
e de Cook est fa
ilement 
al
ulable en termes de hi :Di = r2is2 hip (1� hi)2 (2.6)Il s'ensuit d'apr�es (2.6) que les observations ave
 un haut "levage" sont plus in
uentes queles observations ave
 un bas "levage" pour les mêmes r�esidus.Cette m�ethode de d�ete
tion des outliers n'est appliquable qu'aux mod�eles de r�egressionslin�eaires dont l'estim�e est d�etermin�e par les 
lassiques moindres 
arr�es. C'est en soi unerestri
tion majeure. Lorsque les donn�ees sont issues d'un pro
essus pseudolin�eaire, voire non-lin�eaire, les diÆ
ult�es apparaissent. Nous allons pr�esenter une m�ethode de �ltre-nettoyeur(�lter-
leaner), destin�ee �a d�ete
ter et �a rempla
er les outliers (nomm�es outliers d'observation[Fox, 1972℄), 
ontenus dans les donn�ees.2.3.2 Filtre-nettoyeur robuste de Martin-ThomsonCette m�ethode de �ltrage-nettoyage a �et�e propos�ee par Martin et Thomson, et utiliseun �ltre de Kalman modi��e, bas�e sur un mod�ele AR estim�e [Martin et Thomson, 1982℄.La plupart des m�ethodes de d�ete
tion des outliers d'innovation [Fox, 1972℄ sont essentiel-lement des op�erations en temps di��er�e. Il est g�en�eralement diÆ
ile de �ltrer et de nettoyersimultan�ement les donn�ees. Martin et Thomson ont don
 propos�e de pr�e-traiter les donn�eesdu pro
essus, en 
onservant les donn�ees dites typiques et en traitant par un �ltre-nettoyeurles outliers d'observation. La premi�ere �etape 
onsiste �a d�ete
ter l'outlier et la deuxi�eme �a le20



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTESrempla
er par une valeur estim�ee via l'algorithme de Martin-Thomson Filter Cleaner (MT-FC). Le �ltrage implique l'utilisation des donn�ees pass�ees pour estimer la donn�ee 
ourante.Le nettoyage s'int�eresse �a la d�ete
tion et au rempla
ement de l'outlier. Le "�lter-
leaner"rassemble 
es deux fon
tions. Nous proposons maintenant, de d�e
rire l'algorithme MT-FC.Supposons que le mod�ele des donn�ees du pro
essus peut être approxim�e par un mod�ele AR(p).Soit yt la sortie du pro
essus donn�ee paryt = xt + vt (2.7)o�u xt = �1xt�1 + ::: + �pxt�p et vt un outlier ajout�e (Additive Outlier, AO). SoitXt = �Xt�1 + Ut (2.8)o�u XTt = [xt; xt�1; :::; xt�p+1℄ ; UTt = [�t; 0; :::; 0℄ (2.9)et � = 0BBBBBBBB�
�1 �2 ::: �p�1 �p1 0 ::: 0 00 1 ::: 0 0::: 0 ::: ::: :::::: ::: ::: ::: :::0 ::: ::: 1 0

1CCCCCCCCA (2.10)
Le MT-FC 
al
ule l'estim�e robuste du ve
teur Xt selon une matri
e Mt :X̂t = �X̂t�1 + ~mtst	�yt � ŷt�1tst � (2.11)ave
 ~mt = mts2t et mt la premi�ere 
olonne de la p� p matri
e Mt. Cette matri
e est 
al
ul�eer�e
ur
ivement par Mt+1 = �Pt�Tt +Q (2.12)dans laquelle Pt =Mt � w�yt � ŷt�1tst � mtmTts2t (2.13)o�u Q est une matri
e ave
 tous les �el�ements nuls sauf Q11 = �2� . L'�e
helle �a temps-variant estd�e�nie par s2t = m11;t pour laquelle m11;t est le 1-1 �el�ement de Mt. Le symbole ŷt�1t d�enote lemod�ele de pr�edi
tion robuste de yt bas�e sur Yt = (y1; :::; yt�1). Il est donn�e parŷt�1t = ��X̂t�1�1 (2.14)21



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTESet ŷt�1t est le premier �el�ement de �X̂t�1.Ave
 le mod�ele AO (2.7), o�u xt et vt sont ind�ependants, un pr�edi
teur de yt est aussi unpr�edi
teur de xt. Le pr�edi
teur x̂t�1t de xt satisfait x̂t�1t = ŷt�1t . Finalement, la donn�ee nettoy�ee�a la date t est donn�ee par le premier �el�ement de X̂t, 
'est-�a-direx̂t = �X̂t�1 (2.15)La psi-fon
tion, 	, et la fon
tion-poids, w, sont essentielles pour obtenir la robustesse. Cesdeux fon
tions doivent être born�ees et 
ontinues [Huber et Ron
hetti, 2009℄(
hapitre 2 p.24). La fon
tion w prend g�en�eralement la formew (X) = 	 (X)X (2.16)et la fon
tion 	 est 
hoisie selon une r�egle dite "three-sigma edit rule"	 (X) = ( X si jXj � 30 si jXj > 3 (2.17)ou bien 	 (X) = ( X si jXj � 33sign(X) si jXj > 3 (2.18)On notera que 
es m�ethodes et leurs extensions (6�; 9�; :::) d�enotent toutes une volont�ede "d�es�epaissir" de fa�
on plus ou moins signi�
ative les queues des distributions des obser-vations, 
e qui fa
ilitent les propri�et�es de 
onvergen
e de l'estimateur. Dans la suite de 
emanus
rit, 
e �ltre-nettoyeur sera nomm�e 3�-RFC. Voir 
hapitre 7 (x7.2) pour son utilisa-tion.Une �etude r�ealis�ee par [Liu et Jiang, 2004℄ montre que les taux de d�ete
tion et de �ltrage-nettoyage des donn�ees g�en�er�ees par un pro
essus pseudolin�eaire simul�e de type OE, n'at-teignent pas des valeurs �el�ev�ees. Les auteurs proposent une version modi��ee du MT-FC.Mais leurs r�esultats ne sont pas enti�erement satisfaisants. Nous montrerons dans le 
hapitre8 que les r�esultats issus d'un MT-FC suivis d'une LS-estimation, n'atteignent pas les perfor-man
es d'une M-estimation. Nous rejoignons la remarque faite par Huber et Ron
hetti ausujet de la d�ete
tion et du pr�e-traitement des outliers.Apr�es avoir d�e�ni les m�ethodes 
lassiques de d�ete
tion et de pr�e-traitement des outliers, nousallons maintenant d�evelopper le 
adre formel de notre �etude statistique.22



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTES2.4 Robustesses qualitative et quantitative2.4.1 Aspe
t qualitatifNous sommes tout d'abord int�eress�es par donner une d�e�nition formelle de la robustesseasymptotique qualitative. Pour des statistiques repr�esentables par une fon
tionnelle � d'unefon
tion de distribution empirique, la robustesse qualitative est essentiellement �equivalente �aune 
ontinuit�e de �. La plupart du temps, les tests statistiques et les estimateurs d�ependentd'un ensemble d'�e
hantillons d'observations fx1; :::; xNg, �a travers une fon
tion de distribu-tion empirique FN (x) = 1N NXt=0 1fxt<xg (2.19)ou bien �a travers la mesure empiriqueFN = 1N NXt=0 Æxt (2.20)o�u 1f�g est la fon
tion pas-unit�e et Æx le point-masse 1 en x. Nous pouvons alors �e
rire�N fx1; :::; xNg = � (FN ) (2.21)pour une fon
tionnelle � d�e�nie au moins dans l'espa
e des mesures empiriques. Souvent, �a une extension naturelle �a un sous-espa
e beau
oup plus grand. Par exemple, si la limite enprobabilit�e existe, alors � (F ) = limN!1 � (FN) (2.22)o�u F est la vraie fon
tion de distribution des observations. Si une fon
tionnelle � satisfait(2.22), elle est appel�ee Fisher-
onsistante en F ou tout simplement 
onsistante [Fisher, 1920℄.Supposons maintenant que l'espa
e d'�e
hantillons soit Eu
lidien, ou, plus g�en�eralement, unespa
e muni d'une m�etrique, s�eparable et 
omplet. Nous dirons alors que la robustesse exig�eepour une statistique � (FN) doit être 
ontinue par rapport �a une topologie faible. C'est pard�e�nition, la plus petite topologie dans un espa
e E de toutes mesures de probabilit�e, telleque la fon
tionnelle lin�eaire F ! Z 	dF (2.23)de E dans R soit 
ontinue, pour toute fon
tion 	 born�ee et 
ontinue n'importe o�u. Lar�e
iproque est aussi vraie : si une fon
tionnelle lin�eaire de la forme (2.23) est faiblement23



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTES
ontinue, alors 	 doit être born�ee et 
ontinue. Nous pouvons alors donner une notion pluspr�e
ise de la r�esistan
e ou de la robustesse 
omme suit : une fon
tionnelle lin�eaire � est ro-buste partout si et seulement si la fon
tion 
orrespondante 	 est born�ee et 
ontinue, 
'est �adire si et seulement si � est faiblement 
ontinue (au sens topologique du terme). Cependant,une d�e�nition plus g�en�erale donn�ee par Hampel [Hampel, 1971℄ peut être adopt�ee.Soient xt des observations ind�ependantes et identiquement distribu�ees (iid), ave
 pour dis-tribution 
ommune F , et soient �N des tests statistiques ou une s�equen
e d'estim�es �N =�N fx1; :::; xNg. Alors 
ette s�equen
e est appel�ee robuste en F = F0 si la s�equen
e d'unefamille de distributions F ! Z LF (�N) ; (2.24)est �equi
ontinue en F0, o�u LF est une loi de distribution. Cela se traduit par le fait que sid� est une fon
tion distan
e dans l'espa
e E des mesures de probabilit�e, de topologie faible,alors, pour 
haque " > 0, il existe Æ > 0 et N0 > 0, tels que, pour tout F et tout N > N0,d� (F0; F ) � Æ ) d� (LF0 (�N ) ;LF (�N)) � " (2.25)Autrement dit, si la distan
e entre deux distributions est in�nit�esimale, alors la distan
eentre ses lois l'est aussi.2.4.2 Aspe
t quantitatifInt�eressons-nous maintenant �a d�e
rire quantitativement 
omment une petite d�eviationdistributionnelle de F 
hange la loi de distribution LF (�N ) d'un estimateur ou d'un teststatistique �N = �N fx1; :::; xNg. Supposons que �N = � (FN ) soit obtenue �a partir d'unefon
tionnelle �. Dans 
e 
as, �N est alors Fisher-
onsistant, 
'est �a dire�N ! � (F ) , en probabilit�e (2.26)et elle est asymptotiquement normale, soitLF �pN (�N � � (F ))�!N (0; C (F; �)) (2.27)On donne souvent �a � (F ) le nom de vraie fon
tionnelle �a la distribution F .Une autre mani�ere de d�e
rire l'aspe
t quantitatif de la robustesse est de s'int�eresser au 
om-portement du biais � (F )�� (F0) et �a 
elui de la matri
e de varian
e/
ovarian
e asymptotique24



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTESC (F; �) dans un voisinage PF0 (!) du mod�ele de distribution F0. PF0 (!) est aussi appel�ee!-distribution 
orrompue, dans laquelle le param�etre ! d�e
rit le niveau de 
ontaminationde F0. Ces mod�eles de d�eviation distributionnelle ont �et�e �etudi�es tr�es tôt [Prohorov, 1956℄[Wiens, 1986℄ [Collins et Wiens, 1989℄ et leur int�egration dans le domaine des statistiquesrobustes n'est pas en soi surprenante. Cependant, la diÆ
ult�e a �et�e la re
her
he d'un mod�elede distribution 
orrompue li�ee �a une norme robuste minimisant l'information de Fisher. Dansla suite, nous 
onsid�erons l'espa
e E sur un espa
e 
 = R de topologie faible, 
omplet, s�epar�eet muni d'une m�etrique. Soient alors les mod�eles suivants1. Mod�ele de L�evy-Prohorov :PF0 (!) = fF j8x; F0 (x� !)� ! � F (x) � F0 (x+ !) + !g (2.28)Ce mod�ele est li�e �a la m�etrique de L�evy-Prohorov entre deux fon
tions de distributionF0 et F dL (F0; F ) = f!j8x; F0 (x� !)� ! � F (x) � F0 (x+ !) + !g (2.29)2. Mod�ele de Kolmogorov :PF0 (!) = �F j8x; supx jF (x)� F0 (x)j � !� ; (2.30)dont la m�etrique entre F0 et F estdK (F0; F ) = �!j8x; supx jF (x)� F0 (x)j � !� (2.31)3. Mod�ele de 
ontamination voisine : 
e mod�ele est aussi appel�e gross error model(GEM) PF0 (!) = fF jF = (1� !)F0 + !Hg ; (2.32)dans lequel H est une distribution arbitraire et 0 � ! < 1.Les deux plus importantes 
ara
t�eristiques sont le biais maximumb1 (!) = supF2PF0(!) j� (F )� � (F0)j (2.33)et la matri
e de varian
e/
ovarian
e asymptotique maximumv1 (!) = supF2PF0(!) C (F; �) (2.34)25



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTESNous allons maintenant donner une d�e�nition du point de rupture asymptotique de � en F0.Soit � (F; �N ) la m�ediane de LF (�N � � (F0)) et posonsb (!) = limN!1 supF2PF0(!) j� (F; �N)j (2.35)Alors b (1) repr�esente la pire valeur possible de b. Le point de rupture asymptotique de � enF0 est ainsi d�e�ni par !� = !� (F0; �) = sup! fb (!) < b (1)g (2.36)A proprement parl�e, le point de rupture donne la fra
tion limite des mauvais outliers quel'estimateur peut traiter. Dans de nombreux 
as, !� ne d�epend pas de F0, et il est souventle même pour tout mod�ele PF0 (!).Historiquement, le point de rupture a �et�e d�e�ni par Hampel [Hampel, 1968℄ 
omme un
on
ept asymptotique. Cependant, il faut apporter i
i une 
ritique de 
e 
on
ept. Le point derupture n'est pas de nature probabiliste, 
omme il a �et�e expliqu�e pr�e
�edemment. Il doit êtred�e�ni quelque soit le mod�ele de d�eviation distributionnelle PF0 . Le 
ara
t�ere asymptotiquetend �a amoindrir l'e�et du point de rupture qui se trouve 
ompl�etement "noy�e" dans unensemble d'observations devenant in�ni. Ce
i se traduit par une fra
tion de mauvais outliersdiminuant fortement, entrainant une l�eg�ere d�eviation distributionnelle de PF0. Le 
orollairede 
e 
on
ept aboutit naturellement �a l'aspe
t in�nit�esimal ave
 l'introdu
tion, 
omme nousle verrons plus loin, de la fon
tion in
uen
e par Hampel [Hampel, 1974℄. Comme le pr�e
iseHuber, 
ette notion de point de rupture est plus utile dans les situations �a petit nombred'�e
hantillons. En
ore faut-il d�e�nir 
e que l'on entend par petit nombre d'�e
hantillons. En
ons�equen
e, il faut donner une d�e�nition du point de rupture dans 
es nouvelles situations.Consid�erons X = fx1; :::; xNg un ensemble �ni d'�e
hantillons de taille N et X 0 l'ensemble�ni d'�e
hantillons 
orrompus. Soit � = (�N )N=1;2;::: un estimateur prenant ses valeurs dans unespa
e eu
lidien et soit � (X) ses valeurs �a l'ensemble X. Nous disons que le point de ruptureau sens 
ontamination/rempla
ement (voir x2.2) de � �a l'ensemble X est !�, o�u !� est laplus petite valeur de ! pour laquelle l'estimateur �a l'ensemble X 0, peut prendre des valeursarbitraires loin de � (X). Ainsi, le biais maximum qui peut être 
aus�e par une !-
orruptionest b (!;X; �) = supX0 j� (X 0)� � (X)j (2.37)26



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTESLa nouvelle d�e�nition du point de rupture s'�e
rit!� (X; �) = inf! fb (!;X; �) =1g (2.38)La d�e�nition du point de rupture peut fa
ilement être g�en�eralis�ee dans les 
as o�u l'estimateur� prend des valeurs dans un ensemble B born�e.2.4.3 Aspe
t in�nit�esimalCet aspe
t non n�egligeable des statistiques robustes est �a prendre en 
onsid�eration pourplusieurs raisons. D'abord, il permet de pr�esenter un des outils les plus heuristiques de 
esstatistiques, �a savoir la 
ourbe in
uen
e (aussi appel�ee fon
tion in
uen
e), introduit parHampel [Hampel, 1974℄. Ensuite, il permet d'�e
rire les expressions du biais maximum ainsique de la matri
e de varian
e/
ovarian
e asymptotique de la suite de variables al�eatoirespN (�N � � (F )). La 
ourbe in
uen
e a �et�e introduite dans le but de quanti�er l'in
uen
ed'une observation dans l'estimateur. Elle repr�esente aussi la variation de l'estimateur parrapport �a une variation in�nit�esimale de !. L'id�ee premi�ere de Hampel est de savoir 
om-ment se 
omporte l'estimateur pour une d�eviation distributionnelle in�nit�esimale, lorsqu'uneobservation x pr�esente une valeur plus importante que les autres. Classiquement, on attribue�a x une distribution impulsionnelle de point-masse 1, not�ee Æx. La 
ourbe in
uen
e est donn�eepar IC (x; � (F0)) = lim!!0 � [(1� !)F0 + !Æx℄� � (F0)! (2.39)Si � est suÆsamment r�egulier, il peut être lin�earis�e autour de F en termes de 
ourbesin
uen
es et on obtient � (F )� � (F0) �= ! Z IC (x; � (F0))H (dx) (2.40)Pour limiter l'in
uen
e d'un outlier dans l'estimateur et �eviter des dommages majeurs, la
ourbe in
uen
e doit être born�ee. Pour 
ela, on d�e�nit la gross error sensitivity (GES) 
ommela borne sup�erieure de la 
ourbe in
uen
e, donn�ee par
� = supx jIC (x; � (F0))j (2.41)Ainsi, le biais maximum s'�e
ritb1 (!) = supF2PF0 (!) j� (F )� � (F0)j �= !
� (2.42)27



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTESNous allons maintenant pr�esenter quelques 
lasses d'estimateurs robustes, plus pr�e
is�ementles M-estimateurs et les W-estimateurs.2.5 M-estimateursHuber dans [Huber, 1972℄ quali�e de "dogme" que de supposer l'hypoth�ese de normalit�esur les r�esidus xt, t = 1:::N dans un mod�ele de r�egression et propose une famille d'estimateursqui g�en�eralisent les estimateurs du maximum de vraisemblan
e : il s'agit des M-estimateurs.Ils ont l'avantage d'être moins sensibles aux observations aberrantes, mais pr�esentent desdistributions �a queues �epaissent qui s'�e
artent de la distribution gaussienne.2.5.1 L'estimateur de HuberUn tel estimateur �N dans Rd , d�e�ni par un probl�eme de minimum de la forme1N NXt=1 �� (xt; �N) �= 1N inf�2� NXt=1 �� (xt; �) (2.43)ou par une �equation impli
ite 1N NXt=1 	(xt; �N ) = 0 (2.44)dans laquelle �� est une fon
tion arbitraire et 	 (xt; �) = ����� (xt; �) la 	-fon
tion de Huber,est appel�e un M-estimateur de Huber. Plus pr�e
isement, � est un sous-ensemble de Rd et�� : S ��! R une fon
tion nonn�egative et 
onvexe telle que �� (xt) : S ! R est mesurablepour 
haque � 2 �, ave
 S un espa
e de probabilit�e. Le param�etre � est appel�e fa
teurd'�e
helle. Son rôle est important 
ar il permet de d�e�nir la robustesse de la fon
tion arbitraire�� fa
e aux valeurs aberrantes. Ce param�etre est aussi donn�e par � = k� o�u k est appel�ee
onstante d'a

ord et � la d�eviation standard d'une distribution suppos�ee gaussienne. Nousdirons alors que pour � �x�ee, la robustesse est d�e�nie par la 
onstante d'a

ord k. Huber dans[Huber, 1964℄ [Huber, 1972℄ pr�esente sa minimax method. Par une m�ethode variationnelle dela matri
e d'information de Fisher et la re
her
he de son minimum, il montre la maximisationde la matri
e de varian
e/
ovarian
e asymptotique, pour un 
ertain mod�ele de d�eviationdistributionnelle PF0 li�e �a ��. Il 
hoisit 
omme mod�ele, le GEM donn�e par (2.32) ave
 Hsym�etrique et F0 une distribution gaussienne. En e�et, Huber montre un lien dire
t entre leGEM et la norme ��. Notons que pour un mod�ele autre que 
elui de Huber, par exemple,28



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTESL�evy-Prohorov ou bien Kolmogorov, la maximisation de la matri
e de varian
e/
ovarian
easymptotique est r�ealis�ee ave
 une autre norme. Voir [Huber et Ron
hetti, 2009℄(
hapitre 4pp. 85{88). Dans le but de garder C (F; �) born�ee, Huber montre que l'estimateur d�e�ni par(2.44) est un estimateur du maximum de vraisemblan
e pour une densit�e appartenant �a PF0de la forme ~f (X) = Ce���(X)�2 . En parti
ulier, si nous ajustons k dans �� tels que C = 1�!�p2� ,signi�ant que k et ! sont reli�es par2' (k)k � 2� (�k) = !1� ! (2.45)o�u ' = �0 est la densit�e normale standard d�e�nie par ' (X) = 1p2�e�X22 , nous obtenons alors~f (X) = 1� !�p2�e���(X)�2 (2.46)ave
 pour norme de Huber,�� (X) = ( X22 si jXj � �� jXj � �22 si jXj > � (2.47)Le mod�ele de d�eviation distributionnelle ~F 
orrespondante, est ainsi 
ontenue dans PF0 , etpla
e toute 
ontamination en dehors de l'intervalle [�k; k℄. Il s'ensuit quesupF2PF0(!) C (F; �) = C � ~F ; �� (2.48)
2.5.2 L'estimateur biweightL'estimateur "biweight" [Li, 2012℄, souvent surnomm�e "biweight de Tukey", est d�e�nipar la solution �N de 1N NPt=1	(ut; �) = 0, o�u	 (u; �) = ( u (1� u2)2 si juj � 10 si juj > 1 (2.49)ave
 u = x� �k� (2.50)29



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTESLa norme robuste �� est alors donn�ee par�� (u; �) = ( 16 h1� (1� u2)3i si juj � 116 si juj > 1 (2.51)Dans 
e type d'estimateur, la 
onstante d'a

ord k est 
hoisie entre 3 et 12. Kafadar dans[Kadafar, 1982℄ prend la valeur k = 4 et k = 6 et Li dans [Li, 2012℄ prend la valeur k = 3:5.Dans 
es deux arti
les, les auteurs travaillent ave
 des mod�eles de r�egressions lin�eaires et ave
un taux faible de 
ontamination de leurs mesures par des outliers d'observation.2.5.3 L'estimateur de AndrewsL'estimateur de "Andrews" [Andrews et al, 1972℄, souvent surnomm�e "vague de An-drews", est d�e�ni par la solution �N de 1N NPt=1	(ut; �) = 0, o�u	 (u; �) = ( 1�sin(�u) si juj � 10 si juj > 1 (2.52)ave
 u = x� �k� (2.53)La norme robuste �� est alors donn�ee par�� (u; �) = ( 1�2 [1� 
os(�u)℄ si juj � 12�2 si juj > 1 (2.54)Dans 
e type d'estimateur, la 
onstante d'a

ord k est en
ore 
hoisie entre 3 et 12.Nous avons vu dans le x2.4.2 la notion de point de rupture, et bien �evidemment, les M-estimateurs n'�e
happent pas 
ette r�egle. C'est même pour 
ertains leur prin
ipal in
onv�enient[Cha�ai, 1989℄ [Maronna et Yohai, 1991℄ [Lopuhaa et Rousseeuw, 1991℄. Dans le 
as parti-
ulier appel�e lo
ation 
ase, la 	-fon
tion de Huber est donn�ee par 	 (x; �) = 	 (x� �). Il estmontr�e que le point de rupture asymptotique maximal est !� = 0:5 lorsque 	 est born�ee.Dans le 
as 
ontraire, o�u 	 n'est pas born�ee, !� = 0. Pour 
e dernier, 
ela signi�e qu'un seuloutlier entrâ�ne des dommages majeurs dans l'estimateur.Dans la litt�erature, pour r�epondre �a 
es probl�emes, 
ertains auteurs ont 
her
h�e �a g�en�eraliserles M-estimateurs en proposant les MG-estimateurs [Mallow, 1976℄ [Krasker et Wels
h, 1982℄.Cependant, 
ertaines �etudes ont montr�e que les MG-estimateurs �etaient moins eÆ
a
es que30



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTESles M-estimateurs en 
as d'absen
e d'outliers sur les variables expli
atives, 
'est-�a-dire les va-riables du ve
teur r�egresseur [Krasker et Wels
h, 1982℄. Mais les MG-estimateurs pr�esententun point de rupture qui tend vers 0 lorsque la dimension du mod�ele de r�egression devienttr�es grand [Mallow, 1976℄.2.6 W-estimateursC'est une forme alternative des M-estimateurs, utilisant la r�egression pond�er�ee d�evelopp�eepar Holland et Wel
h [Holland et Wel
h, 1977℄ [Cha�ai, 1989℄. Cet estimateur est d�e�ni
omme une solution de 1N NPt=1	(ut; �) = 0, o�u	 (u; �) = uw (u) ; u = x� �k� (2.55)La quantit�e wt (�) est une fon
tion de pond�erations, donnant un poids wt voisin de z�eropour des observations ayant des r�esidus importants, et un poids pro
he de un pour desobservations ne pr�esentant pas d'anomalie. La 	-fon
tion peut prendre di��erentes formes etle W-estimateur sera de type :{ Moyenne : si w (u) = 1; pour tout u (2.56){ Biweight : si w(u) = ( (1� u2)2 pour juj � 10 pour juj > 1 (2.57){ Huber : si w(u) = ( 1 pour juj � kksign(u)u pour juj > k (2.58){ Andrews : si w(u) = ( 1�sin(�u) pour juj � 10 pour juj > 1 (2.59)Un in
onv�enient de l'utilisation des W-estimateurs r�eside dans la diÆ
ult�e d'estimer enmême temps les poids asso
i�es �a 
haque valeur des r�esidus dans la pro
�edure d'estima-tion. Il est par ailleurs impossible d'estimer simultan�ement le ve
teur param�etre � et lefa
teur d'�e
helle k�. La pro
�edure de 
al
ul des W-estimateurs a attir�e beau
oup d'auteurs,[Holland et Wel
h, 1977℄ [Cha�ai, 1989℄ et [Asselin et Dolla, 1980℄. Or il se trouve que les31



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTESestimateurs robustes 
her
h�es ne sont plus ind�ependants de l'�e
helle (propri�et�e d'invarian
epar 
hangement d'�e
helle) [Asselin et Dolla, 1980℄.2.7 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons essay�e de pr�esenter quelques notions fondamentales desstatistiques robustes, en insistant sur leur utilit�e et leur �nalit�e. Nous avons abord�e les no-tions de d�ete
tabilit�e et de pr�e-traitement des outliers en pr�esentant les m�ethodes 
lassiques,notamment la m�ethode de Martin-Thomson et son �ltre-nettoyeur robuste 3�. Malgr�e larobustesse de 
e pr�e-traitement, nous avons pr�e
is�e que 
ette m�ethode, ainsi que ses versionsmodi��ees, pr�esentent des limites �a la d�ete
tabilit�e et au �ltrage de 
es points atypiques. Nousavons insist�e sur la n�e
essit�e d'utiliser des estimateurs robustes et les notions de robustessesqualitative et quantitative ont �et�e abord�ees. Il a �et�e alors �enum�er�e leurs prin
ipaux outils,notamment, les mod�eles de d�eviation distributionnelle, le biais maximum, la matri
e de va-rian
e/
ovarian
e maximum ainsi que la 
ourbe in
uen
e (aspe
t in�nit�esimal). La �n de 
e
hapitre s'est fo
alis�ee sur la pr�esentation de quelques 
lasses d'estimateurs robustes 
ouram-ment utilis�es.Apportons quelques 
ommentaires qui justi�eront l'orientation de notre travail. Tout d'abord,
omme nous pouvons le 
onstater, il y a deux appro
hes pour traiter les outliers. La premi�ere
on
erne leur d�ete
tion et leur traitement (�ltrage, nettoyage) ave
 des outils performants[Brandt et K�uns
h, 1988℄ [Chang et al, 1988℄ [Chen et Liu, 1993℄ [Bian
o et al, 2001℄. Ce-pendant, les r�esultats ne sont souvent pas �a la hauteur des esp�eran
es et la question sur lapertinen
e de 
ette appro
he doit être dis
ut�ee. La deuxi�eme 
onsiste �a garder 
es pointsatypiques 
ar ils peuvent être 
onsid�er�es dans 
ertaines situations, 
omme des informationsdu pro
essus �a identi�er. Leur d�ete
tion est parfois diÆ
ile et rien ne justi�e l'emploi dem�ethodes de suppression, 
ar leur pr�esen
e est quelquefois un indi
ateur de la dynamiquedu pro
essus lui-même [AMC, 1989℄ [Barnett et Lewis, 1998℄ [Liu et Jiang, 2004℄. D�ete
terles outliers et les supprimer par un quel
onque traitement, provoque �a la fois une perte d'in-formation dans la dynamique du syst�eme et dans les r�esidus estim�es. Or, 
ette dynamiqueest �etroitement li�ee au 
hoix de l'estimateur et du 
rit�ere d'estimation, asso
i�e �a une norme.Le 
hoix de la norme reste une �etape importante. Le nôtre s'est port�e sur la norme mixteL2 � L1 de Huber, param�etrable par la 
onstante d'a

ord k. Le 
hoix de k est tr�es souventli�e �a la nature de la r�egression et permet d'instiller une dose r�eglable de traitement en norme32



CHAPITRE 2. LE PROBL�EME DE STATISTIQUES ROBUSTESL1, don
 "plus doux", au traitement standard en norme L2 des r�esidus. Il y a une sorte de
onsensus dans la litt�erature qui tente "d'imposer" un intervalle dans lequel k varie, essen-tiellement pour des r�egressions lin�eaires. Cet intervalle, appel�e intervalle de bruit est donn�epar Ikb = [1; 2℄. Les valeurs passe-partout k = 1:345 [Fraiman et al, 2001℄ [Kuonen, 2005℄[Giummol�e et Ventura, 2006℄ et k = 1:5 [Sen Roy et Guria, 2009℄ [Gandhi et Mili, 2010℄sont tr�es souvent 
it�ees. Par ailleurs, les valeurs de k sont dire
tement li�ees �a 
elles du niveaude 
ontamination ! du mod�ele de d�eviation distributionnelle GEM. En e�et, k d�e�nit l'es-timateur robuste, r�eponse �a un probl�eme d'observations 
orrompues 
ara
t�eristiques. Pourde faibles d�eviations du mod�ele (! < 10%), 
ela 
orrespond �a une estimation ayant trait�eedes r�esidus pauvres en outliers. Lorsque 
ela n'est plus le 
as, et que le mod�ele de r�egressionn'est plus lin�eaire, les diÆ
ult�es apparaissent. Il parâ�t alors raisonnable de 
hoisir un inter-valle de bruit di��erent, en l'�etendant vers les petites valeurs, plus pr�e
is�ement Ikb = [0:01; 2℄.Cela doit permettre de traiter des r�esidus 
ontenant des outliers plus importants, en nombreet en amplitude, dans le but d'am�eliorer la 
onvergen
e de l'estimateur, de r�eduire le biaiset la varian
e des param�etres, et ainsi de proposer des mod�eles de qualit�e, ave
 une bonnedynamique fr�equentielle. Il nous appartiendra aussi dans 
e 
ontexte nouveau et d�eli
at,d'�etudier le probl�eme des 
as singuliers d'o

urren
e d'outliers et le risque de "rupture" del'estimateur. Comme signal�e plus haut, la suite du m�emoire va traiter du triptyque : 
onver-gen
e/performan
es/limites de l'estimateur robuste.
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Chapitre 3M�ethodes 
lassiques d'estimation etde validation de mod�elesparam�etriquesCe 
hapitre d�ebute par quelques g�en�eralit�es sur les pro
essus monovariables et abordel'appro
he erreur de pr�edi
tion. Il s'en suit une pr�esentation des stru
tures de mod�eles pa-ram�etriques bô�te-noire (bla
k-box models) et plus parti
uli�erement les stru
tures de mod�elesARX, OE et ARMAX. Le 
on
ept d'identi�abilit�e est abord�e en �enon�
ant les prin
ipalespropri�et�es. Ce 
hapitre se poursuit par la des
ription des m�ethodes 
lassiques d'estimation,notamment 
elles des moindres 
arr�es, des variables instrumentales et des moindres 
arr�esdeux �etapes. Les propri�et�es de 
onvergen
e de l'estimateur sont pr�esent�ees et le 
rit�ere devalidation FPE d'Akaike et ses versions en norme L1 et en norme L2 � L1 sont d�evelopp�ees.3.1 G�en�eralit�esSoit le pro
essus dis
ret monovariable S d'entr�ee ut et de sortie yt d�e
rit par le mod�elelin�eaire �a temps-invariant yt = G (q)ut + vt = G (q)ut +H (q) et (3.1)ave
 G (q) = Pk�1 gkq�k le mod�ele du pro
essus et H (q) = 1 +Pk�1 hkq�k le mod�ele debruit. L'op�erateur temporel avan
e q est d�e�ni par q�lut = ut�l, l 2 N . fgkg11 et fhkg11sont respe
tivement les r�eponses impulsionnelles des fon
tions de transfert G (q) et H (q).34



CHAPITRE 3. M�ETHODES CLASSIQUES D'ESTIMATION ET DE VALIDATION DEMOD�ELES PARAM�ETRIQUESvt repr�esente �a la fois l'erreur de mod�ele et l'in
uen
e du bruit sur la sortie, alors que etrepr�esente une s�equen
e bruit blan
 de variables al�eatoires iid, de moyennes nulles et devarian
es �nies �. Cependant, 
ette repr�esentation n'est pas toujours tr�es pratique, �a 
ause,en parti
ulier, du 
ôt�e in�ni des s�equen
es fgkg11 et fhkg11 . Aussi, pr�ef�ere t-on travailler ave
des stru
tures sp�e
i�ant G (q) et H (q) sous la forme d'un nombre �ni de valeurs num�eriques,
omme des fon
tions de transfert rationnelles o�u G (q) = B(q)A(q) et H (q) = C(q)D(q) ave
 A, B,C et D des polynômes en q. De plus, 
ons
ient de la diÆ
ult�e de d�eterminer 
es valeurs �apartir de la seule 
onnaissan
e des ph�enom�enes physiques, on pr�ef�ere souvent une pro
�edured'estimation �a partir de mesures exp�erimentales. Consid�erons alors un ve
teur param�etre� 2 Rd permettant de d�e�nir 
es valeurs et soit la stru
ture param�etris�ee de mod�eles Md�e
rivant maintenant le pro
essusyt = G (q; �)ut +H (q; �) et (3.2)Quand � varie en d�e
rivant le sous-ensemble ouvert (
ompa
t) DM � Rd , M (�) d�e
rit unmod�ele parti
ulier 
orrespondant �a � dans lequel on devra d�esigner le mod�ele qui r�epond leplus �d�element aux mesures, dit le meilleur mod�ele. Ces stru
tures de mod�eles param�etr�essont aussi appel�ees mod�eles bô�te-noire. Le pr�edi
teur ajustable asso
i�e, ŷt (�), 
onduit auxerreurs d'estimation (erreurs de pr�edi
tion ou r�esidus)"t (�) = yt � ŷt (�) (3.3)Même si 
ela peut sembler irr�ealiste, il peut être 
ommode dans 
ertaines situations de
onsid�erer que les donn�ees entr�ee/sortie ZN = fu1; y1; :::; uN ; yNg sont exa
tement g�en�er�eespar un �el�ement de M, appel�e "vrai syst�eme" [Ljung, 1999℄(
hapitre 1 p. 7)S0 : ( � fG0 (q; �0) ; H0 (q; �0)gyt = G0 (q; �0) ut +H0 (q; �0) e0t (3.4)o�u �0 = � (F0), ave
 F0 la "vraie distribution" des r�esidus et "t (�0) = e0t . Dans 
e 
as, e0t estune s�equen
e de variables al�eatoires iid de moyennes nulles et de varian
es �nies �0, appel�ee"vrai bruit". Bien que 
ela ne puisse pas être parti
uli�erement r�ealiste, 
ela a au moins lem�erite de donner un aper�
u utile des propri�et�es des mod�eles estim�es. Nous dirons que le "vraisyst�eme" S0 est 
ontenu dans la stru
ture de mod�ele M : S0 2 M. Cette notion a �et�e tr�esd�evelopp�ee dans [Ljung, 1999℄(
hapitre 8 p. 250).Se pose alors la question de l'identi�abilit�e [Ljung, 1976℄ [Ljung et Glad, 1994℄. C'est un35



CHAPITRE 3. M�ETHODES CLASSIQUES D'ESTIMATION ET DE VALIDATION DEMOD�ELES PARAM�ETRIQUES
on
ept 
entral dans tout probl�eme d'identi�
ation de pro
essus dynamiques 
omplexes. Aproprement parl�e, le probl�eme est de savoir si la pro
�edure d'estimation donnera une uniquevaleur de �, et/ou si le mod�ele r�esultant 
o��n
ide ave
 le vrai syst�eme S0. Sans rentrer dansles d�etails, Ljung dans [Ljung, 1999℄(
hapitre 4 p. 112) pr�e
ise qu'une stru
ture de mod�eleM est globalement identi�able en �� siM (�) =M (��) ; � 2 DM ) � = �� (3.5)
3.2 Stru
tures de mod�eles param�etriquesCes stru
tures de mod�eles se distinguent par la nature de leurs r�egressions. La stru
turede mod�ele ARX a un mod�ele de pr�edi
tion qui s'�e
rit sous la forme d'une r�egression lin�eaire.Les stru
tures de mod�eles OE et ARMAX, quant �a elles, pr�esentent des mod�eles de pr�edi
tionsous forme de r�egressions pseudolin�eaires.3.2.1 Stru
ture de mod�ele ARXCette stru
ture est d�e
rite par une �equation de la formeyt + a1yt�1 + :::+ apyt�p = b1ut�1 + :::+ bwut�w + et (3.6)Par identi�
ation ave
 (3.2), les fon
tions de transfert G (q; �) et H (q; �) s'�e
rivent respe
-tivement ( G (q; �) = B(q;�)A(q;�) = Pwi=1 biq�i1+Ppi=1 aiq�iH (q; �) = 1A(q;�) = 11+Ppi=1 aiq�i (3.7)Le pr�edi
teur ajustable ŷt (�) se met sous la forme d'une r�egression lin�eaire, donn�ee parŷt (�) = 'Tt � (3.8)o�u 't = [�yt�1:::� yt�p ut�1:::ut�w℄T (3.9)est le r�egresseur et � = [a1:::apb1:::bw℄T (3.10)le ve
teur param�etre de dimension d = p + w. Le ve
teur 't est aussi appel�e ve
teur desobservations, n'in
luant pour 
e mod�ele que les valeurs entr�ee/sortie du pro
essus et ned�ependant pas de �. 36



CHAPITRE 3. M�ETHODES CLASSIQUES D'ESTIMATION ET DE VALIDATION DEMOD�ELES PARAM�ETRIQUES3.2.2 Stru
ture de mod�ele ARMAXUn des in
onv�enients du mod�ele ARX est le manque de libert�e dans la des
ription despropri�et�es du mod�ele de bruit. A�n d'y ajouter une 
ertaine 
exibilit�e, on modi�e 
e mod�elepar un terme dit �a Moving Average du bruit blan
. Cette stru
ture est d�e
rite par une�equation de la formeyt + a1yt�1 + ::: + apyt�p = b1ut�1 + :::+ bwut�w + et + 
1et�1 + :::+ 
net�l (3.11)Par identi�
ation ave
 (3.2), les fon
tions de transfert G (q; �) et H (q; �) s'�e
rivent respe
-tivement 8<: G (q; �) = B(q;�)A(q;�) = Pwi=1 biq�i1+Ppi=1 aiq�iH (q; �) = C(q;�)A(q;�) = 1+Pli=1 
iq�i1+Ppi=1 aiq�i (3.12)Le pr�edi
teur ajustable ŷt (�) se met sous la forme d'une r�egression pseudolin�eaire, donn�eepar ŷt (�) = 'Tt (�) � (3.13)o�u 't (�) = [�yt�1:::� yt�p ut�1:::ut�w "t�1 (�) :::"t�l (�)℄T (3.14)est le r�egresseur et � = [a1:::apb1:::bw
1:::
l℄T (3.15)le ve
teur param�etre de dimension d = p + w + l. Le ve
teur des observations d�epend �a lafois des valeurs entr�ee/sortie du pro
essus et des erreurs de pr�edi
tion, d�ependantes de �.3.2.3 Stru
ture de mod�ele OELes stru
tures de mod�eles ARX et ARMAX 
orrespondent aux des
riptions o�u les fon
-tions de transfert G (q; �) et H (q; �) ont un polynôme 
ommun au d�enominateur, �a savoirA (q; �). Cependant, dans 
ertaines situations li�ees au support exp�erimental �a identi�er, ilpeut sembler plus naturel de 
hoisir une stru
ture de mod�ele, sans avoir re
ours �a un mod�elede bruit pour lequel il n'y a pas de spe
tre �a 
ara
t�ere rationnel signi�
atif. Cette stru
tureest d�e
rite par une �equation de la formeyt + f1yt�1 + ::: + fpyt�p = b1ut�1 + :::+ bwut�w + et + f1et�1 + ::: + fpet�p (3.16)37



CHAPITRE 3. M�ETHODES CLASSIQUES D'ESTIMATION ET DE VALIDATION DEMOD�ELES PARAM�ETRIQUESPar identi�
ation ave
 (3.2), les fon
tions de transfert G (q; �) et H (q; �) s'�e
rivent respe
-tivement ( G (q; �) = B(q;�)F (q;�) = Pwi=1 biq�i1+Ppi=1 fiq�iH (q; �) = 1 (3.17)Le pr�edi
teur ajustable ŷt (�) se met aussi sous la forme d'une r�egression pseudolin�eaire,donn�ee par ŷt (�) = 'Tt (�) � (3.18)o�u 't (�) = �ut�1:::ut�w �ŷt�1 (�) :::�ŷt�p (�)�T (3.19)est le r�egresseur et � = [b1:::bwf1:::fp℄T (3.20)le ve
teur param�etre de dimension d = p+ w.Apr�es avoir d�e�ni les prin
ipales stru
tures de mod�eles param�etriques, il est important derappeler quelques m�ethodes 
lassiques d'estimation de 
es param�etres.3.3 M�ethodes d'estimation param�etriqueNous pr�esentons les m�ethodes d'estimation param�etrique 
ouramment utilis�ees et nousproposons par la suite de les appliquer au 
as parti
ulier d'une r�egression lin�eaire. En e�et,pour 
e type de r�egression, la minimisation du 
rit�ere d'estimation pr�esente une solutionanalytique.Nous sommes dans la situation o�u nous avons s�ele
tionn�e une 
ertaine stru
ture de mod�elesM, ave
 des mod�eles parti
uliersM (�), param�etr�ee par un ve
teur param�etre � 2 DM � Rd .L'ensemble de 
es mod�eles est d�e�ni parM� = fM (�) j� 2 DMg (3.21)M (�) est d�e�ni 
omme l'ensemble de mod�eles de pr�edi
tion ajustables, se distinguant parleur r�egression, lin�eaire ou pseudolin�eaire.M (�) : ŷt (�) = G �t; Zt�1; �� (3.22)o�u Zt�1 est l'ensemble de donn�ees pass�ees. L'utilisateur doit aussi disposer d'un ensemblede mesures exp�erimentales ZN e�e
tu�ees sur le pro
essus SZN = fu1; y1; :::; uN ; yNg (3.23)38



CHAPITRE 3. M�ETHODES CLASSIQUES D'ESTIMATION ET DE VALIDATION DEMOD�ELES PARAM�ETRIQUESLe probl�eme auquel nous avons �a faire fa
e est de d�e
ider 
omment utiliser l'information dansZN pour s�ele
tionner un estimateur �̂N = � (FN) du ve
teur param�etre � et en 
ons�equen
eun membre propre de M��̂N�, o�u FN est la distribution empirique des r�esidus estim�esn"t ��̂N�oNt=1. Nous avons ainsi �a d�eterminer un estimateur �a partir de ZN �a l'ensemble DMZN ! �̂N 2 DM � Rd (3.24)Dans l'appro
he erreur de pr�edi
tion, l'estimateur �̂N minimise un 
rit�ere d'estimation,d�ependant de � �̂N = arg min�2DM VN ��; ZN� (3.25)G�en�eralement, VN est une fon
tion s
alaire bien d�e�nie, utilisant une norme ou une fon
tions
alaire �a valeur positive � (�) telle queVN ��; ZN� = 1N NXt=1 � ("t (�) ; �; t) (3.26)
3.3.1 Estimation par les moindres 
arr�esC'est 
ertainement 
elle qui a sus
it�e le plus d'appli
ations, 
ar l'utilisation de la normeL2 fa
ilite 
ertains aspe
ts formels qui se traduisent par des solutions analytiques dans le 
asparti
ulier de mod�eles lin�eaires et par le lien ave
 la loi de distribution gaussienne. Dans le
ontexte de l'erreur de pr�edi
tion, l'estimateur des moindres 
arr�es �̂LSN est ainsi donn�e par�̂LSN = arg min�2DM 1N NXt=1 12"2t (�) (3.27)Dans le 
as d'une r�egression lin�eaire, 
'est �a dire lorsque ŷt (�) = 'Tt �, l'estimateur �̂LSN estdonn�e par �̂LSN = " 1N NXt=1 't'Tt #�1 1N NXt=1 'tyt = [RN ℄�1 fN (3.28)ave
 la (d� d)-matri
e RN = 1N NPt=1't'Tt et le d-ve
teur 
olonne fN = 1N NPt=1'tyt.Supposons les donn�ees observ�ees, g�en�er�ees par le "vrai syst�eme" S0S0 : yt = 'Tt �0 + v0t (3.29)39



CHAPITRE 3. M�ETHODES CLASSIQUES D'ESTIMATION ET DE VALIDATION DEMOD�ELES PARAM�ETRIQUESalors limN!1 �̂LSN � �0 = limN!1" 1N NXt=1 't'Tt #�1 1N NXt=1 'tv0t = ~R�1 ~f (3.30)o�u ~R = limN!1 1N NXt=1 't'Tt ; ~f = limN!1 1N NXt=1 'tv0tPour que �̂LSN soit Fisher-
onsistant, 
'est-�a-dire �̂LSN p:s:! �0, nous devons exiger les deux
onditions suivantes :1. ~R non-singuli�ere.2. ~f = 0, signi�ant que 't et v0t ne sont pas 
orr�el�es.La derni�ere exigen
e ne peut pas être totalement respe
t�ee 
ar les sorties yt (t = 1; :::)appartiennent au r�egresseur lin�eaire 't. Pour d�e
orr�eler 
es quantit�es, 
ertaines m�ethodesd'estimation par variables instrumentales sont utilis�ees [Bowden et Turkington, 1984℄.3.3.2 Estimation par les variables instrumentalesLe but est de 
onstruire un nouveau ve
teur des observations �IVt (instruments), 
ompos�ede nouvelles variables appel�ees variables instrumentales, non 
orr�el�ees ave
 v0t , 
'est �a direave
 le bruit e0t . Soient xIVt 
es nouvelles variables qui v�eri�ent l'expression suivanteA (q; �) xIVt = B (q; �)ut (3.31)Par exemple, pour la stru
ture de mod�ele ARX, le ve
teur des instruments �IVt peut prendrela forme �IVt = ��xIVt�1:::� xIVt�p ut�1:::ut�w�T (3.32)Le nouvel estimateur �̂IVN s'�e
rit alors�̂IVN = " 1N NXt=1 �IVt 'Tt #�1 1N NXt=1 �IVt yt (3.33)En 
onstruisant 
onvenablement les variables instrumentales, l'estimateur �̂IVN doit êtreFisher-
onsistant et tendre vers �0, puisque 1N NPt=1�IVt v0t tend vers z�ero et 1N NPt=1 �IVt 'Tt estnon-singuli�ere. Nous pouvons dire que les instruments doivent être 
orr�el�es ave
 le r�egresseur40



CHAPITRE 3. M�ETHODES CLASSIQUES D'ESTIMATION ET DE VALIDATION DEMOD�ELES PARAM�ETRIQUESmais non 
orr�el�es ave
 le bruit v0t .Cependant, il peut être quelquefois diÆ
ile de 
onstruire �IVt pour assurer une bonne Fisher-
onsistan
e de l'estimateur. Dans 
e 
as, nous avons re
ours �a d'autres m�ethodes d'estimation,notamment l'estimation par les moindres 
arr�es deux �etapes.3.3.3 Estimation par les moindres 
arr�es deux �etapesTe
hniquement, 
et estimateur �̂2SLSN (2 Stage Least Squares) r�esulte d'une r�egressionde la proje
tion lin�eaire des variables endog�enes sur l'espa
e des variables instrumentales[S
ott et Holt, 1982℄ [Angrist et Imbens, 1995℄ [Statisti
s Solutions, 2012℄. Soient Y un N -ve
teur 
olonne form�e des sorties yt (t = 1; :::; N), �N la (N � d)-matri
e des r�egresseurs 'tet KIVN la (N � d)-matri
e des instruments �IVt , d�e�nis parY = [y1:::yN ℄T ; (�N )T = ['1:::'N ℄ ; �KIVN �T = ��IV1 :::�IVN � (3.34)D�e
linons les deux �etapes :{ Etape 1 : On 
her
he l'estimateur de la matri
e �̂N = P IVN �N , pour laquelle P IVN estune (N �N)-matri
e de proje
tion telle queP IVN = KIVN h�KIVN �T KIVN i�1 �KIVN �T (3.35){ Etape 2 : On 
her
he le 2SLS-estimateur, et apr�es quelques 
al
uls, 
elui-
i est donn�epar �̂2SLSN = ��̂TN �̂N��1 �̂TNY = ��TNP IVN �N��1�TNP IVN Y (3.36)Cette m�ethode d'estimation est souvent pr�ef�er�ee aux m�ethodes par variables instrumentales,
ar elle o�re plus de souplesse quant �a la 
onstru
tion des matri
es KIVN et P IVN .Apr�es avoir pr�esent�ee quelques m�ethodes 
lassiques d'estimation, dont l'obje
tif est de rendrele LS-estimateur plus Fisher-
onsistant, il est utile de d�e�nir les grandes lignes qui se rat-ta
hent aux propri�et�es de 
onvergen
e de l'estimateur.3.4 Prin
ipales propri�et�es de 
onvergen
eCes propri�et�es regroupent la 
onvergen
e du 
rit�ere d'estimation VN ��; ZN� pr�esent�eessous la forme d'un lemme et d'un th�eor�eme, puis 
elle de la suite de variables al�eatoirespN ��̂LSN � �0�. 41



CHAPITRE 3. M�ETHODES CLASSIQUES D'ESTIMATION ET DE VALIDATION DEMOD�ELES PARAM�ETRIQUESPour d�eterminer la limite vers laquelle l'estimateur �̂LSN 
onverge lorsque N tend vers l'in�ni,il est pr�ealablement utile de donner les propri�et�es limites du 
rit�ere d'estimation. Ljung dans[Ljung, 1999℄(
hapitre 8 pp. 249 et 253) exprime les r�esidus sous la forme"t(�) =Xk�1 d(1)t (k; �) ut�k +Xk�0 d(2)t (k; �) e0t�k (3.37)o�u les �ltres d(i)t (k; �), i = 1; 2, sont uniform�ement stables en � et en t. Ils doivent alors ob�eir�a la 
ondition ���d(i)t (k; �)��� � �k; 8t; 8� 2 DM ave
 Xk�0 �k <1 (3.38)Consid�erons le lemme suivantLemme 1 Soit M une stru
ture de mod�ele uniform�ement stable et DM un 
ompa
t. Suppo-sons que l'ensemble de donn�ees Z1 soit sujet aux 
onditionsD1 (voir [Ljung, 1999℄(
hapitre8 pp. 249)), alors sup�2DM ��VN ��; ZN�� �V (�)��! 0 a.p.1 quand N !1 (3.39)o�u �V (�) = �E� 12"2t (�) = limN!1 1N NXt=1 E�12"2t (�) (3.40)ave
 �, fon
tion de distribution normale. Le LS-
rit�ere VN ��; ZN� 
onverge ainsi uni-form�ement en � 2 DM vers le LS-
rit�ere limite �V (�). En 
ons�equen
e, le LS-estimateur�̂LSN 
onverge vers l'argument �� minimisant �V (�). Cependant, lorsqu'il n'y a pas de mini-mum global unique, donn�e par �V (�), il est pr�ef�erable de d�e�nir un domaine de 
onvergen
eDC par DC = arg min�2DM �V (�) (3.41)Enon�
ons alors le th�eor�eme suivantTh�eor�eme 1 Soit �̂LSN le LS-estimateur d�e�ni par (3.27), o�u "t(�) est d�etermin�ee par (3.37)�a partir d'une stru
ture de mod�eleM uniform�ement stable. Alors, si Z1 est sujet aux 
ondi-tions D1 �̂LSN ! DC a.p.1 quand N !1 (3.42)42



CHAPITRE 3. M�ETHODES CLASSIQUES D'ESTIMATION ET DE VALIDATION DEMOD�ELES PARAM�ETRIQUESCe r�esultat indique que l'estimateur 
onverge alors vers la meilleure approximation disponibledans le stru
ture de mod�ele M 
onsid�er�ee. En 
ons�equen
e, si S0 2 M, alors�̂LSN ! �0 a.p.1 quand N !1 (3.43)et M est globalement identi�able en �0.Int�eressons-nous maintenant �a la 
onvergen
e de la suite de variables al�eatoirespN ��̂LSN � �0�.Soit le th�eor�emeTh�eor�eme 2 Supposons DC = f�0g et �̂LSN Fisher-
onsistant, alors, la suite de variablesal�eatoires pN ��̂LSN � �0� 
onverge en loi vers une distribution asymptotique normalepN ��̂LSN � �0� 2 AsN �0; CLS (�0)� (3.44)o�u CLS (�0) est la matri
e de varian
e/
ovarian
e, donn�ee parCLS (�0) = � �V 00(�0)��1QLS (�0) � �V 00(�0)��1 (3.45)ave
 QLS (�0) = limN!1NE�V 0N (�0; ZN)V 0N(�0; ZN)T (3.46)V 0 et V 00 sont respe
tivement le gradient et le Hessien du LS-
rit�ere.La matri
e CLS (�0) n'est d�e�nie que si V 0N(�0; ZN) 
onverge rapidement vers �V 0(�0) et si�V 00(�0) est inversible.A partir de (3.45), la matri
e de varian
e/
ovarian
e du LS-estimateur est donn�ee parCov ��̂LSN � � CLS (�0)N (3.47)En utilisant le gradient du mod�ele de pr�edi
tion d�e�ni par  t (�) = ��� ŷt (�) = � ���"t (�), nouspouvons d�eduire une autre relation de la matri
e de varian
e/
ovarian
e du LS-estimateurCov ��̂LSN � � �0 � �E� t (�0) Tt (�0)��1N (3.48)Cependant, 
ette derni�ere expression peut rester ina

essible �a l'utilisateur, et 
ela pourdeux raisons prin
ipales :1. M�e
onnaissan
e du vrai ve
teur param�etre �0.43



CHAPITRE 3. M�ETHODES CLASSIQUES D'ESTIMATION ET DE VALIDATION DEMOD�ELES PARAM�ETRIQUES2. Impossibilit�e de disposer d'une in�nit�e de donn�ees.Ainsi, ayant �a sa disposition N donn�ees et un estimateur �̂LSN , alorsCov ��̂LSN � = �̂N � 1N NPt=1 t ��̂LSN � Tt ��̂LSN ���1N (3.49)�̂N = 1N NXt=1 "2t ��̂LSN � (3.50)peuvent être 
onsid�er�ees 
omme de bonnes estimations de Cov (�0) et �0 respe
tivement.Disposant d'un ensemble de mod�eles estim�es �a partir de 
rit�eres d'estimation, il semblen�e
essaire de proposer �a l'utilisateur un ensemble de 
rit�eres de validation.3.5 Validation de mod�eles param�etriquesL'obje
tif est de proposer un test statistique �a partir de quantit�es 
al
ulables dans le but devalider un mod�ele 
andidat parmi nmod�eles. Pour 
ela, nous devons disposer d'un estimateur,donn�e par la minimisation d'un 
rit�ere d'estimation. Dans l'hypoth�ese th�eorique o�u nousdisposons de tous les ensembles de donn�ees possibles et de taille aussi grande que n�e
essaire,nous pouvons utiliser la valeur limite du 
rit�ere d'estimation 
omme mesure s
alaire de laqualit�e du mod�ele, en prenant son esp�eran
e sur l'ensemble des jeux de donn�ees ZN . Lemod�ele estim�e 
orrespondantm =M��̂N� doit être 
onsid�er�e �a son tour 
omme une variableal�eatoire, et par 
ons�equent, la fon
tion mesurant la justesse du mod�ele (le �t), 
'est �a direle 
rit�ere limite, l'est aussi.Nous retiendrons alors 
omme mesure de la qualit�e d'une stru
ture de mod�eleM, l'esp�eran
ede 
e mod�ele prise par rapport aux di��erents estimateurs possibles �̂N�J (M) = E� �V ��̂N� (3.51)Il reste maintenant �a exprimer (3.51) uniquement �a partir des donn�ees d'estimation. Il faudraapproximer 
ette relation �a partir des donn�ees disponibles et en parti
ulier VN ��̂N ; ZN�. Leshypoth�eses suivantes permettent de r�epondre �a 
ette interrogation :{ S0 2 M.{ Les param�etres du mod�ele sont identi�ables et don
 �V 00(�0) est inversible.{ Les donn�ees de validation poss�edent les mêmes propri�et�es statistiques du deuxi�emeordre que les donn�ees d'estimation. 44



CHAPITRE 3. M�ETHODES CLASSIQUES D'ESTIMATION ET DE VALIDATION DEMOD�ELES PARAM�ETRIQUES3.5.1 Crit�ere FPE dans l'appro
he L2Ce 
rit�ere �a l'origine a �et�e formul�e par Akaike [Akaike, 1969℄ [Akaike, 1970℄ et permetla s�ele
tion de l'ordre du mod�ele estim�e. Dans l'appro
he erreur de pr�edi
tion, il s'�e
rit�JL2 (M) � VN ��̂LSN ; ZN� + �0dMN (3.52)Cette expression montre 
lairement le 
oût des param�etres. Si le nombre de param�etresde la stru
ture de mod�ele 
roit, alors VN ��̂LSN ; ZN� sera plus petit. Meilleur est le �t dumod�ele, plus petit est le minimum de VN ��; ZN� en �̂LSN . Cependant l'augmentation de dMfait 
rô�tre le terme de p�enalit�e �0 dMN . Nous voyons don
 l'importan
e de bien 
hoisir lastru
ture et l'ordre du mod�ele.Si N est suÆsamment grand, alors �̂N peut être un bon estim�e de �0 s'�e
rit�̂N = VN ��̂LSN �1� dMN (3.53)En ins�erant 
ette relation dans (3.52), nous obtenonsFPE (dM) = 2N + dMN � dMVN ��̂LSN � (3.54)La valeur de dM pour laquelle le FPE atteint son minimum est l'ordre du mod�ele.3.5.2 Crit�ere FPE dans l'appro
he L1Cette appro
he a �et�e developp�ee dans [Carmona et Alvarado, 2000℄ [Carmona et al, 2003℄.Il est bien 
onnu que le LS-estimateur est tr�es sensible aux grands �e
arts des r�esidus, 
ontraire-ment au LSAD-estimateur qui l'est beau
oup moins. En statistique, la m�ediane est beau
oupmoins sensible que la moyenne quadratique. L'identi�
ation L1 sou�rant de ne pas disposerd'autant d'outils que l'identi�
ation L2, les auteurs ont propos�e un LSAD-
rit�ere d'estima-tion et les versions des 
rit�eres de validation AIC et FPE. Le 
rit�ere FPE en norme L1 estalors donn�e par �JL1 (M) � 1N NXt=1 ���"t ��̂LSADN ���� + dMN (3.55)o�u �̂LSADN est le LSAD-estimateur tel que�̂LSADN = arg min�2DM 1N NXt=1 j"t (�)j (3.56)45



CHAPITRE 3. M�ETHODES CLASSIQUES D'ESTIMATION ET DE VALIDATION DEMOD�ELES PARAM�ETRIQUESNous pouvons remarquer dans (3.55) l'absen
e du terme de varian
e �0. La n�e
essit�e d'�evaluer
e terme �a partir de donn�ees disparâ�t, fa
ilitant ainsi l'�evaluation de (3.55) et am�eliorantl'approximation faite par rapport au 
as L2. Ces outils ont permis d'estimer et de valider desmod�eles de 
ommande ARX et OE, dans le but d'e�e
tuer un 
ontrôle a
tif de bruit dans un
onduit a
oustique semi-�ni [Carmona et Alvarado, 2000℄ [Carmona et Alvarado, 2002℄.3.5.3 Crit�ere FPE dans l'appro
he M-estimateurCe 
rit�ere FPE dans l'appro
he L2�L1, plus 
ommun�ement appel�e RFPE (Robust FinalPredi
tion Error) a d'abord �et�e propos�e par Yohai [Yohai, 1997℄. L'auteur 
onsid�ere un M-estimateur d'�e
helle [Huber et Ron
hetti, 2009℄(
hapitre 5 p. 107) appliqu�e �a des mod�eleslin�eaires. Soit �̂SN un tel M-estimateur donn�e par�̂SN = arg min�2DM 1N NXt=1 ��rt� � (3.57)o�u � est la norme de Huber, � une �e
helle et rt = yt � 'Tt � les r�esidus.Le RFPE est alors donn�e parRFPE (dM) = 1N NXt=1 � yt � 'Tt �̂SN�̂ !+ dMN Â̂B (3.58)pour lequel �̂ est un estim�e de l'�e
helle, Â = 1N NPt=1 �yt�'Tt �̂SN�̂ �2 et B̂ = 1N NPt=1 0 �yt�'Tt �̂SN�̂ �.I
i, la fon
tion  = ���r et  0 est sa d�eriv�ee.Le 
rit�ere a notamment �et�e utilis�e dans les travaux de [Khan, 2006℄ [Khan et al, 2007℄ dansune appro
he di��erente de l'erreur de pr�edi
tion, uniquement pour estimer et valider desmod�eles lin�eaires. A notre 
onnaissan
e, il n'existe au
une �etude du RFPE appliqu�ee auxmod�eles pseudolin�eaires, en parti
ulier aux stru
tures de mod�eles OE et ARMAX.3.6 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons abord�e quelques g�en�eralit�es sur les pro
essus monovariables�a entr�ee exog�ene et sur le probl�eme de l'identi�abilit�e dans l'appro
he erreur de pr�edi
tion, enintroduisant le 
on
ept de "vrai syst�eme". Nous avons ensuite pr�esent�e les prin
ipales stru
-tures de mod�eles param�etriques lin�eaires et pseudolin�eaires. Quelques m�ethodes 
lassiques46



CHAPITRE 3. M�ETHODES CLASSIQUES D'ESTIMATION ET DE VALIDATION DEMOD�ELES PARAM�ETRIQUESd'estimation telles que les moindres 
arr�es une �etape et deux �etapes ainsi que les m�ethodespar variables instrumentales ont �et�e expos�ees. Nous avons pu montrer dans le 
as parti
ulierde stru
ture de mod�eles lin�eaires, mod�ele ARX par exemple, que pour 
es trois m�ethodes, laminimisation du 
rit�ere d'estimation pr�esente une solution analytique. Les prin
ipales pro-pri�et�es statistiques dans l'appro
he erreur de pr�edi
tion au sens des moindres 
arr�es ont �et�eaussi pr�esent�ees. Nous avons ensuite abord�e 
ertaines m�ethodes de validation de mod�eles ense fo
alisant sur le 
rit�ere FPE d'Akaike et de ses versions en normes L1 et L2 � L1. Pour
ette derni�ere norme, nous avons mis l'a

ent sur l'existen
e d'un 
rit�ere RFPE, uniquementpour des mod�eles lin�eaires.Au même titre que l'identi�
ation L1 dans l'appro
he erreur de pr�edi
tion manquait d'outilsd'estimation et surtout de validation, nous 
onstatons qu'il en est de même de l'identi�
ationL2�L1. A notre 
onnaissan
e, il n'existe au
une �etude sur le 
rit�ere RFPE pour les mod�elespseudolin�eaires dans l'appro
he erreur de pr�edi
tion. Nous proposons alors de d�e�nir un 
adreformel autour de la norme L2 � L1 de Huber ave
 extension de sa 
onstante d'a

ord dansles petites valeurs, prenant en 
ompte le niveau de 
ontamination ! du GEM. C'est 
e quenous allons d�evelopper dans la suite de 
e m�emoire.

47



Chapitre 4Convergen
e de l'estimateur robusteCe 
hapitre 
ommen
e par proposer un 
rit�ere d'estimation robuste param�etr�e (PREC)dans l'appro
he erreur de pr�edi
tion, en introduisant deux ensembles d'index li�es aux 
ontri-butions L2 et L1. Le gradient et la matri
e Hessienne de 
e 
rit�ere n�e
essaires �a la r�esolutiondu probl�eme d'optimisation sont �etablis. Nous montrons par un th�eor�eme de 
onvergen
euniforme que 
e 
rit�ere est e�e
tivement robuste aux outliers d'innovation et par son 
orol-laire, que l'estimateur robuste l'est aussi. L'appro
he M-estimateur de Huber �a seuil �etendu(ETME, Extended Threshold M-Estimator) est d�evelopp�ee 
omme une 
ons�equen
e de l'es-timation param�etrique d'une stru
ture de mod�ele pseudolin�eaire.4.1 Le M-estimateur de Huber dans l'appro
he erreurde pr�edi
tionMême si les M-estimateurs sont largement �etudi�es dans la litt�erature, leur formalisationdans le 
adre d'une appro
he erreur de pr�edi
tion n'a jusqu'�a pr�esent pas �et�e expli
it�ee.4.1.1 Crit�ere d'estimation robuste param�etr�e : PRECDans 
ette appro
he, les erreurs de pr�edi
tion d�ependent du ve
teur param�etre � �a es-timer. Soient d param�etres in
onnus �1; :::; �d �a estimer �a partir de N mesures entr�ee/sortied'un pro
essus monovariable. Consid�erons un mod�ele de d�eviation distributionnelle GEM deserreurs de pr�edi
tion, donn�e par (2.32). Un M-estimateur de Huber �̂HN dans Rd est d�e�ni par48



CHAPITRE 4. CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR ROBUSTEun probl�eme de minimisation de la forme1N NXt=1 �� �"t(�̂HN )� �= 1N inf�2� NXt=1 �� ("t(�)) (4.1)ou par une �equation impli
ite 1N NXt=1 	t;� �"; �̂HN� = 0 (4.2)L'erreur de pr�edi
tion est d�e�nie par "t (�) = yt � ŷt (�) et la ��-norme par�� ("t(�)) = ( "2t (�)2 si j"t(�)j � �� j"t(�)j � �22 si j"t(�)j > � (4.3)La 	-fon
tion de Huber dans l'appro
he erreur de pr�edi
tion est	t;� ("; �) = ��� �� ("t(�)) (4.4)Plus pr�e
is�ement, le ve
teur param�etre � = [�1; :::; �d℄T appartient �a �, pour lequel � est unsous-ensemble de Rd et �� : E � � ! R est une fon
tion nonn�egative et 
onvexe telle que�� ("t(�)) : E ! R est mesurable pour 
haque � 2 �, ave
 E un espa
e de probabilit�e.La norme mixte de Huber est don
 un m�elange d'une norme L2 qui ne traite que les r�esidussitu�es dans l'intervalle [��; �℄ et d'une norme L1 qui elle, ne traite que 
eux situ�es en dehorsde 
et intervalle. La 
ontribution de 
ha
une d'elle d�epend de la valeur du fa
teur d'�e
helle�, don
 de la 
onstante d'a

ord k. Con
r�etement, le rôle de la norme L1 est de robusti�er lanorme L2, tr�es sensible aux grands �e
arts des r�esidus, et de traiter le plus rapidement possible
es grands �e
arts. Ce point de vue justi�e le 
hoix de la 
onstante d'a

ord k, 
ar elle �xe la
ontribution de 
ha
une des normes �a la �n de la pro
�edure d'estimation. Nous sommes don
amen�es �a d�e�nir deux ensembles d'index li�es �a 
ha
une de 
es 
ontributions. Soient don
 �2et �1 
es deux ensembles traduisant respe
tivement les 
ontributions L2 et L1, donn�es par�2(�) = ft : j"t(�)j � �g (4.5)�1(�) = ft : j"t(�)j > �g (4.6)A partir de 
es deux ensembles, nous pouvons d�e�nir deux fon
tions de 
ontribution, L2C (�)et L1C (�), par L2C (�) = 
ard (�2(�))N = N2 (�)N (4.7)49
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L1C (�) = N1 (�)N (4.8)dans lesquelles 
ard signi�e le 
ardinal de l'ensemble �i, i = 1; 2. Ces deux 
ontributionsv�eri�ent l'�egalit�e 
ard (�2(�)) + 
ard (�1(�)) = N; 8� 2 DM (4.9)Nous verrons dans le 
hapitre 7 que 
ette fon
tion de 
ontribution L1 pr�esente un int�erêtsubstantiel dans la phase de validation de mod�ele, puisque 
ette fon
tion sera utilis�ee 
ommeun nouvel outil d'aide �a la d�e
ision du 
hoix de l'ordre du mod�ele.Avant de pr�esenter le 
rit�ere d'estimation robuste param�etr�e, il est utile de d�e�nir d'unefa�
on g�en�erale la restri
tion d'une fon
tion h (�) relative �a l'ensemble d'index �i, not�ee h�i (�),i = 1; 2. Dans la suite, pour toute fon
tion h (�) 
ontinue, nous �e
rironsh�i (�) = ( h (�) si t 2 �i (�)0 autrement (4.10)L'usage de 
ette restri
tion relative �a un ensemble d'index �i, permet de distinguer les partiesL2 et L1 d'une même fon
tion. Cette appro
he est une fa�
on de "ranger" al�eatoirement lesindex temporels t, satisfaisant la 
ondition impos�ee par le seuillage des erreurs de pr�edi
tionau 
ours de la pro
�edure d'estimation robuste.De 
es g�en�eralit�es, soit WN (�) le 
rit�ere d'estimation robuste param�etr�e d�e�ni parWN(�) = 1N Xt2�2(�)[�2(�) �� ("t(�)) = 1N Xt2�2(�) "2t (�)2| {z }Partie L2 + �N Xt2�1(�)(j"t(�)j � �s2t (�)2 )| {z }Partie L1 (4.11)pour lequel la fon
tion signe des erreurs de pr�edi
tion st (�) est donn�ee parst (�) = 8><>: 1 si "t(�) > �0 si j"t(�)j � ��1 si "t(�) < �� (4.12)Remarque :Comme nous le voyons, 
ette fon
tion d�epend du ve
teur param�etre �. Pour plus de d�etails, lele
teur peut se r�ef�erer �a [Corbier et al, 2012℄. Sans rentrer dans les d�etails dans 
e 
hapitre,nous montrons que L1C (�) est une fon
tion de st (�). Ce th�eor�eme montre que L1C (�)50



CHAPITRE 4. CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR ROBUSTEpr�esente des minima, �etablissant que la d�eriv�ee de st (�) par rapport �a � est non nulle. Dansla suite, nous 
hoisissons 
omme fon
tion logistique, l'expression suivante [Braess, 1986℄st(�) � �t (�) = 1� e�2K"t(�)1 + e�2K"t(�) (4.13)dans laquelle le r�eel K > 0 est 
hoisi suÆsamment grand pour assurer l'approximation dest (�).Par usage de (4.10), le PREC peut aussi s'�e
rireWN(�) = 1N NXt=1 "2�2;t(�)2 + �N NXt=1 (j"�1;t(�)j � �s2�1;t(�)2 ) (4.14)Il nous appartient de montrer de quelle mani�ere le PREC est impl�ement�e dans l'algorithmede minimisation de la pro
�edure d'estimation.Soient deux ve
teurs et une matri
e E(�) 2 RN , S(�) 2 RN et W(�) 2 RN�N , d�e�nisrespe
tivement 
omme �etant le ve
teur des erreurs de pr�edi
tion, le ve
teur signe et la matri
epoids, par E(�) = ["1(�):::"N(�)℄ (4.15)S(�) = [s1(�):::sN(�)℄ (4.16)W(�) = diag (w1(�):::wN (�)) (4.17)o�u 
haque poids est donn�e par wt(�) = 1 � s2t (�). Le PREC �a minimiser prend la formesuivante WN (�) = 12N ET (�)W(�)E(�) + �N ST (�) hE(�)� �2S(�)i (4.18)Au 
ours de la pro
�edure d'estimation dans l'algorithme d'adaptation param�etrique (AAP)[Landau, 1998℄, E(�), S(�) ainsi que W(�) prennent leurs valeurs al�eatoirement en fon
tionde �. E(�) se "remplie" des erreurs de pr�edi
tion pour tout t. S(�) se remplie de 0 si t 2 �2,de �1 et de 1 si t 2 �1. Quant �aW(�), sa diagonale prend la valeur 1 si t 2 �2 et 0 autrement.Nous voyons que lorsque � est �x�e par k, au 
ours de l'estimation, il s'e�e
tue une r�epartitiondonnant lieu aux deux 
ontributions L1 et L1.
51



CHAPITRE 4. CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE4.1.2 Gradient et Hessien du PRECDans l'appro
he erreur de pr�edi
tion, le gradient et le Hessien du 
rit�ere d'estimation,sont deux quantit�es indispensables aux propri�et�es de 
onvergen
e de l'estimateur robuste. Legradient W 0N (�) permet de d�eterminer la Q-matri
e et le Hessien limite (d�eduit du HessienW 00N(�)) intervient dans la 
onvergen
e en loi de la suite de variables al�eatoirespN ��̂HN � �0�.C'est �a partir de la matri
e de varian
e/
ovarian
e de 
ette suite que l'on peut d�eduire lamatri
e de varian
e/
ovarian
e asymptotique de l'estimateur robuste �̂HN .Dans le but d'�etablir l'expression de W 0N (�), il est n�e
essaire de 
onnâ�tre la d�eriv�ee de lafon
tion signe par rapport �a �. Pr�ealablement, nous proposons le lemme suivant, �etendantainsi le r�esultat de Chang [Chang et Guo, 2004℄.Lemme 2 Soit st (�) la fon
tion signe dont l'approximation est donn�ee par (4.13), alors�st (�)�� � �4Ke�2Kj"t(�)j t (�) (4.19)Preuve :Nous obtenons pour tout t 2 �1 (�)�st (�)�� = �gKt (�) t (�) (4.20)ave
  t (�) = � ���"t (�) et gKt (�) = 4Ke�2K"t(�)(1 + e�2K"t(�))2 (4.21)Pour K suÆsamment grand, un d�eveloppement de Taylor �a l'ordre 1 en z�ero montre quegKt (�) � 4Ke�2Kj"t(�)j (4.22)La d�eriv�ee de la fon
tion signe devient alors�st (�)�� � �4Ke�2Kj"t(�)j t (�) (4.23)Th�eor�eme 3 Soient WN(�) le 
rit�ere d'estimation robuste d�e�ni par (4.14) et la d�eriv�ee dela fon
tion signe donn�ee par (4.23), alors le gradient de WN (�) par rapport �a � s'�e
ritW 0N(�) = �1N Xt2�2(�) t(�)"t(�)� �N Xt2�1(�) t(�)st(�) (4.24)52



CHAPITRE 4. CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR ROBUSTEPreuve :Nous avons vu dans (4.11) que nous pouvions distinguer une Partie L2 et une Partie L1du PREC. Posons alors WN(�) =W �2N (�) +W �1N (�) (4.25)ave
 W �2N (�) = 1N Xt2�2(�) "2t (�)2 (4.26)et W �1N (�) = 1N Xt2�1(�)(� j"t(�)j � �2s2t (�)2 ) (4.27)La d�eriv�ee de (4.26) par rapport �a � devientW 0�2N (�) = �1N Xt2�2(�) t(�)"t(�) (4.28)et 
elle de (4.27) en utilisant le lemme 2, s'�e
ritW 0�1N (�) = � �N Xt2�1(�) t(�)st(�)� �N Xt2�1(�) t (�) gKt (�) ("t(�)� �st(�)) (4.29)Soit DM un 
ompa
t et gKt (�) la fon
tion d�e�nie par (4.22), alors (4.29) devientsup�2DM 





 ���W �1N (�) + �N Xt2�1(�) t (�) st (�)





 = sup�2DM 

AKN (�)

 (4.30)ave
 

AKN (�)

 = 4K�N 




 NXt=1  �1;t (�) e�2Kj"�1;t(�)j ("�1;t (�)� �s�1;t (�))




 (4.31)La r�egle (4.10) permet de donner l'expresion �2;t (�) +  �1;t (�) =  t (�) (4.32)Toujours d'apr�es 
ette r�egle, le ve
teur  �1;t (�) 
ontenant des valeurs nulles, il est fa-
ile de v�eri�er que k �1;t (�)k � k t (�)k. Un th�eor�eme formul�e par Ljung et Caines dans53



CHAPITRE 4. CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE[Ljung, 1978℄ [Ljung et Caines, 1979℄ montre que pour tout t > 0 et tout 
ompa
t DM,sup�2DM k t (�)k � C kEk o�u kEk = sup�2DM 


["1 (�) :::"N (�)℄T


. On obtient alorssup�2DM k �1;t (�)k � C kEk (4.33)De plus, e�2Kj"�1;t(�)j � e�2K� et posons pour tout t > 0 sup�2DM j"�1;t(�)j = C" et sup�2DM js�1;t(�)j �1. Il vient que sup�2DM 

AKN (�)

 � 4C (C" + �) � kEkKe�2K� (4.34)Il existe alors une valeur de K suÆsamment grande pour que 4C (C" + �) � kEkKe�2K� ! 0.Nous obtenons ainsi sup�2DM 





 ���W �1N (�) + �N Xt2�1(�) t (�) st (�)





 = 0 (4.35)
e qui prouve le gradient du PREC.A partir de 
e gradient, nous pouvons d�eduire la 	-fon
tion de Huber dans l'appro
he erreurde pr�edi
tion. Elle est alors donn�ee par	t;� ("; �) = � �2;t(�)"�2;t(�)� � �1;t(�)s�1;t(�) (4.36)Th�eor�eme 4 Soient W 0N (�) le gradient du 
rit�ere d'estimation robuste d�e�ni par (4.24) etla d�eriv�ee de la fon
tion signe donn�ee par lemme 2, alors le gradient de W 0N(�) par rapport�a � s'�e
ritW 00N(�) = �1N Xt2�2(�)�� Tt (�)�� "t(�)�  t(�) Tt (�)�� �N Xt2�1(�) � Tt (�)�� st(�) (4.37)Preuve :Les d�eriv�ees de (4.28) et (4.29) par rapport �a � donnent imm�ediatementW 00�2N (�) = �1N Xt2�2(�)�� Tt (�)�� "t(�)�  t(�) Tt (�)� (4.38)54



CHAPITRE 4. CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR ROBUSTEet W 00�1N (�) = � �N Xt2�1(�) � t(�)�� st(�)� �N Xt2�1(�) t(�)�st(�)T�� (4.39)Par le lemme 2, nous avons alorssup�2DM 





W 00�1N (�) + �N Xt2�1(�) � Tt (�)�� st (�)





L1 = sup�2DM 

BKN (�)

L1 (4.40)pour laquelle 

BKN (�)

L1 = 4K�N 




 NXt=1  �1;t (�) T�1;t (�) e�2Kj"�1;t(�)j




L1 (4.41)Nous en d�eduisons que

BKN (�)

L1 � 4K�e�2K�N NXt=1 

 �1;t (�) T�1;t (�)

L1 (4.42)Toujours dans [Ljung, 1978℄ [Ljung et Caines, 1979℄, les auteurs montrent que la normematri
ielle M  = 

 t (�) Tt (�)

L1 (4.43)est born�ee pour tout � 2 DM et t > 0. Sa
hant que par 
onstru
tion, le ve
teur  �1;t
ontient des valeurs nulles, alors M �1 �1 � M  . En 
ons�equen
e, il existe une valeur de KsuÆsamment grande telle quesup�2DM 

BKN (�)

L1 � 4K�e�2K�M  ! 0 (4.44)Ce
i montre que sup�2DM 





W 00�1N (�) + �N Xt2�1(�) � Tt (�)�� st (�)





L1 = 0 (4.45)
e qui termine la d�emonstration.
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CHAPITRE 4. CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE4.2 Convergen
es du PREC et de l'estimateur robusteen pr�esen
e d'outliersNous allons �enon
er et prouver un th�eor�eme sur la 
onvergen
e uniforme du PREC lorsqueles erreurs de pr�edi
tion 
ontiennent des outliers d'innovation. Rappelons qu'une erreur depr�edi
tion est 
onsid�er�ee 
omme outlier d'innovation si j"t (�)j > � pour k �x�ee. Choisir
onvenablement une valeur de k 
'est d�e�nir une ��-norme, don
 un 
rit�ere d'estimationrobuste param�etr�e. Ce dernier doit 
onverger vers une valeur limite, sous la 
ondition � 2 DMo�u DM est un 
ompa
t. Nous supposons que les r�esidus 
ontenant des outliers sont distribu�esselon le mod�ele de d�eviation distributionnelle GEM, donn�e parP� (!) = fF jF = (1� !)� + !Hg (4.46)o�u � est la distribution normale et !, le niveau de 
ontamination de �.Selon la r�egle (4.10), l'erreur de pr�edi
tion "t(�) peut s'�e
rire"t(�) = "�2;t(�) + "�1;t(�) (4.47)o�u "�2;t(�) sont les r�esidus dans l'invervalle [��; �℄ et "�1;t(�) 
eux 
onsid�er�es 
omme outliers.Choisissons pour "�2;t(�) une expression analogue �a (3.37)"�2;t(�) =Xi�1 d��2;t (i) ut�i +Xi�0 ~d��2;t (i) et�i (4.48)o�u les �ltres d��2;t (i) et ~d��2;t (i) sont uniform�ement stables en � et t tels que ��d��2;t (i)�� � �i,��� ~d��2;t (i)��� � �i pour tout t 2 �2 (�) et � 2 DM ave
 Pi�0�i <1.Les r�esidus 
onsid�er�es 
omme outliers peuvent s'exprimer sous la forme"�1;t(�) = Xi2�1(�)
i (�) Æt;i (4.49)o�u 
i (�) est le i-i�eme outlier d'innovation et Æt;i la fon
tion de Krone
ker.Consid�erons les hypoth�eses te
hniques HT suivantes1. Le signal d'entr�ee ut est born�e et on a supt jutj = Cu.2. La s�equen
e de variables al�eatoires iid et est de moyenne nulle et de moments d'ordre4 + Æ born�es, pour Æ > 0. Son moment d'ordre 2 est not�e �.56



CHAPITRE 4. CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE3. Le 
hoix 
onvenable de � borne les outliers, de valeur moyenne � et d'amplitudesupi2�1(�) j
i (�)j = �Avant d'�enon
er le th�eor�eme de 
onvergen
e uniforme, 
onsid�erons le lemme suivantLemme 3 Posons RNr (�) = NPt=r �t (�) et ~RNr = sup�2DM ��RNr (�)��, o�u DM est un sous-ensemble
ompa
t de Rd . Si EF � ~RNr �2 � fr (N) o�u fr (N) est un polynôme en N de degr�e 0 o�u 1,alors supk2IN 1k ~RN1 ! 0, a.p.1 quand N !1 (4.50)ave
 IN = �N2; (N + 1)2�.Th�eor�eme 5 Consid�erons une stru
ture de mod�ele M uniform�ement stable. Soit DM unsous-ensemble 
ompa
t de Rd . Supposons que l'ensemble de donn�ees Z1 (ZN quand N !1)soit sujet �a HT, alors sup�2DM ��WN (�)� �W (�)��! 0 a.p.1 quand N !1 (4.51)o�u �W (�) = limN!1EFWN (�)Preuve du Lemme 3 :Supposons E � ~RNr �2 � fr (N), alorsEF � 1N2 ~RN21 �2 = 1N4EF � ~RN21 �2 � f1 (N2)N4 (4.52)L'in�egalit�e de Chebytshev donneP � 1N2 ~RN21 > 
� � 1
2N4EF � ~RN21 �2 (4.53)En 
ons�equen
e 1Xk=1 P � 1k2 ~Rk21 > 
� � C 1Xk=1 f1 (k2)k4 <1 (4.54)Par le lemme de Borel-Cantelli, nous obtenons1k2 ~Rk21 ! 0, a.p.1 quand k !1 (4.55)57



CHAPITRE 4. CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR ROBUSTED�e�nissons l'intervalle IN = �N2; (N + 1)2�. Supposons que supk2IN 1k ~Rk1 soit obtenue pourk = kN et � = �N . Ainsi, quand kN = (N + 1)2, nous avonssupk2IN 1k ~Rk1 = 1(N + 1)2 ������(N+1)2Xt=1 �t (�N)������ � 1(N + 1)2 ����� N2Xt=1 �t (�N)����� + 1(N + 1)2 ������ (N+1)2Xt=N2+1�t (�N )������(4.56)Alors supk2IN 1k ~Rk1 � 1(N + 1)2 ~RN21 + 1(N + 1)2 ~R(N+1)2N2+1 (4.57)Puisque 1k2 ~Rk21 ! 0 a.p.1 quand N !1, le premier terme �a droite de (4.57) tend vers z�ero.Pour le deuxi�eme, nous avonsEF � 1(N + 1)2 ~R(N+1)2N2+1 �2 � fN2+1 �(N + 1)2�(N + 1)4 � CN2 (4.58)Par l'in�egalit�e de Chebytshev et par le lemme de Borel-Cantelli, 
e terme tend vers z�eroa.p.1 quand N !1. En 
ons�equen
esupk2IN 1k ~Rk1 , a.p.1 quand N !1 (4.59)Ce qui prouve le lemme. La preuve du th�eor�eme 5 est donn�ee en Annexe A.Corollaire du th�eor�eme 5 : 
onvergen
e de l'estimateurLe 
orollaire de 
e th�eor�eme de 
onvergen
e du PREC en pr�esen
e d'outliers 
k, montre quesi DC est un domaine de 
onvergen
e d�e�ni parDC = arg min�2DM �W (�) (4.60), le M-estimateur de Huber �̂HN 
onverge alors vers la meilleure approximation disponibledans le stru
ture de mod�ele DM 
onsid�er�ee et on a�̂HN ! DC a.p.1 quand N !1 (4.61)Le th�eor�eme pr�e
�edent et son 
orollaire ne peuvent être satisfaits que par un 
hoix 
onve-nable de l'intervalle de bruit Ikb . En e�et, pour l'utilisateur, le 
hoix de k reste une tâ
he58



CHAPITRE 4. CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR ROBUSTEd�eli
ate. Il s'agit bien de proposer �a travers k un estimateur robuste solution du probl�emede donn�ees 
ontamin�ees, pr�ealablement formalis�e par le GEM d�e�nie par (4.46). Une valeurde k bien 
hoisie devrait rapidement r�eduire l'e�et impulsionnel de l'outlier d'innovationainsi que sa propagation dans les erreurs de pr�edi
tion et dans le r�egresseur. Le rôle es-sentiel de la norme L1 est de permettre un traitement rapide de 
es outliers en att�enuantleurs e�ets n�egatifs sur l'estimateur, et de rendre les r�esidus suivants plus petits, dans lebut d'être trait�es par la norme L2. Cette notion de propagation reste fondamentale, 
ar ses
ons�equen
es dire
tes ou indire
tes d�e
ident de la 
onvergen
e de l'estimateur robuste et deses performan
es, et ses e�ets d�ependent de la nature même de la r�egression. Il est importantde pr�e
iser que la propagation d'outliers peut entrâ�ner des 
as singuliers d'o

urren
e depoints de levage (leverage points) et le risque de rupture (breakdown points) de l'estimateur.Dans 
ette situation extrême, 
es points ont une haute in
uen
e de position dans l'espa
efa
teur Ef , d�e�ni 
omme l'espa
e de dimension d li�e �a la matri
e de r�egression donn�ee par�TN (�) = ['1 (�) :::'N (�)℄ (4.62)o�u 't (�) est le r�egresseur. Dans le 
as parti
ulier de la stru
ture de mod�ele OE, le r�egresseurfait apparâ�tre des points de levage, �a 
ause du m�e
anisme interne de bou
le de retour dansle mod�ele de pr�edi
tion ŷt (�). La �gure 4.1 montre la 
ausalit�e d'apparition des outliers d'in-novation par les outliers d'observation et le m�e
anisme interne de bou
le de retour. Cettestru
ture de mod�ele param�etrique fait 
raindre un point de rupture relativement bas, signi-�ant qu'un simple outlier d'innovation mal pla
�e dans la s�equen
e des erreurs de pr�edi
tion,o

asionnerait des dommages majeurs dans la pro
�edure d'estimation. Ce
i est 
ertainementvrai dans le 
as o�u l'intervalle de bruit est Ikb = [1; 2℄, puisqu'il ne privil�egie ni la forte robus-tesse, ni la forte eÆ
a
it�e de l'estimateur. Nous pensons au 
ontraire, que l'abaissement de la
onstante d'a

ord se traduisant par une extension de Ikb , va permettre de mieux r�eguler lapro
�edure d'estimation. Intuitivement, la nature même de la stru
ture de 
es mod�eles, nous
ontraint de 
hoisir un intervalle de bruit Ikb di��erent 
'est �a dire Ikb = [0:01; 2℄. R�eduirek, 
'est r�eduire rapidement l'e�et impulsionnel de l'outlier d'innovation et sa propagationdans le r�egresseur puis dans les r�esidus. Nous privil�egions la robustesse impulsionnelle, o�ula norme L1 est fo
alis�ee sur l'o

uren
e de l'outlier, 
ontraignant ainsi les r�esidus suivants�a être fortement r�eduits et �a n'être trait�es que par la norme L2. D'o�u l'int�erêt dans les 
ass�ev�eres de r�eduire la valeur de k. Ce 
onstat a �et�e mis en �eviden
e dans [Corbier et al, 2012℄.Cependant, il nous appartient de v�eri�er que la re
her
he d'un estimateur signi�
ativementrobuste ne se traduit pas par une perte importante de performan
e59



CHAPITRE 4. CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE

Fig. 4.1 { Causalit�e d'apparition des outliers d'innovation par les outliers d'observation. Ilapparâ�t le m�e
anisme interne de bou
le de retour dans le mod�ele de pr�edi
tion.4.3 Con
lusionAu d�ebut de 
e 
hapitre, nous avons pr�esent�e un 
rit�ere d'estimation robuste, bas�e surla norme de Huber munie d'un param�etre ayant pour fon
tion d'ajuster la robustesse etl'eÆ
a
it�e de l'estimateur. Nous avons ainsi montr�e qu'en pr�esen
e d'outliers d'innovationdans les erreurs de pr�edi
tion, 
e 
rit�ere 
onvergeait uniform�ement vers un 
rit�ere limite etque l'estimateur robuste 
onvergeait aussi. Nous avons aussi justi��e le 
hoix d'un intervallede bruit �etendu vers les petites valeurs 
omme une 
ons�equen
e de la nature de la r�egressiondu mod�ele de pr�edi
tion. Dans le 
hapitre suivant, nous traiterons des aspe
ts te
hniques li�es�a l'estimation des stru
tures de mod�eles pseudolin�eaires.
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Chapitre 5Performan
es de l'estimateur robuste :d�eveloppement de l'appro
he L!-FTECe 
hapitre traite de points te
hniques nouveaux qui n'existent pas dans les appro
heslin�eaires et asso
i�ees telle que l'appro
he LPV, lin�eaire �a param�etres variables ou LTV, lin�eaire�a temps variables. En e�et, il s'agit de lin�eariser les fon
tions de transfert des mod�eles pseu-dolin�eaires de pr�edi
tion que l'on 
her
he �a estimer. Con
r�etement, il s'agit de d�eterminer lalimite L (appel�ee aussi ordre large) des d�eveloppements en s�erie de Taylor du gradient  t (�)et du Hessien � t(�)�� de l'erreur de pr�edi
tion pour la stru
ture de mod�ele OE. L'obje
tif estde lin�eariser 
es expressions et d'en d�eduire 
elles du gradient et du Hessien du PREC. Ce
hapitre aborde ensuite le probl�eme de la distribution asymptotique de l'estimateur dansl'appro
he Ikb �etendu, au moyen de la 
onvergen
e en loi de la suite de variables al�eatoirespN ��̂HN � �0�. A partir des expressions asymptotiques du gradient et du Hessien du PREC,l'expression de la matri
e de varian
e/
ovarian
e du M-estimateur de Huber dans l'appro
heL!-FTE est pr�esent�ee.5.1 Justi�
ation de l'appro
heLa d�emar
he 
lassique lorsque sont abord�es les probl�emes li�es aux stru
tures non lin�eaires,est d'essayer, dans la mesure du possible, d'e�e
tuer une lin�earisation autour d'un point[Braess, 1986℄ et de limiter la longueur L de 
elle-
i, dans le but de r�eduire le 
oût des 
al-
uls. Dans la suite de notre travail, nous nous pla�
ons dans 
e 
ontexte, en proposant delimiter L tout en assurant la pr�e
ision requise des r�esultats num�eriques. A l'origine, 
ette61



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTElin�earisation pr�esente une somme in�nie et se pla
e don
 dans un 
adre purement th�eoriqueet non 
al
ulatoire. Limiter 
ette somme par un ordre large L se justi�e don
. Cependant, le
hoix de L ne doit pas r�esulter d'une quel
onque m�ethode empirique, 
ar elle peut augmentersigni�
ativement le 
oût des 
al
uls. Ce 
hoix doit s'appuyer sur un 
adre formel, en montrantque l'approximation lin�eaire m�ene �a des bornes sup�erieures d'erreurs qui tendent vers z�ero oudans la mesure du possible, qui tendent vers de tr�es faibles valeurs. Ces probl�emes appliqu�esaux mod�eles param�etriques ont �et�e men�es �a l'origine par [Baxter, 1962℄ et [Berk, 1974℄. Lepremier a trait�e l'aspe
t formel du probl�eme en montrant qu'il �etait possible de limiter unmod�ele et d'en donner un pr�edi
teur �ni. Le se
ond l'a appliqu�e �a un pro
essus AR en�etablissant la 
onsisten
e d'un estim�e spe
tral. Cependant, Berk ne justi�e pas vraiment le
hoix de L et se 
ontente d'une �etude empirique. Un premier travail faisant l'objet d'uneavan
�ee r�eelle sur la justi�
ation de L, 
on
erne 
elui r�ealis�e par Mayne et Firoozan dans[Mayne et Firoozan, 1982℄. Ces auteurs ont �etudi�e une identi�
ation lin�eaire d'un pro
essusARMA, en essayant e�e
tivement de 
hoisir L dans le but de r�eduire les s�ev�eres e�orts 
al
ula-toires exig�es par la fon
tion de vraisemblan
e. Dans la 
on
lusion de leur arti
le, ils proposentque L soit 
hoisi 
omme la ra
ine de la fon
tion de Lambert W , telle que LeL = z o�u z estun nombre 
omplexe dont la partie r�eelle est 
omprise entre �1=e et 0 [Corless et al, 1995℄.C'est �nalement Al-Smadi dans [Al-Smadi, 2007℄ qui utilise la fon
tion de Lambert 
ommeordre large, dans son algorithme bas�e sur les moindres 
arr�es pour l'identi�
ation d'un mod�eleARMA non-gaussien. Cependant, les valeurs de L ne sont pas 
lairement justi��ees. Le termed'ordre large a �et�e sugg�er�e par S�oderstr�om dans [S�oderstr�om et al, 2003℄. Les auteurs pro-posent une grande valeur de L sans r�eelle justi�
ation, dont l'obje
tif est d'approximer unmod�ele ARMA par un mod�ele AR. Les valeurs ainsi 
hoisies s'appuient sur une m�ethodeessentiellement empirique.Ces �etudes montrent qu'il est parfois diÆ
ile de donner la raison du 
hoix de L dans lebut de limiter une somme et d'en apporter toutes les justi�
ations, qu'elles soient formelleset/ou exp�erimentales. Dans 
e travail, nous allons au 
ontraire, d�e�nir un 
adre formel etnous montrerons par quelques r�esultats exp�erimentaux son appli
ation. Le point de d�epart
on
erne la stru
ture nonlin�eaire de la relation reliant le gradient  t (�) au r�egresseur 't (�),pour une stru
ture de mod�ele pseudolin�eaire donn�ee. Pour un mod�ele OE ou ARMAX, 
etterelation s'�e
rit P (q; �) t (�) = 't (�) (5.1)
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CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEo�u P (q; �) est un polynôme monique. Dans la suite, nous nous fo
alisons au 
as parti
u-lier du mod�ele OE, o�u P (q; �) = F (q; �) et 't (�) = �ut�1:::ut�w �ŷt�1 (�) :::�ŷt�p (�)�T[Ljung, 1999℄(
hapitre 10 p. 329). La relation (5.1) montre que le gradient  t (�) s'obtient en�ltrant le r�egresseur 't (�) par le �ltre 1=F (q; �). En 
onsid�erant la fon
tion de transfert�p (q; �) = 1F (q; �) = 11 +Ppi=1 fiq�i (5.2), le gradient et le Hessien du mod�ele de pr�edi
tion ŷt (�) s'�e
rivent respe
tivement t (�) = �p (q; �)'t (�) (5.3)et ��� Tt (�) = ���� F (q; �)[F (q; �)℄2 'Tt (�) + 1F (q; �) ���'Tt (�) (5.4)Le d�eveloppement �ni en s�erie de Taylor (L!-FTE) de (5.3) et (5.4) doit tenir 
ompte del'hypoth�ese que la fon
tion de transfert �p (q; �) est stable pour tout � 2 DM. Il semble toutnaturel de penser que L d�epend du pla
ement des pôles de la fon
tion de transfert asso
i�ee�p (z; �) o�u z 2 C . Si �k est le k-i�eme pôle de �p (z; �), alors ~r = supk �k est une informationsur la valeur de L. Si nous 
onsid�erons le disque ouvert de R2 , 
 = f(x; y) =x2 + y2 < 1g etson bord �
 = f(x; y) =x2 + y2 = 1g, alors pour ~r pro
he de �
, la valeur de L augmentera.Dans le 
as 
ontraire L diminuera.5.2 L!-FTE du gradient de "t (�)Nous 
onsid�erons l'hypoth�ese que la fon
tion de transfert �p (z; �) est stable pour tout� 2 DM. Elle peut s'�e
rire �p (z; �) = 1� ~�p (z; �) (5.5)ave
 ~�p (z; �) = ~N (z; �)~D (z; �) = �1zp�1 + :::+ �pzp + �1zp�1 + ::: + �p (5.6)La nouvelle fon
tion de transfert ~�p (z; �) pr�esente p-pôles ��k = �kej ~'k	pk=1, ave
 �k < 1pour tout k = 1:::p. Alors, un d�eveloppement de Taylor en z�ero de �p (z; �) devient�p (z; �) = 1Xm=0A�mz�m (5.7)63



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEave
 A�m les 
oeÆ
ients de Taylor, donn�es parA�m = � pXk=1 Res�~�p; �k� �km�1 (5.8)pour lesquels A�0 = 1 et A�m < 1 8m � 1. Res�~�p; �k� = ~�kej~�k est le k-i�eme r�esidu de~�p (z; �) en pk ave
 ~�k < 1.Le gradient devient alors  t (�) = 1Xm=0A�m't�m (�) (5.9)o�u les 
oeÆ
ients de Taylor peuvent être approxim�es parA�m � �2 F(p=2)Xk=1 ~�k�m�1k 
os (
mk ) (5.10)et 
mk = ( ~�k + (m� 1) ~'k si p = 2nl� si p = 2n+ 1; l = fm;m� 1; 1; 0g (5.11)La fon
tion F(�) est le plus pro
he entier inf�erieur ou �egal �a �. L'obje
tif est maintenantde pr�esenter 
ette nouvelle m�ethode de d�etermination de L de l'approximation lin�eaire dugradient.La premi�ere �etape 
onsiste �a prendre la valeur absolue des 
oeÆ
ients de Taylor A�m. Nousavons ��A�m�� � ~��m ave
 ~��m = 2 F(p=2)Xk=1 ~�k�m�1k j
os (
mk )j (5.12)Montrons que 
es 
oeÆ
ients pr�esentent des lobes pseudo-p�eriodiques o�u L d�esigne la pseudo-p�eriode, et qu'il existe un entier k0 tel queL = F ���� ~'�1k0 ��� (5.13)Preuve :L'expression j
os (
mk )j est maximale lorsque 2n� � 
mk � (2n+ 1)�, ave
 n 2 Z. Alorsm (k) � m � m (k) o�u m (k) = 1 + ~'�1k �(2n+ 1)� � ~�k� (5.14)64



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEet m (k) = 1 + ~'�1k �2n� � ~�k� (5.15)Il existe une valeur k0 de k telle queL = maxk=k0 F (jm (k)�m (k)j) (5.16)La pseudo-p�eriode est alors donn�ee parL = maxk=k0 F ���� ~'�1k ��� = F ���� ~'�1k0 ��� (5.17)La deuxi�eme �etape 
onsiste �a 
her
her l'enveloppe de d�e
roissan
e passant par les maximades lobes. Cha
un d'entre eux est donn�e par ~��mr ave
 mr = 1+ rL, r = f0; 1; :::; Rg, R 2 N .R est un nombre signi�
atif de lobes tel que ~��mr < � o�u � est un seuil �x�e. Il semble en e�etraisonnable d'imposer une limite sup�erieure �a � au-del�a desquels les maxima des lobes n'ontplus de r�eelle signi�
ation. Ce seuil est �x�e �a 0:01 et le restera aussi pour l'ordre large duHessien, 
orrespondant ainsi �a 1% de max �~��m�. Cette enveloppe est donn�ee par la fon
tion��2 (m) = ��1m2 + ��2m4 (5.18)o�u ���1 ; ��2� sont deux r�eels donn�es par �̂ = M̂�1�̂ ave
 �̂ = ���1 ��2�T , �̂ = ���2 (m1) ��2 (m2)�Tet M̂ =  1m21 1m411m22 1m41 ! (5.19)L'ordre large L limitant l'approximation lin�eaire de  t (�) est don
 la solution de l'�equation��2 (L) = � (5.20)Nous obtenons alors L�� = F "s 12� �q���1�2 + 4��2� + ��1�# (5.21)Cette expression montre deux d�ependan
es, l'une expli
ite et l'autre impli
ite. La d�ependan
eexpli
ite est li�ee au 
hoix de � . Le prendre trop grand, 
'est ne pas v�eri�er la maximisationde la borne sup�erieure de l'erreur entre  t et  Lt (L!-FTE de  t), et de prendre le risqued'avoir un d�eveloppement de Taylor trop grand. Dans le 
as 
ontraire, 
'est augmenter defa�
on 
ons�equente le temps de 
al
ul de  Lt . La d�ependan
e impli
ite est 
elle li�ee aux 
oeÆ-
ients ��1 et ��2 , qui d�ependent de � et don
 du r�esultat de l'estimation. Si l'estimateur est tr�es65



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEperturb�e par les outliers d'innovation, alors nous risquons de v�eri�er la 
ondition ~r pro
he de�
. En 
ons�equen
e, le nombre de lobes signi�
atifs R va augmenter, et L va 
rô�tre. Pourillustrer 
e
i, la �gure 5.1 (gau
he) montre les 
oeÆ
ients A�m, ~��m et ��2 (m) en fon
tion dem pour un mod�ele estim�e OE(11,5) (p = 11; w = 5) ave
 une 
onstante d'a

ord k = 0:05.Les donn�ees de sortie du pro
essus simul�e ont �et�e 
ontamin�ees par 5% d'outliers d'observa-tion. Cette �gure montre les lobes ainsi que l'e�et rebond ave
 une pseudo-p�eriode L �egale�a 9. Le nombre de lobes signi�
atifs est R = 13. L'enveloppe donn�ee par ��2 (m) asso
i�ee �a� = 0:01 fournit un ordre large L�� = 119. La �gure 5.1 (droite) montre les 
oeÆ
ients A�m,~��m et ��2 (m) en fon
tion de m pour un mod�ele estim�e OE(11,5) ave
 une 
onstante d'a

ordk = 0:05. Pour 
et exemple, les donn�ees de sortie du pro
essus ont �et�e 
ontamin�ees par 10%d'outliers d'observation. Ave
 
e taux plus �elev�e, le M-estimateur de Huber est plus perturb�e,modi�ant ainsi 
ertaines 
ara
t�eristiques. La pseudo-p�eriode reste �egale �a 9, mais le nombrede lobes signi�
atifs passe �a 24 et l'ordre large L�� = 227. Ces r�esultats montrent 
lairementl'e�et impli
ite, dû aux r�esultats de l'estimation. Ces deux �gures mettent en �eviden
e le faitque les 
oeÆ
ients de Taylor A�m tendent vers z�ero pour m suÆsamment grand. Il existe don
un ordre large L�� tel que ���A�L�� ���! 0.Consid�erons alors le th�eor�eme suivantTh�eor�eme 6 Soient �A�m	1m=0 2 R les 
oeÆ
ients de Taylor de (5.9) tels que ��A�m�� � 1 etlimm!1 ��A�m��! 0. Il existe un ordre large L�� 2 N pour lequelsupt 

 t (�)�  Lt (�)

L1 � C�(L��)2 (5.22)o�u  Lt (�) est la L!-FTE de  t (�), C� 2 R.Preuve :A partir de (5.9) nous avons t (�) = L��Xm=0A�m't�m (�) + 1Xm=L��+1A�m't�m (�) (5.23)Il vient que supt 

 t (�)�  Lt (�)

L1 � 1Xm=L��+1 ��A�m�� supt k't�m (�)kL1 (5.24)66
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Fig. 5.1 { (gau
he) : CoeÆ
ients A�m, ~��m et ��2 (m) en fon
tion de m pour un mod�ele estim�eOE(11,5) (p = 11; w = 5) ave
 une 
onstante d'a

ord k = 0:05. Le taux de 
ontamination enoutliers d'observation est de 5%. La pseudo-p�eriode est L = 9, le nombre de lobes signi�
atifsest R = 13 et l'ordre large vaut L�� = 119. (droite) : CoeÆ
ients A�m, ~��m et ��2 (m) en fon
tionde m pour un mod�ele estim�e OE(11,5) (p = 11; w = 5) ave
 une 
onstante d'a

ord k = 0:05.Le taux de 
ontamination en outliers d'observation est de 10%. L'estimateur est plus perturb�e,modi�ant ainsi 
ertains r�esultats. La pseudo-p�eriode reste �egale �a 9, mais le nombre de lobessigni�
atifs passe �a 24 et l'ordre large vaut 227.
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CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEDans [Ljung, 1978℄ et [Ljung et Caines, 1979℄, les auteurs partent de l'hypoth�ese que ler�egresseur 'l (�) 2 Rd est born�e pour tout l. Soit Y� = supl k'l (�)kL1 . Par ailleurs, puisque��A�m�� � ����2 (m)��, alors supt 

 t (�)�  Lt (�)

L1 � Y� 1Xm=L��+1 ����2 ��m4 (5.25)Des 
al
uls simples sur la somme de Riemann m�enent �a1Xm=L��+1 1m4 � �418 1(L��)2 (5.26)Par 
ons�equent supt 

 t (�)�  Lt (�)

L1 � C�(L��)2 (5.27)ave
 C� = �418Y� ����2��.Ce th�eor�eme montre qu'il existe un ordre large L suÆsamment grand tel que Lt (�) = L��Xm=0A�m't�m (�) (5.28)soit 
onsid�er�ee 
omme une bonne approximation lin�eaire de  t (�). Soit bG� = C�(L��)2 la bornesup�erieure de l'erreur entre  t (�) et  Lt (�). Pour les deux exemples 
it�es pr�e
�edemment,bG� = 4:79�10�4 pour une 
ontamination de 5% et bG� = 2:45�10�3 pour une 
ontaminationde 10%. Ces deux valeurs 
on�rment les bonnes approximations lin�eaires e�e
tu�ees par lesordres larges L�� = 119 et L�� = 227.Il est parfois utile dans 
ertaines propri�et�es de 
onvergen
e, de 
omparer les quantit�esestim�ees en �̂HN aux quantit�es dites vraies en �0. R�eit�erons 
ette appro
he aux 
oeÆ
ientsde Taylor estim�es en �̂HN . Soient A�̂HNk 
es 
oeÆ
ients et A�0k les "vrais 
oeÆ
ients" en �0.Simpli�ons 
ertaines notations : L̂N = L�̂�HN , ÂNk = A�̂HNk et A0k = A�0k .Consid�erons le th�eor�eme suivantTh�eor�eme 7 Soient deux ve
teurs de dimension in�nie donn�es parA0 = �A01; A02:::�T (5.29)68



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEet ÂN = hÂN1 ÂN2 :::ÂN̂LN0 0:::::iT (5.30)alors 


A0 � ÂN̂LN


L1 � ~K�0�L̂N�2 (5.31)Preuve :D'apr�es [Baxter, 1962℄ et [Berk, 1974℄, nous avons


A0 � ÂN̂LN


L1 = L̂NXk=1 ���A0k � ÂNk ��� + 1Xk=L̂N+1 ��A0k�� (5.32)o�u L̂NXk=1 ���A0k � ÂNk ��� � �K 1Xk=L̂N+1 ��A0k�� (5.33)Par ailleurs, d'apr�es le th�eor�eme 6, nous savons que1Xk=L̂N+1 ��A0k�� � ~C�0�L̂N�2 (5.34)ainsi 


A0 � ÂN̂LN


L1 � ~K�0�L̂N�2 (5.35)Ce th�eor�eme signi�e que tout ve
teur in�ni ave
 un nombre limit�e de termes ÂN̂LN non nulstend asymptotiquement vers le vrai ve
teur in�ni A0. Ce th�eor�eme montre que nous pouvonsobtenir la L!-FTE de  t (�) ave
 la 
ondition ���ÂN̂LN ���! 0.5.3 L!-FTE du Hessien de "t(�)L'obje
tif est de trouver la L!-FTE du Hessien de "t(�). D�erivons  Tt (�) par rapport �a �.Nous obtenons ��� Tt (�) = ���� F (q; �)[F (q; �)℄2 'Tt (�) + 1F (q; �) ���'Tt (�) (5.36)69



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTECette relation �etant 
ompos�ee de deux termes, l'�etude de la L!-FTE se fait don
 en deuxparties.Consid�erons le premier terme �a droite de l'�egalit�e de (5.36). Posons alors� (q; �) = ���� F (q; �)[F (q; �)℄2 (5.37)On peut fa
ilement v�eri�er que� (q; �) = �Ow�1 �q�1[F (q; �)℄2 ::: �q�p[F (q; �)℄2�T (5.38)La fon
tion de transfert asso
i�ee �z�s[F (z;�)℄2 o�u z 2 C ave
 1 � s � p poss�ede p pôles simples etp pôles doubles et peut don
 s'�e
rire�z�s[F (z; �)℄2 = �z2p�s(zp + f1zp�1 + :::+ fp)2 = pXk=1 ~As (z; �)~Bs (z; �) (5.39)ave
 ~As (z; �)~Bs (z; �) = rk;sz � pk + ~rk;s(z � pk)2 (5.40)o�u jpkj < 1; 8k. Les (k; s)-r�esidus de ~As(z;�)~Bs(z;�) s'obtiennent parrk;s = ( ddz "(z � pk)2 ~As (z; �)~Bs (z; �)#)z=pk (5.41)et ~rk;s = "(z � pk)2 ~As (z; �)~Bs (z; �)#z=pk (5.42)Nous pouvons alors �e
rire�z�s[F (z; �)℄2 = 1Xm=0 pXk=1 �rk;spkm +m~rk;spkm�1� z�(m+1) (5.43)Ave
 le 
hangement de variables [v = m + 1℄, (5.43) devient�z�s[F (z; �)℄2 = 1Xv=1 
�v;sz�v (5.44)70



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEdans laquelle les 
oeÆ
ients 
�v;s sont donn�es par
�v;s = pXk=1 �rk;spkv�1 + (v � 1) ~rk;spkv�2� (5.45)Nous obtenons alors � (q; �)'Tt (�) = 1Xv=1 X�v'Tt�v (�) (5.46)ave
 X�v = �Ow�1
�v;1:::
�v;p�T (5.47)Le deuxi�eme terme �a droite de l'�egalit�e de (5.36) devient1F (q; �) ���'Tt (�) = 1Xk=0 A�k ���'Tt�k (�) (5.48)La (d� d)-matri
e, ���'Tt�k (�) est donn�ee par���'Tt�k (�) =  Ow�w M �k;1Op�w M �k;2 ! (5.49)ave
 M �k;1 = 0BBBB� � 1Pl=0A�l ut�2�k�l ::: � 1Pl=0A�l ut�1�p�k�l::: ::: :::� 1Pl=0A�l ut�1�w�k�l ::: � 1Pl=0A�l ut�1�w�p�k�l
1CCCCA (5.50)et M �k;2 = 0BBBB� 1Pl=0A�l ŷt�2�k�l (�) ::: 1Pl=0A�l ŷt�1�p�k�l (�)::: ::: :::1Pl=0A�l ŷt�1�p�k�l (�) ::: 1Pl=0A�l ŷt�1�2p�k�l (�)
1CCCCA (5.51)On a alors 1F (q; �) ���'Tt (�) = � 1Xk=0 1Xl=0 A�kA�lR�t�k�l (5.52)ave
 la (d� d)-matri
e, R�t�k�l d�e�nie parR�t�k�l = [0d�w 't�1�k�l (�) :::'t�1�p�k�l (�)℄ (5.53)71



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEA partir de 
es r�esultats, le Hessien de l'erreur de pr�edi
tion devient��� Tt (�) = 1Xv=1 X�v'Tt�v (�)� 1Xk=0 1Xl=0 A�kA�lR�t�k�l (5.54)Nous devons maintenant 
her
her la L!-FTE de (5.54) et don
, dans un premier temps
her
her le ou les ordres larges asso
i�es. Comme nous pouvons l'observer, 
ette expression est
ompos�ee de deux termes. Le premier n'est pas fon
tion des 
oeÆ
ients A�k. Nous pouvonsen d�eduire qu'il existe un autre ordre large, d�enot�e �L�� �a d�eterminer. Quant au deuxi�emeterme, il fait apparâ�tre le produit A�kA�l . La somme peut ainsi être d�evelopp�ee en L�� -termes.L'ordre large �L�� est dire
tement li�e aux 
oeÆ
ients 
�v;s. En utilisant la même appro
he quepour les 
oeÆ
ients A�k, l'expression ��
�v;s�� pr�esentent des lobes pseudo-p�eriodiques de pseudo-p�eriode donn�ee par (5.13). Chaque lobe a un maximum donn�e par ��
�vr;s�� o�u vr = L2 + rL,r 2 �EN = �0; 1; :::; �R	. L'entier �R repr�esente le nombre de lobes signi�
atifs tel que ��
�vr;s�� < �pour lequel � = 0:01. L'enveloppe de ��
�vr;s�� peut être repr�esent�ee par la fon
tion��4;s (v) = ���1;sv + ���2;sv2 + ���3;sv3 + ~��4;sv4 ; 1 � s � p (5.55)Pour 
haque valeur de s, il existe alors un ordre large de ��
�v;s��, not�e �L�s;� ra
ine de ��4;s ��L�s;�� =� . La r�esolution de 
ette �equation d'ordre 4 aboutit �a�L�s;� = max ���s;�; ���s;�� (5.56)ave
 ��s;� = F0BB� 1q(�a�s;�)2�4�b�s;���a�s;�2 � �b�s;�4�a�s;� 1CCA (5.57)
���s;� = F0BB� 1q(�a�s;�)2�4�
�s;�+�a�s;�2 � �b�s;�4�a�s;� 1CCA (5.58)o�u �a�s;� est la ra
ine de��a�s;��6 + 2A�s;� ��a�s;��4 + h�A�s;��2 � 4C�s;�i ��a�s;��2 � �B�s;��2 = 0 (5.59)pour laquelle �b�s;� = 12 "��a�s;��2 + A�s;� � B�s;��a�s;� # (5.60)72



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTE
�
�s;� = 12 "��a�s;��2 + A�s;� + B�s;��a�s;� # (5.61)A�s;� = ���2;s���4;s � 38  ���3;s���4;s!2 (5.62)B�s;� = 18  ���3;s���4;s!3 � 12 ���3;s ���2;s����4;s�2 + ���1;s���4;s (5.63)et C�s;� = � 3256  ���3;s���4;s!4 + 116 ���2;s���4;s  ���3;s���4;s!2 � 14 ���3;s ���1;s����4;s�2 + ����4;s (5.64)L'ordre large �L�� est donn�e par �L�� = max ��L�1;�; :::; �L�p;�� (5.65)Les �gures 5.2 montrent deux exemples de 
oeÆ
ients 
�v;s, ��
�v;s�� ainsi que la fon
tion en-veloppe ��4;s (v) pour s = 1. Les mod�eles estim�es sont les mêmes que 
eux pr�esent�es pour legradient. Pour le premier, la pseudo-p�eriode est �egale �a 9, le nombre de lobes signi�
atifsvaut 24 et l'ordre large �L�� = 238. Pour le deuxi�eme, la pseudo-p�eriode ne 
hange pas, maisle nombre de lobes passe �a 42 et l'ordre large est �egal �a 440. Ce
i montre une nouvelle foisles 
ons�equen
es sur la longueur de la lin�earisation pour un taux de 
ontamination di��erent.Cela peut parâ�tre ex
essif, mais soulignons que les donn�ees du pro
essus sont fortement
ontamin�ees, 
r�eant ainsi des outliers d'innovation de valeurs signi�
atives ave
 des o

u-ren
es r�eguli�eres. Si le 
oût de 
ette lin�earisation par L�� et �L�� a

rô�t la 
harge des 
al
uls,la diminution de 
es deux valeurs peut s'e�e
tuer en augmentant le seuil � . Une autre fa�
onde diminuer 
es valeurs serait, selon une hypoth�ese, de fortement robusti�er l'estimation. Cepoint reste en
ore �a �e
lair
ir et demande des investigations suppl�ementaires.Enon�
ons le th�eor�eme de la L!-FTE du Hessien.Th�eor�eme 8 Consid�erons les deux ordres larges donn�es respe
tivement par (5.21) et (5.65),alors supt 



 ��� Tt (�)� ��� (�L;L)Tt (�)



L1 � �̂� C�1��L���2 + C�2(L��)2 + C�3(L��)4! (5.66)73
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he) : CoeÆ
ients 
�v;1, ��
�v;1�� et ��4;1 (v) en fon
tion de v pour un mod�eleestim�e OE(11,5) ave
 une 
onstante d'a

ord k = 0:05. Le taux de 
ontamination en outliersd'observation est de 5%. La pseudo-p�eriode est L = 9, le nombre de lobes signi�
atifs estR = 24 et l'ordre large vaut �L�� = 238. (droite) : CoeÆ
ients 
�v;1, ��
�v;1�� et ��4;1 (v) en fon
tionde v pour un mod�ele estim�e OE(11,5) ave
 une 
onstante d'a

ord k = 0:05. Le taux de
ontamination en outliers d'observation est de 10%. Une nouvelle fois, l'estimateur est plusperturb�e, modi�ant 
ertains r�esultats. La pseudo-p�eriode reste �egale �a 9, mais le nombre delobes signi�
atifs passe �a 42 et l'ordre large vaut 440.
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CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEPreuve :A partir de (5.54), nous avons��� Tt (�) = �L��Xv=1 X�v'Tt�v (�)� L��Xk=0 L��Xl=0 A�kA�lR�t�k�l+ 1Xv=�L��+1X�v'Tt�v (�)� 2 L��Xk=0 1Xl=L��+1A�kA�lR�t�k�l � 1Xk=L��+1 1Xl=L��+1A�kA�lR�t�k�l (5.67)D�esignons la L!-FTE du Hessien par��� (�L;L)Tt (�) = �L��Xv=1 X�v'Tt�v (�)� L��Xk=0 L��Xl=0 A�kA�lR�t�k�l (5.68)Il vient que supt 



 ��� Tt (�)� ��� (�L;L)Tt (�)



L1 � supt Z�;�Lt + supt ��;Lt (5.69)ave
 Z�;�Lt = 1Xv=�L��+1 

X�v'Tt�v (�)

L1 (5.70)et ��;Lt = 2 L��Xk=0 1Xl=L��+1 ��A�k�� ��A�l �� 

R�t�k�l

L1 + 1Xk=L��+1 1Xl=L��+1 ��A�k�� ��A�l �� 

R�t�k�l

L1 (5.71)En supposant Y� = supl k'l (�)k et sa
hant que �����4;s (v)� ~��4;sv4 ���! 0, alorssupt Z�;�Lt � Y� 1Xv=�L��+1 pXi=1 ��4;i (v) (5.72)Il est fa
ile de v�eri�er que 1Pl=�L��+1 1l4 � �418 1(�L��)2 et en posant C�1 = �418 pPi=1 ���4;i, nous obtenonssupt Z�;�Lt � Y�C�1��L���2 (5.73)75



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTESoient respe
tivement ��;L1;t et ~��;L2;t les premier et deuxi�eme termes de ��;Lt . Supposonsla matri
e R�t born�ee par le fait que 
elle-
i est 
ompos�ee des r�egresseurs 't (�) qui sonteux-mêmes born�es. Posons alors supt 

R�t

L1 = �̂�. Par ailleurs, il est fa
ile de v�eri�er queL��Pk=1 1k2 � �26 �1 + 2(L��)2� et L��Pk=1 1k4 � �490 �1 + 52(L��)2�. Nous obtenonssupt ��;L1;t � �̂�C�2(L��)2 (5.74)ave
 C�2 = ��1��2 �418 ��23 + �445�, supt ��;L2;t � �̂�C�3(L��)4 (5.75)o�u C�3 = ��1��2 ��418�2.En 
ons�equen
e supt Z�;�Lt + supt ��;Lt � �̂� C�1��L���2 + C�2(L��)2 + C�3(L��)4! (5.76)Ce qui prouve le th�eor�eme.Il nous reste maintenant, �a partir des L!-FTE �etablies pr�e
�edemment, �a d�eterminer 
elles dugradient et du Hessien du PREC.5.4 L!-FTE du gradient et du Hessien du PRECRappelons que le gradient est donn�e parW 0N(�) = 1N NXt=1 	t;� ("; �) (5.77)On peut alors d�eduire la L!-FTE de 	 
omme	Lt;� ("; �) = � L�2;t (�) "�2;t(�)� � L�1;t (�) s�1;t(�) (5.78)C'est �a dire, en utilisant (5.28)	Lt;�("; �) = � L��Xm=0A�mJ t;m�2;�1 (�) (5.79)76



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEave
 J t;m�2;�1 (�) = J t;m�2 (�) + J t;m�1 (�) (5.80)pour lesquels J t;m�2 (�) = "�2;t (�)'�2;t�m (�) (5.81)J t;m�1 (�) = �s�1;t (�)'�1;t�m (�) (5.82)La L!-FTE du gradient du PREC devient alorsW 0LN(�) = � 1N NXt=1 L��Xm=0A�mJ t;m�2;�1 (�) (5.83)Celle du Hessien s'�e
rit W 00L;�LN (�) = W 00�2;L;�LN (�) +W 00�1;L;�LN (�), ave
W 00�2;L;�LN (�) = �1N NXt=1 �L��Xv=1 X�v'T�2;t�v (�) "�2;t (�) + 1N NXt=1 L��Xk=0 L��Xl=0 A�kA�lP��2;t;k;l (5.84)etW 00�1;L;�LN;� (�) = ��N NXt=1 �L��Xv=1 X�v'T�1;t�v (�) s�1;t (�)+ �N NXt=1 L��Xk=0 L��Xl=0 A�kA�lR��1;t�k�ls�1;t (�) (5.85)P��2;t;k;l = R��2;t�k�l"�2;t (�) + '�2;t�m (�)'T�2;t�l (�) et R��2;t�k�l = R�t�k�l si t� k � l 2 �2 (�),R��1;t�k�l = R�t�k�l si t� k � l 2 �1 (�).5.5 Le probl�eme de la distribution asymptotique dansl'appro
he Ikb �etenduDans le 
hapitre 2, nous avons vu que pour un faible niveau de 
ontamination ! dans lemod�ele de d�eviation distributionnelle donn�e parP� (!) = fF jF = (1� !)� + !Hg (5.86)o�u � est la distribution normale et pour un M-estimateur de Huber Fisher-
onsistant, alorsLF �pN ��̂HN � � (F )��!N (0; C (!; � (F ))) (5.87)77



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEPour maximiser la matri
e asymptotique de varian
e/
ovarian
e C (!; � (F )), il existe unedistribution ~F 2 P� (!) dont la densit�e 
orrespondante ~f est li�ee �a la ��-norme de Huber.Cette borne sup�erieure s'�e
ritsupF2P�(!) C (!; � (F )) = C �!; � � ~F�� = I! � ~F��1 (5.88)o�u I! � ~F� est la matri
e d'information de Fisher. Consid�erer ! faible, 
'est 
hoisir une
onstante d'a

ord k 2 [1; 2℄, don
 un fa
teur d'�e
helle dans l'intervalle de bruit 
lassique[�; 2�℄. Dans 
e 
as pr�e
is, la relation (5.87) est v�eri��ee et la distribution asymptotique estune loi normale N .Cette appro
he in�nit�esimale a �et�e largement trait�ee dans la litt�erature. Cela signi�eque même en pr�esen
e d'outliers dans les r�esidus, le mod�ele de distribution asymptotiquereste gaussien. Le probl�eme est beau
oup moins trivial lorsque la 
onstante d'a

ord sortde 
e 
lassique intervalle de bruit. Rappelons qu'�a l'origine, l'extension de 
et intervallevers les petites valeurs se justi�e par les tr�es mauvais r�esultats de l'identi�
ation d'un a
-tionneur piezo�ele
trique, lorsque k 2 [1; 2℄. En e�et, le signal des mi
ro-d�epla
ements (voir�gure 6.1 (droite) 
hapitre 6), fourni par les gauges de d�eformation, ne fait pas 
lairement ap-parâ�tre des outliers d'observation. Ce 
onstat se r�ef�ere aux remarques mentionn�ees par Huber[Huber et Ron
hetti, 2009℄ (
hapitre 1 pp. 4-7), o�u il semble parfois diÆ
ile de d�ete
ter parquelques moyens que se soit 
es donn�ees atypiques. Pourtant, 
es outliers d'observation nonvisibles et non d�ete
tables, ont engendr�e des outliers d'innovation, faisant �e
hou�e les m�ethodes
lassiques d'estimation, telles que les m�ethodes LSE, 3�-RFC et même la M-estimation deHuber ave
 k 2 [1; 2℄. La non trivialit�e du probl�eme est illustr�ee par la FDP des erreurs depr�edi
tion de deux mod�eles OE(12,9) (�gure 5.3) (gau
he) et OE(12,12) (�gure 5.3) (droite),respe
tivement pour k = 0:0625 et k = 0:0875. Ces FDP pr�esentent a priori, des propri�et�esde densit�es bimodales, signi�ant une forte 
ontamination des r�esidus estim�es ainsi qu'uneforte d�eviation distributionnelle du GEM, 
'est-�a-dire ave
 ! > 0:1 
orrespondant ainsi �ak < 0:1. Une remarque de Huber et Ron
hetti dans [Huber et Ron
hetti, 2009℄ (
hapitre 4p. 95) peut nous aider. Elle se r�ef�ere �a l'exemple 4.2 de 
e même 
hapitre (p. 83). Dans
elui-
i, ils 
onsid�erent le GEM donn�e par (5.86) et pr�e
isent que la distribution ~F 
ontenuedans le GEM, minimisant l'information de Fisher a pour FDP~f (X) = 1� !�p2�e���(X)�2 (5.89)78



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEave
, �� (X) = ( X22 si jXj � �� jXj � �22 si jXj > � (5.90)
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Fig. 5.3 { (gau
he) : Fon
tion de densit�e de probabilit�e des r�esidus M-estim�es sur un syst�emepi�ezo�ele
trique pour une 
onstante d'a

ord k = 0:0625. Le mod�ele param�etrique estim�eest un OE(12,9). Cette �gure fait 
lairement apparâ�tre une densit�e bimodale. (droite) :Fon
tion de densit�e de probabilit�e des r�esidus M-estim�es sur un syst�eme pi�ezo�ele
trique pourune 
onstante d'a

ord k = 0:0875. Le mod�ele param�etrique estim�e est un OE(12,12). Labimodalit�e de la densit�e apparâ�t de nouveau.Ils 
onsid�erent le 
as o�u le niveau de 
ontamination ! tend vers 1, donnant une 
onstanted'a

ord pro
he de 0, d'apr�es la relation 2'(k)k � 2� (�k) = !1�! . Il s'ensuit que ~f (X) ! 0,signi�ant qu'il n'y a pas de distribution limite propre. Mais, le M-estim�e eÆ
ient asymptoti-quement pour ~F , tend vers une distribution limite non triviale, 
orrespondant �a un estimateurLSAD. Les auteurs pr�e
isent aussi qu'il pourrait être pr�esomptueux de d�esigner la m�ediane
omme l'estimateur le plus robuste. Cependant, ils soulignent que sa plus importante 
ontri-bution 
on
erne la minimisation du biais maximum de l'estimateur.Nous voyons que le probl�eme n'est pas simple, 
ar, dans l'exemple du pro
essus pi�ezo�ele
trique,la non-trivialit�e de la FDP se traduit vers une FDP aux propri�et�es bimodales et non pas versune FDP aux propri�et�es lapla
iennes. Que faut-il 
on
lure de 
es 
onstats et remarques ?79



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEOn ne peut bien �evidemment pas remettre en question le th�eor�eme 
entral limite, mais iln'est appliquable que pour de faibles valeurs de !. Dans le 
as 
ontraire, 
'est �a dire 
eluiqui fait l'objet de notre �etude, o�u Ikb est �etendu vers les petites valeurs, la loi de distributionasymptotique de pN ��̂HN � �0� o�u �0, est d�esign�ee par L!F , de moyenne nulle et de matri
ede varian
e/
ovarian
e asymptotique C (!; �0). On peut alors s'�e
rireF ! Z L!F ��̂HN� (5.91)Nous dirons alors que toute sva de la forme pN ��̂HN � �0�, a pour loi de distributionasymptotique pN ��̂HN � �0� 2 AsL!F (5.92)v�eri�ant la 
ondition L!F !N , quand ! ! 0 (5.93)La loi de distribution asymptotique normale pour des faibles niveaux de 
ontamination,! < 0:1 
orrespondant �a k � 1, traduit le fait que pour une in�nit�e de r�esidus, même enpr�esen
e d'outliers d'innovation, la distribution de 
es r�esidus est asymptotiquement normale.L'estimation robuste e�e
tu�ee est majoritairement L2 et tr�es peu L1. Cela reste vrai unique-ment lorsque les outliers d'innovation sont peu nombreux et ave
 des amplitudes faibles.L'estimation est alors faiblement perturb�ee et �evite les points de 
assure et de levage. Dansle 
as 
ontraire, l'estimation robuste n'est plus majoritairement L2 et la 
ontribution L1n'est plus n�egligeable, même en pr�esen
e d'une in�nit�e de r�esidus. La loi de distributionasymptotique, donn�ee par L!F , pr�esentent alors des propri�et�es non triviales.5.6 Matri
e de varian
e-
ovarian
e asymptotique duM-estimateur de HuberL'obje
tif est de donner une formulation de la matri
e de varian
e/
ovarian
e asymp-totique C (!; �0) pour ensuite d�eduire 
elle de �̂HN . Pour d�eterminer C (!; �0), nous devonsd'abord exprimer la QM! -matri
e d�enot�ee QM (!; �0; L0) et le Hessien limite �W 00(!; �0; L0) =limN!1EFW 00N (�0), dans lesquelles L0 est l'ordre large donn�e par L0 = limN!1L�̂�HN .
80



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTE5.6.1 Expression de la QM! -matri
e et du Hessien limiteRappelons que le M-estimateur de Huber �̂HN est donn�e par�̂HN = argmin�2DM WN (�) (5.94)ave
 pour 
rit�ere d'estimation robusteWN(�) = 1N NXt=1 "2�2;t(�)2 + �N NXt=1 (j"�1;t(�)j � �s2�1;t(�)2 ) (5.95)Puisque le M-estimateur minimise le gradient de WN(�) par rapport �a �, il en r�esulte queW 0N(�̂HN ) = 0 (5.96)Supposons maintenant que le sous-ensemble DC dans lequel le M-estimateur �̂HN 
onverge,
onsiste en un seul point �0. Un d�eveloppement en s�erie de Taylor de W 0N(�) autour de �0m�ene �a �̂HN � �0 = �W 00N (�N)�1W 0N (�0) (5.97)ave
 �N 2 Rd tel que �0 � �N � �̂HN . Dans le 
hapitre 4, le th�eor�eme 5 montre la
onvergen
e uniforme en � du PREC dans un sous-ensemble 
ompa
t DM, 
'est �a diresup�2DM 

WN (�)� �W (�)

 p:s:! 0. Par des arguments analogues, il devrait être possible de montrerla 
onvergen
e uniforme du Hessien, 
'est-�a-dire sup�2DM 

W 00N (�)� �W 00 (!; �)

 p:s:! 0. Sa
hantque �̂HN p:s:! �0 p.s., alors W 00N (�N)! �W 00(!; �0), a.p.1 quand N !1 (5.98)o�u �W 00(!; �0) = limN!1EFW 00N (�0). En supposant la matri
e �W 00(!; �0) inversible, pour NsuÆsamment grand, nous avonŝ�HN � �0 = � �W 00(!; �0)�1W 0N (�0) (5.99)Il est fa
ile de montrer que la matri
e de varian
e/
ovarian
e asymptotique depN ��̂HN � �0�est donn�ee parC (!; �0) = �W 00(!; �0)�1 � limN!1NEFW 0N (�0)W 0N (�0)T� �W 00(!; �0)�1 (5.100)81



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEdans laquelle la QM! -matri
e s'�e
ritQM (!; �0) = limN!1NEFW 0N (�0)W 0N (�0)T (5.101)
'est �a dire QM (!; �0) = limN!1 1N NXt=1 NXu=1 EF	t;� ("; �0)	Tu;� ("; �0) (5.102)L'expression (5.102), ne fait a priori, au
une distin
tion sur la nature de la r�egression, tantque la 	-fon
tion est exprim�ee ave
  t (�). Si 
ela reste v�eri��e, alors t (�) = ( 't pour une stru
ture de mod�ele lin�eaire Lt (�) pour une stru
ture de mod�ele pseudolin�eaire (5.103)Pour une stru
ture de mod�ele lin�eaire, l'ordre large L est nul et le r�egresseur est ind�ependantde �. Cela signi�e que l'appro
he L! peut être �etendue aux mod�eles lin�eaires (ML) 
ommeun 
as parti
ulier, ave
 la 
onditionML() ( L�� = 0 t (�) =  0t (�) = 't (5.104)et dans le 
as de mod�eles pseudolin�eaires (MPL)MPL() 8><>: L�� 6= 0 t (�) =  Lt (�) = L��Pm=0A�m't�m (�) (5.105)Cette appro
he g�en�eralise le 
ontexte L!, o�u la distin
tion entre les stru
tures ne se fait�nalement que sur la valeur de l'ordre large L et le r�egresseur.Ainsi, �a partir de la L!-FTE de la 	-fon
tion donn�ee par (5.78), la QM! -matri
e s'�e
rit alorspour les ML et MPLQM(!; �0; L0) = limN!1 1N NXt=1 NXu=1 EF	Lt;� ("; �0)	Lu;� ("; �0)T (5.106)Dans le but de d�eterminer 
ette derni�ere expression de mani�ere plus expli
ite, simpli-�ons 
ertaines quantit�es : L��0 = L0, A�0m = A0m, "�2;t (�0) = "0�2;t, s�1;t (�0) = s0�1;t et'�i;t�m(�0) = '0�i;t�m, i = 1; 2. Nous supposons que "0�2;t and '0�2;t�m sont des variablesal�eatoires ind�ependantes pour tout m 2 [0; L0℄. Ce
i est d'abord v�eri��e pour un ML o�u le82



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEr�egresseur 't n'est fon
tion que des entr�ee/sortie ut�i=yt�j (i > 0, j > 0), ensuite pour unMPL o�u le r�egresseur '0t d�epend de ut�i, ŷ0t�j (i > 0, j > 0) dans le 
as d'un mod�ele OE etde ut�i, yt�j, "0t�k (i > 0, j > 0, k > 0) dans le 
as d'un mod�ele ARMAX.L'esp�eran
e math�ematique EF de la matri
e 	t;� ("; �0)	u;� ("; �0)T 
ontient quatre expres-sions L0Xm=0 L0Xn=0 A0mA0nEF "0�2;t"0�2;uEF'0�2;t�m'0�2;u�nT (5.107)�2 L0Xm=0 L0Xn=0 A0mA0nEFs0�1;ts0�1;uEF'0�1;t�m'0�1;u�nT (5.108)� L0Xm=0 L0Xn=0 A0mA0nEF "0�2;ts0�1;uEF'0�2;t�m'0�1;u�nT (5.109)et � L0Xm=0 L0Xn=0 A0mA0nEF "0�2;us0�1;tEF'0�1;t�m'0�2;u�nT (5.110)Pour (5.107), par
e que "0�2;t p:s:! e0�2;t o�u e0�2;t sont des variables al�eatoires ind�ependantes,alors EF "0�2;t"0�2;u = 0 pour t 6= u. Dans le 
as o�u t = u, nous avonsEF �"0�2;t�2 = 1� !�p2� �Z�� "2e�"22�2 d" (5.111)Ave
 le 
hangement de variables X = "� et sa
hant que �0 = �2, il vient queEF �"0�2;t�2 = 2�0 (1� !)p2� kZ0 X2e�X22 dX (5.112)Une simple int�egration par parties montre quekZ0 X2e�X22 dX = 12p2� �p2�� (�k)� kp2�' (k) (5.113)Nous obtenons EF �"0�2;t�2 = �0 (1� !) [1� 2k' (k)� 2� (�k)℄ (5.114)83



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEA partir de la relation entre le niveau de 
ontamination ! et la 
onstante d'a

ord k donn�eepar 2'(k)k � 2� (�k) = !1�! , nous �e
rivonsEF �"0�2;t�2 = �0 [1� A (!)℄ (5.115)ave
 A (!) = 2 (1� !) 1 + k2k ' (k) ; A (!) 2 [0 1[ (5.116)L'expression (5.115) n'est autre que la varian
e des r�esidus dans l'ensemble �2 et il semblenormal de n'avoir qu'une fra
tion de la varian
e �0. L'erreur faite sur 
elle-
i est 
ara
t�eris�eepar la fon
tion A (!). Lorsque la pr�esen
e d'outliers d'innovation est faible, 
ela 
orrespond�a ! faible. Nous retrouvons alors le r�esultat 
lassique o�uEF �"0�2;t�2 ! E� �"0t �2 ! E� �e0t �2 = �0 (5.117)Dans toute la suite, nous poserons� (!) = �0 (1� A (!)) (5.118)Pour l'expression (5.108), par
e que s0�1;t sont des variables al�eatoires ind�ependantes, alorsEFs0�1;ts0�1;u = 0 si t 6= u. Dans le 
as o�u t = u, nous obtenonsEF �s0�1;t�2 = 2 (1� !) e k22�p2� 1Z� e�k"� d" (5.119)Ave
 le 
hangement de variables X = "� , il vient imm�ediatement queEF �s0�1;t�2 = 2 (1� !)k ' (k) (5.120)et �2EF �s0�1;t�2 = 2�0 (1� !) k' (k) = �0B (!) = � (!) (5.121)o�u B (!) = 2 (1� !)k' (k).Quant aux quantit�es (5.109) et (5.110), 
elles-
i sont nulles puisque "0�2;u et s0�1;t sont desvariables al�eatoires ind�ependantes, prenant leurs valeurs �a des index temporels dans deuxensembles di��erents �2 et �1, respe
tivement. En 
ons�equen
e, la QM! -matri
e s'�e
ritQM (!; �0; L0) = � (!)RL0�2 (!; �0) + � (!)RL0�1 (!; �0) (5.122)84



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEave
 RL0�i (!; �0) = L0Xm=0 L0Xn=0 A0mA0n �EF'0�i;t�m'0�i;t�nT ; i = 1; 2 (5.123)Le Hessien limite est issu des expressions (5.84) et (5.85). On obtient alors�W 00�2;L0;�L0(!; �0) = �L0Xv=1 X0v �EF'0�2;t�vT �EF "0�2;t + L0Xk=0 L0Xl=0 A0kA0l �EFP0�2;t;k;l (5.124)�W 00�1;L0;�L0(!; �0) = �� �L0Xv=1 X0v'0�1;t�vT s0�1;t + � L0Xk=0 L0Xl=0 A0kA0l �EFR0�1;t�k�l �EF s0�1;t (5.125)Sa
hant que EF "0�2;t p:s:! EF e0�2;t p:s:! EF e0t p:s:! 0 et EF s0�1;t p:s:! EF s0t p:s:! 0, les expressions (5.124)et (5.125) deviennent �W 00�2;L0;�L0(!; �0) = L0Xk=0 L0Xl=0 A0kA0l �EF'0�2;t�m'0�2;t�nT (5.126)et �W 00�01 ;L0;�L0(!; �0) = 0 (5.127)Le Hessien limite est donn�ee par�W 00 (!; �0; L0) = RL0�2 (!; �0) (5.128)Dans l'appro
he L!, la matri
e C (!; �0) de la distribution asymptotique L!F , devient alorsC (!; �0; L0) et prend la forme suivanteCM (!; �0; L0) = � (!) �RL0�2 (!; �0)�1 + SL0M (!; �0)� (5.129)ave
 SL0M (!; �0) = R (!)RL0�2 (!; �0)�1RL0�1 (!; �0)RL0�2 (!; �0)�1 (5.130)expression dans laquelle, R (!) = B(!)1�A(!) .Remarques :La matri
e SL0M (!; �0) fait 
lairement apparâ�tre la mixit�e de la ��-norme. En e�et, dans le 
as85



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEo�u les r�esidus estim�es pr�esentent une densit�e d'outliers d'innovation Æ�1N (�) = 1N NPt=1 j"�1;t(�)jrelativement faible, se traduisant par 
ard [�1 (�)℄! 0, RL0�1 (!; �0) tend vers la matri
e nulleet le niveau de 
ontamination ! tend vers z�ero. Nous retrouvons la relation (3.45) du 
ontextedes moindres 
arr�es o�u � (!)! �0 etRL0�2 (!; �0)! �E� t (�0) Tt (�0) (5.131)Soulignons qu'ave
 la d�e�nition de la densit�e des outliers d'innovation, le 
rit�ere d'estimationrobuste s'�e
rit WN(�) = 12N NXt=1 �"2�2;t(�)� �2s2�1;t(�)�+ �Æ�1N (�) (5.132)De (5.132), nous pouvons faire deux 
onstatations. Premi�erement, le PREC est proportionnel�a la densit�e des outliers, dont � s'en trouve être son 
oeÆ
ient. Deuxi�emement, 
e 
rit�ere est
ompos�e d'un terme born�e 12N NPt=1 �"2�2;t(�)� �2s2�1;t(�)� et d'un terme qui l'est moins. Il estfa
ile de montrer que sup� jWN(�)j � �2 + � sup� jÆ�1N (�)j (5.133)Pour � �x�e, impliquant �a une 
ertaine densit�e Æ�1N (�), si � 2 DM, alors, la borne sup�erieuredu PREC est seulement proportionnelle au maximum de la densit�e. C'est don
 elle qui des-
ide de la valeur maximale du PREC.Il reste �a d�eduire de (5.129) la L!-matri
e de varian
e/
ovarian
e asymptotique du M-estimateur de Huber. Celle-
i est donn�ee par
ov ��̂HN�!;L0 � � (!) �RL0�2 (!; �0)�1 + SL0M (!; �0)�N (5.134)Il est 
ependant pertinent de fournir une expression 
al
ulable de (5.134), lorsque l'utilisateurposs�ede N points de mesures et un estimateur �̂HN . Ainsi
ov ��̂HN�!;L̂N = �̂N (!)�RL̂N�2 �!; �̂HN��1 + SL̂NM �!; �̂HN��N (5.135)peut être 
onsid�er�e 
omme un estim�e de (5.134), ave
�̂N (!) = 1� A (!)N NXt=1 "2t (�̂HN ) (5.136)86



CHAPITRE 5. PERFORMANCES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE :D�EVELOPPEMENT DE L'APPROCHE L!-FTEun estim�e de � (!) et L̂N un estim�e de l'ordre large L0, donn�e parL�̂�HN = F 24vuut 12�  r�� �̂HN1 �2 + 4� �̂HN2 � + � �̂HN1 !35 (5.137)
5.7 Con
lusionCe 
hapitre a pr�esent�e une nouvelle appro
he pour d�eterminer les ordres larges des ap-proximations lin�eaires du gradient et du Hessien de l'erreur de pr�edi
tion. Ce
i pour end�eduire la 	-fon
tion, le gradient et le Hessien du PREC. Nous avons aussi soulign�e la dif-�
ult�e d'entrevoir une solution 
on
ernant la distribution asymptotique de pN ��̂HN � �0�lorsque les erreurs de pr�edi
tion pr�esentent une densit�e d'outliers d'innovation relativementimportante. Par ailleurs, nous savons que 
ette densit�e varie en fon
tion du seuil � impos�epar la 
onstante d'a

ord k. L'intêret de des
endre k est de traiter le plus rapidement pos-sible, l'e�et impulsionnel de l'outlier survenant dans les r�esidus, pour 
ontraindre les suivants�a ne rester que dans l'intervalle [��; �℄, 
'est �a dire, �a n'être trait�es que par la norme L2.Cependant, 
omme nous l'avons illustr�e ave
 l'exemple de l'identi�
ation, le probl�eme n'estpas simple. Bien que 
ela soit un 
as parti
ulier, il est n�e
essaire de se poser la questionde savoir 
e qu'advient la distribution des r�esidus 
ontenant des outliers �a r�ep�etition, sa-
hant qu'il est in
on
evable de les d�ete
ter et de les �ltrer par un quel
onque �ltre nettoyeur,dont la 
ons�equen
e est de supprimer des informations sur la dynamique du mod�ele. Par
ons�equent, il est important de mettre l'a

ent sur 
e probl�eme, en proposant une loi dedistribution asymptotique non triviale, in
onnue, L!F , de moyenne nulle et de matri
e devarian
e/
ovarian
e 
ov ��̂HN�!;L0 , tenant 
ompte du niveau de 
ontamination du GEM.Notons en�n que la matri
e de varian
e/
ovarian
e asymptotique est indispensable sous plu-sieurs raisons. Premi�erement, elle sert d'indi
ateur dans la phase de l'estimation quant �ala dispersion des param�etres des mod�eles estim�es, et deuxi�emement, elle est n�e
essaire �a lad�etermination du 
rit�ere RFPE.Le 
hapitre suivant �etudiera les limites de l'estimateur robuste �a travers les 
ons�equen
es despoints de levage dans une stru
ture de mod�ele pseudolin�eaire OE dans l'appro
he L!.
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Chapitre 6Limites de l'estimateur robuste :r�edu
tion de la sensibilit�e du biais duM-estimateur de Huber aux points delevageCe 
hapitre 
ommen
e par l'analyse de la propagation des outliers dans les r�egressions desmod�eles ARX et OE. L'id�ee est de faire une �etude 
omparative mod�eles lin�eaires/mod�elespseudolin�eaires. Comme une 
ons�equen
e de 
ette propagation, le d�eli
at probl�eme du trai-tement des points de levage, relatif �a la stru
ture de mod�ele pseudolin�eaire OE est abord�e.Nous allons e�e
tivement montrer que la r�edu
tion de la 
onstante d'a

ord k dans la normede Huber, r�eduit sensiblement le biais de l'estimateur, lorsque survient de tels points. Pour
ela, nous proposons une loi qui fa
ilite le 
hoix de la norme de Huber, 
omme une solu-tion au probl�eme de 
es points. Des simulations de types Monte Carlo ont �et�e 
onduites surun pro
essus simul�e OE(11,5) pour mettre en appli
ation 
e 
adre formel. En plus du biais
omme indi
ateur de la robustesse, nous proposons d'analyser la justesse du mod�ele (model�t) ainsi que le 
omportement de la 
ontribution L1. Les r�esultats sont pr�esent�es et dis
ut�es.
88



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGE6.1 Analyse de la propagation des outliers dans lesr�egressions ARX et OE.Nous avons vu dans le 
hapitre 4 que les 
onvergen
es du PREC et de l'estimateur robustene peuvent être satisfaites que par un 
hoix 
onvenable de l'intervalle de bruit Ikb . Pourl'utilisateur, le 
hoix de k reste une tâ
he d�eli
ate. Il est important de montrer que 
elui-
id�epend de la stru
ture de mod�ele ave
 laquelle doit être e�e
tu�ee l'estimation robuste. Unevaleur bien 
hoisie devrait rapidement r�eduire l'e�et impulsionnel de l'outlier d'innovationainsi que sa propagation dans les erreurs de pr�edi
tion et dans le r�egresseur. Le rôle essentielde la norme L1 est de permettre un traitement rapide de 
es outliers en att�enuant leurs e�etsn�egatifs sur l'estimateur, et de rendre les r�esidus suivants plus petits, dans le but d'être trait�esavantageusement par la norme L2. Cette notion de propagation demeure fondamentale, 
arses 
ons�equen
es dire
tes ou indire
tes d�e
ident de la 
onvergen
e de l'estimateur robuste,et ses e�ets d�ependent de la nature même de la r�egression. Dans le 
as extrême des pointsde levage, 
es derniers ont une haute in
uen
e de position dans l'espa
e fa
teur Ef , d�e�ni
omme l'espa
e de dimension d li�e �a la matri
e de r�egression donn�ee par�TN (�) = ['1 (�) :::'N (�)℄ (6.1)o�u 't (�) est le r�egresseur du mod�ele de pr�edi
tion. Etudions maintenant la propagation desoutliers dans les deux types de r�egression.Dans le 
as des mod�eles lin�eaires, le r�egresseur �etant ind�ependant de �, il n'y a pas depoint de levage, puisque le ve
teur ne d�epend pas des innovations. Le 
as parti
ulier de lastru
ture de mod�ele ARX illustre 
e propos. En e�et, son r�egresseur ne d�epend que desmesures entr�ee/sortie (ut=yt) du pro
essus et est d�e�ni par't = [�yt�1:::� yt�p ut�1:::ut�w℄T (6.2)Pour 
e type de mod�ele, les erreurs de pr�edi
tion sont donn�ees par"t (�) = A (q; �) yt �B (q; �)ut (6.3)Consid�erons maintenant n outliers d'observation �~
i�1�i�n arrivant aux dates t~
i dans las�erie temporelle yt du pro
essus. Le prin
ipe est de distinguer les mesures dites "typiques",not�ees y �
t , o�u �
 est l'ensemble des index temporels de 
es mesures, de 
elles dites "atypiques",89



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGE
'est �a dire les outliers d'observation. Le signal de sortie peut alors s'�e
rireyt = y �
t + Xk2�Wy ~
kÆt;k (6.4)o�u �Wy est l'ensemble des fenêtres ~
-temporelles des outliers d'observation, tels que �
[�Wy =N .En ins�erant (6.4) dans (6.3), l'erreur de pr�edi
tion donn�ee par (4.47) devient"�2;t (�) = y �
t + pXm=1 aHmy �
t�m � wXm=1 bHmut�m (6.5)et "�1;t (�) = Xk2�Wy ~
kÆt;k + Xk2�Wy pXm=1 aHm ~
kÆt�m;k (6.6)pour lesquelles aHm et bHm sont les param�etres au sens de Huber du mod�ele.Les relations (6.5) et (6.6) montrent 
lairement la 
ausalit�e des outliers d'innovation �a traversla stru
ture du mod�ele. Chaque outlier d'observation ~
i provoque des outliers d'innovation
k (�), tels que j
k (�)j > �. Par (4.49), nous avonsXk2�1(�)
k (�) Æt;k = Xk2�Wy ~
kÆt;k + Xk2�Wy pXm=1 aHm ~
kÆt�m;k (6.7)De 
ette �egalit�e, on peut d�eduire deux 
ara
t�eristiques importantes des outliers d'innovation :{ leurs amplitudes 
k (�).{ leur nombre, donn�e par le 
ardinal de l'ensemble d'index �1.Pour 
ette derni�ere 
ara
t�eristique, pla�
ons-nous dans le 
as le plus d�efavorable o�u deux out-liers d'observation ~
k et ~
k+1 apparaissent aux index temporels t~
k et t~
k+1 respe
tivement.Nous disons que la propagation des outliers d'innovation d�epend de la 
omparaison entrel'�e
art �k = t~
k+1 � t~
k , 1 � k � n� 1 et le nombre p de param�etres du polynôme A (q; �).Ainsi, pour s variant de 0 �a p+ 1, le 
ardinal de �1 (�) est donn�e par
ard [�1 (�)℄ = 8<: 
ard � nSi=1�t~
i + s	� si �k < p(p+ 1) 
ard ��Wy� si �k � p (6.8)Dans le 
as parti
ulier o�u il n'y a qu'un seul outlier ~
k, l'�e
art �k est alors n�egatif et le
ardinal de �1 (�) v�eri�e la premi�ere 
ondition de (6.8).90



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGELa relation (6.8) montre bien qu'une su

ession d'outliers ~
k 
ontribue �a entretenir la propa-gation des outliers 
k dans les erreurs de pr�edi
tion. Nous voyons par ailleurs que la limitationdu nombre p de param�etres du polynôme monique A (q; �) implique la limitation de la pro-pagation des outliers d'innovation.La propagation des outliers se retrouve aussi dans l'�evolution du r�egresseur 't du mod�ele depr�edi
tion. Si �(i)W' est le i-i�eme ensemble des fenêtres '-temporelles des outliers d'observation~
i d�e�ni par �(i)W' = �t~
i + 1; :::; t~
i + p	 et �GW' = nSi=1�(i)W' l'ensemble global de 
es fenêtres,alors le nombre d'outliers pr�esents dans le r�egresseur par e�et de propagation est donn�e par
ard h�GW'i = p+ n�1Xk=1 k1�k>p + n�1Xk=1 �k1�k�p (6.9)o�u 1x est l'op�erateur unit�e tel que 1x = 1 si la 
ondition x est vraie et 0 sinon.Ces r�esultats montrent que pour 
ette stru
ture de mod�ele param�etrique, l'absen
e de su
-
essions d'outliers d'observation limite la propagation d'outliers d'innovation. Celle-
i serad'autant plus limit�ee que le 
ardinal de �1 (�) sera r�eduit. Cette r�edu
tion peut se r�ealiserpour des valeurs de la 
onstante d'a

ord k 
hoisie dans un 
ertain intervalle Ikb standard,"passe-partout", donn�e par Ikb = [1; 2℄. Par exemple, Chang dans [Chang et Guo, 2004℄
hoisi k = 1:5, Maronna dans [Maronna et al, 2006℄(
hapitre 3 p. 61) 
hoisi k = 1:37 ou bienSen Roy dans [Sen Roy et Guria, 2009℄ prend la valeur k = 1:57. Ces valeurs se justi�entpar la 
ara
t�ere limit�e de l'e�et de propagation pour 
e type de mod�ele. Cet e�et est r�eduitsi le nombre d'outliers d'observation l'est aussi et si l'amplitude de 
ha
un d'eux est faible.C'est e�e
tivement le 
as des �etudes 
it�ees 
i-dessus.Pr�e
isons que le 
hoix de k peut être vu 
omme un 
ompromis entre robustesse et eÆ
a
it�ed'un estimateur : "Plus de robustesse si k est petit et plus d'eÆ
a
it�e si k est grand.", ditE.M. Ron
hetti. Ce même auteur rajoute que, pour une appli
ation donn�ee, si l'eÆ
a
it�en'est pas un probl�eme 
entral, alors, on peut 
hoisir de tr�es petites valeurs de k pour obtenirplus de robustesse. L'automati
ien retrouvera le 
lassique 
ompromis robustesse/performan
epour le 
ontrôle, mais 
ette fois au niveau de l'estimateur pour l'identi�
ation. Le 
hoix dek = 1:345 est d�etermin�ee en exigeant que l'eÆ
a
it�e soit de 95%, impliquant une "prime d'as-suran
e d'eÆ
a
it�e" de 5% 
ontre les d�eviations distributionnelles du mod�ele. En 
on
lusion,pour 
ette stru
ture de mod�ele param�etrique, l'intervalle de bruit Ikb = [1; 2℄ 
orrespond �aune estimation pour laquelle, le nombre, synonyme de densit�e, et l'amplitude des outliersd'innovation sont restreints, menant �a un estimateur robuste et eÆ
a
e.Dans le 
as 
ontraire o�u la densit�e et/ou le niveau est plus importante, pour 
e type de91



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGEr�egression et dans l'appro
he erreur de pr�edi
tion, l'intervalle pourra être �etendu vers lesbasses valeurs, 
'est �a dire Ikb = [0:5; 2℄. Voir 
hapitre 8 quant �a l'utilisation de 
et intervallede bruit pour l'identi�
ation de pro
essus r�eels.Dans le 
as des mod�eles pseudolin�eaires, le r�egresseur d�ependant de �, un risque de pointsde levage subsiste. Pour une stru
ture de mod�ele OE, le ve
teur r�egresseur est donn�e par't (�) = �ut�1:::ut�w �ŷt�1 (�) :::�ŷt�p (�)�T (6.10)dans lequel, le mod�ele de pr�edi
tion retard�e s fois (1 � s � p), est donn�e par ŷt�s (�) ='Tt�s (�) �. Nous pouvons alors d�eduire l'expression suivanteŷt (�) = b1ut�1 + :::+ bwut�w � f1ŷt�1 (�)� :::� fpŷt�p (�) (6.11)Ce m�e
anisme interne de bou
le de retour provoque un ph�enom�ene de propagation d'out-liers dans 
e ve
teur, et don
 l'o

urren
e de points de levage. En s'appuyant sur le mêmeraisonnement que pour 
elui des mod�eles lin�eaires, supposons que la sortie yt soit donn�ee par(6.4), alors, les erreurs de pr�edi
tion s'�e
rivent"t (�) = y �
t + Xk2�Wy ~
kÆt;k � F (q; �)�1B (q; �) ut (6.12)Consid�erons la fon
tion de transfert F (q; �)�1 stable pour tout � 2 DM. Un d�eveloppementen s�erie de Taylor en z�ero 
onduit �a F (q; �)�1 = Pm�0Am (�) q�m, o�uAm (�) sont les 
oeÆ
ientsde Taylor tels que A0 (�) = 1. Les r�esidus deviennent alors"t (�) = y �
t + Xk2�Wy ~
kÆt;k �Xm�0 wXi=1 Am (�) bHi ut�m�i (6.13)A la di��eren
e de (6.5) et (6.6) qui sont des sommes �nies, l'expression (6.13) est une sommein�nie, li�ee �a la nature nonlin�eaire du r�egresseur. L'aspe
t in�ni de (6.13) et le m�e
anisme der�e
ur
ivit�e de (6.11) 
omplique fortement l'analyse du ph�enom�ene de propagation des out-liers. A�n de mieux 
omprendre 
e m�e
anisme de 
ause �a e�et Outliers d'observation ~
m )Outliers d'innovation 
k (�), dû �a la bou
le interne de 
ontre-r�ea
tion, la �gure 6.1 (gau
he)illustre le ph�enom�ene. Elle montre �egalement la bou
le de 
al
ul des innovations. Les erreursde pr�edi
tion arrivent s�equentiellement dans le PREC, dont la minimisation fournie un estim�equi est lui-même r�einje
t�e dans le mod�ele de pr�edi
tion. La �gure 6.1 (gau
he) fait apparâ�tre92



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGE

0 100 200 300 400 500
−15

−10

−5

0

5

10

15

Indice temporel

M
ic

ro
 d

ép
la

ce
m

en
ts

 

Fig. 6.1 { (gau
he) : Causalit�e d'apparition des outliers d'innovation 
k (�) par les outliersd'observation ~
m. Le m�e
anisme interne de bou
le de retour dans le mod�ele de pr�edi
tionapparâ�t 
lairement. (droite) : Signal des mi
ro-d�epla
ements d'un 
apteur/a
tionneurpi�ezo�ele
trique. Les outliers d'observation ~
m sont diÆ
iles �a re
onnâ�tre.la double bou
le de 
ontre-r�ea
tion.Cette stru
ture de mod�ele param�etrique fait 
raindre un point de rupture relativementbas, signi�ant qu'un simple outlier d'innovation mal pla
�e dans le temps, et n'ayant pasn�e
essairement une tr�es grande amplitude, peut devenir un point de levage, o

asionnant desdommages majeurs dans la pro
�edure d'estimation. Ce
i est probablement vrai dans le 
as o�ul'intervalle de bruit Ikb = [1; 2℄, puisqu'il ne privil�egie ni la forte robustesse, ni la forte eÆ
a
it�ede l'estimateur. Intuitivement, la nature même de la stru
ture des mod�eles �etudi�es, nous amen�e �a 
hoisir un intervalle de bruit Ikb di��erent (voir 
hapitre 4 x4.2). R�eduire k, 
'est r�eduirerapidement l'e�et impulsionnel de l'outlier d'innovation et sa propagation dans le r�egresseurpuis dans les r�esidus. Nous privil�egions la robustesse impulsionnelle, o�u la norme L1 est fo
a-lis�ee sur l'o

uren
e de l'outlier, entrâ�nant une forte r�edu
tion des r�esidus suivants pouvantêtre par la suite trait�es avantageusement par la norme L2. D'o�u l'int�erêt dans les 
as s�ev�eresde r�eduire la valeur de k. Ce 
onstat a �et�e mis en �eviden
e dans [Corbier et al, 2012℄. En e�et,dans 
ette �etude sur la mod�elisation bla
k-box d'un 
apteur/a
tionneur pi�ezo�ele
trique, lesmi
ro-d�epla
ements de 
elui-
i ont engendr�e des outliers d'innovation importants, obligeant�a r�eduire la valeur de k, bien en de�
�a du 
lassique intervalle de bruit [1; 2℄. Les meilleursmod�eles ont �et�e estim�es pour k = 0:0625 et k = 0:0875. Les estimations pour les valeurstypiques de k ainsi qu'une estimation seuill�ee �a 3�, 
'est-�a-dire une appro
he �ltre robuste,93



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGEn'ont pas apport�e de r�eels b�en�e�
es pour la robustesse et pour les performan
es. Par lasuite, il a �et�e prouv�e que diminuer k, 
ontribuait �a diminuer la borne sup�erieure du biaisde l'estimateur 
ontre les points de levage, et don
 indire
tement, �a am�eliorer la qualit�e dumod�ele, tout en garantissant la robustesse de l'estimateur. Ce travail a aussi 
orrobor�e lesremarques faites dans le 
hapitre 2 au sujet de la d�ete
tion des outliers d'observation. Desr�esultats d�etaill�es seront pr�esent�es dans les 
hapitres suivants, mais nous pouvons d'ores etd�ej�a 
onstater sur la �gure 6.1 (droite) illustrant le signal de 
es mi
ro-d�epla
ements, qu'ilest tr�es diÆ
ile, voire impossible, de re
onnâ�tre les outliers d'observation. Pour 
ette appli-
ation, 
es points atypiques font partie int�egrante de la dynamique du syst�eme, 
omme le
on�rme les sp�e
ialistes du domaine. Les d�ete
ter et les supprimer enl�eve des informationssur 
ette dynamique. Le re
ours aux estimateurs 
lassiques, moindres 
arr�es ou robuste-3�,n'ont pas permis d'obtenir de r�esultats satisfaisants. Cet exemple illustre bien la diÆ
ult�ementionn�ee par Huber 
on
ernant la distin
tion entre points typiques et points atypiques.Une des 
ons�equen
es de la propagation des outliers est l'o

urren
e de points de levage.La diÆ
ult�e du traitement de 
es points r�eside dans le fait qu'�a un instant donn�e, ave
 uneamplitude donn�ee, ils peuvent 
auser la divergen
e du 
rit�ere d'estimation et par voie de
ons�equen
e la divergen
e de l'estimateur. Dans la suite de 
e 
hapitre, nous nous proposonsd'�etudier 
e 
as limite de l'estimateur robuste.6.2 Les points de levageIl nous appartient apr�es l'analyse qualitative men�ee pr�e
�edemment, de proposer une �etudequantitative du ph�enom�ene. Dans 
e sens, nous allons proposer une loi �a partir de laquelle,lorsqu'un point de levage Lp survient dans les erreurs de pr�edi
tion, un abaissement de kr�eduit le biais de l'estimateur. D�e�nissons maintenant le 
adre th�eorique qui va nous per-mettre d'�etablir 
ette loi. Tout d'abord, le mod�ele de variation distributionnelle reste le même,puisqu'il s'agit du GEM donn�e parP� (!) = fF jF = (1� !)� + !Hg (6.14)Pour un M-estimateur de Huber �̂HN , de distribution empirique FN , (6.14) s'�e
ritP�N (!) = fFN jFN = (1� !)�N + !HNg (6.15)94



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGELe biais maximum du M-estimateur de Huber devientsupFN2P�N (!) ����̂HN � �0��� = b̂N (!) (6.16)A partir de la 
ourbe in
uen
e et du gross error sensitivity (GES) en �̂HN , le biais maximumprend la forme suivante supFN2P�N (!) ����̂HN � �0��� �= ! sup"t
 ���IC �"t
 ; �̂HN���� (6.17)o�u "t
 repr�esente l'outlier d'innovation �a la date t
.Dans le 
hapitre 5 nous avons d�e�ni le 
adre math�ematique de l'appro
he L!-FTE et sesappli
ations. Il va en être de même pour la 
ourbe in
uen
e, pour laquelle nous allons d�e�nirsa L!-FTE not�ee alors IC (";L0; �0).6.3 L!-FTE de la 
ourbe in
uen
eReprenons l'�equation impli
ite donn�ee par (4.2)1N NXt=1 	t;� �"; �̂HN� = 0 (6.18)Celle-
i dans l'appro
he L!-FTE prend la forme suivante1N NXt=1 	Lt;� �"; �̂HN� = 0 (6.19)L'obje
tif premier est de travailler ave
 la fon
tionnelle asymptotique de (6.19) en � (F ).Celle-
i s'�e
rit Z 	L� ("; � (F )) dF = 0 (6.20)La L!-FTE asymptotique de la 
ourbe in
uen
e est d�e�nie parIC (";L; � (�)) = ��� (F )�! �!=0 (6.21)En rempla�
ant F par son expression et en l'ins�erant dans (6.20), nous obtenonsZ 	L� ("; � (F )) d [(1� !)� + !Æ"℄ = Z 	L� ("; � (F )) d� + ! Z 	L��� ("; � (F )) d [Æ" � �℄(6.22)95



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGEEn d�erivant (6.22) par rapport �a !, il vient que��! Z 	L� ("; � (F )) d� + Z 	L� ("; � (F )) d [Æ" � �℄ + ! ��! Z 	L� ("; � (F )) d [Æ" � �℄ = 0(6.23)Evaluons (6.23) en ! = 0, impliquant alors F = �. Dans 
e 
as, le dernier terme �a gau
hede l'�egalit�e de (6.23) est nulle. Par ailleurs, supposons les 
onditions de r�egularit�es v�eri��eesainsi que la Fisher-
onsistan
e en � de R 	L� ("; � (�)) d�. Il s'ensuit queZ 	L� ("; � (�)) d� = 0 (6.24)L'�equation (6.23) se r�eduit �aZ � ��!	L� ("; � (F ))�!=0 d� + Z 	L� ("; � (F )) dÆ" = 0 (6.25)En posant � (�) = �0 et L = L0, la 
ourbe in
uen
e peut alors être �e
rite 
ommeIC (";L0; �0) = �"Z � ��X	L0� (";X)T��0 d�#�1	L0� ("; �0) (6.26)Par ailleurs, rappelons que la matri
e Hessienne repr�esente la d�eriv�ee de la 	-fon
tion parrapport �a � et que sa L!-FTE estW 00N ��; L; �L� = 1N NXt=1 ���	Lt;� ("; �)T (6.27)En �0, elle prend la forme d'une fon
tionnelle donn�ee parW 00N ��0; L0; �L0� = Z � ��X	L0� (r;X)T��0 1N NXt=1 Æ"tdr (6.28)Nous obtenons alors limN!1W 00N ��0; L0; �L0� = E� "� ���	L0t;� ("; �)T��0# (6.29)En d�etails, la matri
e ���	L0t;� ("; �)T est donn�ee par� ��� (L0;�L0)�2;t (�)T "�2;t(�)+ L0�2;t(�) L0�2;t(�)T�� ��� (L0;�L0)�1;t (�)T s�1;t(�)+� L0�1;t(�) L0�1;t(�)TgKt (�)(6.30)96



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGEo�u gKt (�) = 4Ke�2Kj"t(�)j (voir 4.23). Nous savons qu'il y a un r�eel K0 telle que pour K > K0,gKt (�)! 0. Ave
 la notation "�2;t(�0) = "0�2;t et s�1;t(�0) = s0�1;t, il vient que���	L0t;� ("; �)T = �� ��� (L0;�L0)�2;t (�)T��0 "0�2;t+ L0�2;t(�0) L0�2;t(�0)T ��� ��� (L0;�L0)�1;t (�)T��0 s0�1;t(6.31)Supposons les 
onditions de r�egularit�e et de Fisher-
onsistan
e en �0 v�eri��ees, alors E�"0�2;t p:s:!E�e0�2;t p:s:! E�e0t p:s:! 0 et E�s0�1;t p:s:! E�s0t p:s:! 0. La L!-FTE de la 
ourbe in
uen
e s'�e
ritIC (";L0; �0) = � �E� � L0�2;t(�0) L0�2;t(�0)T	��1	L0� ("; �0) (6.32)o�u  L0t (�0) = L0Pm=0A0m'0t�m et 	L0t;� ("; �0) = � L0�2;t (�0) "0�2;t � � L0�1;t (�0) s0�1;t.Pour N suÆsamment grand et pour un M-estimateur de Huber donn�e, IC �"t; L̂N ; �̂HN� peutêtre utilis�e 
omme un estim�e de IC (";L0; �0), ave
IC �"t; L̂N ; �̂HN� = " 1N NXt=1  L̂N�2;t(�̂HN ) L̂N�2;t(�̂HN )T#�1 � L̂N�2;t(�̂HN )"�2;t(�̂HN ) + � L̂N�1;t(�̂HN )s�1;t(�̂HN )�(6.33)
6.4 L!-FTE du biais maximumDans la se
tion pr�e
�edente nous avons �etabli l'expression de la 
ourbe in
uen
e dansl'appro
he L!-FTE. Il est alors possible d'exprimer le biais maximum du M-estimateur deHuber. Nous allons ainsi montrer que la borne sup�erieure du biais, est proportionnelle �a lafois au point de levage Lp et �a une nouvelle fon
tion f! (k) poss�edant la propri�et�e d'att�enuerl'e�et de Lp par diminution de k. Consid�erons le th�eor�eme suivantTh�eor�eme 9 Soit FN la distribution empirique du GEM et soit IC �"t; L̂N ; �̂HN� la L!-FTEde la 
ourbe in
uen
e en �̂HN , alors la L!-FTE du biais maximum est donn�ee parb!N (k) � �̂Nf! (k) jLpj (6.34)o�u f! (k) = !k (!) que nous appelerons fon
tion a

ord et �̂N un terme ind�ependant de !.97



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGEPreuve :Le d�eveloppement de Taylor de la forme fon
tionnelle de � (F ) donne� (F ) = �0 + �0 (F � �) + rem (F � �) (6.35)Si la L!-FTE de la 
ourbe in
uen
e existe, un d�eveloppement de Von Mises m�ene �a� (F ) = �0 + Z IC (";L0; �0) d (F � �) + rem (F � �) (6.36)Puisque R IC (";L0; �0) d� = 0 (Fisher-
onsistan
e en �), nous avons� (F ) = �0 + Z IC (";L0; �0) dF + rem (F � �) (6.37)Pour F = FN o�u FN est la distribution empirique donn�ee par FN = 1N NPt=1 1f"t<"g ave
 1f�gla fon
tion pas-unit�e, il vient queZ IC (";L0; �0) dF = 1N NXt=1 IC �"t; L̂N ; �̂HN� (6.38)En prenant la norme de (6.33), posonsM̂L̂N = sup"t 





" 1N NXt=1  L̂N�2;t(�̂HN ) L̂N�2;t(�̂HN )T#�1





 (6.39)Un estim�e du GES devient alors
̂�N � M̂L̂Nk (!)��sup"t 


 L̂N�2;t(�̂HN )


 + sup"t 


 L̂N�1;t(�̂HN )


� (6.40)Ljung et Caines dans [Ljung, 1978℄ et [Ljung et Caines, 1979℄ ont montr�e que sup"t k t(�)k �C kEk, o�u kEk = sup� 


["1 (�) :::"N (�)℄T


.De�nissons le point de levage Lp tel quekEk = jLpj = sup�̂HN 



h"1 ��̂HN� :::"N ��̂HN�iT



 (6.41)98
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hant que  L̂N�2;t(�̂HN ) +  L̂N�1;t(�̂HN ) =  L̂Nt (�̂HN ), t = 1:::N , alors 


 L̂N�i;t(�̂HN )


 � 


 L̂Nt (�̂HN )


,i = 1; 2.En 
ons�equen
e, le biais maximum donn�e par (6.17) s'�e
ritb!N (k) � �̂Nf! (k) jLpj (6.42)ave
 �̂N = 2�CM̂L̂N .
6.5 Les performan
es limites de l'estimateur robusteIl faut 
onsid�erer le r�esultat de 
e th�eor�eme 
omme la justi�
ation du 
hoix de Ikb�etendu vers les petites valeurs de k. Premi�erement, et 
ela ne semble pas surprenant, laborne sup�erieure de (6.42) est proportionnelle au point de levage Lp. Comme nous l'avonsd�ej�a mentionn�e, le point de levage est par d�e�nition le point hautement sensible qui d�egradel'estimateur. Plus grande est son amplitude, plus grande est la borne sup�erieure du biais maxi-mum. Ce
i est maintenant v�eri��e par 
e th�eor�eme. Deuxi�emement, 
ette borne est �egalementproportionnelle �a la fon
tion a

ord f! (k). Nous allons montrer que 
ette fon
tion pr�esentela propri�et�e de diminuer l'e�et du point de levage pour des petites valeurs de k. Par ailleurs, ilest fondamental de noter que 
ette borne d�epend dire
tement de la ��-norme, puisque 
elle-
iest �x�ee par le fa
teur d'�e
helle �, 
'est �a dire par k. Nous voyons i
i, l'a
tion dire
te de 
ette
onstante d'a

ord ainsi que son rôle 
ru
ial. Fixer 
onvenablement k revient �a a

order lanorme de Huber a�n de r�esoudre le probl�eme de la robustesse, mais aussi �a agir sur le biaisde l'estimateur, don
 sur ses performan
es, par l'interm�ediaire de la nouvelle fon
tion f! (k),dont le prin
ipal e�et est de r�eduire l'in
uen
e de Lp. De la relation 2'(k)k � 2� (�k) = !1�! ,pour k �x�ee, nous pouvons d�eduire ! et repr�esenter l'allure de la 
ourbe ! = f (k) 
omme
ela est illustr�e dans la �gure 6.2.Corollaire du th�eor�eme 9La 
ourbe de la �gure 6.2 �etant monotone d�e
roissante, elle admet une r�e
iproque f�1. Nouspouvons alors d�eduire la fon
tion a

ord f! (k) d�ependant de k dont il est fa
ile de montrerqu'elle peut être approxim�ee par un polynôme de degr�e 
inq, 
omme suitf! (k) � 0:034k5 � 0:316k4 + 1:113k3 � 1:773k2 + 1:088k � 0:002 (6.43)99



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGE

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 k

N
iv

ea
u 

de
 c

on
ta

m
in

at
io

n

ω

Fig. 6.2 { Niveau de 
ontamination du GEM en fon
tion de la 
ontante d'a

ord k.La repr�esentation graphique de la fon
tion a

ord est donn�ee dans la �gure 6.3. Cette 
ourbepasse par un maximum �a k = 0:5, dans laquelle nous avons fais apparâ�tre deux sous-domaines(pointill�es) Dke et Dk
 , traduisant respe
tivement le 
as �etendu o�u la 
onstante d'a

ord estpetite, et le 
as 
lassique, o�u k 2 [1; 1:5℄.L'ensemble dans lequel est d�e�nie f! (k) peut être s�epar�e en deux sous-intervalles Ikl =℄0; 0:5℄, nomm�e intervalle d'a

ord et Ikh = [0:5; 2℄. Cette 
ourbe montre que l'intervalle debruit �etendu Ikb est donn�e par Ikb = Ikl [ Ikh (6.44)Dans la litt�erature, le 
hoix de l'intervalle de bruit dit 
lassique, se fo
alisait uniquementsur l'intervalle Ikh dans lequel on retrouve le domaine 
lassique Dk
 (
er
le en pointill�es)ave
 les valeurs k = 1, k = 1:345 et k = 1:5. Il est fa
ile de montrer que dans Ikh , la fon
tiona

ord peut être approxim�ee sous la forme d'un polynôme 
omme suith (k) = 0:086k2 � 0:386k + 0:441 (6.45)Par exemple, dans l'intervalle [1:345; 1:5℄, la sensibilit�e skh devientskh = �����h (k)�k ���� � 0:14 (6.46)100
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Fig. 6.3 { Fon
tion a

ord f! (k). Deux sous-domaines (pointill�es) apparaissent, Dke 
ommele domaine �etendu aux petites valeurs de k et Dk
 
omme le domaine 
lassique o�u k 2 [1; 1:5℄.De la même fa�
on, dans Ikl , la fon
tion a

ord s'�e
rit elle aussi sous la forme d'un polynôme,donn�e par l (k) �= �1:063k2 + 0:961k (6.47)Par exemple, dans l'intervalle [0:04; 0:05℄, il vient queskl = �����l (k)�k ���� � 0:87 (6.48)Nous avons alors skl � 6skh (6.49)Ce r�esultat montre que dans le sous-intervalle Ikl , la 
apa
it�e �a r�eduire l'in
uen
e du pointde levage est six fois plus importante que dans Ikh . Nous mettons i
i l'a

ent, sur le prin
ipalin
onv�enient de 
hoisir la 
onstante d'a

ord dans l'intervalle Ikh et plus pr�e
isement dans ledomaine 
lassique Dk
 . La sensibilit�e skh est trop faible pour être 
apable de r�eduire l'e�etdommageable du point de levage sur la borne sup�erieure du biais maximum. Cette r�edu
tionde l'e�et de Lp est nettement plus sensible dans Ikl .Par ailleurs, le sens de variation du polynôme l (k) est di��erent de 
elui de h (k). Pour unemême valeur f1 de f! (k), il y a deux valeurs possibles de k, k1l et k1h, respe
tivement dans101



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGEIkl et dans Ikh . Soit f2 une autre valeur de f! (k) telle que f2 < f1. Dans Ikl , 
ompte tenudu sens de variation de l (k), nous avons k2l < k1l , 
e qui aura pour e�et d'augmenter la
ontribution L1 dans la pro
�edure d'estimation. La r�edu
tion de k a don
 un double e�et :il permet de r�eduire la sensibilit�e aux points de levage et de borner les erreurs de pr�edi
tionpar un a

roissement de la 
ontribution L1.A 
ontrario, dans Ikh , 
ompte tenu de la variation de h (k), nous avons k2h > k1h, augmentantainsi la 
ontribution L2. Il y a dans 
e 
as l�a, deux e�ets antagonistes. Un e�et positif, o�u ladiminution de f! (k) laisse pr�esager que l'on va r�eduire la sensibilit�e �a Lp et un e�et n�egatif,o�u l'augmentation du fa
teur d'�e
helle �, 
ontraint l'estimateur �a être moins robuste, parl'�el�evation de l'amplitude des erreurs de pr�edi
tion.Dans la litt�erature, le 
hoix de la 
onstante d'a

ord dans Dk
 vient du fait que peu d'outliersd'innovation ave
 de faibles amplitudes sont pr�esents dans les erreurs de pr�edi
tion. Pourtout k 2 Dk
 , 
ela 
onduit �a ! < 0:15, 
omme le montre la �gure 6.2. La faible valeur duniveau de 
ontamination indique que le GEM est lui aussi faiblement perturb�e, autrementdit, que le mod�ele de variation distributionnelle s'�e
arte peu de la distribution normale.Mais nous pouvons aller plus loin dans l'analyse et les 
ons�equen
es de 
e th�eor�eme quantau 
hoix de la 
onstante d'a

ord dans Dke . En e�et, 
e 
hoix r�epond bien �a la robustesseimpulsionnelle, dans laquelle il est important d'agir rapidement par la norme L1, a�n d'�eviterle ph�enom�ene de propagation, don
 de formation de points de levage, dans le but d'att�enuersigni�
ativement les forts r�esidus, quels qu'ils soient et quelque soit le moment o�u ils sur-viennent. Nous pouvons ainsi �etendre l'appli
ation de 
e th�eor�eme aux forts r�esidus, sans que
eux-l�a aient des propri�et�es de points de levage. L'int�erêt de l'estimation en norme L2 � L1est bien de faire de l'estimation L1 qu'en 
as de pr�esen
e de forts r�esidus, voire de points delevage, et de r�eduire le plus rapidement possible leurs e�ets n�efastes sur le r�esultat �nal.L'obje
tif est maintenant de montrer par des simulations de Monte Carlo, que la r�edu
tionde k att�enue l'e�et des points de levage dans le biais de l'estimateur.6.6 R�esultats des simulations6.6.1 Pr�esentationNous allons montr�e par des simulations de Monte Carlo, l'int�erêt d'�etendre Ikb vers lespetites valeurs de k, pour 
ontraindre la fon
tion a

ord �a diminuer, dans le but de 
ompenserl'e�et du point de levage. Le pro
essus simul�e P0 g�en�erant les donn�ees y0t est un Output Error102



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGEave
 p = 11 et w = 5, not�e OE(11,5) :P0 : 8><>: y0t = B(q;�0)F (q;�0)ut + e0t�0 = ��B0 ; �F0 �e0t 2 N (0; 0:1) (6.50)Les vrais param�etres �B0 et �F0 sont donn�es dans le tableau 6.1Tab. 6.1 { Param�etres �B0 = fb0ng5n=1 et �F0 = ff 0ng11n=1 de S0 : OE(11,5).n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11b0n �0:069 �0:168 0:134 0:225 �0:024 0 0 0 0 0 0f0n 0:286 �0:845 0:270 0:711 �0:348 �0:017 0:257 0:086 0:031 0:159 0:030Nous avons �egalement 
onsid�er�e un pro
essus ave
 un retard pur d = 3, 
ompt�e en nombreentier de p�eriode d'�e
hantillonnage. Celle-
i est donn�ee par Te = 500�s. Le nombre de tiragesde Monte Carlo est de 100 et le nombre de points de mesures est N = 1000. Le signalexog�ene d'ex
itation ut est une S�equen
e Binaire Pseudo Al�eatoire (SBPA) [Landau, 1998℄suÆsamment ex
itant et persistant, de niveau �15 et de longueur LSBPA = 1023. Le rapportsignal/bruit est �x�e �a 25dB. Dans le but de se pla
er dans un 
as d�efavorable, une LS-estimation a �et�e 
onduite lors de la phase d'initialisation de la pro
�edure d'estimation robuste.Les points de levage dans les erreurs de pr�edi
tion ont �et�e d�e
len
h�es par l'insertion de valeurs�elev�ees d'outliers d'observation Ôout dans y0t , ave
 10 � Ôout � 1�105. Cependant, les pointsde levage ont 
ommen
�e �a se d�e
len
her pour des valeurs sup�erieures �a 100. Ainsi, toutesles 
ourbes suivantes seront repr�esent�ees en fon
tion de 100 � Ôout � 1 � 105. Par ailleurs,nous avons pr�eserv�e lors des tirages de Monte Carlo, le 
ara
t�ere al�eatoire de l'o

urren
e del'outlier d'observation. Soit don
 t
1 le moment de 
ette o

urren
e. Les tests ont �et�e r�ealis�esave
 un, deux puis trois outliers d'observation Ôout dans y0t , a�n de 
r�eer une su

ession depoints de levage, pro
hes ou non, et d'analyser leurs e�ets sur l'estimateur. L'�etude va don
se d�e
ouper en trois parties.
103



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGE6.6.2 Etude des points de levage dans le 
as d'un seul outlier d'ob-servationNotre d�emar
he pour donner naissan
e �a des points de levage est la suivante. Nous aug-mentons progressivement l'amplitude de Ôout de la valeur 100 jusqu'�a la valeur 1� 105 pourune 
onstante d'a

ord k 2 Ikl et k 2 Ikh . Par exemple, pour une 
ertaine valeur de k 
hoisiedans Ikl , lorsqu'un point de levage apparâ�t, se traduisant par un mauvais biais et une petitevaleur du �t, pour le même niveau de Ôout ayant d�e
len
h�e 
e point, nous des
endons la
onstante d'a

ord. Ce
i a normalement pour e�et de r�eduire le biais maximum, par l'in-term�ediaire de f! (k), et d'augmenter le �t du mod�ele estim�e. C'est exa
tement 
e que nous
onstatons. Cependant, avant d'�etudier les 
omportements du biais, du �t et de la fon
tionde 
ontribution L1, nous pouvons analyser l'e�et de Ôout sur le maximum de l'outlier d'in-novation dans les r�esidus, d�enot�e Îout = sup�̂HN "t
1 ��̂HN�.Etudions le d'abord dans Ikl puis dans Ikh . Dans Ikl , pour k � 0:5, lorsque nous avonsÎout = sup�̂HN "t
1 ��̂HN� = yt
1 = Ôout, 
ela signi�e que le mod�ele de pr�edi
tion est tel quesup�̂HN ŷt
1 ��̂HN� 6= 0, par
e que sup�̂HN ŷt
1 ��̂HN� << yt
1 . Dans 
e 
as de �gure, nous dirons qu'iln'y a pas de points de levage. A 
ontrario, lorsque Îout 6= Ôout, 
ela signi�e qu'il y a points delevage. En 
ons�equen
e, sup�̂HN ŷt
1 ��̂HN� 6= 0 et sup�̂HN ŷt
1 ��̂HN� >> yt
1 .La �gure 6.4 (gau
he) illustre 
es propos. Nous voyons que lorsque 100 � Ôout � 3000 pourk = 0:5, alors Îout = Ôout. Lorsque Ôout = 3500, survient un point de levage dans les r�esidusave
 Lp = 35006 et Îout 6= Ôout. Pour la même valeur de Ôout et jusqu'�a Ôout = 1� 105, maisave
 k = 0:1, nous retrouvons l'�egalit�e Îout = Ôout. Ce ph�enom�ene de pr�esen
e des pointsde levage pour k 2 Ikl est absent lorsque k est 
hoisi dans Ikh . Comme le montre la �gure6.4 (droite), pour k = 1:345, k = 1:5 et k = 2, nous avons toujours la relation Îout = Ôout,laissant supposer qu'il n'y a pas de points de levage. Pourtant, les r�esultats pr�esent�es dansla suite, montrent de mauvaises estimations dans 
et intervalle.Nous voyons que le terme Îout, pour k 2 Ikl , par sa sensibilit�e, peut indiquer la pr�esen
e depoints de levage. Cette sensibilit�e est n�eanmoins inexistante dans Ikh .Fo
alisons-nous maintenant sur le biais de l'estimateur et le �t du mod�ele. Par le terme Îout,nous savons qu'un point de levage est 
r�ee lorsque Ôout = 3500. Ce
i est e�e
tivement v�eri��edans le biais ����̂HN � �0��� repr�esent�e dans la �gure 6.5 (gau
he). A 
ette valeur de Ôout, pour104



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGEk = 0:5, le biais devient maximal, �egal �a 1:117 et redevient beau
oup plus petit lorsquek = 0:1. Nous traduisons par l'exp�erien
e la loi donn�ee par le th�eor�eme 9. R�eduire k revient�a r�eduire le biais et ainsi 
ompenser l'e�et du point de levage par l'a
tion de la fon
tiona

ord. Par la suite, le biais se maintient �a des valeurs raisonnables, même lorsque l'outlierd'observation pr�esente des niveaux tr�es importants. La �gure 6.5 (droite) illustre la r�ea
tiondu biais lorsque k est 
hoisi dans Ikh , et 
e, pour les valeurs 
lassiques, k = 1:345, k = 1:5 etk = 2. Pour une augmentation de Ôout, nous voyons une 
roissan
e du biais pour des valeurs
roissantes de k. Ces r�esultats sont en a

ord ave
 les 
on
lusions du paragraphe pr�e
�edent,o�u nous avons insist�e sur le fait que lorsque k augmente dans Ikh , 
ela for
e l'estimation �aêtre �a tendan
e L2, et don
, �a être tr�es sensible aux outliers d'innovation, d�egradant ainsi lebiais.
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Fig. 6.4 { (gau
he) : Îout en fon
tion de Ôout. Des points de levage apparaissent �a Ôout = 3500pour k = 0:5. Ils disparaissent pour k = 0:1. La fon
tion Îout est don
 sensible �a 
es points.(droite) : Pour les valeurs 
lassiques k = 1:345, k = 1:5 et k = 2, il n'y a pas de sensibilit�ede Îout pour 
es points.La r�eponse du �t du mod�ele traduit bien l'impa
t de l'outlier d'innovation dans l'esti-mation. Celle-
i est bien entendu 
orrel�ee ave
 la r�eponse du biais de l'estimateur. En e�et,lorsque k = 0:5, le �t pr�esente de bonnes valeurs jusqu'�a Ôout = 3000 ave
 une moyenne de86%. Au point de levage, lorsque Ôout = 3500, sa valeur des
end �a 26:7% et remonte pourle même point �a 82:94% lorsque k = 0:1, 
omme le montre la �gure 6.6 (gau
he). La �gure105
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Fig. 6.5 { (gau
he) : Biais de l'estimateur ����̂HN � �0��� en fon
tion de Ôout. Au point de levage,
elui-
i devient maximal pour k = 0:5 et diminue lorsque k = 0:1. (droite) : Le biais pr�esentedes valeurs 
roissantes lorsque Ôout augmente, pour k = 1:345, k = 1:5 et k = 2.
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Fig. 6.6 { (gau
he) : Fit du mod�ele en fon
tion de Ôout. Au point de levage, 
elui-
i devientminimal pour k = 0:5 et augmente �a nouveau lorsque k = 0:1. (droite) : Le �t pr�esente desvaleurs d�e
roissantes lorsque Ôout augmente, pour k = 1:345, k = 1:5 et k = 2.106



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGE6.6 (droite), quant �a elle, illustre la r�ea
tion du �t pour k = 1:345, k = 1:5 et k = 2. Il se
omporte relativement bien pour k = 1:345, jusqu'�a Ôout = 1000. Au-del�a, la d�e
roissanteest brutale.Analysons maintenant la r�eponse de la fon
tion de 
ontribution L1. La �gure 6.7 (gau
he)montre les variations de 
ette fon
tion, traduisant une forte sensibilit�e dans la pro
�edure del'estimation. Cette fon
tion ne semble pas, a priori, r�eagir di��eremment au point de levagelorsque Ôout = 3500. Cependant, elle pr�esente une valeur de 0:6% pour k = 0:5 et une valeurde 0:1% lorsque k = 0:1. L'estimation fait don
 six fois plus de 
ontribution L1 au point delevage. Même si les valeurs de 
ette fon
tion sont petites, le ratio entre elles ne l'est pas. Cettesensibilit�e est inexistante pour des valeurs de k 
hoisies dans Ikh . La �gure 6.7 (droite) illustre
ette 
onstatation, o�u l'on peut observer une 
onstan
e de 
ette fon
tion pour des valeurs deÔout allant de 200 jusqu'�a 20000. Ce r�esultat peut être interpr�et�e 
omme une saturation de la
ontribution L1 o�u son manque de sensibilit�e ne fait que 
onforter les mauvais r�esultats desestimations. Nous pouvons en 
on
lure que les variations de 
ette fon
tion traduisent l'a
tionde la 
ontribution L1 �a traiter les outliers d'innovation et notamment les points de levage.
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Fig. 6.7 { (gau
he) : Fon
tion de 
ontribution L1. Les variations de 
elle-
i sont bien visibleset traduisent l'a
tion de la norme L1 dans la pro
�edure d'estimation. (droite) : L'absen
ede variations pour de grandes valeurs de Ôout signi�e que la norme L1 agit de la mêmemani�ere, quelque soit le niveau des outliers d'innovation. Ce
i peut être 
onsid�er�e 
omme unph�enom�ene de saturation. 107



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGEIl nous faut maintenant 
ommenter les FDP des erreurs de pr�edi
tion (r�esidus de Huber)lorsque k = 0:5 et k = 0:1 aux points de levage, provoqu�es par Ôout = 3500. Bien que lesr�esidus s'�etendent sur un tr�es large intervalle dans 
e 
as l�a, pour des 
onsid�erations de le
ture,nous avons repr�esent�e 
es FDP seulement dans l'intervalle [�40;+40℄, 
'est-�a-dire autour deleur partie 
entrale. Ce
i permet d'apporter une analyse plus �ne. La �gure 6.8 (gau
he)montre la FDP des r�esidus lorsque k = 0:5 aux point de levage. Celle-
i ne pr�esente pas lespropri�et�es d'une densit�e gaussienne et ses queues ont une 
ertaine �epaisseur. Cela montrequ'en pr�esen
e d'outliers et plus parti
uli�erement de points de levage, la FDP r�esultante est
ontamin�ee fortement. Elle est �a 
omparer ave
 la FDP lorsque k = 0:1 et Ôout = 3500. Dansla �gure 6.8 (droite) apparâ�t 
lairement une FDP ave
 une partie 
entrale moins large quela pr�e
�edente. Cela se traduit par une d�eviation standard plus petite. La raison est que pour
ette valeur de k, le biais est meilleur, le �t aussi et l'estimateur est plus robuste. Cela signi�eque la FDP est moins perturb�ee par les outliers.
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Résidus de HuberFig. 6.8 { (gau
he) : FDP des r�esidus de Huber lorsque k = 0:5. Celle-
i fait apparâ�tred'�epaisses queues, 
ons�equen
e des points de levage. (droite) : FDP des r�esidus pour k = 0:1.La densit�e est moins perturb�ee, les queues moins �epaisses. Ces r�esultats 
on�rment la bonnetenue du biais et du �t pour 
ette valeur de k.Le dernier indi
ateur sur les 
ons�equen
es des points de levage dans l'estimateur ro-buste, 
on
erne la r�eponse fr�equentielle du mod�ele estim�e (RFME) sur l'intervalle de Shannon[0; 1000Hz℄. Celle-
i est 
ompar�ee �a l'estimation spe
trale du pro
essus simul�e. Rappelons108



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGEque l'estimation spe
trale utilise l'appro
he de Bla
kman-Tukey [Ljung, 1999℄(
hapitre 6 p.181). La �gure 6.9 (gau
he) montre la RFME OE(11,5) au point de levage Lp = 35006,lorsque Ôout = 3500 et pour k = 0:5. Celle-
i est fortement perturb�ee, surtout dans l'inter-valle [100; 1000Hz℄. Le �t de 
e mod�ele est de 26:7% et le biais de 1:117. Au 
ontraire, la�gure 6.9 (droite) montre une meilleure estimation du mod�ele, puisqu'il pr�esente un biais de0:385 et un �t de 82:94%. Sa RFME pr�esente de tr�es bonnes 
ara
t�eristiques sur l'ensemblede l'intervalle de Shannon et parti
uli�erement en tr�es basses fr�equen
es.
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Fig. 6.9 { (gau
he) : RFME OE(11,5) 
ompar�ee �a l'estimation spe
trale du pro
essus (poin-till�es) au point de levage Lp = 35006 lorsque k = 0:5. Cette RFME ne pr�esente pas de bonnes
ara
t�eristiques fr�equentielles. (droite) : RFME OE(11,5) 
ompar�ee �a l'estimation spe
traledu pro
essus en absen
e de points de levage lorsque k = 0:1. Ce mod�ele montre de bonnespropri�et�es fr�equentielles, notamment en basses fr�equen
es.Apr�es avoir analys�e les 
ons�equen
es des points de levage provoqu�es par un seul outlierd'observation, nous allons maintenant pro
�eder �a l'�etude de tous 
es indi
ateurs lorsque deuxoutliers d'observation sont ins�er�es al�eatoirement dans le signal de sortie du pro
essus.
109



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGE6.6.3 Etude des points de levage dans le 
as de multiples outliersd'observationLa d�emar
he d'obtention de points de levage est identique �a 
elle de l'�etude pr�e
�edente.L'int�erêt est d'ins�erer al�eatoirement deux puis trois outliers d'observation, qui, 
ompte tenudes tirages de Monte Carlo, peuvent être tr�es �eloign�es ou tr�es pro
hes. Cela provoque despoints de levage distants ou non. L'�etude pr�e
�edente a montr�e que lorsqu'un seul outlierd'observation est ins�er�e dans y0t et d�e
len
he un ou des points de levage pour k = 0:5, unediminution de k (k = 0:1) a suÆt pour r�eduire le biais et augmenter le �t. Ce faible �e
artentre 
es deux valeurs de k est �a mettre en relation ave
 l'unique d'outlier d'observation, maissurtout ave
 un nombre tr�es limit�e de forts outliers d'innovation o�u se trouvent des points delevage. Dans 
ette nouvelle �etude, o�u sont inje
t�es deux puis trois outliers d'observation, les
ons�equen
es dans les r�esidus sont plus importantes et de tr�es forts niveaux sont attendus.Comme nous allons le montrer, en pr�esen
e de deux outliers d'observation, lorsque des pointsde levage sont d�e
len
h�es ave
 k = 0:5, leur suppression s'�etablit pour une valeur de k plusfaible que 0:1, plus pr�e
is�ement, pour k = 0:05. En pr�esen
e de trois outliers d'observation,
ette suppression ne s'e�e
tue que pour des valeurs de k inf�erieure �a 0:05. L'a

roissementdes outliers d'observation oblige don
 �a diminuer la valeur de k pour lutter 
ontre les pointsde levage. L'analyse de leurs e�ets se fo
alise sur les r�esultats des indi
ateurs suivants : lebiais de l'estimateur, le �t du mod�ele, la fon
tion 
ontribution L1, la r�eponse fr�equentielle etla FDP des erreurs de pr�edi
tion.{ Cas de deux outliers d'observationLa �gure 6.10 (gau
he), montre la r�eponse du biais de l'estimateur lorsque survient un pointde levage. Son instabilit�e pour k = 0:5 ave
 un pi
 �a 0:85, 
ontraint �a diminuer k jusqu'�a lavaleur 0:05. Pour Ôout = 6800, le biais prend la valeur 1:1923 et retombe �a 0:1904 lorsquek = 0:04. Cela est en
ore vrai quand Ôout = 10500 puisque le biais est �egal �a 1:278 etredes
end �a 0:25 pour k = 0:03. Ces r�esultats 
on�rment �a nouveau le th�eor�eme 9 et le 
hoixde k dans le domaine Dke . Pour les valeurs 
lassiques de k, 
omme 
ela est illustr�e dans la�gure 6.10 (droite), le biais pr�esente de fortes variations, traduisant une forte instabilit�e del'estimateur.La �gure 6.11 (gau
he) montre l'instabilit�e du �t lorsque k = 0:5, ave
 une faible valeur(60%) pour Ôout = 700. Celui-
i remonte �a de bons niveaux pour k = 0:05. Mais au point delevage, sa valeur retombe �a 25:88%. Pour Ôout = 6800 ave
 k = 0:04, le �t prend la valeur110
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Fig. 6.10 { (gau
he) : Biais de l'estimateur ����̂HN � �0��� en fon
tion de Ôout. Au point de levage,
elui-
i devient maximal pour k = 0:05 et diminue lorsque k = 0:04. Même ph�enom�ene lorsquek passe de 0:04 �a 0:03. (droite) : Le biais pr�esente de fortes variations, traduisant une forteinstabilit�e de l'estimateur. Cependant, pour k = 1:345, k = 1:5 et k = 2, les valeurs du biaisrestent �elev�ees.75:91%, mais 
hute �a 21:33% lorsque Ôout = 10500. Il repasse �a 83:9% lorsque k = 0:03. Dansla �gure 6.11 (droite), lorsque k = 1:345, le �t pr�esente de bonnes valeurs jusqu'�a Ôout = 500.Il diminue fortement, pour remonter et �a nouveau redes
endre �a de valeurs tr�es faibles. Le
hangement de la 
onstante d'a

ord ne suÆt pas �a augmenter le �t.Pour k < 0:5, la fon
tion de 
ontribution L1 pr�esente toujours des variations �a l'augmen-tation de Ôout, même si ses niveaux sont faibles (� 10%), 
omme le montre la �gure 6.12(gau
he). Pour k > 1, même si 
ette fon
tion pr�esente un pi
 lorsque Ôout = 800, ses valeursrestent faibles et nous pouvons 
onstater le manque de variations lorsque Ôout augmente,traduisant ph�enom�ene de saturation (6.12 (droite)).Les �gures 6.13 
omparent les FDP des r�esidus de Huber pour k = 0:05 (gau
he) etk = 0:04 (droite) lorsque Ôout = 6800, valeur qui d�e
len
he un point de levage d'amplitudeLp = 10729. Nous nous fo
alisons sur la partie 
entrale de la FDP, plus pr�e
isement dansl'intervalle [�40;+40℄, bien que les r�esidus s'�etendent sur un tr�es large intervalle. Lorsquek = 0:05, la FDP pr�esente une �epaisseur de queue ave
 une partie 
entrale large, traduisantl'instabilit�e de l'estimateur aux points de levage. La partie 
entrale de la FDP est plus �nelorsque k = 0:04. Ses queues sont moins �epaissent et l'estimateur a de meilleures propri�et�es.111
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Fig. 6.11 { (gau
he) : Fit du mod�ele en fon
tion de Ôout. Au point de levage, 
elui-
i devientminimal pour k = 0:05 et augmente �a nouveau lorsque k = 0:04. Cela se reproduit aussilorsque k passe de 0:04 �a 0:03. (droite) : Le �t pr�esente de fortes variations traduisant uneinstabilit�e de l'estimateur. On remarque quand même une 
ertaine 
roissan
e lorsque Ôout �300 augmente.
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Fig. 6.12 { (gau
he) : Fon
tion de 
ontribution L1 lorsque k < 0:5. Les variations de 
elle-
i sont bien visibles et traduisent l'a
tion de la norme L1 dans la pro
�edure d'estimation.(droite) : Les faibles valeurs de 
ette fon
tion et le manque de variations, sauf pour Ôout = 800,traduisent le ph�enom�ene dit de saturation. 112
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Résidus de HuberFig. 6.13 { (gau
he) : FDP des r�esidus de Huber lorsque k = 0:05 lorsque Ôout = 6800.Celle-
i fait apparâ�tre d'�epaisses queues, 
ons�equen
e des points de levage. (droite) : FDPdes r�esidus pour k = 0:04. La densit�e est moins perturb�ee, les queues moins �epaisses. Cesr�esultats 
on�rment la bonne tenue du biais et du �t pour 
ette valeur de k.Cela se v�eri�e par l'�etude de la r�eponse en fr�equen
e des mod�eles estim�es lorsque k = 0:05et k = 0:04 au point de levage Lp = 10729. La �gure 6.14 (gau
he) montre la RFMEOE(11,5) 
ompar�ee �a l'estimation spe
trale du pro
essus lorsque k = 0:05. Sa dynamiquen'est pas bonne, surtout en basses fr�equen
es, puisque le �t du mod�ele est �egal �a 25:88%.Les dommages 
aus�es par le point de levage sont 
lairement illustr�es. Bien au 
ontraire, pourla valeur k = 0:04, le �t du mod�ele est de 75:91%, traduisant une tr�es bonne dynamique dumod�ele estim�e, notamment dans les basses fr�equen
es. Ce
i est illustr�e dans la �gure 6.14(droite).{ Cas de trois outliers d'observationLa �gure 6.15 (gau
he) fait 
lairement apparâ�tre des points de levages lorsque Ôout = 400,Ôout = 500, Ôout = 800, Ôout = 9600 et Ôout = 12000 lorsque k 2 Ikb , plus pr�e
is�ementpour k = 0:5, k = 0:1, k = 0:05, k = 0:04 et k = 0:02 respe
tivement. Dans 
ha
un de 
es
as, le biais diminue pour une valeur de la 
onstante d'a

ord plus petite que la pr�e
�edente,pour laquelle un point de levage est survenu. Lorsque k 2 Ikh , le biais est tr�es perturb�e etpr�esente des valeurs qui d�enotent une instabilit�e de l'estimateur, 
omme le montre la �gure6.15 (droite). 113
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Fig. 6.14 { (gau
he) : RFME OE(11,5) 
ompar�ee �a l'estimation spe
trale du pro
essus (poin-till�es) au point de levage Lp = 10729 lorsque k = 0:05. Cette RFME ne pr�esente pas de bonnes
ara
t�eristiques fr�equentielles. (droite) : RFME OE(11,5) 
ompar�ee �a l'estimation spe
traledu pro
essus en absen
e de points de levage lorsque k = 0:04. Ce mod�ele montre de bonnespropri�et�es fr�equentielles, notamment en basses fr�equen
es.
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Fig. 6.15 { (gau
he) : Biais de l'estimateur ����̂HN � �0��� en fon
tion de Ôout. Au point de levage,
elui-
i devient maximal pour une valeur k et minimal lorsque k est plus petit. (droite) : Lebiais pr�esente de fortes variations, traduisant une forte instabilit�e de l'estimateur. Cependant,pour k = 1:345 et k = 1:5, les valeurs du biais restent �elev�ees.114



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGELes r�esultats du �t 
omme le montrent la �gure 6.16 (gau
he) sont 
orr�el�ees ave
 
eux dubiais. Aux mêmes points de levage, pour une 
ertaine valeur de k, le �t diminue fortement.Il augmente aussi fortement lorsque la valeur de k est 
hoisie plus petite. Pour la derni�erevaleur de k (k = 0:0175), lorsque l'amplitude de l'outlier d'observation devient tr�es grande,la valeur du �t 
ommen
e �a diminuer de mani�ere signi�
ative, 
e qui est a priori, tout �a faitnormal. Pour k = 1:345, le �t pr�esente de fortes variations lorsque Ôout augmente tout endiminuant 
ontinuellement, 
omme 
ela est illustr�e dans la �gure 6.16 (droite).
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Fig. 6.16 { (gau
he) : Fit du mod�ele en fon
tion de Ôout. Au point de levage, 
elui-
i devientminimal pour une valeur de k et augmente �a nouveau lorsque elle diminue. (droite) : Le�t pr�esente de fortes variations traduisant une instabilit�e de l'estimateur. On remarque lad�e
roissan
e du �t lorsque Ôout augmente.Contrairement aux deux premi�eres analyses, la fon
tion de 
ontribution L1, 
omme lemontre la �gure 6.17 (gau
he), pr�esente de fortes valeurs (> 20%) pour k = 0:1 et k = 0:05,puis revient �a des niveaux 
omparables aux �etudes pr�e
�edentes, 
'est-�a-dire inf�erieures �a 10%.Ce r�esultat s'explique par l'a

umulation de points de levage, d'amplitude Lp � 50000 lorsquek = 0:1 et Lp � 20000 lorsque k = 0:05. Les valeurs de 
ette fon
tion redeviennent faibleslorsque k < 0:05. Lorsque les valeurs de la 
onstante d'a

ord sont 
hoisies dans l'intervalle
lassique, les faibles valeurs de 
ette fon
tion et le manque de variations, sauf pour Ôout = 300,traduisent du même ph�enom�ene dit de saturation, mentionn�e dans l'�etude pr�e
�edente.115
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η=1.5σFig. 6.17 { (gau
he) : Fon
tion de 
ontribution L1. Les variations de 
elle-
i sont bien visibleset traduisent l'a
tion de la norme L1 dans la pro
�edure d'estimation. (droite) : Les faiblesvaleurs de 
ette fon
tion et le manque de variations, sauf pour Ôout = 300, traduisent unenouvelle fois le ph�enom�ene dit de saturation.Les �gures 6.18 montrent deux exemples de FDP des r�esidus de Huber lorsque Ôout =9600, pour k = 0:025 et k = 0:02. Nous pouvons remarquer une nouvelle fois 
ertainessimilarit�es ave
 les FDP 
omment�ees lors des analyses pr�e
�edentes. En e�et, lorsque lesr�esidus ont des points de levage, la distribution de 
eux-l�a pr�esente des queues �epaissent et sapartie 
entrale est large, 
omme le montre la �gure 6.18 (gau
he). Bien au 
ontraire, lorsqueles r�esidus ne 
ontiennent pas de points de levage, la partie 
entrale est beau
oup moins largeet les queues de la densit�e sont moins longues et moins �epaisses.La FDP de la �gure 6.18 (gau
he) est la 
ons�equen
e d'une mauvaise estimation enpr�esen
e de points de levage. Le mod�ele estim�e en lien ave
 
ette densit�e est repr�esent�edans la �gure 6.19 (gau
he). L'�epaisseur et la longueur des queues de la FDP des r�esidus nelaisse au
un doute sur le r�esultat �nal 
on
ernant la dynamique du mod�ele sur l'intervallede Shannon. Cependant, 
e mod�ele pr�esente quand même, de 
orre
tes 
ara
t�eristiques enbasses fr�equen
es. Sa dynamique ne se d�et�eriore qu'�a partir de 400Hz. Dans le 
as o�u laFDP est beau
oup moins perturb�ee, le mod�ele estim�e en lien ave
 l'estimation des r�esidus,pr�esente de bonnes 
ara
t�eristiques sur la totalit�e de l'intervalle de Shannon. Sa dynamiqueest tr�es 
onvenable, en basses fr�equen
es, 
omme 
ela est illustr�e dans la �gure 6.19 (droite).116
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Fig. 6.18 { (gau
he) : FDP des r�esidus de Huber lorsque k = 0:025 lorsque Ôout = 9600.Celle-
i fait apparâ�tre d'�epaisses queues, 
ons�equen
e des points de levage. (droite) : FDPdes r�esidus pour k = 0:02. La densit�e est moins perturb�ee, les queues moins �epaisses. Cesr�esultats 
on�rment la bonne tenue du biais et du �t pour 
ette valeur de k.
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Fig. 6.19 { (gau
he) : RFME OE(11,5) 
ompar�ee �a l'estimation spe
trale du pro
essus(pointill�es) au point de levage lorsque k = 0:025. Cette RFME ne pr�esente une bonnedynamique jusqu'�a 400Hz, mais 
elle-
i se d�egrade �a partir de 
ette fr�equen
e. (droite) :RFME OE(11,5) 
ompar�ee �a l'estimation spe
trale du pro
essus en absen
e de points delevage lorsque k = 0:02. Ce mod�ele pr�esente une bonne dynamique, �a partir des tr�es bassesfr�equen
es jusqu'�a la fr�equen
e de Shannon.117



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGELes tableaux 6.2 et 6.3 font une synth�ese 
ompl�ete des r�esultats. Ils regroupent les pa-ram�etres estim�es, le biais de l'estimateur, le �t du mod�ele et la fon
tion de 
ontribution L1.Nous avons indiqu�e la pr�esen
e ou non de points de levage.Tab. 6.2 { Param�etres estim�es, biais, �t et fon
tion de 
ontribution L1 pour di��erentesvaleurs de k, en pr�esen
e d'un puis de deux outliers d'observation Ôout.Un outlier d'observation Deux outliers d'observationPoints de levage oui non oui non oui non�0 k = 0:5 k = 0:1 k = 0:05 k = 0:04 k = 0:04 k = 0:03b01 = �0:069 �0:0687 �0:0761 �0:0687 �0:0714 �0:0666 �0:0714b02 = �0:168 �0:1451 �0:1488 �0:1518 0:1745 �0:1499 �0:1618b03 = 0:134 0:1063 0:1722 0:1269 0:1137 0:1190 0:1438b04 = 0:225 0:0938 0:1869 0:0823 0:2323 0:0854 0:2148b05 = �0:024 0:1098 �0:0566 0:1337 7:6� 10�6 0:1351 �0:0377f01 = 0:286 0:0371 0:0703 �0:0112 0:3901 0:00078 0:2075f02 = �0:845 �0:0327 �0:9072 �0:0029 �0:8130 �0:0017 �0:8690f03 = 0:270 0:0313 0:4490 �0:0128 0:2545 0:0019 0:3884f04 = 0:711 0:2626 0:6071 0:1801 0:6782 �0:0015 0:6151f05 = �0:348 0:0301 �0:4908 �0:0162 �0:2580 0:0010 �0:4093f06 = �0:017 0:1574 0:0956 0:0565 0:0044 �0:0020 0:1070f07 = 0:257 0:0360 0:1918 �0:0156 0:2115 �0:00069 0:1900f08 = 0:086 �0:0128 0:0177 0:0095 0:1254 �0:0014 0:0167f09 = 0:031 0:0482 0:0698 �0:0021 0:0876 0:00072 0:1146f010 = 0:159 0:1506 0:1073 0:0164 0:1060 �0:0013 0:1221f011 = 0:030 0:0419 �0:0377 �0:0017 0:0889 0:0013 �0:0025Ôout 3500 3500 6800 6800 10500 10500Îout 35006 3506 10729 6807 20649 10501Biais 1:117 0:385 1:1923 0:1904 1:2807 0:2612Fit(%) 26:7 82:94 25:88 75:91 21:33 83:9L1C(%) 0:7 1 1:79 0:5 1:69 0:8
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Tab.6.3{P
aram�etreses
tim�es,biais,
�tetfon
tio
nde
ontrib
utionL 1po
urdi��erente
svaleursde
k,enpr�esen

e

detroisoutl
iersd'observ
ation^ O out.

Troisoutliers
d'observation

� 0
k=0:5k
=0:1k=
0:1k=0
:05k=0:
05k=0:04
k=0:04k
=0:03

Pointsdelev
ageoui
nonou
inon
ouino
noui
non

b0 1=�0:069
�0:0670�
0:0702�0:
069�0:0
734�0:06
49�0:0720
�0:0700�
0:0700

b0 2=�0:168
�0:1461�
0:1636�0:1
523�0:19
12�0:151
8�0:1731
�0:1484�
0:1602

b0 3=0:134
0:12070:
14610:11
760:076
10:1142
0:12000:
12320:15
23

b0 4=0:225
0:08590:
21520:08
800:262
00:0803
0:23190:
08200:20
98

b0 5=�0:024
0:1364�0
:03590:14
330:059
50:1451
�0:00180
:1376�0:0
401

f0 1=0:286
�0:00030
:2219�0:0
0970:649
7�0:002
30:3731
�0:00030
:1677

f0 2=�0:845
�0:0012�
0:8570�0:0
155�0:72
87�0:001
8�0:7998
�0:0011�
0:8311

f0 3=0:270
�0:00090
:3124�0:0
198�0:000
00080:000
30:2113
�0:00040
:3380

f0 4=0:711
�0:00100
:68680:00
870:765
70:0004
0:6921�0
:00080:62
05

f0 5=�0:348
0:0008�0
:35710:01
07�0:09
830:002
7�0:2421
0:0007�0
:3440

f0 6=�0:017
�0:00007�
0:01830:0
056�0:0
913�0:00
50�0:0395
�0:00020
:0140

f0 7=0:257
0:00080:
2422�0:0
0230:236
9�0:002
10:2210
0:00060:
1786

f0 8=0:086
�0:00110
:1119�0:0
0430:143
6�0:004
40:1455
�0:00080
:1200

f0 9=0:031
�0:00006
0:0119�0
:00010:1
0110:00
260:0420
0:00030:
0289

f0 10=0:159
�0:00020
:13470:00
190:169
90:0030
0:1294�0
:00020:11
17

f0 11=0:030
0:00150:
04840:00
160:077
50:0031
0:08870:
00110:03
26

^ O out
40040
0500
5008
00800
790079
00

^ I out
6730840
5:525057
4504
2139680
5:436�1
06 7902

Biais
1:28150:
09651:27
710:559
31:2830
0:18761:
28190:19
60

Fit(%)
21:4292
:2721:86
73:922
1:3783:
8121:41
88:48

L 1C(%)
7:41
265:13
36:166
8:3316:
282:69
0:79
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CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGE6.7 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons 
ommen
�e par une �etude 
omparative mod�eles lin�eaires/mod�elespseudolin�eaires, plus parti
uli�erement mod�eles ARX/mod�eles OE, de la propagation des out-liers et de leur 
ausalit�e, �a la fois dans les erreurs de pr�edi
tion et dans leurs r�egresseurs.Cette �etude a permis de d�eterminer pr�e
is�ement pour la stru
ture de mod�ele ARX, la quan-tit�e et les amplitudes respe
tives des outliers, �a la fois dans les erreurs de pr�edi
tion et dansle r�egresseur. Il a �et�e pr�e
is�e pour 
e type de r�egression, que lorsque la densit�e d'outliersd'innovation est petite et que les amplitudes asso
i�ees ne sont pas signi�
atives, l'intervallede bruit est 
hoisi pour assurer un bon 
ompromis robustesse/performan
es de l'estimateur.Dans le 
as 
ontraire o�u la densit�e est plus importante, l'intervalle est �etendu dans les petitesvaleurs et devient Ikb = [0:5; 2℄. Il en est tout autrement pour les mod�eles pseudolin�eaires, o�udans 
e type de r�egression, le m�e
anisme interne de bou
le de retour pour estimer le mod�elede pr�edi
tion peut engendrer des points de levage. L'�etude de la propagation des outliersdans les r�esidus a montr�e ses limites et n'a pas permis de d�e�nir en profondeur un 
adreformel. Les diÆ
ult�es surgissent et des investigations devront être entreprises. Pour 
e typede r�egression, il a �et�e 
ependant montr�e tout l'int�erêt d'�etendre l'intervalle de bruit dans lespetites valeurs. Ce
i pour 
ontraindre la norme L1 �a agir rapidement aux o

urren
es des out-liers et de r�eduire leurs e�ets, soumettant l'estimateur �a être plus robuste, sans pour autantd�egrader l'eÆ
a
it�e. Le 
hoix de 
e nouvel intervalle de bruit s'est port�e sur Ikb = [0:01; 2℄.Par ailleurs, nous avons pr�esent�e une �etude des points de levage dans la pro
�edure d'esti-mation de mod�eles OE. Il a d'abord �et�e �etabli un th�eor�eme, montrant la r�edu
tion du biaismaximum de l'estimateur en 
es points, par l'a
tion d'une fon
tion a

ord. Nous avons montr�eque 
ette fon
tion est d�e�nie suivant deux sous-intervalles dont l'un est le 
lassique intervallede bruit o�u l'on retrouve les valeurs typiques de la 
onstante d'a

ord et l'autre o�u l'on re-trouve les petites valeurs de k, dans lequel, 
ette fon
tion pr�esente la propri�et�e de d�e
rô�trelorsque k d�e
rô�t. Cet e�et r�eduit l'a
tion du point de levage et diminue la sensibilit�e du biaisde l'estimateur en 
es points. Apr�es avoir men�e une �etude quantitative, une �etude qualita-tive a fait l'objet d'une 
ampagne d'estimation dans le but de valider les 
on
lusions de 
eth�eor�eme. Nous avons e�e
tivement montr�e que la diminution de k vers les petites valeurs,r�eduit le biais de l'estimateur et augmente le �t du mod�ele lorsque survient un ou des pointsde levage. Ces r�esultats ont r�ev�el�e un fait majeur relatif �a la fon
tion de 
ontribution L1.Bien que ses valeurs soient faibles, traduisant une estimation tr�es majoritairement L2, 
elasuÆt �a robusti�er l'estimateur. Cela d�enote une forte sensibilit�e de l'estimateur �a la norme120



CHAPITRE 6. LIMITES DE L'ESTIMATEUR ROBUSTE : R�EDUCTION DE LASENSIBILIT�E DU BIAIS DU M-ESTIMATEUR DE HUBER AUX POINTS DE LEVAGEL1. Même si sa 
ontribution reste tr�es faible, son a
tion est essentielle �a la 
onvergen
e del'estimateur. Cette remarque importante 
on�rme l'int�erêt de l'utilisation de la norme L1pour robusti�er la norme L2.Le 
hapitre suivant pr�esentera les outils de validation de mod�ele, notamment, une versionrobuste du 
rit�ere FPE pour les mod�eles pseudolin�eaires dans l'appro
he L!, ainsi qu'unnouveau 
rit�ere d�e
isionnel d'aide au 
hoix d'un mod�ele.
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Chapitre 7Outils de validation de mod�eles enidenti�
ation en norme L2 � L1Ce 
hapitre est 
onsa
r�e �a la validation de mod�eles et plus parti
uli�erement �a la versionrobuste dans le 
ontexte L!-FTE du 
rit�ere FPE. Ce L!-RFPE g�en�eralise le 
rit�ere robustede Maronna [Maronna et al, 2006℄, uniquement donn�e pour les mod�eles lin�eaires (
f. 
hapitre3 x3.5.3). Cette nouvelle version tient 
ompte de la stru
ture de mod�ele M, du niveau de
ontamination du mod�ele de d�eviation distributionnelle GEM ainsi que de l'appro
he L-FTE. Dans 
e 
hapitre, sera �egalement pr�esent�e, un nouvel outil d�e
isionnel pour le 
hoixdu mod�ele estim�e : la fon
tion de 
ontribution L1. C'est un outil de validation et d'aide �a lad�e
ision, permettant non seulement de 
on�rmer le 
hoix de mod�eles propos�es par les 
rit�eres
lassiques, mais aussi de mettre en �eviden
e la pertinen
e d'autres mod�eles. Ces outils sontvalid�es par des exp�erien
es, simulations et donn�ees r�eelles, et les r�esultats sont 
omment�es etdis
ut�es.7.1 Crit�ere L!-RFPEL'obje
tif est de proposer un test statistique �a partir de quantit�es 
al
ulables dans le butde valider un mod�ele 
andidat parmi n mod�eles. Pour 
ela, nous devons disposer d'un esti-mateur �̂HN , donn�e par la minimisation d'un 
rit�ere d'estimation. Dans l'hypoth�ese th�eoriqueo�u nous disposons de tous les ensembles de donn�ees possibles et de taille aussi grande quen�e
essaire, nous pouvons utiliser la valeur limite du 
rit�ere d'estimation �W �!; �̂HN� 
ommemesure s
alaire de la qualit�e du mod�ele, de mani�ere �a se pla
er dans les meilleures 
onditions122



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L1possibles, en prenant son esp�eran
e sur l'ensemble des jeux de donn�ees ZN . Le mod�ele estim�e
orrespondant m =M��̂HN� doit être 
onsid�er�e �a son tour 
omme une variable al�eatoire, etpar 
ons�equent, la fon
tion mesurant le �t du mod�ele, 
'est �a dire le 
rit�ere limite, l'est aussi.Nous retiendrons alors 
omme mesure de la qualit�e d'une stru
ture de mod�eleM, l'esp�eran
eEF de 
e mod�ele prise par rapport aux di��erents estimateurs possibles �̂HN�J �M;!; L̂N� = EF �W �!; �̂HN� (7.1)Il reste maintenant �a exprimer (7.1) uniquement �a partir des donn�ees d'estimation. Il faudraapproximer 
ette relation �a partir des donn�ees disponibles et en parti
ulier WN ��̂HN�. Leshypoth�eses suivantes permettent de r�epondre �a 
ette interrogation :{ S0 2 M.{ Les param�etres du mod�ele sont identi�ables et don
 �W 00(!; �0; L0) est inversible.{ Les donn�ees de validation poss�edent les mêmes propri�et�es statistiques du deuxi�emeordre que les donn�ees d'estimation.Soit �0 le minimum de �W (!; �). Un d�eveloppement de Taylor de �W (!; �) autour de �0 devient�W �!; �̂HN� = �W (!; �0) + 12 ��̂HN � �0�T �W 00 �!; ��HN ; L0� ��̂HN � �0� (7.2)o�u ��HN est une valeur entre �0 et �̂HN . Similairement, puisque W 0N ��̂HN� = 0, alorsWN ��̂HN� = WN (�0)� 12 ��̂HN � �0�T W 00N �!; �HN ; L0� ��̂HN � �0� (7.3)Pour N suÆsamment grand, nous avons �̂HN PS! �0, ��HN PS! �0 et �HN PS! �0. Par le th�eor�emede 
onvergen
e uniforme du Hessien, nous pouvons �e
rire �W 00 �!; ��HN ; L0� PS! �W 00 (!; �0; L0)et W 00N �!; �HN ; L0� PS! �W 00 (!; �0; L0).En prenant les esp�eran
es de (7.2) et de (7.3), nous obtenons respe
tivementEF �W �!; �̂HN� � �W (!; �0) + 12tr� �W 00 (!; �0; L0) 
ov ��̂HN�!;L0� (7.4)et EFWN ��̂HN� � �W (!; �0)� 12tr� �W 00 (!; �0; L0) 
ov ��̂HN�!;L0� (7.5)L'expression (7.4) 
onduit �a�J �M;!; L̂N� � �W (!; �0) + 12N trn �W 00 (!; �0; L0) CM (!; �0; L0)o (7.6)123



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L1o�u CM (!; �0; L0) est d�e�nie par (5.129). A partir de (7.5), nous avons�W (!; �0) � EFWN ��̂HN�+ 12N trn �W 00 (!; �0; L0) CM (!; �0; L0)o (7.7)Sa
hant que �W 00 (!; �0; L0) CM (!; �0; L0) = QM (!; �0; L0) �W 00 (!; �0; L0)�1, alors, une premi�ereexpression du L!-RFPE s'�e
rit�J �M;!; L̂N� � EFWN ��̂HN� + 1N trnQM (!; �0; L0) �W 00 (!; �0; L0)�1o (7.8)Il est parfois diÆ
ile pour l'utilisateur de disposer de plusieurs observations et ainsi de
al
uler EFWN ��̂HN�. Dans le 
as o�u 
elui-
i ne dispose que d'une seule observation, nouspouvons rempla
er EFWN ��̂HN� par WN ��̂HN�. Le L!-RFPE s'�e
rit don
�J �M;!; L̂N� � WN ��̂HN� + 1N tr nQM (!; �0; L0) �W 00 (!; �0; L0)�1o (7.9)Par (5.122) et (5.128), nous avonstr nQM (!; �0; L0) �W 00 (!; �0; L0)�1o = � (!)�dM + B (!)1� A (!)HM (!; �0; L0)� (7.10)o�u HM (!; �0; L0) = tr �RL0�1 (!; �0)RL0�2 (!; �0)�1�.Il est maintenant int�eressant d'exprimer l'estim�e souhaitable de � (!). Nous allons le fairepar l'interm�ediaire du PREC limite. Celui-
i est en e�et donn�e par�W (!; �0) = � (!)�1 + A (!)� B (!)2 (1� A (!)) � (7.11)Preuve :Tout d'abord, nous savons que EF �"0�2;t�2 = �0 h1� 2 (1� !) 1+k2k ' (k)i et EF �s0�1;t�2 =2(1�!)k ' (k), (voir 
hapitre 5). Pour exprimer le PREC limite, nous avons aussi besoin ded�eterminer EF ��"0�1;t��. Il vient queEF ��"0�1;t�� = 2 (1� !) e k22�p2� 1Z� "e�k"� d" (7.12)Ave
 un 
hangement de variables X = "� et une int�egration par parties, nous obtenonsEF ��"0�1;t�� = 2 (1� !)�1 + k2k2 ' (k) (7.13)124



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L1Le PREC limite en �0 s'�e
rit�W (!; �0) = limN!124 12N Xt2�02 EF �"0t �2 + �N Xt2�01(EF ��"0t ��� �2EF �s0t �2)35 (7.14)
'est-�a-dire �W (!; �0) = �0�12 + 1� !k ' (k)� (7.15)Sa
hant que 1�!k ' (k) = A(!)�B(!)2 et �0 = �(!)1�A(!) , alors�W (!; �0) = � (!)�1 + A (!)� B (!)2 (1� A (!)) � (7.16)Ce qui prouve le PREC limite.Puisque EFWN ��̂HN� � WN ��̂HN�, si �̂N (!) d�enote l'estim�e de � (!), alors�̂N (!) = WN ��̂HN�ẐMN �M;!; L̂N�� dM2N (7.17)o�u ẐMN �M;!; L̂N� = 1 + A (!)� B (!)2 (1� A (!)) � B (!) ĤM �!; �̂HN ; L̂N�2N (1� A (!)) (7.18)ave
 ĤM �!; �̂HN ; L̂N� un estim�e de HM (!; �0; L0). Nous pouvons alors donner, l'expression�nale du L!-RFPE par�J �M;!; L̂N� � p (!)� hẐMN �M;!; L̂N�� dM2N iẐMN �M;!; L̂N�� dM2N WN ��̂HN� (7.19)o�u p (!) = 1+A(!)�B(!)1�A(!) , voir [Corbier et al, 2012℄.Nous allons montr�e que 
e 
rit�ere L!-RFPE pr�esente des propri�et�es tr�es g�en�erales. La premi�erepropri�et�e traite le 
as limite. Le 
as limite de 
e 
rit�ere est de pouvoir retrouver le FPEd'Akaike. En e�et, le PREC est un 
rit�ere mixte dont les 
ontributions L2 et L1 sont �x�eespar le fa
teur d'�e
helle �. Lorsque k tend vers l'in�ni, le fa
teur d'�e
helle tend aussi vers l'in-�ni et le PREC n'a plus au
une propri�et�e de robustesse. Il se r�eduit au 
rit�ere d'estimation125



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L1
lassique des moindres 
arr�es : (WN (�)k!1) = VN ��; ZN�. Puisque k ! 1, alors ! ! 0entrâ�nant p (!)! 1 et ẐMN �M;1; L̂�N�! 12 . On a alors�J �M; 0; L̂N� = FPE (dM) (7.20)De même, lorsque k ! 0 alors � ! 0 et le PREC tend vers le 
rit�ere d'estimation L1. Nousretrouvons le 
rit�ere FPE dans l'appro
he L1. Nous obtenons alors�J �M; 1; L̂N� = �JL1 (M) (7.21)(Cf. 
hapitre 3 x3.5.2).La deuxi�eme propri�et�e 
on
erne le RFPE de Maronna [Maronna et al, 2006℄, donn�e pourles mod�eles lin�eaires. Nous avons vu dans le 
hapitre 5 (5.104) que pour 
es mod�eles, l'ordrelarge L est nul. De plus, 
e 
rit�ere a �et�e formul�e pour de faibles 
ontaminations, 
'est-�a-direlorsque ! ! 0. Nous obtenons alors�J (M; 0; 0) = RFPE (dM) (7.22)En�n, la troisi�eme propri�et�e est impli
ite �a la nature même du L!-RFPE. En e�et, 
elui-
itient 
ompte du mod�ele de d�eviation distributionnelle par l'interm�ediaire de ! et de la naturedu r�egresseur, 
'est-�a-dire de la stru
ture de mod�ele param�etrique. Nous pouvons don
 direque 
e 
rit�ere g�en�eralise le FPE dans le 
adre des M-estimations de Huber.Apr�es avoir d�e�ni le 
adre formel du L!-RFPE, des simulations de Monte Carlo sur unpro
essus OE ont �et�e 
onduites. L'ensemble de 
es r�esultats vont être pr�esent�es et analys�esdans la se
tion suivante.7.2 R�esultats des simulations7.2.1 Pr�esentationLe pro
essus simul�e P0 g�en�erant les donn�ees y0t est identique �a 
elui utilis�e pour l'�etudedes points de levage, (Cf. 
hapitre 6 x6.6). Rappelons bri�evement ses 
ara
t�eristiques. Cepro
essus est un Output Error ave
 p = 11 et w = 5, not�e OE(11,5). Soit dM0 = 16 le "vraiordre" du pro
essus : P0 : 8><>: y0t = B(q;�0)F (q;�0)ut + e0t�0 = ��B0 ; �F0 �e0t 2 N (0; 0:1) (7.23)126



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L1Les vrais param�etres �B0 et �F0 sont donn�es dans le tableau 7.1. Nous avons �egalementTab. 7.1 { Param�etres �B0 = fb0ng5n=1 et �F0 = ff 0ng11n=1 de P0 : OE(11,5).n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11b0n �0:069 �0:168 0:134 0:225 �0:024 0 0 0 0 0 0f0n 0:286 �0:845 0:270 0:711 �0:348 �0:017 0:257 0:086 0:031 0:159 0:030
onsid�er�e un pro
essus ave
 un retard pur d = 3, 
ompt�e en nombre entier de p�erioded'�e
hantillonnage. Celle-
i est donn�ee par Te = 500�s. Le nombre de tirages de Monte Carloest de 100 et le nombre de points de mesures est N = 1000. Le signal exog�ene d'ex
itationut est une S�equen
e Binaire Pseudo Al�eatoire (SBPA) [Landau, 1998℄ suÆsamment ex
i-tant et persistant, de niveau �15 et de longueur LSBPA = 1023. Le rapport signal/bruit estSNR= 25dB. L'obje
tif �etant de tester la robustesse de l'estimateur aux outliers d'innova-tion et de valider des mod�eles par le L!-RFPE, pour 
ela, trois taux d'outliers d'observationRout = 2%, Rout = 5% et Rout = 10% sont ins�er�es dans y0t ave
 des amplitudes et des indextemporels al�eatoires. Une �etude 
omparative est faite entre le 
rit�ere L!-RFPE, le 
rit�ereFPE 
oupl�e �a une estimation robuste 3� (3�-FPE) utilisant un �ltre robuste nettoyeur (3�-RFC, voir 
hapitre 2 x2.3.2) [Maronna et al, 2006℄(
hapitre 8 p. 272), et le 
lassique FPEd'Akaike. Dans le 
as du 3�-FPE, le RFC est un AR(1). Pour le L!-RFPE, douze valeurs dela 
onstante d'a

ord sont prises dans Ikb et la 
omplexit�e du mod�ele dM varie entre 13 et18, sa
hant que w est �x�e �a 5.7.2.2 Analyse des r�esultatsL'ordre dM du mod�ele valid�e est donn�e par le minimum du 
rit�ere 
onsid�er�e. Le tableau7.2 pr�esente une synth�ese des r�esultats. Nous y trouvons pour 
haque ratio Rout, l'ordre dMdes mod�eles donn�es par les minima du FPE d'Akaike, du 3�-FPE et du L!-RFPE ave
 sesdouze valeurs de k. Le �t de 
haque mod�ele est aussi donn�e.Ces r�esultats montrent d'abord que le FPE d'Akaike sous-estime l'ordre du mod�ele lorsqueRout = 2% et Rout = 5% et le sur-estime lorsque Rout = 10%, ave
 un faible �t pour 
ha
und'entre eux. Cela 
on�rme la nature non robuste de 
e 
rit�ere FPE. Le 3�-FPE sous-estimel'ordre du mod�ele, mais pr�esente un �t 
orre
t lorsque Rout = 2%. La robustesse �a 3� ave
RFC �a son e�et et donne un estimateur qui ne pr�esente pas de mauvaises 
ara
t�eristiques.127
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Tab. 7.2 { Ordres et �ts des mod�eles, donn�es par le FPE d'Akaike, le 3�-FPE et le L!-RFPEave
 douze valeurs de k.Taux d'outliers d'observation Rout = 2% Rout = 5% Rout = 10%Ordre du mod�ele/�t dM Fit(%) dM Fit(%) dM Fit(%)FPE Akaike 15 45:4 15 27:16 17 16:173� � FPE 15 73:6 15 57:9 15 35:35L! �RFPEk = 0:05 16 88:8 16 90:41 16 93:6k = 0:1 15 95:5 16 93:5 16 91:41k = 0:15 16 98 15 95:3 16 97:28k = 0:25 16 94:9 15 72 16 56:8k = 0:35 15 97 16 73:5 16 48:45k = 0:4 17 75:2 16 75:7 15 90:53k = 0:7 15 96 15 59:6 17 61:76k = 0:9 15 91:2 16 56:2 16 79:5k = 1:2 15 83 17 80 15 68:8k = 1:345 15 92 17 43:55 14 47:7k = 1:5 17 76:25 16 44 15 65:4k = 2 15 90 17 78 15 61:5
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CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L1Cependant, lorsque Rout = 5% et Rout = 10%, le mauvais �t des mod�eles ne permet pasde les retenir. L'emploi d'un 
rit�ere de validation plus robuste se justi�e. C'est 
e que nousallons voir au travers du 
rit�ere RFPE.
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Fig. 7.1 { (gau
he) : Surfa
e du L!-RFPE 
omme une fon
tion du fa
teur d'�e
helle � et dela 
omplexit�e du mod�ele dM pour 
inq valeurs de k (k = 0:05, k = 0:1, k = 0:15, k = 0:25 etk = 0:35), �a un taux Rout = 2%. (droite) : suite de la surfa
e du L!-RFPE pour huit valeursde k (k = 0:35, k = 0:4, k = 0:7, k = 0:9, k = 1:2, k = 1:345, k = 1:5 et k = 2), pour lemême taux de 
ontamination.Les surfa
es du L!-RFPE lorsque Rout = 2% sont donn�ees dans les �gures 7.1 et ses mi-nima sont report�es dans le tableau 7.2. Le 
rit�ere de validation L!-RFPE donne e�e
tivementdM0, mais peut aussi pr�esenter des mod�eles de 
omplexit�es inf�erieure et sup�erieure �a dM0.Pour 
es derniers, les �ts sont nettement meilleurs que 
eux donn�es par le 3�-FPE. Lorsquele 
rit�ere L!-RFPE donne des minima �a dM = 15, le �t de 
haque mod�eles est �equivalent �a
elui de 
haque mod�ele pr�esentant la "vraie 
omplexit�e". Cependant, le �t diminue lorsquedM > dM0. Cela se produit lorsque k = 0:4 et k = 1:5. Les mod�eles sont alors de moinsbonne qualit�e. Soulignons que les mod�eles pour lesquelles dM = dM0 et dM < dM0, ave
 debons �ts, sont toujours donn�es pour une 
onstante d'a

ord petite. En e�et, pour les petitesvaleurs de k, la �gure 7.1 (gau
he) montre une nappe assez "dou
e" ave
 des minima �a dM0et dM < dM0 . Inversement, pour des valeurs plus �elev�ees de k, la nappe illustr�ee dans la129



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L1�gure 7.1 (droite), pr�esente de fortes variations, traduisant une moins bonne estimation dumod�ele, ne donnent pas de minima �a dM0 .
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k=1.2Fig. 7.2 { (gau
he) : Surfa
e du L!-RFPE 
omme une fon
tion de � et de dM pour six valeursde k (k = 0:05, k = 0:1, k = 0:15, k = 0:25, k = 0:35 et k = 0:4), �a un taux Rout = 5%.(droite) : suite de la surfa
e du L!-RFPE pour sept valeurs de k (k = 0:4, k = 0:7, k = 0:9,k = 1:2, k = 1:345, k = 1:5 et k = 2), pour le même taux de 
ontamination.Les �gures 7.2 illustrent les nappes du L!-RFPE lorsque Rout = 5%. L'ordre de 
haquemod�ele donn�e par le 
rit�ere est report�e dans le tableau 7.2. Les 
andidats qui pr�esentent debons �ts sont donn�es pour les petites valeurs de k, plus pr�e
isement pour k = 0:05, k = 0:1et k = 0:15. Pour les deux premi�eres valeurs de k, les �ts sont sup�erieurs �a 90% et l'ordre de
haque mod�ele est �egal �a dM0. Une nouvelle fois, le 
rit�ere donne un mod�ele �a ordre r�eduit,dM = 15 ave
 un ex
ellent �t, �egal �a 95%. Pour les valeurs de k sup�erieures �a 0:15, le �treste a

eptable, mais pas suÆsamment pour retenir le 
andidat. Lorsque les valeurs de ksont dans la partie haute de Ikb , les minima du 
rit�ere donnent majoritairement dM = 17.Soulignons une nouvelle fois que lorsque les valeurs de k sont petites (k � 0:9), la surfa
e dela nappe pr�esente une 
ertaine dou
eur des ses pentes, traduisant des estimations robusteset eÆ
a
es. Cette surfa
e est plus 
haotique lorsque k > 0:9. Les estimations sont moinsrobustes, les �ts sont moins bons et le nouveau 
rit�ere RFPE sur-estime la 
omplexit�e dumod�ele. 130
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k=1.2Fig. 7.3 { (gau
he) : Surfa
e du L!-RFPE en fon
tion de � et de dM pour six valeurs de k(k = 0:05, k = 0:1, k = 0:15, k = 0:25, k = 0:35 et k = 0:4), �a un taux Rout = 10%. (droite) :reste de la surfa
e du L!-RFPE pour sept valeurs de k (k = 0:4, k = 0:7, k = 0:9, k = 1:2,k = 1:345, k = 1:5 et k = 2), �a un taux Rout = 10%.Lorsque Rout = 10%, le 
rit�ere L!-RFPE donne en
ore de bons 
andidats, ave
 un �tsup�erieur �a 91% pour 
ha
un d'eux. En e�et, pour k = 0:05, k = 0:1 et k = 0:15, l'ordre dMdes mod�eles est �egal �a dM0. Voir �gure 7.3 (gau
he). Le �t des mod�eles se d�egrade lorsquek � 0:25. Cela se traduit par des minima di��erents de dM0 , 
omme le montre la �gure 7.3(droite). L'aspe
t 
haotique de la nappe montre en e�et de mauvaises estimations. L'ensembledes mod�eles fournis par les minima du 
rit�ere L!-RFPE sont report�es dans le tableau 7.2. Letableau 7.3 rassemble les meilleurs 
andidats retenus, 
'est-�a-dire 
eux ayant un �t autour de90%. L'ensemble de 
es mod�eles sont estim�es �a partir d'une norme robuste dont la 
onstanted'a

ord est situ�ee vers la borne inf�erieure de Ikb . Les valeurs de la fon
tion de 
ontributionL1 montrent que les taux d'outliers d'innovation dans les r�esidus sont �elev�es. L'ordre largeL̂N de 
ha
un de 
es mod�eles se situe en moyenne entre 200 et 240. Il n'y a pas de grands�e
arts entre eux, même lorsque les r�esidus sont fortement 
ontamin�es, et leurs valeurs sontquasiment identiques aussi bien pour Rout = 2% que pour Rout = 10%.Les �gures 7.4 pr�esentent les r�eponses fr�equentielles des mod�eles �a ordre r�eduit OE(10,5)
ompar�ees �a l'estimation spe
trale du pro
essus P0. Ces mod�eles ont un �t autour de 95%,ave
 une tr�es bonne dynamique dans les basses fr�equen
es. La �gure 7.4 (gau
he) montreun mod�ele OE(10,5) lorsque Rout = 2% et k = 0:1. Ce mod�ele pr�esente une fon
tion de131



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L1
ontribution L1 �egale �a 26:97%. Même en pr�esen
e d'un taux Rout plus �elev�e, lorsque k = 0:15,la r�eponse fr�equentielle du mod�ele �a ordre r�eduit OE(10,5) montre une bonne dynamiquedans l'intervalle de Shannon, notamment en basses fr�equen
es, 
omme 
ela est illustr�e dansla �gure 7.4 (droite).
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Modèle OE(10,5)Fig. 7.4 { (gau
he) : R�eponse fr�equentielle du mod�ele OE(10,5) �a 
omplexit�e r�eduite, 
om-par�ee �a l'estimation spe
trale du pro
essus (pointill�es) lorsque Rout = 2% et k = 0:1. (droite) :R�eponse fr�equentielle du mod�ele OE(10,5) �a 
omplexit�e r�eduite, 
ompar�ee �a l'estimationspe
trale du pro
essus (pointill�es) lorsque Rout = 5% et k = 0:15.Les �gures 7.5 montrent les r�eponses fr�equentielles de deux mod�eles valid�es OE(11,5) etOE(12,5), lorsque Rout = 5% ave
 k = 0:05 et k = 1:345 respe
tivement. Lorsque k = 0:05, le
rit�ere passe par un minimum �a dM = dM0. La dynamique de 
e mod�ele pr�esente de bonnes
ara
t�eristiques sur l'intervalle de Shannon, notamment en basses fr�equen
es. Son �t est �egal�a 90:41% et sa fon
tion de 
ontribution L1 est de 59:24%. Soulignons une fois de plus lefait suivant. Lorsque la 
onstante d'a

ord est 
hoisie dans les petites valeurs, les minimadu L!-RFPE 
o��n
ident soit ave
 dM0, soit ave
 dM < dM0. Dans 
es deux 
as de �gure,les mod�eles pr�esentent de bonnes 
ara
t�erisques sur l'intervalle [0; Fe=2℄, parti
uli�erement,dans les basses fr�equen
es. Pour k > 1, les mod�eles sont moins bons, 
omme le montre letableau 7.2. Les minima du L!-RFPE ne 
o��n
ident plus toujours ave
 dM0 et les mod�elesasso
i�es pr�esentent des dynamiques de moins bonne qualit�e. Ce
i est e�e
tivement illustr�edans la �gure 7.5 (droite) lorsque k = 1:345. Nous pouvons 
onstater une r�eponse fr�equentielle132



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L1de qualit�e insuÆsante sur l'intervalle de Shannon, et plus parti
uli�erement dans les bassesfr�equen
es.
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processus
Modèle OE(12,5)Fig. 7.5 { (gau
he) : R�eponse fr�equentielle du mod�ele OE(11,5), 
ompar�ee �a l'estimation spe
-trale du pro
essus (pointill�es) lorsque Rout = 5% et k = 0:05. (droite) : R�eponse fr�equentielledu mod�ele OE(12,5) lorsque Rout = 5% et k = 1:345.Bien que le taux d'observation d'outliers soit de 10%, les mod�eles valid�es pour k < 0:2ont une 
omplexit�e de 16 ave
 des �ts sup�erieurs �a 90%. La �gure 7.6 (gau
he) montre unexemple d'un de 
es mod�eles lorsque k = 0:05. Pour des valeurs plus grandes de k, 
'est-�a-dire k > 1, le L!-RFPE donnent des minima di��erents de dM0 ave
 des �ts inf�erieurs �a 70%.La �gure 7.6 (droite) illustre la r�eponse fr�equentielle d'un de 
es mod�eles OE(9,5) lorsquek = 1:345. Ce mod�ele sou�re d'avoir une 
omplexit�e plus petite que 
elle de P0 et d'avoir �et�eestim�e ave
 une norme moins robuste, due �a une valeur trop �elev�ee de k.A travers 
es exemples, nous avons montr�e l'int�erêt d'�etendre la 
onstante d'a

ord dansles petites, a�n de permettre �a 
e nouveau 
rit�ere de validation de donner par ses minimades mod�eles pertinents. Il peut être 
ependant utile �a l'exp�erimentateur de disposer d'unautre outil d'aide �a la d�e
ision du 
hoix de la 
omplexit�e du mod�ele, dans le but de 
on�rmerpresque d�e�nitivement le mod�ele valid�e. C'est 
e que nous allons �etudier par l'interm�edairede la fon
tion de 
ontribution L1. 133
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Tab. 7.3 { Param�etres des mod�eles estim�es, �t, fon
tion de 
ontribution L1 et ordre large,lorsque k = 0:05, k = 0:1 et k = 0:15.Taux d'outliers Rout = 2% Rout = 5% Rout = 10%d'observation�0 k = 0:05 k = 0:15 k = 0:05 k = 0:1 k = 0:05 k = 0:15b01 = �0:069 �0:0696 �0:0691 �0:0686 �0:0698 �0:0681 �0:0687b02 = �0:168 �0:1650 �0:1604 �0:1720 �0:1599 �0:1713 �0:1522b03 = 0:134 0:1332 0:1538 0:1220 0:1517 0:1224 0:1741b04 = 0:225 0:2204 0:2107 0:2327 0:2126 0:2306 0:1972b05 = �0:024 �0:0241 �0:0506 �0:0088 �0:0501 �0:0105 �0:0750f01 = 0:286 0:2721 0:1694 0:3458 0:1764 0:3439 0:0598f02 = �0:845 �0:8535 �0:8832 �0:8116 �0:8959 �0:8271 �0:9152f03 = 0:270 0:3077 0:3627 0:2296 0:3855 0:2365 0:4405f04 = 0:711 0:6750 0:6867 0:6874 0:6658 0:7099 0:6578f05 = �0:348 �0:3537 �0:4316 �0:2806 �0:4286 �0:3003 �0:4953f06 = �0:017 0:0157 0:0202 �0:0220 0:0372 �0:0297 0:0513f07 = 0:257 0:2289 0:2591 0:2267 0:2378 0:2491 0:2504f08 = 0:086 0:0790 0:0560 0:1166 0:0613 0:1105 0:0373f09 = 0:031 0:0581 0:0246 0:0471 0:0424 0:0376 0:0146f010 = 0:159 0:1370 0:1553 0:0471 0:0424 0:1503 0:1448f011 = 0:030 0:0406 �0:0048 0:0599 0:0219 0:0593 �0:0113Fit(%) 88:8 98 90:41 93:5 93:6 97:28L1C(%) 77:12 3 59:24 42:25 65:7 39:4L̂N 254 248 195 220 258 233
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processus
Modèle OE(9,5)Fig. 7.6 { (gau
he) : R�eponse fr�equentielle du mod�ele OE(11,5), 
ompar�ee �a l'estimation spe
-trale du pro
essus (pointill�es) lorsque Rout = 10% et k = 0:05. (droite) : R�eponse fr�equentielledu mod�ele OE(9,5) lorsque Rout = 10% et k = 1:345.7.3 Fon
tion de 
ontribution L17.3.1 Pr�esentationNous savons que la norme mixte de Huber est un m�elange d'une norme L2 qui ne traiteque les r�esidus situ�es dans l'intervalle [��; �℄ et d'une norme L1 qui elle, ne traite que 
euxsitu�es en dehors de 
et intervalle. La 
ontribution de 
ha
une d'elle d�epend de la valeur dufa
teur d'�e
helle �, don
 de la 
onstante d'a

ord k. Con
r�etement, le rôle de la norme L1est de robusti�er la norme L2, tr�es sensible aux grands �e
arts des r�esidus, et de traiter leplus rapidement possible 
es grands �e
arts. Ce point de vue justi�e le 
hoix de la 
onstanted'a

ord k, 
ar elle �xe la 
ontribution de 
ha
une des normes �a la �n de la pro
�edured'estimation. A partir des deux ensembles d'index �2 et �1, nous sommes don
 amen�es �ad�e�nir les 
ontributions de 
ha
une d'elles. Dans le 
hapitre 4, il a �et�e d�e�ni la fon
tion de
ontribution L1 par L1C (�) = N1 (�)N (7.24)Cette 
ontribution v�eri�e l'�egalit�e
ard (�2(�)) + 
ard (�1(�)) = N; 8� 2 DM (7.25)135



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L1La fon
tion de 
ontribution peut aussi être d�e�nie 
ommeL1C (�) = 1N Xt2�1(�) jst(�)j (7.26)o�u st(�) est la fon
tion signe d�e�nie par (4.12). Voir aussi [Corbier et al, 2012℄ pour plusde d�etails.Les �etudes exp�erimentales montrent que L1C (�) pr�esente des variations en fon
tion de la
omplexit�e du mod�ele estim�e. Pour mettre en �eviden
e analytiquement 
elles-
i, nous avonsrempla
�e st(�) par une fon
tion logistique, 
omme 
ela a �et�e fait pour le gradient et le Hessiendu PREC dans le 
hapitre 4 (x4.1.2). Ave
 
e 
hoix, la fon
tion de 
ontribution L1 est donn�eepar L1C (�) = 1N Xt2�1(�) ����1� e�2K"t(�)1 + e�2K"t(�) ���� (7.27)o�u K est un r�eel suÆsamment grand pour assurer une bonne approximation de la fon
-tion signe. Puisque L1C (�) pr�esente des variations, nous allons montr�e qu'elle admet desminima et que 
eux-l�a peuvent 
on�rmer la 
omplexit�e des mod�eles donn�es par les 
rit�eresd'estimation 
lassiques, mais aussi, mettre en �eviden
e la pertinen
e d'autres mod�eles. Soitle th�eor�eme suivantTh�eor�eme 10 Il existe un estimateur �̂L1N di��erent ou non de �̂HN , tel que �̂L1N soit le minimumde L1C (�). Alors �̂L1N = argmin�2� 1N Xt2�1(�) jst(�)j (7.28)Preuve :D�e�nissons deux sous-ensembles de �1 (�) tels que �L1 (�) = ft : j"t(�)j < ��g et �H1 (�) =ft : j"t(�)j > �g. Alors �1 (�) = �L1 (�) [ �H1 (�) et �L1 (�) \ �H1 (�) = 0. La fon
tion de 
ontribu-tion L1 s'�e
rit don
L1C (�) = 1N Xt2�H1 (�) 1� e�2K"t(�)1 + e�2K"t(�) + 1N Xt2�L1 (�) e2K"t(�) � 1e2K"t(�) + 1 (7.29)La d�eriv�ee par rapport �a � de (7.29) donne���L1C (�) � 4KN Xt2�L1 (�) t (�) e2K"t(�) � 4KN Xt2�H1 (�) t (�) e�2K"t(�) (7.30)136



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L1Par
e que j"t(�)j > �, nous obtenons���� ���L1C (�)���� � 8Ke�2K�N Xt2�1(�) j t (�)j (7.31)Sa
hant que j t (�)j est born�ee pour tout � 2 � [Ljung et Caines, 1979℄, posons j t (�)j =C , alors j �1;t (�)j � j t (�)j = C (7.32)Il existe alors un estimateur �̂L1N tel que���� ���L1C ��̂L1N ����� � 8KC e�2K� ! 0 (7.33)pour K suÆsamment grand. Ce qui prouve le th�eor�eme.Ce th�eor�eme indique qu'il existe un estimateur �̂L1N qui minimise la fon
tion de 
ontributionL1.L'analyse des r�esultats va se diviser en trois parties. Les deux premi�eres analysent les r�esultatsde deux pro
essus simul�es : un pro
essus ARX et un pro
essus OE. La troisi�eme partie dis
utedes r�esultats sur un pro
essus r�eel, un 
apteur/a
tionneur pi�ezo�ele
trique.7.3.2 Analyse des r�esultats7.3.2.1 Pro
essus ARX simul�eL'obje
tif est de montrer que dans 
ertaines situations, le RFPE ne permet pas d'aÆrmerd�e�nitivement, par ses minima, la 
omplexit�e des mod�eles. La d�e
ision est alors 
on�rm�ee parla fon
tion de 
ontribution L1 dont les minima sont plus 
at�egoriques. Une �etude 
omparativeest r�ealis�ee entre la LS-estimation, l'estimation par variables instrumentales (IV-estimation),la 2SLS-estimation et la M-estimation de Huber, �a travers le RFPE et la fon
tion de 
ontri-bution L1. Notons que la version du L!-RFPE dans le 
as des mod�eles lin�eaires sera not�ee0-RFPE ou tout simplement RFPE.Le pro
essus simul�e PL0 g�en�erant les donn�ees y0t est un ARX ave
 p = 7 et w = 5, not�eARX(7,5). Soit dM0 = 12 la "vrai 
omplexit�e" du pro
essus :PL0 : 8><>: y0t = B(q;�0)A(q;�0)ut + 1A(q;�0)e0t�0 = ��A0 ; �B0 �e0t 2 N (0; 0:1) (7.34)137



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L1Tab. 7.4 { Param�etres �B0 = fb0ng5n=1 et �A0 = fa0ng7n=1 de PL0 : ARX(7,5).n 1 2 3 4 5 6 7b0n �0:1034 �0:1658 0:1509 0:195 �0:0145 0 0a0n 0:3819 �0:8684 0:1938 0:6772 �0:2536 �0:0423 0:1664Les vrais param�etres �B0 et �A0 sont donn�es dans le tableau 7.4. Nous avons �egalement
onsid�er�e un pro
essus ave
 un retard pur d = 7, 
ompt�e en nombre entier de p�erioded'�e
hantillonnage. Celle-
i est donn�ee par Te = 500�s. Le nombre de tirages de Monte Carloest de 1000 et le nombre de points de mesures est N = 1000. Le signal exog�ene d'ex
ita-tion ut est une S�equen
e Binaire Pseudo Al�eatoire (SBPA) [Landau, 1998℄, suÆsammentex
itant et persistant, de niveau �10 et de longueur LSBPA = 1023. Le rapport signal/bruitSNR est de = 25dB. Dans le but de tester la robustesse de l'estimation, un taux Rout de1% d'outliers est ins�er�e dans y0t ave
 des amplitudes et des index temporels al�eatoires. La�gure 7.7 (gau
he) montre le signal de sortie du pro
essus PL0 dans lequel apparaissent lesoutliers d'observation. Pour toutes les m�ethodes d'estimation, la 
omplexit�e du mod�ele dMvarie entre 7 et 20, sa
hant que w est �x�e �a 5. Le RFPE et la fon
tion de 
ontribution L1sont donn�es pour vingt valeurs de k dans Ikb .
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Fig. 7.7 { (gau
he) : Signal de sortie y0t du pro
essus PL0 dans lequel apparaissent les outliersd'observation �a un taux de 1%. (droite) : Signal du pro
essus y0t et signal du pr�edi
teur ŷt (�)du mod�ele ARX(7,5) lorsque k = 0:124. 138



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L1La �gure 7.8 (gau
he) pr�esente le RFPE sous la forme d'une surfa
e, 
omme une fon
tiondu fa
teur d'�e
helle � et de la 
omplexit�e du mod�ele dM. Lorsque k est faible, la surfa
e est"presque" lisse et pr�esente un minimum 
ommun pour k 2 [0:05; 0:5℄ (ellipses pointill�ees)�a dM = 13 = 8 + 5. Nous voyons que le 
rit�ere surestisme l'ordre des mod�eles. Ce 
onstats'�etablit aussi lorsque k est 
hoisi dans la partie sup�erieure de Ikb . La surfa
e pr�esente desondulations, mais les minima 
orrespondent �a des 
omplexit�es sup�erieures �a 12. Dans 
etexemple, le nouveau 
rit�ere RFPE ne pr�esente pas de 
ara
t�ere d�e
isionnel. Sans l'appuide la fon
tion de 
ontribution L1, l'exp�erimentateur serait dans l'obligation de 
hoisir unmod�ele ARX(8,5). Cette nouvelle fon
tion, 
omme le montre la �gure 7.8 (droite), pr�esentedes minima bien visibles lorsque k = 0:124, k = 0:228 et k = 0:332, bien que pour 
ettederni�ere valeur de k, 
ela semble moins aÆrmatif. La surfa
e de L1C (�) est ondul�ee lorsquek est faible, pr�esentant des minima bien apparents. Lorsque k est plus �elev�ee, les valeurs dela fon
tion de 
ontribution sont plus petites et la surfa
e est plus lisse, don
 breau
oup moinsd�e
isionnelle. A partir de 
ette fon
tion, l'exp�erimentateur peut ainsi retenir trois mod�elesARX(7,5), lorsque k = 0:124, k = 0:228 et k = 0:332 respe
tivement.
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Fig. 7.8 { (gau
he) : RFPE en fon
tion de � et de dM pour vingt valeurs de k, lorsqueRout = 1%. Un seul minimum apparâ�t �a dM = 13 = 8 + 5 (ellipses pointill�ees). (droite) :Fon
tion de 
ontribution L1 en fon
tion de � et de dM pour vingt valeurs de k. Trois minimaapparaissent �a dM = 12 = 7 + 5 lorsque k = 0:124, k = 0:228 et k = 0:332.Le tableau 7.5 regroupe les valeurs des param�etres des mod�eles, estim�es 
lassiquement par139



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L1les moindres 
arr�es, les variables instrumentales et les moindres 
arr�es deux �etapes. Pour lesM-estimations de Huber, les mod�eles sont donn�es par les minima de la fon
tion de 
ontribu-tion L1, lorsque k = 0:124, k = 0:228 et k = 0:332. Même si le taux d'outliers d'observationest faible, les estimateurs 
lassiques donnent des param�etres �eloign�es des "vrais". Le RFPE�etant dans l'in
apa
it�e de donner le nombre de param�etres exig�es, 
'est-�a-dire 12, nous avonsre
ours �a la fon
tion de 
ontribution L1. Chaque mod�ele estim�e pr�esente alors un �t pro
hede 80%.Tab. 7.5 { Valeurs des param�etres des meilleurs mod�eles par les estimations LS, IV, 2SLS.Pour les M-estimations de Huber, les mod�eles sont 
eux donn�es par la fon
tion de 
ontributionL1C lorsque k = 0:124, k = 0:228 et k = 0:332.Vrais param�etres Estimateurs 
lassiques M-estimateurs de Huber�0 LS IV 2SLS k = 0:124 k = 0:228 k = 0:332b01 = �0:1034 �0:1006 �0:1062 �0:0969 �0:1037 �0:1041 �0:1033b02 = �0:1658 �0:1384 �0:1411 �0:1343 �0:1607 �0:1596 �0:1639b03 = 0:1509 0:1246 0:1205 0:1156 0:1553 0:1533 0:1524b04 = 0:1950 0:1120 0:1118 0:1834 0:1846 0:1805 0:1867b05 = �0:0145 �0:0887 �0:0818 �0:1337 �0:0140 �0:0079 �0:0128f01 = 0:3819 0:1486 0:1489 0:1379 0:3319 0:3224 0:3495f02 = �0:8684 �0:3427 �0:3522 �0:2369 �0:8457 �0:8155 �0:8434f03 = 0:1938 0:1065 0:1342 0:0769 0:2140 0:2068 0:2065f04 = 0:6772 0:2523 0:2599 0:1854 0:6432 0:6204 0:6486f05 = �0:2536 �0:0574 �0:0846 �0:0207 �0:2593 �0:2469 �0:2515f06 = �0:0423 0:1429 0:1236 0:1378 �0:0221 �0:0109 �0:0244f07 = 0:1664 �0:0751 �0:0684 �0:1223 0:1477 0:1320 0:1522Les �gures 7.9 montrent les r�eponses fr�equentielles des mod�eles ARX issues de la fon
tionde 
ontribution L1, lorsque k = 0:124 (gau
he) et k = 0:332 (droite), 
ompar�ees �a l'estimationspe
trale de PL0 . La dynamique de 
ha
un d'eux pr�esente de bonnes 
ara
t�eristiques, ave

ependant un �e
art en basses fr�equen
es lorsque k = 0:124. Cet �e
art est moindre pourk = 0:332. Notons que la valeur de L1C (�) est de 40% lorsque k = 0:124 et de 18% lorsquek = 0:332. La r�eponse fr�equentielle du mod�ele ARX(8,5) lorsque k = 0:058 est donn�ee dansla �gure 7.10 (gau
he). La surestimation de sa 
omplexit�e favorise sa dynamique, et 
ela se140
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processus
Modèle ARX(7,5)Fig. 7.9 { (gau
he) : R�eponse fr�equentielle du mod�ele ARX(7,5) donn�ee par la fon
tionde 
ontribution L1 lorsque k = 0:124, 
ompar�ee �a l'estimation spe
trale de PL0 (pointill�es).(droite) : R�eponse fr�equentielle du mod�ele ARX(7,5) issue de L1C (�) lorsque k = 0:332,
ompar�ee �a l'estimation spe
trale de PL0 .
on�rme, puisque qu'il pr�esente un �t pro
he de 88%. Le r�esultat de la r�eponse fr�equentielledu mod�ele ARX(7,5), estim�e par les moindres 
arr�es n'est pas r�eellement une surprise, 
omme
ela est illustr�e dans la �gure 7.10 (droite).Dans le 
as de �gure o�u le 
rit�ere RFPE est dans l'impossibilit�e de fournir un mod�elerobuste ave
 la 
omplexit�e dM = 12, la fon
tion de 
ontribution L1 par ses minima, est plusd�e
isionnelle et plus aÆrmative. Elle se substitue ainsi au RFPE. C'est un des trois rôles de
e nouvel outil. Les deux autres vont être d�evelopp�es dans la suite, 
onsistant �a renfor
er ler�esultat donn�e par le RFPE et/ou de fournir d'autres mod�eles.7.3.2.2 Pro
essus OE simul�eCe pro
essus est identique �a 
elui du paragraphe 7.2, dont le signal de sortie est 
ontamin�epar trois taux d'outliers d'observation Rout = 2%, Rout = 5% et Rout = 10% . L'obje
tif estde montrer que la fon
tion de 
ontribution L1 renfor
e la d�e
ision du 
rit�ere L!-RFPE et queleurs minima 
o��n
ident. Tous les bons 
andidats donn�es par le 
rit�ere RFPE sont 
on�rm�espar la fon
tion de 
ontribution L1, 
omme le montre le tableau 7.6 o�u sont regroup�es tous
es r�esultats. Nous avons s�ele
tionn�e quelques 
ourbes de 
ette fon
tion de 
ontribution L1,repr�esent�ees dans les �gures 7.11 �a 7.14. Nous pouvons 
onstater des minima bien pronon
�es141
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processus
Modèle ARX(7,5)Fig. 7.10 { (gau
he) : R�eponse fr�equentielle du pro
essus et du mod�ele ARX(8,5) donn�eepar le RFPE lorsque k = 0:058. (droite) : R�eponse fr�equentielle du mod�ele ARX(7,5) estim�eepar les moindres 
arr�es.de L1C (�) pour les petites valeurs de k, apportant ainsi une valeur ajout�ee au 
hoix de la
omplexit�e du mod�ele ainsi valid�e. Ils le sont moins lorsque k = 0:25 et k = 0:35.Tab. 7.6 { Ordres des mod�eles donn�es par le 
rit�ere L!-RFPE (dRFPEM ) et par la fon
tion de
ontribution L1 (dL1CM ).Taux d'outliers d'observation Rout = 2% Rout = 5% Rout = 10%Ordre du mod�ele dRFPEM dL1CM dRFPEM dL1CM dRFPEM dL1CMk = 0:05 16 16 16 16k = 0:1 15 15 16 16 16 16k = 0:15 16 16 15 15 16 16k = 0:25 16 16k = 0:35 15 157.3.2.3 Pro
essus pi�ezo�ele
triqueL'obje
tif n'est pas de pr�esenter l'�etude 
ompl�ete de l'identi�
ation d'un a
tionneurpi�ezo�ele
trique, puisque 
elle-
i sera faite dans le 
hapitre 8. Nous allons simplement nous142
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Fig. 7.11 { (gau
he) : L1C (�) 
omme une fon
tion de la 
omplexit�e du mod�ele lorsqueRout = 2% et k = 0:1. Son minimum 
o��n
ide ave
 
elui du L!-RFPE et 
on�rme ainsiun bon 
andidat. (droite) : L1C (�) lorsque Rout = 2% et k = 0:15 ave
 un minimum �adM = dM0 = 16.
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Fig. 7.12 { La fon
tion de 
ontribution L1 
on�rme le minimum �a dM = 16 pour k = 0:25,mais moins bien lorsque k = 0:35.
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Fig. 7.13 { Même lorsque Rout = 5%, pour des faibles valeurs de k, la fon
tion pr�esente defortes variations ave
 des minima �a dM = dM0 . Cette fon
tion propose même un mod�ele �adM = dM0 + 2.
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Fig. 7.14 { Les minima donn�es par le 
rit�ere L!-RFPE sont �a nouveau 
on�rm�es par lafon
tion de 
ontribution L1 de mani�ere bien pronon
�ee.
144



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L1fo
aliser sur le rôle de la fon
tion de 
ontribution L1 pendant la phase de validation desmod�eles retenus. Nous allons 
ependant pr�esenter bri�evement le 
ontexte de 
ette identi�
a-tion.Ce syst�eme est utilis�e en a
tionneur dans le but de r�ealiser le 
ontrôle d'un dispositif deper�
age vibratoire. L'obje
tif est de d�evelopper des porte-outils vibrants, auto-adaptatifs,a
tifs, destin�es au per�
age de di��erents mat�eriaux, et les pro
�ed�es asso
i�es �a 
es porte-outilset mat�eriaux. Les porte-outils vis�es sont des syst�emes m�e
atroniques int�egrant un a
tionneurpi�ezoa
tif et des 
apteurs, ave
 des moyens d'alimentation et de 
ontrôles �ele
troniques. Lesmat�eriaux vis�es sont diÆ
iles �a per
er, par exemple, les multi-mat�eriaux 
omposite-m�etal, deplus en plus utilis�es dans les pi�e
es de stru
tures en a�eronautique, mais aussi des mat�eriauxutilis�es en m�e
anique g�en�erale tels que les a
iers inox. La �gure 7.15 montre le syst�eme-a
tionneur pi�ezo�ele
trique (SA-P) int�egr�e dans son dispositif de per�
age vibratoire.

Fig. 7.15 { SA-P pla�
�e dans son porte-outil.D�eveloppons maintenant la phase d'identi�
ation du SA-P. R�etir�e de son porte-outil, leSA-P est pr�esent�e dans la �gure 7.16. Sans rentrer dans les d�etails, signalons que quatre gaugesde 
ontraintes fournissent le signal des mi
ro-vibrations de l'A
tionneur pi�ezo�ele
trique.Soit yt le signal issu de 
es gauges et ut le signal d'ex
itation. Pour 
olle
ter l'ensemble145
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Fig. 7.16 { Syst�eme-A
tionneur Pi�ezo�ele
trique SA-P.des mesures ZN = (u1; y1; :::; uN ; yN), nous appliquons une SBPA suÆsamment ex
itante etpersistante sur ut, de niveau �3V et de longueur LSBPA = 1023 (�gure 7.17 (gau
he)). Lap�eriode d'�e
hantillonnage est 
hoisie �a Te = 100�s et le nombre de points de mesures est de5000. Le mod�ele r�etenu pour 
e syst�eme non lin�eaire est un mod�ele OE.Mpiezo : ( yt = B(q;�)F (q;�)ut + et� = ��B; �F � (7.35)Nous pouvons 
onstater (�gure 7.17 (droite)), que le signal yt des mi
ro-d�epla
ementspr�esente de nombreuses valeurs assimilables �a des outliers d'observation, fournies par le pro-
essus lui-même. Ces points sont des informations g�en�er�ees par le pro
essus et ne doiventdon
 être, ni d�ete
t�es, ni �ltr�es et/ou nettoy�es. Les �gures 7.18 montrent les signaux desmi
ro-d�epla
ements sans pr�e-traitement (gau
he) et ave
 pr�e-traitement (droite), not�e yMTt ,utilisant un �ltre nettoyeur robuste 3�-RFC. Certaines grandes valeurs assimilables �a desoutliers dans yt ont �et�e r�eduites, voire supprim�ees dans yMTt , et l'e�et du �ltre est 
lairementvisible.La �gure 7.19 
ompare l'estimation spe
trale du pro
essus sans pr�e-traitement des donn�eesde sortie (MTRFC sur la �gure) �a l'estimation spe
trale du même pro
essus ave
 pr�e-traitement des donn�ees par le 3�-RFC. Ce �ltre a supprim�e des informations, qui les aestim�ees 
omme des outliers d'observation, provoquant ainsi une d�egradation de la dyna-mique du pro
essus. 146
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Fig. 7.17 { (gau
he) : S�equen
e binaire pseudo-al�eatoire 
omme signal d'ex
itation envoy�eau SA-P. (droite) : Signal des mi
ro-d�epla
ements yt.
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Fig. 7.18 { (gau
he) : Signal des mi
ro-d�epla
ements yt sans pr�e-traitement par un 3�-RFC. (droite) : Même signal mais trait�e ave
 un 3�-RFC, yMTt . Des points 
onsid�er�es 
ommeoutliers ont �et�e r�eduits voire supprim�es dans yMTt .
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Fig. 7.19 { Comparaison entre les estimations spe
trales du pro
essus pi�ezo�ele
trique ave
et sans pr�e-traitement des donn�ees de sortie (MTRFC sur les �gures). Le pr�e-traitement asupprim�e de nombreuses informations provoquant alors une d�egradation de la dynamique.Une 
ampagne d'estimations robustes a don
 �et�e r�ealis�ee ave
 le signal brut yt. Le PRECainsi que la fon
tion de 
ontribution L1 sont repr�esent�es dans les �gures 7.20. La �gure 7.20(gau
he) montre le PREC et ses minima en fon
tion de la 
omplexit�e du mod�ele, lorsquela 
onstante d'a

ord est �egale �a 0:0625. Il y a deux minima don
 deux mod�eles propos�es.Le premier �a dM = 17, qui n'est pas retenu, 
ar son �t est tr�es mauvais (< 40%), et ledeuxi�eme �a dM = 21 (w = 9 et p = 12), qui est retenu, ave
 un �t pro
he de 61%. Ce mod�eleretient notre attention 
ar il pr�esente de bonnes 
ara
t�eristiques dans l'intervalle [0; 500Hz℄,
orrespondant �a l'intervalle de fon
tionnment du pi�ezo�ele
trique. Voir 
hapitre 8 pour plusde d�etails. La fon
tion de 
ontribution L1 lorsque k = 0:0875, donne deux mod�eles : dM = 21(w = 9 et p = 12), pas retenu, et dM = 24 (w = 12 et p = 12). Ce dernier pr�esente de bonnes
ara
t�eristiques dans l'intervalle de fon
tionnement du pro
essus. Les r�eponses fr�equentiellesdes deux mod�eles retenus 
ompar�ees �a l'estimation spe
trale du pro
essus sont donn�ees dansles �gures 7.21.
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Fig. 7.20 { (gau
he) : Crit�ere d'estimation robuste (PREC) en fon
tion de la 
omplexit�e dumod�ele, lorsque k = 0:0625. Seul le mod�ele �a dM = 21 est 
onserv�e. (droite) : Fon
tion de
ontribution L1 en fon
tion de la 
omplexit�e du mod�ele, lorsque k = 0:0875. Cette fon
tiondonne un autre mod�ele retenu �a dM = 24.
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Modèle OE(12,9)
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processus
Modèle OE(12,12)Fig. 7.21 { (gau
he) : R�eponse fr�equentielle du mod�ele OE(12,9) lorsque k = 0:0625donn�e par le PREC, 
ompar�ee �a l'estimation spe
trale du pi�ezo�ele
trique. (droite) : R�eponsefr�equentielle du mod�ele OE(12,12) lorsque k = 0:0875 donn�e par L1C (�). Ces deux mod�elespr�esentent de bonnes 
ara
t�eristiques dans l'intervalle de fon
tionnement du pi�ezo�ele
trique,
'est �a dire [0; 500Hz℄. 149



CHAPITRE 7. OUTILS DE VALIDATION DE MOD�ELES EN IDENTIFICATION ENNORME L2 � L17.4 Con
lusionNous avons pr�esent�e dans 
e 
hapitre une version robuste du 
rit�ere d'erreur de pr�edi
tion�nale tenant 
ompte du niveau de 
ontamination du mod�ele de d�eviation distributionnelle deserreurs de pr�edi
tion et appliqu�e aux mod�eles pseudolin�eaires. Ce RFPE g�en�eralise l'expres-sion de Maronna, formul�e uniquement pour les mod�eles lin�eaires. A travers des simulations,nous avons montr�e que pour de petites valeurs de k 2 [0:05; 1[, les minima de 
e 
rit�erede validation fournit de bons mod�eles, 
on�rmant la "vraie 
omplexit�e" du pro
essus. Parailleurs, 
ertains minima 
orrespondent �a des mod�eles 
andidats �a 
omplexit�e r�eduite. Il a�et�e mis en �eviden
e les diÆ
ult�es de 
e 
rit�ere RFPE �a pr�esenter de bon mod�eles lorsque la
onstante d'a

ord k se trouve dans l'intervalle [1; 2℄.Ce 
hapitre nous a aussi permis de pr�esenter un nouvel outil d�e
isionnel sur la qualit�e dumod�ele 
andidat. A travers trois exp�erimentations, nous avons essay�e de montrer l'int�erêtd'utiliser 
et outil. Cette fon
tion ne s'est pas 
ontent�ee de 
on�rmer 
ertains 
andidats,mais a aussi fourni d'autres mod�eles de qualit�e ave
 de bonnes 
ara
t�eristiques fr�equentielles,et 
ela, toujours pour de petites valeurs de la 
onstante d'a

ord.Nous avons �etabli au sein de la pro
�edure d'identi�
ation, la pertinen
e de 
e nouvel outilaussi bien en simulation que sur pro
essus r�eel, aussi bien sur des mod�eles lin�eaires que pseu-dolin�eaires.Il nous appartient dans le 
hapitre suivant d'appliquer 
ompl�etement la pro
�edure d'identi-�
ation robuste �a des pro
essus r�eels.
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Chapitre 8Exp�erimentation : identi�
ationrobuste de pro
essus r�eelsCe 
hapitre a pour but de d�erouler la pro
�edure d'identi�
ation robuste dont nous avonsfait la promotion tout au long de 
e m�emoire, sur des pro
essus r�eels. Nous avons 
hoisi deuxsyst�emes dynamiques 
omplexes dont les donn�ees de sortie pr�esentent des outliers : un guided'ondes a
oustiques et un 
apteur/a
tionneur pi�ezo�ele
trique. Pour le premier pro
essus, ilnous faut trouver un mod�ele du syst�eme dans les stru
tures ARX, OE et ARMAX, retenupour e�e
tuer du 
ontrôle anti-bruit et ne garder que le meilleur parmi 
es trois 
andidats. Lesoutils d'estimation et de validation, respe
tivement PREC et L!-RFPE/L1C (�) permettentde fournir des mod�eles robustes de bonne qualit�e dans la gamme de fr�equen
es utile pour la
ommande. Pour l'identi�
ation du deuxi�eme pro
essus nonlin�eaire, la re
her
he de mod�elesse fait �a travers les stru
tures pseudolin�eaires OE et ARMAX. L'estimation et la validations'e�e
tuent par le PREC et par la fon
tion de 
ontribution L1. Dans 
e 
as, l'identi�
ationdevra fournir un mod�ele pertinent pour la gamme de fr�equen
es utile pour 
et a
tionneurpi�ezo�ele
trique, asso
i�e au pro
essus de per�
age vibratoire auquel il est destin�e.8.1 Identi�
ation du guide d'ondes a
oustiques8.1.1 Dispositif exp�erimentalCe dispositif est un 
onduit a
oustique semi-�ni en plexiglas utilis�e pour d�evelopper du
ontrôle a
tif de bruit (A
tive Noise Control) [Carmona et Alvarado, 2000℄. Cette te
hnique151



CHAPITRE 8. EXP�ERIMENTATION : IDENTIFICATION ROBUSTE DE PROCESSUSR�EELSest bas�ee sur la r�edu
tion du bruit ind�esirable dit primaire par l'utilisation de sour
e de bruitdite se
ondaire [Olson et May, 1956℄ [Nelson et Elliott, 1992℄. Une des deux terminaisonsdu 
onduit est rendue quasi-an�e
ho��que r�ealisant ainsi l'approximation d'un 
hamp libre �a
ette extr�emit�e. L'autre extr�emit�e est en revan
he ouverte. La maquette d'exp�erimentationse 
ompose des �el�ements suivants (�gure 8.1) : un haut-parleur de perturbation (sour
eprimaire), un haut-parleur de 
ommande (sour
e se
ondaire) et un mi
rophone de 
ontrôle,suÆsamment distant pour n�egliger le ph�enom�ene de propagation transitoire. Ce mi
rophoneest positionn�e dans l'axe m�edian des parois verti
ales du guide �a une distan
e l = 1m de lasour
e se
ondaire. La �gure 8.2 montre une vue r�eelle de la maquette.

Fig. 8.1 { Guide d'ondes exp�erimental.8.1.2 Identi�
ation8.1.2.1 M�ethode retenueLa �gure 8.3 pr�esente le prin
ipe de l'identi�
ation en bou
le ouverte du guide d'ondes. Le�ltre anti-repliement est un �ltre passe-bas de Butter-Worth ave
 une fr�equen
e de 
oupurede 1100Hz et une att�enuation de 48dB=o
tave. Le PC est 
oupl�e �a une 
arte de marqueDspa
e, utilisant un DSP (TMS320C31). Un signal d'ex
itation ut de type SBPA de niveau�3V , de longueur L = 210 � 1 et de p�eriode d'�e
hantillonnage Te = 500�s est g�en�er�e parla 
arte Dspa
e. La fr�equen
e de Shannon a �et�e 
hoisie entre le se
ond et le troisi�eme modepropagatif, de fr�equen
es respe
tives f 
1;0 = 850Hz et f 
1;1 = 1202Hz. Le nombre de points152
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Fig. 8.2 { Vue r�eelle de la maquette du guide d'ondes exp�erimental.

Fig. 8.3 { Prin
ipe de l'identi�
ation en bou
le ouverte.153



CHAPITRE 8. EXP�ERIMENTATION : IDENTIFICATION ROBUSTE DE PROCESSUSR�EELSde mesures est N = 1024. Le retard pur � est donn�e par � = l=
0 o�u 
0 = 340m=s est la
�el�erit�e du son dans l'air. Le 
al
ul donne � � 2:94ms et 
onnaissant Te, alors � � 5:88Te. Enrajoutant le retard de l'�e
hantillonneur-bloqueur et en 
omptant en nombre entier de p�erioded'�e
hantillonnage, il vient que � = 7Te. Dans nos mod�eles, nous prendrons don
 un retardpur d = 7. Même si le pro
essus dynamique 
omplexe est non lin�eaire, il nous faut trouverun mod�ele du syst�eme dans les stru
tures ARX, OE ou ARMAX. Nous retiendrons ensuitele meilleur 
andidat parmi 
es trois stru
tures.8.1.2.2 R�esultats exp�erimentauxLes �gures 8.4 montrent le signal de sortie du mi
rophone non pr�e-trait�e (gau
he) (yt) etpr�e-trait�e (droite) �yMTt � par le �ltre nettoyeur robuste 3�-RFC ou �ltre MTRFC. La �gure8.4 (gau
he) fait apparâ�tre des valeurs plus importantes que d'autres que l'on peut estimerêtre des outliers d'observation. Le diagnosti
 de �yMTt � (�gure 8.4 (droite)) montre e�e
tive-ment l'absen
e de 
ertains de 
es outliers. Or, lorsque nous 
omparons l'estimation spe
traledu pro
essus �a partir de ZN = [u1; y1; :::; uN ; yN ℄ �a 
elle issue de ZN = �u1; yMT1 ; :::; uN ; yMTN �(�gure 8.5), nous voyons apparâ�tre une grande disparit�e. Le �ltre nettoyeur robuste 3�-RFC a 
onsid�er�e 
es outliers 
omme des valeurs atypiques et les a rempla
�es par des valeursdites attendues et a don
 modi��e la dynamique du pro
essus. L'estimation spe
trale "r�eelle"du guide d'ondes est 
elle repr�esent�ee par la �gure 8.5 sans le �ltre MTRFC (voir aussi[Carmona et Alvarado, 2000℄ [Corbier et al, 2009℄). Ce r�esultat illustre la r�eelle diÆ
ult�e dedistinguer les points typiques des points atypiques. Dans 
e dispositif exp�erimental, 
es va-leurs dites atypiques ne sont pas assez di��erentes et pas assez "isol�ees", en amplitude eten nombre, de 
elles dites typiques. Supprimer 
es outliers d'observation revient �a suppri-mer des outliers d'innovation, et ainsi des informations de la dynamique du mod�ele estim�e.En 
ons�equen
es, 
es outliers ne peuvent être trait�es que par une norme robuste plus "dou
e".La 
onstante d'a

ord de la norme de Huber se situe dans Ikb = [0:01; 2℄. Pour les mod�elesARX et OE, les 
andidats retenus ont �et�e trouv�es �a partir du 
rit�ere L!-RFPE et de lafon
tion de 
ontribution L1. Les mod�eles ARMAX retenus sont issus de l'analyse 
onjointedu PREC et de la fon
tion de 
ontribution L1. Les minima diÆ
iles �a mettre en �eviden
e,sont lo
alis�es par des ellipses. De plus, nous n'avons repr�esent�e que les 
ourbes param�etr�eespar des valeurs de k, dont les minima sont pr�esents, signi�
atifs et utiles �a l'analyse. Ce
iexplique le fait que pour les mod�eles ARX, les 
ourbes sont param�etr�ees ave
 k 2 [0:5; 2℄,154
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Fig. 8.4 { (gau
he) : Signal du mi
rophone yt non pr�e-trait�e par le �ltre nettoyeur robuste 3�-RFC. (droite) : Signal du mi
rophone pr�e-trait�e yMTt par le �ltre nettoyeur robuste 3�-RFC(MTRFC).
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Fig. 8.5 { Comparaison des estimations spe
trales du pro
essus guide d'ondes ave
 et sans3�-RFC (MTRFC sur les �gures). Le pr�e-traitement a supprim�e de nombreuses informationsprovoquant alors une d�egradation de la dynamique du pro
essus.155



CHAPITRE 8. EXP�ERIMENTATION : IDENTIFICATION ROBUSTE DE PROCESSUSR�EELSpour les mod�eles OE, ave
 k 2 [0:01; 2℄ et pour les mod�eles ARMAX, ave
 k 2 [0:25; 0:75℄.Estimation de mod�eles ARXLes �gures 8.6 montrent respe
tivement le L!-RFPE et la fon
tion de 
ontribution L1 pourk variant entre 0:5 et 2. Les mod�eles retenus sont donn�es pour dM = p+w = 10+10 = 20 etdM = p+w = 12+10 = 22 lorsque k = 0:8 et k = 0:9 (voir ellipses). Trois 
andidats fournispar le L!-RFPE sont 
on�rm�es par les minima de L1C (�). Les �gures 8.7 et 8.8 montrentles r�eponses fr�equentielles des mod�eles retenus ARX(10,10) et ARX(10,12) lorsque k = 0:8et k = 0:9 
ompar�ees �a l'estimation spe
trale du pro
essus. Le tableau 8.1 donne les valeursdu �t, du fa
teur d'�e
helle � ainsi que de la 
ontribution L1 des mod�eles valid�es.
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Fig. 8.6 { (gau
he) : Surfa
e du L!-RFPE (not�e RFPE sur l'axe) en fon
tion de dM et de �,param�etr�e par k. (droite) : Fon
tion de 
ontribution L1 en fon
tion de dM et de �, param�etr�epar k. Les minimas apparaissent dans les deux 
as lorsque k = 0:8 et k = 0:9 (ellipses).
Tab. 8.1 { Fit, fa
teur d'�e
helle et fon
tion de 
ontribution L1 pour les mod�eles retenus.Mod�eles ARX k � F it(%) L1C(%)w = 10; p = 10 0:8 0:4127 50:58 39:45w = 10; p = 10 0:9 0:3999 49:21 34:6w = 10; p = 12 0:8 0:4659 57:21 42:5w = 10; p = 12 0:9 0:4515 59:7 34:4156
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Modèle ARX(10,10)
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processus
Modèle ARX(10,10)Fig. 8.7 { R�eponses fr�equentielles des mod�eles retenus ARX(10,10), 
ompar�ees �a l'estimationspe
trale du pro
essus (pointill�es), lorsque k = 0:8 (gau
he) et k = 0:9 (droite).
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Modèle ARX(10,12)
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processus
Modèle ARX(10,12)Fig. 8.8 { R�eponses fr�equentielles des mod�eles retenus ARX(10,12), 
ompar�ees �a l'estimationspe
trale du pro
essus (pointill�es), lorsque k = 0:8 (gau
he) et k = 0:9.
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CHAPITRE 8. EXP�ERIMENTATION : IDENTIFICATION ROBUSTE DE PROCESSUSR�EELSCes quatre mod�eles pr�esentent 
ependant un d�efaut majeur, essentiellement situ�e dansles basses fr�equen
es o�u le mod�ele s'�e
arte du pro
essus. Nous rappelons l'importan
e d'unmod�ele de 
ommande �a pr�esenter de bonnes 
ara
t�eristiques fr�equentielles, notamment enbasses fr�equen
es. Ce probl�eme a d�ej�a �et�e 
onstat�e lors de l'estimation L1 pure, pour laquellela r�eponse fr�equentielle du meilleur 
andidat ne 
o��n
idait pas ave
 
elle du pro
essus dansles tr�es basses fr�equen
es [Carmona et Alvarado, 2000℄. L'autre in
onv�enient r�eside de la
omplexit�e un peu �elev�ee des mod�eles. C'est aussi un param�etre important dont il faut tenir
ompte dans la 
on
eption du r�egulateur. Ces deux prin
ipaux d�efauts nous am�enent �a es-sayer une autre stru
ture, aux propri�et�es pseudolin�eaires.Estimation de mod�eles OELes �gures 8.9 montrent respe
tivement le RFPE et la fon
tion de 
ontribution L1 pour k va-riant entre 0:01 et 2. Ces deux 
ourbes font apparâ�tre un minimum 
ommun �a dM = p+w =9+8 pour 
haque valeur de k. Cependant, nous ne retenons que les meilleurs mod�eles, donn�espour k = 0:5, k = 0:75 et k = 1 (voir ellipses). Ces trois mod�eles fournis par le L!-RFPEsont 
on�rm�es par la fon
tion L1C (�). Les �gures 8.10 et 8.11 (gau
he) montrent les r�eponsesfr�equentielles 
ompar�ees �a l'estimation spe
trale du pro
essus des mod�eles retenus OE(9,8)et OE(9,8) lorsque k = 0:5, k = 0:75 et k = 1. La �gure 8.11 (droite) montre le meilleurmod�ele OE(9,8) estim�e par les moindres 
arr�es. A partir de 
e 
onstat, nous pouvons faire laremarque suivante.Comme nous le voyons, 
e mod�ele pr�esente un d�efaut, souvent 
onstat�e lors d'estimations parles moindres 
arr�es. Sans que nous puissions pour le moment le d�emontrer sur le plan formel,lorsque les r�esidus pr�esentent des outliers, l'estimation L2 donne des mod�eles ave
 une bonnedynamique en hautes fr�equen
es et une moins bonne en basses fr�equen
es. A l'inverse, la
ontribution L1 dans l'estimation mixte fournit des mod�eles de bonne qualit�e dans les bassesfr�equen
es et de moins bonne qualit�e dans les hautes. La diÆ
ult�e est de trouver o�u doit êtrepla
er le 
urseur entre les deux 
ontributions, autrement dit quelle valeur doit prendre la
onstante d'a

ord dans la norme de Huber, pour que le mod�ele estim�e pr�esente une bonnedynamique, aussi bien dans les basses fr�equen
es que dans les hautes. Ce
i est 
on�rm�e �atravers la r�eponse fr�equentielle des mod�eles OE(9,8) estim�es par la norme de Huber. Desinvestigations seront n�e
essaires pour tenter d'apporter des r�eponses �a 
e fait.Dans le tableau 8.2, sont rassembl�es le �t, le fa
teur d'�e
helle � ainsi que valeur de lafon
tion 
ontribution L1 de 
ha
un des mod�eles valid�es.158
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Fig. 8.9 { (gau
he) : Surfa
e L!-RFPE (nomm�e RFPE sur l'axe) en fon
tion de dM et de �,param�etr�e par k. (droite) : Fon
tion de 
ontribution L1 en fon
tion de dM et de �, param�etr�epar k. Ces deux outils donnent un minimum 
ommun �a dM = 17 pour toutes les valeurs dek 2 [0:01; 2℄
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Fig. 8.10 { R�eponses fr�equentielles des mod�eles retenus OE(9,8), 
ompar�ees �a l'estimationspe
trale du pro
essus (pointill�es), lorsque k = 0:5 (gau
he) et k = 0:75 (droite). Ces deuxmod�eles pr�esentent de bonnes 
ara
t�eristiques en tr�es basses fr�equen
es.Tab. 8.2 { Fit, fa
teur d'�e
helle et fon
tion de 
ontribution L1 pour les mod�eles retenus.Mod�eles OE k � F it(%) L1C(%)w = 8; p = 9 0:5 0:6150 63:38 52:54w = 8; p = 9 0:75 0:6159 69:45 51:46w = 8; p = 9 1 1:2704 67:78 20:9159
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Modèle OE(9,8)Fig. 8.11 { (gau
he) : R�eponse fr�equentielle du mod�ele OE(9,8), 
ompar�ee �a l'estimationspe
trale du pro
essus (pointill�es), lorsque k = 1. (droite) : R�eponse fr�equentielle du mod�eleOE(9,8) estim�e par les moindres 
arr�es. Il pr�esente le d�efaut majeur de s'�e
arter du pro
essusen tr�es basses fr�equen
es.Les trois 
andidats retenus pr�esentent plusieurs avantages 
ompar�es aux mod�eles ARX,pr�e
�edemment valid�es. Premi�erement, leurs dynamiques sont meilleures en basses fr�equen
es.Deuxi�emement, leurs �ts sont plus grands. En�n, leurs 
omplexit�es sont r�eduites puisque lesmod�eles OE pr�esentent le même ordre, 
'est-�a-dire dM = 17. Ces trois arguments militenten faveur du 
hoix de 
ette stru
ture de mod�eles pseudolin�eaires. Mais avant de la retenird�e�nitivement, nous allons pr�esenter les r�esultats relatifs �a la stru
ture de mod�eles ARMAX.Estimation de mod�eles ARMAXLes �gures 8.12 et 8.13 montrent respe
tivement le PREC et la fon
tion de 
ontribution L1pour k variant entre 0:25 et 0:75. Ces deux 
ourbes font apparâ�tre un minimum 
ommunpour presque toutes les valeurs de k �a dM = p+w + l = 8 + 10 + 8. Le tableau 8.3 pr�esente
ertaines 
ara
t�eristiques des meilleurs mod�eles de pro
essus. Pour avoir une analyse pr�e
isede la bonne tenue de la dynamique du mod�ele de pro
essus, plus parti
uli�erement dans lesbasses fr�equen
es, il faut 
omparer leurs r�eponses fr�equentielles. Une premi�ere s�ele
tion estbas�ee sur le �t du mod�ele et une deuxi�eme sur son 
omportement fr�equentiel, en parti
ulierdans les tr�es basses fr�equen
es. Les r�eponses fr�equentielles de 
es mod�eles sont repr�esent�eesdans les �gures 8.14 et 8.15. Le seul 
andidat ayant �a la fois un bon �t et un 
omportementfr�equentiel 
orre
t est 
elui donn�e pour k = 0:75.A partir de 
es r�esultats, nous pouvons retenir un mod�ele de pro
essus dans 
haque160
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Fig. 8.12 { Crit�ere PREC 
omme une fon
tion de la 
omplexit�e du mod�ele dM et du fa
teurd'�e
helle �, param�etr�e par k. Ces 
ourbes montrent des minima dM = 26 pour presque toutesles valeurs de k.
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Fig. 8.13 { Fon
tion de 
ontribution L1 
omme une fon
tion de la 
omplexit�e du mod�eledM et du fa
teur d'�e
helle �, param�etr�e par k. Les minima �a dM = 26 sont presque tous
on�rm�es pour les valeurs de k.Tab. 8.3 { Mod�eles de pro
essus ARMAX retenus ave
 leurs �ts, leur fa
teurs d'�e
helle � etleurs fon
tions de 
ontribution L1.Mod�eles ARMAX k � F it(%) L1C(%)p = 8; w = 10 0:3125 0:1373 64:78 78p = 8; w = 10 0:375 0:1648 60:23 73:5p = 8; w = 10 0:4375 0:1923 69:56 68:5p = 8; w = 10 0:75 0:2198 70:89 67:6161
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Modèle ARMAX(8,10,8)Fig. 8.14 { R�eponses fr�equentielles des mod�eles de pro
essus ARMAX(8,10,8), 
ompar�ees�a l'estimation spe
trale du pro
essus (pointill�es), lorsque k = 0:3125 (gau
he) et k = 0:375(droite). Bien que le �t de 
haque mod�ele soit 
orre
t, les 
ourbes de gain s'�e
artent de 
ellesdu pro
essus dans les tr�es basses fr�equen
es.
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Modèle ARMAX(8,10,8)Fig. 8.15 { (gau
he) : R�eponses fr�equentielles des mod�eles ARMAX(8,10,8), 
ompar�ees �a l'es-timation spe
trale du pro
essus (pointill�es), lorsque k = 0:4375 (gau
he) et k = 0:75 (droite).Pour 
e dernier mod�ele, la 
ourbe de gain s'�e
arte tr�es l�eg�erement de 
elle du pro
essus.
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ture, pr�esentant �a la fois, un bon �t et un bon 
omportement de sa dynamique dans lesbasses fr�equen
es. Leurs 
ara
t�erisques sont donn�ees dans le tableau 8.4Tab. 8.4 { Mod�eles de pro
essus retenus dans 
haque stru
ture.Mod�eles k � F it(%) L1C(%)ARX w = 10; p = 12 0:9 0:4515 59:7 34:4OE w = 8; p = 9 0:75 0:6159 69:45 51:46ARMAX p = 8; w = 10 0:75 0:2198 70:89 67:6En tenant 
ompte �a la fois, du �t, de la bonne dynamique en tr�es basses fr�equen
es et dela 
omplexit�e, qui doit être la plus r�eduite, le mod�ele retenu appartient �a la stru
ture OutputError : w = 8, p = 9 et d = 7. La 
onstante d'a

ord est k = 0:75, 
orrespondant d'apr�es(2.45) �a une distribution normale 
ontamin�ee �a ! = 28%. Notons en�n que la fon
tion de
ontribution L1 est de 51:46%.
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Modèle ARMAX(8,10,8)Fig. 8.16 { Choix du meilleur 
andidat : ARX(10,12) (gau
he), OE(9,8) (
entre) et AR-MAX(8,10,8) (droite).Ayant 
hoisi le mod�ele OE(9,8) dont les param�etres et les varian
es asso
i�ees sont donn�esdans le tableau 8.5, nous pouvons aussi analyser la FDP des r�esidus de 
e 
andidat. Les�gures 8.17 pr�esentent la densit�e de probabilit�e des r�esidus du mod�ele retenu, 
ompar�ee �ala gaussienne et �a la lapla
ienne. L'aspe
t de 
ette densit�e n'est ni une gaussienne, ni unelapla
ienne, mais une densit�e mixte. Ce r�esultat est tr�es important 
ar il 
on�rme �a la foisle bon 
hoix du mod�ele de d�eviation distributionnelle GEM et la valeur de la fon
tion de163



CHAPITRE 8. EXP�ERIMENTATION : IDENTIFICATION ROBUSTE DE PROCESSUSR�EELS
ontribution L1, pro
he de 50%. Il y a une 
ontribution quasiment identique entre la normeL2 et la norme L1.Tab. 8.5 { Valeurs des param�etres estim�es et varian
es asso
i�ees du mod�ele OE(9,8).Mod�ele OE(9,8) k = 0:75, � = 0:6159, fit = 69:45%, L1C = 51:46%n 1 2 3 4 5 6 7 8 9bn �0:0856 �0:1642 0:1062 0:2241 0:1460 0:0440 �0:1929 �0:0707 0�2bn 0:00042 0:00089 0:0030 0:0026 0:0043 0:0034 0:0030 0:0036 0fn 0:4241 �0:5992 �0:4307 �0:0207 0:2362 0:3232 �0:1615 0:0462 0:0744�2fn 0:0819 0:0586 0:0679 0:0461 0:0338 0:0277 0:0161 0:0155 0:0112
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Fig. 8.17 { FDP des r�esidus du mod�ele retenu OE(9,8) 
ompar�ee �a la gaussienne (gau
he)et �a la lapla
ienne (droite).Nous pouvons attribuer 
e r�esultat aux faits suivants. Premi�erement, le signal de sortiedu pro
essus est faiblement bruit�e et ne 
ontient que des outliers de faible amplitude eten nombre restreint. Ensuite, les outliers d'innovation en r�eponse aux outliers d'observationdans le signal des r�esidus, pr�esentent de faibles amplitudes et sont limit�es en nombre. Celase traduit par une densit�e de probabilit�e de 
es r�esidus ave
 des queues de faible �epaisseur,qui semble se situer �a mi-
hemin entre une gaussienne et une lapla
ienne, 
omme tend �a lasugg�erer la valeur autour de 50% de la 
ontribution L1. Ces remarques justi�ent la valeur164



CHAPITRE 8. EXP�ERIMENTATION : IDENTIFICATION ROBUSTE DE PROCESSUSR�EELSde la 
onstante d'a

ord (k = 0:75) qui n'est pas basse, 
ontrairement �a 
elles du pro
essuspi�ezo�ele
trique, dont nous allons maintenant analyser les r�esultats.8.2 Identi�
ation du 
apteur/a
tionneur pi�ezo�ele
triqueCette �etude sur l'identi�
ation d'un a
tionneur pi�ezo�ele
trique par des mod�eles bô�te-noires, estim�es �a partir d'un 
rit�ere robuste bas�e sur la norme de Huber, a fait l'objet d'unepubli
ation [Corbier et al, 2012℄. Nous nous r�ef�erons don
 �a 
e travail pour pr�esenter etd�evelopper 
ette �etude dans le d�etail.8.2.1 Introdu
tionCe syst�eme est utilis�e en a
tionneur dans le but de r�ealiser le 
ontrôle d'un dispositif deper�
age vibratoire. Le prin
ipe de 
e per�
age 
onsiste �a g�en�erer des vibrations ou os
illationsdans le 
ours d'une op�eration de per�
age, de fa�
on �a fra
tionner au mieux les 
opeaux pourqu'ils s'�eva
uent plus fa
ilement par les goujures du foret. L'obje
tif est de d�evelopper desporte-outils vibrants, a
tifs, auto-adaptatifs, destin�es au per�
age de di��erents mat�eriaux, etles pro
�ed�es asso
i�es �a 
es porte-outils et mat�eriaux [Naisson, 2006℄. Les portes-outils vis�essont des syst�emes m�e
atroniques int�egrant un a
tionneur pi�ezoa
tif et des 
apteurs, 
om-portant aussi des moyens d'alimentation et de 
ontrôles �ele
troniques. Les mat�eriaux vis�essont diÆ
iles �a per
er, par exemple, les multi-mat�eriaux 
omposite-m�etal, de plus en plusutilis�es dans les pi�e
es de stru
tures en a�eronautique, mais aussi des mat�eriaux utilis�es enm�e
anique g�en�erale tels que les a
iers inox. Les �gures 8.18 montrent le syst�eme-a
tionneurpi�ezo�ele
trique (SA-P) impl�ement�e dans son dispositif de per�
age vibratoire ainsi que la vuer�eelle de l'outil. Cet a
tionneur fait partie de la famille des a
tionneurs dire
ts �a pr�e
harge pa-rall�ele (PPA). Il est 
onstitu�e d'un empilement de 
omposants pi�ezo�ele
triques multi
ou
hes(MLA). Il est 
onseill�e d'appliquer une pr�e
ontrainte de 10% �a 20% de la for
e maximaled�eveloppable par le pi�ezo. Pour le HPSt 1000/35-25/80, 
ette for
e est de 20kN . Ave
 unepr�e
ontrainte �x�ee �a 15%, 
ela donne une pr�e
harge de 3000N . La pr�e
harge est obtenuepar un ressort ext�erieur en a
ier inoxydable qui prot�ege le MLA 
ontre les for
es de tra
tionpure et fournit �a l'utilisateur des interfa
es m�e
aniques pour une int�egration ais�ee. Le 
adrede pr�e
harge applique une pr�e
harge optimum sur le MLA, 
e qui permet une plus grandedur�ee de vie et de meilleures performan
es en dynamique que les a
tionneurs pr�e
harg�estraditionnels [Boukari, 2010℄. 165
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Fig. 8.18 { (gau
he) : Dispositif de per�
age vibratoire dans lequel est int�egr�e le SA-P.(droite) : Vue r�eelle de l'outil de per�
age.Il s'agit pour �eviter les 
opeaux longs gênant les op�erations de per�
age, de les 
asser enfaisant vibrer verti
alement la tête de l'outil. Le prin
ipe r�eside dans la g�en�eration et l'asser-vissement de vibrations for
�ees par des syst�emes pi�ezo�ele
triques. Ces syst�emes autorisent dehautes fr�equen
es de vibrations (de l'ordre de 2kHz) pour de faibles amplitudes (de l'ordredu mi
ron) et sont bien adapt�es au per�
age de petits diam�etres. Les syst�emes de per�
ageassist�e par vibrations m�e
aniques for
�ees reposent sur la g�en�eration d'os
illations axiales �abasse fr�equen
e (quelques os
illations par tour pour des amplitudes de l'ordre de 0:1mm).Les têtes pi�ezo�ele
triques permettent de 
ontrôler l'intensit�e de la vibration et de l'adapteren fon
tion du type de mat�eriau ren
ontr�e (�gure 8.19 (gau
he)).D'une mani�ere g�en�erale, les syst�emes pi�ezo�ele
triques sont 
ommun�ement utilis�es poura

omplir des tâ
hes de mi
romanipulations qui exigent une haute pr�e
ision de positionne-ment. Le spe
tre des appli
ations est tr�es large. Nous venons de parler de l'utilisation de 
essyst�emes dans le per�
age vibratoire, mais nous pouvons 
iter par exemple, les travaux deChanghai et al dans [Changhai et al, 2009℄. Ces auteurs proposent une nouvelle m�ethodepour r�eduire le ph�enom�ene d'hyst�er�esis. Citons aussi le travail de [Fedrigo et al, 2009℄ qui166
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Fig. 8.19 { (gau
he) : Os
illations 
ontrôl�ees du foret pour fra
tionner les 
opeaux longs quigênent le per�
age. (droite) : Dispositif exp�erimental SA-P.ont mis au point un syst�eme optique adaptatif tr�es performant ave
 un 
ontrôle �n de sonpositionnement. Un travail relativement r�e
ent fait par Wei et al dans [Wei et al, 2010℄ pro-pose une 
omparaison exp�erimentale sur le 
ontrôle a
tif de vibration d'un manipulateurpi�ezo�ele
trique 
exible utilisant un 
ontrôleur bas�e sur la logique 
oue. Le le
teur int�eress�epar les syst�emes pi�ezo�ele
triques peut se r�ef�erer �a [Leo et Nasser, 2000℄ [Boukari et al, 2009℄[Boukari, 2010℄.L'obje
tif majeur du per�
age vibratoire est de g�en�erer ave
 pr�e
ision les pi�ezo-os
illationsexig�ees, en termes de fr�equen
e et d'amplitude. La 
on
eption du r�egulateur exige au pr�ealablela 
onnaissan
e du mod�ele du pro
essus. Les appro
hes 
ommunes de la mod�elisation dessyst�emes pi�ezo�ele
triques 
onsistent �a une repr�esentation analogique et/ou ph�enom�enologiquedes ph�enom�enes physiques ou �a une repr�esentation par l'analyse en �el�ements �nis (FEA). Ce-pendant, les m�ethodes FEA sont utiles lorsqu'un haut niveau de d�etails est demand�e, mais
e niveau d'exigen
e n'est pas n�e
essaire dans l'�elaboration de la 
ommande du SA-P. Par
eque les mod�eles obtenus par les appro
hes analogiques peuvent ne pas s'av�erer être robusteset mener �a un mauvais 
ontrôle des os
illations axiales du foret, il a don
 �et�e pr�ef�er�ee pourl'identi�
ation du SA-P, l'utilisation de mod�eles bô�tes-noires, estim�es �a partir d'un 
rit�ererobuste.8.2.2 Dispositif exp�erimentalLe dispositif SA-P �a être identi��e est donn�e dans la �gure 8.19 (droite). La �gure 8.20indique le prin
ipe de l'identi�
ation en bou
le ouverte du SA-P. L'a
tionneur pi�ezo�ele
trique167



CHAPITRE 8. EXP�ERIMENTATION : IDENTIFICATION ROBUSTE DE PROCESSUSR�EELSest un HPSt 1000/35-25/80 de 
hez Piezome
hanik. Le tableau 8.6 pr�esente l'instrumentationn�e
essaire de 
ette identi�
ation.Tab. 8.6 { Instrumentations pour l'identi�
ation du SA-P.A
tionneur Pi�ezo�ele
triqueR�ef�eren
e HPSt 1000/35-25/80Fabri
ant Piezome
hanikFor
e de pr�e
harge 3000NFr�equen
e de r�esonan
e 12kHzA

el�erom�etreR�ef�eren
e DYTRAN 3225F1Sensibilit�e 10mV/GR�eponse fr�equentielle �10% : 1:6 �a 10kHzLin�earit�e 2% F.S. maxCartes National InstrumentsEntr�ee : NI-9215, Sortie : NI-9263 4 
anaux/
artesE
hantillonnage simultan�eR�esolution de sortie : 16 bitsR�esolution d'entr�ee : 16 bitsTaux d'�e
hantillonnage : 100kS=s par 
analAmpli�
ateur op�erationnel de puissan
eR�ef�eren
e PA-0103La 
onstante de raideur du ressort est Kp = 7:6N=�m. Soient yt le signal des mi
ro-d�epla
ements issu des gauges de 
ontraintes et ut le signal d'ex
itation. Pour 
olle
ter l'en-semble des mesures ZN = (u1; y1; :::; uN ; yN), nous appliquons une SBPA suÆsamment ex
i-tante et persistante sur ut, de niveau �3V et de longueur LSBPA = 1023 (voir �gures 7.17
hapitre 7). La p�eriode d'�e
hantillonnage est 
hoisie �a Te = 100�s, 
onduisant �a une fr�equen
ede Shannon de 5000Hz et le nombre de points de mesures est de 5000. Le retard pur estd = 1 
orrespondant au retard de l'�e
hantillonneur-bloqueur dans la num�erisation.L'�etude men�ee par [Boukari, 2010℄ fait apparâ�tre deux fr�equen
es de r�esonan
e et anti-r�esonan
e autour de 2000Hz et de 4000Hz sur la 
ourbe de l'imp�edan
e du pi�ezo�ele
trique.Ces quatre fr�equen
es ont �et�e trouv�ees par une m�ethode 
lassique o�u le pi�ezo�ele
trique a168



CHAPITRE 8. EXP�ERIMENTATION : IDENTIFICATION ROBUSTE DE PROCESSUSR�EELS�et�e ex
it�e par un signal sinuso��dal ave
 un balayage de la fr�equen
e de 10Hz �a 5000Hz.Nous retrouvons 
es deux ph�enom�enes lorsque nous appliquons 
omme signal d'ex
itation,la s�equen
e binaire pseudo-al�eatoire. La �gure 8.21 (gau
he) montre l'estimation spe
traledu SA-P �a partir du signal d'ex
itation ut et du signal des mi
ro-d�epla
ements yt. Les deuxfr�equen
es de r�esonan
es et d'anti-r�esonan
es apparaissent. Sur 
ette �gure, est aussi indiqu�el'intervalle de fr�equen
e o�u doit s'e�e
tuer le 
ontrôle. Il est don
 n�e
essaire de fournir unmod�ele du pro
essus pr�esentant de bonnes 
ara
t�eristiques dans 
et intervalle.

Fig. 8.20 { Prin
ipe de l'identi�
ation en bou
le ouverte du SA-P.Comme nous pouvons le 
onstater, le signal des mi
ro-d�epla
ements 8.21 (droite) faitapparâ�tre une forte densit�e d'outliers d'observation. Une estimation robuste s'impose don
.Le pro
essus �etant non lin�eaire, nous nous proposons de l'identi�er par les stru
tures demod�eles OE et ARMAX. L'aspe
t "bruit�e" du signal des mi
ro-d�epla
ements laisse pr�esagerdes outliers d'innovation de forts niveaux et en nombre important dans les r�esidus. Pour 
ela,la 
onstante d'a

ord est 
hoisie dans les petites valeurs, plus pr�e
is�ement pour k < 0:2.
169
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Fig. 8.21 { (gau
he) : Estimation spe
trale du pro
essus SA-P �a partir du signal d'ex
itationut et du signal des mi
ro-d�epla
ements yt. (droite) : Signal des mi
ro-d�epla
ements yt.8.2.3 R�esultats exp�erimentauxNous allons d'abord analyser les r�esultats relatifs �a l'identi�
ation par la stru
ture demod�ele OE dont les 
ara
t�eristiques sont donn�ees 
i-dessous.
Mpiezo : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

yt = Bw(q;�)Fp(q;�) ut + et� = ��B; �F �d = 17 � w � 144 � p � 150:01 � k � 0:2 (8.1)
La 
ampagne d'estimation s'est d�eroul�ee en faisant varier la 
omplexit�e du mod�ele dM = w+pentre les valeurs dM = 9 + 4 = 13 et dM = 9 + 15 = 24. Les �gures 8.22 montrent le
rit�ere d'estimation PREC lorsque k = 0:0625 ainsi que la fon
tion de 
ontribution L1Clorsque k = 0:0875. La �gure 8.22 (gau
he) montre le PREC et ses minima en fon
tion de la
omplexit�e du mod�ele, lorsque la 
onstante d'a

ord est �egale �a 0:0625. Il y a deux minimadon
 deux mod�eles propos�es. Le premier �a dM = 17, qui n'est pas retenu, 
ar son �t est tr�esmauvais (< 40%), et le deuxi�eme �a dM = 21 (w = 9 et p = 12), qui est retenu, ave
 un �tpro
he de 61%. Ce mod�ele retient notre attention 
ar il pr�esente de bonnes 
ara
t�eristiquesdans l'intervalle [0; 500Hz℄, 
orrespondant �a l'intervalle de fon
tionnment du pi�ezo�ele
trique.En e�et, 
ette fr�equen
e maximale de 500Hz 
orrespond �a une vitesse maximale de rotation170



CHAPITRE 8. EXP�ERIMENTATION : IDENTIFICATION ROBUSTE DE PROCESSUSR�EELSdu per�
age vibratoire de 30000tr=mn. Le 
ahier des 
harges du projet �xe la vitesse maximalede rotation �a 25000tr=mn, sa
hant que 
elle-
i ne sera 
ertainement jamais atteinte. Nouspouvons ainsi nous fo
aliser sur des mod�eles estim�es pr�esentant de bonnes 
ara
t�eristiquesjusqu'�a la fr�equen
e 500Hz. La fon
tion de 
ontribution L1 lorsque k = 0:0875, donne deuxmod�eles : dM = 21 (w = 9 et p = 12), ne donnant pas satisfa
tion, et dM = 24 (w = 12 etp = 12). Ce dernier pr�esente de bonnes 
ara
t�eristiques dans l'intervalle de fon
tionnementdu pro
essus. Les r�eponses fr�equentielles des deux mod�eles retenus 
ompar�ees �a l'estimationspe
trale du pro
essus, sont donn�ees dans les �gures 8.23. Ces 
ourbes peuvent être 
ompar�ees�a 
elles dont les mod�eles ont �et�e estim�es par les moindres 
arr�es (voir �gures 8.24) . Le
ara
t�ere bruit�e du signal de sortie du pro
essus laissait pr�esager 
e mauvais r�esultat. Ce
imet en �eviden
e l'extrême sensibilit�e du LS estimateur aux donn�ees atypiques.

12 14 16 18 20 22 24
0.54

0.542

0.544

0.546

0.548

0.55

0.552
M−estimation: k = 0.0625

Complexité modèle

P
R

E
C

16 18 20 22 24 26 28
92

93

94

95

96

97

98

L1
−

C
on

tr
ib

ut
io

n(
%

)

Complexité modèle

M−estimation: k = 0.0875

Fig. 8.22 { (gau
he) : Crit�ere d'estimation robuste (PREC) en fon
tion de la 
omplexit�e dumod�ele, lorsque k = 0:0625. Seul le mod�ele �a dM = 21 est 
onserv�e. (droite) : Fon
tion de
ontribution L1 en fon
tion de la 
omplexit�e du mod�ele, lorsque k = 0:0875. Cette fon
tiondonne un autre mod�ele retenu �a dM = 24.Le tableau 8.7 indique les valeurs des param�etres estim�es et les varian
es asso
i�ees desmod�eles OE(12,9) et OE(12,12). Pour 
es deux mod�eles, la valeur de la fon
tion de 
ontri-bution L1 montre que 90% des r�esidus sont des outliers signi�ant que la M-estimation deHuber tend vers une estimation LSAD. Cela montre �egalement la tr�es forte robustesse dela m�ethode d'estimation, même en pr�esen
e d'une densit�e tr�es importante d'outliers. Cepen-dant, nous 
ommen�
ons �a arriver aux limites de la pro
�edure d'estimation dont le but est de171
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processus
Modèle OE(12,12)Fig. 8.23 { (gau
he) : R�eponse fr�equentielle du mod�ele OE(12,9) lorsque k = 0:0625 
om-par�ee �a l'estimation spe
trale du pi�ezo�ele
trique (pointill�es). (droite) : R�eponse fr�equentielledu mod�ele OE(12,12) lorsque k = 0:0875. Ces deux mod�eles pr�esentent de bonnes 
a-ra
t�eristiques dans l'intervalle de fon
tionnement du pi�ezo�ele
trique [0; 500Hz℄.
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Fig. 8.24 { (gau
he) : R�eponse fr�equentielle du mod�ele OE(12,9) estim�e par les moindres
arr�es, 
ompar�ee �a l'estimation spe
trale du pi�ezo�ele
trique. (droite) : R�eponse fr�equentielledu mod�ele OE(12,12) estim�e par les moindres 
arr�es. Ces deux r�esultats 
on�rment la grandesensibilit�e de 
ette estimateur aux donn�ees atypiques.172



CHAPITRE 8. EXP�ERIMENTATION : IDENTIFICATION ROBUSTE DE PROCESSUSR�EELSvouloir donner dans la mesure du possible de bons 
andidats. Les solutions pour �eviter dese pla
er dans 
es situations limites sont multiples. La premi�ere est de 
hanger de stru
turede mod�ele pseudolin�eaire. Nous allons e�e
tivement pr�esenter des r�esultats d'une 
ampagned'estimation de mod�eles ARMAX, �a partir desquels, malheureusement, au
une am�eliorationn'est 
onstat�ee. La deuxi�eme 
onsiste �a identi�er 
e pro
essus nonlin�eaire par des mod�elesbla
k-box nonlin�eaires ; r�eseaux de neurones, ondellettes, hyperplans de Breiman-Hinging[Juditsky et al, 1995℄. Une autre solution serait de 
hanger d'estimateur robuste, notammentles Lp estimateurs [Ivanov, 2008℄. Ces �etudes d�epassent le 
adre de 
e travail mais pourraientfaire l'objet d'investigations plus approfondies.Tab. 8.7 { Valeurs des param�etres estim�es et varian
es asso
i�ees des mod�eles OE(12,9) etOE(12,12). Mod�ele OE(12,9) k = 0:0625, � = 0:225, fit = 61%, L1C = 91%n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12bn �0:119 �0:133 �0:115 �0:098 �0:107 �0:236 �0:104 �0:172 �0:234 0 0 0�2bn 0:0412 0:0472 0:0551 0:0573 0:0320 0:0290 0:0896 0:1180 0:1044 0 0 0fn �0:470 0:068 0:280 �0:291 �0:068 �0:007 �0:068 0:013 �0:261 0:239 �0:108 0:089�2fn 0:688 0:9722 1:3178 1:2656 0:4916 0:5745 0:4701 0:3281 0:3345 0:3137 0:2348 0:2536Mod�ele OE(12,12) k = 0:0875, � = 0:2619, fit = 65%, L1C = 94%bn �0:042 0:033 0:038 0:054 �0:206 �0:368 �0:254 �0:137 �0:159 �0:201 �0:186 �0:110�2bn 0:0215 0:0246 0:0160 0:0299 0:0181 0:0703 0:2125 0:1746 0:0862 0:0523 0:1077 0:0920fn �0:212 �0:178 �0:005 �0:016 0:002 �0:060 �0:048 �0:144 �0:060 �0:200 4:3 � 10�7 0:0065�2fn 0:6155 1:0928 3:7910 4:0271 1:8464 1:9836 3:0292 2:9168 1:8270 0:9447 0:4552 0:2657L'identi�
ation par la stru
ture de mod�ele ARMAX pr�esentent les 
ara
t�eristiques sui-vantes.
Mpiezo :

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
yt = Bw(q;�)Ap(q;�) ut + Cl(q;�)Ap(q;�)et� = ��A; �B; �C�d = 18 � w � 128 � p � 128 � l � 12k = 0:01; k = 0:05; k = 0:1; k = 0:2 (8.2)

Nous n'analysons que les meilleurs r�esultats, 
'est-�a-dire 
eux donn�es lorsque k = 0:05.Les �gures 8.25 montrent le 
rit�ere d'estimation PREC et la fon
tion de 
ontribution L1 enfon
tion de la 
omplexit�e du mod�ele dM = p+w+ l. Il ressort que le PREC donne majoritai-173



CHAPITRE 8. EXP�ERIMENTATION : IDENTIFICATION ROBUSTE DE PROCESSUSR�EELSrement les 
omplexit�es dM = 29 et dM = 31. Cette derni�ere est 
on�rm�ee par les minima de lafon
tion de 
ontribution L1, qui donne en plus des mod�eles de 
omplexit�e dM = 30. A partirde 
es r�esultats, nous ne repr�esentons que les 
ourbes des r�eponses fr�equentielles ayant lesmoins mauvaises 
ara
t�eristiques. Les �gures 8.26 et 8.27 montrent les r�eponses fr�equentiellesdes mod�eles de pro
essus ARMAX(8,9,12) (gau
he) et ARMAX(8,11,10) (droite), respe
ti-vement, lorsque k = 0:05. Comme nous pouvons le 
onstater, 
es 
ourbes pr�esentent un �tm�edio
re et ne 
orrespondent pas �a l'obje
tif �x�e, 
'est-�a-dire d'identi�er le pro
essus pardes mod�eles ARMAX. Sans que nous puissions vraiment l'expliquer pour le moment, 
'estla stru
ture de mod�ele OE, ne pr�esentant pas de 
ara
t�ere rationnel du mod�ele de bruit, quiest 
hoisie 
omme mod�ele robuste de 
ommande du pro
essus pi�ezo�ele
trique. Bien que lesignal du pro
essus pr�esente des outliers en grand nombre, nous sommes 
ependant arriv�es �aproposer des mod�eles robustes pertinents, notamment, dans la gamme de fr�equen
es allou�eeau fon
tionnement de 
e syst�eme.8.3 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons pu d�evelopper enti�erement la m�ethodologie d'identi�
ationrobuste que nous proposons dans 
e m�emoire. En parti
ulier, nous avons mis en appli
ation lesoutils d'estimation et de validation, respe
tivement PREC et L!-RFPE/L1C pour identi�erdeux pro
essus r�eels, l'un pr�esentant une faible densit�e d'outliers d'observation et l'autre uneforte. Pour l'identi�
ation du guide d'ondes a
oustiques, les utilisations du 
rit�ere L!-RFPEet de la fon
tion de 
ontribution L1, ont permis de proposer un panel de mod�eles robustes dansles stru
tures de mod�eles ARX, OE et ARMAX. A partir de 
rit�eres de s�ele
tion (�t, 
om-plexit�e,...), nous avons propos�e des mod�eles ayant de bonnes 
ara
t�eristiques fr�equentielles,notamment en basses fr�equen
es. Le 
hoix �nal s'est port�e sur la stru
ture de mod�ele OE ave
une 
onstante d'a

ord k < 1. Quant �a l'identi�
ation du pro
essus pi�ezo�ele
trique, seulesles stru
tures pseudolin�eaires ont �et�e 
hoisies, l'une pr�esentant un mod�ele de bruit rationnelet l'autre non. La stru
ture de mod�ele ARMAX n'a pas permis d'estimer de bons 
andidats.C'est une nouvelle fois la stru
ture de mod�ele OE, ne pr�esentant pas de 
ara
t�ere rationnelde bruit, qui a �et�e retenue et nous avons propos�e deux mod�eles OE lorsque k < 0:1. Cesr�esultats ont �a nouveau montrer et 
on�rmer, la n�e
essit�e de 
hoisir une 
onstante d'a

ordpetite, pour identi�er des pro
essus pr�esentant des outliers d'observation en nombre suÆsantpour perturber l'estimation des mod�eles. 174
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CHAPITRE 8. EXP�ERIMENTATION : IDENTIFICATION ROBUSTE DE PROCESSUSR�EELS
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Fig. 8.26 { R�eponses fr�equentielles des mod�eles du pro
essus ARMAX(8,9,12) (gau
he) etARMAX(8,11,10) (droite) lorsque k = 0:05, 
ompar�ees �a l'estimation spe
trale du pro
essus.
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Fig. 8.27 { R�eponses fr�equentielles des mod�eles du pro
essus ARMAX(8,11,11) (gau
he) etARMAX(8,11,12) (droite) lorsque k = 0:05, 
ompar�ees �a l'estimation spe
trale du pro
essus.
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Chapitre 9Con
lusion g�en�erale et perspe
tivesL'ing�enieur en 
ontrôle de pro
essus est 
onfront�e de plus en plus fr�equemment �a unprobl�eme d'estimation robuste essentiellement pour deux raisons. La premi�ere provient de laqualit�e des donn�ees d'estimation et plus parti
uli�erement de la 
orruption des sorties du pro-
essus mesur�ees. La deuxi�eme provient de la 
omplexit�e du syst�eme et de son 
omportementdynamique, 
e qui est souvent le 
as en m�e
anique lorsqu'il y a int�era
tion de sous-syst�emes�a dynamiques di��erentes et dans les pro
essus d'usinage, de soudage, mais aussi pour despro
essus beau
oup moins 
onnus tels que les pro
essus biologiques. La diÆ
ult�e est alors de
hoisir une 
lasse de mod�ele sus
eptible de d�e
rire 
orre
tement la dynamique, �a l'int�erieurde laquelle l'estimateur va tenter de d�eterminer le meilleur repr�esentant. Ce
i n'est plus dutout �evident et les 
auses d'erreurs de mod�eles augmentant, l'estimateur doit travailler ave
des r�esidus �a distribution assez atypique.Une premi�ere id�ee 
onsiste �a �eliminer les valeurs jug�ees a priori atypiques par rapport �a l'id�eeque l'on se fait du 
omportement normal ou attendu du pro
essus. Cette appro
he a donn�enaissan
e aux te
hniques dites de �ltrage robuste. Le gros risque est d'�eliminer volontaire-ment des donn�ees sus
eptibles de d�e
rire quelques parti
ularit�es utiles de la dynamique dupro
essus, notamment, lorsqu'on utilise 
es mod�eles �a des �ns de 
ontrôle. Si l'on ajoute �a
ela, que pour des raisons de 
ommodit�e et souvent de 
ulture, en parti
ulier en m�e
aniquedes vibrations, l'usage est d'utiliser un 
ontrôle par mod�ele inverse, on 
omprend la n�e
essit�ede poss�eder un mod�ele �d�ele et don
 robuste. C'est dans 
e 
adre que nous avons �et�e amen�es �aabandonner les te
hniques 
lassiques de �ltrage robuste pour nous int�eresser aux estimateursutilisant des normes intrins�equement robustes. Plus pr�e
is�ement, a�n de ne pas tout perdredes nombreux avantages de l'optimisation en norme L2, nous nous sommes int�eress�es aux177



CHAPITRE 9. CONCLUSION G�EN�ERALE ET PERSPECTIVESnormes mixtes permettant de robusti�er la norme L2. Ljung a tr�es bien d�e�ni l'id�ee de prin-
ipe : "Une norme robuste doit permettre d'adou
ir l'in
uen
e des fortes erreurs d'estimation(outliers) a�n de garantir les performan
es, 
onvergen
e et rapidit�e, ainsi que la robustessede l'estimateur et 
e, quelle que soit la 
ause de 
es outliers". Nous nous sommes int�er�ess�esaux normes mixtes L2 � L1 o�u l'on peut ajuster un seuil de robustesse (tuning 
onstant)de l'estimateur et de le rendre moins sensible aux forts r�esidus. Ave
 
ette norme robuste,li�ee �a une 
lasse de mod�eles de distribution perturb�ee des erreurs de pr�edi
tion (GEM), unensemble d'outils d'estimation et de validation a �et�e pr�esent�e et appliqu�e �a l'identi�
ation depro
essus dynamiques 
omplexes.Ce travail de th�ese a montr�e que 
ontrairement aux id�ees re�
ues d'utiliser les M-estimateursde Huber ave
 une 
onstante d'a

ord �elev�ee, il �etait possible d'estimer de bons mod�elesrobustes ave
 une petite 
onstante d'a

ord en pr�esen
e de forts et nombreux outliers. Nousavons d�e�ni la robustesse impulsionnelle, 
omme �etant l'a
tion rapide de la norme L1 dansla pro
�edure d'estimation, lorsqu'une o

urren
e arrive dans les r�esidus estim�es, dans lebut d'att�enuer fortement les outliers d'innovation, et 
e, a�n d'assurer la 
onvergen
e etles performan
es de l'estimateur robuste. Cette robustesse impulsionnelle, favoris�ee par l'ex-tension de la 
onstante d'a

ord vers les petites valeurs, a pour e�et d'�eviter l'apparitionde ph�enom�enes limites, tels que les points de 
assure et les points de levage. Cette �etudes'est don
 arti
ul�ee autour du triptyque : 
onvergen
e/performan
es/limites. La 
onvergen
edu 
rit�ere d'estimation PREC ainsi que la 
onvergen
e de l'estimateur robuste, en pr�esen
ed'outliers dans les erreurs de pr�edi
tion, ont �et�e �etablies. L'expression g�en�erale de la matri
ede varian
e/
ovarian
e asymptotique de l'estimateur, tenant 
ompte du niveau de 
onta-mination ! du mod�ele de distribution perturb�ee GEM a �et�e propos�ee. Cette matri
e a �et�eexprim�ee dans le 
as parti
ulier de la stru
ture de mod�ele pseudolin�eaire OE, pour laquelle,a �et�e d�e�nie une nouvelle appro
he, nomm�ee L!-FTE, dans le but de lin�eariser sous 
er-taines 
onditions, le gradient et le Hessien du 
rit�ere d'estimation PREC. A partir de leursexpressions asymptotiques respe
tives, la L! matri
e de varian
e/
ovarian
e de l'estimateurrobuste a �et�e �etablie. Nous avons aussi propos�e une loi qui montre que dans le 
as limite despoints de levage, la sensibilit�e du biais maximum de l'estimateur est r�eduite pour des petitesvaleurs de la 
onstante d'a

ord. Ce r�esultat 
on�rme notre 
hoix d'�etendre l'intervalle debruit vers les petites valeurs de k et ainsi de rendre l'estimateur plus robuste tout en ned�egradant pas son eÆ
a
it�e.Par ailleurs, il a �et�e �etabli une version robuste du 
rit�ere de validation FPE, le L!-RFPE,ainsi qu'un nouvel outil d'aide �a la d�e
ision du 
hoix du mod�ele, la fon
tion de 
ontribution178



CHAPITRE 9. CONCLUSION G�EN�ERALE ET PERSPECTIVESL1. L'ensemble de 
es lois et outils a �et�e mis en appli
ation sur des pro
essus dynamiques
omplexes. Des r�esultats satisfaisants ont �et�e pr�esent�es dans le traitement des points de le-vage et dans l'estimation et la validation de mod�eles robustes sur des syst�emes dynamiques
omplexes vibratoires r�eels.Il nous appartient maintenant, toujours dans l'optique d'estimer des mod�eles robustes de
ommande, de prolonger nos travaux vers plusieurs axes de re
her
he.Tout d'abord, il existe une 
lasse d'estimateurs nomm�es "redes
ending M-estimates" quipr�esentent l'avantage de poss�eder une 	-fon
tion "redes
ending", dans le but d'am�eliorer laqualit�e de l'estimation robuste. Dans 
ette 
lasse d'estimateurs, nous proposons un estimateurde type du maximum de vraisemblan
e, un peu parti
ulier, ave
 une norme mixte Lp2 �Lp1,dont l'e�et "redes
ending" est assur�e par la norme Lp1. Notre id�ee est de param�etrer p1 parle fa
teur d'�e
helle � et par p2, dans le but d'ajuster plus �nement la norme robuste, et detraiter plus eÆ
a
ement les outliers, notamment les points de 
assure et de levage. Quelquesestimations ont d�ej�a �et�e e�e
tu�ees et les premiers r�esultats sont en
ourageants pour les in-vestigations futures. L'analyse des premiers r�esultats montre qu'ave
 
e nouvel estimateur,nous puissions agir �a la fois sur la robustesse, les performan
es et la 
omplexit�e du mod�eleestim�e. Pour 
e dernier 
rit�ere, la r�edu
tion de l'ordre du mod�ele, par rapport �a l'estimateurde Huber, est relativement signi�
ative.Ensuite, un point tr�es peu abord�e dans 
e m�emoire, 
on
erne les 
lasses de mod�eles ded�eviation distributionnelle asym�etriques. Nous r�e
�e
hissons �a une norme robuste asym�etrique,
omportant deux 
onstantes d'a

ord k1 et k2.Pour le premier axe de re
her
he, le 
adre formel est en train de se 
onstruire. Pour ledeuxi�eme, tout reste �a faire.Un troisi�eme axe peut s'arti
uler autour des deux premiers dans l'optique d'estimer desmod�eles nonlin�eaires. Nous avons montr�e les diÆ
ult�es de proposer un large �eventail demod�eles robustes de l'a
tionneur pi�ezo�ele
trique. Les mod�eles pseudolin�eaires estim�es semblentavoir atteint leurs limites et ne sont peut être pas tr�es bien adapt�es pour 
e type de pro
essus.En�n, en s'appuyant sur 
e travail de th�ese et en d�eveloppant 
es futurs axes de re
her
he,il semble important de diversi�er l'emploi de 
es outils vers d'autres 
ommunaut�es, notam-ment, l'imagerie, la 
himie, la biologie et même la �nan
e, pour laquelle, l'�etude des pointsde levage reste une pr�eo

upation majeure. 179



Table des �gures
4.1 Causalit�e d'apparition des outliers d'innovation par les outliers d'observation.Il apparâ�t le m�e
anisme interne de bou
le de retour dans le mod�ele de pr�edi
tion. 605.1 (gau
he) : CoeÆ
ients A�m, ~��m et ��2 (m) en fon
tion de m pour un mod�eleestim�e OE(11,5) (p = 11; w = 5) ave
 une 
onstante d'a

ord k = 0:05. Letaux de 
ontamination en outliers d'observation est de 5%. La pseudo-p�eriodeest L = 9, le nombre de lobes signi�
atifs est R = 13 et l'ordre large vautL�� = 119. (droite) : CoeÆ
ients A�m, ~��m et ��2 (m) en fon
tion de m pour unmod�ele estim�e OE(11,5) (p = 11; w = 5) ave
 une 
onstante d'a

ord k = 0:05.Le taux de 
ontamination en outliers d'observation est de 10%. L'estimateurest plus perturb�e, modi�ant ainsi 
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he) : CoeÆ
ients 
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�v;1�� et ��4;1 (v) en fon
tion de v pour un mod�eleestim�e OE(11,5) ave
 une 
onstante d'a

ord k = 0:05. Le taux de 
onta-mination en outliers d'observation est de 5%. La pseudo-p�eriode est L = 9,le nombre de lobes signi�
atifs est R = 24 et l'ordre large vaut �L�� = 238.(droite) : CoeÆ
ients 
�v;1, ��
�v;1�� et ��4;1 (v) en fon
tion de v pour un mod�eleestim�e OE(11,5) ave
 une 
onstante d'a

ord k = 0:05. Le taux de 
ontamina-tion en outliers d'observation est de 10%. Une nouvelle fois, l'estimateur estplus perturb�e, modi�ant 
ertains r�esultats. La pseudo-p�eriode reste �egale �a 9,mais le nombre de lobes signi�
atifs passe �a 42 et l'ordre large vaut 440. . . . 74
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TABLE DES FIGURES5.3 (gau
he) : Fon
tion de densit�e de probabilit�e des r�esidus M-estim�es sur unsyst�eme pi�ezo�ele
trique pour une 
onstante d'a

ord k = 0:0625. Le mod�eleparam�etrique estim�e est un OE(12,9). Cette �gure fait 
lairement apparâ�treune densit�e bimodale. (droite) : Fon
tion de densit�e de probabilit�e des r�esidusM-estim�es sur un syst�eme pi�ezo�ele
trique pour une 
onstante d'a

ord k =0:0875. Le mod�ele param�etrique estim�e est un OE(12,12). La bimodalit�e de ladensit�e apparâ�t de nouveau. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 796.1 (gau
he) : Causalit�e d'apparition des outliers d'innovation 
k (�) par les out-liers d'observation ~
m. Le m�e
anisme interne de bou
le de retour dans lemod�ele de pr�edi
tion apparâ�t 
lairement. (droite) : Signal des mi
ro-d�epla
ementsd'un 
apteur/a
tionneur pi�ezo�ele
trique. Les outliers d'observation ~
m sontdiÆ
iles �a re
onnâ�tre. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 936.2 Niveau de 
ontamination du GEM en fon
tion de la 
ontante d'a

ord k. . . 1006.3 Fon
tion a

ord f! (k). Deux sous-domaines (pointill�es) apparaissent,Dke 
ommele domaine �etendu aux petites valeurs de k et Dk
 
omme le domaine 
lassiqueo�u k 2 [1; 1:5℄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1016.4 (gau
he) : Îout en fon
tion de Ôout. Des points de levage apparaissent �a Ôout =3500 pour k = 0:5. Ils disparaissent pour k = 0:1. La fon
tion Îout est don
sensible �a 
es points. (droite) : Pour les valeurs 
lassiques k = 1:345, k = 1:5et k = 2, il n'y a pas de sensibilit�e de Îout pour 
es points. . . . . . . . . . . 1056.5 (gau
he) : Biais de l'estimateur ����̂HN � �0��� en fon
tion de Ôout. Au point delevage, 
elui-
i devient maximal pour k = 0:5 et diminue lorsque k = 0:1.(droite) : Le biais pr�esente des valeurs 
roissantes lorsque Ôout augmente, pourk = 1:345, k = 1:5 et k = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1066.6 (gau
he) : Fit du mod�ele en fon
tion de Ôout. Au point de levage, 
elui-
idevient minimal pour k = 0:5 et augmente �a nouveau lorsque k = 0:1. (droite) :Le �t pr�esente des valeurs d�e
roissantes lorsque Ôout augmente, pour k = 1:345,k = 1:5 et k = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1066.7 (gau
he) : Fon
tion de 
ontribution L1. Les variations de 
elle-
i sont bienvisibles et traduisent l'a
tion de la norme L1 dans la pro
�edure d'estimation.(droite) : L'absen
e de variations pour de grandes valeurs de Ôout signi�e quela norme L1 agit de la même mani�ere, quelque soit le niveau des outliersd'innovation. Ce
i peut être 
onsid�er�e 
omme un ph�enom�ene de saturation. . 107181



TABLE DES FIGURES6.8 (gau
he) : FDP des r�esidus de Huber lorsque k = 0:5. Celle-
i fait apparâ�tred'�epaisses queues, 
ons�equen
e des points de levage. (droite) : FDP des r�esiduspour k = 0:1. La densit�e est moins perturb�ee, les queues moins �epaisses. Cesr�esultats 
on�rment la bonne tenue du biais et du �t pour 
ette valeur de k. 1086.9 (gau
he) : RFME OE(11,5) 
ompar�ee �a l'estimation spe
trale du pro
essus(pointill�es) au point de levage Lp = 35006 lorsque k = 0:5. Cette RFMEne pr�esente pas de bonnes 
ara
t�eristiques fr�equentielles. (droite) : RFMEOE(11,5) 
ompar�ee �a l'estimation spe
trale du pro
essus en absen
e de pointsde levage lorsque k = 0:1. Ce mod�ele montre de bonnes propri�et�es fr�equentielles,notamment en basses fr�equen
es. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1096.10 (gau
he) : Biais de l'estimateur ����̂HN � �0��� en fon
tion de Ôout. Au point delevage, 
elui-
i devient maximal pour k = 0:05 et diminue lorsque k = 0:04.Même ph�enom�ene lorsque k passe de 0:04 �a 0:03. (droite) : Le biais pr�esente defortes variations, traduisant une forte instabilit�e de l'estimateur. Cependant,pour k = 1:345, k = 1:5 et k = 2, les valeurs du biais restent �elev�ees. . . . . . 1116.11 (gau
he) : Fit du mod�ele en fon
tion de Ôout. Au point de levage, 
elui-
idevient minimal pour k = 0:05 et augmente �a nouveau lorsque k = 0:04. Celase reproduit aussi lorsque k passe de 0:04 �a 0:03. (droite) : Le �t pr�esentede fortes variations traduisant une instabilit�e de l'estimateur. On remarquequand même une 
ertaine 
roissan
e lorsque Ôout � 300 augmente. . . . . . . 1126.12 (gau
he) : Fon
tion de 
ontribution L1 lorsque k < 0:5. Les variations de 
elle-
i sont bien visibles et traduisent l'a
tion de la norme L1 dans la pro
�edured'estimation. (droite) : Les faibles valeurs de 
ette fon
tion et le manque devariations, sauf pour Ôout = 800, traduisent le ph�enom�ene dit de saturation. . 1126.13 (gau
he) : FDP des r�esidus de Huber lorsque k = 0:05 lorsque Ôout = 6800.Celle-
i fait apparâ�tre d'�epaisses queues, 
ons�equen
e des points de levage.(droite) : FDP des r�esidus pour k = 0:04. La densit�e est moins perturb�ee, lesqueues moins �epaisses. Ces r�esultats 
on�rment la bonne tenue du biais et du�t pour 
ette valeur de k. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
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TABLE DES FIGURES6.14 (gau
he) : RFME OE(11,5) 
ompar�ee �a l'estimation spe
trale du pro
essus(pointill�es) au point de levage Lp = 10729 lorsque k = 0:05. Cette RFMEne pr�esente pas de bonnes 
ara
t�eristiques fr�equentielles. (droite) : RFMEOE(11,5) 
ompar�ee �a l'estimation spe
trale du pro
essus en absen
e de pointsde levage lorsque k = 0:04. Ce mod�ele montre de bonnes propri�et�es fr�equentielles,notamment en basses fr�equen
es. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1146.15 (gau
he) : Biais de l'estimateur ����̂HN � �0��� en fon
tion de Ôout. Au point delevage, 
elui-
i devient maximal pour une valeur k et minimal lorsque k estplus petit. (droite) : Le biais pr�esente de fortes variations, traduisant une forteinstabilit�e de l'estimateur. Cependant, pour k = 1:345 et k = 1:5, les valeursdu biais restent �elev�ees. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1146.16 (gau
he) : Fit du mod�ele en fon
tion de Ôout. Au point de levage, 
elui-
idevient minimal pour une valeur de k et augmente �a nouveau lorsque ellediminue. (droite) : Le �t pr�esente de fortes variations traduisant une instabilit�ede l'estimateur. On remarque la d�e
roissan
e du �t lorsque Ôout augmente. . 1156.17 (gau
he) : Fon
tion de 
ontribution L1. Les variations de 
elle-
i sont bienvisibles et traduisent l'a
tion de la norme L1 dans la pro
�edure d'estimation.(droite) : Les faibles valeurs de 
ette fon
tion et le manque de variations, saufpour Ôout = 300, traduisent une nouvelle fois le ph�enom�ene dit de saturation. 1166.18 (gau
he) : FDP des r�esidus de Huber lorsque k = 0:025 lorsque Ôout = 9600.Celle-
i fait apparâ�tre d'�epaisses queues, 
ons�equen
e des points de levage.(droite) : FDP des r�esidus pour k = 0:02. La densit�e est moins perturb�ee, lesqueues moins �epaisses. Ces r�esultats 
on�rment la bonne tenue du biais et du�t pour 
ette valeur de k. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1176.19 (gau
he) : RFME OE(11,5) 
ompar�ee �a l'estimation spe
trale du pro
essus(pointill�es) au point de levage lorsque k = 0:025. Cette RFME ne pr�esente unebonne dynamique jusqu'�a 400Hz, mais 
elle-
i se d�egrade �a partir de 
ettefr�equen
e. (droite) : RFME OE(11,5) 
ompar�ee �a l'estimation spe
trale dupro
essus en absen
e de points de levage lorsque k = 0:02. Ce mod�ele pr�esenteune bonne dynamique, �a partir des tr�es basses fr�equen
es jusqu'�a la fr�equen
ede Shannon. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
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TABLE DES FIGURES7.1 (gau
he) : Surfa
e du L!-RFPE 
omme une fon
tion du fa
teur d'�e
helle � etde la 
omplexit�e du mod�ele dM pour 
inq valeurs de k (k = 0:05, k = 0:1,k = 0:15, k = 0:25 et k = 0:35), �a un taux Rout = 2%. (droite) : suite dela surfa
e du L!-RFPE pour huit valeurs de k (k = 0:35, k = 0:4, k = 0:7,k = 0:9, k = 1:2, k = 1:345, k = 1:5 et k = 2), pour le même taux de
ontamination. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1297.2 (gau
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ompar�ee �a l'estimationspe
trale du pro
essus (pointill�es) lorsque Rout = 5% et k = 0:05. (droite) :R�eponse fr�equentielle du mod�ele OE(12,5) lorsque Rout = 5% et k = 1:345. . 1337.6 (gau
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Annexe APreuve du Th�eor�eme 5D'apr�es (4.25) WN(�) = W �2N (�) +W �1N (�) ave
 W �2N (�) et W �1N (�) d�e�nis respe
tivementpar (4.26) et (4.27). Il vient quesup�2DM jWN(�)� EFWN(�)j � sup�2DM jW �2N (�)� EFW �2N (�)j+ sup�2DM jW �1N (�)� EFW �1N (�)j(A.1)o�u sup�2DM jW �2N (�)� EFW �2N (�)j = sup�2DM ����� 12N NXt=1 �"2�2;t (�)� EF "2�2;t (�)������ (A.2)et sup�2DM jW �1N (�)� EFW �1N (�)j � sup�2DM ����� �N NXt=1 [j"�1;t (�)j � EF j"�1;t (�)j℄�����+ sup�2DM ����� �22N NXt=1 �s2�1;t (�)� EF s2�1;t (�)������ (A.3)Partie 1 : Montrons d'abord queEF sup�2DM ����� NXt=r �"2�2;t (�)� EF "2�2;t (�)������2 � C (N � r + 1) (A.4)ave
 supt jutj = Cu et supt EF jetj4 = Ce.Sa
hant que "�2;t(�) est donn�ee par (4.48) et que EF em = 0 8m, nous obtenonsEF sup�2DM ����� NXt=r �"2�2;t (�)� EF "2�2;t (�)������2 � 2EF sup�2DM ����� NXt=r At (�)�����2 + 2EF sup�2DM ����� NXt=r Bt (�)�����2(A.5)191



ANNEXE A. PREUVE DU TH�EOR�EME ??ave
 respe
tivement At (�) = 2Xk�1Xl�0 d�2;t (k; �) ~d�2;t (l; �)ut�ket�l (A.6)et Bt (�) = 2Xk�0Xl�0 ~d�2;t (k; �) ~d�2;t (l; �) (et�ket�l � EF et�ket�l) (A.7)En d�etails, nous avonsEF sup�2DM ����� NXt=r At (�)�����2 � 4Xk1�1Xl1�0Xk2�1Xl2�0EF sup�2DM ���SN;�r;k1;l1��� ���TN;�r;k2;l2��� (A.8)ave
 SN;�r;k1;l1 = NXt=r d�2;t (k1; �) ~d�2;t (l1; �)ut�k1et�l1 (A.9)et TN;�r;k2;l2 = NXt=r d�2;t (k2; �) ~d�2;t (l2; �) ut�k2et�l2 (A.10)Il vient que EF sup�2DM �SN;�r;k1;l1�2 � �2k1�2l1C2u� (N � r + 1) (A.11)et EF sup�2DM �TN;�r;k2;l2�2 � �2k2�2l2C2u� (N � r + 1) (A.12)L'in�egalit�e de S
hwarz 
onduit �aEF sup�2DM ����� NXt=r At (�)�����2 � 4C2u�Xk1�1 j�k1jXl1�0 j�l1jXk2�1 j�k2jXl2�0 j�l2j (N � r + 1) (A.13)ainsi EF sup�2DM ����� NXt=r At (�)�����2 � C (N � r + 1) (A.14)De la même mani�ere, nous avonsEF sup�2DM ����� NXt=r B�t �����2 �Xk1�0Xl1�0Xk2�0Xl2�0EF sup�2DM ���GN;�r;k1;l1��� ���HN;�r;k2;l2��� (A.15)192



ANNEXE A. PREUVE DU TH�EOR�EME ??ave
 GN;�r;k1;l1 = NXt=r ~d�2;t (k1; �) ~d�2;t (l1; �) (et�k1et�l1 � EF et�k1et�l1) (A.16)et HN;�r;k2;l2 = NXt=r ~d�2;t (k2; �) ~d�2;t (l2; �) (et�k2et�l2 � EF et�k2et�l2) (A.17)A partir du lemme 2B.1 dans [Ljung, 1999℄(
hapitre 2 p. 55), nous obtenonsEF sup�2DM �GN;�r;k1;l1�2 � �2k1�2l14Ce� (N � r + 1) (A.18)ainsi que EF sup�2DM �HN;�r;k2;l2�2 � �2k2�2l24Ce� (N � r + 1) (A.19)L'in�egalit�e de S
hwarz 
onduit alors �aEF sup�2DM ����� NXt=r Bt (�)�����2 � C (N � r + 1) (A.20)En utilisant le lemme 3 ave
 �t (�) = "2�2;t (�)� EF "2�2;t (�), il vient queEF sup�2DM ����� NXt=r �"2�2;t (�)� EF"2�2;t (�)������2 � fr (N) (A.21)o�u fr (N) = C (N � r + 1). Sa
hant que �W (�) = limN!1EFWN (�), alorssup�2DM ��W �2N (�)� �W �2 (�)��! 0, a.p.1 quand N !1 (A.22)Partie 2 : Les r�esidus dans �1 �etant 
onsid�er�es 
omme des outliers et d�e�nis par (4.49),nous pouvons �e
rireEF sup�2DM ����� NXt=r [j"�1;t (�)j � EF j"�1;t (�)j℄�����2 = EF sup�2DM ������ Xk2�1(�) [j
k (�)j � EF j
k (�)j℄������2 (A.23)Cette expression devientEF sup�2DM ������ Xk2�1(�) [j
k (�)j � EF j
k (�)j℄������2 �193



ANNEXE A. PREUVE DU TH�EOR�EME ??2EF sup�2DM (�:
ard [�1 (�)℄)2 + 2EF sup�2DM (�:
ard [�1 (�)℄)2 (A.24)Consid�erons le 
as o�u le nombre d'outliers d'innovation est �ni, 
'est �a dire lorsque 
ard [�1 (�)℄ <1. Nous obtenons EF sup�2DM ������ Xk2�1(�) [j
k (�)j � EF j
k (�) (�)j℄������2 � C (A.25)Posons alors fr (N) = C et �t (�) = j
k (�)j � EF j
k (�)j. Par le lemme 3, 
ela 
onduit �asup�2DM ����� �N NXt=1 [j"�1;t (�)j � EF j"�1;t (�)j℄�����! 0, a.p.1 quand N !1 (A.26)De même, par
e 
ard [�1 (�)℄ <1, alorsEF sup�2DM ����� NXt=r �s2�1;t (�)� EF s2�1;t (�)������2 �2EF sup�2DM (�:
ard [�1 (�)℄)2 + 2EF sup�2DM (�:
ard [�1 (�)℄)2 � C (A.27)Toujours par le lemme 3, ave
 �t (�) = s2�1;t (�)� EF s2�1;t (�), nous avonssup�2DM ����� �22N NXt=1 �s2�1;t (�)� EF s2�1;t (�)������! 0, a.p.1 quand N !1 (A.28)Ce qui 
onduit �a sup�2DM ��W �1N (�)� �W �1 (�)��! 0, a.p.1 quand N !1 (A.29)et prouve don
 le th�eor�eme.
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CONTRIBUTION A L’ESTIMATION ROBUSTE DE MODELES DYNA MIQUES : 
APPLICATION A LA COMMANDE DE SYSTEMES DYNAMIQUES CO MPLEXES   

RESUME : L’identification des systèmes dynamiques complexes reste une préoccupation 
lorsque les erreurs de prédictions contiennent des outliers d’innovation. Ils ont pour effet de 
détériorer le modèle estimé, si le critère d’estimation est mal choisi et mal adapté. Cela a pour 
conséquence de contaminer la distribution de ces erreurs, laquelle présente des queues 
épaisses et s’écarte de la distribution normale.  Pour résoudre ce problème, il existe une classe 
d’estimateurs, dits robustes, moins sensibles aux outliers, qui traitent d’une manière plus douce 
la transition entre résidus de niveaux très différents. Les M-estimateurs de Huber font partie de 
cette classe. Ils sont associés à un mélange des normes L2 et L1, liées à un modèle de 
distribution gaussienne perturbée, dit gross error model. A partir de ce cadre formel, nous 
proposons dans cette thèse, un ensemble d’outils d’estimation et de validation de modèles 
paramétriques linéaires et pseudo-linéaires boîte-noire, avec extension de l’intervalle de bruit 
dans les petites valeurs de la constante d’accord de la norme de Huber. Nous présentons ainsi 
les propriétés de convergence du critère d’estimation et de l’estimateur robuste. Nous montrons 
que l’extension de l’intervalle de bruit réduit la sensibilité du biais de l’estimateur et améliore la 
robustesse aux points de levage.  Pour un type de modèle pseudo-linéaire, il est présenté un 
nouveau contexte dit L-FTE, avec une nouvelle méthode de détermination de L, dans le but 
d’établir les linéarisations du gradient et du Hessien du critère d’estimation, ainsi que de la 
matrice de covariance asymptotique de l’estimateur. De ces relations, une version robuste du 
critère de validation FPE est établie et nous proposons un nouvel outil d’aide au choix de 
modèle estimé. Des expérimentations sur des processus simulés et réels sont présentées et 
analysées. 

Mots clés :  identification de système, statistiques robustes, M-estimateurs de Huber, intervalle 
de bruit étendu, outliers, modèles boîte-noire, points de levage, validation. 

CONTRIBUTION TO THE ROBUST ESTIMATION OF DYNAMIC MO DELS: APPLICATION 
TO THE COMMAND OF COMPLEX DYNAMIC SYSTEMS  

ABSTRACT : Complex dynamic systems identification remains a concern when prediction 
errors contain innovation outliers. They have the effect to damage the estimated model if the 
estimation criterion is badly chosen and badly adapted. The consequence is the contamination 
of the distribution of these errors; this distribution presents heavy tails and deviates of the 
normal distribution. To solve this problem, there is a robust estimator’s class, less sensitive to 
the outliers, which treat the transition between residuals of very different levels in a softer way. 
The Huber’s M-estimators belong to this class. They are associated to a mixed L2 - L1 norm, 
related to a disturbed Gaussian distribution model, namely gross error model. From this formal 
context, in this thesis we propose a set of estimation and validation tools of black-box linear and 
pseudo-linear models, with extension of the noise interval to low values of the tuning constant in 
the Huber’s norm. We present the convergence properties of the robust estimation criterion and 
the robust estimator. We show that the extension of the noise interval reduces the sensitivity of 
the bias of the estimator and improves the robustness to the leverage points. Moreover, for a 
pseudo-linear model structure, we present a new context, named L-FTE, with a new method to 
determine L, in order to linearize the gradient and the Hessien of estimation criterion and the 
asymptotic covariance matrix of the estimator. From these expressions, a robust version of the 
FPE validation criterion is established and we propose a new decisional tool for the estimated 
model choice. Experiments on simulated and real systems are presented and analyzed. 

 Keywords  : System identification, robust statistics, Huber’s M-estimators, extended noise 
interval, outliers, black-box models, leverage points, validation. 


