
 

 

Thèse de doctorat 

Pour obtenir le grade de Docteur de l’Université de  

VALENCIENNES ET DU HAINAUT-CAMBRESIS 

Discipline, spécialité selon la liste des spécialités pour lesquelles l’Ecole Doctorale est accréditée :  
 Automatique et Mécanique 

Présentée et soutenue par Van Nhu TRAN.  

Le 07/06/2013, à Valenciennes 

Ecole doctorale :  
Sciences Pour l’Ingénieur (SPI) 

Equipe de recherche, Laboratoire : 
Laboratoire d’Automatique, de Mécanique et d’Informatique Industrielles et Humaines (LAMIH) 

Amélioration de l’agrément de conduite via le  

pilotage du groupe motopropulseur 

 

JURY 

Président du jury 
- MARKIEWICZ, Eric. Professeur. Université de Valenciennes. 

Rapporteurs  
- CHAMAILLARD, Yann. Professeur. Université d’Orléans. 
- MANAMANNI, Noureddine. Professeur. Université de Reims. 

Examinateurs
- DEQUIDT, Antoine. Maître de conférences. Université de Valenciennes. 
 
Directeur de thèse   
- DAMBRINE, Michel. Professeur. Université de Valenciennes. 
 
 
 



✐✐



❘❡♠❡#❝✐❡♠❡♥'(

❚♦✉# ❞✬❛❜♦(❞✱ ❥❡ #✐❡♥. / ❡①♣(✐♠❡( ♠❛ #(3. ♣(♦❢♦♥❞❡ ❣(❛#✐#✉❞❡ / ♠❡. ❞✐(❡❝#❡✉(.

❞❡ #❤3.❡✱ ▼✐❝❤❡❧ ❉❛♠❜(✐♥❡ ❡# ❏✐♠♠② ▲❛✉❜❡(✱ ♣♦✉( ❧❡✉( ❡①❝❡❧❧❡♥#❡ ♦(✐❡♥#❛#✐♦♥ ❡#

❧❡ .♦✉#✐❡♥ ❞❛♥. ❧❡. #(♦✐. ❛♥♥>❡. ❞❡ ♠❛ #❤3.❡ ❞❡ ❞♦❝#♦(❛#✳ ❊♥ #❛♥# A✉❡ ❝♦♥.❡✐❧❧❡(✱

✐❧. ♠✬♦♥# ✐♥✐#✐> ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ (❡❝❤❡(❝❤❡ ✈❛.#❡ ❡# ♣❛..✐♦♥♥❛♥# ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥

❧✐♥>❛✐(❡ ❡# ♠✬♦♥# ♠♦#✐✈> / #(❛✈❛✐❧❧❡( .✉( ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛.>❡ .✉( ❧❡ ♠♦❞3❧❡ ❞❡ #②♣❡

❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦✳ ■❧. ♠✬♦♥# ❡♥❝♦✉(❛❣> / ❡①♣❧♦(❡( ♠❡. ♣(♦♣(❡. ✐❞>❡. ❡# ♠✬♦♥# ❛✐❞> /

❣(❛♥❞✐( ❡♥ #❛♥# A✉❡ ❝❤❡(❝❤❡✉( ✐♥❞>♣❡♥❞❛♥#✳

❏❡ #✐❡♥. ♠❡. .✐♥❝3(❡. (❡♠❡(❝✐❡♠❡♥#. ❛✉① ♠❡♠❜(❡. ❞✉ ❥✉(②✱ ➱(✐❝ ▼❛(❦✐❡✇✐❝③✱

◆♦✉(❡❞❞✐♥❡ ▼❛♥❛♠❛♥♥✐✱ ❨❛♥♥ ❈❤❛♠❛✐❧❧❛(❞✱ ❆♥#♦✐♥❡ ❉❡A✉✐❞# ♣♦✉( ❧❡. ❝♦♠♠❡♥#❛✐(❡.

♣❡(.♣✐❝❛❝❡. ❡# ❧❡. ♥♦♠❜(❡✉.❡. .✉❣❣❡.#✐♦♥. ✉#✐❧❡. ♣♦✉( ❛♠>❧✐♦(❡( ❧❛ ♣(>.❡♥#❛#✐♦♥ ❡# ❧❡

❝♦♥#❡♥✉ ❞❡ ❝❡##❡ #❤3.❡✳

❏❡ (❡♠❡(❝✐❡ ❚❤✐❡((②✲▼❛(✐❡ ●✉❡((❛✱ ❧❡ ❞✐(❡❝#❡✉( ❞✉ ▲❆▼■❍ ✭▲❛❜♦(❛#♦✐(❡ ❞✬❆✉✲

#♦♠❛#✐A✉❡✱ ❞❡ ▼>❝❛♥✐A✉❡ ❡# ❞✬■♥❢♦(♠❛#✐A✉❡ ■♥❞✉.#(✐❡❧❧❡ ❡# ❍✉♠❛✐♥❡✮ ♣♦✉( ♠✬❛✈♦✐(

❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❛✉ .❡✐♥ ❞❡ .♦♥ ❧❛❜♦(❛#♦✐(❡✳ ❏❡ (❡♠❡(❝✐❡ >❣❛❧❡♠❡♥# ❧❡. ♠❡♠❜(❡. ❞❡ ❧✬>A✉✐♣❡

❆❙❍▼✱ ▲❛✉(❡♥#✱ ❙>❜❛.#✐❡♥✱ ▼♦❤❛♠❡❞✱ ▼✐❝❤❛❡❧✱ ✳✳✳

❏❡ (❡♠❡(❝✐❡ ♠❡. ❝♦❧❧3❣❡. ❞✬➱❝♦❧❡ .✉♣>(✐❡✉(❡ ❞❡ ❈♦♠♠✉#❛#✐♦♥ ❡# ❞❡ ❚(❛♥.♣♦(#✱

❱❛♥✲❇❛♥❣ ◆❣✉②❡♥✱ ▼❛♥❤✲❍✉♥❣ ❉❛♦✱ ❚(♦♥❣✲❍✐❡♥ ❈❛♦✱ ✳✳✳ ♣♦✉( ❧❡✉(. .♦✉#✐❡♥. #♦✉#

❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡##❡ #❤3.❡✳

❈❡##❡ #❤3.❡ ❡.# ✜♥❛♥❝>❡ ♣❛( ❧❡ ❣♦✉✈❡(♥❡♠❡♥# ❞✉ ❱✐❡#♥❛♠ ✭❱■❊❉✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡ .♦✉✲

#✐❡♥ ❞✉ ❈❛♠♣✉. ■♥#❡(♥❛#✐♦♥❛❧ .✉( ❧❛ ❙>❝✉(✐#> ❡# ❧✬■♥#❡(♠♦❞❛❧✐#> ❞❛♥. ❧❡. ❚(❛♥.♣♦(#.

✭❈■❙■❚✮✱ ❧❡ (>❣✐♦♥ ◆♦(❞✲U❛.✲❞❡✲❈❛❧❛✐.✱ ❧❛ ❈♦♠♠✉♥❛✉#> ❡✉(♦♣>❡♥♥❡✱ ❧❛ ❉>❧>❣❛#✐♦♥

❘>❣✐♦♥❛❧❡ ♣♦✉( ❘❡❝❤❡(❝❤❡ ❡# ❞❡ ❧❛ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✱ ❧❡ ♠✐♥✐.#3(❡ ❞❡ ❧✬❊♥.❡✐❣♥❡♠❡♥# .✉♣>✲

(✐❡✉( ❡# ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡(❝❤❡ ❡# ❧❡ ❈❡♥#(❡ ◆❛#✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡(❝❤❡ ❙❝✐❡♥#✐✜A✉❡✳ ❏❡ #✐❡♥.

/ (❡♠❡(❝✐❡( ❧❡ .♦✉#✐❡♥ ❞❡ ❝❡. ✐♥.#✐#✉#✐♦♥.✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥#✱ ❥❡ #✐❡♥. / (❡♠❡(❝✐❡( ♠❛ ❢❡♠♠❡ ♣♦✉( .♦♥ .♦✉#✐❡♥✱ .❛ ♣❛#✐❡♥❝❡ ❡#

.♦♥ ❛♠♦✉( ✐♥❞>❢❡❝#✐❜❧❡✳ ❏❡ #✐❡♥. / (❡♠❡(❝✐❡( ❡# ❡①❝✉.❡( ♠♦♥ ✜❧.✱ A✉✐ ❛ >#> ♣(✐✈> ❞❡

.♦♥ ♣❛♣❛ ♣♦✉( ❧❡ ❞>❜✉# ❞❡ .❛ ✈✐❡✳ ❏❡ (❡♠❡(❝✐❡ ♠❡. ♣❛(❡♥#.✱ ❡# ♠❛ ❜❡❧❧❡✲♠3(❡ A✉✐

♠✬❡♥❝♦✉(❛❣❡♥#✱ ♠❡ .♦✉#✐❡♥♥❡♥# ❡# ♠✬❛✐❞❡♥#✳

✐✐✐



❘❊▼❊❘❈■❊▼❊◆❚❙

✐✈



❚❛❜❧❡ ❞❡& ♠❛(✐*+❡&

❘❡♠❡#❝✐❡♠❡♥'( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✐✐✐

❚❛❜❧❡ ❞❡( ♠❛'✐/#❡( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✈

❘1(✉♠1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✐①

❆❜('#❛❝' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①

●❧♦((❛✐#❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✐

❚❛❜❧❡ ❞❡( ✜❣✉#❡( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✐✐✐

▲✐('❡ ❞❡( '❛❜❧❡❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✐①

■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ❣*♥*#❛❧❡ ✶

✶ ➱"❛" ❞❡ ❧✬❛#" 1✉# ❧❡ ❣#♦✉♣❡ ♠♦"♦✲♣#♦♣✉❧1❡✉# ✺

✶✳✶ ■♥'#♦❞✉❝'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✶✳✷ ▼♦'❡✉# '❤❡#♠✐@✉❡ ❡' ✈♦❧❛♥' ❞✉ ♠♦'❡✉# ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷✳✶ ▼♦'❡✉# '❤❡#♠✐@✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷✳✷ ❱♦❧❛♥' ❞✉ ♠♦'❡✉# ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✸ ❊♠❜#❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✹ ❇♦J'❡ ❞❡ ✈✐'❡((❡( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✹✳✶ ❇♦J'❡ ❞❡ ✈✐'❡((❡( ♠❛♥✉❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✹✳✷ ❇♦J'❡ ❞❡ ✈✐'❡((❡( ❛✉'♦♠❛'✐@✉❡ K ❝♦♥✈❡#'✐((❡✉# ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✹✳✸ ❚#❛♥(♠✐((✐♦♥ K ✈❛#✐❛'✐♦♥ ❝♦♥'✐♥✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✹✳✹ ❇♦J'❡ ❞❡ ✈✐'❡((❡( #♦❜♦'✐(1❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✹✳✺ ❇♦J'❡ ❞❡ ✈✐'❡((❡( K ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✺ ❆#❜#❡ ❞❡ '#❛♥(♠✐((✐♦♥✱ '#❛♥(♠✐((✐♦♥ ✜♥❛❧❡✱ ❞✐✛1#❡♥'✐❡❧ ❡' #♦✉❡ ♠♦'#✐❝❡ ✷✸

✶✳✻ ❙'#❛'1❣✐❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥' ❞❡ ✈✐'❡((❡( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✼ ❈#✐'/#❡ ❞✬❛❣#1♠❡♥' ❞❡ ❝♦♥❞✉✐'❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✽ ➱'❛' ❞❡ ❧✬❛#' (✉# ❧❛ ♠♦❞1❧✐(❛'✐♦♥ ❞❡ ❣#♦✉♣❡ ♠♦'♦♣#♦♣✉❧(❡✉# ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✽✳✶ ▼♦❞1❧✐(❛'✐♦♥ ❞✉ ♠♦'❡✉# ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✽✳✷ ▼♦❞1❧✐(❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✶✳✽✳✸ ▼♦❞1❧✐(❛'✐♦♥ ❞✉ (②♥❝❤#♦♥✐(❡✉# ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✶✳✾ ➱'❛' ❞❡ ❧✬❛#' (✉# ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❣#♦✉♣❡ ♠♦'♦♣#♦♣✉❧(❡✉# ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✶✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥ ❡' ♠♦'✐✈❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '❤/(❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷ ▼♦❞*❧✐1❛"✐♦♥ ❡" 1✐♠✉❧❛"✐♦♥ ❞✉ ❣#♦✉♣❡ ♠♦"♦♣#♦♣✉❧1❡✉# 8 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠✲

❜#❛②❛❣❡ ✹✶

✷✳✶ ■♥'#♦❞✉❝'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✷ ❘❛♣♣❡❧ (✉# ❧❡( #❛✐❞❡✉#( ❡' ♠♦♠❡♥' ❞✬✐♥❡#'✐❡ 1@✉✐✈❛❧❡♥'( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✷✳✶ U#✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞1❧✐(❛'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✷✳✷ ▼♦♠❡♥' ❞✬✐♥❡#'✐❡ 1@✉✐✈❛❧❡♥' ❡' #❛✐❞❡✉# 1@✉✐✈❛❧❡♥'❡ ❞❡( #♦'♦#(

❛②❛♥' ❧❛ ♠V♠❡ ✈✐'❡((❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✈



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✷✳✷✳✸ ▼♦♠❡♥( ❞✬✐♥❡,(✐❡ -.✉✐✈❛❧❡♥( ❡( ,❛✐❞❡✉, -.✉✐✈❛❧❡♥(❡ ❞❡ ,♦(♦,3

❛②❛♥( ❞❡3 ✈✐(❡33❡3 ❞✐✛-,❡♥(❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✸ ▼♦❞8❧❡ ❞②♥❛♠✐.✉❡ ❞✉ ❣,♦✉♣❡ ♠♦(♦♣,♦♣✉❧3❡✉, ; ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜,❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✸✳✶ ❉❡3❝,✐♣(✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣,♦✉♣❡ ♠♦(♦♣,♦♣✉❧3❡✉, ; ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜,❛②❛❣❡ ✳ ✹✽

✷✳✸✳✷ ▼♦❞8❧❡ ❞②♥❛♠✐.✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✹ ▼♦❞8❧❡ ❞✉ ♠♦(❡✉, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✷✳✺ ▼♦❞8❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜,❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✷✳✺✳✶ ▼♦❞8❧❡ 3(❛(✐.✉❡ ❤②❜,✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✷✳✺✳✷ ▼♦❞8❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜,❛②❛❣❡ ▲✉●#❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✷✳✺✳✸ ▼♦❞8❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜,❛②❛❣❡ ❜❛3- 3✉, ❧❛ ♠❛❣✐❝ ❢♦#♠✉❧❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✷✳✻ ▼♦❞8❧❡ ❞✉ 3②♥❝❤,♦♥✐3❡✉, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✷✳✼ ▼♦❞8❧❡ ❞②♥❛♠✐.✉❡ ❞✬✐♥(❡,❛❝(✐♦♥ ❡♥(,❡ ❧❡3 ♣♥❡✉♠❛(✐.✉❡3 ❡( ❧❡ 3♦❧ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✷✳✽ ▼♦❞-❧✐3❛(✐♦♥ ❞✉ ✈-❤✐❝✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✷✳✽✳✶ ❋♦,❝❡ ❞❡ ,-3✐3(❛♥❝❡ ❛-,♦❞②♥❛♠✐.✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✷✳✽✳✷ ❋♦,❝❡3 ❞❡ ,-3✐3(❛♥❝❡ ❛✉ ,♦✉❧❡♠❡♥( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✷✳✾ ❙✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡,(❡ ❞✬✉♥ ❣,♦✉♣❡ ♠♦(♦♣,♦♣✉❧3❡✉, ; ❞♦✉❜❧❡

❡♠❜,❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✷✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉3✐♦♥3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛) ♠♦❞❡ ❣❧✐--❛♥. ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜)❛②❛❣❡ ✽✶

✸✳✶ ■♥(,♦❞✉❝(✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✷ ❘❛♣♣❡❧3 3✉, ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛, ♠♦❞❡ ❣❧✐33❛♥( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✷✳✶ ❋♦,♠✉❧❛(✐♦♥ ❞✉ ♣,♦❜❧8♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✷✳✷ ❙✉,❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐33❡♠❡♥( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✷✳✸ ❈♦♥❞✐(✐♦♥3 ❞❡ ❣❧✐33❡♠❡♥( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✷✳✹ ❙②♥(❤83❡ ❞❡ ❧♦✐3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛, ♠♦❞❡ ❣❧✐33❛♥( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✷✳✺ L❤-♥♦♠8♥❡ ❞✉ ❜,♦✉(❡♠❡♥( ❡( ❧✐33❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✸✳✸ ❙②♥❝❤,♦♥✐3❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜,❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✸✳✸✳✶ ❚,❛❥❡❝(♦✐,❡ ❞❡ ,-❢-,❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐(❡33❡ ❣❧✐33❡♠❡♥( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✸✳✸✳✷ ▲♦✐3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✸✳✸✳✸ ❘-3✉❧(❛(3 ❞❡ 3✐♠✉❧❛(✐♦♥3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✸✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❣,♦✉♣❡ ♠♦(♦♣,♦♣✉❧3❡✉, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✸✳✹✳✶ ❚,❛❥❡❝(♦✐,❡ ❞❡ ,-❢-,❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐(❡33❡ ❞✉ ♠♦(❡✉, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✸✳✹✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ,♦❜✉3(❡ ♣❛, ♠♦❞❡ ❣❧✐33❛♥( ❞❡3 3②3(8♠❡3 ♠✉❧(✐✈❛✲

,✐❛❜❧❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✸✳✹✳✸ ❙②♥(❤83❡ ❞❡ ❧♦✐3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❝❛3 ❞❡ ❞-❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✸✳✹✳✹ ❙②♥(❤83❡ ❞❡ ❧♦✐3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❝❛3 ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡33❡3✶✵✺

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉3✐♦♥3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✹ ❆♣♣)♦❝❤❡ ♣❛) -.❛❜✐❧✐-❛.✐♦♥ )♦❜✉-.❡ 9 ❜❛-❡ ❞❡ ♠♦❞:❧❡- ❞❡ .②♣❡ ❚❛❦❛❣✐✲

❙✉❣❡♥♦ ✶✶✾

✹✳✶ ■♥(,♦❞✉❝(✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✹✳✷ ▼♦❞8❧❡ .✉❛3✐✲▲L❱ ❞❡ (②♣❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✹✳✷✳✶ ❉❡3❝,✐♣(✐♦♥ ❞❡3 ♠♦❞8❧❡3 ❞❡ (②♣❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✹✳✷✳✷ ❖❜(❡♥(✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞8❧❡ ✢♦✉ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ; ♣❛,(✐, ❞✉ ♠♦❞8❧❡

♥♦♥ ❧✐♥-❛✐,❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✹✳✸ L,-❧✐♠✐♥❛✐,❡3 3✉, ❧❡3 ✐♥-❣❛❧✐(-3 ♠❛(,✐❝✐❡❧❧❡3 ❧✐♥-❛✐,❡3 ♣♦✉, ❧❛ 3(❛❜✐✲

❧✐(-✴3(❛❜✐❧✐3❛(✐♦♥ ❞❡3 ♠♦❞8❧❡3 ❚❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✈✐



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✹✳✸✳✶ $%♦♣%✐)*)+ ♠❛*%✐❝✐❡❧❧❡+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✹✳✸✳✷ ❘❡❧❛①❛*✐♦♥+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✹✳✹ ❙*❛❜✐❧✐+❛*✐♦♥ ❞❡+ ♠♦❞8❧❡+ ✢♦✉+ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✹✳✺ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❣%♦✉♣❡ ♠♦*♦♣%♦♣✉❧+❡✉% +✉% ❧❛ ❜❛+❡ ❞❡ ♠♦❞8❧❡ ✢♦✉ ❚❙

❛✈❡❝ ❛**)♥✉❛*✐♦♥ ❞❡+ ♣❡%*✉%❜❛*✐♦♥+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✹✳✺✳✶ ❆**)♥✉❛*✐♦♥ H∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✹✳✺✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ D ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞)❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✹✳✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠)*❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❧♦%+ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥*+ ❞❡ ✈✐*❡++❡+✶✸✸

✹✳✻ ❈♦♠♠❛♥❞❡ %♦❜✉+*❡ ❞✉ ❣%♦✉♣❡ ♠♦*♦♣%♦♣✉❧+❡✉% ✿ ✐♥❝❡%*✐*✉❞❡+ ♣❛%❛♠)✲

*%✐H✉❡+ ❡* ♣❡%*✉%❜❛*✐♦♥+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✹✳✻✳✶ ❆♣♣%♦❝❤❡ ❞❡ +*❛❜✐❧✐+❛*✐♦♥ %♦❜✉+*❡ ❞❡+ ♠♦❞8❧❡+ ✢♦✉+ ❞❡ ❚❛❦❛❣✐✲

❙✉❣❡♥♦ ✐♥❝❡%*❛✐♥+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✹✳✻✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ D ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜%❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛+❡ ❞❡

❞)❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✹✳✻✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ D ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜%❛②❛❣❡ ❞❛♥+ ❧❡

❝❛+ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈✐*❡++❡+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✹✳✼ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜%❛②❛❣❡ ♣♦✉% ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈✐*❡++❡+

❞❡ *%❛♥+♠✐++✐♦♥+ ❜❛+)❡ +✉% ✉♥ ♠♦❞8❧❡ ❚❙ ✐♥❝❡%*❛✐♥ D ❝♦♠♠✉*❛*✐♦♥+ ✳ ✶✺✶

✹✳✼✳✶ ❙*❛❜✐❧✐+❛*✐♦♥ %♦❜✉+*❡ ❞❡+ ♠♦❞8❧❡+ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ✢♦✉+ ✐♥❝❡%✲

*❛✐♥+ D ❝♦♠♠✉*❛*✐♦♥+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✹✳✼✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ D ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜%❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛+❡ ❞❡

❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈✐*❡++❡+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✹✳✽ ❚❡+*+ ❞❡+ ❧♦✐+ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ +✉% ❧❡ ♠♦❞8❧❡ ❝♦♠♣❧❡* ❞✉ ❣%♦✉♣❡ ♠♦*♦✲

♣%♦♣✉❧+❡✉% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✹✳✾ ❈♦♥❝❧✉+✐♦♥+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❡) ♣❡+&♣❡❝)✐✈❡& ✶✼✶

❇✐❜❧✐♦❣+❛♣❤✐❡ ✶✼✸

❆ ▼♦❞8❧❡ ❞②♥❛♠✐;✉❡ ❞✉ &②&)8♠❡ ❞❡ ♣✐❧♦)❛❣❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜+❛②❛❣❡ ✶✽✸

❆✳✶ ❙❡%✈♦✲✈❛❧✈❡ ❤②❞%❛✉❧✐H✉❡ D *%♦✐+ ✈♦✐❡+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹

❆✳✷ ❉②♥❛♠✐H✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣%❡++✐♦♥ D ❧✬✐♥*)%✐❡✉% ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜%❡ ❞✉ %)❝❡♣*❡✉%

❞✬❡♠❜%❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹

❆✳✸ ❉②♥❛♠✐H✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦+✐*✐♦♥ ❞✉ ♣✐+*♦♥ ❞✉ %)❝❡♣*❡✉% ❞❡ ❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺

❇ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛+ ♠♦❞❡ ❣❧✐&&❛♥) ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜+❛②❛❣❡ ♣+❡♥❛♥) ❡♥

❝♦♠♣)❡ ❧✬❛❝)✐♦♥♥❡✉+ ✶✽✼

❇✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐*❡++❡ ❞✉ ♠♦*❡✉% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

❇✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐*❡++❡ ❣❧✐++❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽

❇✳✸ ❘)+✉❧*❛*+ ❞❡ +✐♠✉❧❛*✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

❈ >❛+❛♠8)+❡& ♥✉♠?+✐;✉❡& ✶✾✺

✈✐✐



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✈✐✐✐



❘!"✉♠!

▲❛ "#❛♥%♠✐%%✐♦♥ ) ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡ ❛ 1"1 ✐♥"#♦❞✉✐"❡ ❞❛♥% ❧❡% ✈1❤✐❝✉❧❡% ❛✜♥

❞✬❛♠1❧✐♦#❡# ❧❡ ❝♦♥❢♦#" ❞❡ ❝♦♥❞✉✐"✱ ❧✬1❝♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐"❡ ❡" ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡# ❧❡ "❡♠♣%

❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡ ✈✐"❡%%❡%✳ ▲❛ ❣❡%"✐♦♥ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡ ❥♦✉❡ ✉♥ #<❧❡ ✐♠♣♦#"❛♥"

%✉# ❧❡ ❝♦♥❢♦#" ❞❡ ❝♦♥❞✉✐"❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝"✐❢ ♣#✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ "#❛✈❛✐❧ ❝♦♥❝❡#♥❡ ❛❧♦#% ❧❛ %②♥✲

"❤>%❡ ❞❡% ❧♦✐% ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛%❡ ❞❡ ❞1❝♦❧❧❛❣❡ ❡" ❧♦#% ❞✉

❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡ ✈✐"❡%%❡%✳ ▲❡ ♠1♠♦✐#❡ ❡%" %"#✉❝"✉#1 ❞❡ ❧❛ ❢❛?♦♥ %✉✐✈❛♥"❡ ✿ ❧❡ ♣#❡♠✐❡#

❝❤❛♣✐"#❡ ♣#♦♣♦%❡ ✉♥ 1"❛" ❞❡ ❧✬❛#" %✉# ❧❡ ❣#♦✉♣❡ ♠♦"♦♣#♦♣✉❧%❡✉#✱ ❧❛ ♠♦❞1❧✐%❛"✐♦♥ ❡"

❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❣#♦✉♣❡ ♠♦"♦♣#♦♣✉❧%❡✉#✳ ▲❡ %❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐"#❡ %✬✐♥"1#❡%%❡ ) ❧❛ ♠♦❞1✲

❧✐%❛"✐♦♥ ❞✉ ❣#♦✉♣❡ ♠♦"♦♣#♦♣✉❧%❡✉# ) ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡ ✿ ❞❛♥% ✉♥❡ ♣#❡♠✐>#❡ ♣❛#"✐❡✱

✉♥ ♠♦❞>❧❡ ❝♦♠♣❧❡" ) %✐♠✉❧❡# ❡%" ❞1✈❡❧♦♣♣1✱ ♣✉✐% ❧❛ ❞❡✉①✐>♠❡ ♣❛#"✐❡ ♣#♦♣♦%❡ ✉♥❡

%✐♠♣❧✐✜❝❛"✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞>❧❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❡ "#♦✐%✐>♠❡ ❝❤❛♣✐"#❡ ❛❜♦#❞❡ ❧❡%

❧♦✐% ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡♥ ✉"✐❧✐%❛♥" ❧❛ "❡❝❤♥✐B✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♣❛# ♠♦❞❡ ❣❧✐%%❛♥" ♣♦✉# ❧❡% %②%">♠❡% ♠✉❧"✐✈❛#✐❛❜❧❡%✳ ▲❡ B✉❛"#✐>♠❡ ❝❤❛♣✐"#❡ ♣#♦♣♦%❡

❧✬✉"✐❧✐%❛"✐♦♥ ❞❡% ♠♦❞>❧❡% ✢♦✉% ❞✉ "②♣❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ♣♦✉# ❧❛ %②♥"❤>%❡ ❞❡% ❧♦✐% ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❉❛♥% ✉♥❡ ♣#❡♠✐>#❡ ♣❛#"✐❡✱ ❞❡% ❧♦✐% ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛%1❡% %✉# ✉♥ ♠♦❞>❧❡

❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ♣#❡♥❛♥" ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ❞❡% ✐♥❝❡#"✐"✉❞❡% ❡" ❞❡% ♣❡#"✉#❜❛"✐♦♥% %♦♥" 1"❛✲

❜❧✐❡%✳ ❆✜♥ ❞✬❛♠1❧✐♦#❡# ❧❛ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦#% ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡

✈✐"❡%%❡% %✉♣1#✐❡✉#❡%✱ ❧❛ ❞❡✉①✐>♠❡ ♣❛#"✐❡ ♣#1%❡♥"❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛%1❡ %✉# ✉♥

♠♦❞>❧❡ ❞❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ✐♥❝❡#"❛✐♥ ❡" ♣❡#"✉#❜1 ) ❝♦♠♠✉"❛"✐♦♥%✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡% #1%✉❧"❛"%

❞❡ %✐♠✉❧❛"✐♦♥ ♦❜"❡♥✉% ❡♥ ❝♦♥%✐❞1#❛♥" ❧❡ ♠♦❞>❧❡ ❝♦♠♣❧❡" ❞1✈❡❧♦♣♣1 ❞❛♥% ❧❡ ❝❤❛♣✐"#❡

✷ %♦♥" ❞♦♥♥1%✳

✐①



❆❜"#$❛❝#

❉✉❛❧ ❝❧✉%❝❤ %'❛♥)♠✐))✐♦♥ )②)%❡♠) ✇❡'❡ ✐♥%'♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✈❡❤✐❝❧❡) %♦ ✉♣❣'❛❞❡ %❤❡

❞'✐✈✐♥❣ ❝♦♠❢♦'%✱ %❤❡ ❡♥❡'❣② ❡❝♦♥♦♠②✱ ❛♥❞ %♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ %❤❡ )❤✐❢% %✐♠❡✳ ❉✉❛❧ ❝❧✉%❝❤

♠❛♥❛❣❡♠❡♥% ✐) ❛ ❦❡② ♣♦✐♥% ✇❤❡♥ ❝♦♥)✐❞❡'✐♥❣ ❞'✐✈✐♥❣ ❝♦♠❢♦'%✱ ♣❛'%✐❝✉❧❛'❧② ❞✉'✐♥❣

%❤❡ ❣❡❛')❤✐❢%✳ ❚❤✉)✱ %❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ♦❢ %❤✐) ✇♦'❦ ✐) %❤❡ )②♥%❤❡)✐) ♦❢ ❝♦♥%'♦❧ ❧❛✇)

❢♦' ❞✉❛❧ ❝❧✉%❝❤ %'❛♥)♠✐))✐♦♥ ❞✉'✐♥❣ ❧❛✉♥❝❤ ❛♥❞ ❣❡❛')❤✐❢%✳ ❚❤❡ ✜')% ❝❤❛♣%❡' ♣'❡)❡♥%)

❛♥ ♦✈❡'✈✐❡✇ ❛❜♦✉% ✈❡❤✐❝❧❡ ♣♦✇❡'%'❛✐♥✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥%'♦❧✳ ❚❤❡ )❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣%❡'

❢♦❝✉)❡) ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ %❤❡ ❞✉❛❧ ❝❧✉%❝❤ %'❛♥)♠✐))✐♦♥✳ ■♥ ❛ ✜')% ♣❛'% ❛ ❝♦♠♣❧❡%❡ ♠♦❞❡❧

❢♦' )✐♠✉❧❛%✐♦♥ ✐) ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛ )❡❝♦♥❞ ♣❛'%✱ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐) )✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦' %❤❡

❧❛✇) ❝♦♥%'♦❧ ❞❡)✐❣♥✳ ❚❤❡ %❤✐'❞ ❝❤❛♣%❡' ♣'♦♣♦)❡) ❝♦♥%'♦❧ ❧❛✇) ♦❢ %❤❡ ❞✉❛❧ ❝❧✉%❝❤ ✉)✐♥❣

)❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥%'♦❧ ❛♣♣'♦❛❝❤ ❢♦' ❛ ▼■▼❖ )②)%❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦✉'%❤ ❝❤❛♣%❡' ❞❡❛❧) ✇✐%❤

%❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ ♦❢ )%❛%❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥%'♦❧ ❜❛)❡❞ ♦♥ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✜')%

♣❛'% ♣'♦♣♦)❡) ❝♦♥%'♦❧ ❧❛✇) %❛❦✐♥❣ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥% ✉♥❝❡'%❛✐♥%✐❡) ❛♥❞ ❞✐)%✉'❜❛♥❝❡)✳ ■♥

♦'❞❡' %♦ ✐♠♣'♦✈❡ %❤❡ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ❝♦♥%'♦❧ ❧❛✇ ❞✉'✐♥❣ ✉♣)❤✐❢%✐♥❣✱ %❤❡ )❡❝♦♥❞

♣❛'% ♣'♦♣♦)❡) ❛ ❝♦♥%'♦❧ ❧❛✇ ❜❛)❡❞ ♦♥ ❛ )✇✐%❝❤❡❞ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ❢✉③③② ♠♦❞❡❧ ✐♥

%❤❡ ♣'❡)❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛'❛♠❡%'✐❝ ✉♥❝❡'%❛✐♥%✐❡) ❛♥❞ ❞✐)%✉'❜❛♥❝❡)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥%'♦❧ ❧❛✇) ❛'❡

%❡)%❡❞ ✐♥ )✐♠✉❧❛%✐♦♥ ♦♥ %❤❡ ❝♦♠♣❧❡%❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣%❡' ✷✳

①



●❧♦##❛✐&❡

❇❱❆ ✿ ❇♦%&❡ ❞❡ ✈✐&❡++❡+ ❛✉&♦♠❛&✐/✉❡

❇❱▼ ✿ ❇♦%&❡ ❞❡ ✈✐&❡++❡+ ♠❛♥✉❡❧❧❡

❇❱❘ ✿ ❇♦%&❡ ❞❡ ✈✐&❡++❡+ 4♦❜♦&✐+6❡

❈❱❚ ✿ ❚4❛♥+♠✐++✐♦♥ 9 ✈❛4✐❛&✐♦♥ ❝♦♥&✐♥✉❡

❉❈❚ ✿ ❚4❛♥+♠✐++✐♦♥ 9 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜4❛②❛❣❡

❉❉❈❚ ✿ ❚4❛♥+♠✐++✐♦♥ 9 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜4❛②❛❣❡ 9 +❡❝

❲❉❈❚ ✿ ❚4❛♥+♠✐++✐♦♥ 9 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜4❛②❛❣❡ 9 ❤✉♠✐❞❡

●▼A ✿ ●4♦✉♣❡ ♠♦&♦♣4♦♣✉❧+❡✉4

▲▼■ ✿ ■♥6❣❛❧✐&6 ❧✐♥6❛✐4❡ ♠❛&4✐❝✐❡❧❧❡

▲◗ ✿ ▲✐♥6❛✐4❡ /✉❛❞4❛&✐/✉❡

▼A❈ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣46❞✐❝&✐✈❡

A❉❈ ✿ ❈♦♠♣❡♥+❛&✐♦♥ ♣❛4❛❧❧F❧❡ ❞✐+&4✐❜✉6❡

❚❙ ✿ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦

①✐



●▲❖❙❙❆■❘❊

①✐✐



❚❛❜❧❡ ❞❡& ✜❣✉*❡&

✶✳✶ ❙❝❤%♠❛ ❞❡ ❞✐+♣♦+✐.✐♦♥ ❞✉ ♠♦.❡✉1 ❡. ❞❡+ 1♦✉❡+ ♠♦.1✐❝❡+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✶✳✷ ❆1❝❤✐.❡❝.✉1❡ ❞✉ ●▼7 ❞✬✉♥ ✈%❤✐❝✉❧❡ ; <✉❛.1❡ 1♦✉❡+ ♠♦.1✐❝❡+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✸ ▼♦.❡✉1 .❤❡1♠✐<✉❡ 4 .❡♠♣+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✹ ❘❡♣1%+❡♥.❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛1✐❛.✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❣%♥%1%❡ ❞✬✉♥ ♠♦.❡✉1 <✉❛.1❡

❝②❧✐♥❞1❡+ ❛②❛♥. ✉♥ ♦1❞1❡ ❞✬❛❧❧✉♠❛❣❡ 1− 3− 4− 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✺ ❉✐+<✉❡ ❞✬❡♠❜1❛②❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♠♦1.✐++❡✉1 ❞❡ .♦1+✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✻ ❱♦❧❛♥. ❞✉ ♠♦.❡✉1 ; ❞♦✉❜❧❡ ♠❛++❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✼ ❙❝❤%♠❛ ❞②♥❛♠✐<✉❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜1❛②❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦❧❛♥. ❞✉ ♠♦.❡✉1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✽ ❆1❝❤✐.❡❝.✉1❡ ❞✬✉♥ ❡♠❜1❛②❛❣❡ ♠♦♥♦✲❞✐+<✉❡ ; ❞✐❛♣❤1❛❣♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✾ ❋♦♥❝.✐♦♥♥❡♠❡♥. ❞✬✉♥ ❡♠❜1❛②❛❣❡ ♠♦♥♦✲❞✐+<✉❡ ; ❞✐❛♣❤1❛❣♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✶✵ ❆1❝❤✐.❡❝.✉1❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦✐.❡ ❞❡ ✈✐.❡++❡+ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✶✶ ❇♦M.❡ ❞❡ ✈✐.❡++❡+ ❛✉.♦♠❛.✐<✉❡ ●▼ ❍②❞%❛♠❛(✐❝ ✻▲✽✵✴✾✵ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✶✷ ❈♦♥✈❡1.✐++❡✉1 ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❤②❞1❛✉❧✐<✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✶✸ ❘❛♣♣♦1. ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡. 1❡♥❞❡♠❡♥. ❞✬✉♥ ❝♦♥✈❡1.✐++❡✉1 ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ♠♦♥♦✲

♣❤❛+%✴❜✐♣❤❛+% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✶✹ ❋❛❝.❡✉1 ❞❡ ❝❛♣❛❝✐.% ❞✬✉♥ ❝♦♥✈❡1.✐++❡✉1 ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✶✺ ❆1❝❤✐.❡❝.✉1❡ ❞✬✉♥❡ .1❛♥+♠✐++✐♦♥ ; ✈❛1✐❛.✐♦♥ ❝♦♥.✐♥✉❡ ❛♣♣❧✐<✉%❡ ❞❛♥+

❧❡+ ❆✉❞✐ ❆✹✱ ❆✻ ❡( ❱❲ 8❛99❛( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✶✻ ❇♦M.❡ ❞❡ ✈✐.❡++❡+ 1♦❜♦.✐+%❡ AMT 3
❞❡ ❋1❡✐❣❤.❧✐♥❡1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✶✼ ❙❝❤%♠❛ ❞✬✉♥❡ ❆▼❚ ❛✈❡❝ ✉♥ ✈♦❧❛♥. ❞✬✐♥❡1.✐❡ ❛++✐+.% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✶✽ ❚1❛♥+♠✐++✐♦♥ ; ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜1❛②❛❣❡ ♣♦✉1 ✉♥ ✈%❤✐❝✉❧❡ ; ♠♦.❡✉1 ❛✈❛♥.

❡. ❧❡+ 1♦✉❡+ ♠♦.1✐❝❡+ ❛✈❛♥. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✶✾ ❚1❛♥+♠✐++✐♦♥ ; ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜1❛②❛❣❡ ♣♦✉1 ❧❡+ ✈%❤✐❝✉❧❡+ ; 4 1♦✉❡+ ♠♦.1✐❝❡+ ✷✵

✶✳✷✵ ❙②+.Q♠❡ ❤②❞1❛✉❧✐<✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜1❛②❛❣❡ +❡❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✷✶ ❉♦✉❜❧❡ ❡♠❜1❛②❛❣❡ ♠✉❧.✐✲❞✐+<✉❡+ ; ❤✉♠✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✷✷ ❉♦✉❜❧❡ ❡♠❜1❛②❛❣❡ ; +❡❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✷✸ ❋♦♥❝.✐♦♥♥❡♠❡♥. ❞✬✉♥❡ ❉❈❚ ❧♦1+ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥. ❞❡ ✈✐.❡++❡+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✷✹ ❈❛1.♦❣1❛♣❤✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦.❡✉1 .❤❡1♠✐<✉❡ ❛✈❡❝ ✐+♦✲♣❛1❛♠%.1✐<✉❡ ❞❡ ❝♦♥+♦♠✲

♠❛.✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✷✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ +.1❛.%❣✐❡ ❞❡ ♣❛++❛❣❡ ❞❡ ✈✐.❡++❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦M.❡ ❞❡ ✈✐.❡++❡+

; 6 1❛♣♣♦1. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✷✻ ▼♦❞Q❧❡ ❞②♥❛♠✐<✉❡ ❞✬✉♥ ●▼7 %<✉✐♣% ❞✬✉♥ ❡♠❜1❛②❛❣❡ ♠♦♥♦✲❞✐+<✉❡ ✳ ✷✻

✶✳✷✼ ▼♦❞Q❧❡ ❞②♥❛♠✐<✉❡ ❞✬✉♥ ●▼7 ; ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜1❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✶✳✷✽ ▼♦❞Q❧❡ ❞②♥❛♠✐<✉❡ ❞✬✉♥ ●▼7 ; ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜1❛②❛❣❡ ❛✈❡❝ +②♥❝❤1♦♥✐+❡✉1 ✷✼

✶✳✷✾ ▼♦❞Q❧❡ ❞②♥❛♠✐<✉❡ ❞✬✉♥ ●▼7 ; ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜1❛②❛❣❡ ❛✈❡❝ +②♥❝❤1♦♥✐+❡✉1 ✷✽

✶✳✸✵ ▼♦❞Q❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ +✐♠♣❧✐✜% ❞✬✉♥ ●▼7 %<✉✐♣% ❞✬✉♥ ❡♠❜1❛②❛❣❡ ;

♠♦♥♦✲❞✐+<✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

①✐✐✐
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✶✳✸✶ ▼♦❞&❧❡ ❞❡ ❥❡✉ ❞✬❡♥-.❡✲❞❡♥-0 ❞❡0 ❡♥❣.❡♥❛❣❡0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✸✷ ❘❡♣.70❡♥-❛-✐♦♥ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦-❡✉. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✶✳✸✸ ❈❛.-♦❣.❛♣❤✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦-❡✉. -❤❡.♠✐?✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✶✳✸✹ ❙❝❤7♠❛ ❞❡ ♣.✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦C-❡ ❞❡ ✈✐-❡00❡0 ❛✉-♦♠♦❜✐❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✶✳✸✺ ❆.❝❤✐-❡❝-✉.❡ ❞✬✉♥ 0②♥❝❤.♦♥✐0❡✉. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✶✳✸✻ ▼♦❞&❧❡ ❞✬✉♥ ●▼J 7?✉✐♣7 ❞✬✉♥ ❡♠❜.❛②❛❣❡ ♠♦♥♦✲❞✐0?✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✶✳✸✼ ❙-.✉❝-✉.❡ ❞✉ .7❣✉❧❛-❡✉. ❞❡ ✈✐-❡00❡✲-♦.0✐♦♥ ❛✈❡❝ ♦❜0❡.✈❛-❡✉. ❞❡ ❝♦✉♣❧❡

❞❡ ❧✬❛.❜.❡ ❞❡ 0♦.-✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✶✳✸✽ ❆❧❣♦.✐-❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉. ❧❡0 ❝❤❛♥❣❡♠❡♥-0 ❞❡ ✈✐-❡00❡0 0✉♣7.✐❡✉.❡0 ✸✻

✶✳✸✾ ❈♦♠♣❛.❛✐0♦♥ ❞❡0 -②♣❡0 ❞❡ -.❛♥0♠✐00✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦♥0♦♠♠❛-✐♦♥ ❡- ❧❡ -❡♠♣0

❞✬❛❝❝7❧7.❛-✐♦♥ 0 ✕ 100 km/h ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✶✳✹✵ ❈♦♠♣❛.❛✐0♦♥ ❞❡0 -②♣❡0 ❞❡ -.❛♥0♠✐00✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦♥0♦♠♠❛-✐♦♥ ❡- ❧❛ ❞✐0✲

-❛♥❝❡ ♣❛.❝♦✉.✉❡ 4 0❡❝♦♥❞❡0 ❛♣.&0 ❧❡ ❞7❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✶✳✹✶ ❈♦♠♣❛.❛✐0♦♥ ❞❡0 -②♣❡0 ❞❡ -.❛♥0♠✐00✐♦♥ 0②0-&♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✶ ▲✐❛✐0♦♥ ❡♥-.❡ ❞❡✉① ❛.❜.❡0 ❛②❛♥- ❧❛ ♠Q♠❡ ✈✐-❡00❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✷ ▲✐❛✐0♦♥ ❡♥-.❡ ✉♥ ♣✐❣♥♦♥ ❡- ✉♥ ❛.❜.❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✸ ▲✐❛✐0♦♥0 ❡♥-.❡ ❧❡0 .♦-♦.0 ❛②❛♥- ❞❡0 ✈✐-❡00❡0 ❞✐✛7.❡♥-❡0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✷✳✹ J.✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠♦❞&❧❡ ❞✬✉♥ .7❞✉❝-❡✉. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✺ ➱?✉✐✈❛❧❡♥- ❞❡0 .♦-♦.0 ❛②❛♥- ❧❛ ♠Q♠❡ ✈✐-❡00❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✻ ❘7❞✉❝-❡✉. T ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ .7❞✉❝-✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✼ ❙②0-&♠❡ ❞❡ -.❛♥0♠✐00✐♦♥ ♣❛.❛❧❧&❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✽ ▼♦❞&❧❡ 7?✉✐✈❛❧❡♥- ❞❡ ❧❛ -.❛♥0♠✐00✐♦♥ ♣❛.❛❧❧&❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✾ ❙❝❤7♠❛ ❝✐♥7♠❛-✐?✉❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦C-❡ ❞❡ ✈✐-❡00❡0 T ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜.❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✷✳✶✵ ❙❝❤7♠❛ ❞②♥❛♠✐?✉❡ ❞✉ ●▼J T ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜.❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✶✶ ❙❝❤7♠❛ ❞②♥❛♠✐?✉❡ ❞✉ ●▼J T ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜.❛②❛❣❡ 7?✉✐✈❛❧❡♥- ✿ ❞❡✉①

❞❡♠✐✲❛.❜.❡0 T ✉♥ 0❡✉❧ ❛.❜.❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✶✷ ▼♦❞&❧❡ ❞②♥❛♠✐?✉❡ ❞✉ ●▼J T ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜.❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✶✸ ▼♦❞&❧❡ ❞②♥❛♠✐?✉❡ 0✐♠♣❧✐✜7 ❞✉ ●▼J T ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜.❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✷✳✶✹ ❈❛.-♦❣.❛♣❤✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦-❡✉. -❤❡.♠✐?✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✷✳✶✺ J.70❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡0 ♠♦❞&❧❡0 ❞❡ ❢.✐❝-✐♦♥ 0-❛-✐?✉❡0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✷✳✶✻ ❱❛.✐❛❜❧❡0 ❞✬❡♥-.7❡ ❡- ❞❡ 0♦.-✐❡ ❞✉ ♠♦❞&❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜.❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✷✳✶✼ ❘❡♣.70❡♥-❛-✐♦♥ 0❝❤7♠❛-✐?✉❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡- ❙!"✐❜❡❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✷✳✶✽ ❉✐0?✉❡ ❞❡ ❢.✐❝-✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✷✳✶✾ ❈♦♥❞✐-✐♦♥0 ❞❡ ❝♦♠♠✉-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✷✳✷✵ ■♥-❡.❢❛❝❡ ❞❡ ❢.✐❝-✐♦♥ ❡♥-.❡ ❞❡✉① 0✉.❢❛❝❡0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✷✳✷✶ ▼♦❞&❧❡ T 0♦✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢.✐❝-✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✷✳✷✷ ❘❡♣.70❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡ ♠❛❣✐?✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✷✳✷✸ ❘❡♣.70❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝-✐♦♥ f(λ) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✷✳✷✹ ▼♦❞&❧❡ ❞②♥❛♠✐?✉❡ ❞✬✉♥ 0✐♠♣❧❡ ❡♠❜.❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✷✳✷✺ ❈♦♠♣♦.-❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ✲ ✶❡. -❡0- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✷✳✷✻ ❈♦♠♣♦.-❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ✲ ✷❡ -❡0- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✷✳✷✼ ▼♦❞&❧❡ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛-✐?✉❡ ❞❡ -②♣❡ ♣♦✐❧0 ❞❡ ❜.♦00❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✷✳✷✽ ❋♦.❝❡0 ❧♦♥❣✐-✉❞✐♥❛❧❡0 ❛❣✐00❛♥- 0✉. ✉♥ ✈7❤✐❝✉❧❡ 0❡ ❞7♣❧❛Z❛♥- 0✉. ✉♥❡

♣❡♥-❡ ✿ ❧❡0 .♦✉❡0 ♠♦-.✐❝❡0 ❛✈❛♥- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✷✳✷✾ ❉✐0-.✐❜✉-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛.❣❡ ♣♥❡✉♠❛-✐?✉❡ ♥♦.♠❛❧❡ 0✉. ❧❛ 0✉.❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥-❛❝- ✼✹

✷✳✸✵ ❙❝❤7♠❛ ❣7♥7.✐?✉❡ ❞✬✉♥ ❣.♦✉♣❡ ♠♦-♦♣.♦♣✉❧0❡✉. T ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜.❛②❛❣❡ ✳ ✼✺

✷✳✸✶ ❱❛.✐❛❜❧❡0 ❞✬❡♥-.7❡ ♣♦✉. ❧❛ 0✐♠✉❧❛-✐♦♥ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡.-❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

①✐✈
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✷✳✸✷ ❱✐%❡''❡' ❛♥❣✉❧❛✐-❡' ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜-❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✷✳✸✸ ❉②♥❛♠✐6✉❡ ❞✉ ✈8❤✐❝✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✷✳✸✹ <❤❛'❡ ❞❡ ❞8❝♦❧❧❛❣❡ ❞✉ ✈8❤✐❝✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✷✳✸✺ <❤❛'❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡''❡ ❞❡ 2 ♠❡

? 3 ♠❡

-❛♣♣♦-% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✶ ❚-❛❥❡❝%♦✐-❡ ❞8'✐-8❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐%❡''❡ ❞❡ ❣❧✐''❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✷ ❖✉✈❡-%✉-❡ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ❡♥ ♣♦✉-❝❡♥%❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✸✳✸ ❱✐%❡''❡' ❛♥❣✉❧❛✐-❡' ❞❡' 8❧8♠❡♥%' ❞✉ ●▼< ❧♦-' ❞✉ ❞8❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✸✳✹ ❊--❡✉- ❞❡ '✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ ✈✐%❡''❡ ❞❡ ❣❧✐''❡♠❡♥% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✸✳✺ ❋♦-❝❡ ♥♦-♠❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧8❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✸✳✻ ❖'❝✐❧❧❛%✐♦♥' ❞❛♥' ❧❛ ❝❤❛L♥❡ ❝✐♥8♠❛%✐6✉❡ ❞✉ ●▼< ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸✳✼ ❏❡-❦ ❞✉ ✈8❤✐❝✉❧❡ ❧♦-' ❞✉ ❞8❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸✳✽ ❉8❝♦❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡♠❛♥❞8 ❢❛✐❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸✳✾ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡''❡ '✉♣8-✐❡✉-❡ ✿ 1❡# − 2 ♠❡

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✸✳✶✵ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♣♦✐♥% ❞❡ '②♥❝❤-♦♥✐'❛%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✸✳✶✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ %-❛❥❡❝%♦✐-❡ ❞8'✐-8❡ ♣♦✉- ❧❛ ✈✐%❡''❡ ❞✉ ♠♦%❡✉- ❧♦-' ❞✉

❞8❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✸✳✶✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ %-❛❥❡❝%♦✐-❡ ❞8'✐-8❡ ♣♦✉- ❧❛ ✈✐%❡''❡ ❞✉ ♠♦%❡✉- ❧♦-' ❞✉ ❝❤❛♥✲

❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡''❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✸✳✶✸ ❱✐%❡''❡' ❞❡' ❞✐✛8-❡♥%' 8❧8♠❡♥%' ❛✉ ❞8❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✸✳✶✹ ❈♦♠♣♦-%❡♠❡♥%' ❞✉ ♠♦%❡✉- ❧♦-' ❞✉ ❞8❝♦❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦%❡✉-

❞❡♠❛♥❞8 ❢❛✐❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✸✳✶✺ ❏❡-❦ ❞✉ ✈8❤✐❝✉❧❡ ❧♦-' ❞✉ ❞8❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✸✳✶✻ ❋♦-❝❡ ♥♦-♠❛❧❡ ❧♦-' ❞✉ ❞8❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✸✳✶✼ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦%❡✉- ❧♦-' ❞✉ ❞8❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✸✳✶✽ ❊--❡✉-' ❞❡ '✉✐✈✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✸✳✶✾ <♦'✐%✐♦♥ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ♣♦✉- ❧❡ '❝8♥❛-✐♦ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡''❡' ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✸✳✷✵ ❱✐%❡''❡' ❞❡' 8❧8♠❡♥%' ❞✉ ●▼< ❧♦-' ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡''❡' '✉♣8✲

-✐❡✉-❡ 1 #❡ − 2 ♠❡

-❛♣♣♦-% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✸✳✷✶ ❱✐%❡''❡' ❞❡' 8❧8♠❡♥%' ❞✉ ●▼< ❧♦-' ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡''❡' ✐♥❢8✲

-✐❡✉-❡ 2 ♠❡ − 1 #❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✸✳✷✷ ❊--❡✉-' ❞❡ '✉✐✈✐ ❞❡ %-❛❥❡❝%♦✐-❡ ❞8'✐-8❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✸✳✷✸ ❏❡-❦' ❞✉ ✈8❤✐❝✉❧❡ ❧♦-' ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡''❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✸✳✷✹ ❆❝❝8❧8-❛%✐♦♥ ❞✉ ✈8❤✐❝✉❧❡ ❧♦-' ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡''❡ '✉♣8-✐❡✉-❡

1 #❡ − 2 ♠❡

-❛♣♣♦-% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✸✳✷✺ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜-❛②❛❣❡ ❧♦-' ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡''❡ '✉♣8-✐❡✉-❡

1 #❡ − 2 ♠❡

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✸✳✷✻ ❋♦-❝❡ ♥♦-♠❛❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦-' ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡''❡ '✉♣8-✐❡✉-❡

1 #❡ − 2 ♠❡

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✸✳✷✼ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦%❡✉- ❧♦-' ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡''❡ '✉♣8-✐❡✉-❡ 1 #❡ − 2 ♠❡

✶✶✸

✸✳✷✽ ❈♦♠♣♦-%❡♠❡♥% ❞✉ ♠♦%❡✉- ❧♦-' ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡''❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✸✳✷✾ ❱✐%❡''❡' ❛♥❣✉❧❛✐-❡' ❞✉ ♠♦%❡✉-✱ ❞✉ ♣❧❛%❡❛✉ ❡% ❞✉ ❞✐'6✉❡ ❞✬❡♠❜-❛②❛❣❡

❡♥ ♣❤❛'❡ ❞❡ ❞8❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✸✳✸✵ ❏❡-❦ ❞✉ ✈8❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ♣❤❛'❡ ❞❡ ❞8❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✸✳✸✶ ❏❡-❦ ❞✉ ✈8❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ♣❤❛'❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡''❡ '✉♣8-✐❡✉-❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✸✳✸✷ ❱✐%❡''❡' ❛♥❣✉❧❛✐-❡' ❞✉ ♠♦%❡✉-✱ ❞❡' ♣❧❛%❡❛✉① ❡% ❞❡' ❞✐'6✉❡' ❞✬❡♠✲

❜-❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛'❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡''❡ '✉♣8-✐❡✉-❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

①✈



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

✹✳✶ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦+❡✉, ❞❡♠❛♥❞/ ❡+ ❝♦♥+,1❧/ ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ❞/❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✹✳✷ ❱✐+❡33❡3 ❛♥❣✉❧❛✐,❡3 ❞❡3 /❧/♠❡♥+3 ❞✉ ●▼; ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ❞/❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✹✳✸ ❋♦,❝❡ ♥♦,♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐=✉/❡ 3✉, ❧✬❡♠❜,❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ❞/❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✹✳✹ ❏❡,❦ ❞✉ ✈/❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ❞/❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✹✳✺ ❱✐+❡33❡3 ❛♥❣✉❧❛✐,❡3 ❞❡3 /❧/♠❡♥+3 ❞✉ ●▼; ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ♣❛33❛❣❡ ❞❡

,❛♣♣♦,+ 3✉♣/,✐❡✉, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✹✳✻ ❱✐+❡33❡3 ❛♥❣✉❧❛✐,❡3 ❞❡3 /❧/♠❡♥+3 ❞✉ ●▼; ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ♣❛33❛❣❡ ❞❡

,❛♣♣♦,+ ✐♥❢/,✐❡✉, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✹✳✼ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜,❛②❛❣❡ ❧♦,3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡33❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✹✳✽ ❋♦,❝❡ ♥♦,♠❛❧❡ ❧♦,3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡33❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✹✳✾ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦+❡✉, ❧♦,3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡33❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✹✳✶✵ ❏❡,❦ ❞✉ ✈/❤✐❝✉❧❡ ❧♦,3 ❞✉ ♣❛33❛❣❡ ❞❡ ,❛♣♣♦,+ 3✉♣/,✐❡✉, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✹✳✶✶ ❱✐+❡33❡3 ❛♥❣✉❧❛✐,❡3 ❞❡3 /❧/♠❡♥+3 ❞✉ ●▼; ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ❞/❝♦❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝

❞❡3 ♣❛,❛♠K+,❡3 ✐♥❝❡,+❛✐♥3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✹✳✶✷ ❊,,❡✉,3 3✉✐✈✐3 ❞❡ +,❛❥❡❝+♦✐,❡ ❞/3✐,/❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✹✳✶✸ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦+❡✉, ❞❡♠❛♥❞/ ❡+ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦+❡✉, ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥

♣❤❛3❡ ❞❡ ❞/❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✹✳✶✹ ❋♦,❝❡ ♥♦,♠❛❧❡ ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ❞/❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✹✳✶✺ ❏❡,❦ ❞✉ ✈/❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ❞/❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✹✳✶✻ ❱✐+❡33❡3 ❛♥❣✉❧❛✐,❡3 ❞❡3 /❧/♠❡♥+3 ❞✉ ●▼; ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ♣❛33❛❣❡ ❞❡

,❛♣♣♦,+ 3✉♣/,✐❡✉, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✹✳✶✼ ❱✐+❡33❡3 ❛♥❣✉❧❛✐,❡3 ❞❡3 /❧/♠❡♥+3 ❞✉ ●▼; ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ♣❛33❛❣❡ ❞❡

,❛♣♣♦,+ ✐♥❢/,✐❡✉, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✹✳✶✽ ❊,,❡✉, ❞❡ ♣♦✉,3✉✐+❡ ❞❡3 /+❛+3 ❞/3✐,/3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✹✳✶✾ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜,❛②❛❣❡ ❧♦,3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡33❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✹✳✷✵ ❋♦,❝❡ ♥♦,♠❛❧❡ ❧♦,3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡33❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✹✳✷✶ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦+❡✉, ❧♦,3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡33❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✹✳✷✷ ❏❡,❦ ❞✉ ✈/❤✐❝✉❧❡ ❧♦,3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡33❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✹✳✷✸ ❆❝❝/❧/,❛+✐♦♥ ❞✉ ✈/❤✐❝✉❧❡ ❧♦,3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡33❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✹✳✷✹ ❱✐+❡33❡3 ❛♥❣✉❧❛✐,❡3 ❞❡3 /❧/♠❡♥+3 ❞✉ ●▼; ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ♣❛33❛❣❡ ❞❡

,❛♣♣♦,+ 3✉♣/,✐❡✉, 1❡! − 2"♠❡

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✹✳✷✺ ❊,,❡✉, ❞❡ ♣♦✉,3✉✐+❡ ❞❡ +,❛❥❡❝+♦✐,❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✹✳✷✻ ❏❡,❦ ❞✉ ✈/❤✐❝✉❧❡ ❧♦,3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡33❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✹✳✷✼ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜,❛②❛❣❡ ❧♦,3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡33❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✹✳✷✽ ❋♦,❝❡ ♥♦,♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐=✉/❡ 3✉, ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜,❛②❛❣❡ ❧♦,3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+

❞❡ ✈✐+❡33❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✹✳✷✾ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦+❡✉, ❧♦,3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡33❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✹✳✸✵ ❈♦♠♣♦,+❡♠❡♥+ ❞✉ ♠♦+❡✉, ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡33❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✹✳✸✶ ❆❝❝/❧/,❛+✐♦♥ ❞✉ ✈/❤✐❝✉❧❡ ❧♦,3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡33❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✹✳✸✷ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡33❡ 3✉♣/,✐❡✉,❡ ❛✈❡❝ ❧❡ +❡♠♣3 ❞❡ ,/♣♦♥3❡ ❞✉ ♠♦+❡✉,✶✻✹

✹✳✸✸ ❱✐+❡33❡3 ❛♥❣✉❧❛✐,❡3 ❞❡3 /❧/♠❡♥+3 ❞✉ ●▼; ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✹✳✸✹ ❊,,❡✉, ❞❡ ♣♦✉,3✉✐+❡ ❞❡3 +,❛❥❡❝+♦✐,❡3 ❞❡ ,/❢/,❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✹✳✸✺ ❋♦,❝❡3 ♥♦,♠❛❧❡3 ❛♣♣❧✐=✉/❡3 3✉, ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜,❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✹✳✸✻ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜,❛②❛❣❡ ❧♦,3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡33❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✹✳✸✼ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦+❡✉, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✹✳✸✽ ❏❡,❦ ❞✉ ✈/❤✐❝✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✹✳✸✾ ❉/❝♦❧❧❛❣❡ 3✉, ✉♥❡ ♣❡♥+❡ ❞❡ 10% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼
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✹✳✹✵ ❱✐%❡''❡' ❛♥❣✉❧❛✐-❡' ❞✉ ♠♦%❡✉-✱ ❞❡' ♣❧❛%❡❛✉① ❡% ❞❡' ❞✐'4✉❡' ❞✬❡♠✲

❜-❛②❛❣❡ ✿ ❝♦♥'%❛♥%❡ ❞❡ %❡♠♣' ❞✉ ♠♦%❡✉- ❞❡ 0, 3 '❡❝♦♥❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

✹✳✹✶ ❏❡-❦ ❞✉ ✈A❤✐❝✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

❆✳✶ ❙②'%E♠❡ ❞❡ ♣✐❧♦%❛❣❡ ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜-❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

❆✳✷ ❆-❝❤✐%❡❝%✉-❡ ❞✉ -❡''♦-% H ❞✐❛♣❤-❛❣♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻

❇✳✶ ❱✐%❡''❡' ❛♥❣✉❧❛✐-❡' ❞❡' A❧A♠❡♥%' ❞✉ ●▼L ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

❇✳✷ ❊--❡✉-' ❞❡ ♣♦✉-'✉✐%❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

❇✳✸ L♦'✐%✐♦♥ ❞✉ %❛♠❜♦✉- ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡ H %-♦✐' ✈♦✐❡' ❧♦-' ❞✉ ❞A❝♦❧❧❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷

❇✳✹ L♦'✐%✐♦♥ ❞✉ %❛♠❜♦✉- ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡ H %-♦✐' ✈♦✐❡' ❧♦-' ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡

✈✐%❡''❡ 1❡! − 2"♠❡

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷

❇✳✺ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦%❡✉- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷

❇✳✻ ❋♦-❝❡ ♥♦-♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐4✉A❡ '✉- ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜-❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸

❇✳✼ ❏❡-❦ ❞✉ ✈A❤✐❝✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸

①✈✐✐



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

①✈✐✐✐



▲✐"#❡ ❞❡" #❛❜❧❡❛✉①

✶✳✶ ❈♦♠♣❛'❛✐)♦♥ ❞❡) ❜♦./❡) ❞❡ ✈✐/❡))❡) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✶ 4❛'❛♠5/'❡) 67✉✐✈❛❧❡♥/) ❞✉ ♠♦❞5❧❡ ❞✬✉♥ '6❞✉❝/❡✉' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✷ 4❛'❛♠5/'❡) ❞✉ ♠♦❞5❧❡ ❞②♥❛♠✐7✉❡ ❞✬✉♥ )✐♠♣❧❡ ❡♠❜'❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✷✳✸ 4❛'❛♠5/'❡) ❞✉ ♠♦❞5❧❡ ▲✉●'❡ ❡/ ❞✉ ♠♦❞5❧❡ 4❛❝❡❥❦❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸✳✶ 4❛'❛♠5/'❡) ❞✉ ●▼4 )✐♠♣❧✐✜6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

❈✳✶ 4❛'❛♠5/'❡) ❞✉ ♠♦❞5❧❡ ❞✉ ❣'♦✉♣❡ ♠♦/♦♣'♦♣✉❧)❡✉' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✺

❈✳✷ 4❛'❛♠5/'❡) ❞✉ ♠♦❞5❧❡ ❞❡ ✈6❤✐❝✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻

❈✳✸ 4❛'❛♠5/'❡) ❞✉ ♠♦❞5❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻

❈✳✹ 4❛'❛♠5/'❡) ❞✉ ♠♦❞5❧❡ ❞✉ )②)/5♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜'❛②❛❣❡✶✾✻

①✐①



▲■❙❚❊ ❉❊❙ ❚❆❇▲❊❆❯❳

①①



■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ❣*♥*#❛❧❡

▲❡ ❣#♦✉♣❡ ♠♦(♦♣#♦♣✉❧*❡✉# ✭●▼.✮ ❞✬✉♥ ✈4❤✐❝✉❧❡ ❛✉(♦♠♦❜✐❧❡ ❡*( ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡*

4❧4♠❡♥(* ♣❛#(✐❝✐♣❛♥( : *❛ ♠♦(#✐❝✐(4✱ <✉✐ ♣❡#♠❡( ❞❡ (#❛♥*♠❡((#❡ ❡( ❞✐*(#✐❜✉❡# ❧❛ ♣✉✐*✲

*❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦(❡✉# ❛✉① #♦✉❡* ♠♦(#✐❝❡* ❛✜♥ ❞❡ *✬❛❞❛♣(❡# ❛✉① ❝♦♥❞✐(✐♦♥* ❞❡ #♦✉❧❛❣❡

✭✈✐(❡**❡ ❞✉ ✈4❤✐❝✉❧❡✱ #4*✐*(❛♥❝❡ : ❛✈❛♥❝❡♠❡♥(✮✳ ▲❡ ●▼. ❡*( ❝♦♠♣♦*4 ❞❡* 4❧4♠❡♥(*

♣#✐♥❝✐♣❛✉① *✉✐✈❛♥(* ✿ ❧❡ ♠♦(❡✉#✱ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡✱ ❧❛ ❜♦C(❡ ❞❡ ✈✐(❡**❡*✱ ❧✬❛#❜#❡ ❞❡ (#❛♥*✲

♠✐**✐♦♥✱ ❧❡ ♣♦♥( ❡( ❧❡ ❞✐✛4#❡♥(✐❡❧✱ ❧❡* ❞❡♠✐✲❛#❜#❡*✱ ❡( ❡♥✜♥ ❧❡* #♦✉❡* ♠♦(#✐❝❡*✳ ▲❡*

(②♣❡* ❞✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡( ❞❡ ❜♦C(❡ ❞❡ ✈✐(❡**❡* *♦♥( (#E* ❞✐✈❡#*✐✜4*✳

❉❛♥* ❧❛ ❧✐((4#❛(✉#❡✱ ✐❧ ❡①✐*(❡ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡* ♣#✐♥❝✐♣❛❧❡* ❞❡ (#❛♥*♠✐**✐♦♥ ♣♦✉# ❧❡*

✈4❤✐❝✉❧❡* ❛✉(♦♠♦❜✐❧❡* ✿ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ✭❜♦C(❡ ❞❡ ✈✐(❡**❡* ♠❛♥✉❡❧❧❡✱ ❇❱▼✮ ♦✉ ❛✉(♦♠❛(✐<✉❡

✭❜♦C(❡ ❞❡ ✈✐(❡**❡* ❛✉(♦♠❛(✐<✉❡ : ❝♦♥✈❡#(✐**❡✉#✱ ❇❱❆✮✳ ▲❡* ❛✈❛♥(❛❣❡* ❞❡ ❧❛ ❇❱▼

*♦♥( ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞②♥❛♠✐<✉❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐(❡✱ ✉♥❡ (#❛♥*♠✐**✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡(

❧❛ ♣♦**✐❜✐❧✐(4 ❞✬❛✈♦✐# ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥*♦♠♠❛(✐♦♥ ❞✬❡**❡♥❝❡ *✉✐✈❛♥( ❧❡ (②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝✲

(❡✉#✳ ❚♦✉(❡❢♦✐*✱ *♦♥ ✉(✐❧✐*❛(✐♦♥ ♥4❝❡**✐(❡ ✉♥ ❛♣♣#❡♥(✐**❛❣❡ ♣❛#❢♦✐* ❞4❧✐❝❛(✳ ❯♥ ❛✉(#❡

✐♥❝♦♥✈4♥✐❡♥( ❡*( ❧❛ ♠❛C(#✐*❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❧✬❛❣#4♠❡♥( ❞❡ ❝♦♥❞✉✐(❡✳ ❉❛♥* ❧❛ ❇❱▼✱ ❧❛ ❣❡*✲

(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡*( ✉♥ 4❧4♠❡♥( ❝❧4 <✉✐ ❞4(❡#♠✐♥❡ ❧✬❛❣#4♠❡♥( ❞❡ ❝♦♥❞✉✐(❡✳ .♦✉#

❛♠4❧✐♦#❡# ❝❡ ❝♦♥❢♦#( ❡( ❧❛ ❢❛❝✐❧✐(4 ❞✬✉(✐❧✐*❛(✐♦♥✱ ❧❛ ❇❱❆ ❡*( ✐♥(#♦❞✉✐(❡ ❡♥ #❡♠♣❧❛N❛♥(

❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ♣❛# ✉♥ ❝♦♥✈❡#(✐**❡✉# ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡( ❧❡* ❡♥❣#❡♥❛❣❡* ❞❛♥* ❧❛ ❜♦C(❡ ❞❡ ✈✐✲

(❡**❡* ♣❛# ❞❡* ❞✐✛4#❡♥(✐❡❧*✳ ▲✬❡✛❡( ❞✐#❡❝( ❡*( ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥*♦♠♠❛(✐♦♥

❞✬❡**❡♥❝❡ ❡( ✉♥ (❡♠♣* ❞❡ #4♣♦♥*❡ : ❧✬❛❝❝4❧4#❛(✐♦♥ ♣❧✉* ❧❡♥( <✉✬✉♥❡ ❇❱▼✳

❈❡* ❞❡#♥✐E#❡* ❛♥♥4❡*✱ ❧❡* ✐♥❞✉*(#✐❡❧* ❞❡ ❧✬❛✉(♦♠♦❜✐❧❡ *❡ *♦♥( ✐♥(4#❡**4* : ❝❡((❡

♣#♦❜❧4♠❛(✐<✉❡ ❡( ♦♥( ♣#♦♣♦*4 ❞❡* *♦❧✉(✐♦♥* ❛❧(❡#♥❛(✐✈❡* ❡♥(#❡ ❇❱▼ ❡( ❇❱❆ ♣♦✉#

❛((❡✐♥❞#❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉#❡* ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡* ❞✉ ✈4❤✐❝✉❧❡* (♦✉( ❡♥ ❛♠4❧✐♦#❛♥( ❧✬❛❣#4♠❡♥( ❞❡

❝♦♥❞✉✐(❡✳ .❛#♠✐ ❝❡* *♦❧✉(✐♦♥*✱ ❞✐✛4#❡♥(❡* ❛#❝❤✐(❡❝(✉#❡* ♦♥( 4(4 #❡(❡♥✉❡* ❝♦♠♠❡ ✿ ❧❛

(#❛♥*♠✐**✐♦♥ : ✈❛#✐❛(✐♦♥ ❝♦♥(✐♥✉❡ ✭❈❱❚✮✱ ❧❛ ❜♦C(❡ ❞❡ ✈✐(❡**❡* #♦❜♦(✐*4❡ ✭❇❱❘✮ ❡( ❧❛

(#❛♥*♠✐**✐♦♥ : ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡ ✭❉❈❚✮✳ ▲❛ ❈❱❚ <✉✐ ♣❡#♠❡( ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡

#❛♣♣♦#( ❞❡ (#❛♥*♠✐**✐♦♥ ❝♦♥(✐♥✉ ❞♦♥❝ *❛♥* ❛✉❝✉♥❡ #✉♣(✉#❡ ❞❡ #4❣✐♠❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥( ❧❛

♣✉✐**❛♥❝❡ ❞❡ (#❛♥*♠✐**✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡*( ❧✐♠✐(4❡ ❡( ❧❡ ♣#✐① ❞❡ #❡✈✐❡♥( ❡*( ❛**❡③ 4❧❡✈4✳

.❛# ❝♦♥*4<✉❡♥(✱ ❧❛ ❈❱❚ ❡*( ✉(✐❧✐*4❡ ❞❛♥* ❧❡* ✈4❤✐❝✉❧❡* ❞❡ ♣❡(✐(❡ ♣✉✐**❛♥❝❡✳ ▲❛ ❇❱❘

❡*( ✉♥❡ ❛♠4❧✐♦#❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❇❱▼ ❡♥ ❛✉(♦♠❛(✐*❛♥( ❧❛ ❣❡*(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡( ❞❡

❧❛ ❜♦C(❡ ❞❡ ✈✐(❡**❡*✳ ▲❛ ❇❱❘ ♣♦**E❞❡ ❧❡* ♠R♠❡* ✐♥❝♦♥✈4♥✐❡♥(* <✉❡ ❧❛ ❇❱▼ ❞♦♥( ❧❛

#✉♣(✉#❡ ❞❡ ❧❛ (#❛❝(✐♦♥ ❧♦#* ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡**❡*✳ ❉❡ ♣❧✉*✱ ❧❡ ❝♦♥❢♦#( ❞❡ ❝♦♥❞✉✐(❡

♥✬❡*( ♣❛* ❛♠4❧✐♦#4✳ ▲❛ ❉❈❚ ❡*( ♣#♦♣♦*4❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣❛❧❧✐❡# : ❝❡( ✐♥❝♦♥✈4♥✐❡♥( ❞❡ ❧❛ ❇❱❘

❡( ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡# ❧❡ (❡♠♣* ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡**❡*✳

▲❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡*( ✐♥(#♦❞✉✐( ❞❛♥* ❧❡* ✈4❤✐❝✉❧❡* ❛✜♥ ❞✬❛♠4❧✐♦#❡# ❧✬❛❣#4♠❡♥(

❞❡ ❝♦♥❞✉✐(❡ ❡( ❧❛ ❝♦♥*♦♠♠❛(✐♦♥✳ ▲❛ ❉❈❚ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡* ❛✈❛♥(❛❣❡* ❞✬✉♥❡ ❇❱❆ ✭❝❤❛♥✲

❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡**❡* ❝♦♥❢♦#(❛❜❧❡ ❡( #❛♣✐❞❡✮ ❛✈❡❝ ❧❡* ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡* ❡( ❧❛ ❝♦♥*♦♠♠❛(✐♦♥

❞✬✉♥❡ ❇❱▼✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ❧❛ ❉❈❚ ❡*( ✉♥❡ ❇❱❘ ❛♠4❧✐♦#4❡ <✉✐ *✉♣♣#✐♠❡ ❧✬✐♥(❡##✉♣(✐♦♥ ❞❡

(#❛❝(✐♦♥ ❧♦#* ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡**❡*✱ ❧❛ ♠❛❥❡✉#❡ ♣❛#(✐❡ ❞❡* ❥❡#❦* ✐♠♣♦#(❛♥(* ❛✐♥*✐

✶



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ●➱◆➱❘❆▲❊

 ✉❡ ❧❡$ %&♦✉$ ❞✬❛❝❝,❧,&❛%✐♦♥ ❧♦&$ ❞❡$ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥%$ ❞❡ ✈✐%❡$$❡$✳ ▲❛ ❉❈❚ $❡ ❝♦♠♣♦$❡ ❞❡

❞❡✉① $♦✉$✲❜♦<%❡$ ❞❡ ✈✐%❡$$❡$ ✐♥❞,♣❡♥❞❛♥%❡$ ❀ ❞❡✉① ❛&❜&❡$ ❞✬❡♥%&,❡ ❞❡ ❜♦<%❡ ❞❡ ✈✐%❡$$❡$

$♦♥% ❞✐$♣♦$,$ ❝♦❛①✐❛❧❡♠❡♥% ❧✬✉♥ ♣❛& &❛♣♣♦&% > ❧✬❛✉%&❡✳ ❈❤❛ ✉❡ ❛&❜&❡ ❞✬❡♥%&,❡ ❡$% ❛❝✲

%✐✈, ♣❛& ✉♥ ❡♠❜&❛②❛❣❡ ❞✐$%✐♥❝% ✿ ❧✬✉♥ ❞❡$ ❡♠❜&❛②❛❣❡$ ♣♦✉& ❧❡$ &❛♣♣♦&%$ ✐♠♣❛✐&$ ❡%

❧✬❛✉%&❡ ♣♦✉& ❧❡$ &❛♣♣♦&%$ ♣❛✐&$✳ ▲♦&$ ❞❡$ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥%$ ❞❡ ✈✐%❡$$❡$✱ ❧❛ ❣❡$%✐♦♥ ,❧❡❝%&♦✲

♥✐ ✉❡ ♦✉✈&❡ ❧✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ♣♦✉& ❧❡ &❛♣♣♦&% ❡♥ ❝♦✉&$ ❡% ❢❡&♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ &❛♣♣♦&% $✉✐✈❛♥%✳

▲❡$ ❞❡✉① ❡♠❜&❛②❛❣❡$ $♦♥% $✐♠✉❧%❛♥,♠❡♥% ♦✉✈❡&% ❡% ❢❡&♠,✱ ❝❡  ✉✐ ❛$$✉&❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡✲

♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡$$❡ $❛♥$ ✐♥%❡&&✉♣%✐♦♥ ❞❡ %&❛❝%✐♦♥✳ ▲❡$ ❉❈❚$ $♦♥% ❣,♥,&❛❧❡♠❡♥% ✉%✐❧✐$,$

$♦✐% ❞❛♥$ ✉♥ ♠♦❞❡ ❡♥%✐C&❡♠❡♥% ❛✉%♦♠❛%✐ ✉❡✱ $♦✐% ❞❛♥$ ♠♦❞❡ $❡♠✐✲❛✉%♦♠❛%✐ ✉❡  ✉✐

♣❡&♠❡% ❛✉ ❝♦♥❞✉❝%❡✉& ❞❡ $,❧❡❝%✐♦♥♥❡& ❧❡ &❛♣♣♦&% ❡% ❞,❝✐❞❡& ❧❡ ♠♦♠❡♥% ❞❡ ❝❤❛♥✲

❣❡♠❡♥% ❞❡ &❛♣♣♦&% > ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡$ ❛✉ ✈♦❧❛♥%✳ ▲❛ ❉❈❚ ♣&♦❝✉&❡ ❧❛ ❢❛❝✐❧✐%,

❞✬✉%✐❧✐$❛%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜♦<%❡ ❛✉%♦♠❛%✐ ✉❡✱ ♠❛✐$ $♦♥ ❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡ ✐♥♥♦✈❛%&✐❝❡ ♦✛&❡ ✉♥❡

❛❝❝,❧,&❛%✐♦♥ ♣❧✉$ ❞②♥❛♠✐ ✉❡  ✉✐ ♣❡&♠❡% ❞✬,❧✐♠✐♥❡& ❧❡$ $❛✉%$ ♣&♦❞✉✐%$ ❧♦&$ ❞❡$ ❝❤❛♥✲

❣❡♠❡♥%$ ❞❡ ✈✐%❡$$❡✳ ❈♦♥%&❛✐&❡♠❡♥% > ✉♥❡ ❇❱❆✱ $♦♥ &❡♥❞❡♠❡♥% ♥✬❡$% ♣❛$ ♣,♥❛❧✐$,

♣❛& ✉♥ ❝♦♥✈❡&%✐$$❡✉& ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ,♥❡&❣✐✈♦&❡✳ ❉❛♥$ ❧❛ ❉❈❚✱ ❧❛ ❣❡$%✐♦♥ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠✲

❜&❛②❛❣❡ ❡$% ❧✬,❧,♠❡♥%  ✉✐ ❞,%❡&♠✐♥❡ ❧✬❛❣&,♠❡♥% ❞❡ ❝♦♥❞✉✐%❡✳ ▲❛ ❣❡$%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚

❡$% ❧✬♦❜❥❡❝%✐❢ ♣&✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡%%❡ %❤C$❡✳ ❊♥ ♣❛&%✐❝✉❧✐❡&✱ ❧❡ ❞,✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥% ❞❡$ ❧♦✐$ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜&❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛$❡ ❞❡ ❞,❝♦❧❧❛❣❡ ❡% ❡♥ ♣❤❛$❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥%

❞❡ ✈✐%❡$$❡$ ❡$% ♣&♦♣♦$,✳ ▲✬♦❜❥❡❝%✐❢ ❡$% ❞✬❛$$✉&❡& ❝❡ ♣✐❧♦%❛❣❡ ❞❛♥$ ✉♥ %❡♠♣$ %&C$ ❝♦✉&%

❡♥ ❣❛&❛♥%✐$$❛♥% ✉♥ ❜♦♥ ❛❣&,♠❡♥% ❞❡ ❝♦♥❞✉✐%❡✳

▲❡ ♣&❡♠✐❡& ❝❤❛♣✐%&❡ ❞❡ ❝❡ ♠,♠♦✐&❡ ♣&♦♣♦$❡ ❛❧♦&$ ✉♥ ,%❛% ❞❡ ❧✬❛&% $✉& ❧❡ ●▼L✱ ❧❛

♠♦❞,❧✐$❛%✐♦♥ ❞✉ ●▼L✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❇❱❘ ❡% ❞❡ ❧❛ ❉❈❚✱ ❡% ❧❛  ✉❛♥%✐✜❝❛%✐♦♥

❞❡ ❧✬❛❣&,♠❡♥% ❞❡ ❝♦♥❞✉✐%❡✳ ▲❡$ ❢♦♥❝%✐♦♥$ ❞❡$ ,❧,♠❡♥%$ ❝♦♠♣♦$❛♥%$ ❧❡ ●▼L✱ ❛✐♥$✐

 ✉❡ ❧❡$ ❛✈❛♥%❛❣❡$ ❡% ❧❡$ ✐♥❝♦♥✈,♥✐❡♥%$ ❞❡$ %②♣❡$ ❞❡ %&❛♥$♠✐$$✐♦♥ $♦♥% ✐❧❧✉$%&,$ ❛✜♥

❞❡ ❥✉$%✐✜❡& ❧❛ $♦❧✉%✐♦♥ ❝❤♦✐$✐❡ ❞❛♥$ ❧❛ %❤C$❡✳ ❊♥✜♥✱ ❞✐✈❡&$ ♠♦❞C❧❡$ ❡% ❝♦♠♠❛♥❞❡$

❡①✐$%❛♥% ❞❛♥$ ❧❛ ❧✐%%,&❛%✉&❡ $♦♥% ❞✐$❝✉%,$✳

▲❡ ❞❡✉①✐C♠❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ❝♦♥❝❡&♥❡ ❧❡ ♠♦❞C❧❡ ❝❤♦✐$✐ ♣♦✉& ❧❡ ●▼L✳ ▲❛ ♠♦❞,❧✐$❛%✐♦♥

❞✉ ●▼L ❡$% ❜❛$,❡ $✉& ❧❡ ❞,❝♦✉♣❛❣❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧ $✉✐✈❛♥% ✿ ❧❡ ♠♦%❡✉&✱ ❧✬❡♠❜&❛②❛❣❡✱ ❧❛

%&❛♥$♠✐$$✐♦♥✱ ❧❛ ❧✐❛✐$♦♥ ♣♥❡✉♠❛%✐ ✉❡✴$♦❧ ❡% ❧❛ ❞②♥❛♠✐ ✉❡ ❞✉ ✈,❤✐❝✉❧❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡&

❧❡$ ❧♦✐$ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡  ✉✐ $❡&♦♥% $②♥%❤,%✐$,❡$ ♣❛& ❧❛ $✉✐%❡✱ ✉♥ ♠♦❞C❧❡ ❞②♥❛♠✐ ✉❡

❝♦♠♣❧❡% ❣❧♦❜❛❧ ❜❛$, $✉& ❧✬❛&❝❤✐%❡❝%✉&❡ ❞✬✉♥ ●▼L > ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜&❛②❛❣❡ ❡$% ❞,✈❡❧♦♣♣,✳

❯♥ ♠♦❞C❧❡ $✐♠♣❧✐✜, ❞✉ ●▼L ❡$% ❛✉$$✐ ✐♥%&♦❞✉✐% $✉& ❧❛ ❜❛$❡ ❞✬❤②♣♦%❤C$❡$ ♣❤②$✐ ✉❡$

❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ $②♥%❤C$❡ ❞❡ ❧♦✐$ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡&♠❡%%❛♥% ❞❡ ♠✐♥✐♠✐$❡& ❧❡ ❥❡&❦ ❡% ❧❡

%❡♠♣$ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡$$❡$✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡$ $✐♠✉❧❛%✐♦♥$ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡&%❡ ❧♦&$ ❞✉

❞,❝♦❧❧❛❣❡ ❡% ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ ✈✐%❡$$❡$ $♦♥% ❡✛❡❝%✉,❡$ ♣♦✉& ✈❛❧✐❞❡& ❧❡ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥%

❞❡$ ♠♦❞C❧❡$ ❞✉ ●▼L ❞,✈❡❧♦♣♣,$✳

▲❛ ♣❧✉♣❛&% ❞❡$ ❧♦✐$ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞,✈❡❧♦♣♣,❡$ ❞❛♥$ ❧❛ ❧✐%%,&❛%✉&❡ $♦♥% ❜❛$,❡$ $✉&

❞❡$ ♠♦❞C❧❡$ ❧✐♥,❛✐&❡$ ♦❜%❡♥✉$ ❡♥ ♥,❣❧✐❣❡❛♥% ❞❡$ ,❧,♠❡♥%$ ♥♦♥ ❧✐♥,❛✐&❡$ ❝♦♠♠❡ ✿ ❧❡

&,❣✐♠❡ ❞❡ ❙!"✐❜❡❝❦ ❞❛♥$ ❧❡ ♠♦❞C❧❡ ❧✬❡♠❜&❛②❛❣❡✱ ❧❡$ ❢♦&❝❡$ ❞❡ &,$✐$%❛♥❝❡ > ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥%

❞✉ ✈,❤✐❝✉❧❡✱ ❡!❝✳ ▲❡$ ♠♦❞C❧❡$ ❞,✈❡❧♦♣♣,$ ❞❛♥$ ❧❡ $❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐%&❡ $♦♥% ♥♦♥ ❧✐♥,❛✐&❡$ ❡%

✐♥❝❧✉❡♥% ❧❡$ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡$ ✐♥❝❡&%✐%✉❞❡$ ❞❡ ♠♦❞,❧✐$❛%✐♦♥ ❡% ♣❡&%✉&❜❛%✐♦♥$ &❡♥❝♦♥%&,❡$ ❡♥

♣&❛%✐ ✉❡✳ ▲❛ $②♥%❤C$❡ ❞❡$ ❧♦✐$ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥,❝❡$$✐%❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐& ♣&❡♥❞&❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡

%♦✉$ ❝❡$ ❞✐✛,&❡♥%$ ,❧,♠❡♥%$✳ ▲❡ %&♦✐$✐C♠❡ ❝❤❛♣✐%&❡ ♣&♦♣♦$❡ ✉♥❡ ♣&❡♠✐C&❡ $②♥%❤C$❡ ❞❡$

❧♦✐$ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥,❛✐&❡ ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ❡♥ ✉%✐❧✐$❛♥% ❧❛ %❤,♦&✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛&

♠♦❞❡ ❣❧✐$$❛♥%✳ ▲❡$ ❧♦✐$ ❞,✈❡❧♦♣♣,❡$ $♦♥% ❡♥$✉✐%❡ ✈❛❧✐❞,❡$ $✉& ❧❡$ ♠♦❞C❧❡$ $✐♠♣❧✐✜,

❡% ❝♦♠♣❧❡% ❞✉ ●▼L ❞✉ ❝❤❛♣✐%&❡ ✷✳

▲❡  ✉❛%&✐C♠❡ ❝❤❛♣✐%&❡ $✬♦&✐❡♥%❡ ✈❡&$ ✉♥❡ ❛✉%&❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦✉%✐❧$ ♥♦♥ ❧✐♥,❛✐&❡$ ❜❛✲

✷



■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ●➱◆➱❘❆▲❊

 !❡  ✉$ ❧✬✉'✐❧✐ ❛'✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞.❧❡ ❞❡ '②♣❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ✭❚❙✮ ♣♦✉$ ❧❛  ②♥'❤. ❡ ❞❡ ❧♦✐ 

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ '②♣❡ :❉❈ ✭:❛$❛❧❧❡❧ ❉✐ '$✐❜✉'❡❞ ❈♦♠♣❡♥ ❛'✐♦♥✮✳ ▲✬✐♥'!$@' ❞❡ ❝❡''❡

❛♣♣$♦❝❤❡ ❡ ' ❧✬❛ ♣❡❝'  ② '!♠❛'✐A✉❡ ❞✉ '$❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ♠♦❞.❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥!❛✐$❡ ❛✣♥❡ ❡♥

❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❆♣$. ✉♥ $❛♣✐❞❡ $❛♣♣❡❧  ✉$ ❝❡ '②♣❡ ❞❡ ♠♦❞.❧❡ ✱ ❧❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

 ♦♥'  ②♥'❤!'✐ !❡ ❡' ❛♣♣❧✐A✉!❡ E ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜$❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛ ❡ ❞❡

❞!❝♦❧❧❛❣❡ ❡' ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥' ❞❡ ✈✐'❡  ❡✳ ❊♥ ♣$❡♠✐❡$ ❧✐❡✉✱ ❧❡ $!❣✉❧❛'✐♦♥ ❝♦♠♣♦$'❛♥'

❞❡ ♣❡$'✉$❜❛'✐♦♥ ❡' ❞❡ ✐♥❝❡$'✐'✉❞❡  ♦♥' '$❛✐'!❡ ❡♥  ❡ ❜❛ ❛♥'  ✉$ ❧❡ ♠♦❞.❧❡ ❚❙✳

❊♥  ❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉✱ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ $♦❜✉ '❡  ♦♥' ❞!✈❡❧♦♣♣!❡ ❡♥ ✉'✐❧✐ ❛♥' ✉♥ ♠♦✲

❞.❧❡ ❚❙ E ❝♦♠♠✉'❛'✐♦♥ ✳ ▲❡ ❞❡✉① ❛♣♣$♦❝❤❡  ♦♥' ❝♦♠♣❛$!❡ ❡♥  ✐♠✉❧❛'✐♦♥ ❝♦♠♠❡

❞❛♥ ❧❡ ❝❤❛♣✐'$❡ ♣$!❝!❞❡♥'✳ ❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥ ❧❡ ❝❤❛♣✐'$❡ ♣$!❝!❞❡♥'✱ ❧❡ ❞✐✛!$❡♥' 

❞!✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥'  ♦♥' ✈❛❧✐❞!❡  ✉$ ❧❡ ❞✐✛!$❡♥' ♠♦❞.❧❡ ❞✉ ●▼:✳

▲❡ ❛♥♥❡①❡ ♣$♦♣♦ !❡ ❞❛♥ ❝❡''❡ '❤. ❡ ❝♦♥❝❡$♥❡♥' ✿ ❧❡ ♠♦❞.❧❡ ❞❡ ❧✬❛❝'✐♦♥♥❡✉$ ❞✉

❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜$❛②❛❣❡ ❞❛♥ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✱ ❧❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜$❛②❛❣❡ ♣$❡✲

♥❛♥' ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧✬❛❝'✐♦♥♥❡✉$  ♦♥' ♣$! ❡♥'!❡ ❞❛♥ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✱ ❡' ❡♥✜♥ ❧❡ ♣❛$❛♠.'$❡ 

♥✉♠!$✐A✉❡ ❞❡ ♠♦❞.❧❡ ✉'✐❧✐ ! ❡♥  ✐♠✉❧❛'✐♦♥  ♦♥' ❞♦♥♥! ❞❛♥ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✳

✸
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❈❤❛♣✐%&❡ ✶

➱%❛% ❞❡ ❧✬❛&% -✉& ❧❡ ❣&♦✉♣❡

♠♦%♦✲♣&♦♣✉❧-❡✉&

✶✳✶ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥

▲❡ ❣#♦✉♣❡ ♠♦(♦✲♣#♦♣✉❧+❡✉# ✭●▼/✮ ❞✬✉♥ ✈5❤✐❝✉❧❡ ❛✉(♦♠♦❜✐❧❡ ❡+( ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+

5❧5♠❡♥(+ ♣❛#(✐❝✐♣❛♥( ; +❛ ♠♦(#✐❝✐(5✳ ■❧ ♣❡#♠❡( ❞❡ (#❛♥+❢5#❡# ❡( ❞✐+(#✐❜✉❡# ❧❛ ♣✉✐++❛♥❝❡

❞✉ ♠♦(❡✉# ❛✉① #♦✉❡+ ♠♦(#✐❝❡+✳ ❉❛♥+ ❧❡ ❝❛❞#❡ ❞❡ ❝❡((❡ (❤A+❡✱ ♥♦✉+ ❝♦♥+✐❞5#♦♥+ ❧❡ ●▼/

❞✬✉♥ ✈5❤✐❝✉❧❡ 5C✉✐♣5 ❞✬✉♥ ♠♦(❡✉# (❤❡#♠✐C✉❡ ❝♦♥✈❡♥(✐♦♥♥❡❧✳ /❧✉+✐❡✉#+ ❛#❝❤✐(❡❝(✉#❡+

❞✉ ●▼/ +♦♥( ♣♦++✐❜❧❡+✱ ❡❧❧❡+ ❞5♣❡♥❞❡♥( ❞❡ ❧❛ ❞✐+♣♦+✐(✐♦♥ ❞✉ ♠♦(❡✉# ❡( ❞❡+ #♦✉❡+

♠♦(#✐❝❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ✈5❤✐❝✉❧❡ ✿ ♠♦(❡✉# ; ❧✬❛✈❛♥( ❡( ❧❡+ #♦✉❡+ ♠♦(#✐❝❡+ ❛✈❛♥(✱ ♠♦(❡✉# ;

❧✬❛✈❛♥( ❡( ❧❡+ #♦✉❡+ ♠♦(#✐❝❡+ ❛##✐A#❡✱ ♠♦(❡✉# ; ❧✬❛##✐A#❡ ❡( ❧❡+ #♦✉❡+ ♠♦(#✐❝❡+ ❛##✐A#❡✱

C✉❛(#❡ #♦✉❡+ ♠♦(#✐❝❡+✱ ❡( ❡♥✜♥ (♦✉(❡+ ❧❡+ #♦✉❡+ ♠♦(#✐❝❡+ ✭✈♦✐# ❧❛ ✜❣✉#❡ ✶✳✶✮✳

✭❛✮ ▼♦%❡✉( ❛✈❛♥% ❡% (♦✉❡+ ♠♦%(✐❝❡+ ❛((✐/(❡ ✭❜✮ ▼♦%❡✉( ❛✈❛♥% ❡% (♦✉❡+ ♠♦%(✐❝❡+ ❛✈❛♥%

✭❝✮ ▼♦%❡✉( ❛((✐/(❡ ❡% (♦✉❡+ ♠♦%(✐❝❡+ ❛((✐/(❡ ✭❞✮ ◗✉❛%(❡ (♦✉❡+ ♠♦%(✐❝❡+

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶ ✕ ❙❝❤5♠❛ ❞❡ ❞✐+♣♦+✐(✐♦♥ ❞✉ ♠♦(❡✉# ❡( ❞❡+ #♦✉❡+ ♠♦(#✐❝❡+ ✿ ✭✶✮ ♠♦(❡✉#✱

✭✷✮ #♦✉❡ ♠♦(#✐❝❡

❉❡ ❢❛J♦♥ ❣5♥5#❛❧❡✱ ❧❡ ●▼/ ❡+( ❝♦♠♣♦+5 ❞❡+ 5❧5♠❡♥(+ ♣#✐♥❝✐♣❛✉① +✉✐✈❛♥(+ ✿ ❧❡ ♠♦(❡✉#

✺



❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚ ❙❯❘ ▲❊ ●❘❖❯#❊ ▼❖❚❖✲#❘❖#❯▲❙❊❯❘

 ❤❡#♠✐&✉❡✱ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡✱ ❧❛ ❜♦0 ❡ ❞❡ ✈✐ ❡33❡3✱ ❧❡3 ❝❛#❞❛♥3✱ ❧❛ #6❞✉❝ ✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❡ ❧❡

❞✐✛6#❡♥ ✐❡❧✱ ❧❡3 ❞❡♠✐✲❛#❜#❡3 ❞❡ #♦✉❡✱ ❡ ❧❡3 #♦✉❡3 ♠♦ #✐❝❡3 ✭✈♦✐# ❧❛ ✜❣✉#❡ ✶✳✷✮✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷ ✕ ❆#❝❤✐ ❡❝ ✉#❡ ❞✉ ●▼C ❞✬✉♥ ✈6❤✐❝✉❧❡ D &✉❛ #❡ #♦✉❡3 ♠♦ #✐❝❡3 ✭✷✵✵✽

❈❛❞✐❧❧❛❝ ❈❚❙✮ ✿ ✭✶✮ ♠♦ ❡✉#✱ ✭✷✮ ❡♠❜#❛②❛❣❡✱ ✭✸✮ ❜♦0 ❡ ❞❡ ✈✐ ❡33❡3✱ ✭✹✮ ❛#❜#❡ ❞❡  #❛♥3✲

♠✐33✐♦♥ ❛##✐M#❡✱ ✭✺✮ ❛#❜#❡ ❞❡  #❛♥3♠✐33✐♦♥ ❛✈❛♥ ✱ ✭✻✮ ❝❛#❞❛♥✱ ✭✼✮ #6❞✉❝ ✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❡ 

❞✐✛6#❡♥ ✐❡❧✱ ✭✽✮ ❞❡♠✐✲❛#❜#❡ ❞❡ #♦✉❡ ❛##✐M#❡✱ ✭✾✮ ❞❡♠✐✲❛#❜#❡ ❞❡ #♦✉❡ ❛##✐M#❡ ❛✈❛♥ ✱ ✭✶✵✮

#♦✉❡ ♠♦ #✐❝❡

❊♥ ❢♦♥❝ ✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠6 ❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ ❞❡ ✈✐ ❡33❡3 ❡ ❞✉ #❛ ✐♦ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡

 #❛♥3❢6#6✱ ❧❡3  #❛♥3♠✐33✐♦♥3 ♣❡✉✈❡♥ U #❡ ❝❧❛33✐✜6❡3 3✉✐✈❛♥ ❞✐✛6#❡♥ 3  ②♣❡3 ✿ ❧❛  #❛♥3✲

♠✐33✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ✭❇♦0 ❡ ❞❡ ❱✐ ❡33❡3 ▼❛♥✉❡❧❧❡✱ ❇❱▼✮✱ ❧❛  #❛♥3♠✐33✐♦♥ ❛✉ ♦♠❛ ✐&✉❡

✭❇♦0 ❡ ❞❡ ❱✐ ❡33❡3 ❆✉ ♦♠❛ ✐&✉❡✱ ❇❱❆✮✱ ❧❛  #❛♥3♠✐33✐♦♥ D ✈❛#✐❛ ✐♦♥ ❝♦♥ ✐♥✉❡ ✭❈❱❚✮✱

❧❛  #❛♥3♠✐33✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ #♦❜♦ ✐36❡ ✭❇♦0 ❡ ❞❡ ❱✐ ❡33❡3 ❘♦❜♦ ✐36❡✱ ❇❱❘✮✱ ❡ ❧❛  #❛♥3✲

♠✐33✐♦♥ D ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡ ✭❉❈❚✮✳ ❉❛♥3 ❝❡ ❝❤❛♣✐ #❡✱ ❧✬❛#❝❤✐ ❡❝ ✉#❡ ❡ ❧❡ ❢♦♥❝ ✐♦♥✲

♥❡♠❡♥ ❞❡3 ❞✐✛6#❡♥ 3 6❧6♠❡♥ 3 ❞✉ ●▼C 3♦♥ ✐❧❧✉3 #63✱ ♣❧✉3 ♣❛# ✐❝✉❧✐M#❡♠❡♥ ❧❡3

❛✈❛♥ ❛❣❡3 ❡ ❧❡3 ✐♥❝♦♥✈6♥✐❡♥ 3 ❞❡3  ②♣❡3 ❞❡  #❛♥3♠✐33✐♦♥ 3♦♥ ❞✐3❝✉ 63 ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉①

❝❡#♥❡# ❧❛ ♣#♦❜❧6♠❛ ✐&✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞6❧✐3❛ ✐♦♥ ❞✬✉♥ ●▼C ❡ ♣❛# ❧❛ 3✉✐ ❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡✳

✶✳✷ ▼♦%❡✉( %❤❡(♠✐,✉❡ ❡% ✈♦❧❛♥% ❞✉ ♠♦%❡✉(

✶✳✷✳✶ ▼♦%❡✉( %❤❡(♠✐,✉❡

▲❡ ♠♦ ❡✉# D ❝♦♠❜✉3 ✐♦♥ ✐♥ ❡#♥❡ ❡3 ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡  ❤❡#♠✐&✉❡ ♦\ ❧✬6♥❡#❣✐❡  ❤❡#✲

♠✐&✉❡ ❞6❣❛❣6❡ ♣❛# ❧❛ ❝♦♠❜✉3 ✐♦♥ ❡3  #❛♥3❢♦#♠6❡ ❡♥ 6♥❡#❣✐❡ ♠6❝❛♥✐&✉❡ ❞✐#❡❝ ❡♠❡♥ 

D ❧✬✐♥ 6#✐❡✉# ❞✬✉♥ ❝②❧✐♥❞#❡ ❞❛♥3 ❧❡&✉❡❧ 3❡ ❞6♣❧❛❝❡ ✉♥ ♣✐3 ♦♥ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥ ❛❧ ❡#♥❛ ✐❢

❡♥ #❡ ❧❡ ♣♦✐♥ ♠♦# ❜❛3 ❡ ❧❡ ♣♦✐♥ ♠♦# ❤❛✉ ✳ ▲✬❡♥3❡♠❜❧❡ ♣✐3 ♦♥✲❜✐❡❧❧❡✲♠❛♥✐✈❡❧❧❡

♣❡#♠❡ ❞✬♦❜ ❡♥✐# ❧❛ #♦ ❛ ✐♦♥ ❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥ ❞✉ ✈✐❧❡❜#❡&✉✐♥ D ♣❛# ✐# ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥ 

❛❧ ❡#♥❛ ✐❢ ❞✉ ♣✐3 ♦♥ ❞❛♥3 ❧❡ ❝②❧✐♥❞#❡✳
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❈❍❆#■❚❘❊ ✶✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚ ❙❯❘ ▲❊ ●❘❖❯#❊ ▼❖❚❖✲#❘❖#❯▲❙❊❯❘

▲❡" ✈❛%✐❛♥(❡" ❡""❡♥(✐❡❧❧❡" ❞❛♥" ❧❡" ♠♦(❡✉%" (❤❡%♠✐/✉❡" ❝♦♥❝❡%♥❡♥( ❧❡ ❝②❝❧❡ ❞❡

❢♦♥❝(✐♦♥♥❡♠❡♥( ✭❞❡✉① (❡♠♣" ♦✉ /✉❛(%❡ (❡♠♣"✮✱ ❧❡" ♠♦❞❡" ❞✬❛❧✐♠❡♥(❛(✐♦♥ ✭❝❛%❜✉%❛✲

(❡✉%✱ ✐♥❥❡❝(✐♦♥ ❞✐%❡❝(❡✴✐♥❞✐%❡❝(❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝②❧✐♥❞%❡✮✱ ❡( ❧❡ (②♣❡ ❞✬❛❧✐♠❡♥(❛(✐♦♥ ✭❞✐❡"❡❧✱

❡""❡♥❝❡✱ ❣❛③✱ ✳✳✳✮✳ ▲❡ ♠♦(❡✉% ♣%✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥( ✉(✐❧✐"@ ❞❛♥" ❧❡" ✈@❤✐❝✉❧❡" (❡%%❡"(%❡" ❡"( ❧❡

♠♦(❡✉% (❤❡%♠✐/✉❡ A /✉❛(%❡ (❡♠♣" /✉✐ ❡✛❡❝(✉❡ /✉❛(%❡ (❡♠♣" ✭/✉❛(%❡ ❝②❝❧❡" ❞❡ ♠♦✉✲

✈❡♠❡♥( ❞❡ ♣✐"(♦♥ ♦✉ ❞❡✉① (♦✉%" ❞✉ ✈✐❧❡❜%❡/✉✐♥✮ ♣♦✉% ❣@♥@%❡% ❧❡ (%❛✈❛✐❧✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✶✳✸

♠♦♥(%❡ ❧❡" /✉❛(%❡ (❡♠♣" ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡♠❡♥( ❞❡ ❝❡ (②♣❡ ❞❡ ♠♦(❡✉%✳

✭❛✮ ➱❧❡♠❡♥() ❞✉ ♠♦(❡✉- (❤❡-♠✐0✉❡ 4 (❡♠♣)

✭❜✮ ❋♦♥❝(✐♦♥♥❡♠❡♥( ❞✬✉♥ ♠♦(❡✉- (❤❡-♠✐0✉❡ 6 0✉❛(-❡ (❡♠♣)

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸ ✕ ▼♦(❡✉% (❤❡%♠✐/✉❡ 4 (❡♠♣"

H❛% ♦%❞%❡✱ ❝❡" /✉❛(%❡ (❡♠♣" "♦♥( ✿ ❧✬❛❞♠✐""✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♣%❡""✐♦♥✱ ❧✬❡①♣❧♦"✐♦♥✲❞@(❡♥(❡✱

❡( ❧✬@❝❤❛♣♣❡♠❡♥(✳

✕ ❆❞♠✐$$✐♦♥ ✿ ❡❧❧❡ ❝♦%%❡"♣♦♥❞ ❛✉ %❡♠♣❧✐""❛❣❡ ❞✉ ❝②❧✐♥❞%❡✳ ■❧ ② ❛ ♦✉✈❡%(✉%❡ ❞❡

❧❛ "♦✉♣❛♣❡ ❞✬❛❞♠✐""✐♦♥ ❡( ❧❛ %♦(❛(✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧❛♥( ❞✉ ♠♦(❡✉% ❡♥(%❛K♥❡ ❛✈❡❝ ❧❛

❜✐❡❧❧❡ ❧✬❛❜❛✐""❡♠❡♥( ❞✉ ♣✐"(♦♥✳ ▲❛ ❞@♣%❡""✐♦♥ ♣%♦❞✉✐(❡ ❛"♣✐%❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝②❧✐♥❞%❡

❧❡ ♠@❧❛♥❣❡ ❛✐%✲❝❛%❜✉%❛♥( ✭❞♦"@ ♣❛% ❧❡ ❝❛%❜✉%❛(❡✉% ♦✉ ❧✬✐♥❥❡❝(❡✉%✮ ❥✉"/✉✬A ❝❡ /✉❡

❧❡ ♣✐"(♦♥ ❛((❡✐❣♥❡ ❧❡ ♣♦✐♥( ♠♦%( ❜❛"✳ ▲❛ "♦✉♣❛♣❡ ❞✬❛❞♠✐""✐♦♥ ❡"( ❛❧♦%" ❢❡%♠@❡✳

▲✬@(❛♥❝❤@✐(@ ♣✐"(♦♥✲❝②❧✐♥❞%❡ ❡"( ❛""✉%@❡ ♣❛% ❞❡" "❡❣♠❡♥("✳

✕ ❈♦♠♣)❡$$✐♦♥ ✿ ♣❡♥❞❛♥( ❝❡((❡ ♣❤❛"❡✱ ❧❛ %♦(❛(✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧❛♥( ❞✉ ♠♦(❡✉% ❢❛✐( %❡✲

♠♦♥(❡% ❧❡ ♣✐"(♦♥ ❞❛♥" ❧❡ ❝②❧✐♥❞%❡ ❥✉"/✉✬❛✉ ♣♦✐♥( ♠♦%( ❤❛✉(✳ ❈❡((❡ ❝♦♠♣%❡""✐♦♥

@❝❤❛✉✛❡ ❧❡ ♠@❧❛♥❣❡ ❛✐%✲❝❛%❜✉%❛♥(✳

✕ ❊①♣❧♦$✐♦♥✲❞/0❡♥0❡ ✿ ❧❛ ❜♦✉❣✐❡ ❞✬❛❧❧✉♠❛❣❡ ❝%@❡ ❛❧♦%" ✉♥❡ @(✐♥❝❡❧❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛

♣%❡""✐♦♥ ❞❛♥" ❧❛ ❝❤❛♠❜%❡ ❞❡ ❝♦♠❜✉"(✐♦♥ ❡"( @❧❡✈@❡✳ ❆♣%N" ❧✬❡①♣❧♦"✐♦♥✱ ❧❡ ❣❛③ "❡

✼
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❞!"❡♥❞✱ ❧❡ ♣✐)"♦♥ ❡)" +❡♣♦✉))! ✈❡+) ❧❡ ♣♦✐♥" ♠♦+" ❜❛)✳ ❈✬❡)" ❧❡ )❡✉❧ "❡♠♣) 4✉✐

❣!♥6+❡ ❧❡ "+❛✈❛✐❧✳

✕ ➱❝❤❛♣♣❡♠❡♥( ✿ ❧❛ )♦✉♣❛♣❡ ❞✬!❝❤❛♣♣❡♠❡♥" ❡)" ♦✉✈❡+"❡✳ ▲❛ +♦"❛"✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧❛♥"

❞✉ ♠♦"❡✉+ ❡♥"+❛<♥❡ ❧❛ +❡♠♦♥"!❡ ❞✉ ♣✐)"♦♥✱ ❝❡ 4✉✐ ❝❤❛))❡ ❧❡) ❣❛③ ❜+>❧!) ✈❡+)

❧✬❡①"!+✐❡✉+✳

@♦✉+ ❛♠!❧✐♦+❡+ ❧❡ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡♠❡♥" ❞✉ ♠♦"❡✉+✱ ❧✬❛❧❧✉♠❛❣❡✱ ❧✬♦✉✈❡+"✉+❡ ❡" ❧❛ ❢❡+♠❡"✉+❡

❞❡) )♦✉♣❛♣❡) )♦♥" ❡♥ +!❛❧✐"! ❞!❝❛❧!) ♣❛+ +❛♣♣♦+" B ❝❡""❡ ❞❡)❝+✐♣"✐♦♥ ❞❡ ♣+✐♥❝✐♣❡✳

❉❡) 4✉❛"+❡ "❡♠♣) ❞✉ ❝②❝❧❡ ❞✉ ♠♦"❡✉+✱ ❧❡ "❡♠♣) ❡①♣❧♦,✐♦♥✲❞0(❡♥(❡ ❡)" ❧❡ )❡✉❧ 4✉✐

❣!♥6+❡ ❧❡ "+❛✈❛✐❧✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❛✉ ✈✐❧❡❜+❡4✉✐♥ ❡)" ✈❛+✐❛❜❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉+❡ ✶✳✹ +❡♣+!)❡♥"❡ ❧❡

❝♦✉♣❧❡ ❣!♥!+! ♣❡♥❞❛♥" ❧❡) 4✉❛"+❡ "❡♠♣) ♣❛+ ❧❡) ♣✐)"♦♥) ❞✬✉♥ ♠♦"❡✉+ 4✉❛"+❡ ❝②❧✐♥❞+❡)

❛②❛♥" ✉♥ ♦+❞+❡ ❞✬❛❧❧✉♠❛❣❡ 1 − 3 − 4 − 2✳ ▲❛ ❞❡+♥✐6+❡ ❝♦✉+❜❡ +❡♣+!)❡♥"❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡

"♦"❛❧ ✐♥)"❛♥"❛♥! Te✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✹ ✕ ❘❡♣+!)❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛+✐❛"✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❣!♥!+!❡ ❞✬✉♥ ♠♦"❡✉+ 4✉❛"+❡

❝②❧✐♥❞+❡) ❛②❛♥" ✉♥ ♦+❞+❡ ❞✬❛❧❧✉♠❛❣❡ 1− 3− 4− 2 ❬❉♦❧❝✐♥✐✱ ✷✵✵✻❪

❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉" ❧❡ ✈♦✐+ )✉+ ❧❛ ✜❣✉+❡ ♣+!❝!❞❡♥"❡✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ +!)✉❧"❛♥" ❞❡ ❧✬❛❝"✐♦♥

❞❡) 4✉❛"+❡ ♣✐)"♦♥) ♣+!)❡♥"❡ ❞❡) ♣✐❝) ✐♠♣♦+"❛♥") 4✉✐ ✐♥❞✉✐)❡♥" ❞❡) ♦)❝✐❧❧❛"✐♦♥) )✉+ ❧❡

+!❣✐♠❡ ♠♦"❡✉+ ❞✐"❡) ❛❝②❝❧✐)♠❡) ♠♦"❡✉+✳ ❆✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐"❡+ ❧❡) ♦)❝✐❧❧❛"✐♦♥) ❞❡ +!❣✐♠❡ ❞✉

✈✐❧❡❜+❡4✉✐♥✱ ✉♥ ✈♦❧❛♥" ❞✬✐♥❡+"✐❡ ✭✈♦❧❛♥" ♠♦"❡✉+✮ ❡)" +❡❧✐! ❛✉ ✈✐❧❡❜+❡4✉✐♥✳ ▲❡ ✈♦❧❛♥"

♠♦"❡✉+ ❛❝❝✉♠✉❧❡ ❧✬!♥❡+❣✐❡ ❞✉ "❡♠♣) ❡①♣❧♦)✐♦♥✲❞!"❡♥"❡ ❡" ❧❛ ❞!❧✐✈+❡ ❛✉① ❛✉"+❡) "❡♠♣)✳

▲❡ ♣+✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡♠❡♥" ❞✉ ✈♦❧❛♥" ❞✉ ♠♦"❡✉+ ❡)" ❞!"❛✐❧❧! ❞❛♥) ❧❛ )❡❝"✐♦♥

)✉✐✈❛♥"❡✳

✶✳✷✳✷ ❱♦❧❛♥( ❞✉ ♠♦(❡✉-

■❧ ❡①✐)"❡ ❞❡✉① "②♣❡) ❞❡ ✈♦❧❛♥" ❞✬✐♥❡+"✐❡ ❛❝❝♦✉♣❧! ❛✉① ♠♦"❡✉+) "❤❡+♠✐4✉❡) ❡♥ ❢♦♥❝✲

"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐)♣♦)✐"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♦+"✐))❡✉+ ❞❡ "♦+)✐♦♥✱ )♦✐" ❞❛♥) ❧❡ ❞✐)4✉❡ ❞✬❡♠❜+❛②❛❣❡

✭✈♦✐+ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✶✳✺✮✱ )♦✐" ❞❛♥) ❧❡ ✈♦❧❛♥" ❞✉ ♠♦"❡✉+ ✭❛♣♣❡❧! ❧❡ ✈♦❧❛♥" ❞✉ ♠♦"❡✉+ ❞♦✉❜❧❡

♠❛))❡✱ ✈♦✐+ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✶✳✻✮✳ ▲❡ ✈♦❧❛♥" ❞✉ ♠♦"❡✉+ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛))❡ ❡)" ✉♥ ✈♦❧❛♥" ♠♦✲

"❡✉+ ❝♦♠♣♦)! ❞❡ ❞❡✉① ✈♦❧❛♥") ❞✬✐♥❡+"✐❡) ❝♦♥♥❡❝"!) ♣❛+ ✉♥ !❧!♠❡♥" ❞❡ "②♣❡ +❡))♦+"✲

❛♠♦+"✐))❡✉+ ❞❡ "♦+)✐♦♥✳ ▲✬❛♠♦+"✐))❡✉+ ❞❡ "♦+)✐♦♥ ❡)" ♥!❝❡))❛✐+❡ ❞❛♥) ❧❛ ❝❤❛<♥❡ ❞❡

"+❛♥)♠✐))✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ✜❧"+❡+ ❧❡) ❛❝②❝❧✐)♠❡) ❞✉ ♠♦"❡✉+ ❛✈❛♥" ❧❛ ❝❤❛<♥❡ ❝✐♥!♠❛"✐4✉❡✳ ▲❛
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✺ ✕ ❉✐&'✉❡ ❞✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♠♦.6✐&&❡✉. ❞❡ 6♦.&✐♦♥ ✿ ✭✶✮ ❛♠♦.6✐&&❡✉.

: 6♦.&✐♦♥✱ ✭✷✮ &✉.❢❛❝❡ ❞❡ ❢.✐❝6✐♦♥✱ ✭✸✮ ♠♦②❡✉ ❞✉ ❞✐&'✉❡ ❞✬❡♠❜.❛②❛❣❡

❋✐❣✉$❡ ✶✳✻ ✕ ❱♦❧❛♥6 ❞✉ ♠♦6❡✉. : ❞♦✉❜❧❡ ♠❛&&❡ ✿ ✭✶✮ ❛♠♦.6✐&&❡✉. : 6♦.&✐♦♥✱ ✭✷✮

❞❡♠✐✲♠❛&&❡ : ❝C6D ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡✱ ✭✸✮ ❞❡♠✐✲♠❛&&❡ : ❝C6D ❞✉ ♠♦6❡✉.

✜❣✉.❡ ✶✳✼ ♠♦♥6.❡ ❧❡& &❝❤D♠❛& ❞②♥❛♠✐'✉❡& ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ❛✈❡❝ ❞❡& ✈♦❧❛♥6& : ✉♥❡ ♦✉

❞❡✉① ♠❛&&❡&✳

✶✳✸ ❊♠❜&❛②❛❣❡

▲✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ❡&6 ✉♥ ❞✐&♣♦&✐6✐❢ ❞✬❛❝❝♦✉♣❧❡♠❡♥6 6❡♠♣♦.❛✐.❡ ❡♥6.❡ ✉♥ ❛.❜.❡ ❞✐6 ♠♦✲

6❡✉. ❡6 ✉♥ ❛.❜.❡ ❞✬❡♥6.D❡ ❞❡ ❜♦K6❡ ❞❡ ✈✐6❡&&❡&✳ ❉✉ ❢❛✐6 ❞❡ &❛ 6.❛♥&♠✐&&✐♦♥ ♣❛. ✉♥ ❝♦✉♣❧❡

❞❡ ❢.✐❝6✐♦♥✱ ✐❧ ♣❡.♠❡6 ✉♥❡ ♠✐&❡ ❡♥ ❝❤❛.❣❡ ♣.♦❣.❡&&✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝♦✉♣❧❡♠❡♥6✱ ❝❡ '✉✐ D✈✐6❡

❧❡& :✲❝♦✉♣& '✉✐ ♣♦✉..❛✐❡♥6 ♣.♦✈♦'✉❡. ❧❛ .✉♣6✉.❡ ❞❡ ❝❡.6❛✐♥& D❧D♠❡♥6& ❞❡ 6.❛♥&♠✐&&✐♦♥

♦✉ ❧✬❛..L6 ❞✉ ♠♦6❡✉.✳ ❉♦♥❝✱ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ 6.♦✉✈❡ &❛ ♣❧❛❝❡ &✉. ❧❛ ❝❤❛K♥❡ ❞❡ 6.❛♥&♠✐&✲

&✐♦♥ ❡♥6.❡ ❧❡ ♠♦6❡✉. ❡6 ❧❛ ❜♦K6❡ ❞❡ ✈✐6❡&&❡&✳ ❊♥ ♣❤❛&❡ ❞❡ ❞D❝♦❧❧❛❣❡✱ ❞❡ ♣❛&&❛❣❡ ❞❡

.❛♣♣♦.6 ❡6 ❞❡ .♦✉❧❡♠❡♥6 : ❢❛✐❜❧❡ ✈✐6❡&&❡✱ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ❡&6 ❛❝6✐♦♥♥D ♣♦✉. .D❣✉❧❡. ❧❡

6.❛♥&❢❡.6 ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦6❡✉. 6❤❡.♠✐'✉❡ : ❧❛ ❜♦K6❡ ❞❡ ✈✐6❡&&❡&✳ ▲❛ ✜❣✉.❡ ✶✳✽ ♠♦♥6.❡
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✭❛✮ ❱♦❧❛♥' ❞✉ ♠♦'❡✉, - ❞♦✉❜❧❡

♠❛//❡

✭❜✮ ❱♦❧❛♥' ❞✉ ♠♦'❡✉, /✐♠♣❧❡

❋✐❣✉$❡ ✶✳✼ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞②♥❛♠✐.✉❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦❧❛♥8 ❞✉ ♠♦8❡✉4 ✿ ✭✶✮

✈♦❧❛♥8 ❞✉ ♠♦8❡✉4✱ ✭✷✮ ❛♠♦48✐>>❡✉4 ? 8♦4>✐♦♥✱ ✭✸✮ ❞✐>.✉❡ ❞✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ✭❞✐>.✉❡ ❞❡

❢4✐❝8✐♦♥✮✱ ✭✹✮ ❜♦C8❡ ❞❡ ✈✐8❡>>❡>

❧✬❛4❝❤✐8❡❝8✉4❡ ❞✬✉♥ ❡♠❜4❛②❛❣❡ ♠♦♥♦✲❞✐>.✉❡ ? ❞✐❛♣❤4❛❣♠❡✳ ❙♦♥ ❢♦♥❝8✐♦♥♥❡♠❡♥8 ❡>8

>❝❤'♠❛8✐>' ? ❧❛ ✜❣✉4❡ ✶✳✾✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✽ ✕ ❆4❝❤✐8❡❝8✉4❡ ❞✬✉♥ ❡♠❜4❛②❛❣❡ ♠♦♥♦✲❞✐>.✉❡ ? ❞✐❛♣❤4❛❣♠❡ ✿ ✭✶✮ ✈♦✲

❧❛♥8 ❞✉ ♠♦8❡✉4✱ ✭✷✮ ❞✐>.✉❡ ❞✬❡♠❜4❛②❛❣❡✱ ✭✸✮ ♣❧❛8❡❛✉ ❞✬❡♠❜4❛②❛❣❡✱ ✭✹✮ 4❡>>♦48 ?

❞✐❛♣❤4❛❣♠❡

▲✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ❛ ❞❡✉① ❢♦♥❝8✐♦♥> ♣4✐♥❝✐♣❛❧❡> ✿

✕ ❧❡ ❞!"❛❝❝♦✉♣❧❡♠❡♥, ,❡♠♣♦-❛✐-❡ ❡♥,-❡ ❧❡ ♠♦,❡✉- ❡, ❧❛ ,-❛♥"♠✐""✐♦♥ ✿ ❧❡ ♠♦8❡✉4

8❤❡4♠✐.✉❡ ♥❡ ♣❡✉8 ♣❛> ❢♦♥❝8✐♦♥♥❡4 ❛✉✲❞❡>>♦✉> ❞✬✉♥ 4'❣✐♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❞✐8 ❞❡

4❛❧❡♥8✐✱ ♣♦✉4 ❧❡.✉❡❧ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❣'♥'4' ♣❛4 ❧❡ ♠♦8❡✉4 ❡>8 '❣❛❧ ❛✉① ♣❡48❡> ♣❛4 ❢4♦8✲

8❡♠❡♥8>✳ ❉♦♥❝✱ ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ❡>8 ♥'❝❡>>❛✐4❡ ♣♦✉4 ❞'>❛❝❝♦✉♣❧❡4 8❡♠♣♦4❛✐4❡♠❡♥8

❧❡ ♠♦8❡✉4 ❡8 ❧❛ 84❛♥>♠✐>>✐♦♥ ❡♥ ♣❤❛>❡ ❞❡ ❞'♠❛44❛❣❡ ❞✉ ♠♦8❡✉4✱ ❡♥ ♣❤❛>❡ ❞❡

❞'❝♦❧❧❛❣❡ ❡8 ❡♥ ♣❤❛>❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥8 ❞❡ ✈✐8❡>>❡>✳ ▲❡ ❣❧✐>>❡♠❡♥8 ❞❡ ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡

❡>8 ❛✉>>✐ ♥'❝❡>>❛✐4❡ ♣♦✉4 ❛>>✉4❡4 ✉♥ 4♦✉❧❡♠❡♥8 ? ❜❛>>❡ ✈✐8❡>>❡ ❀

✕ ❧❛ ❢❛❝✐❧✐,❛,✐♦♥ ❞❡" ❝❤❛♥❣❡♠❡♥," ❞❡ ✈✐,❡""❡" ✿ ❞❛♥> ❝❡88❡ ♣❤❛>❡✱ ❧❡ ❝♦♥❞✉❝8❡✉4

❞♦✐8 ❡✛❡❝8✉❡4 ❞❡> ❛❝8✐♦♥> ❝♦♠♠❡ ❞'>❡♥❣4❡♥❡4 ❧❡ 4❛♣♣♦48 ❛❝8✉❡❧ ❡8 ❡♥❣4❡♥❡4 ❧❡

4❛♣♣♦48 >✉✐✈❛♥8✳ ▲✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ❞♦✐8 ❛❧♦4> O84❡ ♦✉✈❡48 ♣♦✉4 '✈✐8❡4 ❞❡> 4✉♣8✉4❡>

❞❡ ❞❡♥8> ❞❡ ♣✐❣♥♦♥✱ ❢❛❝✐❧✐8❡4 ❧✬❡♥❣4❡♥❛❣❡ ❡8 >②♥❝❤4♦♥✐>❡4 ❧❡> 4'❣✐♠❡> ♠♦8❡✉4 ❡8

❜♦C8❡ ❞❡ ✈✐8❡>>❡>✳

❖♥ ❝❧❛>>✐✜❡ ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡ >❡❧♦♥ ❧❛ ❧✉❜4✐✜❝❛8✐♦♥ ❞❡> >✉4❢❛❝❡> ❞❡ ❝♦♥8❛❝8 ✿ ❡♠❜4❛②❛❣❡
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✭❛✮ ❊♥❣❛❣& ✭❜✮ ❉&❜)❛②&

❋✐❣✉$❡ ✶✳✾ ✕ ❋♦♥❝(✐♦♥♥❡♠❡♥( ❞✬✉♥ ❡♠❜0❛②❛❣❡ ♠♦♥♦✲❞✐56✉❡ 7 ❞✐❛♣❤0❛❣♠❡ ✿ ✭✶✮

✈♦❧❛♥( ❞✉ ♠♦(❡✉0✱ ✭✷✮ ❞✐56✉❡ ❞✬❡♠❜0❛②❛❣❡✱ ✭✸✮ ✈✐❧❡❜0❡6✉✐♥✱ ✭✹✮ ♣❧❛6✉❡ ❞❡ ♣0❡55✐♦♥✱ ✭✺✮

0❡55♦0( 7 ❞✐❛♣❤0❛❣♠❡✱ ✭✻✮ ❢♦✉0❝❤❡((❡ ❞❡ ❞F❜0❛②❛❣❡✱ ✭✼✮ ❜✉(F❡✱ ✭✽✮ ♣F❞❛❧❡ ❞✬❡♠❜0❛②❛❣❡✱

✭✾✮ ❛0❜0❡ ❞✬❡♥(0F❡

7 5❡❝ ♦✉ ❡♠❜0❛②❛❣❡ 7 ❤✉✐❧❡ ❀ 5❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ ❞✐56✉❡5 ✿ 5✐♠♣❧❡ ❡♠❜0❛②❛❣❡✱ ❞♦✉❜❧❡

❡♠❜0❛②❛❣❡ 7 5❡❝ 7 ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉♥✐6✉❡ ♦✉ 7 ❝♦♠♠❛♥❞❡5 5F♣❛0F❡5✱ ❡♠❜0❛②❛❣❡ 7 ♠✉❧(✐✲

❞✐56✉❡ ❤✉♠✐❞❡ ♦✉ 7 5❡❝✱ ❡!❝✳ ▲✬❡♠❜0❛②❛❣❡ ❛ ✉♥ 0K❧❡ ❝❛♣✐(❛❧ ❞❛♥5 ❧❛ (0❛♥5♠✐55✐♦♥✱

♣❛0(✐❝✉❧✐L0❡♠❡♥( ❡♥ ♣❤❛5❡ ❞❡ ❞F❝♦❧❧❛❣❡ ❡( ❞❡ ♣❛55❛❣❡ ❞❡ 0❛♣♣♦0(✳ ▲❛ ❣❡5(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✲

❣❛❣❡♠❡♥( ❞❡ ❧✬❡♠❜0❛②❛❣❡ ✐♠♣❛❝(❡ ❡♥ ♣❛0(✐❝✉❧✐❡0 5✉0 ❧❡ ❝♦♥❢♦0( ❞❡ ❝♦♥❞✉✐(❡✳ ❉❛♥5 ❝❡

♠F♠♦✐0❡✱ ♥♦✉5 ♥♦✉5 ✐♥(F0❡55♦♥5 7 ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜0❛②❛❣❡ 7 5❡❝ 7 ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡5 5F♣❛0F❡5 ❞❛♥5 ❧❡ ❜✉( ❞✬❛♠F❧✐♦0❡0 ❧❡ ❝♦♥❢♦0( ❞❡ ❝♦♥❞✉✐(❡ ✲ ♣❛0(✐❝✉❧✐L0❡♠❡♥( ❡♥

♣❤❛5❡ ❞❡ ❞F❝♦❧❧❛❣❡ ❡( ❞❡ ♣❛55❛❣❡ ❞❡ 0❛♣♣♦0( ✲ ❡( ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡0 ❧❡ (❡♠♣5 ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥(

❞❡ ✈✐(❡55❡5✳

✶✳✹ ❇♦%&❡ ❞❡ ✈✐&❡++❡+

▲❛ ❜♦N(❡ ❞❡ ✈✐(❡55❡5 ❡5( ✉♥ ❞✐5♣♦5✐(✐❢ ♠F❝❛♥✐6✉❡ ♣❡0♠❡((❛♥( ❞❡ (0❛♥5♠❡((0❡

✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥( ❞❡ ❧✬❡♠❜0❛②❛❣❡ 7 ❧✬❛0❜0❡ ❞✬❡♥(0❛N♥❡♠❡♥(✳ ▲❡5 ♠♦(❡✉05 (❤❡0♠✐6✉❡5

❞♦✐✈❡♥( ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡0 7 ✉♥❡ ✈✐(❡55❡ ❞❡ 0♦(❛(✐♦♥ 0❡❧❛(✐✈❡♠❡♥( F❧❡✈F❡ ❡( ❞❛♥5 ✉♥ ✐♥(❡0✲

✈❛❧❧❡ ❧✐♠✐(F ✭❧❡ 0❛♣♣♦0( ❡♥(0❡ ❧❡ 0F❣✐♠❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡( ❧❡ 0F❣✐♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ♠♦(❡✉0

❡55❡♥❝❡ ❡5( ❧✐♠✐(F 7 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉0 ❞✬❡♥✈✐0♦♥ 10 ❡( ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ♠♦(❡✉0 ❞✐❡5❡❧ ❡5( ❧✐♠✐(F 7 6✮
❛❧♦05 6✉❡ ❧❛ ✈✐(❡55❡ ❞❡5 0♦✉❡5 ❡5( ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥5 0❛♣✐❞❡ ❡( ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉5 ✈❛0✐❛❜❧❡

✭❧❡ 0❛♣♣♦0( ❡♥(0❡ ❧❛ ✈✐(❡55❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ 7 ❧❛ ✈✐(❡55❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ✈F❤✐❝✉❧❡ ❛ ✉♥❡ ✈❛✲

❧❡✉0 ❞✬❡♥✈✐0♦♥ 30✮✳ ▲❛ ❜♦N(❡ ❞❡ ✈✐(❡55❡5 0F❞✉✐( ❧❛ ✈✐(❡55❡ 5✉♣F0✐❡✉0❡ ❞✉ ♠♦(❡✉0 7 ✉♥❡

✈✐(❡55❡ ♣❧✉5 ❧❡♥(❡ 7 ❧❛ 0♦✉❡ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥(❛♥( ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❢♦✉0♥✐ 7 ❧❛ 0♦✉❡✳ ▲❛ ❜♦N(❡ ❞❡

✈✐(❡55❡5 ❡5( ♥F❝❡55❛✐0❡ ♣♦✉0 ❛❞❛♣(❡0 ❧❛ ♣✉✐55❛♥❝❡ ❛✉ ❜❡5♦✐♥ ❡( ❛✉ 0F❣✐♠❡ ❞✉ ♠♦(❡✉0✳

❉❡ ♣❧✉5✱ ❧❛ ❜♦N(❡ ❞❡ ✈✐(❡55❡5 ♣❡0♠❡( ❞✬❛55✉0❡0 ❧❛ ♠❛0❝❤❡ ❛00✐L0❡✳

▲❛ ♣❧✉♣❛0( ❞❡5 ❜♦N(❡5 ❞❡ ✈✐(❡55❡5 5♦♥( 7 0❛♣♣♦0(5 ❞✐5❝0❡(5 ♠✉❧(✐♣❧✐❝❛(✐❢5 ♣♦✉0 ❜✐❡♥

❛❞❛♣(❡0 ❧❛ ♣✉✐55❛♥❝❡ ❛✉ ❜❡5♦✐♥✳ ◆F❛♥♠♦✐♥5✱ ❧❡ ♥♦♠❜0❡ ❞❡ 0❛♣♣♦0(5 ❡5( ❧✐♠✐(F ♣♦✉0

♣♦✉✈♦✐0 ❛((❡✐♥❞0❡ ❧❛ ✈✐(❡55❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ✈F❤✐❝✉❧❡ 5❛♥5 ♣❡0❞0❡ (0♦♣ ❞❡ (❡♠♣5 ❧♦05 ❞❡

❝❤❛6✉❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡55❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ♠F(❤♦❞❡ ❞❡ ♣❛55❛❣❡ ❞❡ 0❛♣♣♦0(✱ ❧❛ ❜♦N(❡ ❞❡

✈✐(❡55❡5 ♣❡✉( R(0❡ ❝❧❛55F❡ 5❡❧♦♥ ❞❡✉① ❣0❛♥❞❡5 ❢❛♠✐❧❧❡5 ✿ ❧❡5 ❜♦N(❡5 ❞❡ ✈✐(❡55❡5 ♠❛♥✉❡❧❧❡5
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✭✉♥ ♣❛%%❛❣❡ ❞❡ )❛♣♣♦)+ ❡%+ ❡✛❡❝+✉. ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥+ ♣❛) ❞❡% %②♥❝❤)♦♥✐%❛+✐♦♥%✮✱ ♦✉ ❧❡%

❜♦7+❡% ❞❡ ✈✐+❡%%❡% ❞✐+❡% ❛✉+♦♠❛+✐9✉❡%✱ 9✉✐ ♣❡)♠❡++❡♥+ ❞❡ ♣❛%%❡) ❛✉+♦♠❛+✐9✉❡♠❡♥+

❧❡% )❛♣♣♦)+% ❧♦)%9✉❡ ❧❡ ✈.❤✐❝✉❧❡ %❡ ❞.♣❧❛❝❡✳ ❉❛♥% ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡% ❜♦7+❡% ❞❡ ✈✐+❡%%❡%
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✶✳✹✳✷ ❇♦&'❡ ❞❡ ✈✐'❡,,❡, ❛✉'♦♠❛'✐0✉❡ 1 ❝♦♥✈❡4'✐,,❡✉4

❯♥❡ ❜♦D)❡ ❞❡ ✈✐)❡22❡2 ❛✉)♦♠❛)✐C✉❡ I ❝♦♥✈❡%)✐22❡✉% ❛22♦❝✐❡ ✉♥ ❝♦♥✈❡%)✐22❡✉% ❞❡

❝♦✉♣❧❡ ❤②❞%❛✉❧✐C✉❡ ❡) ✉♥❡ ❜♦D)❡ ♠<❝❛♥✐C✉❡ I ❡♥❣%❡♥❛❣❡2 <♣✐❝②❝❧♦R❞❛✉① C✉✐ ♣%♦✲

❝✉%❡ ♣❧✉2✐❡✉%2 %❛♣♣♦%)2 ❞✐2)✐♥❝)2 ❡♥❣❛❣❡❛❜❧❡2 2♦✉2 ❝❤❛%❣❡✳ ▲❛ 2<❧❡❝)✐♦♥ ❞❡2 %❛♣♣♦%)2

2✬♦♣T%❡ ♣❛% ✉♥ ❡♥2❡♠❜❧❡ ❞✬❡♠❜%❛②❛❣❡2 I ❞✐2C✉❡2 ♠✉❧)✐♣❧❡2 ❡) ❞❡ ❢%❡✐♥2✱ ❧❡ ♣❧✉2 2♦✉✲

✈❡♥) ✈✐❛ ✉♥ ❜❧♦❝ ❤②❞%❛✉❧✐C✉❡ ❝♦♠♠❛♥❞<✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✶✳✶✶ ♠♦♥)%❡ ❧✬❛%❝❤✐)❡❝)✉%❡ ❞✬✉♥❡

❜♦D)❡ ❞❡ ✈✐)❡22❡2 ❛✉)♦♠❛)✐C✉❡✳

▲❡ ❝♦♥✈❡%)✐22❡✉% ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡2) ✉♥❡ ✈❛%✐❛♥)❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝♦✉♣❧❡♠❡♥) ❤②❞%❛✉❧✐C✉❡ ❡♠✲

♣❧♦②<❡ ♣♦✉% )%❛♥2♠❡))%❡ ✉♥❡ ♣✉✐22❛♥❝❡ I ♣❛%)✐% ❞❡ ❧✬❛%❜%❡ ❞✉ ♠♦)❡✉% I ❧✬❛%❜%❡ ❞✬❡♥)%<❡

❞❡ ❧❛ ❜♦D)❡ ❞❡ ✈✐)❡22❡2✳ ❚♦✉) ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❝❝♦✉♣❧❡♠❡♥) ❤②❞%❛✉❧✐C✉❡✱ ❧❡ ❝♦♥✈❡%)✐22❡✉%

❞❡ ❝♦✉♣❧❡ %❡♠♣❧❛❝❡ ❣<♥<%❛❧❡♠❡♥) ✉♥ ❡♠❜%❛②❛❣❡ ♠<❝❛♥✐C✉❡ ❡♥ ♣❡%♠❡))❛♥) I ❧❛ ❝❤❛%❣❡

❞✬M)%❡ ✐2♦❧<❡ ❞❡ ❧❛ 2♦✉%❝❡ ❞❡ ♣✉✐22❛♥❝❡✳ ▼❛✐2✱ I ❧❛ ❞✐✛<%❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❝❝♦✉♣❧❡♠❡♥) ❤②✲

❞%❛✉❧✐C✉❡✱ ❧❡ ❝♦♥✈❡%)✐22❡✉% ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣❡✉) ❛✉22✐ %<❛❧✐2❡% ✉♥❡ ❞<♠✉❧)✐♣❧✐❝❛)✐♦♥✱ ❝✬❡2)✲

I✲❞✐%❡ ❛✉❣♠❡♥)❡% ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ C✉❛♥❞ ❧❡2 ✈✐)❡22❡2 ❞❡ %♦)❛)✐♦♥ ❞✬❡♥)%<❡ ❡) ❞❡ 2♦%)✐❡ ❞✉
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✶ ✕ ❇♦%&❡ ❞❡ ✈✐&❡++❡+ ❛✉&♦♠❛&✐/✉❡ ●▼ ❍②❞%❛♠❛(✐❝ ✻▲✽✵✴✾✵ ✿ ✭✶✮ ❝♦♥✈❡5✲

&✐++❡✉5 ❞❡ ❝♦✉♣❧❡✱ ✭✷✮ ✉♥✐&; ❞❡ ❝♦♥&5<❧❡✱ ✭✸✮ ❡♠❜5❛②❛❣❡ ♠✉❧&✐✲❞✐+/✉❡✱ ✭✹✮ ❞✐✛;5❡♥&✐❡❧

❝♦♥✈❡5&✐++❡✉5 +♦♥& ❞✐✛;5❡♥&❡+✱ ❡♥ ❞❡✈❡♥❛♥& ❛❧♦5+ ❧✬;/✉✐✈❛❧❡♥& ❞✬✉♥ 5;❞✉❝&❡✉5 ♠;❝❛✲

♥✐/✉❡✳ ▲❡ ❝♦♥✈❡5&✐++❡✉5 ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣❡✉& ❣;♥;5❛❧❡♠❡♥& E&5❡ ✈❡55♦✉✐❧❧; F ♣❛5&✐5 ❞✬✉♥❡

✈✐&❡++❡ ❞♦♥♥;❡ ♣♦✉5 ;✈✐&❡5 ❞❡ ♣;♥❛❧✐+❡5 ❧❡ 5❡♥❞❡♠❡♥&✳ ■❧ ♥✬❡+& ❞♦♥❝ ♦✉✈❡5& /✉✬F ❜❛++❡

✈✐&❡++❡ ❡& ❧♦5+ ❞❡+ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥&+ ❞❡ 5❛♣♣♦5&+✳ ▲❛ ✜❣✉5❡ ✶✳✶✷ ♠♦♥&5❡ ❧❡ +❝❤;♠❛ ❞✬✉♥

❝♦♥✈❡5&✐++❡✉5 ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ✉&✐❧✐+; ❞❛♥+ ❞❡+ ✈;❤✐❝✉❧❡+ ❛✉&♦♠♦❜✐❧❡+✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✷ ✕ ❈♦♥✈❡5&✐++❡✉5 ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❤②❞5❛✉❧✐/✉❡ ✿ ✭✶✮ ♣♦♠♣❡✱ ✭✷✮ +&❛&♦5✱ ✭✸✮

&✉5❜✐♥❡✱ ✭✹✮ ✈✐❧❡❜5❡/✉✐♥✱ ✭✺✮ 5♦✉❡ ❧✐❜5❡✱ ✭✻✮ ❛5❜5❡ ❞✬❡♥&5;❡ ❞❡ ❜♦%&❡
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▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ' ❧✬❡♥*+,❡ ❞✉ ❝♦♥✈❡+*✐00❡✉+ ♣❡✉* 1*+❡ ♠♦❞,❧✐0, ❝♦♠♠❡ 0✉✐* ❬●✉③③❡❧❧❛ ❡*

❙❝✐❛++❡**❛✱ ✷✵✵✺❪ ✿

Tin(t) = ξ(φ)ρhd
5
pω

2
e(t) ✭✶✳✶✮

♦B ❧❡0 ♣❛+❛♠C*+❡0 ρp ❡* dp 0♦♥* +❡0♣❡❝*✐✈❡♠❡♥* ❧❛ ♠❛00❡ ✈♦❧✉♠✐D✉❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞❡

❝♦♥✈❡+*✐00❡✉+ ❡* ❧❡ ❞✐❛♠C*+❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡✱ ωe(t) ❡0* ❧❡ +,❣✐♠❡ ❞✉ ♠♦*❡✉+ ❡* ,❣❛❧❡♠❡♥*
❧❡ +,❣✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♠♣❡✱ ξ(φ) ❡0* ❧❡ ❢❛❝*❡✉+ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐*,✱ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ξ(φ) ❞♦✐* 1*+❡
❞,*❡+♠✐♥,❡ ❡①♣,+✐♠❡♥*❛❧❡♠❡♥*✱ φ ❡0* ❧❡ +❛♣♣♦+* ❞❡ ✈✐*❡00❡0

φ(t) =
ωe(t)

ωT (t)
✭✶✳✷✮

ωT ,*❛♥* ❧❡ +,❣✐♠❡ ❞❡ ❧❛ *✉+❜✐♥❡✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ 0♦+*✐❡ ❞✉ ❝♦♥✈❡+*✐00❡✉+ Tout✱ D✉✐ ❞❛♥0 ❝❡

❝❛0 ♣❡✉* 1*+❡ ♣❧✉0 ❣+❛♥❞ D✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥*+,❡✱ ❡0* ❞,*❡+♠✐♥, ♣❛+ ❧❛ *✉+❜✐♥❡ ❬●✉③③❡❧❧❛

❡* ❙❝✐❛++❡**❛✱ ✷✵✵✺❪ ✿

Tout = κ(φ)Tin ✭✶✳✸✮

♦B κ ❡0* ❧❡ +❛♣♣♦+* ❞❡ ❝♦✉♣❧❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ κ(φ) ❞♦✐* ,❣❛❧❡♠❡♥* 1*+❡ ❞,*❡+♠✐♥,❡
❡①♣,+✐♠❡♥*❛❧❡♠❡♥*✳ ❉❡0 +❡❧❡✈,0 ❡①♣,+✐♠❡♥*❛✉① ❞❡0 ❣+❛♣❤❡0 ❞❡ κ(φ) ❡* ξ(φ) 0♦♥*
+❡♣+,0❡♥*,0 0✉+ ❧❡0 ✜❣✉+❡0 ✶✳✶✸ ❡* ✶✳✶✹✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✸ ✕ ❘❛♣♣♦+* ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡* +❡♥❞❡♠❡♥* ❞✬✉♥ ❝♦♥✈❡+*✐00❡✉+ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ♠♦♥♦✲

♣❤❛0,✴❜✐♣❤❛0, ❬▼❛*❤❲♦+❦0✱ ✶✾✾✽❪

▲❡ +❡♥❞❡♠❡♥* ❞✉ ❝♦♥✈❡+*✐00❡✉+ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞❡ *+❛❝*✐♦♥ ❡0* ❢❛❝✐❧❡♠❡♥*

❡①♣+✐♠, ♣❛+ ✿

η(t) =
ωTTout

ωeTin

= φ(t)κ(φ) ✭✶✳✹✮

▲❛ ❝♦✉+❜❡ ❞❡ +❡♥❞❡♠❡♥* *❤,♦+✐D✉❡ ❛ ❧❛ ❢♦+♠❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡♠✐ ❝✐+❝♦♥❢,+❡♥❝❡✱ ❝❢✳ ✜❣✉+❡

✶✳✶✸✳ ❚❤,♦+✐D✉❡♠❡♥*✱ ❧❡ +❡♥❞❡♠❡♥* ♠❛①✐♠❛❧ ❡0* ♦❜*❡♥✉ ❧♦+0D✉❡ ❧❡ +❛♣♣♦+* ❞❡ ✈✐*❡00❡

❡0* ❛♣♣+♦①✐♠❛*✐✈❡♠❡♥* ,❣❛❧ ' 0, 5✳ ❉❛♥0 ❧❡ ❝❛0 ♦B ❧❡ ❣❧✐00❡♠❡♥* ❡0* *+♦♣ ✐♠♣♦+*❛♥*✱
❧❛ ♣♦♠♣❡ ✭❡* ,❣❛❧❡♠❡♥* ❧❡ ♠♦*❡✉+✮ *♦✉+♥❡ ' ✉♥ +,❣✐♠❡ ,❧❡✈, ❝♦++❡0♣♦♥❞❛♥* ' ❧❛

+,❣✐♦♥ ❧❛ ♠♦✐♥0 ,❝♦♥♦♠✐D✉❡ ❡♥ *❡+♠❡ ❞❡ ❝♦♥0♦♠♠❛*✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦*❡✉+✳ ❙✐ ❧❡ +❛♣♣♦+*

❞❡ ❣❧✐00❡♠❡♥* ❡0* ❛♣♣+♦①✐♠❛*✐✈❡♠❡♥* ,❣❛❧ 1✱ ❧❡ +❡♥❞❡♠❡♥* ❡0* ♥✉❧✳ ❉♦♥❝✱ ✐❧ ❢❛✉*
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✹ ✕ ❋❛❝'❡✉* ❞❡ ❝❛♣❛❝✐'. ❞✬✉♥ ❝♦♥✈❡*'✐33❡✉* ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❬▼❛'❤❲♦*❦3✱ ✶✾✾✽❪

✐♥'.❣*❡* ❞❛♥3 ❧❡ ❝♦♥✈❡*'✐33❡✉* ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬❛❝❝♦✉♣❧❡♠❡♥' ✭❝♦♥✈❡*'✐33❡✉*

❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❜✐♣❤❛3.✮✳ ▲❡ ❝♦♥✈❡*'✐33❡✉* ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣❡✉' ❣.♥.*❛❧❡♠❡♥' E'*❡ ✈❡**♦✉✐❧❧. F

♣❛*'✐* ❞✬✉♥❡ ✈✐'❡33❡ ❞❡ ❣❧✐33❡♠❡♥' ❞♦♥♥.❡ ✭❛♣♣*♦①✐♠❛'✐✈❡♠❡♥' 0, 85✱ ❝❢✳ ✜❣✉*❡ ✶✳✶✸✮✳

▲❡3 '*❛♥3♠✐33✐♦♥3 ❛✉'♦♠❛'✐J✉❡3 F ❝♦♥✈❡*'✐33❡✉* 3♦♥' ♣*❡3J✉❡ '♦✉❥♦✉*3 ♠♦✐♥3 ❡❢✲

✜❝❛❝❡3 .♥❡*❣✐J✉❡♠❡♥' J✉❡ ❧❡3 '*❛♥3♠✐33✐♦♥3 ♠❛♥✉❡❧❧❡3 ❡♥ *❛✐3♦♥ ❞❡ ❣❧✐33❡♠❡♥'3✱ ❞❡

♣❡*'❡3 ✈✐3J✉❡✉3❡3 ❡' ❞❡ ♣♦♠♣❛❣❡✱ F ❧❛ ❢♦✐3 ❞❛♥3 ❧❡ ❝♦♥✈❡*'✐33❡✉* ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡' ❞❛♥3 ❧❡3
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✻ ✕ ❇♦&'❡ ❞❡ ✈✐'❡,,❡, -♦❜♦'✐,/❡ AMT 3
❞❡ ❋-❡✐❣❤'❧✐♥❡- ✿ ✭✶✮ ❛-❜-❡ ❞✬❡♠✲

❜-❛②❛❣❡✱ ✭✷✮ ❛❝'✐♦♥♥❡✉- -♦❜♦'✐,/ ❞✬❡♠❜-❛②❛❣❡✱ ✭✸✮ ✉♥✐'/ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❜♦&'❡ ❞❡

✈✐'❡,,❡,✱ ✭✹✮ ❛❝'✐♦♥♥❡✉- ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥' ❞❡ -❛♣♣♦-'

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✼ ✕ ❙❝❤/♠❛ ❞✬✉♥❡ ❆▼❚ ❛✈❡❝ ✉♥ ✈♦❧❛♥' ❞✬✐♥❡-'✐❡ ❛,,✐,'/ ❬●❛❧✈❛❣♥♦ ❡! ❛❧✳✱

✷✵✵✾❪ ✿ ✭✶✮ ♠♦'❡✉-✱ ✭✷✮ ❡♠❜-❛②❛❣❡ -♦❜♦'✐,/✱ ✭✸✮ ❜♦&'❡ ❞❡ ✈✐'❡,,❡, -♦❜♦'✐,/❡✱ ✭✹✮ -♦✉❡

♠♦'-✐❝❡✱ ✭✺✮ ❞❡♠✐✲❛-❜-❡✱ ✭✻✮ ♣♦♥' ❡' ❞✐✛/-❡♥'✐❡❧✱ ✭✼✮ ❞✐✛/-❡♥'✐❡❧✱ ✭✽✮ ✈♦❧❛♥' ❞✬✐♥❡-'✐❡

❞✬❡♥❣-❡♥❛❣❡, ,✉♣♣❧/♠❡♥'❛✐-❡ ♠♦♥'/ ❡♥'-❡ ❧✬❛-❜-❡ ❞✉ ♠♦'❡✉- ❡' ❧✬❛-❜-❡ ❞❡ ,♦-'✐❡ ❞❡

❧❛ ❜♦&'❡ ❞❡ ✈✐'❡,,❡,✱ -❡❧✐/ /❣❛❧❡♠❡♥' Q ✉♥ ✈♦❧❛♥' ❞✬✐♥❡-'✐❡✳ ▲❡ ❜✉' ❞❡ ❝❡' /S✉✐♣❡♠❡♥'

,✉♣♣❧/♠❡♥'❛✐-❡ ❡,' ❞✬❛,,✉-❡- ❧❛ '-❛❝'✐♦♥ ❝♦♥'✐♥✉❡ ♣❡♥❞❛♥' ❧❡, ❝❤❛♥❣❡♠❡♥', ❞❡ ✈✐'❡,,❡

❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬✐♥❡-'✐❡✳ ❯♥❡ ❛✉'-❡ ,♦❧✉'✐♦♥ ♣♦✉- -/,♦✉❞-❡ ❝❡ ♣-♦❜❧U♠❡ ❡,'

❞✬✉'✐❧✐,❡- ✉♥ ❞✐,♣♦,✐'✐❢ ❛❝'✐❢ '❡❧ S✉✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜-❛②❛❣❡ S✉✐ ❡,' ❞/❝-✐' ❞❛♥, ❧❛ ,❡❝'✐♦♥

,✉✐✈❛♥'❡✳
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✶✳✹✳✺ ❇♦&'❡ ❞❡ ✈✐'❡,,❡, - ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜2❛②❛❣❡

▲❛ ❜♦$%❡ ❞❡ ✈✐%❡**❡* + ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜/❛②❛❣❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐* ✿ ❉✉❛❧ ❈❧✉%❝❤ ❚/❛♥*♠✐**✐♦♥

✲ ❉❈❚✮ ❡*% ✉♥❡ ❜♦$%❡ ❞❡ ✈✐%❡**❡* /♦❜♦%✐*<❡ ❛♠<❧✐♦/<❡ =✉✐ *✉♣♣/✐♠❡ ❧✬✐♥%❡//✉♣%✐♦♥ ❞❡

❞✐*%/✐❜✉%✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❛✉① /♦✉❡* ♠♦%/✐❝❡*✱ ❧❛ ♠❛❥❡✉/❡ ♣❛/%✐❡ ❞❡* *❡❝♦✉**❡* ❡% ❧❡*

%/♦✉* ❞✬❛❝❝<❧</❛%✐♦♥ ❧♦/* ❞❡* ❝❤❛♥❣❡♠❡♥%* ❞❡ ✈✐%❡**❡*✳ ▲❛ ❉❈❚ *❡ ❝♦♠♣♦*❡ ❞❡ ❞❡✉①

*♦✉*✲❜♦$%❡* ❞❡ ✈✐%❡**❡* ✐♥❞<♣❡♥❞❛♥%❡*✱ ❞❡✉① ❛/❜/❡* ❞✬❡♥%/<❡ ❞❡ ❜♦$%❡ ❞❡ ✈✐%❡**❡* *♦♥%

❞✐*♣♦*<* ❝♦❛①✐❛❧❡♠❡♥% ❧✬✉♥ ♣❛/ /❛♣♣♦/% + ❧✬❛✉%/❡✱ ✉♥ ❞❡* ❛/❜/❡* ❞✬❡♥%/<❡ ❞❡ ❜♦$%❡

❡*% ✉♥ ❛/❜/❡ ❝/❡✉① ❞❛♥* ❧❡=✉❡❧ ❧✬❛✉%/❡ ❛/❜/❡ ❞✬❡♥%/<❡ ❡*% ♠♦♥%< ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛/❜/❡

✐♥%❡/♥❡ ♣❧❡✐♥✳ ❈❤❛=✉❡ ❛/❜/❡ ❞✬❡♥%/<❡ ❡*% ❛❝%✐✈< ♣❛/ ✉♥ ❡♠❜/❛②❛❣❡ ❞✐*%✐♥❝% ✿ ❧✬✉♥ ❞❡*

❡♠❜/❛②❛❣❡* ♣♦✉/ ❧❡* /❛♣♣♦/%* ✐♠♣❛✐/* ❡% ❧✬❛✉%/❡ ♣♦✉/ ❧❡* /❛♣♣♦/%* ♣❛✐/*✳ D❧✉*✐❡✉/*

❛/❝❤✐%❡❝%✉/❡* ❞❡ ❉❈❚ *♦♥% ♣♦**✐❜❧❡* ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐*♣♦*✐%✐♦♥ ❞✉ ♠♦%❡✉/ ❡% ❞❡*

/♦✉❡* ♠♦%/✐❝❡*✳ ▲❛ ✜❣✉/❡ ✶✳✶✽ ♠♦♥%/❡ ❧✬❛/❝❤✐%❡❝%✉/❡ ❞✬✉♥❡ ❉❈❚ ♣♦✉/ ✉♥ ✈<❤✐❝✉❧❡ +

♠♦%❡✉/ ❡% /♦✉❡* ♠♦%/✐❝❡* + ❧✬❛✈❛♥% ❡% ❧❛ ✜❣✉/❡ ✶✳✶✾ ❝❡❧❧❡ ♣♦✉/ ✉♥ ✈<❤✐❝✉❧❡ + =✉❛%/❡

/♦✉❡* ♠♦%/✐❝❡*✳ ▲❡* ❞❡✉① ❡♠❜/❛②❛❣❡* *♦♥% ❝♦♥%❡♥✉* ❞❛♥* ✉♥ ❝❛/%❡/ ❞✬❡♠❜/❛②❛❣❡

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✽ ✕ ❚/❛♥*♠✐**✐♦♥ + ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜/❛②❛❣❡ ♣♦✉/ ✉♥ ✈<❤✐❝✉❧❡ + ♠♦%❡✉/ ❛✈❛♥% ❡%

❧❡* /♦✉❡* ♠♦%/✐❝❡* ❛✈❛♥% ❬❱♦❧❦*✇❛❣❡♥❪ ✿ ✭✶✮ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜/❛②❛❣❡ + *❡❝✱ ✭✷✮ ❛/❜/❡ ❞✬❡♥%/<❡

♣♦✉/ ❧❡* /❛♣♣♦/%* ♣❛✐/* ✭❛/❜/❡ ❝/❡✉①✮✱ ✭✸✮ ❛/❜/❡ ❞✬❡♥%/<❡ ♣♦✉/ ❧❡* /❛♣♣♦/%* ✐♠♣❛✐/*

❡% /❛♣♣♦/% ❞❡ ♠❛/❝❤❡ ❛//✐R/❡ ✭❛/❜/❡ ♣❧❡✐♥✮✱ ✭✹✮ ♣/❡♠✐❡/ ❛/❜/❡ ❞❡ *♦/%✐❡✱ ✭✺✮ ❞❡✉①✐R♠❡

❛/❜/❡ ❞❡ *♦/%✐❡✱ ✭✻✮ ❛/❜/❡ *♦/%✐❡ ♣♦✉/ /❛♣♣♦/% ❞❡ ♠❛/❝❤❡ ❛//✐R/❡✱ ✭✼✮ ❧✬❛♠♦/%✐**❡✉/✱

✭✽✮ ♣♦♥% ❡% ❞✐✛</❡♥%✐❡❧❧❡
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✾ ✕ ❚%❛♥(♠✐((✐♦♥ , ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜%❛②❛❣❡ ♣♦✉% ❧❡( ✈6❤✐❝✉❧❡( , 4 %♦✉❡( ♠♦✲

:%✐❝❡( ❬❆✉❞✐ ❙ :%♦♥✐❝❪ ✿ ❧❡ ♣%❡♠✐❡% %❛♣♣♦%: ❡(: ❛❝:✐✈6

❡: :%❛✈❛✐❧❧❡♥: ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ (❡✉❧❡ ✉♥✐:6✳ ▲❡( ❞❡✉① ❛%❜%❡( (♦♥: (✉% ❧❡ ♠B♠❡ ❛①❡✱ ❧✬❛%❜%❡

♣❧❡✐♥ ❡(: ✐♥:❡%♥❡ , ❧✬❛%❜%❡ ❝%❡✉①✳ ❈❤❛F✉❡ (♦✉(✲❜♦G:❡ ❞❡ ✈✐:❡((❡( ❡(: ❝♦♥H✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

❜♦G:❡ ❞❡ ✈✐:❡((❡( %♦❜♦:✐(6❡ ❝♦♥✈❡♥:✐♦♥♥❡❧❧❡ ❀ ❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡ ❡: ❧❡( (6❧❡❝:❡✉%( ❞❡ %❛♣♣♦%:

(♦♥: ❝♦♠♠❛♥❞6( ♣❛% ✉♥ ✓ %♦❜♦: ✔ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✈6%✐♥( ❤②❞%❛✉❧✐F✉❡( ♦✉ ❞❡ ♠♦:❡✉%(

6❧❡❝:%✐F✉❡(✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✶✳✷✵ ♠♦♥:%❡ ✉♥ ❛❝:✐♦♥♥❡✉% ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜%❛②❛❣❡ , (❡❝✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✵ ✕ ❙②(:O♠❡ ❤②❞%❛✉❧✐F✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜%❛②❛❣❡ (❡❝ ❬❱♦❧❦(✲

✇❛❣❡♥❪ ✿ ✭✶✮ ✲ ✭✷✮ ♣✐(:♦♥( %6❝❡♣:❡✉%(✱ ✭✸✮✲ ✭✹✮ ❢♦✉%❝❤❡::❡( ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ✭✺✮✲✭✻✮ ❜✉:6❡(

❞✬❡♠❜%❛②❛❣❡

■❧ ❡①✐(:❡ ❞❡✉① :②♣❡( ❢♦♥❞❛♠❡♥:❛✉① ❞✬❡♠❜%❛②❛❣❡ ✉:✐❧✐(6( ❞❛♥( ❧❡( ❉❈❚( ✿ (♦✐:

❞❡✉① ❡♠❜%❛②❛❣❡( ♠✉❧:✐✲❞✐(F✉❡( ❤✉♠✐❞❡( F✉✐ (♦♥: ❜❛✐❣♥6( ❞❛♥( ❞❡ ❧✬❤✉✐❧❡ ♣♦✉% ❧❡
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 ❡❢ ♦✐❞✐&&❡♠❡♥) ✭)✇✐♥✲❝❧✉)❝❤ ) ❛♥&♠✐&&✐♦♥✱ ✈♦✐ ❧❛ ✜❣✉ ❡ ✶✳✷✶✮✱ &♦✐) ❞❡✉① ❡♠❜ ❛②❛❣❡&

= ❞✐&>✉❡& &❡❝& ✭❉ ② ❉✉❛❧ ❈❧✉)❝❤ ❚ ❛♥&♠✐&&✐♦♥ ✲ ❉❉❈❚✱ ✈♦✐ ❧❛ ✜❣✉ ❡ ✶✳✷✷✮✳ ▲❡ ❞♦✉❜❧❡

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✶ ✕ ❉♦✉❜❧❡ ❡♠❜ ❛②❛❣❡ ♠✉❧)✐✲❞✐&>✉❡& = ❤✉♠✐❞❡ ❬❉✉❛❧❚ ♦♥✐❝

❚▼

❪ ✿ ✭✶✮

❡♠❜ ❛②❛❣❡ ❡①)G ✐❡✉ ✱ ✭✷✮ ❡♠❜ ❛②❛❣❡ ✐♥)G ✐❡✉ ✱ ✭✸✮ ♠♦②❡✉ ❞✬❛ ❜ ❡ ♣❧❡✐♥✱ ✭✹✮ ♠♦②❡✉

❞✬❛ ❜ ❡ ❝ ❡✉①✱ ✭✺✮ ❛ ❜ ❡ ❞✬❡♥) G❡✱ ✭✻✮ ❝❛ )❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜ ❛②❛❣❡
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♣❧✉( ❞♦✉❝❡ 2✉✐ .❧✐♠✐♥❡ ❧❡( ❥❡#❦( ♣#♦❞✉✐0( ❧♦#( ❞❡( ❝❤❛♥❣❡♠❡♥0( ❞❡ ✈✐0❡((❡✳ ❈♦♥0#❛✐✲

#❡♠❡♥0 ' ✉♥❡ ❜♦B0❡ ❛✉0♦♠❛0✐2✉❡ ' ❝♦♥✈❡#0✐((❡✉#✱ (♦♥ #❡♥❞❡♠❡♥0 ♥✬❡(0 ♣❛( ♣.♥❛❧✐(.

♣❛# ✉♥ ❝♦♥✈❡#0✐((❡✉# ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ .♥❡#❣✐✈♦#❡✳
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✭❛✮ #❤❛%❡ ✶ ✿ ♠❛*❝❤❡ , 2
 ♠❡

*❛♣♣♦*/ ✭❜✮ #❤❛%❡ ✷ ✿ ♣*2✲%2❧❡❝/✐♦♥♥❡ 3
 ♠❡

*❛♣♣♦*/

✭❝✮ #❤❛%❡ ✸ ✿ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡ ✈✐/❡%%❡% ✭❞✮ #❤❛%❡ ✹ ✿ ♠❛*❝❤❡ , 3
 ♠❡

*❛♣♣♦*/

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✸ ✕ ❋♦♥❝)✐♦♥♥❡♠❡♥) ❞✬✉♥❡ ❉❈❚ ❧♦45 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥) ❞❡ ✈✐)❡55❡5

✶✳✺ ❆$❜$❡ ❞❡ ($❛♥+♠✐++✐♦♥✱ ($❛♥+♠✐++✐♦♥ ✜♥❛❧❡✱ ❞✐❢✲

❢4$❡♥(✐❡❧ ❡( $♦✉❡ ♠♦($✐❝❡

▲❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ♣4✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✬✉♥ ❛4❜4❡ ❞❡ )4❛♥5♠✐55✐♦♥ ❡5) ❞❡ )4❛♥5♠❡))4❡ ❧❛ ♣✉✐55❛♥❝❡

❡♥)4❡ ❧❛ ❜♦>)❡ ❞❡ ✈✐)❡55❡5 ❡) ❧❡ ♣♦♥)✳ ❈❡))❡ 5♦❧✉)✐♦♥ ❛55✉4❡ ✉♥❡ )4❛♥5♠✐55✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐5✲

5❛♥❝❡ ❡♥)4❡ ❧✬@♠❡))❡✉4 ✭❧✬❛4❜4❡ ❞❡ 5♦4)✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦>)❡ ❞❡ ✈✐)❡55❡5✮ ❡) ❧❡ 4@❝❡♣)❡✉4 ✭❧❡

♣♦♥)✮ C✉✐ 5♦♥) ♠♦❜✐❧❡5 ❧✬✉♥ ♣❛4 4❛♣♣♦4) D ❧✬❛✉)4❡ ❡) ♥♦♥ ❝♦♥❝❡♥)4✐C✉❡✳

▲❛ )4❛♥5♠✐55✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❡♥ ✐♥❝♦4♣♦4❛♥) ❧❡ ❞✐✛@4❡♥)✐❡❧ ❡5) ❧❛ ❞❡4♥✐G4❡ ❞❛♥5 ❧❛ ❝❤❛>♥❡

❞❡ )4❛♥5♠✐55✐♦♥ C✉✐ ♠✉❧)✐♣❧✐❡✱ ❞✐5)4✐❜✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❛✉① 4♦✉❡5 ♠♦)4✐❝❡5 ❡) ❝❤❛♥❣❡ ❧❡

5❡♥5 ❞❡ )4❛♥5♠✐55✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭5✐ ♥@❝❡55❛✐4❡✮✳

▲❡ ❞✐✛@4❡♥)✐❡❧ ❡5) ✉♥ 5②5)G♠❡ ♠@❝❛♥✐C✉❡ C✉✐ ❛ ♣♦✉4 ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❞✐5)4✐❜✉❡4 ✉♥❡

✈✐)❡55❡ ❞❡ 4♦)❛)✐♦♥ ♣❛4 4@♣❛4)✐)✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛♦4) ❝✐♥@♠❛)✐C✉❡✱ ❞❡ ❢❛K♦♥ ❛❞❛♣)❛)✐✈❡✱ ✐♠✲

♠@❞✐❛)❡ ❡) ❛✉)♦♠❛)✐C✉❡✳ ▲❡ ❞✐✛@4❡♥)✐❡❧ ♣❡4♠❡) ❛✉① 4♦✉❡5 ♠♦)4✐❝❡5 ❞❡ )♦✉4♥❡4 D ❞❡5

✈✐)❡55❡5 ❞✐✛@4❡♥)❡5 ❧♦45 ❞✉ ♣❛55❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉4❜❡ ✭❧❡5 4♦✉❡5 5✐)✉@❡5 D ❧✬❡①)@4✐❡✉4 ❞✉

✈✐4❛❣❡ )♦✉4♥❡♥) ♣❧✉5 ✈✐)❡ C✉❡ ❝❡❧❧❡5 5✐)✉@❡5 D ❧✬✐♥)@4✐❡✉4✮✳ ❉♦♥❝ ❧❡ ❞✐✛@4❡♥)✐❡❧ )4♦✉✈❡

5❛ ♣❧❛❝❡ ❡♥)4❡ ❞❡✉① 4♦✉❡5 5✉4 ❧❡ ♣♦♥) ♦✉ ❡♥)4❡ ❞❡✉① ♣♦♥)5 5✉4 ❧❡5 ✈@❤✐❝✉❧❡5 D 4
4♦✉❡5 ♠♦)4✐❝❡5✳ ❯♥ ❞@5❛✈❛♥)❛❣❡ ❞✉ ❞✐✛@4❡♥)✐❡❧ ❡5) ❞✬❛♣♣❧✐C✉❡4 ❧❛ ♣❛4)✐❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❧❛
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♣❧✉# ❢❛✐❜❧❡ #✉) ❧✬❛)❜)❡ ♦♣♣♦#❛♥- ❧❛ ♣❧✉# ❣)❛♥❞❡ )0#✐#-❛♥❝❡ ❡- ❧✬❛✉-)❡ ♣❛)-✐❡ #✉) ❧✬❛)❜)❡

♦♣♣♦#❛♥- ❧❡ ♠♦✐♥# ❞❡ )0#✐#-❛♥❝❡ ✭♣❛) ❡①❡♠♣❧❡✱ )♦✉❡ #✉) ❧❛ ♥❡✐❣❡✱ ❞❛♥# ❧❛ ❜♦✉❡✳✳✳✮✳

8♦✉) )0#♦✉❞)❡ ❝❡ ♣)♦❜❧9♠❡✱ ❝❡)-❛✐♥# ❞✐✛0)❡♥-✐❡❧# #♦♥- ❝♦♥;✉# ♣♦✉) ❧✐♠✐-❡) ❧❡ ❝♦✉♣❧❡

< ♣❛)-✐) ❞✬✉♥ ❝❡)-❛✐♥ #❡✉✐❧ ❞❡ ❣❧✐##❡♠❡♥-✳

▲❛ )♦✉❡ ♠♦-)✐❝❡ )❡;♦✐- ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛?♥❡ ❞❡ -)❛❝-✐♦♥ ❡- ❢♦✉)♥✐- ❧❛ ❢♦)❝❡

❞✬❡♥-)❛?♥❡♠❡♥- ✜♥❛❧ ♣♦✉) ✉♥ ✈0❤✐❝✉❧❡ ♣❛) ❧❡ ❢)♦--❡♠❡♥- ❡♥-)❡ ❧❡ ♣♥❡✉ ❡- ❧❛ )♦✉-❡✳

▲❛ ❢♦)❝❡ ❝♦♥-❛❝- ♣♥❡✉✲#♦❧ ♣❡✉- C-)❡ ♠♦❞0❧✐#0❡ ❞❡ ❞✐✛0)❡♥-❡# ❢❛;♦♥#✱ ❧❡# ♣)✐♥❝✐♣❛❧❡#

#♦♥- ❧❡ ♠♦❞9❧❡ ❞❡ 8❛❝❡❥❦❛ ❬8❛❝❡❥❦❛ ❡- ❇❛❦❦❡)✱ ✶✾✾✷❪ ♦✉ ❧❡ ♠♦❞9❧❡ ▲✉●)❡ ❬❈❛♥✉❞❛#

❞❡ ❲✐- ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳

✶✳✻ ❙$%❛$'❣✐❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥$ ❞❡ ✈✐$❡11❡1

❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡# ❜♦?-❡# ❞❡ ✈✐-❡##❡# ❛✉-♦♠❛-✐Q✉❡#✱ ❧❛ #-)❛-0❣✐❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥- ❞❡

✈✐-❡##❡# ❡#- ♦♣-✐♠✐#0❡ #❡❧♦♥ ❞❡# ♦❜❥❡❝-✐❢# -❡❧# Q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐Q✉❡ ❞✉ ✈0❤✐❝✉❧❡ ♦✉ ❧❛

♠✐♥✐♠✐#❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥#♦♠♠❛-✐♦♥ ❞✬❡##❡♥❝❡✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡# ❜♦?-❡# ❞❡ ✈✐-❡##❡# ♠❛✲

♥✉❡❧❧❡#✱ ❧❡ ❝♦♥❞✉❝-❡✉) ❝❤♦✐#✐- ❧❛ #-)❛-0❣✐❡ ❞❡ ♣❛##❛❣❡ ❞❡ ✈✐-❡##❡✱ ❡- ♣❛) ❝♦♥#0Q✉❡♥-✱

❧❛ ❝♦♥#♦♠♠❛-✐♦♥ ❞✬❡##❡♥❝❡ ❞0♣❡♥❞ ❞✉ ❝♦♠♣♦)-❡♠❡♥- ❞✉ ❝♦♥❞✉❝-❡✉)✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❧❛

❝♦♥#♦♠♠❛-✐♦♥ ❞✬❡##❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞ ♣)✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥- ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡♠❡♥- ❞✉

♠♦-❡✉)✳ 8❛) ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ✜❣✉)❡ ✶✳✷✹ )❡♣)0#❡♥-❡ ✉♥❡ ❝❛)-♦❣)❛♣❤✐❡ ❞❡ ❝♦♥#♦♠♠❛-✐♦♥

❞✬✉♥ ♠♦-❡✉) < ❡##❡♥❝❡✳ ▲❛ ❝❛)-♦❣)❛♣❤✐❡ ❞✉ ♠♦-❡✉) ❛ 0-0 ❝♦♠♣❧0-0❡ ♣❛) ❞❡# ✐#♦✲

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✹ ✕ ❈❛)-♦❣)❛♣❤✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦-❡✉) -❤❡)♠✐Q✉❡ ❛✈❡❝ ✐#♦✲♣❛)❛♠0-)✐Q✉❡ ❞❡

❝♦♥#♦♠♠❛-✐♦♥ ✭❣✴❦❲❤✮ ❬❍✐❡)❡-❤ ❡- 8)❡♥♥✐♥❣❡)✱ ✷✵✵✸❪

♣❛)❛♠0-)✐Q✉❡# ❞❡ ❝♦♥#♦♠♠❛-✐♦♥ ❞❡ ❝❛)❜✉)❛♥- #♣0❝✐✜Q✉❡ ❝♦♥#-❛♥-❡✳ 8♦✉) ❞0-❡)♠✐✲

♥❡) ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐-❡ 0❝♦♥♦♠✐Q✉❡✱ ❞❡# ❤②♣❡)❜♦❧❡# ❞❡ ♣✉✐##❛♥❝❡ ❝♦♥#-❛♥-❡ ♦♥- 0-0

❛❥✉#-0 < ❧❛ ❝❛)-♦❣)❛♣❤✐❡✳ ➚ ♣❛)-✐) ❞❡ ❧✬✐♥-❡)#❡❝-✐♦♥ ❞❡# ❤②♣❡)❜♦❧❡# ❞❡ ♣✉✐##❛♥❝❡ ❡-
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❞❡" ✐"♦✲♣❛(❛♠*+(✐,✉❡"✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝♦♥"♦♠♠❛+✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉" ❜❛""❡ ✭❊✲❧✐❣♥❡✮ ❛ *+* ❞*✲

+❡(♠✐♥*❡ ✭❝♦✉(❜❡ ❧❛ ♣❧✉" *❝♦♥♦♠✐,✉❡✮✳ ▲✬❊✲❧✐❣♥❡ ❡"+ ❧✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡" ♣♦✐♥+" +❛♥❣❡♥+"

: ❧✬❤②♣❡(❜♦❧❡ ❞❡ ♣✉✐""❛♥❝❡ ❝♦♥"+❛♥+❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐"♦✲♣❛(❛♠*+(✐,✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥"♦♠♠❛+✐♦♥✳

❚♦✉+❡❢♦✐"✱ ✉♥❡ "+(❛+*❣✐❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡""❡" ✧*❝♦♥♦♠✐,✉❡✧ ❡"+ ♠♦✐♥" ❞②♥❛✲

♠✐,✉❡ ❝❛( ❧❡" ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+" ❞❡ ✈✐+❡""❡" "✬❡✛❡❝+✉❡♥+ ❞❛♥" ❧❛ (*❣✐♦♥ ♦B ❧❛ ♣✉✐""❛♥❝❡

❞✉ ♠♦+❡✉( ❡"+ ❧❛ ♣❧✉" ❜❛""❡✳ ❯♥ ❝♦♠♣(♦♠✐" ❡"+ : +(♦✉✈❡( ♣♦✉( ❛""✉(❡( ❞❡ ❜♦♥♥❡"

♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡" ❞②♥❛♠✐,✉❡" ❡♥ *❝♦♥♦♠✐"❛♥+ ❞✉ ❝❛(❜✉(❛♥+✳ ❉❛♥" ❧❡" ✈*❤✐❝✉❧❡" *,✉✐♣*"

❞✬✉♥❡ ❜♦E+❡ ❞❡ ✈✐+❡""❡" : ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜(❛②❛❣❡✱ ✐❧ ❡"+ ♣♦""✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐"✐( ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡

❝♦♥❞✉✐+❡ ✿ *❝♦♥♦♠✐,✉❡ ♦✉ ❞②♥❛♠✐,✉❡✳

❉❡✉① ♣❛(❛♠H+(❡" ✜①❡♥+ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ (❛♣♣♦(+ ✿ ❧❛ ✈✐+❡""❡ ❞✉ ✈*❤✐❝✉❧❡ ❡+

❧❛ ♣♦"✐+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣*❞❛❧❡ ❞✬❛❝❝*❧*(❛+✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉(❡ ✶✳✷✺ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ "+(❛+*❣✐❡

❞❡ ♣❛""❛❣❡ ❞❡ (❛♣♣♦(+ ♣♦✉( ✉♥❡ ❜♦E+❡ ❞❡ ✈✐+❡""❡" : 6 (❛♣♣♦(+"✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ "+(❛+*❣✐❡ ❞❡ ♣❛""❛❣❡ ❞❡ ✈✐+❡""❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦E+❡ ❞❡ ✈✐+❡""❡"

: 6 (❛♣♣♦(+ ❬❑✉❧❦❛(♥✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪

✶✳✼ ❈$✐&'$❡ ❞✬❛❣$-♠❡♥& ❞❡ ❝♦♥❞✉✐&❡

■❧ ❡①✐*+❡ ❞❡ ♥♦♠❜1❡✉① ❝1✐+41❡* ❝❛1❛❝+61✐*❛♥+ ❧✬❛❣16♠❡♥+ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐+❡ ❞✬✉♥ ✈6❤✐❝✉❧❡✳

<❛1 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❞6❧✐✈1❛♥❝❡ ❡♥ ❞♦✉❝❡✉1 ❞❡ ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❡+ ❧❛ 16♣♦♥*❡ > ❧✬❛❝❝6❧61❛+❡✉1✱ ❧❡

❝♦♥❢♦1+✱ ❧❡* ❝♦♥+1❛✐♥+❡* ❛❝♦✉*+✐@✉❡* ❞✬❡♥✈♦❧6❡ ❞❡ 16❣✐♠❡✱ ❞❡ 16*❡1✈❡ ❞❡ ❞✬❛❝❝6❧61❛+✐♦♥✱

❡!❝✳ ❆✉ ♣♦✐♥+ ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ +1❛❝+✐♦♥✱ ❧❛ ❞6❧✐✈1❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❡+ ❧❛ 16♣♦♥*❡ >

❧✬❛❝❝6❧61❛+❡✉1 *♦♥+ ♣1✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥+ ❧❡* ❝1✐+41❡* ✐♥✢✉❡♥C❛♥+ ❧✬❛❣16♠❡♥+ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐+❡✳

❉❛♥* ❧❡ ♣✐❧♦+❛❣❡ ❞✉ ●▼<✱ ♥♦✉* ♥♦✉* ✐♥+61❡**♦♥* > ❧❛ ❞6❧✐✈1❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡✳ ▲❡*

❞❡✉① ❣1❛♥❞❡✉1* ♣❤②*✐@✉❡* *♦♥+ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ *♦1+✐❡ > ❧❛ 1♦✉❡ ❡+ ❧❡ ❥❡1❦ ❞✉ ✈6❤✐❝✉❧❡

♠❡*✉16 ❛✉ ❝❤K**✐*✱ ❧❡ ❥❡1❦ 6+❛♥+ ❞6✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞61✐✈6❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝6❧61❛+✐♦♥ ❞✉ ✈6❤✐❝✉❧❡✳

■❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠❡*✉1❡* ❞✉ ❥❡1❦ ❞❛♥* ❧❛ ❧✐+❡1❛+✉1❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉1 ❞❡ ♣✐❝

❞✉ ❥❡1❦ ❬◆✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ❧✬✐♥+❡❣1❛+✐♦♥ ❞✉ ❥❡1❦ ❛✉ ❝❛116 ❬<❧❛+③ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✱ ❬❙♠✐+❤

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❥❡1❦ ❛✉ ❝❛116 ❬❲✐♥✐♥❣❡1 ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ❧❛ 1❛❝✐♥❡ ❝❛116❡
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❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❥❡*❦ ❛✉ ❝❛**- ❬❨♦✉♥❣ ❡1 ▼❛*1❡♥✐✉❦✱ ✶✾✾✼❪✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❥❡*❦ ❛✉

❝❛**- ♥♦*♠❛❧✐9-❡ ♣❛* ♣✐❝ ❞❡ ✈✐1❡99❡ ❬❍❡91❡* ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❧✬✐♥1❡❣*❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉*

❛❜9♦❧✉❡ ❞✉ ❥❡*❦ ❬●♦❧❞✈❛99❡* ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✱ ♦✉ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❛❜9♦❧✉❡ ❞✉ ❥❡*❦

♥♦*♠❛❧✐9-❡ ♣❛* ♣✐❝ ❞❡ ✈✐1❡99❡ ❬❘♦❤*❡* ❡1 ❍♦❣❛♥✱ ✷✵✵✻❪✳ ❉❛♥9 ♥♦1*❡ -1✉❞❡✱ ❛✜♥ ❞❡

❢❛❝✐❧✐1❡* ❧❛ ❝♦♠♣❛*❛✐9♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡9 *-9✉❧1❛19 ♦❜1❡♥✉9 ❞❛♥9 ❧❛ ❧✐11-*❛1✉*❡✱ ♥♦✉9 ✉1✐❧✐9♦♥9

❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ♣✐❝ ❞✉ ❥❡*❦✳

✶✳✽ ➱$❛$ ❞❡ ❧✬❛*$ +✉* ❧❛ ♠♦❞/❧✐+❛$✐♦♥ ❞❡ ❣*♦✉♣❡ ♠♦✲

$♦♣*♦♣✉❧+❡✉*

▲❡ ●▼J ❡91 ❝♦♠♣♦9- ❞❡9 -❧-♠❡♥19 ♣*✐♥❝✐♣❛✉① 9✉✐✈❛♥19 ✿ ❧❡ ♠♦1❡✉* 1❤❡*♠✐M✉❡✱

❧✬❡♠❜*❛②❛❣❡✱ ❧❛ ❜♦N1❡ ❞❡ ✈✐1❡99❡9✱ ❧❡9 ❝❛*❞❛♥9✱ ❧❡ ♣♦♥1 ❡1 ❧❡ ❞✐✛-*❡♥1✐❡❧✱ ❧❡9 ❞❡♠✐✲❛*❜*❡9

❞❡ *♦✉❡ ❡1 ❧❡9 *♦✉❡9 ♠♦1*✐❝❡9✳ ▲❡ ♠♦❞Q❧❡ ❞✉ ●▼J ❞-♣❡♥❞ ❞❡ 9♦♥ ❛*❝❤✐1❡❝1✉*❡ ❡1 ❞❡

9❛ ❞✐9♣♦9✐1✐♦♥✳ ▲❡9 ♣*♦❜❧Q♠❡9 *❡♥❝♦♥1*-9 ❞❛♥9 ❧❛ ♠♦❞-❧✐9❛1✐♦♥ ❞✉ ●▼J ♣❡✉✈❡♥1

R1*❡ 1*Q9 ✈❛*✐-9 ❞❡ ♠R♠❡ M✉❡ ❧❡9 ♠-❝❛♥✐9♠❡9 ♠✐9 ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥9 ❧❡9 ✐♥1❡*❛❝1✐♦♥9 ❞❡

❝♦♥1❛❝1✳ ■❧ ❡91 ❛99❡③ ♥❛1✉*❡❧ ❞❡ ❞✐91✐♥❣✉❡* ❧❡9 ❝♦♥1❛❝19 ❧✉❜*✐✜-9 ❞❡9 ❝♦♥1❛❝19 9❡❝9 ❡1

❞❡ 9-♣❛*❡* -❣❛❧❡♠❡♥1 ❧❡9 ♣*♦❜❧Q♠❡9 ❛✈❡❝ ❞❡9 ❝♦♥1❛❝19 ♣❡*♠❛♥❡♥19 ✭❢*♦11❡♠❡♥1✮✱ ❞❡9

❝♦♥1❛❝19 ✐♥1❡*♠✐11❡♥19 ❛✈❡❝ ♦✉ 9❛♥9 ❣❧✐99❡♠❡♥1 ✭❛❧1❡*♥❛♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛9❡9 9❛♥9 ❡1 ❛✈❡❝

❝♦♥1❛❝1✮✳ ▲❛ ♠♦❞-❧✐9❛1✐♦♥ ❞✉ ●▼J ❞❛♥9 ❧❡9 ✈-❤✐❝✉❧❡9 ❡91 ♦❜1❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥9✐❞-*❛♥1

❧❡ ❞-❝♦✉♣❛❣❡ ❢♦♥❝1✐♦♥♥❡❧ 9✉✐✈❛♥1 ✿ ❧❡ ♠♦1❡✉*✱ ❧✬❡♠❜*❛②❛❣❡✱ ❧❛ 1*❛♥9♠✐99✐♦♥✱ ❧❡ ♣♥❡✉

✭❡♥ ❝♦♥1❛❝1 ❛✈❡❝ ❧❛ *♦✉1❡✮ ❡1 ❧❡ ✈-❤✐❝✉❧❡✳ ▲❡ ●▼J ❡91 ♠♦❞-❧✐9- ❝♦♠♠❡ ✉♥ 9②91Q♠❡

✐♥1-❣*- W ♣❧✉9✐❡✉*9 ❞❡❣*-9 ❞❡ ❧✐❜❡*1- ❞❛♥9 ❧❡M✉❡❧ ❝❤❛M✉❡ -❧-♠❡♥1 ❡91 ✉♥ ♠♦❞Q❧❡ ❞❡

1②♣❡ ♠❛99❡ ♣♦♥❝1✉❡❧❧❡✳

❉❛♥9 ❬❉♦❧❝✐♥✐✱ ✷✵✵✻❪✱ ❧❡9 ❛✉1❡✉*9 ♦♥1 *❡♣*-9❡♥1- ✉♥ ♠♦❞Q❧❡ ❞②♥❛♠✐M✉❡ ❝♦♠♣❧❡1

❜❛9- 9✉* ❧✬❛*❝❤✐1❡❝1✉*❡ ❞✬✉♥ ●▼J W 9✐♠♣❧❡ ❡♠❜*❛②❛❣❡ ✭✈♦✐* ❧❛ ✜❣✉*❡ ✶✳✷✻✮✳ ▲❡ ♠♦❞Q❧❡

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✻ ✕ ▼♦❞Q❧❡ ❞②♥❛♠✐M✉❡ ❞✬✉♥ ●▼J -M✉✐♣- ❞✬✉♥ ❡♠❜*❛②❛❣❡ ♠♦♥♦✲❞✐9M✉❡

❬❉♦❧❝✐♥✐✱ ✷✵✵✻❪

❞-✈❡❧♦♣♣- ❡91 ❜❛9- 9✉* ❧❡9 ❤②♣♦1❤Q9❡9 9✉✐✈❛♥1❡9 ✿ ✭✶✮ ❧❡9 ♠♦✉✈❡♠❡♥19 ❞✉ ♠♦1❡✉* 9✉*

9❡9 9✉9♣❡♥9✐♦♥9 9♦♥1 ♥-❣❧✐❣-9 ❡1 ✭✷✮ ❧❡9 ❛*❜*❡9 ❞❡ ❧❛ ❜♦N1❡ ❞❡ ✈✐1❡99❡9 9♦♥1 ❞❡ *❛✐❞❡✉*

✐♥✜♥✐❡✳ ❉♦♥❝✱ ❧❛ ❜♦N1❡ ❞❡ ✈✐1❡99❡9 ❡91 ♠♦❞-❧✐9-❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ *❛♣♣♦*1 ❞❡ 1*❛♥9♠✐99✐♦♥

❡1 ✉♥ ✈♦❧❛♥1 ❞✬✐♥❡*1✐❡✳

❈♦♥❝❡*♥❛♥1 ❧❡ ●▼J W ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜*❛②❛❣❡✱ ❞❛♥9 ❬❑✉❧❦❛*♥✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❧❡9 ❛✉1❡✉*9

♦♥1 ♣*♦♣♦9- ✉♥ ♠♦❞Q❧❡ ❞②♥❛♠✐M✉❡ ❞✉ ●▼J W ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜*❛②❛❣❡ ♣*❡♥❛♥1 ❡♥ ❝♦♠♣1❡

❧❡ ♠♦✈❡♠❡♥1 ❞✉ ♠♦1❡✉* 9✉* 9❡9 9✉9♣❡♥9✐♦♥9 ✭✈♦✐* ❧❛ ✜❣✉*❡ ✶✳✷✼✮✳ ▲❡ 9②91Q♠❡ ❞❡

9✉9♣❡♥9✐♦♥ ❞✉ ♠♦1❡✉* ❡91 ♠♦❞-❧✐9- ♣❛* ✉♥ -❧-♠❡♥1 *❡99♦*1✲❛♠♦*1✐99❡✉* Km✱ Cm✳ ▲❡9
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❛✉"❡✉$% ♦♥" ❝♦♥%✐❞+$+ ,✉❡ ❧❡% ❛$❜$❡% ❞✬❡♥"$+❡% ❡" ❞❡ %♦$"✐❡% ❞❡ ❧❛ ❜♦0"❡ ❞❡ ✈✐"❡%%❡% ♦♥"

✉♥❡ $❛✐❞❡✉$ ✐♥✜♥✐❡✱ ,✉❡ ❧❡% $♦✉❡% ♠♦"$✐❝❡% ♦♥" ✉♥❡ ❛❞❤+$❡♥❝❡ ♣❛$❢❛✐"❡ ❡" ,✉✬❛✉❝✉♥

❡✛❡" "$❛♥%✐"♦✐$❡ ♥✬❡%" ♣$+%❡♥" %✉$ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥"❛❝" ♣♥❡✉✲%♦❧✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✼ ✕ ▼♦❞A❧❡ ❞②♥❛♠✐,✉❡ ❞✬✉♥ ●▼D E ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜$❛②❛❣❡ ❬❑✉❧❦❛$♥✐ ❡! ❛❧✳✱

✷✵✵✼❪

❉❛♥% ❧❡% "$❛✈❛✉① ❬❲❛❧❦❡$ ❡" ❩❤❛♥❣✱ ✷✵✶✷❜❪✱ ❬❲❛❧❦❡$ ❡" ❩❤❛♥❣✱ ✷✵✶✷❛❪✱ ❬●♦❡"③

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❡" ❬❲❛❧❦❡$ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ ❧❡ ♠♦❞A❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦0"❡ ❞❡ ✈✐"❡%%❡% ❡%" ❞+"❛✐❧❧+

❡♥ ❝♦♥%✐❞+$❛♥" ❧❛ $❛✐❞❡✉$ ❞❡% ❛$❜$❡% ❞✬❡♥"$+❡✱ ❞❡% ❛$❜$❡% ❞❡ %♦$"✐❡✱ ❧❡ ♠♦❞A❧❡ ❞✉

%②♥❝❤$♦♥✐%❡✉$ ❡" ❧❛ $+%✐%"❛♥❝❡ ✈✐%,✉❡✉① ❞❛♥% ❧❛ ❜♦0"❡ ❞❡ ✈✐"❡%%❡% ❡" ❧❡ ♣♦♥"✲❞✐✛+$❡♥"✐❡❧

✭✈♦✐$ ❧❛ ✜❣✉$❡% ✶✳✷✽ ❡" ✶✳✷✾✮✳ ▲❡% $+%✐%"❛♥❝❡% ✈✐%,✉❡✉%❡% %♦♥" ♠♦❞+❧✐%+❡% ♣❛$ ❞❡%

+❧+♠❡♥"% ❞✬❛♠♦$"✐%%❡✉$ E "♦$%✐♦♥ C3✱ C4✱ C5✱ C6✱ ❡" C8✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✽ ✕ ▼♦❞A❧❡ ❞②♥❛♠✐,✉❡ ❞✬✉♥ ●▼D E ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜$❛②❛❣❡ ❛✈❡❝ %②♥❝❤$♦♥✐%❡✉$

❬❲❛❧❦❡$ ❡" ❩❤❛♥❣✱ ✷✵✶✷❜❪ ✿ TE ❡%" ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦"❡✉$✱ Ki✱ Ci %♦♥" ❧❡% $❛✐❞❡✉$% ❡"

❧❡% ❛♠♦$"✐%%❡✉$% ❞❡% ❛$❜$❡%✱ $❡%♣❡❝"✐✈❡♠❡♥"✱ Ii %♦♥" ❧❡% ✐♥❡$"✐❡%✱ CL1✱ CL2 %♦♥" ❧❡%

❡♠❜$❛②❛❣❡%✱ γ1✱ γ2 %♦♥" ❧❡% $❛♣♣♦$"% ❞❡ ❧❛ ❜♦0"❡ ❞❡ ✈✐"❡%%❡%✱ γ3✱ γ4 %♦♥" ❧❡% $❛♣♣♦$"%

❞✉ ♣♦♥"✱ S1✱ S2 %♦♥" ❧❡% %②♥❝❤$♦♥✐%❛"✐♦♥%✱ Tv ❡%" ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ $+%✐%"❛♥"

✷✼
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✾ ✕ ▼♦❞(❧❡ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞✬✉♥ ●▼4 5 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜7❛②❛❣❡ ❛✈❡❝ ;②♥❝❤7♦♥✐;❡✉7

❬●♦❡>③ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪

❯♥ ♠♦❞(❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥F❛✐7❡ ❞❡ ❧✬❛♠♦7>✐;;❡✉7 5 >♦7;✐♦♥ ❡;> ♣7✐; ❡♥ ❝♦♠♣>❡ ❞❛♥; ❧❡

♠♦❞(❧❡ ❞✉ ●▼4 ❞F✈❡❧♦♣♣F ❞❛♥; ❬❑✐♠ ❡> ❈❤♦✐✱ ✷✵✶✵❪ ❡> ❬●❛✐❧❧❛7❞ ❡> ❙✐♥❣❤✱ ✷✵✵✵❪✳ ■❧

♣7F;❡♥>❡ ✉♥❡ ❝❛7❛❝>F7✐;>✐0✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥F❛✐7❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ 7❛✐❞❡✉7 0✉✐ ✈❛7✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝>✐♦♥

❞❡ ❧✬✐♥>❡7✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ >♦7;✐♦♥ x✳ ■❧ ♣❡✉> M>7❡ ♠♦❞F❧✐;F ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝>✐♦♥

❧✐♥F❛✐7❡ ♣❛7 ♠♦7❝❡❛✉① ❝♦♠♠❡ ;✉✐> ✿

Td(x) = kc(x)x+ bcẋ ✭✶✳✺✮

♦R bc ❡;> ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥> ❞✬❛♠♦7>✐;;❡✉7 ❡> ❧❛ 7❛✐❞❡✉7 ❡;> ❞F✜♥✐❡ ♣❛7

kc(x) =

{

kc1, ;✐ θc1 ≤ x ≤ θc2 ❀
kc2, ❛✉>7❡♠❡♥>✳

✭✶✳✻✮

❉❛♥; ❬❈♦✉❞❡7❝ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✱ ✉♥ ♠♦❞(❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥❣7❡♥❛❣❡ ❡;> ♣7✐; ❡♥ ❝♦♠♣>❡ ✭✈♦✐7

❧❛ ✜❣✉7❡ ✶✳✸✵✮✳ ▲✬❡♥❣7❡♥❛❣❡ ❡;> ♠♦❞F❧✐;F ♣❛7 ✉♥ F❧F♠❡♥> 7❡;;♦7>✲❛♠♦7>✐;;❡✉7 ♣♦✉7

✐♥>F❣7❡7 ❧❡; ❥❡✉① ❞✬❡♥>7❡✲❞❡♥>; ❞❡; ❡♥❣7❡♥❛❣❡; ✭✈♦✐7 ❧❛ ✜❣✉7❡ ✶✳✸✶✮✳ ▲❛ ❢♦7❝❡ ❞❡

❝♦♥>❛❝> Fg ❡♥>7❡ ❞❡♥>; ❡;> ❝❛❧❝✉❧F❡ 5 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦7♠✉❧❡ ✿

Fg = −kgy(δ, bg)− cgẏ(δ, bg) ✭✶✳✼✮

♦R

y(δ, bg) =







δ − bg/2, δ ≥ bg/2 ❀
0, bg/2 > δ > −bg/2 ❀
δ − bg/2, δ ≤ −bg/2✳

✭✶✳✽✮

❡>

ẏ(δ, bg) =







δ̇, δ ≥ bg/2 ❀
0, bg/2 > δ > −bg/2 ❀

δ̇, δ ≤ −bg/2✳

✭✶✳✾✮

▲❡; ♣7✐♥❝✐♣❛❧❡; ❞✐✣❝✉❧>F; 7❡♥❝♦♥>7F❡; ❞❛♥; ❧❛ ♠♦❞F❧✐;❛>✐♦♥ ❞✉ ●▼4 ;♦♥> ❧❡;

❝♦♥>❛❝>; ♣❡7♠❛♥❡♥>; ✭❡①✳ ❧✐❛✐;♦♥ ♣♥❡✉✲;♦❧;✱ ❝♦♥>❛❝> ❞❡ ❢♦7>❡♠❡♥>✱ ✳✳✳✮✱ ❧❡; ❝♦♥>❛❝>;

✐♥>❡7♠✐>>❡♥>; ✭❡①✳ ❡♠❜7❛②❛❣❡✱ ;②♥❝❤7♦♥✐;❡✉7✱ ✳✳✳✮✱ ❧❡ ♠♦❞(❧❡ ❞✉ ♠♦>❡✉7 ❡> ❧❡; ❢♦7❝❡;

❞❡ 7F;✐;>❛♥❝❡✳

✷✽
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✵ ✕ ▼♦❞(❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ /✐♠♣❧✐✜3 ❞✬✉♥ ●▼7 38✉✐♣3 ❞✬✉♥ ❡♠❜:❛②❛❣❡

♠♦♥♦✲❞✐/8✉❡ ❬❈♦✉❞❡:❝ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✶ ✕ ▼♦❞(❧❡ ❞❡ ❥❡✉ ❞✬❡♥D:❡✲❞❡♥D/ ❞❡/ ❡♥❣:❡♥❛❣❡/ ❬❈♦✉❞❡:❝ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪

✶✳✽✳✶ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ❞✉ ♠♦+❡✉0

▲❛ ♠♦D♦:✐/❛D✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉/ ✉D✐❧✐/3❡ ❞❛♥/ ❧❡/ ✈3❤✐❝✉❧❡/ ❛✉D♦♠♦❜✐❧❡/ ❡/D ❧❡ ♠♦D❡✉:

D❤❡:♠✐8✉❡ 8✉✐ ♣:♦❞✉✐D ❞❡ ❧✬3♥❡:❣✐❡ ♠3❝❛♥✐8✉❡ H ♣❛:D✐: ❞❡ ❧✬3♥❡:❣✐❡ ❝❤✐♠✐8✉❡ ❝♦♥D❡♥✉❡

❞❛♥/ ✉♥ ❝❛:❜✉:❛♥D ✿ ❧✬❡//❡♥❝❡ ♦✉ ❧❡ ❣❛③♦❧❡✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♠♦❞3❧✐/❛D✐♦♥ ❞✉ ♠♦D❡✉: ✈❛:✐❡

❡♥ ❢♦♥❝D✐♦♥ ❞✉ ❜❡/♦✐♥ ❛//♦❝✐3✳ ❉❛♥/ ❞❡/ ❛♣♣❧✐❝❛D✐♦♥/ ♦:✐❡♥D3❡/ ❝♦♥D:M❧❡ ❞✉ ♠♦D❡✉:✱

❧❛ ♠♦❞3❧✐/❛D✐♦♥ ❡/D ❡♥ ❣3♥3:❛❧ ❞3❝♦✉♣3❡ ♣❛: ❢♦♥❝D✐♦♥♥❛❧✐D3 ✭✈♦✐: ❧❛ ✜❣✉:❡ ✶✳✸✷✮ ✿

❛❞♠✐//✐♦♥ ❞✬❛✐:✱ ✐♥❥❡❝D✐♦♥ ❞✬❡//❡♥❝❡✱ ❝♦♠❜✉/D✐♦♥ ❡D ❞②♥❛♠✐8✉❡ ❞✉ ✈✐❧❡❜:❡8✉✐♥✱ ❡!❝✳

❉❛♥/ ❧❛ ❧✐DD3:❛D✉:❡ /✉: ❧❡ ♣✐❧♦D❛❣❡ ❞✉ ●▼7 ❛✜♥ ❞✬❛♠3❧✐♦:❡: ❧❡ ❝♦♥❢♦:D ❞❡ ❝♦♥❞✉✐D❡✱

❧❛ ♠♦❞3❧✐/❛D✐♦♥ ❞✉ ♠♦D❡✉: ❡/D /✐♠♣❧✐✜3❡✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛:D ❞❡/ ❛✉D❡✉:/ ♠♦❞3❧✐/❡ ❧❡ ♠♦D❡✉:

❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ♠♦②❡♥ 8✉✐ ♥❡ ❝♦♠♣:❡♥❞ ♣❛/ ❧❡/ D:❛♥/✐D♦✐:❡/ ❞✉ ♠♦D❡✉:✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡

♠♦②❡♥ ❞✉ ♠♦D❡✉: ❡/D ❛❧♦:/ ❝♦♥/✐❞3:3 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝D✐♦♥ ❞✉ :3❣✐♠❡ ❞✉ ♠♦D❡✉: ❡D

❞❡ ❧❛ ♣♦/✐D✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣3❞❛❧❡ ❞✬❛❝❝3❧3:❛D✐♦♥ ❡♥ ♣♦✉:❝❡♥D❛❣❡ ❞✬♦✉✈❡:D✉:❡✳ ▲❡ ♠♦D❡✉: ❡/D

♠♦❞3❧✐/3 ♣❛: ✉♥❡ ❝❛:D♦❣:❛♣❤✐❡ ✭✈♦✐: ❧❛ ✜❣✉:❡ ✷✳✶✹✮✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✷ ✕ ❘❡♣()*❡♥,❛,✐♦♥ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦,❡✉( ❬▲❛✉❜❡(✱ ✷✵✵✸❪

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✸ ✕ ❈❛(,♦❣(❛♣❤✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦,❡✉( ,❤❡(♠✐@✉❡

✶✳✽✳✷ ▼♦❞'❧✐*❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜2❛②❛❣❡

▲✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ❡*, ✉♥ ❞✐*♣♦*✐,✐❢ ❞✬❛❝❝♦✉♣❧❡♠❡♥, ,❡♠♣♦(❛✐(❡ ❡♥,(❡ ✉♥ ❛(❜(❡ ❞✐, ♠♦✲

,❡✉( ❡, ✉♥ ❛(❜(❡ ❞✬❡♥,()❡ ❞❡ ❜♦C,❡ ❞❡ ✈✐,❡**❡*✳ ❉✉ ❢❛✐, ❞❡ ❧❛ ,(❛♥*♠✐**✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡

♣❛( ❢(✐❝,✐♦♥✱ ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ❞✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛*❡ ❞❡ ❣❧✐**❡♠❡♥, ❡*, ✉♥ ♠♦❞F❧❡ ❞❡ ❢(✐❝✲

,✐♦♥✳ ▲✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ❛ ✉♥ (G❧❡ ❝❛♣✐,❛❧ ❞❛♥* ❧❛ ❝❤❛C♥❡ ❞❡ ,(❛♥*♠✐**✐♦♥✱ ✐❧ ❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❡

❧❡ ❝♦♥❢♦(, ❞❡ ❝♦♥❞✉✐,❡ ❡♥ ♣❤❛*❡ ❞❡ ❞)❝♦❧❧❛❣❡ ❡, ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ✈✐,❡**❡*✳ ❉❛♥* ❧❛

❧✐,,)(❛,✉(❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜(❡✉① ♠♦❞F❧❡* ❞✬❡♠❜(❛②❛❣❡ *♦♥, ✉,✐❧✐*)* ♣♦✉( ❧❛ *✐♠✉❧❛,✐♦♥ ❡,✴♦✉

♣♦✉( ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❊♥ ❣)♥)(❛❧✱ ♣♦✉( ❞)✈❡❧♦♣♣❡( ❞❡* ❧♦✐* ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❡♠❜(❛②❛❣❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛(, ❞❡*

❛✉,❡✉(* ❞❛♥* ❧❛ ❧✐,,)(❛,✉(❡ ✉,✐❧✐*❡ ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♣♦✉( ❧❡ ♣❤)♥♦♠F♥❡ ❞❡
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❢!✐❝$✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜!❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛5❡ ❞❡ ❣❧✐55❡♠❡♥$ ❡5$ ❢♦!♠✉❧6 ❝♦♠♠❡ ✿

Tc = 2ncµcrcFn5✐❣♥(ωr) ✭✶✳✶✵✮

♦< nc ❡5$ ❧❡ ♥♦♠❜!❡ ❞❡ ❞✐5=✉❡5 ❞❡ ❢!✐❝$✐♦♥✱ µc ❡5$ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❞❡ ❢!♦$$❡♠❡♥$ ❝✐♥6✲

♠❛$✐=✉❡✱ rc ❡5$ ❧❡ !❛②♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❢!✐❝$✐♦♥✱ Fn ❡5$ ❧❛ ❢♦!❝❡ ♥♦!♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐=✉6❡ 5✉! ❧❛

♣❧❛$❡❛✉ ❞❡ ♣!❡55✐♦♥✱ ωr ❡5$ ❧❡ !6❣✐♠❡ ❞❡ ❣❧✐55❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬❡♠❜!❛②❛❣❡✳

A♦✉! ❧❛ 5✐♠✉❧❛$✐♦♥✱ ❞❛♥5 ❬❑✉❧❦❛!♥✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❧❡5 ❡♠❜!❛②❛❣❡5 5♦♥$ ♠♦❞6❧✐565

♣❛! ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❧✐♥6❛✐!❡ ♣❛! ♠♦!❝❡❛✉①✳

Tc =







2ncµcrcFn5✐❣♥(ωr), ❡♥ ♣❤❛5❡ ❞❡ ❣❧✐55❡♠❡♥$ ❀

Text, ❡♥ ♣❤❛5❡ ❞❡ ❢❡!♠❡$✉!❡ ❀

0, ❡♥ ♣❤❛5❡ ❞✬♦✉✈❡!$✉!❡✳

✭✶✳✶✶✮

♦< Text ❡5$ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❛♣♣❧✐=✉6 5✉! ❧✬❡♠❜!❛②❛❣❡ ❧♦!5=✉❡ ❧❡ ✈6❤✐❝✉❧❡ ❡5$ ❡♥ ♠❛!❝❤❡

❛✈❡❝ ❧✬❡♠❜!❛②❛❣❡ ❝♦♠♣❧K$❡♠❡♥$ ❢❡!♠6❡✳ Text ❡5$ ❞6$❡!♠✐♥6 L ♣❛!$✐! ❞❡5 6=✉❛$✐♦♥5

❞②♥❛♠✐=✉❡5 ❞✉ ●▼A ❛✈❡❝ ❧❡5 ❝♦♥❞✐$✐♦♥5 ❞❡ ❢❡!♠❡$✉!❡✳

❉❛♥5 ❧❡ $!❛✈❛✐❧ ❞❡ ❲❛❧❦❡! ❡$ ❛❧✳ ❬❲❛❧❦❡! ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢!✐❝$✐♦♥ 5$❛$✐=✉❡

Tcs ❡$ ❧❡ ❥❡✉ ❞❛♥5 ❧❡ 5②5$K♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜!❛②❛❣❡ 5♦♥$ ♣!✐5 ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ❞❛♥5

❧❡ ♠♦❞K❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜!❛②❛❣❡✱ ❧❡5 ❝♦♥❞✐$✐♦♥5 ❞❡ ❝♦♠♠✉$❛$✐♦♥ 5♦♥$ ❞6$❛✐❧❧6❡5 ✿

Tc =















0, 5✐ x < x0 ❀

2ncµcrcFn5✐❣♥(ωr), 5✐ x ≥ x0, |ωr| ≥ ε ❀

Text, 5✐ x ≥ x0, |ωr| < ε, Text < Tcs ❀

Tcs, 5✐ x ≥ x0, |ωr| < ε, Text > Tcs✳

✭✶✳✶✷✮

♦< x ❡5$ ❧❡ ❞6♣❧❛❝❡♠❡♥$ ❞✉ ♣✐5$♦♥ ❞✬❡♠❜!❛②❛❣❡✱ x0 ❡5$ ❧❡ ❞6♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♠✐♥✐♠❛❧ !❡=✉✐5

♣♦✉! ❧❡ ❝♦♥$❛❝$ ❡♥$!❡ ❧❡ ❞✐5=✉❡ ❞❡ ❢!✐❝$✐♦♥ ❡$ ❧❛ ♣❧❛=✉❡ ❞❡ ♣!❡55✐♦♥ ❞✬❡♠❜!❛②❛❣❡ ✭❧❡ ❥❡✉

❞❛♥5 ❧❡ 5②5$K♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜!❛②❛❣❡✮✱ ε ❡5$ ✉♥❡ ♣❡$✐$❡ ❝♦♥5$❛♥$❡ ♣♦5✐$✐✈❡✱

Tcs ❡5$ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡♥ ♣❤❛5❡ ❝♦❧❧6✲❣❧✐556✱

Tcs = 2ncµsrcFn, ✭✶✳✶✸✮

µs 6$❛♥$ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❞❡ ❢!✐❝$✐♦♥ 5$❛$✐=✉❡✳

❈♦♥$!❛✐!❡♠❡♥$ ❛✉① ♠♦❞K❧❡5 ❧✐♥6❛✐!❡5 ❤②❜!✐❞❡5 ♣!65❡♥$65 ❝✐✲❞❡55✉5✱ ✉♥ ♠♦❞K❧❡

❝♦♥$✐♥✉ ❞❡ ❧✬❡♠❜!❛②❛❣❡ ❜❛56 5✉! ❧❡ ♠♦❞K❧❡ ▲✉●(❡ ❞❡ ❢!✐❝$✐♦♥ ❬❈❛♥✉❞❛5 ❞❡ ❲✐$ ❡! ❛❧✳✱

✶✾✾✺❪ ❡5$ ❞6✈❡❧♦♣♣6 ❞❛♥5 ❧❡5 $!❛✈❛✉① ❬❉♦❧❝✐♥✐✱ ✷✵✵✻❪✱ ❬❆❜❡!❣❡! ❡$ ❖$$❡!✱ ✷✵✵✷❪ ♣♦✉!

❧❛ 5✐♠✉❧❛$✐♦♥ ✿

Tc = (δ0z + δ1
dz

dt
+ δ2ωr)γcFn ✭✶✳✶✹✮

❛✈❡❝

dz

dt
= ωr −

|ωr|

g(ωr)
z ✭✶✳✶✺✮

g(ωr) =
1

δ0

(

µc + (µs − µc)e
−(ωr

ωs
)
2
)

✭✶✳✶✻✮

♦< γc ❡5$ ✉♥❡ ❝♦♥5$❛♥$❡ ❞6♣❡♥❞❛♥$ ❞❡ ❧❛ ❣6♦♠6$!✐❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜!❛②❛❣❡✱ ωs ❡5$ ❧❡ !6❣✐♠❡

❞❡ ❙!(✐❜❡❝❦✱ z ❡5$ ❧❛ ❞6❢♦!♠❛$✐♦♥ ✐♥$❡!♥❡ ❞✬❡♠❜!❛②❛❣❡✳ ❈❡ ♠♦❞K❧❡ ❞✬❡♠❜!❛②❛❣❡ ❡5$

❝❛!❛❝$6!✐56 ♣❛! ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ g(ωr) ❡$ ❧❡5 ♣❛!❛♠K$!❡5 δ0✱ δ1✱ δ2✳ ▲❡5 ♣❛!❛♠K$!❡5 µc✱

µs✱ ωs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ g(ωr) ♦♥$ 6$6 ♣!♦♣♦565 ♣♦✉! ❞6❝!✐!❡ ❧✬❡✛❡$ ❞❡ ❙!(✐❜❡❝❦✳ ❯♥

❞❡5 ✐♥❝♦♥✈6♥✐❡♥$5 ♠❛❥❡✉!5 ❞✉ ♠♦❞K❧❡ ❞❡ ❢!✐❝$✐♦♥ ▲✉●(❡ ❡5$ =✉✬✐❧ ♥❡ ♣♦55K❞❡ ♣❛5 ❧❛

♣!♦♣!✐6$6 ❞❡ ♥♦♥ ❞6!✐✈❡ ✭❝❢✳ ❬◆♦✉❛✐❧❧❡$❛5✱ ✷✵✵✾❪✮✳
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✶✳✽✳✸ ▼♦❞'❧✐*❛,✐♦♥ ❞✉ *②♥❝❤2♦♥✐*❡✉2

▲❡" ❜♦%&❡" ♠❛♥✉❡❧❧❡" , ❡♥❣.❡♥❛❣❡" ♣❛.❛❧❧0❧❡" "♦♥& ❞❡ ♥♦" ❥♦✉." ❧❡" ♣❧✉" ✉&✐❧✐"4❡"✳

❊❧❧❡" "♦♥& ❣4♥4.❛❧❡♠❡♥& ❝♦♥"&✐&✉4❡" ❞❡ ❞❡✉① ❛.❜.❡" ♣❛.❛❧❧0❧❡" ❞4♥♦♠♠4" ❛.❜.❡ ♣.✐✲

♠❛✐.❡ ✭❛.❜.❡ ❞✬❡♥&.4❡ ❧✐4 ❛✉ ✈✐❧❡❜.❡=✉✐♥ ✈✐❛ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡✮ ❡& ❛.❜.❡ "❡❝♦♥❞❛✐.❡ ✭❛.❜.❡

❞❡ "♦.&✐❡ ❞❡ ❜♦%&❡✮ ♣♦.&❛♥& .❡"♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❧❡" ♣✐❣♥♦♥" ❞❡ ✈✐&❡""❡" ❡& ❧❡" ♣✐❣♥♦♥"

❢♦✉" ✭✈♦✐. ❧❛ ✜❣✉.❡ ✶✳✸✹✮✳ ❈❡.&❛✐♥❡" ❜♦%&❡" ❞❡ ✈✐&❡""❡"✱ ♥♦&❛♠♠❡♥& ❧❡" ❜♦%&❡" ❧♦♥✲

❣✐&✉❞✐♥❛❧❡"✱ ❞✐"♣♦"❡♥& ♣❛. ❛✐❧❧❡✉." ❞✬✉♥ &.♦✐"✐0♠❡ ❛.❜.❡✱ ❞✐& ✧&.❛✐♥ ✜①❡✧ ♦✉ ✧❛.❜.❡

✐♥&❡.♠4❞✐❛✐.❡✧✱ =✉✐ ♣❡.♠❡& ❞❡ ♣❛.&❛❣❡. ❧❡ .❛♣♣♦.& ❞❡ ❧❛ ❜♦%&❡ ❞❡ ✈✐&❡""❡" ❡♥ ❞❡✉①

&.❛✐♥" ❞✬❡♥❣.❡♥❛❣❡"✱ ❧✬✉♥ 4&❛♥& ✜①❡✳ ❈❡&&❡ ❞❡.♥✐0.❡ "♦❧✉&✐♦♥ ♣❡.♠❡& ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡. ❧❛

❞✐♠❡♥"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦%&❡ ❞❡ ✈✐&❡""❡"✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✹ ✕ ❙❝❤4♠❛ ❞❡ ♣.✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦%&❡ ❞❡ ✈✐&❡""❡" ❛✉&♦♠♦❜✐❧❡

❬❢.✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦.❣✴✇✐❦✐✴❇♦%&❡❴❞❡❴✈✐&❡""❡"❪

▲✬❛.❜.❡ "❡❝♦♥❞❛✐.❡ ♣♦.&❡ 4❣❛❧❡♠❡♥& ❧❡" "②♥❝❤.♦♥✐"❡✉."✱ ❞✐"♣♦"✐&✐❢" ♣❧❛❝4" "✉. ❞❡" ❜❛✲

❧❛❞❡✉." ❛❝&✐♦♥♥4" ♣❛. ❧❡" ❢♦✉.❝❤❡&&❡" ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡" ❧✐4❡" ❛✉ ❧❡✈✐❡. ❞❡ ✈✐&❡""❡" ✭❜♦%&❡

♠❛♥✉❡❧❧❡✮ ♦✉ , ✉♥ ✧.♦❜♦&✧ ✭❜♦%&❡ .♦❜♦&✐"4❡✮ ♣♦✉✈❛♥& ❝♦✉❧✐""❡. "✉. ❧❡" ❝❛♥♥❡❧✉.❡" ❞❡

❧✬❛.❜.❡✳ ▲❡ "②♥❝❤.♦♥✐"❡✉. ✭✈♦✐. ❧❛ ✜❣✉.❡ ✶✳✸✺✮ ♣❡.♠❡& ❞❡ .❛♠❡♥❡. ❧✬❛.❜.❡ "❡❝♦♥❞❛✐.❡

❡& ❧❡ ♣✐❣♥♦♥ ❢♦✉ "4❧❡❝&✐♦♥♥4 , ❧❛ ♠S♠❡ ✈✐&❡""❡ ❛♥❣✉❧❛✐.❡ ♣♦✉. 4✈✐&❡. ❧❡" ❝.❛=✉❡♠❡♥&"

❡& ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧✐&❡. ❧❡ ♣❛""❛❣❡ ❞❡" .❛♣♣♦.&"✳

❊♥ ❡✛❡&✱ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥& ❞❡ ✈✐&❡""❡"✱ ❧❛ ✈✐&❡""❡ .❡❧❛&✐✈❡ ❡♥&.❡ ❧✬❛.❜.❡ "❡❝♦♥❞❛✐.❡

❡& ❧❡ ♣✐❣♥♦♥ ❢♦✉ "4❧❡❝&✐♦♥♥4 ♥✬❡"& ♣❛" ♥✉❧❧❡✱ ❝❡ =✉✐ ♣.♦✈♦=✉❡ ❞❡" ❝.❛=✉❡♠❡♥&"✳ ❊♥

♠❡&&❛♥& ❡♥ ❝♦♥&❛❝& ❞❡" "✉.❢❛❝❡" ❞❡ ❢.♦&&❡♠❡♥&" ❧✐4❡" ❞✬✉♥❡ ♣❛.& ❛✉ "②♥❝❤.♦♥✐"❡✉. ❡&

❞✬❛✉&.❡ ♣❛.& ❛✉ ♣✐❣♥♦♥ ❢♦✉✱ ❧❡ "②♥❝❤.♦♥✐"❡✉. ❛♥♥✉❧❡ ❝❡&&❡ ✈✐&❡""❡ .❡❧❛&✐✈❡ ❡& ❛""✉.❡

✉♥ ♣❛""❛❣❡ ❞✉ .❛♣♣♦.& "❛♥" ❡✛♦.& ♥✐ ❜.✉✐&✳

❉❛♥" ❬❑✉❧❦❛.♥✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❧❡ "②♥❝❤.♦♥✐"❡✉. ❡"& ♠♦❞4❧✐"4 ❝♦♠♠❡ ✉♥ 4❧4♠❡♥&

❞❡ ❢.✐❝&✐♦♥ "✐♠♣❧❡✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ "②♥❝❤.♦♥✐"❛&✐♦♥ ❡"& ♣.♦♣♦.&✐♦♥♥❡❧ , ❧❛ ❢♦.❝❡ ❞❡

❢.♦&&❡♠❡♥& ❝♦♠♠❡ "✉✐& ✿

Tsync = f(F, µ, ωsync) ✭✶✳✶✼✮

♦[ Tsync ❡"& ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ "②♥❝❤.♦♥✐"❛&✐♦♥✱ F ❡"& ❧❛ ❢♦.❝❡ ♥♦.♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐=✉4❡ "✉. ❧❛

"✉.❢❛❝❡ ❞❡ ❢.✐❝&✐♦♥✱ µ ❡"& ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❞❡ ❢.✐❝&✐♦♥ ❡♥&.❡ ❧❛ "②♥❝❤.♦♥✐"❛&✐♦♥ ❡& ❧❡ ♣✐❣♥♦♥
❢♦✉✳ ωsync ❡"& ❧❛ ❞✐✛4.❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐&❡""❡" ❡♥&.❡ ❧❡" ❞❡✉① "✉.❢❛❝❡" ❞❡ ❢.♦&&❡♠❡♥&" ❧✐4❡"

❞✬✉♥❡ ♣❛.& ❛✉ "②♥❝❤.♦♥✐"❡✉. ❡& ❞✬❛✉&.❡ ♣❛.& ❛✉ ♣✐❣♥♦♥ ❢♦✉✳ ❈❡ ♠♦❞0❧❡ ♥❡ ❝♦♥❝❡.♥❡

=✉❡ ❧❛ ♣❤❛"❡ ❞❡ "②♥❝❤.♦♥✐"❛&✐♦♥✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✺ ✕ ❆&❝❤✐*❡❝*✉&❡ ❞✬✉♥ 0②♥❝❤&♦♥✐0❡✉& ❬❲❛❧❦❡& ❡* ❩❤❛♥❣✱ ✷✵✶✷❜❪

❉❛♥0 ❧❡0 *&❛✈❛✉① ❬❲❛❧❦❡& ❡* ❩❤❛♥❣✱ ✷✵✶✷❜❪✱ ❬❲❛❧❦❡& ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ ❬❲❛❧❦❡& ❡*

❩❤❛♥❣✱ ✷✵✶✷❛❪✱ ❧❡0 ❛✉*❡✉&0 ♦♥* ♣&♦♣♦0C ✉♥ ♠♦❞E❧❡ ❞②♥❛♠✐F✉❡ ❞❡ 0②♥❝❤&♦♥✐0❡✉& ♣&❡✲

♥❛♥* ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❧❡ ❥❡✉ ❛①✐❛❧ ❡* ❧❛ ❢&✐❝*✐♦♥ 0*❛*✐F✉❡✳

Tsync =















γωsync, xs < xs0, ωsync 6= 0 ❀
µcFR

sinα
, xs ≥ xs0, ωsync 6= 0 ❀

Text, xs ≥ xs0, ωsync = 0, Text ≤ Tcs ❀

µsFR

sinα
, xs ≥ xs0, ωsync = 0, Text > Tcs✳

✭✶✳✶✽✮

♦N γ ❡0* ✉♥❡ ❝♦♥0*❛♥*❡ ❧✐C❡ O ❧✬❛&❝❤✐*❡❝*✉&❡ ❞✉ 0②♥❝❤&♦♥✐0❡✉&✱ xs ❡0* ❧❡ ❞C♣❧❛❝❡♠❡♥*

❛①✐❛❧ ❞✉ 0②♥❝❤&♦♥✐0❡✉&✱ xs0 ❡0* ❧❡ ❥❡✉ ❛①✐❛❧✱ R ❡0* ❧❡ &❛②♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❢&✐❝*✐♦♥ ❞✉

0②♥❝❤&♦♥✐0❡✉&✱ F ❡0* ❧❛ ❢♦&❝❡ ❛①✐❛❧❡✱ α ❡0* ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✉ ❝P♥❡ ❢♦&♠C ♣❛& ❧❛ 0✉&❢❛❝❡ ❞❡

❢&♦**❡♠❡♥*✱ Text ❡0* ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡①*C&✐❡✉&✱ ❡* Tcs ❡0* ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢&✐❝*✐♦♥ 0*❛*✐F✉❡✳

✶✳✾ ➱$❛$ ❞❡ ❧✬❛*$ +✉* ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❣*♦✉♣❡ ♠♦$♦✲

♣*♦♣✉❧+❡✉*

▲❡0 ♣&♦❜❧E♠❡0 ❧✐C0 O ❧❛ ❇❱❘ ❡* ❧❛ ❉❈❚ ❞✐0❝✉*C0 ❞❛♥0 ❧❛ ❧✐**C&❛*✉&❡ 0♦♥* ❧❛ ❣❡0*✐♦♥

❞❡ ❧✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ✭0✐♠♣❧❡ ♦✉ ❞♦✉❜❧❡✮ ❡♥ ♣❤❛0❡ ❞❡ ❞C❝♦❧❧❛❣❡✱ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈✐*❡00❡0

♦✉ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐*❡ O ❜❛00❡ ✈✐*❡00❡✱ ❛✐♥0✐ F✉❡ ❧❛ 0*&❛*C❣✐❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈✐*❡00❡0✳

▲❡0 ❜✉*0 0♦♥* ❞✬❛00✉&❡& ❧❡ ❝♦♥❢♦&* ❞❡ ❝♦♥❞✉✐*❡ ✕ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉*✐♦♥ ❞❡0 ❥❡&❦0 ❞✉

✈C❤✐❝✉❧❡ ❧♦&0 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈✐*❡00❡0 ❡* ❞✉ ❞C❝♦❧❧❛❣❡ ✕✱ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡& ❧❛ ❝♦♥0♦♠✲

♠❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❛&❜✉&❛♥* ❡* ❧✬C♠✐00✐♦♥ ❞❡ CO2 ❡* ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡& ❧❡ *❡♠♣0 ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥*

❞❡ ✈✐*❡00❡0✳ ■❧ ❡0* O ♥♦*❡& F✉❡ ❝❡&*❛✐♥0 ❞❡ ❝❡0 ♦❜❥❡❝*✐❢0 0♦♥* ❝♦♥*&❛❞✐❝*♦✐&❡0 ❝♦♠♠❡

♠✐♥✐♠✐0❡& ❧✬C♥❡&❣✐❡ ❞❡ ❣❧✐00❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬❡♠❜&❛②❛❣❡ *♦✉* ❡♥ ♣&C0❡&✈❛♥* ❧❡ ❝♦♥❢♦&* ❞❡

❝♦♥❞✉✐*❡✳

X♦✉& &C♣♦♥❞&❡ O ❝❡0 ❜✉*0✱ ❞❡ ♥♦♠❜&❡✉0❡0 ❛♣♣&♦❝❤❡0 ❞✐✛C&❡♥*❡0 ♦♥* C*C ♣&♦♣♦0C❡0

❞❛♥0 ❧❛ ❧✐**C&❛*✉&❡ 0✉& ❧❛ ❣❡0*✐♦♥ ❞✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ♣♦✉& ❧❡0 ❇❱❘0 *❡❧❧❡0 F✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♦♣*✐♠❛❧❡ ❬❉♦❧❝✐♥✐✱ ✷✵✵✻❪✱ ❬❉♦❧❝✐♥✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❬❲✉ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ❬●❛&♦❢❛❧♦ ❡! ❛❧✳✱
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✷✵✵✷❪✱ ❬▲✉❝❡♥*❡ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❜❪✱ ❬❱❛♥ ❉❡0 ❍❡✐❥❞❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛89❡ 8✉0

❧❛ ♣❧❛*✐*✉❞❡ ❬❍♦0♥❛ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣09❞✐❝*✐✈❡ ✭▼?❈ ✲ ▼♦❞❡ ?0❡❞✐❝*✐✈❡

❈♦♥*0♦❧✮ ❬❉♦❧❝✐♥✐✱ ✷✵✵✻❪✱ ❬❱❛♥ ❉❡0 ❍❡✐❥❞❡♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❬❆♠❛0✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛0 ♠♦❞❡8 ❣❧✐88❛♥*8 ❬❑✐♠ ❡* ❈❤♦✐✱ ✷✵✶✵❪ ❡*✱ ♣♦✉0 ❧❡8 ❉❈❚8✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♣❛0 ?■❉ ❬◆✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ❧❛ ❧♦❣✐N✉❡ ❞❡8 ❝❤❛♥❣❡♠❡♥*8 ❞❡ ✈✐*❡88❡8 ❬❑✉❧❦❛0♥✐ ❡! ❛❧✳✱

✷✵✵✼❪✱ ❬●♦❡*③ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❉❛♥8 ❧❛ ♣❧✉♣❛0* ❞❡8 *0❛✈❛✉①✱ ❧❡8 ❧♦✐8 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ 8♦♥*

❞9✈❡❧♦♣♣9❡8 8✉0 ❧❛ ❜❛8❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞V❧❡ ❧✐♥9❛✐0❡ ❞✉ ●▼?✱ ❧✬❡♠❜0❛②❛❣❡ ❡8* ♠♦❞9❧✐89 ♣❛0

✉♥ 8✐♠♣❧❡ ♠♦❞V❧❡ ❞❡ ❢0✐❝*✐♦♥ ❞❡❈♦✉❧♦♠❜✱ ✈♦✐0❡ ♥9❣❧✐❣9 ✿ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜0❛②❛❣❡

9*❛♥* ❛❧♦08 ❝♦♥8✐❞909 ❝♦♠♠❡ ✈❛0✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❉❛♥8 ❬❉♦❧❝✐♥✐✱ ✷✵✵✻❪✱ ❡♥ 8❡ ❜❛8❛♥* 8✉0 ✉♥ ♠♦❞V❧❡ ❧✐♥9❛✐0❡ 8✐♠♣❧✐✜9 [ *0♦✐8 ❞❡❣098

❞❡ ❧✐❜❡0*9 ❞✬✉♥❡ ❇❱❘ ✭❝❢✳ ✜❣✉0❡ ✶✳✸✻✮✱ ❧✬❛✉*❡✉0 ❛ ❝♦♠♠❡♥❝9 ♣❛0 ✉*✐❧✐8❡0 ✉♥ 09❣✉✲

❧❛*❡✉0 ?■ ❛✜♥ ❞✬❛✐❞❡0 [ ❧❛ 8②♥❝❤0♦♥✐8❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜0❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛8❡ ❞❡ ❞9❝♦❧❧❛❣❡✳

▲❛ ❢♦0❝❡ ♥♦0♠❛❧❡ ❡8* ❝♦♥8✐❞909❡ ❝♦♠♠❡ ✈❛0✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❈❡**❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

09❞✉✐* ❧✬❛♠♣❧❡✉0 ❞❡8 ❥❡0❦8 ❣9♥9098 ♣❛0 ❧❡ 8❛❧✉*✳ ▼❛✐8✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❛0✈✐❡♥* ♣❛8 [ ❧❡8 9❧✐✲

♠✐♥❡0 ❝♦♠♣❧V*❡♠❡♥* ❧❛✐88❛♥* ❞❡8 ♦8❝✐❧❧❛*✐♦♥8 098✐❞✉❡❧❧❡8 8✉0 ❧❛ ❝❤❛^♥❡ ❝✐♥9♠❛*✐N✉❡
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❞✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ✕ ❝♦❧❧6 ♦✉ ❣❧✐##6 ✕ ❡) ❡♥ ♥6❣❧✐❣❡❛♥) ❧❡# ❢♦4❝❡# ❞❡ 46#✐#)❛♥❝❡✳ ❉❛♥# ❬❆♠❛4✐

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❧❡# ❛✉)❡✉4# ♦♥) ♣4♦♣♦#6 ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❇❱❘

❡♥ ♣❤❛#❡ ❞❡ ❞6❝♦❧❧❛❣❡✱ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥) ❞❡ ✈✐)❡##❡# ❡) ❡♥ ♠♦❞❡ ❞❡ 4❛❧❡♥)✐✳ ▲❛ ❢♦♥❝)✐♦♥

❞❡ ❝♦]) ♣4❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣)❡ ❧✬❡44❡✉4 ❞❡ #✉✐✈✐ ❞❡ )4❛❥❡❝)♦✐4❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐)❡##❡ ❞✉ ♠♦)❡✉4 ❡) ❞❡

)4❛❥❡❝)♦✐4❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐)❡##❡ ❞❡ ❣❧✐##❡♠❡♥) ❞❡ ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ♠♦)❡✉4 ❞6#✐46 ♣❛4
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❧❡ ❝♦♥❞✉❝'❡✉( ❡' ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ (*+✐+'❛♥❝❡ ❞✉ ✈*❤✐❝✉❧❡ ♥*❝❡++❛✐(❡+ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ +♦♥' ❡+'✐♠*+ 1 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦❜+❡(✈❛'❡✉(✳ ▲❡+ ❧♦✐+ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣(❡♥♥❡♥' ❡♥

❝♦♠♣'❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♠♦'❡✉( ❡' ❧❛ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❞❡ ♥♦✲❧✉%❝❤✳ ▲❡ '❡♠♣+

❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥' ❞❡ ❧✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ❞❛♥+ +❡+ +✐♠✉❧❛'✐♦♥+ ❡+' '(♦♣ ❧♦♥❣ ✿ ❡♥✈✐(♦♥ 5 +❡❝♦♥❞❡+

♣♦✉( ✉♥ ❞*❝♦❧❧❛❣❡ ❡' 2.5 +❡❝♦♥❞❡+ ♣♦✉( ✉♥ ♣❛++❛❣❡ ❞❡ (❛♣♣♦('✳

❈♦♥❝❡(♥❛♥' ❧❛ ❣❡+'✐♦♥ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜(❛②❛❣❡✱ ❞❛♥+ ❬◆✐ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ❧❡+ ❛✉'❡✉(+

♦♥' ❞*✈❡❧♦♣♣* ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜(❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛+❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥'

❞❡ ✈✐'❡++❡+ ❜❛+*❡ +✉( ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ A■❉ ❛✜♥ ❞❡ +✉✐✈(❡ ❧❡+ '(❛❥❡❝'♦✐(❡+ ❞❡ (*❢*(❡♥❝❡

♣♦✉( ❧❛ ✈✐'❡++❡ ❞✉ ♠♦'❡✉( ❡' ❧❛ ✈✐'❡++❡ ❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥' ❞❡ ❧✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣

✶

✳ ▲❡

❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣

✷

❡+'✐♠* ❡+' ✉♥ +✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥'(*❡ ♣♦✉( ❧❡ ❝♦♥'(G❧❡✉(✳

▲❡+ ✈❛(✐❛❜❧❡+ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ +♦♥' ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦'❡✉( ❡' ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜(❛②❛❣❡

♦♥✲❝♦♠✐♥❣✳ ▲❛ ❢♦(❝❡ ♥♦(♠❛❧❡ ❡+' ❡+'✐♠*❡ 1 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛('♦❣(❛♣❤✐❡✳

❉❡+ ❛❧❣♦(✐'❤♠❡+ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉( ❧❡+ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥'+ ❞❡ ✈✐'❡++❡+ +♦♥' ♣(*+❡♥'*+

❞❛♥+ ❬●♦❡'③ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❖♥ ♥❡ ♣(*+❡♥'❡ ✐❝✐ L✉❡ ❧❡ ❝❛+ ❞✬✉♥ ♣❛++❛❣❡ ❞✬✉♥ (❛♣♣♦(' +✉✲

♣*(✐❡✉(✳ ❉❛♥+ ✉♥❡ ♣(❡♠✐N(❡ *'❛♣❡✱ ❧❛ ♣(❡++✐♦♥ ❤②❞(❛✉❧✐L✉❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣

❡+' (*❞✉✐'❡ '❛♥❞✐+ L✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡+' ♣(*✲(❡♠♣❧✐❡ ✭✈♦✐( ❧❛ ✜❣✉(❡

✶✳✸✽✮✳ ▲♦(+L✉❡ ❧✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥❝❡ 1 ❣❧✐++❡(✱ ✉♥ (*❣✉❧❛'❡✉( ♠❛✐♥'✐❡♥'

✉♥❡ ♣❡'✐'❡ ✈❛❧❡✉( ❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥' ❞❡ ❧✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣✳ ▲❛ ♣(❡++✐♦♥ ❤②❞(❛✉❧✐L✉❡

❞✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❛✉❣♠❡♥'❡ (❛♣✐❞❡♠❡♥'✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉'(❡ ❡♠❜(❛②❛❣❡ ❞✐♠✐♥✉❡✳

❆✉ ♠♦♠❡♥' ♦U ❧❛ ♣(❡++✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❡+' ❞❡✈❡♥✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ❧❡ (*❣✉❧❛'❡✉(

❞✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❡+' ❞*+❛❝'✐✈* ❡' ❧❡ (*❣✉❧❛'❡✉( ❞✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡+' ❛❝✲

'✐✈*✳ ❈❡' ❛❧❣♦(✐'❤♠❡ ❛++✉(❡ L✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ♥✬❡+' ♣❛+ ♥*❣❛'✐❢

✭❝♦♠♠❡ ❧✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ✉♥✐❞✐(❡❝'✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥+ ❧❛ ❜♦V'❡ ❛✉'♦♠❛'✐L✉❡✮✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✽ ✕ ❆❧❣♦(✐'❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉( ❧❡+ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥'+ ❞❡ ✈✐'❡++❡+ +✉♣*✲

(✐❡✉(❡+ ❬●♦❡'③ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪

▲❡+ ❛✉'❡✉(+ ♣(*+❡♥'❡♥' ❞❛♥+ ❧❡ ♠X♠❡ ❛('✐❝❧❡ ❞❡+ ❛❧❣♦(✐'❤♠❡+ ♣♦✉( ❧❡ ❝❛+ ❞✬✉♥ ♣❛++❛❣❡

❞✬✉♥ (❛♣♣♦(' ✐♥❢*(✐❡✉( ♦✉ ♣♦✉( ❧❡+ +❛✉'+ ❞❡ (❛♣♣♦('✳

✶✳ ▲✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡+, ❝❡❧✉✐ ❧✐1 ❛✉ '❛♣♣♦', ♣'1✲+1❧❡❝,✐♦♥♥1✳

✷✳ ▲✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❡+, ❝❡❧✉✐ ❧✐1 ❛✉ '❛♣♣♦', ❛❝,✉❡❧✳
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❈❱❚✳ ❉❛♥# ❧❡ ●▼C✱ ❧❛ ❣❡#)✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜*❛②❛❣❡ ❡) ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦E)❡ ❞❡ ✈✐)❡##❡# #♦♥)
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❞❡ ✈✐)❡##❡#✳ ▲❡ ❝♦♥❢♦*) ❞❡ ❝♦♥❞✉✐)❡ ♥✬❡#) ❞♦♥❝ ♣❛# ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♠0❧✐♦*0✳ ▲❛ ❉❈❚ ❡#)

♣*♦♣♦#0❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠0❧✐♦*❡* ❝❡) ✐♥❝♦♥✈0♥✐❡♥) ❡) ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡* ❧❡ )❡♠♣# ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥) ❞❡

✈✐)❡##❡#✳ ▲❡# ❛✈❛♥)❛❣❡# ❡) ❧❡# ✐♥❝♦♥✈0♥✐❡♥)# ❞❡# )②♣❡# ❞❡ )*❛♥#♠✐##✐♦♥ #♦♥) *0#✉♠0#

❞❛♥# ❧❛ )❛❜❧❡ ✶✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛*❛✐#♦♥ ❞❡# ❜♦E)❡# ❞❡ ✈✐)❡##❡#

❈*✐)P*❡ ❇❱▼ ❇❱❆ ❈❱❚ ❇❱❘ ❉❈❚

▼❛♥✐❛❜✐❧✐)0 ✲ ✰ ✰ ✰ ✰

❋✐❛❜✐❧✐)0 ✰ ✰ ✲ ✰ ✰

❊✣❝❛❝✐)0 ✰ ✲ ✰ ✰ ✰

❈♦♥#♦♠♠❛)✐♦♥ ❞✬❡##❡♥❝❡ ✰ ✲ ✰ ✰ ✰

❈♦♥❢♦*) ❞❡ ❝♦♥❞✉✐)❡ ✲ ✰✰ ✰✰ ✰ ✰✰

❙)*✉❝)✉*❡ ♠0❝❛♥✐F✉❡ ✰✰ ✲ ✲ ✰✰ ✰

❙②#)P♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✰ ✲ ✲ ✲ ✲

▲❛ ✜❣✉*❡ ✶✳✸✾ ♠♦♥)*❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛*❛✐#♦♥ ❞❡# )❡♠♣# ❞✬❛❝❝0❧0*❛)✐♦♥ ❞❡ 0 H 100 km/h
❡) ❞❡ ❝♦♥#♦♠♠❛)✐♦♥ ▼❊❱●

✸

❛✈❡❝ ❧❛ ❇❱▼✳ ▲❛ ❉❈❚ ♣❡✉) *0❞✉✐*❡ ❧❛ ❝♦♥#♦♠♠❛✲

)✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐*♦♥ 2% ♣❛* *❛♣♣♦*) H ❧❛ ❇❱▼✱ ❞✬❡♥✈✐*♦♥ 4% ♣❛* *❛♣♣♦*) H ❧❛ ❇❱❆✱ ❡)

❞✬❡♥✈✐*♦♥ 3, 5% ♣❛* *❛♣♣♦*) H ❧❛ ❈❱❚✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡# )❡♠♣# ❞✬❛❝❝0❧0*❛)✐♦♥ ❞❡ 0
H 100 km/h✱ ❧❡# )*♦✐# )②♣❡# ❞❡ ❜♦E)❡# ❞❡ ✈✐)❡##❡# ❛✉)♦♠❛)✐F✉❡# ❉❈❚✱ ❇❱❆ ❡) ❈❱❚
♦♥) ❛ ♣❡✉ ♣*P# ❧❡ ♠I♠❡ #❝♦*❡ ❡) ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡#) ❞✐♠✐♥✉0 ❞✬❡♥✈✐*♦♥ 5% ♣❛* *❛♣♣♦*) H ❧❛

❇❱▼✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬0❝♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐)❡ ❡) ❞✬❛❝❝0❧0*❛)✐♦♥✱ ❧❛ ❇❱❘ ♥✬❛ ♣❛# ❜❡❛✉✲

❝♦✉♣ ❞✬❛✈❛♥)❛❣❡ ♣❛* *❛♣♣♦*) H ❧❛ ❇❱▼✱ ♠❛✐# ❡❧❧❡ ❛♠0❧✐♦*❡ ❧❡ ❝♦♥❢♦*) ❞❡ ❝♦♥❞✉✐)❡ ❡)

❧❛ ❢❛❝✐❧✐)0 ❞❡ ❝♦♥❞✉✐)❡✳

▲❛ ✜❣✉*❡ ✶✳✹✵ ♠♦♥)*❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛*❛✐#♦♥ ❞❡# ❞✐✛0*❡♥)❡# )*❛♥#♠✐##✐♦♥# ❛✉① ♥✐✈❡❛✉①

❝♦♥#♦♠♠❛)✐♦♥ ❡) ❞②♥❛♠✐F✉❡ ❞❡ ❞0❝♦❧❧❛❣❡ ❡♥ ✐♥❞✐F✉❛♥) ❧❡ ❞✐#)❛♥❝❡ ♣❛*❝♦✉*✉❡ 4 #❡✲
❝♦♥❞❡# ❛♣*P# ❧❡ ❞0❝♦❧❧❛❣❡✳ ■❝✐ ❛✉##✐✱ ❧❡# ❛✈❛♥)❛❣❡# ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ #♦♥) ❜✐❡♥ ♠✐# ❡♥ 0✈✐✲

❞❡♥❝❡ ✿ ❧❛ ❉❈❚ ❡#) ❞❛♥# ❧❛ *0❣✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉# 0❝♦♥♦♠✐F✉❡ ❡) ❧❛ ♣❧✉# ❞②♥❛♠✐F✉❡✳

▲❛ ❝♦♠♣❛*❛✐#♦♥ ❡♥)*❡ ❧❡# )②♣❡# ❞❡ )*❛♥#♠✐##✐♦♥ ♣*0#❡♥)0❡ ❞❛♥# ❬▲❡✇✐♥✱ ✷✵✶✵❪✭❝❢✳

✜❣✉*❡ ✶✳✹✶✮ ♠♦♥)*❡ ❝❧❛✐*❡♠❡♥) ❧❡# ❛✈❛♥)❛❣❡# ❞❡ ❧❛ ❉❈❚ ✿ 0❝♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ❝♦♥#♦♠♠❛)✐♦♥✱

✸✳ ❈②❝❧❡ ♦✣❝✐❡❧ ❡✉+♦♣-❡♥ ❞❡0 -♠✐00✐♦♥0 ❞❡0 ✈-❤✐❝✉❧❡0 ♠♦4♦+✐0-0✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✾ ✕ ❈♦♠♣❛*❛✐,♦♥ ❞❡, 0②♣❡, ❞❡ 0*❛♥,♠✐,,✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦♥,♦♠♠❛0✐♦♥ ❡0 ❧❡ 0❡♠♣,

❞✬❛❝❝6❧6*❛0✐♦♥ 0 ✕ 100 km/h ❬✇✇✇✳❞❝0❢❛❝0,✳❝♦♠❪

❋✐❣✉$❡ ✶✳✹✵ ✕ ❈♦♠♣❛*❛✐,♦♥ ❞❡, 0②♣❡, ❞❡ 0*❛♥,♠✐,,✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦♥,♦♠♠❛0✐♦♥ ❡0 ❧❛

❞✐,0❛♥❝❡ ♣❛*❝♦✉*✉❡ 4 ,❡❝♦♥❞❡, ❛♣*>, ❧❡ ❞6❝♦❧❧❛❣❡ ❬✇✇✇✳❞❝0❢❛❝0,✳❝♦♠❪

*6❞✉❝0✐♦♥ ❞✬6♠✐,,✐♦♥, CO2✱ ❞✐♠✐♥✉0✐♦♥ ❞✉ 0❡♠♣, ❞❡ ♣❛,,❛❣❡ ❞❡ *❛♣♣♦*0✱ ❡0 ❝♦A0 ♣❧✉,

❢❛✐❜❧❡ ♣❛* *❛♣♣♦*0 C ❧❛ ❈❱❚ ♦✉ ❧❛ ❇❱❆✳

■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❞❡ ♥♦♠❜*❡✉① ❛✈❛♥0❛❣❡, C ❧❛ ❉❈❚✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥0✱ ❧❛ ❣❡,0✐♦♥ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡

❡♠❜*❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛,❡, ❞❡ ❞6❝♦❧❧❛❣❡ ❡0 ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥0 ❞❡ ✈✐0❡,,❡, ❡,0 ✉♥ ♣♦✐♥0 ❝❧6

♣♦✉* ❧❡ ❝♦♥❢♦*0 ❞❡ ❝♦♥❞✉✐0❡ ❡0 ❧❛ *❛♣✐❞✐06 ❞❡, ❝❤❛♥❣❡♠❡♥0, ❞❡ ✈✐0❡,,❡,✳ ■❧ ❛♣♣❛*❛M0 ❡♥

,②♥0❤>,❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐0*❡ N✉❡ ❧❡, ❧♦✐, ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞6✈❡❧♦♣♣6❡, ,♦♥0 ❧❡ ♣❧✉, ,♦✉✈❡♥0

❜❛,6❡, ,✉* ❞❡, ♠♦❞>❧❡, ❧✐♥6❛✐*❡, ♦❜0❡♥✉, ❡♥ ,✐♠♣❧✐✜❛♥0 ❧❡ ♠♦❞>❧❡ ❞✬❡♠❜*❛②❛❣❡ ✭❡♥

✉0✐❧✐,❛♥0 ❧❡ ♠♦❞>❧❡ ❞❡ ❢*✐❝0✐♦♥ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✮ ❡0 ❡♥ ♥6❣❧✐❣❡❛♥0 ❧❡, ❢♦*❝❡, *6,✐,0❛♥0❡, ❞✉

✈6❤✐❝✉❧❡✱ ❡'❝✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥0✱ ❝❡*0❛✐♥, ♣❛*❛♠>0*❡, ❞✉ ♠♦❞>❧❡ ❞②♥❛♠✐N✉❡ ❞✉ ●▼T ✈❛*✐❡♥0

❞❡ ❢❛U♦♥ ✐♠♣♦*0❛♥0❡ ♦✉ ,♦♥0 ❞✐✣❝✐❧❡, C ✐❞❡♥0✐✜❡* ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛,,❡ ❞✉ ✈6❤✐❝✉❧❡✱ ❧❡,

❢♦*❝❡, *6,✐,0❛♥0❡, ❞✉ ✈6❤✐❝✉❧❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥0 ❞❡ ❢*✐❝0✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜*❛②❛❣❡✳ ■❧ ❡,0 ❞♦♥❝
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✹✶ ✕ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ❞❡+ /②♣❡+ ❞❡ /)❛♥+♠✐++✐♦♥+ +②+/1♠❡ ❬▲❡✇✐♥✱ ✷✵✶✵❪

✐♠♣♦)/❛♥/ ❞❡ +❡ ♣♦+❡) ❧❛ :✉❡+/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ )♦❜✉+/❡++❡ ❞❡ ❝❡+ ❧♦✐+ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

>♦✉) ❛♠?❧✐♦)❡) ❧❡+ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡+ ❞❡+ ❧♦✐+ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ✐❧ +❡♠❜❧❡ ♥❛/✉)❡❧ ❞✬✉/✐❧✐+❡)

❞❡+ ♠♦❞1❧❡+ ♣❡)♠❡//❛♥/ ❞❡ ❝❛)❛❝/?)✐+❡) ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡ ❝♦♠♣♦)/❡♠❡♥/ ❞②♥❛♠✐:✉❡ ❞✉

●▼> ❡/ ♣❛)/✐❝✉❧✐1)❡♠❡♥/ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡ :✉✐ ❞?❝✐❞❡ ❞✉ ❝♦♥❢♦)/ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐/❡✳

❆✉ ✈✉ ❞❡+ ❛✈❛♥❝?❡+ )?❝❡♥/❡+ ❞❡+ +②♥/❤1+❡+ ❞❡ ❧♦✐+ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥?❛✐)❡+✱ ✐❧

+❡♠❜❧❡ ♣)♦♠❡//❡✉) ❞❡ /❡♥/❡) ❧❡✉)+ ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥+ +✉) ❝❡ /②♣❡ ❞❡ ♠♦❞1❧❡+✳ ▲❛ +✉✐/❡ ❞❡

❝❡ ♠?♠♦✐)❡ ❡+/ ❝♦♥+❛❝)?❡ I ❞❡+ ♠✐+❡+ ❡♥ ♦❡✉✈)❡ ❛❧❧❛♥/ ❞❛♥+ ❝❡ +❡♥+✳ ❉❡+ ♠♦❞1❧❡+ ♥♦♥

❧✐♥?❛✐)❡+ ❞✉ ❣)♦✉♣❡ ♠♦/♦♣)♦♣✉❧+❡✉) +♦♥/ ❞?✈❡❧♦♣♣?+✳ ❆ ♣❛)/✐) ❞❡ ❝❡+ ❞❡)♥✐❡)+✱ ❞❡+ ❧♦✐+

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❞?❝♦❧❧❛❣❡ ❡/ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡ ✈✐/❡++❡+ +♦♥/ ❞?/❡)♠✐♥?❡+✱ ♣)❡♥❛♥/

❡♥ ❝♦♠♣/❡ ❞❡+ ✐♥❝❡)/✐/✉❞❡+ ❞✉ ♠♦❞1❧❡ ❡/ ❞❡+ ♣❡)/✉)❜❛/✐♦♥+✳ ❈❡+ ❧♦✐+ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

+♦♥/ ❡♥+✉✐/❡ /❡+/?❡+ ❡♥ +✐♠✉❧❛/✐♦♥ +✉) ❧❡ ♠♦❞1❧❡ ❝♦♠♣❧❡/ ❞?✈❡❧♦♣♣?✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✷

▼♦❞,❧✐.❛%✐♦♥ ❡% .✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❞✉ ❣&♦✉♣❡

♠♦%♦♣&♦♣✉❧.❡✉& 3 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜&❛②❛❣❡

✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

▲❡ ❣#♦✉♣❡ ♠♦(♦♣#♦♣✉❧*❡✉# ❞✬✉♥ ✈/❤✐❝✉❧❡ *❡ ❝♦♠♣♦*❡ ❞✬/❧/♠❡♥(* 3✉✐ ♣❡#♠❡((❡♥(

❞❡ (#❛♥*♠❡((#❡ ❡( ❞✐*(#✐❜✉❡# ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ♣#♦✈❡♥❛♥( ❞✉ ♠♦(❡✉# ❛✉① #♦✉❡* ♠♦(#✐❝❡*✳

▲❛ ♠♦❞/❧✐*❛(✐♦♥ ❞✉ ●▼: ❡*( ❜❛*/❡ *✉# ❧❡ ❞/❝♦✉♣❛❣❡ ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡❧ *✉✐✈❛♥( ✿ ❧❡ ♠♦(❡✉#✱

❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡✱ ❧❛ (#❛♥*♠✐**✐♦♥✱ ❧❛ ❧✐❛✐*♦♥ ♣♥❡✉♠❛(✐3✉❡✲*♦❧* ❡( ❧❡ ✈/❤✐❝✉❧❡✳ ❈❤❛3✉❡ /❧/✲

♠❡♥( ❛ ✉♥ #A❧❡ ❞✐*(✐♥❝(✳ ▲❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❡*( (#❛♥*♠✐*❡ ❞❡ ❞✐✛/#❡♥(❡* ❢❛C♦♥* ✿ ♣❛# ❢#✐❝(✐♦♥

✐♥(❡#♠✐((❡♥(❡ ❛✈❡❝ ✭♦✉ *❛♥*✮ ❣❧✐**❡♠❡♥( ❞❛♥* ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡✱ ♣❛# ❢#✐❝(✐♦♥ ♣❡#♠❛♥❡♥(❡

❞❛♥* ❧❛ ❧✐❛✐*♦♥ ♣♥❡✉♠❛(✐3✉❡✲*♦❧✱ ♣❛# ❞❡* ♣✐❣♥♦♥* ❞✬❡♥❣#❡♥❛❣❡ ❞❛♥* ❧❛ ❜♦F(❡ ❞❡ ✈✐(❡**❡*

❡( ❧❡ ♣♦♥(✳ ❉❛♥* ❝❡ ❝❤❛♣✐(#❡✱ ✉♥ ♠♦❞H❧❡ ❞②♥❛♠✐3✉❡ ❞✬✉♥ ●▼: I ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡

❡*( ❞/✈❡❧♦♣♣/✳ ❉❡* #/*✉❧(❛(* ❞❡ *✐♠✉❧❛(✐♦♥* *♦♥( ❞♦♥♥/* ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐(#❡✳

✷✳✷ ❘❛♣♣❡❧ 1✉& ❧❡1 &❛✐❞❡✉&1 ❡% ♠♦♠❡♥% ❞✬✐♥❡&%✐❡ 45✉✐✲

✈❛❧❡♥%1

▲❡ ❣#♦✉♣❡ ♠♦(♦♣#♦♣✉❧*❡✉# ❡*( ❝♦♥*(✐(✉/ ❞✬✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣✐H❝❡* ❡♥ ❧✐❛✐*♦♥ ❡♥(#❡

❧❡* ♣✐❣♥♦♥*✱ ❡♥(#❡ ❧❡* *✉#❢❛❝❡* ❞❡ ❢#✐❝(✐♦♥✱ ♦✉ ❡♥❝♦#❡ ❡♥(#❡ ❧❡ #♦(♦# ❡( ❧❡ ❜K(✐✳ ❉❡✉①

(②♣❡* ❞❡ ❧✐❛✐*♦♥* *♦♥( ✉(✐❧✐*/* ❝♦✉#❛♠♠❡♥( ❞❛♥* ❧❡ ●▼: ✿ ❧❛ ❧✐❛✐*♦♥ ♣❛#❛❧❧H❧❡ ❡( ❧❛

❧✐❛✐*♦♥ */#✐❡✳

❉❛♥* ❝❡((❡ *❡❝(✐♦♥✱ ♥♦✉* #❛♣♣❡❧♦♥* ❧❡ ♣#✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞/❧✐*❛(✐♦♥ ❡(✱ ❡♥ ♣❛#(✐❝✉✲

❧✐❡#✱ ❧❡* ❝❛❧❝✉❧* ❞✬✐♥❡#(✐❡ ❡( ❞❡ #❛✐❞❡✉# /3✉✐✈❛❧❡♥(❡* ♣♦✉# ❝❤❛3✉❡ (②♣❡ ❞❡ ❧✐❛✐*♦♥*✳

✷✳✷✳✶ #$✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞/❧✐0❛1✐♦♥

▲✐❛✐#♦♥ ❡♥'(❡ ❧❡# (♦'♦(# ❛②❛♥' ❧❛ ♠,♠❡ ✈✐'❡##❡

❈❡ (②♣❡ ❞❡ ❧✐❛✐*♦♥* ✭✈♦✐# ❧❡* ✜❣✉#❡* ✷✳✶ ❡( ✷✳✷✮ ❡*( *♦✉✈❡♥( ✉(✐❧✐*/ ❞❛♥* ❧❡ ●▼:✱ ❡♥

♣❛#(✐❝✉❧✐❡# ❞❛♥* ❧❡ ❝❛* ♦N ✉♥ ❛❝❝♦✉♣❧❡♠❡♥( ❡♥(#❡ ❞❡✉① /❧/♠❡♥(* ❞♦✐( O(#❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥(

❞/♠♦♥(❛❜❧❡✳ ❉❡* ❡①❡♠♣❧❡* ❞❡ ❧✐❛✐*♦♥* ❞❡ ❝❡ (②♣❡ *♦♥( ✿ ❧❛ ❧✐❛✐*♦♥ ❡♥(#❡ ❧❡ ❞✐*3✉❡

❞✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡( ❧✬❛#❜#❡ ❞✬❡♥(#/❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦F(❡ ❞❡ ✈✐(❡**❡* ❀ ❧❛ ❧✐❛✐*♦♥ ❡♥(#❡ ❧❡ *②♥❝❤#♦♥✐✲

*❡✉# ❡( *♦♥ ❛#❜#❡ ❀ ❧❛ ❧✐❛✐*♦♥ ❡♥(#❡ ❧❡ ♣✐❣♥♦♥ ♣❧❛♥/(❛✐#❡ ❞❡ ❞✐✛/#❡♥(✐❡❧ ❡( ❧❡ ❞❡♠✐✲❛#❜#❡

✹✶



❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ▼❖❉➱▲■❙❆❚■❖◆ ❊❚ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❉❯ ●❘❖❯#❊

▼❖❚❖#❘❖#❯▲❙❊❯❘ ➚ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

❞❡ "♦$%✐❡ ' ❧❛ $♦✉❡ ♠♦%$✐❝❡ ❀ ❧❛ ❧✐❛✐"♦♥ ❡♥%$❡ ❞❡✉① ❛$❜$❡" ❞❡ %$❛♥"♠✐""✐♦♥✱ ❡!❝✳ ❈❡ %②♣❡

❞❡ ❧✐❛✐"♦♥" ❡"% "♦✉✈❡♥% $7❛❧✐"7 ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❛♥♥❡❧✉$❡" ❛①✐❛❧❡"✳

✭❛✮ ❙❝❤&♠❛ ✭❜✮ ▼♦❞,❧❡ ❞②♥❛♠✐2✉❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶ ✕ ▲✐❛✐"♦♥ ❡♥%$❡ ❞❡✉① ❛$❜$❡" ❛②❛♥% ❧❛ ♠<♠❡ ✈✐%❡""❡ ✿ K1✱ K2 "♦♥% ✱

$❡"♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✱ ❧❡" $❛✐❞❡✉$" ❞❡ ❧✬❛$❜$❡ ❝❛♥♥❡❧7 ❡% ❞✉ ♠♦②❡✉ ❀ I1✱ I2 "♦♥% ❧❡" ✐♥❡$%✐❡"
❞❡ ❧✬❛$❜$❡ ❝❛♥♥❡❧7 ❡% ❞✉ ♠♦②❡✉

✭❛✮ ❙❝❤&♠❛ ✭❜✮ ▼♦❞,❧❡ ❞②♥❛♠✐2✉❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ▲✐❛✐"♦♥ ❡♥%$❡ ✉♥ ♣✐❣♥♦♥ ❡% ✉♥ ❛$❜$❡ ✿ K ❡"% ❧❛ $❛✐❞❡✉$ ❞❡ ❧✬❛$❜$❡ ❀ I1✱
I2 "♦♥%✱ $❡"♣❡❝%✐✈❡♠❡♥%✱ ❧❡" ✐♥❡$%✐❡" ❞✉ ♣✐❣♥♦♥ ❡% ❞❡ ❧✬❛$❜$❡

▲✐❛✐#♦♥ ❡♥'(❡ ❧❡# (♦'♦(# ❛②❛♥' ❞❡# ✈✐'❡##❡# ❞✐✛.(❡♥'❡#

❈❡ %②♣❡ ❞❡ ❧✐❛✐"♦♥" "❡ $❡♥❝♦♥%$❡♥% ❛✉""✐ ❞❛♥" ❧❡" ●▼B"✱ ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥% ❞❛♥" ❧❛

❜♦C%❡ ❞❡ ✈✐%❡""❡" ❡% ❧❡ ♣♦♥%✳ ▲❛ ✜❣✉$❡ ✷✳✸ ♠♦♥%$❡ ✉♥❡ ❧✐❛✐"♦♥ ♣❛$ ❡♥❣$❡♥❛❣❡" ❡♥%$❡

❞❡✉① ❛$❜$❡" ✳ ▲❡" ♣✐❣♥♦♥" "♦♥% $❡♠♣❧❛❝7" ♣❛$ ✉♥ ❞✐"F✉❡ ❞✬✐♥❡$%✐❡✱ "❛ $✐❣✐❞✐%7 ❡♥

%♦$"✐♦♥ 7%❛♥% %$G" ❣$❛♥❞❡ ♣❛$ $❛♣♣♦$% ' ❝❡❧❧❡ ❞❡" ❛$❜$❡"✳ ❊♥ "✉♣♣♦"❛♥% F✉❡ ❧❡" ❞❡♥%"

❞❡" ♣✐❣♥♦♥" ♦♥% ✉♥❡ $❛✐❞❡✉$ ✐♥✜♥✐❡✱ ♥♦✉" ♦❜%❡♥♦♥" ✉♥ ♠♦❞G❧❡ ❞②♥❛♠✐F✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐"♦♥

"❛♥" %♦$"✐♦♥ $❡♣$7"❡♥%7 ✜❣✉$❡ ✷✳✸✭❜✮✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡$"❡✱ "✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥"✐❞G$❡ F✉❡ ❧❡" ❞❡♥%" "♦♥%

"♦✉♣❧❡" ✭❛✈❡❝ ❞❡" $❛✐❞❡✉$" ❞❡ %♦$"✐♦♥ ❞❡" ❞❡♥%" ♣❛$ $❛♣♣♦$% ❧✬❛$❜$❡ ♥♦%7❡" K1 ❡% K2✮✱

♥♦✉" ♦❜%❡♥♦♥" ✉♥ ♠♦❞G❧❡ ❞②♥❛♠✐F✉❡ $❡♣$7"❡♥%7 ✜❣✉$❡ ✷✳✸✭❝✮✳
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▼❖❚❖#❘❖#❯▲❙❊❯❘ ➚ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✕ ▲✐❛✐'♦♥' ❡♥+,❡ ❧❡' ,♦+♦,' ❛②❛♥+ ❞❡' ✈✐+❡''❡' ❞✐✛2,❡♥+❡' ✿ ✭❛✮ '❝❤2♠❛✱ ✭❜✮

❝❛' ❞❡' ❞❡♥+' ❛✈❡❝ ,❛✐❞❡✉, ✐♥✜♥✐❡✱ ✭❝✮ ❝❡' ❞❡' ❞❡♥+' '♦✉♣❧❡'✱ I1✱ I2 '♦♥+✱ ,❡'♣❡❝+✐✈❡✲

♠❡♥+✱ ❧❡' ✐♥❡,+✐❡' ❞✉ ♣✐❣♥♦♥ ❡♥+,❛@♥2 ❡+ ❞✉ ♣✐❣♥♦♥ ♣♦✉''2✱ K1 ❡+ K2 '♦♥+ ❧❡' ,❛✐❞❡✉,

❞❡' ❞❡♥+'✱ i ❡'+ ❧❡ ,❛♣♣♦,+ ❞❡ ,2❞✉❝+✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡

▲❛ ✜❣✉,❡ ✷✳✹✭❛✮ ,❡♣,2'❡♥+❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ '❝❤2♠❛ ❞✬✉♥ ,2❞✉❝+❡✉,✱ ❞✐'♣♦'✐+✐❢ ❝♦♠✲

♠✉♥ ❞❛♥' ❧❡' '②'+E♠❡' ❞❡ +,❛♥'♠✐''✐♦♥✳ ❖♥ ,❡♣,2'❡♥+❡ ❞❡ ♠❛♥✐E,❡ ❞✐'❝,E+❡ ❧❛ ,2♣❛,✲

+✐+✐♦♥ ,2❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ,❛✐❞❡✉, ❡♥ +♦,'✐♦♥ ❡+ ❞❡ ❧✬✐♥❡,+✐❡ ♣❛, ,❛♣♣♦,+ G ❧✬❛①❡ ❞❡ ,♦+❛+✐♦♥✳

▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬❛,❜,❡ ❡'+ ❞2❝♦✉♣2❡ '✉✐✈❛♥+ ✉♥ ❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ +,♦♥H♦♥' ❡♥ ♥♦♠❜,❡ ❡+ +❛✐❧❧❡

❛❞❛♣+2❡ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❝❡ I✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡,❝❤❡✱ ❡+ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐+2 ❞❡ ❧❛ ❣2♦♠2+,✐❡ ❞❡'

,♦+♦,'✳ J♦✉, ❝❤❛I✉❡ +,♦♥H♦♥✱ ♦♥ ✐❞❡♥+✐✜❡ '❛ ,✐❣✐❞✐+2 +♦,'✐♦♥♥❡❧❧❡ 2I✉✐✈❛❧❡♥+❡ Ki ❡+

'♦♥ ♠♦♠❡♥+ ❞✬✐♥❡,+✐❡ 2I✉✐✈❛❧❡♥+ Ii ♣❛, ,❛♣♣♦,+ G '♦♥ ❛①❡ ❞❡ ,♦+❛+✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞E❧❡ ❡'+

❝♦♥'+✐+✉2 ❞✬✉♥❡ '✉❝❝❡''✐♦♥ ❞❡ ❞✐'I✉❡' ❞✬✐♥❡,+✐❡ ✐♥❞2❢♦,♠❛❜❧❡' ♣❧❛❝2' ❛✉① ❡①+,2♠✐+2'

❞❡ ,❡''♦,+' ❞❡ +♦,'✐♦♥ '❛♥' ♠❛''❡✳ ▲❡ ♠♦❞E❧❡ ❞❡ ❝❤❛I✉❡ ❛,❜,❡ ❞2❢♦,♠2 ❡'+ ♦❜+❡♥✉

♣❛, ❛''❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ,✐❣✐❞✐+2 2I✉✐✈❛❧❡♥+❡ ❡+ ❞✬✐♥❡,+✐❡ 2I✉✐✈❛❧❡♥+❡✳ ▲❛ ♣❛,+✐❡ ❞❡ ❧✬❛,❜,❡

♥♦♥ ❞2❢♦,♠2❡ ♥✬❡'+ ,❡♣,2'❡♥+2❡ I✉❡ ♣❛, ✉♥ ❞✐'I✉❡ ❞✬✐♥❡,+✐❡✳ ▲❛ ❧✐❛✐'♦♥ ❡♥+,❡ ❞❡✉①

,♦✉❡' ❞❡♥+2❡' 2❧❛'+✐I✉❡' ♥✬❡'+ ,❡♣,2'❡♥+2❡ I✉❡ ♣❛, ✉♥ ,❡''♦,+ ❞❡ +♦,'✐♦♥✱ '♦♥ ♠♦♠❡♥+

❞✬✐♥❡,+✐❡ 2+❛♥+ ♥✉❧✳ ▲❡' ,♦✉❡' ❞❡♥+2❡' '♦♥+ ,❡♠♣❧❛❝2❡' ♣❛, ✉♥ ❞✐'I✉❡ ❞✬✐♥❡,+✐❡✱ '❛

,✐❣✐❞✐+2 ❡♥ +♦,'✐♦♥ 2+❛♥+ +,E' ❣,❛♥❞❡ ♣❛, ,❛♣♣♦,+ G ❝❡❧❧❡ ❞❡' ❛,❜,❡'✳ ▲❛ ✜❣✉,❡ ✷✳✹✭❜✮

,❡♣,2'❡♥+❡ ✉♥ ♠♦❞E❧❡ ❞②♥❛♠✐I✉❡ ❞✬✉♥ ,2❞✉❝+❡✉, ❡♥ '✉♣♣♦'❛♥+ I✉❡ ❧❡' ❞❡♥+✉,❡' ❞❡'

,♦✉❡' ❞❡♥+2❡' '♦♥+ '♦✉♣❧❡'✳ ▲❡' ♣❛,❛♠E+,❡' ❞✉ ♠♦❞E❧❡ '♦♥+ ❞♦♥♥2' ❞❛♥' ❧❛ +❛❜❧❡ ✷✳✶

✹✸
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✭❛✮ ❙❝❤&♠❛ ❞✬✉♥ ,&❞✉❝-❡✉,

✭❜✮ ▼♦❞2❧❡ ❞②♥❛♠✐6✉❡ &6✉✐✈❛❧❡♥-

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ $%✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠♦❞/❧❡ ❞✬✉♥ %2❞✉❝3❡✉%

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ $❛%❛♠/3%❡6 27✉✐✈❛❧❡♥36 ❞✉ ♠♦❞/❧❡ ❞✬✉♥ %2❞✉❝3❡✉%

❚%♦♥:♦♥6 %2❡❧6 ▼♦♠❡♥3 ❞✬✐♥❡%3✐❡ ❘❛✐❞❡✉% ❡♥ 3♦%6✐♦♥

T1 I1 K1

T2 ❡3 T3 I2 ✐♥✜♥✐❡

▲✐❛✐6♦♥ ❡♥3%❡ ❞❡♥36 ✲ K2✱ K3

T4 ❡3 T5 I3 ✐♥✜♥✐❡

T6 I4 K4

✷✳✷✳✷ ▼♦♠❡♥' ❞✬✐♥❡+'✐❡ ,-✉✐✈❛❧❡♥' ❡' +❛✐❞❡✉+ ,-✉✐✈❛❧❡♥'❡ ❞❡2

+♦'♦+2 ❛②❛♥' ❧❛ ♠4♠❡ ✈✐'❡22❡

◆♦✉6 ❝♦♥6✐❞2%♦♥6 ✉♥ 6②63/♠❡ C 3%♦✐6 ❞✐67✉❡6 ❞✬✐♥❡%3✐❡ 3♦✉%♥❛♥36 C ❧❛ ♠D♠❡ ✈✐3❡66❡

ω✳ ■❧6 6♦♥3 %❡❧✐26 ♣❛% ❞❡✉① 2❧2♠❡♥36 ❞❡ %❛✐❞❡✉% ✭✈♦✐% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✺✭❛✮✮✳ ❯♥ ♠♦❞/❧❡

%2❞✉✐3 C ❞❡✉① ❞✐67✉❡6 ❞✬✐♥❡%3✐❡ ❝❢✳ ✜❣✉%❡ ✷✳✺✭❜✮✳ ▲❡ ♠♦❞/❧❡ %2❞✉✐3 ❢❛✉3 ❣❛%❞❡% ❞❡6

♣%♦♣%✐2326 ✐♠♣♦%3❛♥36 ❞✉ ♠♦❞/❧❡ ❝♦♠♣❧❡3✱ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❧❡6 ❢%27✉❡♥3❡6 ♥❛3✉%❡❧❧❡6

✐♥32%❡66❛♥3❡6✱ ❧✬2♥❡%❣✐❡ ❝✐♥23✐7✉❡ ❡3 ❧✬2♥❡%❣✐❡ ♣♦3❡♥3✐❡❧❧❡✳ ▲❡6 ♣❛%❛♠/3%❡6 ❞✉ ♠♦❞/❧❡

%2❞✉✐3 I
′

1✱ I
′

2 ❡3 K 6♦♥3 ❞23❡%♠✐♥26 C ♣❛%3✐% ❧✬27✉❛3✐♦♥ ❞❡ ❧✬2♥❡%❣✐❡ ❝✐♥23✐7✉❡✱ ❞❡

❧✬2♥❡%❣✐❡ ♣♦3❡♥3✐❡❧❧❡ ❡3 ❧❛ ✈2%✐✜❝❛3✐♦♥ ❞❡ ❢%27✉❡♥3 ♥❛3✉%❡❧ ✐♥32%❡66❛♥3✳ ▲✬❡①♣%❡66✐♦♥

❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥3 ❞✬❛♠♦%3✐66❡♠❡♥3 27✉✐✈❛❧❡♥3 ❛ ❧❛ ♠D♠❡ ❢♦%♠❡ 7✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ %❛✐❞❡✉%

27✉✐✈❛❧❡♥3❡✳ ❉♦♥❝✱ ❞❛♥6 ❝❡33❡ 6❡❝3✐♦♥✱ ♥♦✉6 ♥❡ ♥♦✉6 ❢♦❝❛❧✐6♦♥6 7✉❡ 6✉% ❧✬❡①♣%❡66✐♦♥

❞❡ ❧✬✐♥❡%3✐❡ 27✉✐✈❛❧❡♥3❡ ❡3 ❞❡ ❧❛ %❛✐❞❡✉% 27✉✐✈❛❧❡♥3❡✳

❊♥ ❝♦♥6✐❞2%❛♥3 7✉❡ ❧❡6 2❧2♠❡♥36 ❧✐26 ♦♥3 ✉♥❡ %❛✐❞❡✉% ✐♥✜♥✐❡✱ ♥♦✉6 ❛✈♦♥6 ✿ ω ,

✹✹
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✭❛✮ ▼♦❞&❧❡ ) ✸ ❞✐,-✉❡, ❞✬✐♥❡12✐❡ ✭❜✮ ▼♦❞&❧❡ 14❞✉✐2 ) ✷ ❞✐,-✉❡,

❋✐❣✉$❡ ✷✳✺ ✕ ➱%✉✐✈❛❧❡♥- ❞❡/ 0♦-♦0/ ❛②❛♥- ❧❛ ♠4♠❡ ✈✐-❡//❡ ✿ Ki /♦♥- ❧❡/ ❝♦❡✣❝✐❡♥-/

❞❡ 0❛✐❞❡✉0✱ Ii /♦♥- ❧❡/ ✐♥❡0-✐❡/ ❞❡ ❞✐/%✉❡

ω1 = ω2 = ω3 ✱ ♦9 ω1✱ ω2✱ ω3 /♦♥- ❧❡/ ✈✐-❡//❡/ ❛♥❣✉❧❛✐0❡/ ❞❡/ ❞✐/%✉❡/ ❞✬✐♥❡0-✐❡ ❞✉

♠♦❞<❧❡✳ ▲✬>♥❡0❣✐❡ ❝✐♥>-✐%✉❡ ❞❡ ❧❛ /-0✉❝-✉0❡ ❝♦♥/✐❞>0>❡ /✬>❝0✐- ✿

Ec =
1

2
I1ω

2
1 +

1

2
I2ω

2
2 +

1

2
I3ω

2
3

=
1

2
(I1 + I2 + I3)ω

2

▲✬>♥❡0❣✐❡ ❝✐♥>-✐%✉❡ ❞✉ ♠♦❞<❧❡ 0>❞✉✐- ✿

E
′

c =
1

2
I

′

1ω
2
1 +

1

2
I

′

2ω
2
3

=
1

2

(

I
′

1 + I
′

2

)

ω2

▲❛ ❝♦♥❞✐-✐♦♥ ❞❡ 0>❞✉✐- ❡/- E
′

c = Ec✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ✿

I
′

1 + I
′

2 = I1 + I2 + I3 ✭✷✳✶✮

▲✬>♥❡0❣✐❡ ♣♦-❡♥-✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ /-0✉❝-✉0❡ ❝♦♥/✐❞>0>❡ /✬>❝0✐- ✿

Ep =
1

2
K1θ

2
1 +

1

2
K2θ

2
2 ✭✷✳✷✮

=
1

2

K1θ
2
1(K1 +K2)

K1 +K2

+
1

2

K2θ
2
2(K1 +K2)

K1 +K2

✭✷✳✸✮

=
1

2

K1K2θ
2
1 +K2

1θ
2
1 +K2

2θ
2
2 +K1K2θ

2
2

K1 +K2

✭✷✳✹✮

♦9 θ1✱ θ2 /♦♥- ❧❡/ ❛♥❣❧❡/ ❞❡ -♦0/✐♦♥ ❞❡/ >❧>♠❡♥-/ ❞❡ 0❛✐❞❡✉0✳ ❉✬❛✉-0❡ ♣❛0-✱ ❧❡/ ✐♥❡0-✐❡/

❞✉ /②/-<♠❡ /♦♥- ♥>❣❧✐❣>❡/✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ❧✬>%✉❛-✐♦♥ ❞✬>%✉✐❧✐❜0❡ ❞❡/ ❝♦✉♣❧❡/ /✉0 ❧❡ ❞✐/%✉❡

❞✬✐♥❡0-✐❡ I2 ✿

K1θ1 = K2θ2 ✭✷✳✺✮

❊♥ ✐♥-0♦❞✉✐/❛♥- ❧✬>%✉❛-✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ❞❛♥/ ❧✬>%✉❛-✐♦♥ ✭✷✳✷✮✱ ♥♦✉/ ♦❜-❡♥♦♥/ ✿

Ep =
1

2

K1K2θ
2
1 + 2K1K2θ1θ2 +K1K2θ

2
2

K1 +K2

=
1

2

K1K2(θ1 + θ2)
2

K1 +K2

=
1

2

K1K2

K1 +K2

(θ1 + θ2)
2
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▲✬"♥❡%❣✐❡ ♣♦*❡♥*✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞/❧❡ ✿

E
′

p =
1

2
Kθ2

♦1 θ = α1−α3 = (α1−α2)+(α2−α3) = θ1+θ2 ▲❛ ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ❞❡ %"❞✉✐* ❡4* E
′

p = Ep✱

♥♦✉4 ❛✈♦♥4 ✿

K =
K1K2

K1 +K2

✭✷✳✻✮

✷✳✷✳✸ ▼♦♠❡♥( ❞✬✐♥❡,(✐❡ -.✉✐✈❛❧❡♥( ❡( ,❛✐❞❡✉, -.✉✐✈❛❧❡♥(❡ ❞❡

,♦(♦,3 ❛②❛♥( ❞❡3 ✈✐(❡33❡3 ❞✐✛-,❡♥(❡3

▲❛ ❧✐❛✐4♦♥ ❡♥*%❡ ❞❡4 ❛%❜%❡4 ❛②❛♥* ❞❡4 ✈✐*❡44❡4 ❞✐✛"%❡♥*❡4 4❡ *%♦✉✈❡ 4♦✉✈❡♥* ❞❛♥4

❧❡4 4②4*/♠❡4 ❞❡ *%❛♥4♠✐44✐♦♥✳ ?♦✉% ✐❧❧✉4*%❡% ❝❡**❡ 4✐*✉❛*✐♦♥✱ ♥♦✉4 ♠♦♥*%♦♥4 ❞❡✉①

❡①❡♠♣❧❡4✳ ▲❡ ♣%❡♠✐❡% ❡4* ✉♥ %"❞✉❝*❡✉% A ❡♥❣%❡♥❛❣❡ A ✉♥ 4❡✉❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ %"❞✉❝*✐♦♥✳

▲❡ ❞❡✉①✐/♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡4* ✉♥ 4②4*/♠❡ ❞❡ *%❛♥4♠✐44✐♦♥ ♣❛%❛❧❧/❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶

▲❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✻✭❛✮ ♠♦♥*%❡ ✉♥ %"❞✉❝*❡✉% A ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ %"❞✉❝*✐♦♥✳ ▲❡ %♦*♦% S ❡4*

%❡♣%"4❡♥*" ♣❛% ✉♥ ❞✐4C✉❡ ❞✬✐♥❡%*✐❡ I1 %❡❧✐" A ❧❛ %♦✉❡ ❞❡♥*"❡ ❞✬✐♥❡%*✐❡ I2 ♣❛% ✉♥ %❡44♦%*
❞❡ *♦%4✐♦♥ ❛②❛♥* ❧❛ %❛✐❞❡✉% K1✳ ▲❡ %♦*♦% E ❡4* %❡♣%"4❡♥*" ♣❛% ✉♥ ❞✐4C✉❡ ❞✬✐♥❡%*✐❡ I4
%❡❧✐" A ❧❛ %♦✉❡ ❞❡♥*"❡ ❞✬✐♥❡%*✐❡ I3 ♣❛% ✉♥ %❡44♦%* ❞❡ *♦%4✐♦♥ ❛②❛♥* ❧❛ %❛✐❞❡✉% K2✳ ▲❡4

❞❡✉① %♦✉❡4 ❞❡♥*"❡4 I2✱ I3 ♦♥* n1✱ n2 ❞❡♥*4✱ %❡4♣❡❝*✐✈❡♠❡♥*✳ ▲❡ ♠♦❞/❧❡ "C✉✐✈❛❧❡♥*

❛♠❡♥❛♥* ❧❡ ❞✐4C✉❡ ❞✬✐♥❡%*✐❡ I1 A ❧❛ ✈✐*❡44❡ ω4 ❡4* ♠♦♥*%" 4✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✻✭❜✮✳

✭❛✮ ▼♦❞&❧❡ ❞②♥❛♠✐-✉❡ / ❞❡✉① ✈✐2❡33❡3 ✭❜✮ ▼♦❞&❧❡ ❞②♥❛♠✐-✉❡ 5-✉✐✈❛❧❡♥2 6❛♠❡♥5 / ❧❛

✈✐2❡33❡ ❞✉ 6♦2♦6 E

❋✐❣✉$❡ ✷✳✻ ✕ ❘"❞✉❝*❡✉% A ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ %"❞✉❝*✐♦♥

❖♥ ❢❛✐* ❧❡4 ♠H♠❡4 ❤②♣♦*❤/4❡4 C✉❡ ♣%"❝"❞❡♠♠❡♥*✱ ❛❧♦%4 ω1 = ω2 ❡* ω3 = ω4✳

▲✬"♥❡%❣✐❡ ❝✐♥"*✐C✉❡ ❞❡ ❧❛ 4*%✉❝*✉%❡ ❝♦♥4✐❞"%"❡ ❞❡✈✐❡♥* ✿

Ec =
1

2
I1ω

2
1 +

1

2
I2ω

2
2 +

1

2
I3ω

2
3 +

1

2
I4ω

2
4 ✭✷✳✼✮
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❆✜♥ ❞✬❛♠❡♥❡( ❧❡ ♠♦❞+❧❡ , ❧❛ ✈✐/❡00❡ ❞✉ (♦/♦( E✱ ❧✬34✉❛/✐♦♥ ✭✷✳✼✮ ❡0/ (33❝(✐/❡ ❡♥
(❡♠♣❧❛<❛♥/ ω1 = iω4✱ ω2 = iω4✱ ω3 = ω4✱ ♦= i = n2

n1
❡0/ ❧❡ (❛♣♣♦(/ ❞❡ (3❞✉❝/❡✉( ✿

Ec =
1

2
I1i

2ω2
4 +

1

2

(

I3 + I2i
2
)

ω2
4 +

1

2
I4ω

2
4 ✭✷✳✽✮

=
1

2
I

′

1ω
2
4 +

1

2
I

′

3ω
2
4 +

1

2
I4ω

2
4 ✭✷✳✾✮

▲✬❡①♣(❡00✐♦♥ I
′

3 = I3 + I2i
2
(❡♣(30❡♥/❡ ❧✬✐♥❡(/✐❡ 34✉✐✈❛❧❡♥/❡ ❞❡0 ❞❡✉① (♦✉❡0 ❞❡♥✲

/3❡0 (❛♠❡♥3❡0 , ❧❛ ✈✐/❡00❡ ❞✉ (♦/♦( E✳ ▲✬❡①♣(❡00✐♦♥ I
′

1 = I1i
2
(❡♣(30❡♥/❡ ❧✬✐♥❡(/✐❡

34✉✐✈❛❧❡♥/❡ ❞✉ (♦/♦( S (❛♠❡♥3 , ❧❛ ✈✐/❡00❡ ❞✉ (♦/♦( E✳
▲✬3♥❡(❣✐❡ ♣♦/❡♥/✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ 0/(✉❝/✉(❡ ❝♦♥0✐❞3(3❡ 0✬3❝(✐/ ✿

Ep =
1

2
K1θ

2
1 +

1

2
K2θ

2
2 ✭✷✳✶✵✮

=
1

2
K1i

2θ
′2
1 +

1

2
K2θ

2
2 ✭✷✳✶✶✮

=
1

2
K

′

1θ
′2
1 +

1

2
K2θ

2
2 ✭✷✳✶✷✮

♦=✱ θ1✱ θ2  ♦♥# ❧❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡ #♦) ✐♦♥ ❞❡ +❧+♠❡♥# ❞❡ )❛✐❞❡✉) K1✱ K2✱ )❡ ♣❡❝#✐✈❡♠❡♥#✱

❡# θ
′

1 ❡ # ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ #♦) ✐♦♥ +3✉✐✈❛❧❡♥#✳ ▲✬❡①♣)❡  ✐♦♥ K
′

1 = K1i
2
)❡♣)+ ❡♥#❡ ❧❛ )❛✐❞❡✉)

+3✉✐✈❛❧❡♥#❡ ❞❡ ❞❡✉① )❛✐❞❡✉) K1 )❛♠❡♥+ 7 ❧❛ ✈✐#❡  ❡ ❞✉ )♦#♦) E✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷

▲❛ ✜❣✉)❡ ✷✳✼ )❡♣)+ ❡♥#❡ ✉♥  ② #<♠❡ ❞❡ #)❛♥ ♠✐  ✐♦♥ ♣❛)❛❧❧<❧❡✳ ▲❡ )♦#♦) S1✱ S2

❋✐❣✉$❡ ✷✳✼ ✕ ❙② #<♠❡ ❞❡ #)❛♥ ♠✐  ✐♦♥ ♣❛)❛❧❧<❧❡

 ♦♥# )❡♣)+ ❡♥#+ ♣❛) ❞❡✉① ❞✐ 3✉❡ ❞✬✐♥❡)#✐❡ I5✱ I6 )❡❧✐+ ❛✉① )♦✉❡ ❞❡♥#+❡ ❞✬✐♥❡)#✐❡

I3✱ I4 ♣❛) ❞❡✉① )❡  ♦)# ❞❡ #♦) ✐♦♥ K2✱ K3✱ )❡ ♣❡❝#✐✈❡♠❡♥#✳ ▲❡ ✈✐#❡  ❡ ❛♥❣✉❧❛✐)❡ 
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❛!!♦❝✐%! !♦♥' ω5✱ ω6✳ ▲❡ ,♦'♦, E ❡!' ,❡♣,%!❡♥'% ♣❛, ✉♥ ❞✐!0✉❡ ❞✬✐♥❡,'✐❡ I1 ,❡❧✐% 3 ❧❛ ,♦✉❡
❞❡♥'%❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥' ❞✬✐♥❡,'✐❡ I2 ♣❛, ✉♥ ,❡!!♦,' ❞❡ '♦,!✐♦♥ K1✳ ❙❛ ✈✐'❡!!❡ ❛♥❣✉❧❛✐,❡ ❡!'

ω1✳ ❉❡✉① ,♦✉❡! ❞❡♥'%❡! I3✱ I4 !♦♥' ❧✐%❡! ♣❛,❛❧❧:❧❡♠❡♥' 3 ❧❛ ,♦✉❡ ❞❡♥'%❡ I2✳ ▲❡ ♠♦❞:❧❡

%0✉✐✈❛❧❡♥' ❛♠❡♥❛♥' ❧❡! ❞❡✉① ,♦'♦,! S1✱ S2 3 ❧❛ ✈✐'❡!!❡ ❞✉ ,♦'♦, E ❡!' ,❡♣,%!❡♥'% !✉,

❧❛ ✜❣✉,❡ ✷✳✽✭❛✮✳ ▲❡ !②!':♠❡ %'❛♥' ❞❛♥! ❧❡! ♠A♠❡! ❝♦♥❞✐'✐♦♥! 0✉❡ ♣,%❝%❞❡♠♠❡♥'✱ ❧❡

,%!✉❧'❛' !✉✐✈❛♥' ❡!' ♦❜'❡♥✉ ✿

I
′

2 = I2 + I3i
2
1 + I4i

2
2 ✭✷✳✶✸✮

I
′

5 = I5i
2
1 ✭✷✳✶✹✮

I
′

6 = I6i
2
2 ✭✷✳✶✺✮

K
′

2 = K2i
2
2 ✭✷✳✶✻✮

K
′

3 = K3i
2
1 ✭✷✳✶✼✮

♦J✱ i1 =
ω2

ω3
✱ i2 =

ω2

ω4

✭❛✮ ❉❡✉① '♦)♦'* '❛♠❡♥-* . ❧❛ ✈✐)❡**❡ ❞✉ '♦)♦'

E

✭❜✮ I
′

5
'❛♠❡♥- . I

′

6

❋✐❣✉$❡ ✷✳✽ ✕ ▼♦❞:❧❡ %0✉✐✈❛❧❡♥' ❞❡ ❧❛ ',❛♥!♠✐!!✐♦♥ ♣❛,❛❧❧:❧❡

▲♦,!0✉❡ ❧❡! %❧%♠❡♥'! ❞❡ ,❛✐❞❡✉, K2✱ K3 ♦♥' ❧❡ ♠A♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ '♦,!✐♦♥✱ ❝✳✲#✳✲❞

θ2i2 = θ3i1 ✭✷✳✶✽✮

♦J✱ θ2✱ θ3 !♦♥' ❧❛ '♦,!✐♦♥ ❞❡ K2 ❡' ❞❡ K3✱ ,❡!♣❡❝'✐✈❡♠❡♥'✳ ▲❡ ♠♦❞:❧❡ %0✉✐✈❛❧❡♥'

!✐♠♣❧✐✜% ❡!' ♦❜'❡♥✉ ❡!' ❞♦♥♥% !✉, ❧❛ ✜❣✉,❡ ✷✳✽✭❜✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡! ♣❛,❛♠:',❡! %0✉✐✈❛❧❡♥'! ✿

I
′′

3 = I
′

5 + I
′

6 = I5i
2
1 + I6i

2
2 ✭✷✳✶✾✮

K
′′

2 = K
′

2 +K
′

3 = K2i
2
2 +K3i

2
1 ✭✷✳✷✵✮

✷✳✸ ▼♦❞&❧❡ ❞②♥❛♠✐.✉❡ ❞✉ ❣1♦✉♣❡ ♠♦3♦♣1♦♣✉❧4❡✉1

5 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜1❛②❛❣❡

✷✳✸✳✶ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣(♦✉♣❡ ♠♦+♦♣(♦♣✉❧&❡✉( 4 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠✲

❜(❛②❛❣❡

▲✬❛,❝❤✐'❡❝'✉,❡ ❞✉ ❣,♦✉♣❡ ♠♦'♦♣,♦♣✉❧!❡✉, ✉'✐❧✐!❛♥' ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜,❛②❛❣❡ ♣❡,♠❡'

❞❡ ♣❛!!❡, ❞❡! ,❛♣♣♦,'! !❛♥! ✐♥'❡,,✉♣'✐♦♥ ❞❡ ',❛❝'✐♦♥✳ P❧✉!✐❡✉,! ❛,❝❤✐'❡❝'✉,❡! ●▼P
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 ♦♥# ♣♦  ✐❜❧❡  ❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐ ♣♦ ✐#✐♦♥ ❞✉ ♠♦#❡✉- ❡# ❞❡ -♦✉❡ ♠♦#-✐❝❡ ✳ ▲✬❛-❝❤✐#❡❝#✉-❡

❞❡ ❧❛ ❜♦3#❡ ❞❡ ✈✐#❡  ❡ 5 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜-❛②❛❣❡ ❡ # ❛✉  ✐ ✈❛-✐8❡ ✿ ❞❡✉① ❛-❜-❡ ❞✬❡♥#-8❡✱

✉♥ ❛-❜-❡ ❞❡  ♦-#✐❡ ✭❛-❝❤✐#❡❝#✉-❡ ❧♦♥❣✐#✉❞✐♥❛❧❡✱ ✈♦✐- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✷✳✾✭❛✮✮✱ ♦✉ ❞❡✉① ❛-❜-❡ 

❞✬❡♥#-8❡✱ ❞❡✉① ❛-❜-❡ ❞❡  ♦-#✐❡ ♣❛-❛❧❧A❧❡ ✭❛-❝❤✐#❡❝#✉-❡ ♣❛-❛❧❧A❧❡✱ ✈♦✐- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✷✳✾✭❜✮✮✳

▲✬❛-❝❤✐#❡❝#✉-❡ ❧♦♥❣✐#✉❞✐♥❛❧❡ ♥✬❡ # ✉#✐❧✐ 8❡ B✉❡ ❞❛♥ ❧❡ ✈8❤✐❝✉❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦#❡✉- 5

✭❛✮ ❆$❝❤✐(❡❝(✉$❡ ❧♦♥❣✐(✉❞✐♥❛❧❡

✭❜✮ ❆$❝❤✐(❡❝(✉$❡ ♣❛$❛❧❧2❧❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✾ ✕ ❙❝❤8♠❛ ❝✐♥8♠❛#✐B✉❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦3#❡ ❞❡ ✈✐#❡  ❡ 5 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜-❛②❛❣❡ ✿ ✭❆✮

✈✐❧❡❜-❡B✉✐♥✱ ✭❇✮ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜-❛②❛❣❡✱ ✭❈✮ ❜♦3#❡ ❞❡ ✈✐#❡  ❡ ✱ ✭❉✮  ♦-#✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦3#❡ ❞❡

✈✐#❡  ❡ ✱ ✭✶✮✲✭✷✮ ❛-❜-❡ ❞✬❡♥#-8❡✱ ✭✸✮✲✭✹✮ ❛-❜-❡ ❞❡  ♦-#✐❡✱ ✭✺✮ ♣♦♥# ❡# ❞✐✛8-❡♥#✐❡❧✱ gi
✭i = 1, ..., 6✮ ❡♥❣-❡♥❛❣❡ ❞❡ -❛♣♣♦-# i
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❝♦♠❜✉%&✐♦♥ ✐♥&❡*♥❡ ♠♦♥&+ ❧♦♥❣✐&✉❞✐♥❛❧❡♠❡♥&

✶

✳ ▲✬❛*❝❤✐&❡❝&✉*❡ ♣❛*❛❧❧5❧❡ ❡%& ✉&✐❧✐%+❡

❞❛♥% ❧❡% ✈+❤✐❝✉❧❡% 7 ♠♦&❡✉* ❡& ❧❡% *♦✉❡% ♠♦&*✐❝❡% 7 ❧✬❛✈❛♥&✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐%❡* ❧❛ &❛✐❧❧❡
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❝♦❡✣❝✐❡♥)/ ❞❡ "❛✐❞❡✉" ❡) ❞✬❛♠♦")✐//❡♠❡♥) ❞✉ ❞❡♠✐✲❛"❜"❡ 8 ❣❛✉❝❤❡✱ "❡/♣❡❝)✐✈❡♠❡♥)✱

K42✱ C42 /♦♥) ❧❡/ ❝♦❡✣❝✐❡♥)/ ❞❡ "❛✐❞❡✉" ❡) ❞✬❛♠♦")✐//❡♠❡♥) ❞✉ ❞❡♠✐✲❛"❜"❡ 8 ❞"♦✐)❡✱

"❡/♣❡❝)✐✈❡♠❡♥)✳ I61✱ I62 /♦♥) ❧❡/ ♠♦♠❡♥)/ ❞✬✐♥❡")✐❡ !3✉✐✈❛❧❡♥)/ ❞❡ ❧❛ "♦✉❡ ♠♦)"✐❝❡ ❡)

❞❡ ❧✬❛✉)"❡ ♣❛")✐❡ ❞❡ ❞❡♠✐✲❛"❜"❡ 8 ❣❛✉❝❤❡✱ ❡) 8 ❞"♦✐)❡✱ "❡/♣❡❝)✐✈❡♠❡♥)✳ I7 ❡/) ❧❡ ♠♦✲

♠❡♥) ❞✬✐♥❡")✐❡ !3✉✐✈❛❧❡♥) ❞❡ ❧❛ ♠❛//❡ )♦)❛❧❡ ❞✉ ✈!❤✐❝✉❧❡ "❛♠❡♥! 8 ❧❛ "♦✉❡ ♠♦)"✐❝❡✳ A
✭B✮ ❡/) ❧❛ ❧✐❛✐/♦♥ ♣♥❡✉♠❛)✐3✉❡✲/♦❧ 8 ❣❛✉❝❤❡ ✭8 ❞"♦✐)❡✮✳ S1✱ S2 /♦♥) ❧❡/ /②♥❝❤"♦♥✐/❡✉"/

❝♦""❡/♣♦♥❞❛♥)/ ❛✉ "❛♣♣♦") ❛❝)✉❡❧ ❡) ❛✉ "❛♣♣♦") /✉✐✈❛♥)✳ Tr ❡/) ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ "!/✐/)❛♥)

❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥) "❛♠❡♥! 8 ❧❛ "♦✉❡✳ ▲❡/ ❢"♦))❡♠❡♥)/ ✈✐/3✉❡✉① /♦♥) ♠♦❞!❧✐/!/ ♣❛" ❞❡/

❛♠♦")✐//❡✉"/ Cbi✱ i = 1, ..., 5 ❧✐!/ ❛✉ ❜F)✐✳ ▲❡ ♠♦♠❡♥) ❞✬✐♥❡")✐❡ I7 ❡/) ❝❛❧❝✉❧! ❝♦♠♠❡

/✉✐) ✿

I7 = mvr
2
w ✭✷✳✷✶✮

♦J✱ mv ❡/) ❧❛ ♠❛//❡ )♦)❛❧❡ ❞✉ ✈!❤✐❝✉❧❡✱ rw ❡/) ❧❡ "❛②♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ "♦✉❡ ♠♦)"✐❝❡✳

▲❡ ✈!❤✐❝✉❧❡ ❡/) /✉♣♣♦/! "♦✉❧❛♥) ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞"♦✐)❡✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛/ ❞❡ ❞✐✛!"❡♥❝❡ ❞❡

✈✐)❡//❡ ❡♥)"❡ ❧❡/ "♦✉❡/ ❣❛✉❝❤❡ ❡) ❞"♦✐)❡✳ ▲❡ ♠♦❞2❧❡ ❞✉ ●▼M ♣❡✉) C)"❡ /✐♠♣❧✐✜! ❡♥

"❛♠❡♥❛♥) ❧❡/ ❞❡✉① ❞❡♠✐✲❛"❜"❡/ 8 ✉♥ /❡✉❧ ❛"❜"❡✳ ▲❡ /❝❤!♠❛ ❞②♥❛♠✐3✉❡ /✐♠♣❧✐✜! ❞✉

●▼M ❡/) ❞♦♥♥! /✉" ❧❛ ✜❣✉"❡ ✷✳✶✶✱ ❛✈❡❝ ❧❡/ ❣"❛♥❞❡✉"/ !3✉✐✈❛❧❡♥)❡/ ✿

K4 = K41 +K42 ✭✷✳✷✷✮

C4 = C41 + C42 ✭✷✳✷✸✮

❡)

I6 = I61 + I62 ✭✷✳✷✹✮

▲❛ ♠♦❞!❧✐/❛)✐♦♥ ❞✉ ●▼M 8 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜"❛②❛❣❡ ❡/) ♣"!/❡♥)!❡ ❡♥ ❝♦♥/✐❞!"❛♥) ❧❡

❞!❝♦✉♣❛❣❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡❧ /✉✐✈❛♥) ✿ ❧❡ ♠♦)❡✉" ❡) ✈♦❧❛♥) ❞✉ ♠♦)❡✉"✱ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜"❛②❛❣❡✱

❧❛ ❜♦D)❡ ❞❡ ✈✐)❡//❡/✱ ❧✬❛"❜"❡ ❞❡ )"❛♥/♠✐//✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦"❝❡ ❞❡ )"❛❝)✐♦♥ ❡) ❧❡ ✈!❤✐❝✉❧❡✳ ❉❛♥/

✺✶
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▼❖❚❖#❘❖#❯▲❙❊❯❘ ➚ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✶ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞②♥❛♠✐.✉❡ ❞✉ ●▼3 4 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜8❛②❛❣❡ '.✉✐✈❛❧❡♥; ✿ ❞❡✉①

❞❡♠✐✲❛8❜8❡? 4 ✉♥ ?❡✉❧ ❛8❜8❡

❧❡? ?❡❝;✐♦♥? ?✉✐✈❛♥;❡?✱ ❧❡? ♠♦❞A❧❡? ❞②♥❛♠✐.✉❡? ❞❡? ❞✐✛'8❡♥;? '❧'♠❡♥;? ?♦♥; ❞';❛✐❧❧'?

✭✜❣✉8❡ ✷✳✶✷✮✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✷ ✕ ▼♦❞A❧❡ ❞②♥❛♠✐.✉❡ ❞✉ ●▼3 4 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜8❛②❛❣❡

▲❡ ?②?;A♠❡ ♠'❝❛♥✐.✉❡ ❞❡ ●▼3 ❡?; ❝♦♠♣♦?' ❞❡ ♣❧✉?✐❡✉8? ♣✐A❝❡? ♠'❝❛♥✐.✉❡? 8❡✲

❧✐'❡? ❡♥;8❡ ❡❧❧❡? ♣❛8 ❞❡? ❧✐❛✐?♦♥? ❝✐♥'♠❛;✐.✉❡?✳ ❈❤❛.✉❡ ♠❛✐❧❧♦♥ ❡?; ❝♦♥?✐❞'8' ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ♣✐A❝❡ ♠♦❜✐❧❡ ❡; ♣♦??A❞❡ ✉♥❡ ✐♥❡8;✐❡ Ii ❛✐♥?✐ .✉✬✉♥ ✈❡❝;❡✉8 ❞❡ ✈✐;❡??❡ ❛♥❣✉❧❛✐8❡

ωi✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐.✉❡ ❞❡ ❝❤❛.✉❡ ♠❛✐❧❧♦♥ ?✉✐; ❧❛ ?❡❝♦♥❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ◆❡✇#♦♥ ✿

Ii
dωi

dt
=

n
∑

j=1

Tij ✭✷✳✷✺✮

♦K Tij✱ j = 1, ..., n ?♦♥; ❧❡? ❝♦✉♣❧❡? ❡①;'8✐❡✉8? ❡①❡8❝'? ?✉8 ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ ';✉❞✐' i✳
❊♥ ❛♣♣❧✐.✉❛♥; ❧❛ ?❡❝♦♥❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ◆❡✇#♦♥ ❛✉ ♠♦❞A❧❡ ❞✉ ●▼3✱ ❧❡? '.✉❛;✐♦♥? ❞②✲

♥❛♠✐.✉❡? ?✉✐✈❛♥;❡? ?♦♥; ♦❜;❡♥✉❡? ✿

✭✷✳✷✻❛✮ω̇1 =
1

I1
(Te −K1(θ1 − θ2)− C1(ω1 − ω2))

✺✷
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✭✷✳✷✻❜✮ω̇2 =
1

I2
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2)− Tc1 − Tc2)

✭✷✳✷✻❝✮ω̇31 =
1

I31
(Tc1 −K21(θ31 − iaθs1)− C21(ω31 − iaωs1)− Cb1ω31)

✭✷✳✷✻❞✮ω̇32 =
1

I32
(Tc2 −K22(θ32 − isθs2)− C22(ω32 − isωs2)− Cb2ω32)

✭✷✳✷✻❡✮

ω̇41 =
1

I41
((K21(θ31 − iaθs1) + C21(ω31 − iaωs1)) ia −K31(θ41 − i0θ5)

− C31(ω41 − i0ω5)− Cb3ω41)

✭✷✳✷✻❢✮

ω̇42 =
1

I42
((K22(θ32 − isθs2) + C22(ω32 − isωs2)) is −K32(θ42 − i0θ5)

− C32(ω42 − i0ω5)− Cb4ω42)

✭✷✳✷✻❣✮

ω̇5 =
1

I5
((K31(θ41 − i0θ5) + C31(ω41 − i0ω5)) i0

+(K32(θ42−i0θ5)+C32(ω42−i0ω5)) i0−K4(θ5−θ6)−C4(ω5−ω6)−Cb5ω5))

✭✷✳✷✻❤✮ω̇6 =
1

I6
(K4(θ5 − θ6) + C4(ω5 − ω6)− Tt)

✭✷✳✷✻✐✮ω̇7 =
1

I7
(Tt − Tr)

✭✷✳✷✻❥✮θ̇(−) = ω(−)

♦/ Te ❡01 ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦1❡✉6✱ Tc1✱ Tc2 0♦♥1 ❧❡0 ❝♦✉♣❧❡0 ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜6❛②❛❣❡✱ Tt

❡01 ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬✐♥1❡6❛❝1✐♦♥ ❡♥16❡ ❧❛ 6♦✉❡ ♠♦16✐❝❡ ❡1 ❧❡ 0♦❧ ✭❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ 16❛❝1✐♦♥✮✱ Tr

❡01 ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ 6<0✐01❛♥❝❡ = ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥1✱ ωs1 ❡1 ωs2 0♦♥1 ❧❡0 ✈✐1❡00❡0 ❛♥❣✉❧❛✐6❡0 ❞❡0

♣✐❣♥♦♥0 ❢♦✉0✱ ωi ❡1 θi 0♦♥1 6❡0♣❡❝1✐✈❡♠❡♥1 ❧❛ ✈✐1❡00❡ ❛♥❣✉❧❛✐6❡ ❡1 ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ 1♦60✐♦♥

❞❡0 ♠❛✐❧❧♦♥0✳

Tt = Fxrw ✭✷✳✷✼✮

Tr = Frrw ✭✷✳✷✽✮

♦/ Fx ❡01 ❧❛ ❢♦6❝❡ ❞❡ 16❛❝1✐♦♥✱ Fr ❡01 ❧❛ ❢♦6❝❡ ❞❡ 6<0✐01❛♥❝❡ = ❛✈❛♥❝❡♠❡♥1✱ rw ❡01

❧❡ 6❛②♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ 6♦✉❡✳ ❉❛♥0 ❧❡0 0❡❝1✐♦♥0 0✉✐✈❛♥1❡0✱ ❧❡0 ♠♦❞B❧❡0 ❞✉ ♠♦1❡✉6✱ ❞✉

❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜6❛②❛❣❡✱ ❞❡ ❧✬✐♥1❡6❛❝1✐♦♥ ♣♥❡✉♠❛1✐C✉❡✲0♦❧✱ ❡1 ❞✉ ✈<❤✐❝✉❧❡ 0♦♥1 ♣6<0❡♥1<0✳

E♦✉6 ❞<✈❡❧♦♣♣❡6 ❞❡0 ❧♦✐0 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❧❡ ♠♦❞B❧❡ ❞✉ ●▼E ❡01 0✐♠♣❧✐✜< 0✉6 ❧❛

❜❛0❡ ❞❡0 ❤②♣♦1❤B0❡0 ♠<❝❛♥✐C✉❡0 0✉✐✈❛♥1❡0 ✿

✕ ❧✬❛6❜6❡ ❝6❡✉①✱ ❧✬❛6❜6❡ 0♦❧✐❞❡✱ ❧✬❛6❜6❡ ❞❡ 0♦61✐❡ ♣♦✉6 ❧❡0 6❛♣♣♦610 ✐♠♣❛✐60 ❡1 ❧✬❛6❜6❡

❞❡ 0♦61✐❡ ♣♦✉6 ❧❡0 6❛♣♣♦610 ♣❛✐60 0♦♥1 ❞❡ 6❛✐❞❡✉6 ✐♥✜♥✐❡✱

✕ ❧❡0 ❢6♦11❡♠❡♥10 ✈✐0C✉❡✉① ❞❛♥0 ❧❛ ❜♦L1❡ ❞❡ ✈✐1❡00❡0 ❡1 ❞❛♥0 ❧❡ ♣♦♥1 0♦♥1 ♥<❣❧✐❣<0✱

✕ ❧❡0 16❛♥0✐1✐♦♥0 ❞❡0 0②♥❝❤6♦♥✐0❡✉60 ❡♥ ♣❤❛0❡ ❞❡ 0<❧❡❝1✐♦♥ ❞❡ 6❛♣♣♦61 0♦♥1 ♥<❣❧✐✲

❣<❡0✱

✕ ❧❡ ❝♦♥1❛❝1 ♣♥❡✉♠❛1✐C✉❡✲0♦❧ ❡01 ❡♥ ♣❛6❢❛✐1❡ ❛❞❤<6❡♥❝❡ ❡1 ♦♥ 0✉♣♣♦0❡ ❧✬❛❜0❡♥❝❡

❞✬❡✛❡10 16❛♥0✐1♦✐6❡0 ❞✉0 = ❧✬✐♥1❡6❢❛❝❡ ♣♥❡✉♠❛1✐C✉❡✲0♦❧✳

❊♥ 6❛♠❡♥❛♥1 ❧❡0 ♠♦♠❡♥10 ❞✬✐♥❡61✐❡ ❞❡0 ❛6❜6❡0✱ ❞❡0 ♣✐❣♥♦♥0 ❡1 ❞❡0 0②♥❝❤6♦♥✐0❛1✐♦♥0

❝♦66❡0♣♦♥❞❛♥10✱ ❡1 ❞❡✉① ❞✐0C✉❡0 ❞✬❡♠❜6❛②❛❣❡ ❛✉ ♣♦♥1✲❞✐✛<6❡♥1✐❡❧ I5✱ ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ✉♥

♠♦❞B❧❡ ❞②♥❛♠✐C✉❡ 0✐♠♣❧✐✜< ❞✉ ●▼E ❝♦♠♠❡ ♣6♦♣♦0< 0✉6 ❧❛ ✜❣✉6❡ ✷✳✶✸✳

▲❡0 6❛♣♣♦610 ❞❡ 16❛♥0♠✐00✐♦♥ ii✱ ij ❝♦66❡0♣♦♥❞❡♥1 6❡0♣❡❝1✐✈❡♠❡♥1 ❛✉ 6❛♣♣♦61 ❡♥ ❝♦✉60

❡1 ❛✉ 6❛♣♣♦61 0<❧❡❝1✐♦♥♥< ❡1 0♦♥1 ❞♦♥♥<0 ♣❛6 ✿

ii = iai0 ✭✷✳✷✾✮

✺✸
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✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✸ ✕ ▼♦❞(❧❡ ❞②♥❛♠✐0✉❡ 2✐♠♣❧✐✜5 ❞✉ ●▼7 8 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜:❛②❛❣❡

ij = isi0 ✭✷✳✸✵✮

▲❡2 ♣❛:❛♠(@:❡2 50✉✐✈❛❧❡♥@2 ❞✉ ♠♦❞(❧❡ 2✐♠♣❧✐✜5 2♦♥@ ✿

I3 = I5 + I31i
2
ai

2
0 + I32i

2
si

2
0 + (I41 + I42)i

2
0 ✭✷✳✸✶✮

K2 = K5 ✭✷✳✸✷✮

C2 = C5 ✭✷✳✸✸✮

I4 = I6 + I7 ✭✷✳✸✹✮

▲❡2 50✉❛@✐♦♥2 ❞✐✛5:❡♥@✐❡❧❧❡2 ❞✉ ♠♦❞(❧❡ 2✐♠♣❧✐✜5 ❞❡✈✐❡♥♥❡♥@ ✿

✭✷✳✸✺❛✮ω̇1 =
Te(.)

I1
−

1

I1
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2))

✭✷✳✸✺❜✮ω̇2 =
1

I2
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2))−

1

I2
Tc1(.)−

1

I2
Tc2(.)

✭✷✳✸✺❝✮ω̇3 =
ii
I3
Tc1(.) +

ij
I3
Tc2(.)−

1

I3
(K2(θ3 − θ4) + C2(ω3 − ω4))

✭✷✳✸✺❞✮ω̇4 =
1

I4
(K2(θ3 − θ4) + C2(ω3 − ω4))−

Tr(.)

I4
✭✷✳✸✺❡✮θ̇i = ωi✱ i = 1, ..., 4

♦H ❧❡2 ωi 2♦♥@ :❡2♣❡❝@✐✈❡♠❡♥@ ❧❡2 ✈✐@❡22❡2 ❛♥❣✉❧❛✐:❡2 ❞✉ ♠♦@❡✉: ✭❧❛ ♣❛:@✐❡ ❞✉ ✈♦❧❛♥@

♠♦@❡✉: 8 ❝I@5 ❞✉ ♠♦@❡✉: ❝♦♠♣:✐2❡✮✱ ❞❡ ❧✬❛✉@:❡ ♣❛:@✐❡ ❞✉ ✈♦❧❛♥@ ♠♦@❡✉: ✭5❣❛❧❡♠❡♥@

❧❡2 ♣❧❛@❡❛✉① ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜:❛②❛❣❡✮✱ ❞✉ ♣♦♥@ ❡@ ❞❡ ❧❛ :♦✉❡ ♠♦@:✐❝❡✱ ❧❡2 θi 2♦♥@ ❧❡2

❛♥❣❧❡2 ❞❡ @♦:2✐♦♥ ❝♦::❡2♣♦♥❞❛♥@2✳

✷✳✹ ▼♦❞&❧❡ ❞✉ ♠♦+❡✉,

❉❛♥2 ❧❡ ❝❛❞:❡ ❞❡ ❝❡@@❡ @❤(2❡✱ ✉♥❡ ♠♦❞5❧✐2❛@✐♦♥ 2@❛@✐0✉❡ ❞✉ ♠♦@❡✉: ❡2@ ❝♦♥2✐❞5:5❡

0✉✐ ♣❡:♠❡@ ❞✬❛✈♦✐: ✉♥❡ :❡♣:52❡♥@❛@✐♦♥ ❛✉ ♠❛❝:♦2❝♦♣✐0✉❡ ❞❡ 2♦♥ ❢♦♥❝@✐♦♥♥❡♠❡♥@✳ ▲❡

♠♦@❡✉: ❡2@ ❛❧♦:2 ♠♦❞5❧✐25 ♣❛: ✉♥❡ ❝❛:@♦❣:❛♣❤✐❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ♠♦②❡♥ 0✉✐ ❡2@ ❢♦♥❝@✐♦♥ ❞❡

❧❛ ✈✐@❡22❡ ❞✉ ♠♦@❡✉: ❡@ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡:@✉:❡ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥✳

Te = f(ω1, p) ✭✷✳✸✻✮

♦H Te ❡2@ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ 2♦:@✐❡ ❞✉ ♠♦@❡✉:✱ ω1 ❡2@ ❧❡ :5❣✐♠❡ ❞✉ ♠♦@❡✉:✱ p ❡2@ ❧❛ ♣♦2✐@✐♦♥

❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥✳

▲❛ ✜❣✉:❡ ✷✳✶✹ ♠♦♥@:❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛:@♦❣:❛♣❤✐❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦@❡✉: @❤❡:✲

♠✐0✉❡✳

✺✹
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹ ✕ ❈❛'(♦❣'❛♣❤✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦(❡✉' (❤❡'♠✐4✉❡

✷✳✺ ▼♦❞&❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜,❛②❛❣❡

❉❛♥6 ❧❡6 ♣❤❛6❡6 ❞❡ ❞8❝♦❧❧❛❣❡ ❡( ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡66❡6✱ ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ❡6( ✉(✐❧✐68

❛✜♥ ❞❡ 6②♥❝❤'♦♥✐6❡' ❧❛ ✈✐(❡66❡ ❞✉ ✈8❤✐❝✉❧❡ ? ❧❛ ✈✐(❡66❡ ❞✉ ♠♦(❡✉'✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ('❛♥6❢8'8

♣❛' ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ❞❛♥6 ❝❡6 ♣❤❛6❡6 ❡6( ❛❧♦'6 ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢'✐❝(✐♦♥✳ ❉❛♥6 ❧❛ ❧✐((8'❛(✉'❡✱

❧❛ ♣❧✉♣❛'( ❞❡6 ❛✉(❡✉'6 ✉(✐❧✐6❡♥( ❞❡6 ♠♦❞B❧❡6 ❞❡ ❢'✐❝(✐♦♥ ✧❝❧❛66✐4✉❡6✧ (❡❧6 4✉❡ ✿ ❧❛

❢'✐❝(✐♦♥ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✭❧❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✶✺✭❛✮✮✱ ❧❛ ❢'✐❝(✐♦♥ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✰ ✈✐64✉❡✉6❡ ✭❧❛ ✜❣✉'❡

✷✳✶✺✭❜✮✮✱ ❧❛ ❢'✐❝(✐♦♥ 6(❛(✐4✉❡ ✰ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✰ ✈✐64✉❡✉6❡ ✭❧❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✶✺✭❝✮✮✱ ❡( ❧❛

❢'✐❝(✐♦♥ 6(❛(✐4✉❡ ✰ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✰ ✈✐64✉❡✉6❡ ✰ ❧✬❡✛❡( ❙'(✐❜❡❝❦ ✭❧❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✶✺✭❞✮✮✳

▲❡ ♠♦❞B❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ❡6( 6♦✉✈❡♥( ❝♦♥6✐❞8'8 ❞❛♥6 ❧❛ ❧✐((8'❛(✉'❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥

♠♦❞B❧❡ ❤②❜'✐❞❡✳ ❉❛♥6 ❧❡6 6♦✉6✲6❡❝(✐♦♥6 6✉✐✈❛♥(❡6✱ ♥♦✉6 ♣'86❡♥(♦♥6 ❞✬❛❜♦'❞ ✉♥ ♠♦❞B❧❡

❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜'❛②❛❣❡ 6(❛(✐4✉❡ ❤②❜'✐❞❡ 6✉' ❧❛ ❜❛6❡ ❞✉ ♠♦❞B❧❡ ❞❡ ❢'✐❝(✐♦♥ ❙'(✐❜❡❝❦✱

❡( ♣✉✐6 ✉♥ ♠♦❞B❧❡ ❞②♥❛♠✐4✉❡ ❝♦♥(✐♥✉ ❛♣♣❡❧8 ▲✉●(❡ ❬❈❛♥✉❞❛6 ❞❡ ❲✐( ❡' ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳

▲❡ ♠♦❞B❧❡ ❞②♥❛♠✐4✉❡ ❡6( ❞8✈❡❧♦♣♣8 ✐♥❞8♣❡♥❞❛♠♠❡♥( ♣♦✉' ❝❤❛4✉❡ ❡♠❜'❛②❛❣❡✳ ▲❡

♠♦❞B❧❡ ❞②♥❛♠✐4✉❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜'❛②❛❣❡ ❝♦''❡6♣♦♥❞ ? ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐6♦♥ ❞❡6 ♠♦❞B❧❡6

❞②♥❛♠✐4✉❡6 ❞❡ ❝❤❛4✉❡ ❡♠❜'❛②❛❣❡✳ ▲❡6 ✈❛'✐❛❜❧❡6 ❞✬❡♥('8❡ ❡( ❞❡ 6♦'(✐❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡

❡♠❜'❛②❛❣❡ ❝♦''❡6♣♦♥❞❛♥( 6♦♥( '❡♣'86❡♥(8❡6 6✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✶✻✳

✷✳✺✳✶ ▼♦❞'❧❡ *+❛+✐.✉❡ ❤②❜3✐❞❡

❯♥ ♠♦❞B❧❡ 6(❛(✐4✉❡ ❞❡ ❝❤❛4✉❡ ❡♠❜'❛②❛❣❡ ❝♦♠♣♦6❛♥( ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜'❛②❛❣❡ ♣❡✉(

Q('❡ ♦❜(❡♥✉ 6✉' ❧❡6 ♣❤❛6❡6 ❞❡ ❣❧✐66❡♠❡♥( ❡( ❞❡ ❢❡'♠❡(✉'❡✳ R❡♥❞❛♥( ❧❛ ♣❤❛6❡ ❞❡ ❢❡'✲

♠❡(✉'❡✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ('❛♥6❢8'8 ♣❛' ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ❡6( ♣❧✉6 ❢❛✐❜❧❡ 4✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢'✐❝(✐♦♥

6(❛(✐4✉❡✱ ❡( ❡6( ❝❛❧❝✉❧8 ? ♣❛'(✐' ❞❡6 ❞♦♥♥8❡6 ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐4✉❡ ❞✉ ♠♦❞B❧❡✳ R❡♥❞❛♥( ❧❛

♣❤❛6❡ ❞❡ ❣❧✐66❡♠❡♥(✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ('❛♥6❢8'8 ♣❛' ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ❡6( ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢'✐❝(✐♦♥✳ ➚

❜❛66❡ ✈✐(❡66❡ ❞❡ ❣❧✐66❡♠❡♥(✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢'✐❝(✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥(❡ ❞❡ ❢❛T♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥8❛✐'❡✳ ❈❡

♣❤8♥♦♠B♥❡ 6✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❡✛❡( ❞❡ ❙'(✐❜❡❝❦ ❬❙('✐❜❡❝❦✱ ✶✾✵✷❪✳ ■❧ ❡6( '❡♣'86❡♥(8 ❡♥ ❞8(❛✐❧

✺✺
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✭❛✮ ❋$✐❝'✐♦♥ ❈♦✉❧♦♠❜ ✭❜✮ ❋$✐❝'✐♦♥ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✰ ✈✐/0✉❡✉/❡

✭❝✮ ❋$✐❝'✐♦♥ /'❛'✐0✉❡ ✰ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✰ ✈✐/✲

0✉❡✉/❡

✭❞✮ ❋$✐❝'✐♦♥ /'❛'✐0✉❡ ✰ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✰

✈✐/0✉❡✉/❡ ✰ ❡✛❡' ❙'(✐❜❡❝❦

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✺ ✕ %&'(❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡( ♠♦❞1❧❡( ❞❡ ❢&✐❝+✐♦♥ (+❛+✐5✉❡(

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✻ ✕ ❱❛&✐❛❜❧❡( ❞✬❡♥+&'❡ ❡+ ❞❡ (♦&+✐❡ ❞✉ ♠♦❞1❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜&❛②❛❣❡ ✿ Fn1✱

Fn2 ❢♦&❝❡( ♥♦&♠❛❧❡(✱ ω2 ✈✐+❡((❡ ❛♥❣✉❧❛✐&❡ ❞❡( ♣❧❛+❡❛✉① ❞❡ ♣&❡((✐♦♥✱ ω31 ❡+ ω32 ✈✐+❡((❡(

❛♥❣✉❧❛✐&❡( ❞❡( ❞✐(5✉❡( ❞✬❡♠❜&❛②❛❣❡

(✉& ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✼✳

❉❛♥( ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜&❛②❛❣❡ E (❡❝✱ ✐❧ ❡①✐(+❡ ❞❡ ❧❛ ❢&✐❝+✐♦♥ (+❛+✐5✉❡ ♣❧✉( ❞❡ ❈♦✉✲

❧♦♠❜ ♣❧✉( ❧✬❡✛❡+ ❙()✐❜❡❝❦✳ ▲❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥+✐❡❧❧❡ ♣❡&♠❡+ ❞❡ ❞'❝&✐&❡ ✜❞1❧❡♠❡♥+ ❝❡(

♣❤'♥♦♠1♥❡( ✿

µ(∆ω) = µc + (µs − µc)e
−|∆ω

ωs
|
δs

✭✷✳✸✼✮

✺✻
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✼ ✕ ❘❡♣()*❡♥,❛,✐♦♥ *❝❤)♠❛,✐3✉❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡, ❙!"✐❜❡❝❦ ✿ I ✲ ❢(✐❝,✐♦♥ *,❛,✐3✉❡✱

II ✲ ❧✉❜(✐✜❝❛,✐♦♥ ❧✐♠✐,❡✱ III ✲ ❧✉❜(✐✜❝❛,✐♦♥ ♣❛(,✐❡❧❧❡✱ IV ✲ ❧✉❜(✐✜❝❛,✐♦♥ ,♦,❛❧❡

♦? ∆ω ❡*, ❧❛ ✈✐,❡**❡ ❞❡ ❣❧✐**❡♠❡♥,✱ µc ❡*, ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ❞❡ ❢(✐❝,✐♦♥ ❈♦✉❧♦♠❜✱ µs ❡*,

❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ❞❡ ❢(✐❝,✐♦♥ *,❛,✐3✉❡✱ ωs ❡*, ❧❛ ✈✐,❡**❡ ❞❡ ❙!"✐❜❡❝❦✱ δs ❡*, ❧✬❡①♣♦*❛♥, ❞❡

❙!"✐❜❡❝❦✱ 3✉✐ ♣❡(♠❡, ❞❡ ♠♦❞✐✜❡( ❧❛ ❝♦✉(❜✉(❡ ❞❡ ❙!"✐❜❡❝❦✳

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ,(❛♥*❢)() ♣❛( ❝❤❛3✉❡ ❡♠❜(❛②❛❣❡ Tci ✭i = 1, 2✮ ♣❡♥❞❛♥, ❧❛ ♣❤❛*❡ ❞❡ ❣❧✐*✲

*❡♠❡♥, ❡*, ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ *♦♥ ❛♠♣❧✐,✉❞❡✱ ❞❡* ♣❛(❛♠H,(❡* ❝❛(❛❝,)(✐*,✐3✉❡* ❞❡ ❧❛ ❢(✐❝,✐♦♥✱

❡, ❞❡ ❧❛ ❢♦(❝❡ ♥♦(♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐3✉)❡ ✿

Tci = γcµ(∆ωi)*✐❣♥(∆ωi)Fni ✭✷✳✸✽✮

♦? ❧❡* Fni *♦♥, ❧❡* ❢♦(❝❡* ♥♦(♠❛❧❡* ❛♣♣❧✐3✉)❡* *✉( ❧❛ *✉(❢❛❝❡ ❞❡ ❢(✐❝,✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛3✉❡

❡♠❜(❛②❛❣❡✱ µ(.) ❡*, ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ❞❡ ❢(✐❝,✐♦♥ 3✉✐ ❡*, ✉♥❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥❛✐(❡ ❞)✜♥✐❡

♣❛( ❧✬)3✉❛,✐♦♥ ✭✷✳✸✼✮✱ ❧❡* ∆ωi *♦♥, ❧❡* ✈✐,❡**❡* ❞❡ ❣❧✐**❡♠❡♥, ❞❡ ❝❤❛3✉❡ ❡♠❜(❛②❛❣❡✳

γc ❡*, ✉♥❡ ❝♦♥*,❛♥,❡ 3✉✐ ❞)♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❣)♦♠),(✐❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ✿

γc = 2ndrc ✭✷✳✸✾✮

❛✈❡❝ nd ❡*, ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❞✐*3✉❡* ❞❡ ❢(✐❝,✐♦♥ ✭❞✐*3✉❡ ❞✬❡♠❜(❛②❛❣❡✮ ❡, rc ❡*, ❧❡ (❛②♦♥

♠♦②❡♥ ❞❡ ❢(✐❝,✐♦♥ ❞✉ ❞✐*3✉❡ ❞✬❡①♣(❡**✐♦♥

rc =
2(r31 − r32)

3(r21 − r22)
✭✷✳✹✵✮

♦? r1 ❡*, ❧❡ (❛②♦♥ ❡①,)(✐❡✉( ❞✉ ❞✐*3✉❡ ❞❡ ❢(✐❝,✐♦♥✱ ❡, r2 ❡*, ❧❡ (❛②♦♥ ✐♥,)(✐❡✉( ❞✉

❞✐*3✉❡ ❞❡ ❢(✐❝,✐♦♥ ✭✈♦✐( ❧❛ ✜❣✉(❡ ✷✳✶✽✮✳

N❡♥❞❛♥, ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ✈✐,❡**❡*✱ 4 ♣❤❛*❡* *♦♥, ❝♦♥*✐❞)()❡* ✿

✕ ❧❛ ♣❤❛*❡ ❞❡ ♣".✲✐♥1!❛❧❧❛!✐♦♥ ✿ ♣❡♥❞❛♥, ❝❡,,❡ ♣❤❛*❡✱ ❧❡ ♣✐❣♥♦♥ ❝♦♥❝❡(♥❛♥, ❧❡

(❛♣♣♦(, *)❧❡❝,✐♦♥♥) ❡*, ❡♥❣(❡♥) ♣❛( ✉♥ *②♥❝❤(♦♥✐*❡✉(✳ ▲✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ❧✐) O ❝❡

(❛♣♣♦(, ✭❡♠❜(❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣✮ ❡*, ❡♥❝♦(❡ ♦✉✈❡(,✳ ▲✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ❧✐) ❛✉ (❛♣♣♦(,

❡♥ ❝♦✉(* ✭❡♠❜(❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣✮ ❡*, ❡♥❝♦(❡ ❝♦♠♣❧H,❡♠❡♥, ❢❡(♠)✱ ❧❡ ✈)❤✐❝✉❧❡

❢♦♥❝,✐♦♥♥❡ *✉( ❝❡ (❛♣♣♦(,✱

✕ ❧❛ ♣❤❛1❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✿ ❝✬❡*, ❧❛ ♣❤❛*❡ ♦? ❧❡* ❞❡✉① ❡♠❜(❛②❛❣❡* ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡♥,✱

❞❛♥* ✉♥ ♣(❡♠✐❡( ,❡♠♣*✱ ❧❛ ❢♦(❝❡ ♥♦(♠❛❧❡ ❡*, ❛♣♣❧✐3✉)❡ *✉( ❧✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ♦♥✲

❝♦♠✐♥❣✱ ❧✬❡♠❜(❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❡*, ❡♥❝♦(❡ ❝♦♠♣❧H,❡♠❡♥, ❢❡(♠)✱ ♣✉✐*✱ ❧❡* ❞❡✉①

❡♠❜(❛②❛❣❡* *♦♥, ❡♥ ♣❤❛*❡ ❞❡ ❣❧✐**❡♠❡♥,✱

✺✼
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✽ ✕ ❉✐'(✉❡ ❞❡ ❢-✐❝/✐♦♥

✕ ❧❛ ♣❤❛#❡ ❞✬✐♥❡)*✐❡ ✿ ♣❡♥❞❛♥/ ❝❡//❡ ♣❤❛'❡✱ ❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❡'/ ❝♦♠♣❧</❡✲

♠❡♥/ ♦✉✈❡-/✱ ❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡'/ ❡♥❝♦-❡ ❡♥ /-❛✐♥ ❞❡ ❣❧✐''❡-✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡

❞✉ ♠♦/❡✉- ❡'/ /-❛♥'❢@-@ ♣❛- ❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣✱

✕ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈✐*❡##❡# ❛❝❝♦♠♣❧✐ ✿ ❞❛♥' ❝❡//❡ ♣❤❛'❡✱ ❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣

❡'/ ❝♦♠♣❧</❡♠❡♥/ ❢❡-♠@✱ ❧❡ ✈@❤✐❝✉❧❡ ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡ '✉- ❧❡ -❛♣♣♦-/ '@❧❡❝/✐♦♥♥@✳

❉❛♥' ❝❡ (✉✐ '✉✐/ ❧❡' ♠♦❞<❧❡' ❝♦--❡'♣♦♥❞❛♥/' A ❝❤❛(✉❡ ♣❤❛'❡ '♦♥/ ❢♦✉-♥✐'✳

 !"✲✐♥&'❛❧❧❛'✐♦♥

❉❛♥' ❝❡//❡ ♣❤❛'❡✱ ❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡'/ ❡♥❝♦-❡ ♦✉✈❡-/✱ ♥♦✉' '✉♣♣♦'♦♥' (✉❡

❝✬❡'/ ❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡ 2✱ ❞♦♥❝
Tc2 = 0. ✭✷✳✹✶✮

▲✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❡'/ ❝♦♠♣❧</❡♠❡♥/ ❢❡-♠@✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ /-❛♥'❢@-@ ♣❛- ❝❡/ ❡♠✲

❜-❛②❛❣❡ '✬♦❜/✐❡♥/ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥/ ❧❡' @(✉❛/✐♦♥' ✭✷✳✷✻❜✮ ❡/ ✭✷✳✷✻❝✮ ❛✈❡❝ ❧❡' @/❛/' ❞❡

❢❡-♠❡/✉-❡

ω2 = ω31 ✭✷✳✹✷✮

❡/

ω̇2 = ω̇31 ✭✷✳✹✸✮

❉✬♦G

Tc1 =
TinI31 + Tout1I2

I2 + I31
✭✷✳✹✹✮

❛✈❡❝ Tin ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ '✉- ❧✬❛-❜-❡ ❞✬❡♥/-@❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜-❛②❛❣❡ ❡/ Tout1 ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ '✉-

❧✬❛-❜-❡ ❞❡ '♦-/✐❡ ❞✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ✿

Tin = K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2) ✭✷✳✹✺✮

Tout1 = K21(θ31 − iaθs1) + C21(ω31 − iaωs1) + Cb1ω31 ✭✷✳✹✻✮

 ❤❛&❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡

▲✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥❝❡ A '✬❡♥❣❛❣❡-✳ 2 '♦✉'✲♣❤❛'❡' '♦♥/ ❝♦♥'✐❞@-@❡'✳

❉❛♥' ❧❛ ♣-❡♠✐<-❡✱ ❧❛ ❢♦-❝❡ ♥♦-♠❛❧❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ J/-❡ ❛♣♣❧✐(✉@❡ '✉- ❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ♦♥✲

❝♦♠✐♥❣✱ ❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❡'/ ❡♥❝♦-❡ ❝♦♠♣❧</❡♠❡♥/ ❢❡-♠@✳ ❉❡ ❢❛K♦♥ '✐♠✐❧❛✐-❡ A

✺✽
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❝❡ "✉✐ ♣&'❝(❞❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥.

Tc1 =
(Tin − Tc2)I31 + Tout1I2

I2 + I31
✭✷✳✹✼✮

❡.

Tc2 = γcµ(∆ω2)Fn25✐❣♥(∆ω2) ✭✷✳✹✽✮

♦9 ∆ω2 ❡5. ❧❛ ✈✐.❡55❡ ❞❡ ❣❧✐55❡♠❡♥. ❞✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ✿

∆ω2 = ω2 − ω32. ✭✷✳✹✾✮

❉❛♥5 ❧❛ ❞❡✉①✐(♠❡ 5♦✉5✲♣❤❛5❡✱ ❧❡5 ❞❡✉① ❡♠❜&❛②❛❣❡5 ❣❧✐55❡♥. ❡♥5❡♠❜❧❡ ❡.✱ ♣❛&

❝♦♥5'"✉❡♥.

Tc1 = γcµ(∆ω1)Fn15✐❣♥(∆ω1) ✭✷✳✺✵✮

Tc2 = γcµ(∆ω2)Fn25✐❣♥(∆ω2) ✭✷✳✺✶✮

♦9 ∆ω1 ❡5. ❧❛ ✈✐.❡55❡ ❞❡ ❣❧✐55❡♠❡♥. ❞✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣

∆ω1 = ω2 − ω31. ✭✷✳✺✷✮

 ❤❛#❡ ❞✬✐♥❡)*✐❡

▲✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❡5. ❝♦♠♣❧(.❡♠❡♥. ♦✉✈❡&.

Tc1 = 0 ✭✷✳✺✸✮

▲✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡5. ❡♥❝♦&❡ ❞❛♥5 ❧❛ ♣❤❛5❡ ❞❡ ❣❧✐55❡♠❡♥.

Tc2 = γcµ(∆ω2)Fn25✐❣♥(∆ω2) ✭✷✳✺✹✮

❈❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈✐*❡##❡# ❛❝❝♦♠♣❧✐

❉❛♥5 ❝❡..❡ ♣❤❛5❡✱ ❧✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡5. ❝♦♠♣❧(.❡♠❡♥. ❢❡&♠'✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡

♠♦.❡✉& ❡5. .&❛♥5❢'&' ♣❛& ❧✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣✳ ❈❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡5. ❝❛❧❝✉❧' ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥.

❧❡5 '"✉❛.✐♦♥5 ✭✷✳✷✻❜✮ ❡. ✭✷✳✷✻❞✮ ❛✈❡❝ ❧❡5 '.❛.5 ❞❡ ❢❡&♠❡.✉&❡

ω2 = ω32 ✭✷✳✺✺✮

❡.

ω̇2 = ω̇32 ✭✷✳✺✻✮

❙♦✐.

Tc2 =
TinI32 + Tout2I2

I2 + I32
✭✷✳✺✼✮

♦9 Tin ❡5. ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ 5✉& ❧✬❛&❜&❡ ❞✬❡♥.&'❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜&❛②❛❣❡✱ Tout2 ❡5. ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ 5✉&

❧✬❛&❜&❡ ❞❡ 5♦&.✐❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ✿

Tout2 = K22(θ32 − isθs2) + C22(ω32 − isωs2) + Cb2ω32 ✭✷✳✺✽✮

✺✾
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✾ ✕ ❈♦♥❞✐*✐♦♥+ ❞❡ ❝♦♠♠✉*❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡

❈♦♥❞✐%✐♦♥& ❞❡ ❝♦♠♠✉%❛%✐♦♥

❉❡✉① 9*❛*+ ❞✐✛94❡♥*+ ❞♦✐✈❡♥* <*4❡ ♣4✐+ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ♣♦✉4 ❝❤❛?✉❡ ❡♠❜4❛②❛❣❡✱ ❧❡

♣4❡♠✐❡4 ❡+* ❧♦4+?✉❡ ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ❡+* ❢❡4♠9 ❡* ❧❡ +❡❝♦♥❞ 9*❛♥* ❧♦4+?✉❡ ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡

❣❧✐++❡✳ ▲❡+ ❝♦♠♠✉*❛*✐♦♥+ ❞✬✉♥ 9*❛* C ❧✬❛✉*4❡ ❞9♣❡♥❞❡♥* ❞❡ ❣4❛♥❞❡✉4+ ❡①♦❣D♥❡+ ♦✉

❞❡+ ✈❛4✐❛❜❧❡+ ❞❡ +♦✉+✲♠♦❞D❧❡+✳ ▲❛ ❝♦♠♠✉*❛*✐♦♥ ❞❡+ 9*❛*+ ❞❡ ❝❤❛?✉❡ ❡♠❜4❛②❛❣❡ ❡+*

4❡♣49+❡♥*9❡ ❞❛♥+ ❧❛ ✜❣✉4❡ ✷✳✶✾✳

G♦✉4 ✉♥ ♣❛++❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥* ❛✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢❡4♠❡*✉4❡✱ ❧❛ ✈✐*❡++❡ ❞❡

❣❧✐++❡♠❡♥* ❞♦✐* <*4❡ ♥✉❧❧❡ ❡* ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ *4❛♥+♠✐+ ♣❛4 ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ✭❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡①*94✐❡✉4✮

✐♥❢94✐❡✉4 C ❧❛ ❝❛♣❛❝✐*9 ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ✭9❣❛❧❡♠❡♥* ♥♦♠♠9 ❝♦✉♣❧❡ +*❛*✐?✉❡

❞❡ ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡✮✳ ❊♥ ♣4❛*✐?✉❡✱ ❧❛ ✈✐*❡++❡ ❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥* ❡+* ♦❜*❡♥✉❡ ✈✐❛ ✉♥ ❝❛♣*❡✉4✱

❡* +✉✐✈❛♥* +❛ ♣49❝✐+✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ❞❡ ✈✐*❡++❡ ♥✉❧❧❡ ❡+* ❞✐✣❝✐❧❡ C ❞9*❡❝*❡4✳ ❆✐♥+✐

❝❡**❡ ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ❞✬❛♥♥✉❧❛*✐♦♥ ♣❡✉* <*4❡ ❛♣♣4♦❝❤9❡ ♣❛4 ✉♥❡ ✈✐*❡++❡ ❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥* +✉✣✲

+❛♠♠❡♥* ♣❡*✐*❡✳ ▲❡+ ❝♦♥❞✐*✐♦♥+ ♣♦✉4 ❝♦♠♠✉*❡4 ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥* ❛✉ ♠♦❞❡ ❞❡

❢❡4♠❡*✉4❡ +♦♥* ❞♦♥♥9❡+ ♣❛4 ✿

Cg→f , (|∆ω| < ε) ❡* (
∣

∣T f
c

∣

∣ < T s
c ) ✭✷✳✺✾✮

♦O T f
c ❡+* ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ *4❛♥+♠✐+ ♣❛4 ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛+❡ ❞❡ ❢❡4♠❡*✉4❡ ❝❛❧❝✉❧9 ♣❛4 ❧❛

❢♦4♠✉❧❡ ✭✷✳✹✼✮ ♦✉ ✭✷✳✺✽✮✱ ε ❡+* ✉♥❡ ❝♦♥+*❛♥*❡ ♣♦+✐*✐✈❡ ❛++❡③ ♣❡*✐*❡✱ ∆ω ❡+* ❧❛ ✈✐*❡++❡

❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥* ❡* T s
c ❡+* ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ *4❛♥+♠✐++✐❜❧❡ ♣❛4 ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ✭❧❛ ❝❛♣❛❝✐*9 ❞❡ ❢4✐❝*✐♦♥

+*❛*✐?✉❡ ❞✬❡♠❜4❛②❛❣❡✱ T s
c > 0✮ ❞♦♥♥9 ♣❛4 ✿

T s
c = γcµsFn ✭✷✳✻✵✮

♦O Fn ❡+* ❧❛ ❢♦4❝❡ ♥♦4♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐?✉9❡ +✉4 ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ❝♦44❡+♣♦♥❞❛♥*✳

G♦✉4 ✉♥ ♣❛++❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢❡4♠❡*✉4❡ ❛✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥*✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ C

*4❛♥+♠❡**4❡ ♣❛4 ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ❡+* ♣❧✉+ ❣4❛♥❞ ?✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐*9 ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ✿

Cf→g ,
∣

∣T f
c

∣

∣ ≥ T s
c ✭✷✳✻✶✮

✷✳✺✳✷ ▼♦❞&❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜,❛②❛❣❡ ▲✉●#❡

▲❡ ♠♦❞D❧❡ ❞❡ ❢4✐❝*✐♦♥ ▲✉●#❡ ❡+* ✉♥ ♠♦❞D❧❡ ❞②♥❛♠✐?✉❡ ❝♦♥*✐♥✉✳ ❈❡ ♠♦❞D❧❡ ❞❡

▲✉●#❡ ❞9✈❡❧♦♣♣9 ❞❛♥+ ❬❈❛♥✉❞❛+ ❞❡ ❲✐* ❡% ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪ +❡ ❜❛+❡ +✉4 ❧❡ ❝♦♠♣♦4*❡♠❡♥*

❞❡+ +♦✐❡+ ❞❡+ +✉4❢❛❝❡+ ❞❡ ❢4✐❝*✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❧❡+ +✉4❢❛❝❡+ +♦♥* *4D+ ✐449❣✉❧✐D4❡+ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉

✻✵
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♠✐❝#♦%❝♦♣✐'✉❡ ❡* ❞♦♥❝ ❞❡✉① %✉#❢❛❝❡% ❡♥ ❝♦♥*❛❝* ♦♥* ✉♥ ❝❡#*❛✐♥ ♥♦♠❜#❡ ❞✬❛%♣2#✐*2%✳ ■❧

❢❛✉* ✐♠❛❣✐♥❡# ❞❡✉① ❝♦#♣% #✐❣✐❞❡% '✉✐ ❡♥*#❡♥* ❡♥ ❝♦♥*❛❝* ♣❛# ❧❡ ❜✐❛✐% ❞❡ %♦✐❡% 2❧❛%*✐'✉❡%✳

7♦✉# ♣❧✉% ❞❡ %✐♠♣❧✐❝✐*2 ❡* %❛♥% ♣❡#❞#❡ ❞❡ ❣2♥2#❛❧✐*2✱ ♦♥ ♣❡✉* %✉♣♣♦%❡# '✉❡ ❧❡% %♦✐❡%

%♦♥* #✐❣✐❞❡% %✉# ❧✬✉♥ ❞❡% ❝♦#♣% ❡* 2❧❛%*✐'✉❡% %✉# ❧✬❛✉*#❡ ✭✜❣✉#❡ ✷✳✷✵✮✳ ❉❛♥% ❝❡**❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✵ ✕ ■♥*❡#❢❛❝❡ ❞❡ ❢#✐❝*✐♦♥ ❡♥*#❡ ❞❡✉① %✉#❢❛❝❡%

%❡❝*✐♦♥✱ ✉♥ ♠♦❞@❧❡ ❞②♥❛♠✐'✉❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡%* #❡♣#2%❡♥*2 %✉# ❧❛ ❜❛%❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞@❧❡

❞❡ ❢#✐❝*✐♦♥ ▲✉●#❡✳

▲❛ ❞2❢♦#♠❛*✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡% %♦✐❡% z ❡%* #❡♣#2%❡♥*2❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛#✐❛❜❧❡ ✐♥*❡#♥❡✳
▲❛ ❞②♥❛♠✐'✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞2❢♦#♠❛*✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡%* ❞♦♥♥2❡ ❝♦♠♠❡ %✉✐* ✿

ż = ∆ω −
|∆ω|

g(∆ω)
δ0z ✭✷✳✻✷✮

♦F ∆ω ❡%* ❧❛ ✈✐*❡%%❡ ❞❡ ❣❧✐%%❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡✱ δ0 ❡%* ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ❞❡ #❛✐❞❡✉# ❞❡%
%♦✐❡%✱ g(∆ω) ❡%* ✉♥❡ ❢♦♥❝*✐♦♥ '✉✐ ❡%* ❞2✜♥✐❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞2❝#✐#❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧✬❡✛❡* ❙&#✐❜❡❝❦✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ♣#2❝2❞❡♥*✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ *②♣❡ ❡①♣♦♥❡♥*✐❡❧ ❡%* ✉*✐❧✐%2❡ ♣♦✉#

❞2✜♥✐# ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ g(∆ω) ✿

g(∆ω) =

(

µc + (µs − µc)e
−|∆ω

ωs
|
δs

)

γcFn ✭✷✳✻✸✮

♦F µc ❡%* ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ❞❡ ❢#✐❝*✐♦♥ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✱ µs ❡%* ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ❞❡ ❢#✐❝*✐♦♥ %*❛*✐'✉❡✱

ωs ❡%* ❧❛ ✈✐*❡%%❡ ❞❡ ❙&#✐❜❡❝❦✱ δs ❡%* ❧✬❡①♣♦%❛♥* ❞❡ ❙&#✐❜❡❝❦✱ γc ❡%* ✉♥❡ ❝♦♥%*❛♥*❡
♣♦%✐*✐✈❡ ❞2♣❡♥❞❛♥* ❧❛ ❣2♦♠2*#✐❡ ❞✬❡♠❜#❛②❛❣❡✱ ❡* Fn ❡%* ❧❛ ❢♦#❝❡ ♥♦#♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐'✉2❡

%✉# ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡✳

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❣2♥2#2 K ♣❛#*✐# ❞❡ ❝❡**❡ ❞2❢♦#♠❛*✐♦♥ ❞❡% %♦✐❡% ❡%* ❞2❝#✐*

❝♦♠♠❡ ✿

Tc = δ0z + δ1ż ✭✷✳✻✹✮

♦F δ1 ❡%* ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ❞✬❛♠♦#*✐%%❡♠❡♥*✳
❯♥ *❡#♠❡ ♣#♦♣♦#*✐♦♥♥❡❧ K ❧❛ ✈✐*❡%%❡ #❡❧❛*✐✈❡ ♣❡✉* N*#❡ ❛❥♦✉*2 ❛✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♠✲

❜#❛②❛❣❡ ♣♦✉# ♣#❡♥❞#❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❞❡ ❧❛ ❢#✐❝*✐♦♥ ✈✐%'✉❡✉%❡✱ ❞❡ %♦#*❡ '✉❡ ✿

Tc = δ0z + δ1ż + δ2∆ω ✭✷✳✻✺✮

♦F δ2 ❡%* ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ✈✐%'✉❡✉① ❞❡ ❢#✐❝*✐♦♥✳

✻✶
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▼❖❚❖#❘❖#❯▲❙❊❯❘ ➚ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✶ ✕ ▼♦❞'❧❡ * +♦✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢/✐❝1✐♦♥

❯♥ ❞❡+ ✐♥❝♦♥✈5♥✐❡♥1+ ♠❛❥❡✉/+ ❞✉ ♠♦❞'❧❡ ❞❡ ❢/✐❝1✐♦♥ ▲✉●#❡ ❡+1 9✉✬✐❧+ ♥❡ ♣♦++'❞❡♥1

♣❛+ ❧❛ ♣/♦♣/✐515 ❞❡ ♥♦♥✲❞5/✐✈❡ ❬◆♦✉❛✐❧❧❡1❛+✱ ✷✵✵✾❪✳ C❡♥❞❛♥1 ❧❛ ♣❤❛+❡ ❞❡ ❢❡/♠❡1✉/❡✱

+✐ ♦♥ ❞5❝/♦E1 ❧❛ ❢♦/❝❡ ♥♦/♠❛❧❡ ❥✉+9✉✬* ✉♥❡ ✈❛❧❡✉/ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧✬❡♠❜/❛②❛❣❡ /❡+1❡ 1♦✉❥♦✉/+

❢❡/♠5✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❞❛♥+ ❧❛ /5❣✐♦♥ ❞❡ ❜❛++❡ ✈✐1❡++❡ ❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥1✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦/1❡♠❡♥1 ❞❡+

+♦✐❡+ ❞5♣❡♥❞ ♠♦✐♥+ ❞❡ ❧❛ ❢♦/❝❡ ♥♦/♠❛❧❡✳ ❚❛♥❞✐+ 9✉❡✱ ❡♥ ♣❤❛+❡ ❞❡ ❢❡/♠❡1✉/❡✱ ❧❛ ✈✐1❡++❡

❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥1 ❡+1 ♣/❡+9✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ❧❛ ❞5♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦/❝❡ ♥♦/♠❛❧❡ +✉/ ❧❛ ❞②♥❛♠✐9✉❡

❞❡ ❞5❢♦/♠❛1✐♦♥ ❡+1 ❛❧♦/+ ❢❛✐❜❧❡✳ ❉♦♥❝✱ ✐❧ ❡+1 ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉1❡/ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛+❡ ❞❡

❢❡/♠❡1✉/❡ * ❧❛ ♣❤❛+❡ ❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥1 ❡♥ ❞5❝/♦✐++❛♥1 ❧❛ ❢♦/❝❡ ♥♦/♠❛❧❡✳ C♦✉/ +✉/♠♦♥1❡/

❝❡ ♣/♦❜❧'♠❡✱ ♥♦✉+ ♣/♦♣♦+♦♥+ ✉♥ ♠♦❞'❧❡ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜/❛②❛❣❡ ❜❛+5 +✉/ ❧❛ ♠❛❣✐❝

❢♦#♠✉❧❛ ❬C❛❝❡❥❦❛ ❡- ❛❧✳✱ ✶✾✽✼❪ ❡1 +✉/ ❧❛ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ✐♥1❡/♥❡ ❞❡+ +♦✐❡+✳

✷✳✺✳✸ ▼♦❞'❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ❜❛12 1✉- ❧❛ ♠❛❣✐❝ ❢♦'♠✉❧❛

❊♥ ♣❤❛+❡ ❞❡ ❢❡/♠❡1✉/❡✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♠❜/❛②❛❣❡ ♥❡ ❞5♣❡♥❞ ♣❧✉+ ❞❡ ❧❛ ❢♦/❝❡ ♥♦/♠❛❧❡✳

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ 1/❛♥+♠✐+ ♣❛/ ❧✬❡♠❜/❛②❛❣❡ ❡+1 ❡+1✐♠5 ♣❛/ ❧❛ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞✉ ♠♦❞'❧❡ ❡1 ❧✐♠✐15

♣❛/ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ +1❛1✐9✉❡✳ C❡♥❞❛♥1 ❝❡11❡ ♣❤❛+❡✱ ♥♦✉+ ✐♥1/♦❞✉✐+♦♥+ ✉♥❡ ✈❛/✐❛❜❧❡ ✐♥1❡/♥❡

✖ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥1 ❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥1 ✐♥1❡/♥❡ ✖ ❛✜♥ ❞✬❛❞❛♣1❡/ ❧❡+ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥1+ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡

1/❛♥+♠✐+ ♣❛/ ❧✬❡♠❜/❛②❛❣❡✳

❉②♥❛♠✐&✉❡ ✐♥)❡*♥❡ ❞❡, ,♦✐❡,

▲❡ ♠T♠❡ ♠♦❞'❧❡ ❞❡ +♦✐❡+ 9✉❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ♣/5❝5❞❡♥1 ❡+1 ✉1✐❧✐+5 ✿ ❡♥1/❡ ❞❡✉① +✉/❢❛❝❡+

❞❡ ❢/✐❝1✐♦♥✱ ❧✬✐♥1❡/❢❛❝❡ ❡+1 ♣❡♥+5❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♥1❛❝1 ❡♥1/❡ ❞❡+ +♦✐❡+✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥1✱ ❧❛

✈✐1❡++❡ ❞❡+ +♦✐❡+ ❡+1 ✐♥1/♦❞✉✐1❡ ✭✜❣✉/❡ ✷✳✷✶✮✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥1 ❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥1 ✐♥1❡/♥❡

❞✬❡♠❜/❛②❛❣❡ ❡+1 ❞5✜♥✐ ❝♦♠♠❡ +✉✐1 ✿

λ
′

=
ω1 − ω

′

2

ω1

=
∆ω

′

ω1

✭✷✳✻✻✮

♦[ ∆ω
′

❡+1 ❧❛ ✈✐1❡++❡ ❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥1 ✐♥1❡/♥❡ ❞✬❡♠❜/❛②❛❣❡✱ ω1 ❡+1 ❧❛ ✈✐1❡++❡ ❞❡ ❧✬❛/❜/❡

❞✬❡♥1/5❡✱ ω
′

2 ❡+1 ❧❛ ✈✐1❡++❡ ❞❡+ +♦✐❡+✳ ▲✬❡♠❜/❛②❛❣❡ ❡+1 ❝♦♥+✐❞5/5 ❝♦♠♠❡ ❢❡/♠5 +✐ ❧❡

❝♦❡✣❝✐❡♥1 ❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥1 ✐♥1❡/♥❡ /❡+1❡ ❞❛♥+ ✉♥❡ ❜♦/♥❡ ❛++❡③ ♣❡1✐1❡

∣

∣λ
′
∣

∣ ≤ ε✳

✻✷
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▼❖❚❖#❘❖#❯▲❙❊❯❘ ➚ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

❊♥ ♣❤❛%❡ ❞❡ ❣❧✐%%❡♠❡♥,✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ❞❡ ❣❧✐%%❡♠❡♥, ❞✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ❡%, ✐♥,3♦❞✉✐, ✿

λ =
ω1 − ω2

ω1

=
∆ω

ω1

✭✷✳✻✼✮

♦= ω2 ❡%, ❧❛ ✈✐,❡%%❡ ❞❡ ❧✬❛3❜3❡ ❞❡ %♦3,✐❡✳ ❊♥ ♣❤❛%❡ ❞❡ ❣❧✐%%❡♠❡♥, ♥♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ❛♣✲

♣3♦❝❤❡3 ✿ ω
′

2 ≈ ω2✳ ❉♦♥❝✱ ❡♥ ♣❤❛%❡ ❝❡,,❡ ♣❤❛%❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✿

λ
′

≈ λ ✭✷✳✻✽✮

▲✬CD✉❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐D✉❡ ❞❡% %♦✐❡% ❡%, ✿

dz

dt
=ω

′

2 − ω2 = (ω1 − ω2)− (ω1 − ω
′

2) = ∆ω −∆ω′

=− λ
′

ω1 +∆ω ✭✷✳✻✾✮

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ❡%, ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞C❢♦3♠❛,✐♦♥ z✳ ▲❛ ❞C❢♦3♠❛,✐♦♥ z C,❛♥,
%✉✣%❛♠♠❡♥, ♣❡,✐,❡✱ ✐❧ ❡%, ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ 3❡♣3C%❡♥,❡3 ❧❡ ♠♦❞G❧❡ ♣❛3 ✉♥❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❧✐♥C❛✐3❡

Tc = zCz ✭✷✳✼✵✮

♦= Cz ❡%, ❧❛ 3✐❣✐❞✐,C ❞❡ ❧❛ %✉3❢❛❝❡ ❞❡ ❢3✐❝,✐♦♥

Cz =
dTc

dz

∣

∣

∣

∣

z=0

✭✷✳✼✶✮

❉♦♥❝

dTc

dt
= Cz

dz

dt
✭✷✳✼✷✮

⇒
dz

dt
=

1

Cz

dTc

dt
✭✷✳✼✸✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥, ❧❡% CD✉❛,✐♦♥% ✭✷✳✻✾✮ ❡, ✭✷✳✼✸✮✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥%

1

Cz

dTc

dt
= −λ

′

ω1 +∆ω ✭✷✳✼✹✮

❉✬❛✉,3❡ ♣❛3,✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ♣❡✉, L,3❡ ❡%,✐♠C ♣❛3 ✉♥❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥, ❞❡ ❣❧✐%%❡♠❡♥, ❡, ❞❡ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♥♦3♠❛❧❡ %♦✉% ❧❛ ❢♦3♠❡ ✿

Tc = f(λ
′

, Fn) ✭✷✳✼✺✮

⇒
dTc

dt
=

∂Tc

∂λ′

dλ
′

dt
+

∂Tc

∂Fn

dFn

dt
✭✷✳✼✻✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥, ❧❡% CD✉❛,✐♦♥% ✭✷✳✼✹✮ ❡, ✭✷✳✼✻✮ ♥♦✉% ❛✈♦♥%

1

Cz

(
∂Tc

∂λ′

dλ
′

dt
+

∂Tc

∂Fn

dFn

dt
) = −λ

′

ω1 +∆ω ✭✷✳✼✼✮

⇔
1

Cz

∂Tc

∂λ′

dλ
′

dt
= −λ

′

ω1 +∆ω −
1

Cz

∂Tc

∂Fn

dFn

dt
✭✷✳✼✽✮

✻✸
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▲✬"#✉❛&✐♦♥ ✭✷✳✼✽✮ 0❡♣0"3❡♥&❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐#✉❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❞❡ ✈✐&❡33❡ ❞❡ ❣❧✐33❡♠❡♥&

❞✬❡♠❜0❛②❛❣❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥&✱ ♥♦✉3 ✉&✐❧✐3♦♥3 ❧❛ ❢♦0♠✉❧❡ 3✉✐✈❛♥&❡ ♣♦✉0 ❝❛❧❝✉❧❡0 ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♠✲

❜0❛②❛❣❡ ✿

Tc = f(λ
′

, Fn) = γcFnf(λ
′

) ✭✷✳✼✾✮

♦C γc ❡3& ✉♥❡ ❝♦♥3&❛♥&❡ #✉✐ ❞"♣❡♥❞ ❧❛ ❣"♦♠"&0✐❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜0❛②❛❣❡✳ ▲❡ ♣❛0❛♠D&0❡ ∆ω
′

❡3& ❞✐✣❝✐❧❡ E ♠❡3✉0❡0 ♦✉ E ✐❞❡♥&✐✜❡0✳ ❉✬❛✉&0❡ ♣❛0&✱ ❧❛ 0❛✐❞❡✉0 ❞❡3 3✉0❢❛❝❡3 ❞❡ ❢0✐❝&✐♦♥

❞✬❡♠❜0❛②❛❣❡ ❡3& ❛33❡③ ❣0❛♥❞❡✳ ❉♦♥❝✱ ❧✬❛♣♣0♦①✐♠❛&✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❞❡ ❧❛ ✈✐&❡33❡ ❞❡

❣❧✐33❡♠❡♥& ✐♥&❡0♥❡ λ
′

♣❛0 ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❞❡ ❧❛ ✈✐&❡33❡ ❞❡ ❣❧✐33❡♠❡♥& λ ♣❡✉& J&0❡ ❢❛✐&❡✳

Tc = γcFnf(λ) ✭✷✳✽✵✮

▲❛ ❞②♥❛♠✐#✉❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❞❡ ✈✐&❡33❡ ❞❡ ❣❧✐33❡♠❡♥& ❞✬❡♠❜0❛②❛❣❡ ❞❡✈✐❡♥& ✿

1

Cz

γcFn

df(λ)

dλ

dλ

dt
= −λω1 +∆ω −

1

Cz

γcλf(λ)
dFn

dt
✭✷✳✽✶✮

▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ f(λ) ❡!" ❞$✜♥✐❡ ♣♦✉+ ❞$❝+✐+❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡ ❝♦♠♣♦+"❡♠❡♥" ❞❡ ❧✬❡♠❜+❛②❛❣❡

❡♥ ♣❤❛!❡ ❞❡ ❢❡+♠❡"✉+❡ ❡♥ ♣+❡♥❛♥" ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ❧✬❡✛❡" ❙!"✐❜❡❝❦✳ ❉❛♥! ♥♦"+❡ $"✉❞❡✱

♥♦✉! ✉"✐❧✐!♦♥! ❧❛ ♠❛❣✐❝ ❢♦"♠✉❧❛ ❬<❛❝❡❥❦❛ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✽✼❪ ♣♦✉+ ♠♦❞$❧✐!❡+ ❧❡ ❣❧✐!!❡♠❡♥"

❞✬❡♠❜+❛②❛❣❡✳

▼❛❣✐❝ ❢♦'♠✉❧❛

▲❛ ♠❛❣✐❝ ❢♦"♠✉❧❛ ❡!" ✉♥❡ ❢♦+♠✉❧❡ ♠❛"❤$♠❛"✐E✉❡ E✉✐ ♣❡+♠❡" ❞❡ ❞$❝+✐+❡ ❧❡! ❢♦+❝❡!

❞❡ ❢+✐❝"✐♦♥ ❡♥ ♣+❡♥❛♥" ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ❧✬❡✛❡" ❞❡ ❙!"✐❜❡❝❦✳ ▲❛ ♠❛❣✐❝ ❢♦"♠✉❧❛ !❡ ♣+$!❡♥"❡

!♦✉! ❧❛ ❢♦+♠❡ ✿

f(x) = D sin (C arctan (Bx− E (Bx− arctan (Bx)))) ✭✷✳✽✷✮

▲❡ ❣+❛♣❤❡ ❞❡ ❝❡""❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❡!" +❡♣+$!❡♥"$❡ !✉+ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✷✳✷✷✳ ❈❡""❡ ❢♦+♠✉❧❡ ❡!"

✉"✐❧✐!$❡ ♣♦✉+ ❞$✜♥✐+ ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ f(λ)✱ ❛✈❡❝ λ , x ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ❞❡ ❣❧✐!!❡♠❡♥" ❞❡

❧✬❡♠❜+❛②❛❣❡✳ ▲❛ ❝♦✉+❜❡ f(λ) ❡!" ❞$✜♥✐❡ ♣❛+ ❧❡! ♣❛+❛♠M"+❡! B✱ C✱ D✱ E✱ E✉✐ ♣❡✉✈❡♥"

N"+❡ ❡①♣+✐♠$! ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ❞❡ ❢+✐❝"✐♦♥ !"❛"✐E✉❡ µs✱ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ❞❡

❢+✐❝"✐♦♥ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ µc ❡" ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ❞❡ ❣❧✐!!❡♠❡♥" !"❛"✐E✉❡ λs✳ ▲❡ !✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛

❢♦♥❝"✐♦♥ f(λ) ❡!" ❧❡ ♠N♠❡ E✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥" λ✳ ▲❡ ♣❛+❛♠M"+❡ D +❡♣+$!❡♥"❡ ❧❛

✈❛❧❡✉+ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉+❜❡ ❡" ❝♦++❡!♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ❞❡ ❢+✐❝"✐♦♥ !"❛"✐E✉❡ ✿

D = µs. ✭✷✳✽✸✮

▲❛ ✈❛❧❡✉+ C π
2
+❡♣+$!❡♥"❡ ❧❛ +$❣✐♦♥ ✉"✐❧✐!$❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ !✐♥✉! ♣♦✉+ ❛!!✉+❡+ ✉♥ ❡✛❡"

❙!"✐❜❡❝❦✱ ❞❛♥! ❧✬✐♥"❡+✈❛❧❧❡ [π/2, 3π/2]✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉+ ❛!②♠♣"♦"✐E✉❡ D sin (C π
2
) ❝♦++❡!♣♦♥❞

❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥" ❞❡ ❢+✐❝"✐♦♥ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❞♦♥♥$ ♣❛+ ✿

D sin
(

C
π

2

)

= D sin
(

π − C
π

2

)

= µc ✭✷✳✽✹✮

⇒ C = 2−
2

π
arcsin

(µc

D

)

= 2−
2

π
arcsin

(

µc

µs

)

✭✷✳✽✺✮

✻✹
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✷ ✕ ❘❡♣&'(❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦&♠✉❧❡ ♠❛❣✐4✉❡

▲❡ ♣&♦❞✉✐* BCD ❝♦&&❡(♣♦♥❞ 7 ❧❛ ♣❡♥*❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉&❜❡ 7 ❧✬♦&✐❣✐♥❡✱ ❝❡ 4✉✐ ♣❡&♠❡* ❞❡

❞'*❡&♠✐♥❡& B✳ ▲❡ ♣❛&❛♠;*&❡ E ♣❡&♠❡* ❞❡ ♠♦❞✐✜❡& ❧❛ ❝♦✉&❜❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡* ❙!"✐❜❡❝❦✱ ❧❡

❝♦❡✣❝✐❡♥* ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥* (*❛*✐4✉❡ λs ❛✉4✉❡❧ ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉&❜❡ (❡ ♣&♦❞✉✐*✳ ▼❛✐( ✐❧ ♥❡

♠♦❞✐✜❡ ♥✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉& ♠❛①✐♠❛❧❡ ♥✐ ❧❛ ♣❡♥*❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉&❜❡ 7 ❧✬♦&✐❣✐♥❡✳

C arctan (Bλs − E (Bλs − arctan (Bλs))) =
π

2
✭✷✳✽✻✮

⇒Bλs − E (Bλs − arctan (Bλs)) = tan
π

2C

⇒E =
Bλs − tan π

2C

Bλs − arctan (Bλs)
✭✷✳✽✼✮

▲❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✷✸ &❡♣&'(❡♥*❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝*✐♦♥ f(λ) ❛✈❡❝ ❧❡( ♣❛&❛♠;*&❡( (✉✐✈❛♥*( ✿ µs =
0, 8✱ µc = 0, 6✱ ❡* λs = 10−3

I♦✉& ❝♦♥❝❧✉&❡ ❝❡**❡ ♣❛&*✐❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥*&❡& ❧✬❡✣❝❛❝✐*' ❞✉ ♠♦❞;❧❡ ♣&♦♣♦('✱ ❞❡✉①

*❡(*( (♦♥* ♣&♦♣♦('( (✉& ❧❛ ❜❛(❡ ❞✬✉♥ (✐♠♣❧❡ ❡♠❜&❛②❛❣❡✳ ❉❛♥( ❧❡ ♣&❡♠✐❡& *❡(*✱ ❧❛ ❢♦&❝❡

♥♦&♠❛❧❡ ✈❛&✐❡ ❡* ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥*&'❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ❡(* ✜①'✳ ❉❛♥( ❧❡ (❡❝♦♥❞ *❡(*✱

❧✬✐♥✈❡&(❡ ❡(* &'❛❧✐('✳ ❊♥ ♣❛&*✐❝✉❧✐❡&✱ ❧❡( ❝♦♠♣♦&*❡♠❡♥*( ❧♦&( ❞❡( *&❛♥(✐*✐♦♥( ❣❧✐((❡✲

♠❡♥*✴❢❡&♠❡*✉&❡ (♦♥* ♠♦♥*&'(✳ ▲❡ (❝❤'♠❛ ❞②♥❛♠✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ❝♦♥(✐❞'&' ❡(*

❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✷✹✳

✻✺
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✸ ✕ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ f(λ)

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✹ ✕ ▼♦❞4❧❡ ❞②♥❛♠✐8✉❡ ❞✬✉♥ )✐♠♣❧❡ ❡♠❜'❛②❛❣❡

▲❡) (8✉❛+✐♦♥) ❞②♥❛♠✐8✉❡) ❞✉ ♠♦❞4❧❡ )♦♥+ ❞♦♥♥(❡) ♣❛' ✿

ω̇1 =
1

I1

(

Tin −K1

∫

(ω1 − ω2) dt− C1 (ω1 − ω2)

)

✭✷✳✽✽✮

ω̇2 =
1

I2

(

K1

∫

(ω1 − ω2) dt+ C1 (ω1 − ω2)− Tc

)

✭✷✳✽✾✮

ω̇3 =
1

I3

(

Tc −K2

∫

(ω3 − ω4) dt− C2 (ω3 − ω4)

)

✭✷✳✾✵✮

ω̇4 =
1

I4

(

K2

∫

(ω3 − ω4) dt+ C2 (ω3 − ω4)− Tr

)

✭✷✳✾✶✮

♦E Tin ❡)+ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥+'(❡✱ Ii ✭i = 1, ..., 4✮ )♦♥+✱ '❡)♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+✱ ❧❡) ✐♥❡'+✐❡) ❞✉

♠♦+❡✉' ✰ ✉♥ ❞❡♠✐✲✈♦❧❛♥+ ♠♦+❡✉' ✰ ❧✬❛✉+'❡ ❞❡♠✐✲✈♦❧❛♥+ ♠♦+❡✉' ✰ ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡✱ ❞✉

❞✐)8✉❡ ❞✬❡♠❜'❛②❛❣❡✱ ❞❡ ❧✬❛'❜'❡ ❞❡ )♦'+✐❡✱ ❡+ ❞✉ ✈(❤✐❝✉❧❡ (8✉✐✈❛❧❡♥+✱ C1✱ K1 )♦♥+✱

'❡)♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ❞✬❛♠♦'+✐))❡♠❡♥+ ❡+ ❧❛ '❛✐❞❡✉' ❞❡ ❧✬❛♠♦'+✐))❡✉' ❞✬❡♠✲

❜'❛②❛❣❡✱ C2✱ K2 )♦♥+✱ '❡)♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ❞✬❛♠♦'+✐))❡♠❡♥+ ❡+ ❧❛ '❛✐❞❡✉' ❞❡

❧✬❛'❜'❡ ❞❡ )♦'+✐❡✱ ❡+ Tr ❡)+ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ '()✐)+❛♥❝❡✳ ▲❡) ♣❛'❛♠4+'❡) ❞✉ ♠♦❞4❧❡ )♦♥+

❞♦♥♥() ❞❛♥) ❧❛ +❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ▲❡) ♣❛'❛♠4+'❡) ❞❡) ♠♦❞4❧❡) ❞❡ ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ✿ ❧❡ ♠♦❞4❧❡

)+❛+✐8✉❡ ❤②❜'✐❞❡✱ ❧❡ ♠♦❞4❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ▲✉●#❡✱ ❡+ ❧❡ ♠♦❞4❧❡ ❜❛)( )✉' ❧❛ ❢♦'♠✉❧❡

♠❛❣✐8✉❡ )♦♥+ ❞♦♥♥() ❞❛♥) ❧❛ +❛❜❧❡ ✷✳✸✳

▲❡) '()✉❧+❛+) ❞✉ ♣'❡♠✐❡' +❡)+ ✭♦E ❧❛ ❢♦'❝❡ ♥♦'♠❛❧❡ ✈❛'✐❡✮ )♦♥+ '❡♣'()❡♥+() )✉'

❧❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✷✺✳ ❙✉' ❧❡) ✜❣✉'❡)✱ ❞❛♥) ✉♥ ♣'❡♠✐❡' +❡♠♣)✱ ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ❡)+ )②♥❝❤'♦✲

♥✐)( O ♣❛'+✐' ❞✬✉♥❡ ✈✐+❡))❡ ❞❡ ❣❧✐))❡♠❡♥+ ✐♥✐+✐❛❧❡ ❞✬❡♥✈✐'♦♥ 100 rad/s✳ ❉❛♥) ❝❡ ❝❛)✱

✻✻
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❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ #❛%❛♠'(%❡* ❞✉ ♠♦❞'❧❡ ❞②♥❛♠✐2✉❡ ❞✬✉♥ *✐♠♣❧❡ ❡♠❜%❛②❛❣❡

❙②♠❜♦❧❡ ❱❛❧❡✉% ❯♥✐(: ❙②♠❜♦❧❡ ❱❛❧❡✉% ❯♥✐(:

J1 ✷✱✼✵ kg.m2 J2 ✷✱✼✵ kg.m2

J3 ✵✱✶✵ kg.m2 J4 ✷✱✻✺ kg.m2

C1 ✹✵ N.m.s/rad C2 ✻✵ N.m.s/rad
K1 ✶✻✵ N.m/rad K2 ✶✻✸✵✵ N.m/rad

❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ #❛%❛♠'(%❡* ❞✉ ♠♦❞'❧❡ ▲✉●%❡ ❡( ❞✉ ♠♦❞'❧❡ #❛❝❡❥❦❛

❙②♠❜♦❧❡ ❱❛❧❡✉% ❯♥✐(: ❙②♠❜♦❧❡ ❱❛❧❡✉% ❯♥✐(:

µs ✵✱✽ ✲ µc ✵✱✻ ✲

δs ✷ ✲ ωs ✶✵ rad/s
γc ✵✱✷✽ ✲ δ0✱ Cz 5, 0e+ 4 ✲

δ1 ✸ ✲ δ2 ✵ ✲

B ✶✵✵ ✲ λs 1, 0e− 3 ✲

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉)❡ ✷✳✷✺ ✕ ❈♦♠♣♦%(❡♠❡♥( ❞❡ ❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡ ♣♦✉% ❧❡ ✶❡% (❡*( ✿ ✭❛✮ %:❣✐♠❡* ❞❡

❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡✱ ✭❜✮ ❝♦✉♣❧❡* ❞❡ ❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡

❧❡* ❝♦♠♣♦%(❡♠❡♥(* ❞❡ ❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡ ♠♦❞:❧✐*: ♣❛% ❧❡* (%♦✐* ♠:(❤♦❞❡* *♦♥( *✐♠✐❧❛✐%❡*✳

✻✼
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▼❖❚❖#❘❖#❯▲❙❊❯❘ ➚ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

 ✉✐#✱ ❞❛♥# ✉♥ #❡❝♦♥❞ +❡♠♣#✱ ❧❛ ❢♦0❝❡ ♥♦0♠❛❧❡ ❞1❝0♦2+✳ ◆❛+✉0❡❧❧❡♠❡♥+✱ ❧✬❡♠❜0❛②❛❣❡

❝♦♠♠✉+❡ ❞❡ ❧✬1+❛+ ❢❡0♠1 9 ❧✬1+❛+ ♦✉✈❡0+✳ ▲❡# ❝♦♠♠✉+❛+✐♦♥# ❞✬1+❛+ ❞❡# ❡♠❜0❛②❛❣❡#

♠♦❞1❧✐#1# ♣❛0 ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❞❡ ❢0✐❝+✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡✛❡+ ❞❡ ❙!"✐❜❡❝❦ ❡+ ♣❛0 ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❜❛#1 #✉0

❧❛ ♠❛❣✐❝ ❢♦"♠✉❧❛ #❡ ♣0♦❞✉✐#❡♥+ ♣0❡#>✉❡ ❛✉ ♠?♠❡ ♠♦♠❡♥+ ❧♦0#>✉❡ ❧❛ ❢♦0❝❡ ♥♦0♠❛❧❡

❞1❝0♦2+ 9 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉0 ❞✬❡♥✈✐0♦♥ 50 daN✳ ❚❛♥❞✐# >✉❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜0❛②❛❣❡ ♠♦❞1❧✐#1
♣❛0 ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ▲✉●"❡ #❡ ♣0♦❞✉✐+ ❧♦0#>✉❡ ❧❛ ❢♦0❝❡ ♥♦0♠❛❧❡ ❡#+ ♣0❡#>✉❡ ③10♦✱ ❝❡ >✉✐ ♥❡

❝♦00❡#♣♦♥❞ ♣❛# 9 ❧❛ 01❛❧✐+1✳

❉❛♥# ❧❡ #❡❝♦♥❞ +❡#+✱ ❧❛ ❢♦0❝❡ ♥♦0♠❛❧❡ ❡#+ ✜①1❡ 9 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉0 ❞❡ 80 daN ❡+ ❧❡

❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥+01❡ ✈❛0✐❡✳ ▲❡# ❝♦♠♣♦0+❡♠❡♥+# ❞❡ ❧✬❡♠❜0❛②❛❣❡ ❜❛#1 #✉0 ❧❡# +0♦✐# ♠1+❤♦❞❡#

#♦♥+ #✐♠✐❧❛✐0❡# ✭❧❛ ✜❣✉0❡ ✷✳✷✻✮✳ ❊♥+0❡ ❧❡# +0♦✐# ♠♦❞<❧❡# ❞✬❡♠❜0❛②❛❣❡✱ ❧❡# ♠♦❞<❧❡#

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✻ ✕ ❈♦♠♣♦0+❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬❡♠❜0❛②❛❣❡ ✲ ✷❡ +❡#+

❞1✈❡❧♦♣♣1# #✉0 ❧❛ ❜❛#❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦0♠✉❧❡ ♠❛❣✐>✉❡ ❡+ #✉0 ❧❛ ❜❛#❡ ❞❡ ❧❛ ❢0✐❝+✐♦♥ ❙!"✐❜❡❝❦

❞♦♥♥❡♥+ ❞❡# 01#✉❧+❛+# #✐♠✐❧❛✐0❡#✳

❉❛♥# ✉♥ ❡♠❜0❛②❛❣❡ 01❡❧✱ ❧❛ ❢♦0❝❡ ♥♦0♠❛❧❡ ✈❛0✐❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉# #♦✉✈❡♥+ ♣✉✐#>✉❡

#❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❡#+ ❞✬❛❝❝♦✉♣❧❡0 ❡+ ❞❡ ❞1#❛❝❝♦✉♣❧❡0 ❧✬❛0❜0❡ ♠♦+❡✉0✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝♦♥+❡①+❡✱ ❧❡#

♠♦❞<❧❡# ❞✬❡♠❜0❛②❛❣❡ ✉+✐❧✐#❛♥+ ❧❛ ♠❛❣✐❝ ❢♦"♠✉❧❛ ♦✉ ❧❛ ❢0✐❝+✐♦♥ ❙!"✐❜❡❝❦ ♣❡0♠❡++❡♥+

❞❡ #✐♠✉❧❡0 ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡ ❝♦♠♣♦0+❡♠❡♥+ ❞②♥❛♠✐>✉❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜0❛②❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ❧❡#

♠♦❞<❧❡# ❞✬❡♠❜0❛②❛❣❡ ❜❛#1# #✉0 ❧❛ ♠❛❣✐❝ ❢♦"♠✉❧❛ ❝♦♥❞✉✐#❡♥+ 9 ❞❡# ♠♦❞<❧❡# ♥♦♥

❛✣♥❡# ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❉♦♥❝✱ ❞❛♥# ♥♦# +0❛✈❛✉①✱ ❧❡ ♠♦❞<❧❡ 9 ❜❛#❡ ❞❡ ♠❛❣✐❝ ❢♦"♠✉❧❛

❡#+ ✉+✐❧✐#1 ♣♦✉0 01❛❧✐#❡0 ❧❡# #✐♠✉❧❛+✐♦♥# ❡+ ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❞❡ ❙!"✐❜❡❝❦ ♣♦✉0 ❞1✈❡❧♦♣♣❡0 ❞❡#

❧♦✐# ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

✷✳✻ ▼♦❞&❧❡ ❞✉ *②♥❝❤/♦♥✐*❡✉/

❉❛♥# ❧❛ ❧✐++10❛+✉0❡✱ ❧❡ #②♥❝❤0♦♥✐#❡✉0 ❡#+ 0❡♣01#❡♥+1 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞<❧❡ ❞❡ ❢0✐❝✲

+✐♦♥✳ ▲♦0# ❞✉ ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡♠❡♥+ ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜0❛②❛❣❡✱ ❧❡# ♣✐❣♥♦♥# ❧✐1# ❛✉ 0❛♣♣♦0+

#1❧❡❝+✐♦♥♥1 #♦♥+ ♣01✲❡♥❣❛❣1# ♣❡♥❞❛♥+ >✉❡ ❧❡ ✈1❤✐❝✉❧❡ 0♦✉❧❡ 9 ✉♥ 0❛♣♣♦0+ ❡♥ ❝♦✉0#✳

▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡##❡# ❡+ ❧❛ ♣01✲#❡❧❡❝+✐♦♥ ❞❡ 0❛♣♣♦0+ ♥❡ #❡ ♣0♦❞✉✐#❡♥+ ♣❛# ❡♥

♠?♠❡ +❡♠♣# >✉❡ ❧❡ ♣0♦❝❡##✉# ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ 0❛♣♣♦0+✳ ❉♦♥❝✱ ❞❛♥# ❝❡++❡ 1+✉❞❡

♥♦✉# ♥1❣❧✐❣❡♦♥# ❧❡# +0❛♥#✐+♦✐0❡# ❞❡ ❧❛ #②♥❝❤0♦♥✐#❛+✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞<❧❡ ❞②♥❛♠✐>✉❡ ❞✬✉♥

#②♥❝❤0♦♥✐#❡✉0 ❡#+ #✐♠♣❧✐✜1 ❡♥ ✉♥ ♠♦❞<❧❡ ♣✉0❡♠❡♥+ ❝✐♥1♠❛+✐>✉❡✳

❊♥ ♣❤❛#❡ ❞❡ #②♥❝❤0♦♥✐#❛+✐♦♥✱ ❧❛ ✈✐+❡##❡ ❛♥❣✉❧❛✐0❡ ❞✉ ♣✐❣♥♦♥ ✢♦✉ ❡#+ ❝❛❧❝✉❧1❡ 9

✻✽



❈❍❆#■❚❘❊ ✷✳ ▼❖❉➱▲■❙❆❚■❖◆ ❊❚ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❉❯ ●❘❖❯#❊

▼❖❚❖#❘❖#❯▲❙❊❯❘ ➚ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬&'✉❛)✐♦♥ ✿

ωs1 =















ω31(t)

ii
, -✐ t < t0 ❀

ω31(t0)

ii
+

(

ω41(t)−
ω31(t0)

ii

)

)❛♥❤

(

(t− t0)

tsync
α

)

, -✐ t ≥ t0✳
✭✷✳✾✷✮

ωs2 =















ω32(t)

ij
, -✐ t < t0 ❀

ω32(t0)

ij
+

(

ω42(t)−
ω32(t0)

ij

)

)❛♥❤

(

(t− t0)

tsync
α

)

, -✐ t ≥ t0✳
✭✷✳✾✸✮

♦6 ωsi✱ i = 1, 2 -♦♥) ❧❡- ✈✐)❡--❡- ❞❡- ♣✐❣♥♦♥- ❢♦✉- ❧✐&❡- < ❧❡✉= -②♥❝❤=♦♥✐-❛)✐♦♥ ❝♦=✲

=❡-♣♦♥❞❛♥)❡✱ t0 ❡-) ❧❡ )❡♠♣- ❞❡ ❞&❜✉) ❞❡ -②♥❝❤=♦♥✐-❛)✐♦♥✱ tsync ❡-) ❧❡ )❡♠♣- ❞❡

-②♥❝❤=♦♥✐-❛)✐♦♥✱ α ❡-) ✉♥❡ ❝♦♥-)❛♥)❡✳

❊♥ ♣❤❛-❡ ❞❡ ❞&-②♥❝❤=♦♥✐-❛)✐♦♥✱ ❧❛ ✈✐)❡--❡ ❛♥❣✉❧❛✐=❡ ❞✉ ♣✐❣♥♦♥ ✢♦✉ ❡-) ❞♦♥♥&❡

♣❛= ✿

ωs1 =







ω41(t), -✐ t < t0 ❀

ω41(t0) +

(

ω31(t)

ii
− ω41(t0)

)

)❛♥❤

(

(t− t0)

tdesync
α

)

, -✐ t ≥ t0✳
✭✷✳✾✹✮

ωs2 =







ω42(t), -✐ t < t0 ❀

ω42(t0) +

(

ω32(t)

ij
− ω42(t0)

)

)❛♥❤

(

(t− t0)

tdesync
α

)

, -✐ t ≥ t0✳
✭✷✳✾✺✮

♦6 tsync ❡-) ❧❡ )❡♠♣- ❞❡ ❞&-②♥❝❤=♦♥✐-❛)✐♦♥✳

✷✳✼ ▼♦❞&❧❡ ❞②♥❛♠✐.✉❡ ❞✬✐♥1❡2❛❝1✐♦♥ ❡♥12❡ ❧❡4 ♣♥❡✉✲

♠❛1✐.✉❡4 ❡1 ❧❡ 4♦❧

▲✬✐♥)❡=❛❝)✐♦♥ ♣♥❡✉♠❛)✐'✉❡✲-♦❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦=)❡♠❡♥) ❧❛ ❞②♥❛♠✐'✉❡ ❞✉ ✈&❤✐❝✉❧❡✳

❈❡))❡ -❡❝)✐♦♥ -❡ ❝♦♥❝❡♥)=❡ -✉= ❧❡ ♠♦❞I❧❡ ♠❛)❤&♠❛)✐'✉❡ ❞&❝=✐✈❛♥) ❧❡- ❢♦=❝❡- ❡) ♠♦✲

♠❡♥)- ❡①❡=❝&- -✉= ❧❡ ♣♥❡✉♠❛)✐'✉❡ ❡♥ ❝♦♥)❛❝) ❛✈❡❝ ❧❛ =♦✉)❡✳ ❉❛♥- ❧❛ ❧✐))&=❛)✉=❡ -✉= ❧❛

♠♦❞&❧✐-❛)✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥)❛❝) ♣♥❡✉✴-♦❧✱ ♣❧✉-✐❡✉=- ♠♦❞I❧❡- -♦♥) ✉)✐❧✐-&- )❡❧- '✉❡ ✿ ❧❡ ♠♦❞I❧❡

❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜✱ ❧❡ ♠♦❞I❧❡ ❞❡ ❉✉❣♦✛ ❬❉✉❣♦✛ ❡* ❛❧✳✱ ✶✾✻✾❪✱ ❧❡ ♠♦❞I❧❡ ▲✉●/❡ ❬❈❛♥✉❞❛- ❞❡

❲✐) ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❡) ❧❡ ♠♦❞I❧❡ ❜❛-& -✉= ❧❛ ♠❛❣✐❝ ❢♦/♠✉❧❛ ❬T❛❝❡❥❦❛ ❡* ❛❧✳✱ ✶✾✽✼❪✱ ❬T❛✲

❝❡❥❦❛ ❡) ❇❛❦❦❡=✱ ✶✾✾✷❪✳ ❉❛♥- ❝❡))❡ -❡❝)✐♦♥✱ -❡✉❧ ❧❡ ♠♦❞I❧❡ ❞❡ ♣♥❡✉♠❛)✐'✉❡ ✉)✐❧✐-❛♥)

❧❛ ❢♦=♠✉❧❡ ♠❛❣✐'✉❡ ❡-) ♣=&-❡♥)& ❞❛♥- ❧❡ ❝❛- -✐♠♣❧❡ ♦6 ❧❛ ❢♦=❝❡ ❧♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧❡ ✭❧❛ ❢♦=❝❡

❞❡ )=❛❝)✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ❢♦=❝❡ ❞❡ ❢=❡✐♥❛❣❡✮ ❡-) ❣&♥&=&❡✳ ▲❛ ❢♦=❝❡ ❧♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧❡ ♣❡✉) Z)=❡

❡①♣=✐♠&❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✉ =❛)✐♦ ❞❡ ❣❧✐--❡♠❡♥) σx ❝♦♠♠❡ -✉✐) ❬T❛❝❡❥❦❛ ❡* ❛❧✳✱

✶✾✽✼❪ ✿

Fx(σx) = D sin (C arctan (Bσx − E (Bσx − arctan (Bσx)))) ✭✷✳✾✻✮

▲❡ =❛)✐♦ ❞❡ ❣❧✐--❡♠❡♥) ❡-) ❞&✜♥✐ ♣❛= ✿

σx =











ωwrw − Vx

ωwrw
, ❧♦=- ❞❡ ❧✬❛❝❝&❧&=❛)✐♦♥

ωwrw − Vx

Vx

, ❧♦=- ❞✉ ❢=❡✐♥❛❣❡

✭✷✳✾✼✮

✻✾
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♦! ωw ❡#$ ❧❛ ✈✐$❡##❡ ❛♥❣✉❧❛✐,❡ ❞❡ ❧❛ ,♦✉❡✱ rw ❡#$ ❧❡ ,❛②♦♥ ♠♦②❡♥ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛$✐2✉❡✱

Vx ❡#$ ❧❛ ✈✐$❡##❡ ❞✉ ✈3❤✐❝✉❧❡✳ ▲❛ ❢♦,❝❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧❡ ❛ ❧❡ ♠9♠❡ #✐❣♥❡ 2✉❡ ❧❡ ,❛$✐♦ ❞❡

❣❧✐##❡♠❡♥$ σx✳

▲❡# ♣❛,❛♠:$,❡# ❞✉ ♠♦❞:❧❡ B✱ C✱ D ❡$ E ♦♥$ ❧❛ ♥♦♠❡♥❝❧❛$✉,❡ #✉✐✈❛♥$❡ ✿ B ❡#$

❧❡ ❢❛❝$❡✉, ❞❡ ,✐❣✐❞✐$3 ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛$✐2✉❡✱ C ❡#$ ❧❡ ❢❛❝$❡✉, ❞❡ ❢♦,♠❡ ❞❡ ❧❛

❝♦✉,❜❡✱ D ❡#$ ❧❛ ✈❛❧❡✉, ♠❛①✐♠❛❧❡✱ E ❡#$ ❧❡ ❢❛❝$❡✉, ❞❡ ❝♦✉,❜✉,❡✳ ▲❛ ❢♦,♠✉❧❡ ♠❛❣✐2✉❡

Fx(σx) ♣,♦❞✉✐$ ✉♥❡ ❝♦✉,❜❡ 2✉✐ ♣❛##❡ ♣❛, ❧✬♦,✐❣✐♥❡✱ ❛$$❡✐♥$ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❡$ $❡♥❞

❡♥#✉✐$❡ ✈❡,# ✉♥❡ ❛#②♠♣$♦$❡ ❤♦,✐③♦♥$❛❧❡✳

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ D ,❡♣,3#❡♥$❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉, ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦,❝❡ ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧❡✳ ▲❡ ♣,♦✲

❞✉✐$ BCD ❝♦,,❡#♣♦♥❞ B ❧❛ ♣❡♥$❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉,❜❡ B ❧✬♦,✐❣✐♥❡✳ ▲❡ ❢❛❝$❡✉, ❞❡ ❢♦,♠❡ C
❝♦♥$,C❧❡ ❧❛ ❧✐♠✐$❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ #✐♥✉# ✜❣✉,❛♥$ ❞❛♥# ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ ✭✷✳✾✻✮ ❡$

❞3$❡,♠✐♥❡ ❛✐♥#✐ ❧❛ ❢♦,♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉,❜❡ ,3#✉❧$❛♥$❡✳ ▲❡ ❢❛❝$❡✉, B ❡#$ ❞3$❡,♠✐♥3 ♣❛, ❧❛

♣❡♥$❡ B ❧✬♦,✐❣✐♥❡ ❡$ ❡#$ ❛♣♣❡❧3 ❢❛❝$❡✉, ❞❡ ,✐❣✐❞✐$3 ❧♦♥❣✐$✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛$✐2✉❡✳ ▲❡

❢❛❝$❡✉, ❞❡ ❝♦✉,❜✉,❡ E ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♥✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉, ❞❡ ❧❛ ,❛✐❞❡✉, ♥✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉, ♠❛①✐♠❛❧❡✱

♠❛✐# ✐❧ ♣❡✉$ 9$,❡ ✉$✐❧✐#3 ♣♦✉, ♠♦❞✐✜❡, ❧❛ ❢♦,♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉,❜✉,❡ B ♣,♦①✐♠✐$3 ❞✉ ♣✐❝ ❞❡

❧❛ ❝♦✉,❜❡ ❡$ ❝♦♥$,C❧❡, 3❣❛❧❡♠❡♥$ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❞❡ ❣❧✐##❡♠❡♥$ σx ❛✉2✉❡❧ ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❧❛

❝♦✉,❜❡ #❡ ♣,♦❞✉✐$✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉, ❛#②♠♣$♦$✐2✉❡ D sin (C π
2
) ❛♣♣,♦❝❤❡ Fx ♣♦✉, ❞❡ ❣,❛♥❞❡#

✈❛❧❡✉,# ❞❡ ❣❧✐##❡♠❡♥$✳

▲❡# ♣❛,❛♠:$,❡# B✱ C✱ D ❡$ E ♣❡✉✈❡♥$ 9$,❡ ❡①♣,✐♠3# ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦,❝❡

♥♦,♠❛❧❡ Fz ❬K❛❝❡❥❦❛ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✽✼❪

C = b0 ✭✷✳✾✽✮

D = (b1Fz + b2)Fz ✭✷✳✾✾✮

B =
(b3F

2
z + b4Fz)e

−b5Fz

CD
✭✷✳✶✵✵✮

E = b6F
2
z + b7Fz + b8 ✭✷✳✶✵✶✮

♦! ❧❡# ♣❛,❛♠:$,❡# bi ✭i = 0, ..., 8✮ #♦♥$ ❝♦♥#$❛♥$# ❡$ ❞♦✐✈❡♥$ 9$,❡ ❞3$❡,♠✐♥3# ♣♦✉,

❝❤❛2✉❡ ♣♥❡✉♠❛$✐2✉❡✳

K♦✉, ♣❡,♠❡$$,❡ B ❧❛ ❝♦✉,❜❡ ❞✬❛✈♦✐, ✉♥ ❞3❝❛❧❛❣❡ ♣❛, ,❛♣♣♦,$ B ❧✬♦,✐❣✐♥❡✱ ❞❡✉①

$❡,♠❡# Sh✱ Sv #♦♥$ ✐♥$,♦❞✉✐$# ❞❛♥# ❬K❛❝❡❥❦❛ ❡$ ❇❛❦❦❡,✱ ✶✾✾✷❪✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦,♠✉❧❡

♦❜$❡♥✉❡ ❡#$ ❛❧♦,# ✿

Fx(x) = D sin (C arctan (Bx− E (Bx− arctan (Bx)))) + Sv ✭✷✳✶✵✷✮

❛✈❡❝

x = σx − Sh ✭✷✳✶✵✸✮

♦! Sh ❡#$ ❧❡ ❞3❝❛❧❛❣❡ ❤♦,✐③♦♥$❛❧ ❞✉ ,❛$✐♦ ❞❡ ❣❧✐##❡♠❡♥$ ❡$ Sv ❡#$ ❧❡ ❞3❝❛❧❛❣❡ ✈❡,$✐❝❛❧

❞❡ ❧❛ ❢♦,❝❡ ❞❡ $,❛❝$✐♦♥✳ ▲❡# ❞3❝❛❧❛❣❡# Sv ❡$ Sh #♦♥$ ✐♥$,♦❞✉✐$# ❛✜♥ ❞❡ $❡♥✐, ❝♦♠♣$❡

❞❡ ❧❛ ,3#✐#$❛♥❝❡ ❛✉ ,♦✉❧❡♠❡♥$ 2✉✐ ♣❡✉$ ♠♦❞✐✜❡, ❧❛ ❝♦✉,❜❡ ❞❡ ❢♦,❝❡ Fx ♣♦✉, 2✉✬❡❧❧❡

♥❡ ♣❛##❡ ♣❛# ♣❛, ❧✬♦,✐❣✐♥❡✳

Sh = b9Fz + b10 ✭✷✳✶✵✹✮

Sv = b11Fz + b12 ✭✷✳✶✵✺✮

♦! ❧❡# ♣❛,❛♠:$,❡# bi ✭i = 9, ..., 12✮ #♦♥$ ❝♦♥#$❛♥$#✳
▲❡ ,❛$✐♦ ❞❡ ❣❧✐##❡♠❡♥$ ❝❛❧❝✉❧3 ♣❛, ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ ✭✷✳✾✼✮ ♥✬❡#$ ♣❛# ❛♣♣,♦♣,✐3 ❡♥ ❞3❜✉$

❞❡ ❞3❝♦❧❧❛❣❡ ♦✉ B ❧✬❛,,9$✱ ❝❛, ❧❛ ✈✐$❡##❡ ❞✉ ✈3❤✐❝✉❧❡ Vx ❡$ ❧❛ ✈✐$❡##❡ ❛♥❣✉❧❛✐,❡ ❞❡ ❧❛

,♦✉❡ ωw #♦♥$ ♥✉❧❧❡#✱ ❧❡ ,❛$✐♦ ❞❡ ❣❧✐##❡♠❡♥$ ❡#$ ❛❧♦,# ♥♦♥✲❞3$❡,♠✐♥3✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡ ♠♦❞:❧❡

✼✵
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▼❖❚❖#❘❖#❯▲❙❊❯❘ ➚ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

❞❡ ♣♥❡✉♠❛'✐)✉❡ ❞♦✐' ✐♥'+❣-❡- ❧❡ -+❣✐♠❡ '-❛♥/✐'♦✐-❡ ❛✐♥/✐ )✉❡ ❧✬+'❛' ❞✬+)✉✐❧✐❜-❡✳ ❯♥❡

/♦❧✉'✐♦♥ ♣♦//✐❜❧❡ ❡/' ❞❡ ❝♦♥/✐❞+-❡- ✉♥ ♠♦❞5❧❡ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛'✐)✉❡ ♣❧✉/ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❛♥/

❝❡''❡ ③♦♥❡✱ ♣❛- ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ '②♣❡ ✏♣♦✐❧/ ❞❡ ❜-♦//❡✑ ❬❈❛♥✉❞❛/ ❞❡ ❲✐' ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ✭❝❢✳

✜❣✉-❡ ✷✳✷✼✮✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✼ ✕ ▼♦❞5❧❡ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛'✐)✉❡ ❞❡ '②♣❡ ♣♦✐❧/ ❞❡ ❜-♦//❡

❙✐ ❧❡ ♣♥❡✉♠❛'✐)✉❡ ❡/' -✐❣✐❞❡ ❡' -♦✉❧❡ /❛♥/ ❣❧✐//❡♠❡♥'✱ ❧❛ ✈✐'❡//❡ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ♣❡✉'

M'-❡ ❡①♣-✐♠+❡ ♣❛- -❛♣♣♦-' ❛✉ -+❣✐♠❡ ❞❡ ❧❛ -♦✉❡

Vx = ωwrw ✭✷✳✶✵✻✮

♦P Vx ❡/' ❧❛ ✈✐'❡//❡ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡✱ ωw ❡/' ❧❡ -+❣✐♠❡ ❞❡ ❧❛ -♦✉❡✱ rw ❡/' ❧❡ -❛②♦♥ ♠♦②❡♥ ❞✉

♣♥❡✉♠❛'✐)✉❡✳ ❙✐ ❧❡ ❣❧✐//❡♠❡♥' ❡/' ♣-✐/ ❡♥ ❝♦♠♣'❡✱ ❧❛ ✈✐'❡//❡ ❞❡ ❣❧✐//❡♠❡♥' /❡ ♣-♦❞✉✐'

)✉❛♥❞ ✿

Vs = ωwrw − Vx 6= 0 ✭✷✳✶✵✼✮

▲♦-/ ❞❡ ❧✬❛❝❝+❧+-❛'✐♦♥✱ ❧❛ ✈✐'❡//❡ ❞❡ ❣❧✐//❡♠❡♥' ❡/' ♣♦/✐'✐✈❡ ❡' ❡❧❧❡ ❡/' ♥+❣❛'✐✈❡ ❧♦-/

❞✉ ❢-❡✐♥❛❣❡✳

❊♥ -+❛❧✐'+✱ ❧❡/ ♣♥❡✉♠❛'✐)✉❡/ /♦♥' /♦✉♣❧❡/ ❡' -♦✉❧❡♥' ❛✈❡❝ ❞❡/ ❣❧✐//❡♠❡♥'/ T ❝❛✉/❡

❞❡ ❧❛ ❢♦-❝❡ ❧♦♥❣✐'✉❞✐♥❛❧❡✳ ▲❛ ✈✐'❡//❡ ❞❡ ❣❧✐//❡♠❡♥' ❛✉ ♣♦✐♥' ❞❡ ❝♦♥'❛❝' ❝♦♠♣-❡♥❞ ❧❛

✈✐'❡//❡ ❞❡ ❣❧✐//❡♠❡♥' ❡' ❧❛ ✈✐'❡//❡ ❞❡ ❞+❢♦-♠❛'✐♦♥✳

V
′

s = V
′

x − Vx ✭✷✳✶✵✽✮

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❞❡ ❣❧✐//❡♠❡♥' ❛✉ ♣♦✐♥' ❞❡ ❝♦♥'❛❝' ❡/' ❝❛❧❝✉❧+ ❝♦♠♠❡ /✉✐' ✿

σ
′

s =
V

′

s

Vx

✭✷✳✶✵✾✮

▲❛ ❞②♥❛♠✐)✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞+❢♦-♠❛'✐♦♥ ❞❡ ♣♥❡✉♠❛'✐)✉❡ u ❛✉ ♣♦✐♥' ❞❡ ❝♦♥'❛❝' ♣❡✉' M'-❡

❝❛❧❝✉❧+❡ ❞✐-❡❝'❡♠❡♥' T ♣❛-'✐- ❞❡ ❧❛ ❞✐✛+-❡♥❝❡ ❡♥'-❡ ❧❡/ ✈✐'❡//❡/ ❞❡ ❣❧✐//❡♠❡♥' /❛♥/ ❡'

❛✈❡❝ ❞+❢♦-♠❛'✐♦♥ ❞❡ ♣♥❡✉♠❛'✐)✉❡ ✿

du

dt
= Vs − V

′

s . ✭✷✳✶✶✵✮

✼✶
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▼❖❚❖#❘❖#❯▲❙❊❯❘ ➚ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

➚ ❜❛##❡ ✈✐'❡##❡✱ ❧❛ *❡❧❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦*❝❡ ❧♦♥❣✐'✉❞✐♥❛❧❡ Fx 2 ❧❛ ❞3❢♦*♠❛'✐♦♥ u ❡#'
❛♣♣*♦①✐♠❛'✐✈❡♠❡♥' ❧✐♥3❛✐*❡✱ ❞♦♥❝ ✿

Fx = uCx ✭✷✳✶✶✶✮

♦= Cx ❡#' ❧❛ *✐❣✐❞✐'3 ❧♦♥❣✐'✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛'✐>✉❡✳

Cx =
dFx

du

∣

∣

∣

∣

u=0

✭✷✳✶✶✷✮

▲✬3>✉❛'✐♦♥ ❞②♥❛♠✐>✉❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❞❡ ❣❧✐##❡♠❡♥' ❞✬✉♥ ♣♥❡✉♠❛'✐>✉❡ ❡#' ❛❧♦*# ♦❜✲

'❡♥✉❡ ♣❛* ✿

1

Cx

∂Fx

∂σ′

x

dσ
′

x

dt
= −σ

′

xVx + Vs −
1

Cx

∂Fx

∂Fz

dFz

dt
✭✷✳✶✶✸✮

❊♥ ♥3❣❧✐❣❡❛♥' ❧❛ ✈❛*✐❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦*❝❡ ♥♦*♠❛❧❡ ✭Fz = constant✮✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐>✉❡ ❞❡ σ
′

x

❡#' #✐♠♣❧✐✜3❡ ✿

1

Cx

∂Fx

∂σ′

x

dσ
′

x

dt
= −σ

′

xVx + Vs ✭✷✳✶✶✹✮

✷✳✽ ▼♦❞&❧✐)❛+✐♦♥ ❞✉ ✈&❤✐❝✉❧❡

❊♥ ❣3♥3*❛❧✱ ❧❡ ✈3❤✐❝✉❧❡ *♦✉❧❡ #✉* ✉♥❡ *♦✉'❡ >✉✐ ♣❡✉' ♣*3#❡♥'❡* ✉♥❡ ♣❡♥'❡ ✭✈♦✐*

❧❛ ✜❣✉*❡ ✷✳✷✽✮✳ ▲❡# ❢♦*❝❡# ❧♦♥❣✐'✉❞✐♥❛❧❡# ❡①'3*✐❡✉*❡# ❛❣✐##❛♥' #✉* ❧❡ ✈3❤✐❝✉❧❡ ❝♦♠✲

♣*❡♥♥❡♥' ❧❛ ❢♦*❝❡ ❞❡ *3#✐#'❛♥❝❡ ❛3*♦❞②♥❛♠✐>✉❡✱ ❧❡# ❢♦*❝❡# ❞❡ *3#✐#'❛♥❝❡ ❛✉ *♦✉❧❡♠❡♥'✱

❧❛ ❢♦*❝❡ ❣*❛✈✐'❛'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡' ❧❛ ❢♦*❝❡ ❞❡ '*❛❝'✐♦♥✳ ▲✬3>✉❛'✐♦♥ ❞②♥❛♠✐>✉❡ ❧♦♥❣✐'✉❞✐♥❛❧❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✽ ✕ ❋♦*❝❡# ❧♦♥❣✐'✉❞✐♥❛❧❡# ❛❣✐##❛♥' #✉* ✉♥ ✈3❤✐❝✉❧❡ #❡ ❞3♣❧❛L❛♥' #✉* ✉♥❡

♣❡♥'❡ ✿ ❧❡# *♦✉❡# ♠♦'*✐❝❡# ❛✈❛♥'

❞✉ ✈3❤✐❝✉❧❡ ❡#' ✿

mvẍv = Fx − Fa − Fr1 − Fr2 −mvg sin(α) ✭✷✳✶✶✺✮

♦= mv ❡#' ❧❛ ♠❛##❡ ❞✉ ✈3❤✐❝✉❧❡✱ xv ❡#' ❧❛ ❞✐#'❛♥❝❡ ❞❡ ❞3♣❧❛❝❡♠❡♥' ❞✉ ✈3❤✐❝✉❧❡✱ Fx ❡#'

❧❛ ❢♦*❝❡ ❞❡ ❝♦♥'❛❝' ❧♦♥❣✐'✉❞✐♥❛❧❡ ♣♥❡✉♠❛'✐>✉❡✴#♦❧✱ Fa ❡#' ❧❛ ❢♦*❝❡ ❞❡ *3#✐#'❛♥❝❡ ❛3*♦✲

❞②♥❛♠✐>✉❡✱ Fr1 ❡' Fr2 #♦♥' ❧❡# ❢♦*❝❡# ❞❡ *3#✐#'❛♥❝❡ ❛✉ *♦✉❧❡♠❡♥'✱ ❧❡ '❡*♠❡ mvg sinα

✼✷
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▼❖❚❖#❘❖#❯▲❙❊❯❘ ➚ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

 ❡♣ #$❡♥&❡ ❧❛ ❢♦ ❝❡ ❞❡  #$✐$&❛♥❝❡ ❞✉❡ / ❧❛ ♣❡♥&❡✱ g ❡$& ❧✬❛❝❝#❧# ❛&✐♦♥ ❣ ❛✈✐&❛&✐♦♥♥❡❧❧❡✱

α ❡$& ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐$♦♥ ❞❡ ❧❛  ♦✉&❡ $✉ ❧❛4✉❡❧❧❡ ❧❡ ✈#❤✐❝✉❧❡ ❡$& ❡♥ ❞#♣❧❛❝❡♠❡♥&✳

▲❛ ❢♦ ❝❡ ❞❡ ❝♦♥&❛❝& ❧♦♥❣✐&✉❞✐♥❛❧❡ ♣♥❡✉♠❛&✐4✉❡✲$♦❧ ❡$& ❞#✈❡❧♦♣♣#❡ ❞❛♥$ ❧❛ $❡❝&✐♦♥

♣ #❝#❞❡♥&❡✳ ▲❡$ ❢♦ ❝❡$  ❡$&❛♥&❡$ ✿ ❧❛ ❢♦ ❝❡ ❞❡  #$✐$&❛♥❝❡ ❛# ♦❞②♥❛♠✐4✉❡✱ ❧❡$ ❢♦ ❝❡$ ❞❡

 #$✐$&❛♥❝❡ ❛✉  ♦✉❧❡♠❡♥& $♦♥& ♣ #$❡♥&#❡$ ❞❛♥$ ❧❡$ $❡❝&✐♦♥$ $✉✐✈❛♥&❡$✳

✷✳✽✳✶ ❋♦&❝❡ ❞❡ &*+✐+-❛♥❝❡ ❛*&♦❞②♥❛♠✐2✉❡

▲❛ ❢♦ ❝❡ ❞❡  #$✐$&❛♥❝❡ ❛# ♦❞②♥❛♠✐4✉❡ $✬♦♣♣♦$❡ / ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥& ❞✉ ✈#❤✐❝✉❧❡ ❞❛♥$

❧✬❛✐ ✳ ▲❛ ❢♦ ❝❡ ❞❡  #$✐$&❛♥❝❡ ❛# ♦❞②♥❛♠✐4✉❡ #4✉✐✈❛❧❡♥&❡ ♣❡✉& <& ❡  ❡♣ #$❡♥&#❡ ❛♣✲

♣ ♦①✐♠❛&✐✈❡♠❡♥& ♣❛ ❧❛ ❢♦ ♠✉❧❡ $✉✐✈❛♥&❡ ✿

Fa = 0.5ρAfCdV
2

✭✷✳✶✶✻✮

♦C ρ ❡$& ❧❛ ♠❛$$❡ ✈♦❧✉♠✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐ [kg/m3]✱ Af ❡$& ❧❡ ♠❛D& ❡✲❝♦✉♣❧❡

✷ [m2]✱ Cd ❡$&

❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❞❡ & ❛D♥#❡ ❛# ♦❞②♥❛♠✐4✉❡ ❡& V ❡$& ❧❛ ✈✐&❡$$❡ ❞✉ ✈#❤✐❝✉❧❡ ♣❛  ❛♣♣♦ &

/ ❧✬❛✐ [m/s]✳

V =

{

Vx + Vw, ✈❡♥& ❞❡ ❢❛❝❡ ❀

Vx − Vw, ✈❡♥& ❛  ✐G ❡✳

✭✷✳✶✶✼✮

♦C Vx ❡$& ❧❛ ✈✐&❡$$❡ ❞✉ ✈#❤✐❝✉❧❡ ❡& Vw ❡$& ❧❛ ✈✐&❡$$❡ ❞✉ ✈❡♥&✳

▲❡ ♠❛D& ❡✲❝♦✉♣❧❡ ♣❡✉& <& ❡ ♦❜&❡♥✉ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥& ❛♣♣ ♦①✐♠❛&✐✈❡♠❡♥& ❧❡$ ❞✐♠❡♥✲

$✐♦♥$ ❞✉ ✈#❤✐❝✉❧❡

Af = ξHL ✭✷✳✶✶✽✮

♦C H ❡$& ❧❛ ❤❛✉&❡✉ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ✈#❤✐❝✉❧❡✱ L ❡$& ❧❛ ❧❛ ❣❡✉ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ✈#❤✐❝✉❧❡✱

❡& ξ ❡$& ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❞❡  ❡♠♣❧✐$$❛❣❡ #❣❛❧ / ❡♥✈✐ ♦♥ 0, 853✳

✷✳✽✳✷ ❋♦&❝❡+ ❞❡ &*+✐+-❛♥❝❡ ❛✉ &♦✉❧❡♠❡♥-

❊♥ $❡ ❞#♣❧❛L❛♥&✱ / ❧❛ ❢♦✐$ ❧❡ ♣♥❡✉♠❛&✐4✉❡ ❡& ❧❛  ♦✉&❡ $♦♥& $♦✉♠✐$ / ✉♥❡ ❞#❢♦ ✲

♠❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥&❛❝&✳ ❚♦✉&❡ ❧✬#♥❡ ❣✐❡ ❞❡ ♣ ♦♣✉❧$✐♦♥ ♥✬❡$& ♣❛$ & ❛♥$❢# #❡ ❡♥

♣❛$$❛♥& ♣❛ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥&❛❝&✳ ❈❡&&❡ ♣❡ &❡ ❞✬#♥❡ ❣✐❡ ♣❡✉& <& ❡  ❡♣ #$❡♥&#❡ ♣❛ ✉♥❡

❢♦ ❝❡ $✉ ❧❡$ ♣♥❡✉♠❛&✐4✉❡$ ❛♣♣❡❧#❡ ❧❛  #$✐$&❛♥❝❡ ❛✉  ♦✉❧❡♠❡♥& 4✉✐ ❛❣✐& ❡♥ $✬♦♣♣♦$❛♥&

❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥& ❞✉ ✈#❤✐❝✉❧❡✳ ▲♦ $4✉❡ ❧❡$ ♣♥❡✉♠❛&✐4✉❡$ $♦♥& $&❛&✐4✉❡$✱ ❛❧♦ $ ❧❛ ❞✐$& ✐✲

❜✉&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛ ❣❡ ♣♥❡✉♠❛&✐4✉❡ ♥♦ ♠❛❧❡ ❞❛♥$ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥&❛❝& ❡$& $②♠#& ✐4✉❡ ♣❛ 

 ❛♣♣♦ & ❛✉ ❝❡♥& ❡ ❞❡ ❧✬❛✐ ❡ ❞✉ ❝♦♥&❛❝&✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❧♦ $4✉❡ ❧❡$ ♣♥❡✉♠❛&✐4✉❡$ $♦♥&

❡♥  ♦&❛&✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐$& ✐❜✉&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛ ❣❡ ♥♦ ♠❛❧❡ $✉ ❧❛ $✉ ❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥&❛❝& ❡$& ♥♦♥

$②♠#& ✐4✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥& ❡ ❧❛ ✜❣✉ ❡ ✷✳✷✾✳

▲❛ ❢♦ ❝❡ ♥♦ ♠❛❧❡ Fz ❡$& ❧❛ ❢♦ ❝❡ &♦&❛❧❡ ❞❛♥$ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥&❛❝&✱ ❡♥ ❛✈❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡

❞✐$&❛♥❝❡ ∆x✳ ▲❡ ♠♦♠❡♥& Fz∆x ❡♥  ❛✐$♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦ ❝❡ ♥♦ ♠❛❧❡ ❞❡ ❞#❝❛❧❛❣❡ ❡$& #4✉✐❧✐❜ #

♣❛ ❧❡ ♠♦♠❡♥& ❞R / ❧❛ ❢♦ ❝❡ ❞❡  #$✐$&❛♥❝❡ ❛✉  ♦✉❧❡♠❡♥&

Fz∆x = Frrs ✭✷✳✶✶✾✮

♦C rs ❡$& ❧❡  ❛②♦♥ ❞❡ ❝❤❛ ❣❡ $&❛&✐4✉❡ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛&✐4✉❡✱ ❡& Rr ❡$& ❧❛ ❢♦ ❝❡ ❞❡  #$✐$&❛♥❝❡

❛✉  ♦✉❧❡♠❡♥& ❞✉ ♣♥❡✉♠❛&✐4✉❡ ❝♦♥$✐❞# #✳

⇒ Fr = Fz

∆x

rs
✭✷✳✶✷✵✮

✷✳ ❧❡ ♠❛&'(❡✲❝♦✉♣❧❡ ❡.' ❧❛ .❡❝'✐♦♥ '(❛♥.✈❡(.❛❧❡ ❢(♦♥'❛❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ✈5❤✐❝✉❧❡

✼✸
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▼❖❚❖#❘❖#❯▲❙❊❯❘ ➚ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷✾ ✕ ❉✐&'(✐❜✉'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛(❣❡ ♣♥❡✉♠❛'✐6✉❡ ♥♦(♠❛❧❡ &✉( ❧❛ &✉(❢❛❝❡ ❞❡

❝♦♥'❛❝' ✿ ✭❛✮ &②♠<'(✐6✉❡✱ ✭❜✮ ♥♦♥ &②♠<'(✐6✉❡

▲❛ ✈❛(✐❛❜❧❡ ∆x ♥✬❡&' ♣❛& ❢❛❝✐❧❡♠❡♥' ♠❡&✉(❛❜❧❡ ❡' ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦(❝❡ ❞❡ (<&✐&'❛♥❝❡ ❛✉

(♦✉❧❡♠❡♥' ❡&' &✐♠♣❧❡♠❡♥' ♠♦❞<❧✐&<❡ ❝♦♠♠❡ <'❛♥' ♣(♦♣♦('✐♦♥♥❡❧❧❡ A ❧❛ ❢♦(❝❡ ♥♦(♠❛❧❡

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥&'❛♥'❡ f ❛♣♣❡❧<❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❞❡ (<&✐&'❛♥❝❡ ❛✉ (♦✉❧❡♠❡♥' ✿

f =
∆x

rs
✭✷✳✶✷✶✮

▲❛ ❢♦(❝❡ ❞❡ (<&✐&'❛♥❝❡ ❛✉ (♦✉❧❡♠❡♥' '♦'❛❧❡ ❛❣✐' &✉( ❧❡ ✈<❤✐❝✉❧❡ ✿

Fr =
nw
∑

1

fiFzi ✭✷✳✶✷✷✮

♦D nw ❡&' ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ♣♥❡✉♠❛'✐6✉❡&✱ fi &♦♥' ❧❡& ❝♦❡✣❝✐❡♥'& ❞❡ (<&✐&'❛♥❝❡ ❛✉ (♦✉❧❡✲

♠❡♥' ❞❡ ❝❤❛6✉❡ ♣♥❡✉♠❛'✐6✉❡✱ Fzi ❡&' ❧❛ ❢♦(❝❡ ♥♦(♠❛❧❡ &✉( ❝❤❛6✉❡ ♣♥❡✉♠❛'✐6✉❡✳

F♦✉( &✐♠♣❧✐✜❡(✱ ♥♦✉& &✉♣♣♦&♦♥& 6✉❡ ❧❡& ♣♥❡✉♠❛'✐6✉❡& ♦♥' ❧❡ ♠H♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥'

❞❡ (<&✐&'❛♥❝❡ ❛✉ (♦✉❧❡♠❡♥'✱ fi = f ❀ ❧❛ ❢♦(❝❡ ❞❡ (<&✐&'❛♥❝❡ ❛✉ (♦✉❧❡♠❡♥' ❡&' ❝❛❧❝✉❧<❡

&✐♠♣❧❡♠❡♥' ❝♦♠♠❡ &✉✐' ✿

Fr = f
nw
∑

1

Fzi = fmvg cos (α) ✭✷✳✶✷✸✮

➚ ❜❛&&❡ ✈✐'❡&&❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❞❡ (<&✐&'❛♥❝❡ ❛✉ (♦✉❧❡♠❡♥' ✈❛(✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧✬<'❛'

❞❡ ❧❛ (♦✉'❡✱ ❞❡ ❧❛ &'(✉❝'✉(❡ ❞❡& ♣♥❡✉♠❛'✐6✉❡& ❡' ❞❡ ❧❛ ♣(❡&&✐♦♥ ❞❡ ❣♦♥✢❛❣❡ ✿

f = f0 ✭✷✳✶✷✹✮

♦D f0 ❡&' ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❞❡ (<&✐&'❛♥❝❡ ❛✉ (♦✉❧❡♠❡♥' 6✉✐ ✈❛(✐❡ ❣<♥<(❛❧❡♠❡♥' ❞❛♥& ❧❛

♣❧❛❣❡ ❞❡ 0, 01 A 0, 04 ❬❘❛❥❛♠❛♥✐✱ ✷✵✵✻❪ ❞<♣❡♥❞❛♥' ❞❡ ❧❛ (♦✉'❡ ❡' ❞❡ ❧❛ &'(✉❝'✉(❡ ❞❡&

♣♥❡✉♠❛'✐6✉❡&✳ ➚ ❣(❛♥❞❡ ✈✐'❡&&❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❞❡ (<&✐&'❛♥❝❡ ❛✉ (♦✉❧❡♠❡♥' ❞<♣❡♥❞

❛✉&&✐ ❞❡ ❧❛ ✈✐'❡&&❡ ❞✉ ✈<❤✐❝✉❧❡✳ ❊♥ ❣<♥<(❛❧✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❞❡ (<&✐&'❛♥❝❡ ❛✉ (♦✉❧❡♠❡♥'

♣❡✉' H'(❡ ❝❛❧❝✉❧< ❝♦♠♠❡ &✉✐' ✿

f = f0 + kfV
2
x ✭✷✳✶✷✺✮

♦D Vx ❡&' ❧❛ ✈✐'❡&&❡ ❞✉ ✈<❤✐❝✉❧❡✱ kf ❡&' ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❞<♣❡♥❞❛♥' ❞❡ ✈✐'❡&&❡✱ kf ≈
1, 2e− 6✳
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✷✳✾ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡0)❡ ❞✬✉♥ ❣0♦✉♣❡ ♠♦✲

)♦♣0♦♣✉❧6❡✉0 7 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜0❛②❛❣❡

❈❡""❡ #❡❝"✐♦♥ ♣❡)♠❡" ❞❡ ),❝❛♣✐"✉❧❡) ❧❡ ❝♦♠♣♦)"❡♠❡♥" ❞✬✉♥ ●▼3 4 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠✲

❜)❛②❛❣❡ ❡♥ ♣),#❡♥"❛♥" ❞❡# ),#✉❧"❛"# ❞❡ #✐♠✉❧❛"✐♦♥ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡)"❡ ❡♥ ♣❤❛#❡ ❞❡

❞,❝♦❧❧❛❣❡ ❡" ♣❡♥❞❛♥" ❧❡# ❝❤❛♥❣❡♠❡♥"# ❞❡ ✈✐"❡##❡#✳ ▲❡# ♣❛)❛♠=")❡# ❞✉ ♠♦❞=❧❡ #♦♥"

),❝❛♣✐"✉❧,# ❞❛♥# ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✳ ▲❡ #❝❤,♠❛ ❞✉ ♠♦❞=❧❡ ❞❡ ●▼3 )❡♣)❡♥❞ ❧❡ ❞,❝♦✉♣❛❣❡

❢♦♥❝"✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥#✐❞,), "♦✉" ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐")❡ ✿ ❧❡ ♠♦"❡✉)✱ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜)❛②❛❣❡✱

❧❛ ")❛♥#♠✐##✐♦♥ ✭❝♦♠♣)❡♥❛♥" ❧❛ ❜♦C"❡ ❞❡ ✈✐"❡##❡# 4 #✐① )❛♣♣♦)"#✱ ❧❡ ♣♦♥"✱ ❡" ❧❡# ❞❡♠✐✲

❛)❜)❡#✮✱ ❧❡ ♣♥❡✉♠❛"✐E✉❡ ❡" ❧❛ ❞②♥❛♠✐E✉❡ ❧♦♥❣✐"✉❞✐♥❛❧❡ ❞✉ ✈,❤✐❝✉❧❡ ✭✈♦✐) ❧❛ ✜❣✉)❡

✷✳✸✵✮✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✵ ✕ ❙❝❤,♠❛ ❣,♥,)✐E✉❡ ❞✬✉♥ ❣)♦✉♣❡ ♠♦"♦♣)♦♣✉❧#❡✉) 4 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜)❛②❛❣❡

▲❡# ,E✉❛"✐♦♥# ❞✐✛,)❡♥"✐❡❧❧❡# ♥♦♥ ❧✐♥,❛✐)❡# ❞❡# ♠♦❞=❧❡# ❞✐#❝✉",❡# ♣),❝,❞❡♠♠❡♥" #♦♥"

♠✐#❡# ❡♥ M✉✈)❡ ❞✐)❡❝"❡♠❡♥" ❞❛♥# ❧❡# ❜❧♦❝# ❡" ♠♦❞,❧✐#,❡# ❝♦♠♠❡ ❞❡# #♦✉#✲#②#"=♠❡#

❞❡ ❙✐♠✉❧✐♥❦

❘©
✳ ▲❛ ❧♦❣✐E✉❡ ❡" ❧❡# ❞,❝✐#✐♦♥# ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡ )❛♣♣♦)"# #♦♥" ❢♦)♠✉❧,#

#♦✉# ✉♥❡ )❡♣),#❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡ ❙'❛'❡✢♦✇

❘©
✳

▲❛ ♣♦#✐"✐♦♥ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ❡" ❧❡# ❢♦)❝❡# ♥♦)♠❛❧❡# ❛♣♣❧✐E✉,❡# #✉) ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜)❛②❛❣❡

#♦♥" ♠♦♥"),❡# ❞❛♥# ❧❛ ✜❣✉)❡ ✷✳✸✶✳ ▲❛ ✜❣✉)❡ ✷✳✸✷ )❡♣),#❡♥"❡ ❧❡# ✈✐"❡##❡# ❛♥❣✉❧❛✐)❡# ❞✉

♣❧❛"❡❛✉ ❞❡ ♣)❡##✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡ ω2✱ ❞✉ ❞✐#E✉❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡ ♣♦✉) ❧❡# )❛♣♣♦)"#

✐♠♣❛✐)# ω31✱ ❡" ♣❛✐)# ω32✳

▲❛ ❞②♥❛♠✐E✉❡ ❞✉ ✈,❤✐❝✉❧❡ ❡#" ❞♦♥♥,❡ #✉) ❧❛ ✜❣✉)❡ ✷✳✸✸✳ ▲❡ ✈,❤✐❝✉❧❡ ❞,❝♦❧❧❡ 4 1
#❡❝♦♥❞❡ ❡" ❡✛❡❝"✉❡ ❧❡# ❝❤❛♥❣❡♠❡♥"# ❞❡ ✈✐"❡##❡# ❛✉ ❞❡✉①✐=♠❡ )❛♣♣♦)" 4 4, 3 #❡❝♦♥❞❡#✱
❛✉ ")♦✐#✐=♠❡ )❛♣♣♦)" 4 7, 8 #❡❝♦♥❞❡#✱ ❛✉ E✉❛")✐=♠❡ )❛♣♣♦)" 4 12, 9 #❡❝♦♥❞❡#✱ ❛✉
❝✐♥E✉✐=♠❡ )❛♣♣♦)" 4 23, 6 #❡❝♦♥❞❡#✱ ❡" ❛✉ #✐①✐=♠❡ )❛♣♣♦)" 4 56, 1 #❡❝♦♥❞❡#✳ ▲❡ )❛♣♣♦)"
#✉✐✈❛♥" ❡#" ❡♥❣❛❣, ♣❛) ✉♥❡ #②♥❝❤)♦♥✐#❛"✐♦♥ ❛✈❛♥" ❝❤❛E✉❡ ♣❛##❛❣❡ ❞❡ )❛♣♣♦)" ❡" ❧❡

)❛♣♣♦)" ❛❝"✉❡❧ ❡#" ❞,#②♥❝❤)♦♥✐#, ❛♣)=# ❧❛ #②♥❝❤)♦♥✐#❛"✐♦♥✳ ▲❡ "❡♠♣# ❞✬❛❝❝,❧,)❛"✐♦♥

4 ✈✐"❡##❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡#" ❞✬❡♥✈✐)♦♥ ❞❡ 65 #❡❝♦♥❞❡#✳
▲❛ ✜❣✉)❡ ✷✳✸✹ )❡♣),#❡♥"❡ ❡♥ ❞,"❛✐❧ ❧❛ ♣❤❛#❡ ❞❡ ❞,❝♦❧❧❛❣❡✳ ❊♥ ♣❤❛#❡ ❞❡ ❞,❝♦❧❧❛❣❡✱

❧❛ ❢♦)❝❡ ♥♦)♠❛❧❡ ❛✉❣♠❡♥"❡ ❧✐♥,❛✐)❡♠❡♥" 1500N/s ❡" )❡#"❡ 4 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉) ❝♦♥#"❛♥"❡
❛♣)=# ❧❛ #②♥❝❤)♦♥✐#❛"✐♦♥✳ ❆✉ ♠♦♠❡♥" ❞❡ ❧❛ #②♥❝❤)♦♥✐#❛"✐♦♥✱ ❧❡ ❥❡)❦ ❞✉ ✈,❤✐❝✉❧❡ ❡#"

❧❡ ♣❧✉# ❣)❛♥❞ ✭❞✬❡♥✈✐)♦♥ 30m/s3✱ ✈♦✐) ❧❛ ✜❣✉)❡ ✷✳✸✺✭❜✮✮✳
3♦✉) ❧❡# ❝❤❛♥❣❡♠❡♥"# ❞❡ ✈✐"❡##❡# ❞✬✉♥❡ ❜♦C"❡ ❞❡ ✈✐"❡##❡# 4 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜)❛②❛❣❡✱
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▼❖❚❖#❘❖#❯▲❙❊❯❘ ➚ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

✭❛✮ #♦%✐'✐♦♥ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥

✭❜✮ ❋♦/❝❡% ♥♦/♠❛❧❡% ❛♣♣❧✐3✉4❡% %✉/ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜/❛②❛❣❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✶ ✕ ❱❛'✐❛❜❧❡, ❞✬❡♥0'1❡ ♣♦✉' ❧❛ ,✐♠✉❧❛0✐♦♥ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡'0❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✷ ✕ ❱✐0❡,,❡, ❛♥❣✉❧❛✐'❡, ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜'❛②❛❣❡ ✿ ω2 ✲ ✈✐0❡,,❡ ❛♥❣✉❧❛✐'❡

❞✉ ♣❧❛0❡❛✉ ❞❡ ♣'❡,,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡✱ ω31✱ ω32 ✲ ✈✐0❡,,❡ ❛♥❣✉❧❛✐'❡ ❞✉ ❞✐,=✉❡ ❞✬❡♠✲

❜'❛②❛❣❡ ♣♦✉' ❧❡, '❛♣♣♦'0, ✐♠♣❛✐',✱ ❡0 ♣❛✐',

0'♦✐, 10❛♣❡, ❞♦✐✈❡♥0 >0'❡ ♣'✐,❡, ❡♥ ❝♦♠♣0❡ ✿ ✭✶✮ ❞10❡❝0❡' ❧❡ ♠♦♠❡♥0 ❞❡ ❝♦♠♠❡♥✲

❝❡♠❡♥0 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥0 ❞❡ ✈✐0❡,,❡,✱ ✭✷✮ ❞1❝'♦B0'❡ ❧❛ ❢♦'❝❡ ♥♦'♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐=✉1❡ ,✉'

❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ♣♦✉' ❧❡ '❛♣♣♦'0 ❛❝0✉❡❧ ✭❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣✮✱ ✭✸✮ ❛✉ ♠♦♠❡♥0 ❞✉ ❣❧✐,✲

,❡♠❡♥0 ❞✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣✱ ❧❛ ❢♦'❝❡ ♥♦'♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐=✉1❡ ,✉' ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ♣♦✉' ❧❡
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✭❛✮ ❏❡%❦

✭❜✮ ❆❝❝*❧*%❛,✐♦♥

✭❝✮ ❱✐,❡11❡

✭❞✮ ❉✐1,❛♥❝❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✸ ✕ ❉②♥❛♠✐*✉❡ ❞✉ ✈/❤✐❝✉❧❡
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▼❖❚❖#❘❖#❯▲❙❊❯❘ ➚ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

✭❛✮ ❱✐%❡''❡' ❛♥❣✉❧❛✐,❡' ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠✲

❜,❛②❛❣❡

✭❜✮ ❏❡,❦ ❞✉ ✈6❤✐❝✉❧❡

✭❝✮ ❋♦,❝❡ ♥♦,♠❛❧❡ ✭❞✮ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜,❛②❛❣❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✹ ✕ %❤❛(❡ ❞❡ ❞+❝♦❧❧❛❣❡ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡

3❛♣♣♦35 (✉✐✈❛♥5 ✭❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣✮ ❛✉❣♠❡♥5❡ ♣♦✉3 (②♥❝❤3♦♥✐(❡3 ❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡

♦♥✲❝♦♠✐♥❣✳ ▲❛ ✜❣✉3❡ ✷✳✸✺ 3❡♣3+(❡♥5❡ ❡♥ ❞+5❛✐❧ ❧❛ ♣❤❛(❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥5 ❞❡ ✈✐5❡((❡

(✉♣+3✐❡✉3❡ 2me − 3 ♠❡

3❛♣♣♦35✳ ▲♦3(@✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛5❡✉3 ❞+5❡❝5❡ ❧❡ ♣♦✐♥5 ❞❡ ❝❤❛♥❣❡✲

♠❡♥5 ❞❡ ✈✐5❡((❡✱ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♥♦3♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐@✉+❡ (✉3 ❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ♣♦✉3 ❧❡ 2 ♠❡

3❛♣♣♦35

✭❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣✮ ❞+❝3♦D5 ❧✐♥+❛✐3❡♠❡♥5 3600N/s✳ ❆✉ ♠♦♠❡♥5 ♦F ❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡

♦✛✲❣♦✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥❝❡ G ❣❧✐((❡3✱ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♥♦3♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐@✉+❡ (✉3 ❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ♣♦✉3 ❧❡

3 ♠❡

3❛♣♣♦35 ✭❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣✮ ❛✉❣♠❡♥5❡ ❧✐♥+❛✐3❡♠❡♥5 2200N/s✳ ❆♣3H( ❧❛

(②♥❝❤3♦♥✐(❛5✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♥♦3♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐@✉+❡ (✉3 ❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ 3❡(5❡ G ✉♥❡

✈❛❧❡✉3 ❝♦♥(5❛♥5❡✳

✷✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥*

❈❡ ❝❤❛♣✐53❡ ❛ ♣3+(❡♥5+ ❧❡ ♠♦❞H❧❡ ❞②♥❛♠✐@✉❡ ❝♦♠♣❧❡5 ❞✉ ❣3♦✉♣❡ ♠♦5♦♣3♦♣✉❧(❡✉3

@✉✐ (❡3❛ ✉5✐❧✐(+ ❞❛♥( ❧❡( ❝❤❛♣✐53❡( (✉✐✈❛♥5( ♣♦✉3 ❞+✈❡❧♦♣♣❡3 ❧❡( ❧♦✐( ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❛

♠♦❞+❧✐(❛5✐♦♥ ❛ +5+ ❛①+❡ (✉3 ✉♥❡ ❛♣♣3♦❝❤❡ ♣❛3 (♦✉(✲♠♦❞H❧❡( ❢♦♥❝5✐♦♥♥❡❧( ✿ ❧❡ ♠♦5❡✉3✱

❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜3❛②❛❣❡✱ ❧❛ 53❛♥(♠✐((✐♦♥✱ ❧❡ ♣♥❡✉♠❛5✐@✉❡ ❡5 ❧❡ ✈+❤✐❝✉❧❡✳ ▲❡( ♠♦❞H❧❡(

❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜3❛②❛❣❡ ❞+✈❡❧♦♣♣+( (♦♥5 ❜❛(+( (✉3 53♦✐( ♠♦❞H❧❡( ❞❡ ❢3✐❝5✐♦♥ ✿ ❙)*✐❜❡❝❦✱

▲✉●*❡ ❡5 (✉3 ❧❛ ❢♦3♠✉❧❡ ♠❛❣✐@✉❡ ❞❡ %❛❝❡❥❦❛✳ ▲❡ ♠♦❞H❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ❞+✈❡❧♦♣♣+

❛ +5+ 5❡(5+ ❞❛♥( ❞❡✉① ❝❛( ✿ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♥♦3♠❛❧❡ ✈❛3✐❡ ♦✉ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥53+❡ ✈❛3✐❡✳ ▲❡(

3+(✉❧5❛5( ❞❡( 5❡(5( ♠♦♥53❡♥5 ❧✬❡✣❝❛❝✐5+ ❞✉ ♠♦❞H❧❡ ❞+✈❡❧♦♣♣+ ♣❛3 ❧❛ ❢♦3♠✉❧❡ ♠❛❣✐@✉❡

❡5 ❧❛ ❝♦♥❢♦3♠✐5+ ❞✉ ♠♦❞H❧❡ ❞❡ ❙)*✐❜❡❝❦ ♣❛3 3❛♣♣♦35 ❛✉ ♠♦❞H❧❡ ❞❡ %❛❝❡❥❦❛✳ ❉❛♥( ❧❛

❞❡3♥✐H3❡ ♣❛35✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐53❡✱ ❞❡( 3+(✉❧5❛5( ❞❡ (✐♠✉❧❛5✐♦♥( ♠♦♥53❡♥5 ❧❡ ❝♦♠♣♦35❡✲

♠❡♥5 ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜3❛②❛❣❡✱ ❞✉ ❣3♦✉♣❡ ♠♦5♦♣3♦♣✉❧(❡✉3 ❡5 ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❡5 ♣❡3♠❡55❡♥5
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▼❖❚❖#❘❖#❯▲❙❊❯❘ ➚ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

✭❛✮ ❱✐%❡''❡' ❛♥❣✉❧❛✐,❡' ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠✲

❜,❛②❛❣❡

✭❜✮ ❏❡,❦ ❞✉ ✈6❤✐❝✉❧❡

✭❝✮ ❋♦,❝❡ ♥♦,♠❛❧❡ ✭❞✮ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜+❛②❛❣❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✺ ✕ %❤❛(❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡ ✈✐/❡((❡ ❞❡ 2 ♠❡

2 3 ♠❡

3❛♣♣♦3/

❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣3❡♥❞3❡ ❧❡ (②(/:♠❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜3❛②❛❣❡ ✐♥/<❣3< ❛✉ ❣3♦✉♣❡ ♠♦/♦♣3♦✲

♣✉❧(❡✉3✳ ▲❡( ♣3♦✜❧( ❞❡ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♥♦3♠❛❧❡ ❡/ ❞✉ ❢❛❝/❡✉3 ❞❡ ❢♦3❝❡ (♦♥/ ❞✐✣❝✐❧❡( 2 ❞<✜♥✐3

❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐/❡3 ❧❡ ❥❡3❦ ❡/ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐(❡3 ❧❡ /❡♠♣( ❞❡ ❝❤❛D✉❡ ♣3♦❝❡((✉( ✿ ❞<❝♦❧❧❛❣❡ ❡/

❝❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡ ✈✐/❡((❡(✳ ❉❛♥( ❧❡( ❝❤❛♣✐/3❡( (✉✐✈❛♥/(✱ ❧❡( ❧♦✐( ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡3♠❡/✲

/❛♥/ ❞❡ 3<♣♦♥❞3❡ 2 ❝❡( ♣3♦❜❧<♠❛/✐D✉❡( ❧♦3( ❞✉ ♣❛((❛❣❡ ❞❡( 3❛♣♣♦3/( ❡/ ❞✉ ❞<❝♦❧❧❛❣❡

(♦♥/ ♣3<(❡♥/<❡(✳ ❊❧❧❡( (❡3♦♥/ ❞<✈❡❧♦♣♣<❡( ❡♥ (❡ ❜❛(❛♥/ (✉3 ❧❡ ♠♦❞:❧❡ (✐♠♣❧✐✜< ❞✉

❣3♦✉♣❡ ♠♦/♦♣3♦♣✉❧(❡✉3✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✸

❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛& ♠♦❞❡ ❣❧✐//❛♥% ❞✬✉♥

❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜&❛②❛❣❡

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❉❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐*+❡ ♣+,❝,❞❡♥*✱ ✉♥ ♠♦❞2❧❡ ❞✉ ❣+♦✉♣❡ ♠♦*♦♣+♦♣✉❧#❡✉+ 4 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠✲

❜+❛②❛❣❡ ❛ ,*, ❞,✈❡❧♦♣♣,✳ ❈❡ ♠♦❞2❧❡ ♣+,#❡♥*❡ ❞❡# ♥♦♥✲❧✐♥,❛+✐*,# ;✉✬✐❧ ❢❛✉* ♣♦✉✈♦✐+

♣+❡♥❞+❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ♣♦✉+ ❞,✈❡❧♦♣♣❡+ ❞❡# ❧♦✐# ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡+❢♦+♠❛♥*❡#✳ ❉❛♥# ❧❛

❧✐**,+❛*✉+❡✱ ❧❡# ❧♦✐# ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞,✈❡❧♦♣♣,❡# #♦♥* ❧❡ ♣❧✉# #♦✉✈❡♥* ❜❛#,❡# #✉+ ✉♥❡

❧✐♥,❛+✐#❛*✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞2❧❡ ❡♥ ♥,❣❧✐❣❡❛♥* ❝❡+*❛✐♥# ,❧,♠❡♥*# ♥♦♥ ❧✐♥,❛✐+❡# ❝♦♠♠❡ ✿ ❧❡ +,✲

❣✐♠❡ ❙!"✐❜❡❝❦ ❞❛♥# ❧❡ ♠♦❞2❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜+❛②❛❣❡✱ ❧❡# ❢♦+❝❡# ❞❡ +,#✐#*❛♥❝❡ 4 ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥*

❞✉ ✈,❤✐❝✉❧❡✱ ✳✳✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❧❡# ♣❛+❛♠2*+❡# ❞✉ ♠♦❞2❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜+❛②❛❣❡ #♦♥* ♠❛❧ ❝♦♥♥✉#✱

❡♥ ♣❛+*✐❝✉❧✐❡+ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ❞❡ ❢+✐❝*✐♦♥ ❡#* ❞✐✣❝✐❧❡ 4 ✐❞❡♥*✐✜❡+ ❡* ✈❛+✐❛♥* ❞❛♥# ❧❡ *❡♠♣#✳

❉❡ ❢❛A♦♥ 4 #✐♠♣❧✐✜❡+ ❝❡ ♣+♦❜❧2♠❡✱ ❞❛♥# ❧❛ ❧✐**,+❛*✉+❡ ❧❡ ♠♦❞2❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜+❛②❛❣❡ ❡#*

❣,♥,+❛❧❡♠❡♥* +❡♠♣❧❛❝, ♣❛+ ✉♥❡ ❝❛+*♦❣+❛♣❤✐❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜+❛②❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❢♦+❝❡ ♥♦+♠❛❧❡✳ B♦✉+ ❛♠,❧✐♦+❡+ ❧❡# ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡# ❞❡# ❧♦✐# ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ✐❧ #❡♠❜❧❡

♥❛*✉+❡❧ ❞✬✉*✐❧✐#❡+ ❞❡# ♠♦❞2❧❡# ♣❡+♠❡**❛♥* ❞❡ +❡♣+,#❡♥*❡+ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡ ❝♦♠♣♦+*❡♠❡♥*

❞②♥❛♠✐;✉❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜+❛②❛❣❡ ❡* ❞✉ ❣+♦✉♣❡ ♠♦*♦♣+♦♣✉❧#❡✉+✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐*+❡✱ ❞❡# ❧♦✐#

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥,❛✐+❡# ❜❛#,❡# #✉+ ❧❛ *❤,♦+✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛+ ♠♦❞❡ ❣❧✐##❛♥*

❞✬♦+❞+❡ 1 #♦♥* ❞,✈❡❧♦♣♣,❡# ♣♦✉+ +,♣♦♥❞+❡ 4 ❝❡**❡ ♣+♦❜❧,♠❛*✐;✉❡✳ ▲❡# ♣+✐♥❝✐♣❛✉①
❛✈❛♥*❛❣❡# ❞❡ ❝❡ *②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡# #♦♥* ❧❛ +❡❧❛*✐✈❡ #✐♠♣❧✐❝✐*, ❞❡ ♠✐#❡ ❡♥ E✉✈+❡

♣♦✉+ ❝❡+*❛✐♥❡# ❢♦+♠❡# ❞❡ #②#*2♠❡# ♥♦♥ ❧✐♥,❛✐+❡# ❡* ❧❛ +♦❜✉#*❡##❡ ♣❛+ +❛♣♣♦+* 4 ✉♥❡

❝❧❛##❡ ♣❛+*✐❝✉❧✐2+❡ ❞✬✐♥❝❡+*✐*✉❞❡# ♣❛+❛♠,*+✐;✉❡# ❡* ❞❡ ♣❡+*✉+❜❛*✐♦♥#✳ ▲✬✐♥*,+F* ❞❛♥#

❧❡ ❝❛# ❝♦♥#✐❞,+, ❡#* ❞❡ ♣♦✉✈♦✐+ ♣+❡♥❞+❡ ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❧❡# ✈❛+✐❛*✐♦♥# ♣❛+❛♠,*+✐;✉❡# ❞✉

♠♦❞2❧❡ ❡* ❧❡# ♣❡+*✉+❜❛*✐♦♥# *❡❧❧❡# ;✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ +,#✐#*❛♥* ❞✉ ✈,❤✐❝✉❧❡✳

✸✳✷ ❘❛♣♣❡❧2 2✉& ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛& ♠♦❞❡ ❣❧✐22❛♥%

✸✳✷✳✶ ❋♦&♠✉❧❛+✐♦♥ ❞✉ ♣&♦❜❧1♠❡

❈♦♥#✐❞,+♦♥# ✉♥ #②#*2♠❡ ❞②♥❛♠✐;✉❡ 4 ✉♥❡ #❡✉❧❡ ❡♥*+,❡ ❝♦♠♠❡ #✉✐* ✿

(n)
x = f(x) + g(x)u ✭✸✳✶✮

✽✶
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♦! x ❡#$ ❧❛ #♦'$✐❡ #❝❛❧❛✐'❡ * ❝♦♥$',❧❡'✱ u ❡#$ ❧✬❡♥$'/❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ #❝❛❧❛✐'❡✱ f(x) ❡$
g(x) #♦♥$ ❞❡# ❢♦♥❝$✐♦♥# ♥♦♥ ❧✐♥/❛✐'❡#✱ g(x) 6= 0✱ x ❡#$ ❧❡ ✈❡❝$❡✉' ❞✬/$❛$ ✿

x =
(

x ẋ ẍ ...
(n−1)
x

)T

✭✸✳✷✮

▲❡ ♣'♦❜❧>♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡#$ ❞✬♦❜$❡♥✐' ?✉❡ ❧✬/$❛$ x #✉✐✈❡ ✉♥❡ $'❛❥❡❝$♦✐'❡ ❞❡ '/❢/✲

'❡♥❝❡ ✈❛'✐❛♥$ ❞❛♥# ❧❡ $❡♠♣# xr(t)

xr(t) =
(

xr ẋr ẍr ...
(n−1)
xr

)T

✭✸✳✸✮

B♦✉' ?✉❡ ❧❛ $C❝❤❡ ❞❡ #✉✐✈✐ ❞❡ $'❛❥❡❝$♦✐'❡ #♦✐$ '/❛❧✐#❛❜❧❡ ❡♥ ✉$✐❧✐#❛♥$ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❜♦'♥/❡ u✱ ❧✬/$❛$ ❞❡ '/❢/'❡♥❝❡ ✐♥✐$✐❛❧ xr(0) ❞♦✐$ E$'❡ $❡❧ ?✉❡

xr(0) = x(0) ✭✸✳✹✮

❈❡$$❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ♣❡'♠❡$ ❞✬❛##✉'❡' ?✉❡ ❧❡# /$❛$# $'❛♥#✐$❡♥$ ❞♦✉❝❡♠❡♥$ #❛♥# #❛✉$# *

❧✬✐♥#$❛♥$ ✐♥✐$✐❛❧✱ #✐♥♦♥✱ ❧❡ #✉✐✈✐ ❡①❛❝$ ♥❡ ♣❡✉$ E$'❡ ❛$$❡✐♥$ ?✉✬❛♣'># ✉♥ $'❛♥#✐$♦✐'❡✳

✸✳✷✳✷ ❙✉%❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐..❡♠❡♥1

❉/✜♥✐##♦♥# ❧✬❡''❡✉' ❞❡ #✉✐✈✐ ❡♥ #♦'$✐❡

e , x− xr ✭✸✳✺✮

❡$ ❧❡ ✈❡❝$❡✉' ❞✬❡''❡✉' ❞❡ #✉✐✈✐

e ,

(

e ė ë ...
(n−1)
e

)T

✭✸✳✻✮

❈♦♥#✐❞/'♦♥# ❛❧♦'# ❧❛ #✉'❢❛❝❡ S ❞/✜♥✐❡ ❞❛♥# ❧✬❡#♣❛❝❡ ❞✬/$❛$ R
n
♣❛' s = 0 ❛✈❡❝ ❬❙❧♦$✐♥❡

❡$ ▲✐✱ ✶✾✾✶❪

✭✸✳✼✮s =
(n−1)
e + C1

n−1λ
(n−2)
e + ...+ Cn−2

n−1λ
n−2ė+ λn−1e

♦! λ ❡#$ ✉♥❡ ❝♦♥#$❛♥$❡ '/❡❧❧❡ ♣♦#✐$✐✈❡✳ ◆♦$♦♥# ?✉✬❛❧♦'#

s(t) =

(

d

dt
+ λ

)n−1

e(t). ✭✸✳✽✮

❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ✐♥✐$✐❛❧❡ ✭✸✳✹✮ ❡#$ #❛$✐#❢❛✐$❡✱ ❧❡ #✉✐✈✐ ❞❡ $'❛❥❡❝$♦✐'❡ ❡#$ ✐❞/❛❧ #✐ ❡$

#❡✉❧❡♠❡♥$ #✐ ❧✬/$❛$ ❞❡ #✉✐✈✐ '❡#$❡ #✉' ❧❛ #✉'❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐##❡♠❡♥$ S ✭s(t) ≡ 0✮✳ ❉❛♥# ❧❡

❝❛# ♦! xr(0) 6= x(0)✱ ❛❧♦'# ❧❡ #✉✐✈✐ ♥✬❡#$ ♦❜$❡♥✉ ?✉✬❛#②♠♣$♦$✐?✉❡♠❡♥$✳ ▲❡ ♣'♦❜❧>♠❡

❞✉ #✉✐✈✐ ❞❡ xr ♣❡✉$ ❞♦♥❝ E$'❡ '/❞✉✐$ * ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠❛✐♥$✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ s(t) * ③/'♦✱

❝✬❡#$✲*✲❞✐'❡ * ✉♥ ♣'♦❜❧>♠❡ ❞❡ #$❛❜✐❧✐#❛$✐♦♥ ❞✬♦'❞'❡ 1 #✉' s(t)✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❧✬❡①♣'❡##✐♦♥

✭✸✳✼✮ ❞❡ s ❝♦♥$❡♥❛♥$ ❧❛ ❞/'✐✈/❡ ❞✬♦'❞'❡ n − 1 ❞❡ e✱ ✐❧ #✉✣$ ❞❡ ❞/'✐✈❡' ✉♥❡ #❡✉❧❡ ❢♦✐#

s(t) ♣♦✉' ❢❛✐'❡ ❛♣♣❛'❛[$'❡ ❧✬❡♥$'/❡ u✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ s(t) ♥✬❡#$ ♣❛# ✐❞❡♥$✐?✉❡♠❡♥$ ♥✉❧❧❡

♠❛✐# '❡#$❡ ❜♦'♥/❡✱ ❛❧♦'# ✐❧ ❡#$ ♣♦##✐❜❧❡ ❞✬♦❜$❡♥✐' ❞❡# ❜♦'♥❡# #✉' ❧❡# ❝♦♠♣♦#❛♥$❡# ❞✉

✈❡❝$❡✉' ❞✬❡''❡✉' ❞❡ #✉✐✈✐ e(t)✳

❚❤"♦$%♠❡ ✸✳✶ ❬❙❧♦$✐♥❡ ❡$ ▲✐✱ ✶✾✾✶❪ ❙✉♣♣♦/♦♥/ 0✉❡ e(0) = 0 ❡$ 0✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥

s(t) ❡/$ ❜♦5♥6❡ ♣❛5 ✉♥❡ ❝♦♥/$❛♥$❡ Φ > 0 ♣♦✉5 $♦✉/ t > 0 ✿

|s(t)| ≤ Φ✱ ∀t ≥ 0✱ ✭✸✳✾✮

❛❧♦5/

∣

∣

∣

∣

(i)
e (t)

∣

∣

∣

∣

≤ (2λ)i
Φ

λn−1
✱ (i = 1, ..., n− 1) ✭✸✳✶✵✮

✽✷
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✸✳✷✳✸ ❈♦♥❞✐(✐♦♥) ❞❡ ❣❧✐))❡♠❡♥(

 ♦✉# #❡♥❞#❡ ❛((#❛❝(✐✈❡ ❧❛ -✉#❢❛❝❡ S ❡( ♠❛✐♥(❡♥✐# ❧✬1(❛( -✉# ❧❛ -✉#❢❛❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉( ✐♠♣♦✲
-❡# ❞❡- ❝♦♥❞✐(✐♦♥- -✉♣♣❧1♠❡♥(❛✐#❡- ❛♣♣❡❧1❡- ❝♦♥❞✐(✐♦♥- ❞❡ ❣❧✐--❡♠❡♥(✳ ❈❡- ❞❡#♥✐8#❡-

-♦♥( ♦❜(❡♥✉❡- ❡♥ ✉(✐❧✐-❛♥( ❧❛ ♠1(❤♦❞❡ ❞✐#❡❝(❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ =✉✐ ♣❡#♠❡( ❞✬1(✉❞✐❡# ❧❛

-(❛❜✐❧✐(1 ❞✬✉♥❡ -♦❧✉(✐♦♥ -❛♥- ❛✈♦✐# #❡❝♦✉#- > ❧❛ #1-♦❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❧✬1=✉❛(✐♦♥ ❞✬1(❛( ❞✉

-②-(8♠❡✳ ❯♥❡ ❝❧❛--❡ ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥- ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❝❧❛--✐=✉❡- ♣♦✉# ❧❛ ❞1(❡#♠✐♥❛(✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ❞✬❛((#❛❝(✐✈✐(1 ❡-( ❝❡❧❧❡ ❞❡- ❢♦♥❝(✐♦♥- =✉❛❞#❛(✐=✉❡- ❞✉ (②♣❡ ✿

V (s) =
1

2
s2(t) ✭✸✳✶✶✮

❯♥❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ -✉✣-❛♥(❡ ♣♦✉# =✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ s(t) (❡♥❞❡ ✈❡#- ③1#♦ ❡-( =✉❡ ❧❛ ❞1#✐✈1❡
❞❡ V (s) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡- (#❛❥❡❝(♦✐#❡ ❞✉ -②-(8♠❡ -♦✐( ❞1✜♥✐❡ ♥1❣❛(✐✈❡

V̇ =
1

2

d

dt
s2 = ṡs < 0, s 6= 0 ✭✸✳✶✷✮

❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ❝❡((❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ♥✬❡-( ♣❛- -✉✣-❛♥(❡ ♣♦✉# ❛--✉#❡# ✉♥❡ ❝♦♥✈❡#❣❡♥❝❡ ❡♥

(❡♠♣- ✜♥✐ ✈❡#- ❧❛ -✉#❢❛❝❡ S✳ ■❧ ❢❛✉( ✐♠♣♦-❡# ✉♥❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ♣❧✉- ❢♦#(❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡
✐♥(#♦❞✉✐(❡ ❞❛♥- ❬❙❧♦(✐♥❡ ❡( ▲✐✱ ✶✾✾✶❪ ✿

ṡs ≤ −η |s| ✭✸✳✶✸✮

♦O η ❡-( ✉♥❡ ❝♦♥-(❛♥(❡ ♣♦-✐(✐✈❡✳ ❈❡((❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ #❡♥❞ ❧❛ -✉#❢❛❝❡ S ✐♥✈❛#✐❛♥(❡✳  ❛#

❛✐❧❧❡✉#-✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮ ✐♥❞✐=✉❡ 1❣❛❧❡♠❡♥( =✉❡ ❝❡#(❛✐♥❡- ♣❡#(✉#❜❛(✐♦♥- ♦✉ ❞❡-

✐♥❝❡#(✐(✉❞❡- ❞②♥❛♠✐=✉❡- ♣❡✉✈❡♥( P(#❡ (♦❧1#1❡-✱ (♦✉( ❡♥ ♠❛✐♥(❡♥❛♥( ❧✬✐♥✈❛#✐❛♥❝❡ ❞❡

S✳
❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ✭✸✳✹✮ ♥✬❡-( ♣❛- ✈1#✐✜1❡✱ ❧✬1(❛( ✐♥✐(✐❛❧ ♥✬❡-( ♣❛- -✉# ❧❛ -✉#❢❛❝❡ S

✭s(0) 6= 0✮✳ ▲❛ -✉#❢❛❝❡ S -❡#❛ ♥1❛♥♠♦✐♥- ❛((❡✐♥(❡ ❡♥ ✉♥ (❡♠♣- ✜♥✐ ✐♥❢1#✐❡✉# >

|s(0)|
η

❬❙❧♦(✐♥❡ ❡( ▲✐✱ ✶✾✾✶❪✳

❯♥❡ ❢♦✐- ❛((❡✐♥(❡ ❧❛ -✉#❢❛❝❡✱ ❧❡- (#❛❥❡❝(♦✐#❡- ❞✉ -②-(8♠❡ ② #❡-(❡♥(✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦#✲

(❡♠❡♥( ❞✉ -②-(8♠❡ ❡-( ❛❧♦#- ❛♣♣❡❧1 #1❣✐♠❡ ❣❧✐--❛♥(✳ ▲❡- (#❛❥❡❝(♦✐#❡- ❞✉ -②-(8♠❡

✈1#✐✜❡♥( ❛❧♦#- ❧✬1=✉❛(✐♦♥ ❞✐✛1#❡♥(✐❡❧❧❡ ✿

s(t) =

(

d

dt
+ λ

)n−1

e(t) = 0 ✭✸✳✶✹✮

▲✬❡##❡✉# ❞❡ -✉✐✈✐ (❡♥❞ ❡①♣♦♥❡♥(✐❡❧❧❡♠❡♥( ✈❡#- ③1#♦ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥-(❛♥(❡ ❞❡ (❡♠♣-

1=✉✐✈❛❧❡♥(❡ 1❣❛❧❡ >

n−1
λ
✳

✸✳✷✳✹ ❙②♥(❤2)❡ ❞❡ ❧♦✐) ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛6 ♠♦❞❡ ❣❧✐))❛♥(

 ♦✉# ❞1(❡#♠✐♥❡# ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛--✉#❛♥( ❧✬❡①✐-(❡♥❝❡ ❞✬✉♥ #1❣✐♠❡ ❞❡ ❣❧✐-✲

-❡♠❡♥(✱ ♦♥ ❝❤♦✐-✐( ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦#♠❡ ✿

u(t) = û(t)− g(x)−1k -✐❣♥(s) ✭✸✳✶✺✮

♦O k ❡-( ✉♥❡ ❝♦♥-(❛♥(❡ ♣♦-✐(✐✈❡ ❡( û(t) ❡-( ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ 1=✉✐✈❛❧❡♥(❡ =✉✐ ❡-( ❧❡ -✐❣♥❛❧
❞✬❡♥(#1❡ ❝♦♥(✐♥✉ ♣❡#♠❡((❛♥( ❞❡ ♠❛✐♥(❡♥✐# ❧❛ (#❛❥❡❝(♦✐#❡ ❞✉ -②-(8♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ -✉# ❧❛

-✉#❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐--❡♠❡♥(✳ ❊❧❧❡ -❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ #❡♠❛#=✉❛♥( =✉❡ -✐

s(t) =

(

d

dt
+ λ

)n−1

e(t) = 0, ✭✸✳✶✻✮

✽✸
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❛❧♦#$

ṡ(t) = 0 ✭✸✳✶✼✮

■❧ ✈✐❡♥0 ❛❧♦#$ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥0 ❡♥ ✉0✐❧✐$❛♥0 ✭✸✳✶✮ ❧✬❡①♣#❡$$✐♦♥ ❞❡ û(t) ✿

û(t) = g(x)−1
(

−f(x) +
(n)
x r(t)− C1

n−1λ
(n−1)
e (t)− ...− Cn−2

n−1λ
n−2ë(t)− λn−1ė(t)

)

✭✸✳✶✽✮

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ <=✉✐✈❛❧❡♥0❡ ❞<♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ 0#❛❥❡❝0♦✐#❡ ❞❡ #<❢<#❡♥❝❡✱ ❞❡ ❧❛ $✉#❢❛❝❡ ❞❡

❣❧✐$$❡♠❡♥0 ❝❤♦✐$✐❡ ❡0 ❞❡ ❧✬<0❛0 ❞✉ $②$0C♠❡✳

▲❛ ❝♦♥❞✐0✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐$$❡♠❡♥0 ✭✸✳✶✸✮ ❡$0 ❛❧♦#$ #❡♠♣❧✐❡✱ ❡♥ ❡✛❡0✱ ♦♥ ❞<❞✉✐0 ❢❛❝✐❧❡♠❡♥0

❞❡ ❝❡ =✉✐ ♣#<❝C❞❡ =✉❡ ❧❛ ❞<#✐✈<❡ ❞❡ s(t) ❛ ♣♦✉# ❡①♣#❡$$✐♦♥ ṡ = −k $✐❣♥(s) ❡0✱ ❞♦♥❝

ṡs = −k |s| ✭✸✳✶✾✮

❊♥ ♣#❛0✐=✉❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥0 k ❞❡✈#❛ H0#❡ ❝❤♦✐$✐ $✉✣$❛♠♠❡♥0 ❣#❛♥❞ ♣♦✉# ❣❛#❛♥0✐#

❧✬❡①✐$0❡♥❝❡ ❞✉ #<❣✐♠❡ ❞❡ ❣❧✐$$❡♠❡♥0 ♠❛❧❣#< ❞❡$ ✐♥❝❡#0✐0✉❞❡$ $✉# ❧❡$ ❢♦♥❝0✐♦♥$ f ❡0 g✳

✸✳✷✳✺ $❤&♥♦♠*♥❡ ❞✉ ❜/♦✉0❡♠❡♥0 ❡0 ❧✐33❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❊♥ ♣#<$❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡#0✐0✉❞❡$ ♦✉ ❞❡ ♣❡#0✉#❜❛0✐♦♥$✱ ❧❡ #<❣✐♠❡ ❞❡ ❣❧✐$$❡♠❡♥0 ✐❞<❛❧

♥✬❡$0 ♠❛✐♥0❡♥✉❡ =✉✬❛✉ ♣#✐① ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉0❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ J ✉♥❡ ❢#<=✉❡♥❝❡

✐♥✜♥✐♠❡♥0 ❣#❛♥❞❡✳ ❊♥ ♣#❛0✐=✉❡✱ ❧❡$ ❧✐♠✐0❛0✐♦♥$ ❞❡ ❧✬♦#❣❛♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭❢#<=✉❡♥❝❡

❞❡ ❝♦♠♠✉0❛0✐♦♥ ❧✐♠✐0<❡✱ #❡0❛#❞✱ ✳✳✳✮ ❡♥0#❛L♥❡♥0 ❞❡$ ♦$❝✐❧❧❛0✐♦♥$ ❞❡ ❧✬<0❛0 ❞✉ $②$0C♠❡

❛✉0♦✉# ❞❡ ❧❛ $✉#❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐$$❡♠❡♥0✱ ♣❤<♥♦♠C♥❡ ❛♣♣❡❧< ❜#♦✉0❡♠❡♥0✳ ❉✬✉♥ ❛✉0#❡ ❝♦0<✱

✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛②❛♥0 ✉♥❡ ❢#<=✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉0❛0✐♦♥ 0#♦♣ ✐♠♣♦#0❛♥0❡ ♣❡✉0 H0#❡ ❛✉$$✐

♣<♥❛❧✐$❛♥0❡ ♣✉✐$=✉✬✐❧ ♣❡✉0 ② ❛✈♦✐# ✉♥❡ ❡①❝✐0❛0✐♦♥ ❞❡$ ❞②♥❛♠✐=✉❡$ ♥<❣❧✐❣<❡$ ❧♦#$ ❞❡ ❧❛

♠♦❞<❧✐$❛0✐♦♥✱ ✉♥❡ ✉$✉#❡ #❛♣✐❞❡ ❞❡$ ❛❝0✐♦♥♥❡✉#$ ♠<❝❛♥✐=✉❡$✱ ✳✳✳ N❛# ❝♦♥$<=✉❡♥0✱ ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐$❝♦♥0✐♥✉❡ ❡$0 ❣<♥<#❛❧❡♠❡♥0 ❧✐$$<❡ ❞❡ ❢❛O♦♥ J ❛00❡✐♥❞#❡ ✉♥ ❝♦♠♣#♦♠✐$

❡♥0#❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛$$❛♥0❡ ❞✉ ❝♦♥0#P❧❡ ❡0 ❧❛ ♣#<❝✐$✐♦♥ ❞❡ $✉✐✈✐✳ ❆✐♥$✐✱ ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ $✐❣♥(✮
♣❡✉0 H0#❡ #❡♠♣❧❛❝<❡ ♣❛# ❧❛ ❢♦♥❝0✐♦♥ $❛0✉#❛0✐♦♥ ✿

$❛0(s) =

{ s

Φ
, $✐ |s| ≤ Φ ❀

$✐❣♥(s), ❛✉0#❡♠❡♥0✳

✭✸✳✷✵✮

♦U Φ ❡$0 ❧✬<♣❛✐$$❡✉# ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐0❡✳ ❉✬❛✉0#❡$ ❢♦♥❝0✐♦♥$ ♣❡✉✈❡♥0 <❣❛❧❡♠❡♥0 H0#❡

✉0✐❧✐$<❡$ 0❡❧❧❡$ =✉❡ ❞❡$ $✐❣♠♦V❞❡$ ✿ tanh s
Φ
✱

2
π
arctan s

Φ
✱ ❡!❝✳

❯♥❡ ❛✉0#❡ 0❡❝❤♥✐=✉❡ ❝♦♥$✐$0❡ J ❧✐♠✐0❡# ❧✬❛♠♣❧✐0✉❞❡ ❞❡$ ❝♦♠♠✉0❛0✐♦♥$ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❡♥ ✉0✐❧✐$❛♥0 ✉♥ ❣❛✐♥ k ♥♦♥ ♣❧✉$ ❝♦♥$0❛♥0 ♠❛✐$ ✈❛#✐❛❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ s(t) ❬▲❛✉✲
❜❡#✱ ✷✵✵✸❪

k(s) = k |s|α + k0. ✭✸✳✷✶✮

✸✳✸ ❙②♥❝❤'♦♥✐*❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡

❉❛♥$ ❧❡$ ❛#❝❤✐0❡❝0✉#❡$ ❞❡ ❜♦L0❡ ❞❡ ✈✐0❡$$❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡✱ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡$0 ✐♥0#♦❞✉✐0

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ $♦❧✉0✐♦♥ ♠<❝❛♥✐=✉❡ ♣❛$$✐✈❡ ♣♦✉# ❛❝❝♦✉♣❧❡# ❡0 ❞<$❛❝❝♦✉♣❧❡# ❧❡ ❝♦✉♣❧❡

❞❡ 0#❛♥$♠✐$$✐♦♥✳ ❉❛♥$ ❝❡ $②$0C♠❡✱ ❧❛ $②♥❝❤#♦♥✐$❛0✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡$0 ❡✛❡❝0✉<❡

♣❛# ❧❡ ❝♦♥❞✉❝0❡✉#✳ N♦✉# ❛♠<❧✐♦#❡# ❧✬❛❣#<♠❡♥0 ❞❡ ❝♦♥❞✉✐0❡✱ ✉♥ ❡♠❜#❛②❛❣❡ #♦❜♦0✐$<

✽✹
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✐♥"#♦❞✉✐" ❞❛♥( ❧❡( ❇❱❘( #❡♠♣❧❛❝❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ♣❛((✐❢✳ ▲❛ ❣❡("✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡("

✉♥ 8❧8♠❡♥" ❞8"❡#♠✐♥❛♥" ♣♦✉# ❧❡ ❝♦♥❢♦#" ❞❡ ❝♦♥❞✉✐"❡✳ ❉❛♥( ❝❡""❡ (❡❝"✐♦♥✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥" ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡(" ♣#♦♣♦(8❡✳

❉❡✉① ❛(♣❡❝"( ❛♥"❛❣♦♥✐("❡( (♦♥" ❧✐8( < ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ✿ ❧❡ ❝♦♥❢♦#" ❞❡ ❝♦♥❞✉✐"❡ ❡"

❧✬8♥❡#❣✐❡ ❞✐((✐♣8❡✳ ❯♥ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥" ❝♦✉#" ✐♠♣❧✐?✉❡ ✉♥❡ ❢♦#❝❡ ♥♦#♠❛❧❡ ♣❧✉( ✐♠♣♦#"❛♥"❡✱

❡" ❞♦♥❝ ❞❡( ♦(❝✐❧❧❛"✐♦♥( ❞❛♥( ❧❛ ❝❤❛A♥❡ ❝✐♥8♠❛"✐?✉❡ < ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ (②♥❝❤#♦♥✐(❛"✐♦♥✳

❈❡♣❡♥❞❛♥"✱ ❧❡ "❡♠♣( ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥" ❝♦✉#" ♣❡#♠❡" ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡# ❧✬8♥❡#❣✐❡ ❞✐((✐♣8❡✳ ❆

❝♦♥"#❛#✐♦✱ ✉♥ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥" ❧♦♥❣ ❛((✉#❡ ❞❡( ♦(❝✐❧❧❛"✐♦♥( ♠♦✐♥( ♠❛#?✉8❡( ♠❛✐( ❧✬8♥❡#❣✐❡

❞✐((✐♣8❡ ❡(" ♣❧✉( ✐♠♣♦#"❛♥"❡✳ E♦✉# #8❞✉✐#❡ ❧❡( ♦(❝✐❧❧❛"✐♦♥( ❞❡ ❧❛ ❝❤❛A♥❡ ❝✐♥8♠❛"✐?✉❡✱

❞❡✉① (♦❧✉"✐♦♥( (♦♥" ❡♥✈✐(❛❣❡❛❜❧❡( ✿ (♦✐" ❡♥ ❝♦♥"#G❧❛♥" ❧❡( ❝♦✉♣❧❡( ✭❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦✲

"❡✉#✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ♦✉ ❧❡( ❞❡✉①✮ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡# ❧✬8❝❛#" ❡♥"#❡ ❧❡( ❝♦✉♣❧❡(

❛♣♣❧✐?✉8( ❞❡( ❞❡✉① ❝G"8( ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡✱ (♦✐" ❡♥ ❝♦♥"#G❧❛♥" ❧❡( ✈✐"❡((❡( ❞❡( ❞❡✉①

❝G"8( ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ✭❧❛ ✈✐"❡((❡ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥" ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡✮✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ♥✬8"❛♥"

♣❛( ♠❡(✉#8✱ ❧❛ ("#❛"8❣✐❡ ❝❤♦✐(✐❡ ❡(" ❜❛(8❡ (✉# ❧❡ ❝♦♥"#G❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐"❡((❡ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥"

❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡✳

✸✳✸✳✶ ❚$❛❥❡❝)♦✐$❡ ❞❡ $-❢-$❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐)❡22❡ ❣❧✐22❡♠❡♥)

❊♥ ❣8♥8#❛❧✱ (✐ ❧❛ ❞✉#8❡ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥" ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡(" ❧✐♠✐"8❡ ❞❛♥( ✉♥ "❡♠♣( (✉❢✲

✜(❛♠♠❡♥" ❝♦✉#" tf ✱ ❧✬8♥❡#❣✐❡ ❞✐((✐♣8❡ ♣❡♥❞❛♥" ❧❛ ♣❤❛(❡ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥" ❡(" #❡❧❛"✐✈❡♠❡♥"

❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ❝❡ ?✉✐ ❝♦♥❝❡#♥❡ ❧❡ ❝♦♥❢♦#" ❞❡ ❝♦♥❞✉✐"❡✱ ❧❡ ❜#✉(?✉❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡ ❝♦✉♣❧❡

❞✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❞L < ❧❛ ❢❡#♠❡"✉#❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡#♥✐❡# "❡♥❞ < ♣#♦✈♦?✉❡# ❞✉ ❥❡#❦ ✖ ♣❤8♥♦♠P♥❡

✐♥❞8(✐#❛❜❧❡ ♣♦✉# ❧❡ ❝♦♥❞✉❝"❡✉# ✖ ❡" ❞❡( ♦(❝✐❧❧❛"✐♦♥( ❞❛♥( ❧❡( "#❛♥(♠✐((✐♦♥( ❡♥ ♣❛#✲

"✐❝✉❧✐❡# ❥✉("❡ ❛♣#P( ❧❛ (②♥❝❤#♦♥✐(❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡✳ ❉❛♥( ❧❛ ❧✐""8#❛"✉#❡✱ ❝❡#"❛✐♥(

❛✉"❡✉#( ❞8✜♥✐((❡♥" ✉♥❡ "#❛❥❡❝"♦✐#❡ ❞❡ #8❢8#❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐"❡((❡ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥" ❬●❧✐❡❧♠♦

❡" ❱❛(❝❛✱ ✷✵✵✵❪✱ ❬❉❛((❡♥✱ ✷✵✵✸❪✱ ❬●❛♦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ▲❡ ❝#✐"P#❡ ✐♥"#♦❞✉✐" ❞❛♥( ❬●❧✐❡❧♠♦

❡" ❱❛(❝❛✱ ✷✵✵✵❪✱ ❛♣♣❡❧8❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ♥♦✲❧✉)❝❤✱ ♣❡#♠❡" ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡# ❧❡( ♦(❝✐❧❧❛"✐♦♥(

❞❛♥( ❧❛ ❝❤❛A♥❡ ❝✐♥8♠❛"✐?✉❡ ❛♣#P( ❧❛ (②♥❝❤#♦♥✐(❛"✐♦♥✳ ❈❡""❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ✈✐(❡ < ♠✐♥✐✲

♠✐(❡# ❧✬❛❝❝8❧8#❛"✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥" ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ < ❧✬✐♥("❛♥" ❞❡ (②♥❝❤#♦♥✐(❛"✐♦♥✳ ▲❛

"#❛❥❡❝"♦✐#❡ ❞8✈❡❧♦♣♣8❡ ❞♦✐" ❛((✉#❡# ❛✉((✐ ✉♥❡ ❢❡#♠❡"✉#❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡♥ ✉♥ "❡♠♣(

✜♥✐ ❞♦♥♥8✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥"✱ ❧❡( ❞❡✉① ❝#✐"P#❡( ❝♦♥"#❛❞✐❝"♦✐#❡( (♦♥" ❧❡ "❡♠♣( ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥"

❡" ❧❡ ❥❡#❦ ♣#♦✈♦?✉8 ❡♥ ♣❤❛(❡ ❞❡ ❢❡#♠❡"✉#❡✳ ❙✐ ♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ ❞✉#8❡ ❞❡ ❢❡#♠❡"✉#❡✱ ❛❧♦#(

❧❡ ❥❡#❦ ❛✉❣♠❡♥"❡✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡ "❡♠♣( ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥" ❡(" ❝❤♦✐(✐ ❞❡ ❢❛Y♦♥ < (❛"✐(❢❛✐#❡ ✉♥

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❥❡#❦ ❛❝❝❡♣"❛❜❧❡ ❡♥ ❢❛✈♦#✐(❛♥" ❧❡ ❝♦♥❢♦#" ♦✉ ❧❛ ❞②♥❛♠✐?✉❡✳ ❉❛♥( ❬❉❛((❡♥✱

✷✵✵✸❪✱ ❧❡( ❛✉"❡✉#( ♦♥" ✉"✐❧✐(8 ✉♥❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥"✐❡❧❧❡ ♣♦✉# ❞8✜♥✐# ❧❛ "#❛❥❡❝"♦✐#❡

❞8(✐#8❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐"❡((❡ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥" ❝♦♠♠❡ (✉✐" ✿

∆ωr(t) = ∆ω(t0)e
−τt2

✭✸✳✷✷✮

♦Z τ ❡(" ✉♥❡ ❝♦♥("❛♥"❡ ❞8"❡#♠✐♥❛♥" ❧❛ ❞✉#8❡ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥"✱ ∆ω(t) ❡(" ❧❛ ✈✐"❡((❡ ❞❡

❣❧✐((❡♠❡♥" ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡✱ t0 ❡(" ❧❡ "❡♠♣( ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡♠❡♥" ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥"✳ ❈❡""❡

❞8✜♥✐"✐♦♥ ❛((✉#❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ♥♦✲❧✉)❝❤ < ❧❛ (②♥❝❤#♦♥✐(❛"✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥"✱ ✉♥ (❛✉" ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛❝❝8❧8#❛"✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥" ❡(" ❣8♥8#8 ❛✉ ❞8❜✉" ❞❡ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥"✳

❆✜♥ ❞✬❛((✉#❡# ?✉❡ ❧❡( 8"❛"( "#❛♥(✐"❡♥" ❞♦✉❝❡♠❡♥" (❛♥( (❛✉"( ❛✉ ❞8❜✉" ❞❡ ❧✬❡♥✲

❣❛❣❡♠❡♥" ❞❡ (♦#"❡ ?✉❡ "♦✉"❡ "#❛❥❡❝"♦✐#❡ ❞8(✐#8❡ #8❛❧✐(❛❜❧❡ < ♣❛#"✐# ❞❡ ❧✬✐♥("❛♥" t0
❝♦♠♠❡♥❝❡ ❢♦#❝8♠❡♥" ❛✈❡❝ ❧❡( ♠[♠❡( ✈✐"❡((❡ ❡" ❛❝❝8❧8#❛"✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥" ?✉❡ ❝❡❧❧❡(

❞✉ (②("P♠❡✳ ◆♦✉( ❛✈♦♥( ❞♦♥❝ ❧❡( ❝♦♥❞✐"✐♦♥( ✐♥✐"✐❛❧❡( (✉✐✈❛♥"❡( ✿

∆ωr(t0) = ∆ω(t0) ✭✸✳✷✸✮

✽✺
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∆ω̇r(t0) = ∆ω̇(t0) ✭✸✳✷✹✮

♦'✱ ∆ω(t) ❡*+ ❧❛ ✈✐+❡**❡ ❞❡ ❣❧✐**❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬❡♠❜6❛②❛❣❡✳

❊♥ ♣❧✉*✱ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥+ ❞♦✐+ ;+6❡ ✜♥✐ ❛♣6=* ❧❡ +❡♠♣* ❝❤♦✐*✐ ∆t = ts − t0✳ ▲❛ +6❛✲

❥❡❝+♦✐6❡ ❞C*✐6C❡ ♣♦✉6 ❧❛ ✈✐+❡**❡ ❞❡ ❣❧✐**❡♠❡♥+ ❞♦✐+ ❞♦♥❝ *❛+✐*❢❛✐6❡ ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡* *✉✐✲

✈❛♥+❡* ✿

∆ωr(ts) = 0 ✭✸✳✷✺✮

❡+ ❧❛ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ♥♦✲❧✉%❝❤ ✿ H ❧✬✐♥*+❛♥+ ❞❡ *②♥❝❤6♦♥✐*❛+✐♦♥ ts✱ ❧❛ ❞C6✐✈C❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐+❡**❡

❞❡ ❣❧✐**❡♠❡♥+ ❞♦✐+ ;+6❡ C❣❛❧❡ H ③C6♦✱

∆ω̇r(ts) = 0 ✭✸✳✷✻✮

❉✐✛C6❡♥+* ❝❤♦✐① *♦♥+ ♣♦**✐❜❧❡* ♣♦✉6 ❞C✜♥✐6 ✉♥❡ +6❛❥❡❝+♦✐6❡ ✈C6✐✜❛♥+ ❝❡* ❝♦♥+6❛✐♥+❡*✳

❉❛♥* ❝❡++❡ C+✉❞❡✱ ♥♦✉* ✉+✐❧✐*♦♥* ✉♥ ♣♦❧②♥M♠❡ ❞❡ ❞❡❣6C 3 ♣♦✉6 ❞C✜♥✐6 ❧❛ +6❛❥❡❝+♦✐6❡

❞❡ 6C❢C6❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐+❡**❡ ❞❡ ❣❧✐**❡♠❡♥+ ✿

∆ωr(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3
✭✸✳✷✼✮

♦' ❧❡* ♣❛6❛♠=+6❡* ai✱ i = 0, ..., 3 ♣❡✉✈❡♥+ ;+6❡ ❞C+❡6♠✐♥C* H ♣❛6+✐6 ❞❡* ❝♦♥❞✐+✐♦♥*

✐♥✐+✐❛❧❡* ❡+ ❞❡* ❝♦♥❞✐+✐♦♥* H ❧❛ *②♥❝❤6♦♥✐*❛+✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉6❡ ✸✳✶ 6❡♣6C*❡♥+❡ ✉♥❡ +6❛❥❡❝✲

+♦✐6❡ ❞C*✐6C❡ ♣♦✉6 ✉♥ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥+ ❝♦♠♠❡♥P❛♥+ H ✉♥❡ *❡❝♦♥❞❡ ❡+ ✜♥✐**❛♥+ ❛♣6=* 2, 5
*❡❝♦♥❞❡*✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✕ ❚6❛❥❡❝+♦✐6❡ ❞C*✐6C❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐+❡**❡ ❞❡ ❣❧✐**❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬❡♠❜6❛②❛❣❡ ✿ ♣♦❧②✲

♥M♠❡ ❞❡ ❞❡❣6C 3 ✿ t0 = 1 *❡❝♦♥❞❡✱ ts = 2, 5 *❡❝♦♥❞❡*

✽✻
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✸✳✸✳✷ ▲♦✐& ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❉❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐*+❡ ♣+,❝,❞❡♥*✱ ✉♥ ♠♦❞2❧❡ ❞②♥❛♠✐4✉❡ #✐♠♣❧✐✜, ❞✉ ❣+♦✉♣❡ ♠♦*♦♣+♦✲

♣✉❧#❡✉+ ❛ ,*, ♣+,#❡♥*, ❡* ❡#* +❛♣♣❡❧, ❝✐✲❞❡##♦✉# ✿

ω̇1 =
Te(.)

I1
−

1

I1
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2)) ✭✸✳✷✽✮

ω̇2 =
1

I2
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2))−

1

I2
Tc1(.)−

1

I2
Tc2(.) ✭✸✳✷✾✮

ω̇3 =
ii
I3
Tc1(.) +

ij
I3
Tc2(.)−

1

I3
(K2(θ3 − θ4) + C2(ω3 − ω4)) ✭✸✳✸✵✮

ω̇4 =
1

I4
(K2(θ3 − θ4) + C2(ω3 − ω4))−

Tr(.)

I4
✭✸✳✸✶✮

θ̇i =ωi, (i = 1, ..., 4) ✭✸✳✸✷✮

♦B ❧❡# ωi ✭i = 1, ..., 4✮ #♦♥*✱ +❡#♣❡❝*✐✈❡♠❡♥*✱ ❧❡# ✈✐*❡##❡ ❛♥❣✉❧❛✐+❡# ❞✉ ♠♦*❡✉+ ✭❧❛
♣❛+*✐❡ ❞✉ ✈♦❧❛♥* ♠♦*❡✉+ D ❝E*, ❞✉ ♠♦*❡✉+ ❝♦♠♣+✐#❡✮ ❀ ❞❡ ❧✬❛✉*+❡ ♣❛+*✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡

✈♦❧❛♥* ♠♦*❡✉+ ❡* ♣❧❛*❡❛✉① ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜+❛②❛❣❡✮ ❀ ❞✉ ♣♦♥* ❡* ❞❡ ❧❛ +♦✉❡ ♠♦*+✐❝❡✳

❙✐ ♥♦✉# ❝♦♥#✐❞,+♦♥# ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬❡♠❜+❛②❛❣❡ 1✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜+❛②❛❣❡ 2
❡#* ❞♦♥❝ ❝♦♥#✐❞,+, ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❡+*✉+❜❛*✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛+*✐❝✉❧✐❡+✱ ❡♥ ♣❤❛#❡ ❞❡ ❞,❝♦❧❧❛❣❡✱

✉♥ #❡✉❧ ❡♠❜+❛②❛❣❡ ❡#* ✉*✐❧✐#, ❛✈❡❝ ❧❡ ♣+❡♠✐❡+ +❛♣♣♦+* ❀ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♠❜+❛②❛❣❡ 2 ❡#*
❛❧♦+# ♥✉❧✳ ▲❛ ✈✐*❡##❡ ❞❡ ❣❧✐##❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬❡♠❜+❛②❛❣❡ 1 ✭∆ω1 = ω2− iiω3✮ ❡#* ❧❛ ✈❛+✐❛❜❧❡

D ❝♦♠♠❛♥❞❡+✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥* ❧❡# ,4✉❛*✐♦♥# ✭✸✳✷✾✮ ❡* ✭✸✳✸✵✮✱ ❧✬,4✉❛*✐♦♥ ❞②♥❛♠✐4✉❡ ❞❡

❧❛ ✈✐*❡##❡ ❞❡ ❣❧✐##❡♠❡♥* ❡#* ❞♦♥♥,❡ ♣❛+ ✿

✭✸✳✸✸✮

∆ω̇1 =
1

I2
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2)) +

ii
I3

(K2(θ3 − θ4) + C2(ω3 − ω4))

−

(

1

I2
+

i2i
I3

)

Tc1(.)−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

Tc2(.)

▲❡ ♠♦❞2❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜+❛②❛❣❡ 1 ❡#* ✿

Tc1 = γcµ(∆ω1)#✐❣♥(∆ω1)u ✭✸✳✸✹✮

♦B ❧❛ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❞✬❡♥*+,❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡#* ❧❛ ❢♦+❝❡ ♥♦+♠❛❧❡ u = Fn1✳

▲✬,4✉❛*✐♦♥ ❞②♥❛♠✐4✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐*❡##❡ ❞❡ ❣❧✐##❡♠❡♥* ❞✬❡♠❜+❛②❛❣❡ ❡#* +,,❝+✐*❡ #♦✉#

❧❛ ❢♦+♠❡ ✿

ẋ = f(.) + g(.)u+ d ✭✸✳✸✺✮

♦B x ❡#* ❧❛ ✈❛+✐❛❜❧❡ D ❝♦♠♠❛♥❞❡+ ❡* d ❡#* ❧❛ ♣❡+*✉+❜❛*✐♦♥ ✿

x = ∆ω1 ✭✸✳✸✻✮

f(.) =
1

I2
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2)) +

ii
I3

(K2(θ3 − θ4) + C2(ω3 − ω4)) ✭✸✳✸✼✮

g(.) = −γc

(

1

I2
+

i2i
I3

)

µ(x)#✐❣♥(x) ✭✸✳✸✽✮

d(t) = −

(

1

I2
+

iiij
I3

)

Tc2(.) ✭✸✳✸✾✮

✽✼



❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❈❖▼▼❆◆❉❊ #❆❘ ▼❖❉❊ ●▲■❙❙❆◆❚ ❉✬❯◆ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

▲❛ ♣❡$%✉$❜❛%✐♦♥ ❡+% +✉♣♣♦+,❡ ❜♦$♥,❡ |d(t)| ≤ d̄✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ ❝❡%%❡ ❜♦$♥❡ ,%❛♥%

+✉♣♣♦+,❡ ❝♦♥♥✉❡✳

2♦✉$ ❛++✉$❡$ 3✉❡ ❧❡ +②+%5♠❡ +✉✐✈❡ ✉♥❡ %$❛❥❡❝%♦✐$❡ ❞❡ $,❢,$❡♥❝❡ xr(t)✱ ✉♥❡ +✉$❢❛❝❡
❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥% ❞❡ %②♣❡ ✐♥%,❣$❛❧ s(t) ❡+% ❝❤♦✐+✐❡ +♦✉+ ❧❛ ❢♦$♠❡ ✿

s(t) =

(

d

dt
+ λ

)∫ t

0

e(τ)dτ = e(t) + λ

∫ t

0

e(τ)dτ ✭✸✳✹✵✮

♦B e(t) ❡+% ❧✬❡$$❡✉$ ❞❡ +✉✐✈✐ ✿

e(t) = x(t)− xr(t), ✭✸✳✹✶✮

xr(t) ,%❛♥% ❧❛ %$❛❥❡❝%♦✐$❡ ❞❡ $,❢,$❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐%❡++❡ ❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥% ❞,✜♥✐❡ ❡♥ ✭✸✳✷✼✮✳
❊♥ ✉%✐❧✐+❛♥% ❧❛ ❞,♠❛$❝❤❡ ♣$,+❡♥%,❡ ❡♥ +❡❝%✐♦♥ ✸✳✷✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♣❛$ ♠♦❞❡ ❣❧✐++❛♥%

u(t) = û(t)− g(.)−1k+✐❣♥(s) ✭✸✳✹✷✮

♦B ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ,3✉✐✈❛❧❡♥%❡ û(t) ❛ ♣♦✉$ ❡①♣$❡++✐♦♥

û(t) = g(.)−1 (−f(.) + ẋr(t)− λe(t)) ✭✸✳✹✸✮

❡% ❧❡ ❣❛✐♥ k ❞♦✐% J%$❡ ❝❤♦✐+✐ %❡❧ 3✉❡

k ≥ η + |d(t)| , ∀t ✭✸✳✹✹✮

❊♥ ❡✛❡%✱ L ♣❛$%✐$ ❞❡ ✭✸✳✹✵✮ ❡% ✭✸✳✹✷✮ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+

ṡ(t) = −k+✐❣♥(s(t)) + d(t) ✭✸✳✹✺✮

❡% ❞♦♥❝

⇔ ṡ(t)s(t) = −k |s(t)|+ d(t)s(t) ≤ −η |s(t)| ✭✸✳✹✻✮

▲❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐++❡♠❡♥% ✭✸✳✶✸✮ ❡+% ❛❧♦$+ ✈,$✐✜,❡✳ ❯♥ ❝❤♦✐① ♣♦++✐❜❧❡ ❞❡ ❣❛✐♥ k ❡+% ✿

k = d̄+ η ✭✸✳✹✼✮

♦B η ❡+% ✉♥❡ ❝♦♥+%❛♥%❡ ♣♦+✐%✐✈❡✳ ◆♦✉+ ❛✈♦♥+

✭✸✳✹✽✮

ṡ(t)s(t) = −d̄ |s(t)|+ d(t)s(t)− η |s(t)|
≤ −η |s(t)|

✸✳✸✳✸ ❘#$✉❧'❛'$ ❞❡ $✐♠✉❧❛'✐♦♥$

❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥%$❡$ ❧✬❡✣❝❛❝✐%, ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣$♦♣♦+,❡✱ ❧❡ ♠♦❞5❧❡ ❞②♥❛♠✐3✉❡

❞✉ ●▼2 ❡+% ✐♠♣❧,♠❡♥%, +♦✉+ ▼❛%❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦ ❡% +✐♠✉❧, ❛✈❡❝ ❧❡+ ♣❛$❛♠5%$❡+ ❞✉

♠♦❞5❧❡ 3✉✐ +♦♥% ❞♦♥♥,+ ❞❛♥+ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✳ ▲❛ ♣,❞❛❧❡ ❞✬❛❝❝,❧,$❛%✐♦♥ ❡+% ❝♦♥%$Z❧,❡ ♣❛$

❧❡ ❝♦♥❞✉❝%❡✉$✳ ❉❡✉① ❡++❛✐+ ♦♥% ,%, $,❛❧✐+,+ ❧♦$+ ❞✉ ❞,❝♦❧❧❛❣❡✱ ❧❡ ♣$❡♠✐❡$ ❡++❛✐ ❡+% L

❢♦$%❡ ❝❤❛$❣❡ ❡% ❧❡ ❞❡✉①✐5♠❡ ❡++❛✐ L ❢❛✐❜❧❡ ❝❤❛$❣❡✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ♠♦%❡✉$ ❞❡♠❛♥❞, ❡+% ❧✐, L

❧❛ ♣♦+✐%✐♦♥ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥✱ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✸✳✷ ♠♦♥%$❡ ❧❡+ ♣♦+✐%✐♦♥+ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ❞❛♥+ ♥♦+ ❡++❛✐+✳

✽✽
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷ ✕ ❖✉✈❡()✉(❡ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ❡♥ ♣♦✉(❝❡♥)❛❣❡

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✕ ❱✐)❡44❡4 ❛♥❣✉❧❛✐(❡4 ❞❡4 5❧5♠❡♥)4 ❞✉ ●▼9 ❧♦(4 ❞✉ ❞5❝♦❧❧❛❣❡

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹ ✕ ❊((❡✉( ❞❡ 4✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ ✈✐)❡44❡ ❞❡ ❣❧✐44❡♠❡♥)

✽✾
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❉❛♥# ❧❡ ♣'❡♠✐❡' ❡##❛✐✱ ❧❡# ✈✐,❡##❡# ❛♥❣✉❧❛✐'❡# ❞❡# 0❧0♠❡♥,# #✉✐✈❛♥,# ✿ ❧❡ ♠♦,❡✉' ω1✱

❧❡ ♣❧❛,❡❛✉ ❞✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ω2✱ ❧❡ ♣♦♥, ω3✱ ❧❛ '♦✉❡ ♠♦,'✐❝❡ ω4✱ ❡, ❧❛ ✈✐,❡##❡ ❞❡ ❣❧✐##❡♠❡♥,

❞❡ ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡ 1 ✭∆ω1✮ #♦♥, ♠♦♥,'0❡# #✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✸✳

▲✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥, ❝♦♠♠❡♥❝❡ = ♣❛',✐' ❞❡ 1 #❡❝♦♥❞❡ ❡, ❞✉'❡ 1, 5 #❡❝♦♥❞❡#✳ ▲❛ #②♥❝❤'♦✲
♥✐#❛,✐♦♥ #❡ ❞0'♦✉❧❡ ❥✉#,❡ ❛♣'A# 1, 5 #❡❝♦♥❞❡# ❥✉#B✉✬= 2, 5 #❡❝♦♥❞❡#✳ ▲✬❡''❡✉' ❞❡ #✉✐✈✐
❡#, '❡♣'0#❡♥,0❡ #✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✹✳

▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣❧✐B✉0❡ ❡#, '❡♣'0#❡♥,0❡ #✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✺✳ ❆♣'A# ❧❛ #②♥❝❤'♦♥✐#❛✲

,✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦'❝❡ ♥♦'♠❛❧❡ ❡#, ✜①0❡ = ✉♥❡ ✈❛❧❡✉' ❞❡ 1500N ❛✜♥ ❞✬❛##✉'❡' ✉♥❡ ❢❡'♠❡,✉'❡

❝♦♠♣❧A,❡✳ ▲♦'# ❞❡ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥,✱ ,'♦✐# '0❣✐♦♥# ♣❡✉✈❡♥, H,'❡ ❞✐#,✐♥❣✉0❡# ❞❛♥# ❧❡ ♣'♦✜❧

❞❡ ❧❛ ❢♦'❝❡ ♥♦'♠❛❧❡✳ ❉❛♥# ❧❛ ♣'❡♠✐A'❡ '0❣✐♦♥ ✖ t ∈ (1, 2) #❡❝♦♥❞❡# ✖ ❧❛ ❢♦'❝❡ ♥♦'✲

♠❛❧❡ ❝'♦J, '❛♣✐❞❡♠❡♥,✱ ❧❛ ✈✐,❡##❡ ❞✉ ♠♦,❡✉' ❞0❝'♦J, '❛♣✐❞❡♠❡♥, ❡, ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ❡#,

❢❡'♠0 '❛♣✐❞❡♠❡♥,✳ ❉❛♥# ❧❛ ❞❡✉①✐A♠❡ '0❣✐♦♥ ✖ t ∈ (2, 2.3) #❡❝♦♥❞❡# ✖ ❧❛ ❢♦'❝❡ ♥♦'✲

♠❛❧❡ ❝'♦J, ♠♦✐♥# ❡, ❛ ,❡♥❞❛♥❝❡ = ❞0❝'♦J,'❡✳ ❉❛♥# ❧❛ ,'♦✐#✐A♠❡ '0❣✐♦♥ ✖ t ∈ (2.3, 2.5)
#❡❝♦♥❞❡# ✖ ❧❛ ❢♦'❝❡ ♥♦'♠❛❧❡ ❞0❝'♦J, ♣♦✉' ♣❡'♠❡,,'❡ ❞✬❛,,❡✐♥❞'❡ ❧❡ ♠H♠❡ ♥✐✈❡❛✉

❞✬❛❝❝0❧0'❛,✐♦♥ ❞❡# ❞❡✉① ❝K,0# ❞❡ ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺ ✕ ❋♦'❝❡ ♥♦'♠❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧0❡

▲❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✻ '❡♣'0#❡♥,❡ ❧❡# ♦#❝✐❧❧❛,✐♦♥# ❞❛♥# ❧❛ ❝❤❛J♥❡ ❝✐♥0♠❛,✐B✉❡ = ❧✬❛♠♦',✐##❡✉'

❞✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ✭✜❣✉'❡ ✸✳✻✭❛✮✮ ❡, ❛✉ ❞❡♠✐✲❛'❜'❡ ✭✜❣✉'❡ ✸✳✻✭❜✮✮✳ ▲❡# ❛♠♣❧✐,✉❞❡# ❞❡#

♦#❝✐❧❧❛,✐♦♥# ❛✉ ❞❡♠✐✲❛'❜'❡ ❡, = ❧✬❛♠♦',✐##❡✉' ❞✬❡♠❜'❛②❛❣❡ '❡#,❡♥, ,'A# ❧✐♠✐,0❡#✳

▲❡ ❥❡'❦ ❞✉ ✈0❤✐❝✉❧❡ ♠❡#✉'0 = ❧❛ '♦✉❡ ❡#, ♠♦♥,'0 #✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✼✱ ✐❧ ❞0♣❡♥❞ ❞✉

❝♦♠♣♦',❡♠❡♥, ❞✉ ❝♦♥❞✉❝,❡✉' ❡, ❞❡ ❧❛ ❞✉'0❡ ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥,✳ ❙✐ ♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡ ,❡♠♣#

❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥,✱ ❧❡ ❥❡'❦ ❞✉ ✈0❤✐❝✉❧❡ ❛✉❣♠❡♥,❡✳

❉❛♥# ❧❡ ❞❡✉①✐A♠❡ ❡##❛✐✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡♠❛♥❞0 ❡#, ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❛ ✈✐,❡##❡ ❛♥❣✉❧❛✐'❡ ❞✉

♠♦,❡✉' ❞0❝'♦J, '❛♣✐❞❡♠❡♥, ❧♦'#B✉❡ ❧❛ ❢♦'❝❡ ♥♦'♠❛❧❡ ❛✉❣♠❡♥,❡ ✭✈♦✐' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✽✭❛✮✮✳

❙✐ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡♠❛♥❞0 ❡#, ❢❛✐❜❧❡ ❡, ❧❡ ,❡♠♣# ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥, ❡#, ❝♦✉',✱ ❛❧♦'# ❧❛ ✈✐,❡##❡

❞✉ ♠♦,❡✉' ♣❛##❡ #♦✉# ❧❛ ✈✐,❡##❡ ❞❡ '❛❧❡♥,✐ ❞✉ ♠♦,❡✉' ✭96 rad/s✮ ❡, ,♦♠❜❡ ❞❛♥# ❧❛
'0❣✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❛❣❡ ✭✈♦✐' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✽✭❜✮✮✳ ▲❡ ♠♦,❡✉' ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ '✐#B✉❡ ❞❡ ❝❛❧❡' ❧♦'# ❞❡

❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡✳ ❯♥ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥, ❛✈❡❝ ✉♥ ❜♦♥ ❛❣'0♠❡♥, ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥,

#❡✉❧❡♠❡♥, ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡ ♥✬❡#, ♣❛# #✉✣#❛♥,✳ U♦✉' '0#♦✉❞'❡ ❝❡ ♣'♦✲

❜❧A♠❡✱ ✐❧ ❡#, ♣♦##✐❜❧❡ ❞❡ ♣'♦❧♦♥❣❡' ❧❡ ,❡♠♣# ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬❡♠❜'❛②❛❣❡✱ ♦✉ ❞❡

❝♦♥,'K❧❡' ❧❛ ✈✐,❡##❡ ❞✉ ♠♦,❡✉'✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥,✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥,'❡ ❧❛ ✈✐,❡##❡ ❞✉ ♠♦,❡✉' ❡, ❧❡

,❡♠♣# ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥, ❡#, ❞✐✣❝✐❧❡ = ❢♦'♠✉❧❡'✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❧❛ ✈✐,❡##❡ ❞✉ ♠♦,❡✉' ❧♦'# ❞❡

❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥, ❞0♣❡♥❞ ❡♥❝♦'❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦',❡♠❡♥, ❞✉ ❝♦♥❞✉❝,❡✉' ❡, ❞❡ ❧❛ '0#✐#,❛♥❝❡ =
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✕ ❖%❝✐❧❧❛*✐♦♥% ❞❛♥% ❧❛ ❝❤❛/♥❡ ❝✐♥1♠❛*✐3✉❡ ❞✉ ●▼7 ✿ ✭❛✮ ✲ < ❧✬❛♠♦>*✐%%❡✉>

❞✬❡♠❜>❛②❛❣❡✱ ✭❜✮ ✲ ❛✉ ❞❡♠✐✲❛>❜>❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✼ ✕ ❏❡>❦ ❞✉ ✈1❤✐❝✉❧❡ ❧♦>% ❞✉ ❞1❝♦❧❧❛❣❡ ✿ ✭❛✮ ✲ ❧❡ *❡♠♣% ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥* ❡%*

❞❡ 1, 5 %❡❝♦♥❞❡%✱ ✭❜✮ ✲ ❧❡ *❡♠♣% ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥* ❡%* ❞❡ 1, 0 %❡❝♦♥❞❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✽ ✕ ❉1❝♦❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡♠❛♥❞1 ❢❛✐❜❧❡ ✿ ✭❛✮ ✲ ✈✐*❡%%❡% ❛♥❣✉❧❛✐>❡% ❞❡%

1❧1♠❡♥*%✱ ✭❜ ✮ ✲ ❝♦♠♣♦>*❡♠❡♥* ❞✉ ♠♦*❡✉> ❡* ❧❛ >1❣✐♦♥ ❞❡ %*❛❜✐❧✐*1 ❞✉ ♠♦*❡✉>

❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥*✳ 7♦✉> ❛%%✉>❡> ✉♥ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥* %❛♥% ❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♠♦*❡✉>✱ ❧❛ %*>❛*1❣✐❡ ❝❤♦✐%✐❡

❡%* ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥*>K❧❡> ❧❛ ✈✐*❡%%❡ ❞✉ ♠♦*❡✉> ❧♦>% ❞❡ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬❡♠❜>❛②❛❣❡✳

❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈✐*❡%%❡%✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉*>❡ ❡♠❜>❛②❛❣❡ 2 >❡♣>1✲
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 ❡♥#❡ ✉♥❡ ♣❡&#✉&❜❛#✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✸✳✾ ♠♦♥#&❡ ❧❡ &3 ✉❧#❛# ❞❡  ✐♠✉❧❛#✐♦♥ ❡♥ ❝❛ ❞❡

❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈✐#❡  ❡ ❞✉ 1❡! ❛✉ 2"♠❡

&❛♣♣♦&#✳ ▲❡ #❡♠♣ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ &❛♣♣♦&#

✭❛✮ ❱✐%❡''❡' ❛♥❣✉❧❛✐,❡' ❞❡' .❧.♠❡♥%' ❞✉ ●▼2 ✭❜✮ ❋♦,❝❡ ♥♦,♠❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧.❡

✭❝✮ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜,❛②❛❣❡ ✭❞✮ ❏❡,❦ ❞✉ ✈.❤✐❝✉❧❡

❋✐❣✉$❡ ✸✳✾ ✕ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈✐#❡  ❡  ✉♣3&✐❡✉&❡ ✿ 1❡! − 2"♠❡

❡ # 3❣❛❧ ; 1, 5  ❡❝♦♥❞❡ ✳ ▲❡ ❥❡&❦ ❞✉ ✈3❤✐❝✉❧❡ ♣&❡♥❞ ❞❡ ✈❛❧❡✉& ✐♠♣♦&#❛♥#❡ ✳ ❊♥ &3❛✲

❧✐#3✱ ❧❡ #❡♠♣ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈✐#❡  ❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦B#❡ ❞❡ ✈✐#❡  ❡ ; ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜&❛②❛❣❡

❡ # ❞✬❡♥✈✐&♦♥ 0, 8  ❡❝♦♥❞❡ ❡# ❧❡ ❢❛❜&✐❝❛♥# ❞✬❛✉#♦♠♦❜✐❧❡ ✈❡✉❧❡♥# ❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡& ❡♥✲

❝♦&❡✳ E♦✉& ❛##❡✐♥❞&❡ ❝❡ ♦❜❥❡❝#✐❢ ❡# ❛  ✉&❡& ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈✐#❡  ❡ &❛♣✐❞❡ ❡#

❝♦♥❢♦&#❛❜❧❡✱ ❧❡ ♠♦#❡✉& ❞♦✐# F#&❡ ❝♦♥#&G❧3✳

❉❛♥ ❧❛  ❡❝#✐♦♥  ✉✐✈❛♥#❡✱ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ●▼E ❧♦& ❞✉ ❞3❝♦❧❧❛❣❡ ❡#

❧♦& ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈✐#❡  ❡  ♦♥# ❞3✈❡❧♦♣♣3❡ ♣❡&♠❡##❛♥# ❞❡ &3 ♦✉❞&❡ ❧❡ ❞❡✉①

♣&♦❜❧L♠❡ ❞✐ ❝✉#3 ♣&3❝3❞❡♠♠❡♥# ✿ ✉♥ ❞3❝♦❧❧❛❣❡ ❝♦♥❢♦&#❛❜❧❡  ❛♥ ❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♠♦#❡✉&

❡# ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈✐#❡  ❡ &❛♣✐❞❡ ❡# ❝♦♥❢♦&#❛❜❧❡✳

✸✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❣,♦✉♣❡ ♠♦.♦♣,♦♣✉❧0❡✉,

E♦✉& &❡♠3❞✐❡& ❛✉ &✐ M✉❡ ❞❡ ❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ♣&3❝3❞❡♥#❡✱

♥♦✉ ♣&3 ❡♥#♦♥ ❞❛♥ ❝❡##❡  ❡❝#✐♦♥ ✉♥❡  #&❛#3❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐#❡  ❡ ❞✉

♠♦#❡✉& ❡# ❞❡ ❧❛ ✈✐#❡  ❡ ❞❡ ❣❧✐  ❡♠❡♥# ❞✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ; ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛&✐❛❜❧❡ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞3✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦#❡✉& ❡# ❧❛ ❢♦&❝❡ ♥♦&♠❛❧❡✳
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❉❡ ❧❛ ♠%♠❡ ♠❛♥✐()❡ *✉❡ ♣♦✉) ❧❛ ✈✐/❡00❡ ❞❡ ❣❧✐00❡♠❡♥/ ❞✬❡♠❜)❛②❛❣❡✱ ✉♥❡ /)❛❥❡❝✲

/♦✐)❡ ❞❡ ):❢:)❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐/❡00❡ ❞✉ ♠♦/❡✉) ❧♦)0 ❞❡ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥/ ❞❡ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡ ❡0/

❞:✜♥✐❡ ✭❝❢✳ ❬❆♠❛)✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❬❉❛00❡♥✱ ✷✵✵✸❪✮✳ ❉❛♥0 ❧❡ /)❛✈❛✐❧ ❞❡ ❉❛00❡♥ ❬❉❛00❡♥✱

✷✵✵✸❪✱ ❧✬❛✉/❡✉) ✉/✐❧✐0❡ ❝♦♠♠❡ /)❛❥❡❝/♦✐)❡ ❞❡ ):❢:)❡♥❝❡ ♣♦✉) ❧❛ ✈✐/❡00❡ ❞✉ ♠♦/❡✉) ❧♦)0

❞❡ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥/ ❞❡ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞:❝)♦✐00❛♥/❡ ❧✐♥:❛✐)❡ 0❛/✐0❢❛✐0❛♥/ G ❧❛

❝♦♥❞✐/✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❝❛❧❛❣❡ ✿

ω1r(t) > ωidle
1 ✱ ∀t > t0 ✭✸✳✹✾✮

♦K ωidle
1 ❡0/ ❧❛ ✈✐/❡00❡ ❞❡ )❛❧❡♥/✐ ❞✉ ♠♦/❡✉)✱ t0 ❡0/ ❧❡ /❡♠♣0 ❞❡ ❞:❜✉/ ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥/

❞❡ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡//❡ ❞:✜♥✐/✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐/✐♦♥ ♥♦✲❧✉)❝❤ ❡0/ ❞✐✣❝✐❧❡ G 0❛/✐0❢❛✐)❡

♣✉✐0*✉❡✱ G ❧❛ 0②♥❝❤)♦♥✐0❛/✐♦♥✱ ❧✬❛❝❝:❧:)❛/✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐)❡ ❞✉ ♠♦/❡✉) ✈❛✉/ ♣)❡0*✉❡ ❧✬❛❝✲

❝:❧:)❛/✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐)❡ ❞✉ ♣❧❛/❡❛✉ ❞✬❡♠❜)❛②❛❣❡ *✉✐ ❡0/ ❞♦♥❝ ♥:❣❛/✐✈❡✱ /❛♥❞✐0 *✉❡ ❧✬❛❝❝:✲

❧:)❛/✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐)❡ ❞✉ ❞✐0*✉❡ ❞✬❡♠❜)❛②❛❣❡ ❡0/ /♦✉❥♦✉)0 ♣♦0✐/✐✈❡ ❧♦)0 ❞❡ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥/✳

▲✬:❝❛)/ ❞✬❛❝❝:❧:)❛/✐♦♥ ❡♥/)❡ ❧❡0 ❞❡✉① ❝P/:0 ❞❡ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡ ❡0/ ❞♦♥❝ ❣:♥:): G ❧✬✐♥0/❛♥/

❞❡ 0②♥❝❤)♦♥✐0❛/✐♦♥✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✐♥/)♦❞✉✐/ ❞❡0 ♦0❝✐❧❧❛/✐♦♥0 ❞❛♥0 ❧❛ ❝❤❛Q♥❡ ❝✐♥:♠❛/✐*✉❡ ❞✉

●▼T ❛♣)(0 ❧❛ 0②♥❝❤)♦♥✐0❛/✐♦♥✳

❉❛♥0 ❧❡ /)❛✈❛✐❧ ❞❡ ❆♠❛)✐ ❡/ ❛❧ ❬❆♠❛)✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ✉♥❡ /)❛❥❡❝/♦✐)❡ ❞❡ ):❢:)❡♥❝❡

♣♦✉) ❧❛ ✈✐/❡00❡ ❞✉ ♠♦/❡✉) ❧♦)0 ❞✉ ❞:❝♦❧❧❛❣❡ ❡/ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡ ✈✐/❡00❡0 ❡0/ ❞:✜♥✐❡

❛✜♥ ❞✬❛00✉)❡) ✉♥ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥/ 0❛♥0 ❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♠♦/❡✉)✳ ▲❛ ❢♦)♠✉❧❡ ❞❡ /)❛❥❡❝/♦✐)❡ ❞❡

):❢:)❡♥❝❡ ❡0/ ❧❛ 0✉✐✈❛♥/❡ ✿

ω1r(t) = ♠❛①
{

ωidle
1 , T−1max

(

T d
e (ω1, p(t))

)}

✭✸✳✺✵✮

♦K Tmax(ω1) ❡0/ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞:✜♥✐ ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐/❡00❡ ❞✉ ♠♦/❡✉) ω1✱

T d
e ❡0/ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♠♦/❡✉) ❞❡♠❛♥❞:✱ ❞♦♥♥: ✈✐❛ ❧❡ ❝♦♥❞✉❝/❡✉)✱ p(t) ❡0/ ❧❛ ♣♦0✐/✐♦♥ ❞✉
♣❛♣✐❧❧♦♥✳ ❈❡//❡ ❞:✜♥✐/✐♦♥ ❛00✉)❡ ✉♥❡ /)❛♥0✐/✐♦♥ 0❛♥0 ❝❛❧❛❣❡ ❧♦)0 ❞✉ ❞:❝♦❧❧❛❣❡ ❡/ ❞✉

❝❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡ )❛♣♣♦)/0✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥/✱ ❧❡ ♣♦✐♥/ ✐♥✐/✐❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥/ ♥✬:/❛♥/ ♣❛0 0✉)

❧❛ ❝♦✉)❜❡ Tmax(ω1)✱ ✐❧ ❣:♥()❡ ❞♦♥❝ ❞❡0 0❛✉/0 ❛✉ ❞:❜✉/ ❞❡ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥/✳
T♦✉) ❛00✉)❡) ✉♥ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥/ )❛♣✐❞❡ ❡/ ❝♦♥❢♦)/❛❜❧❡✱ ❧❛ ❢♦)❝❡ ♥♦)♠❛❧❡ ❛✉❣♠❡♥/❡

)❛♣✐❞❡♠❡♥/✱ ♣✉✐0 ❞✐♠✐♥✉❡ G ❧❛ ✜♥ ❞❡ ♣)♦❝❡00✉0 ✭)❡✈♦✐) ❧❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✺✮✳ ❉♦♥❝✱ ❧❛ ❝❤❛)❣❡

❡①❡)❝:❡ 0✉) ❧❡ ♠♦/❡✉) ❛✉❣♠❡♥/❡ ❛✉ ❞:❜✉/ ❡/ ♣✉✐0 ❞✐♠✐♥✉❡ G ❧❛ 0②♥❝❤)♦♥✐0❛/✐♦♥✳ ▲❛

❝♦✉)❜❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐/❡00❡ ❞✉ ♠♦/❡✉) ❧♦)0 ❞❡ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥/ ❞❡ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡ ❛ ❧✬❛❧❧✉)❡ ❞✬✉♥

♣♦❧②♥P♠❡ ❞❡ ❞❡❣): 3✳ ▲❛ ❝♦✉)❜❡ ❞❡ ):❢:)❡♥❝❡ ♣♦✉) ❧❛ ✈✐/❡00❡ ❞✉ ♠♦/❡✉) ❡0/ ❞♦♥❝
0♦✉✈❡♥/ ❝❤♦✐0✐❡ ❞❛♥0 ❧❛ ❧✐//:)❛/✉)❡ 0♦✉0 ❧❛ ❢♦)♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥P♠❡ ❞❡ ❞❡❣): 3✳ ❉❛♥0
❝❡//❡ :/✉❞❡✱ ♥♦✉0 ✉/✐❧✐0❡)♦♥0 ❛✉00✐ ✉♥ ♣♦❧②♥P♠❡ ❞❡ ❞❡❣): 3 ♣♦✉) ❞:✜♥✐) ❧❛ /)❛❥❡❝/♦✐)❡
❞:0✐):❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐/❡00❡ ❞✉ ♠♦/❡✉) ❡♥ ♣❤❛0❡ ❞❡ ❞:❝♦❧❧❛❣❡ ❡/ ❧♦)0 ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡

✈✐/❡00❡0✳

ω1r = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3
✭✸✳✺✶✮

♦K ai ✭i = 0, ..., 3✮ 0♦♥/ ❧❡0 ♣❛)❛♠(/)❡0 ❞❡ ❧❛ /)❛❥❡❝/♦✐)❡ ❞:0✐):❡✱ ❞:/❡)♠✐♥:0 ❞❡ ❢❛X♦♥
G 0❛/✐0❢❛✐)❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐/✐♦♥0 ❞:✜♥✐❡0 ❞❛♥0 ❧❡0 0❡❝/✐♦♥0 0✉✐✈❛♥/❡0✳

❈❛" ❞✉ ❞%❝♦❧❧❛❣❡

❆✉ ❞:❝♦❧❧❛❣❡✱ ❧❡0 :/❛♣❡0 ♣♦✉) ✉♥ ✈:❤✐❝✉❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦Q/❡ ❞❡ ✈✐/❡00❡0 ♠❛♥✉❡❧❧❡

0♦♥/ ❬❉♦❧❝✐♥✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ✿ ✭✶✮ ❧❡ ❝♦♥❞✉❝/❡✉) ❛♣♣✉✐❡ 0✉) ❧❛ ♣:❞❛❧❡ ❞✬❛❝❝:❧:)❛/❡✉)✱ ❧❛

✈✐/❡00❡ ❞✉ ♠♦/❡✉) ❛✐♥0✐ *✉❡ ❧❛ ✈✐/❡00❡ ❛♥❣✉❧❛✐)❡ ❞✉ ♣❧❛/❡❛✉ ❞✬❡♠❜)❛②❛❣❡ ❛✉❣♠❡♥/❡♥/ ❀

✭✷✮ ❧❡ ❝♦♥❞✉❝/❡✉) )❡❧Z❝❤❡ ❧❛ ♣:❞❛❧❡ ❞✬❡♠❜)❛②❛❣❡✱ ❧❛ ❢♦)❝❡ ♥♦)♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐*✉:❡ 0✉) ❧❡

✾✸
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❞✉ ♠♦#❡✉* ❡# 2❛ ❞6*✐✈6❡ 2♦♥# ❝❤♦✐2✐❡2 ✐❞❡♥#✐3✉❡2 9 ❝❡❧❧❡2 ❞✉ 2②2#G♠❡✳ ▲❡2 ❝♦♥❞✐#✐♦♥2

✐♥✐#✐❛❧❡2 2♦♥# ❛❧♦*2 ✿

ω1r(t0) = ω1(t0) ✭✸✳✺✷✮

ω̇1r(t0) = ω̇1(t0) ✭✸✳✺✸✮

♦K t0 ❡2# ❧❡ #❡♠♣2 ❞❡ ❞6❜✉# ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥# ❞❡ ❧✬❡♠❜*❛②❛❣❡✳

L♦✉* 2❛#✐2❢❛✐*❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♠♦#❡✉* ✭ω1(t) > ωidle
1 ✱ ∀t > t0✮✱ ✉♥

♣♦✐♥# ❞❛♥2 ❧❛ ❝❛*#♦❣*❛♣❤✐❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦#❡✉* ❡2# ❞6#❡*♠✐♥6 9 ♣❛*#✐* ❞❡ ❧❛ ♣♦2✐#✐♦♥

❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ✭p(ts)✮ ❡# ❞❡ ❧❛ ✈✐#❡22❡ ❞✉ ♠♦#❡✉* 9 ❧✬✐♥2#❛♥# ❞❡ 2②♥❝❤*♦♥✐2❛#✐♦♥ ✭ω1(ts)✮✳
▲❛ ✜❣✉*❡ ✸✳✶✵ ♠♦♥#*❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣♦✐♥# ❞❡ 2②♥❝❤*♦♥✐2❛#✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♣♦✐♥# ❞❡ 2②♥❝❤*♦♥✐2❛#✐♦♥

▲❡ #❡♠♣2 ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥# ❞❡ ❧✬❡♠❜*❛②❛❣❡ ❞♦✐# >#*❡ #*G2 ❝♦✉*#✱ ❧✬6✈♦❧✉#✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣♦2✐#✐♦♥ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ❞♦♥♥6❡ ♣❛* ❧❡ ❝♦♥❞✉❝#❡✉* ❧♦*2 ❞❡ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥# ❞❡ ❧✬❡♠❜*❛②❛❣❡

❡2# 2✉♣♣♦26❡ ❧✐♥6❛✐*❡ 9 ♣❛*#✐* ❞❡ ❧✬✐♥2#❛♥# ❞❡ 2②♥❝❤*♦♥✐2❛#✐♦♥ p(ts) ✿

p(ts) = p(t0) + ṗ(t0)(ts − t0) ✭✸✳✺✹✮

L♦✉* ✉♥ *6❣✐♠❡ ω1r(ts)✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦#❡✉* 9 ❧✬✐♥2#❛♥# ❞❡ 2②♥❝❤*♦♥✐2❛#✐♦♥ ❞♦♥♥6

♣❛* ❧❡ ❝♦♥❞✉❝#❡✉* T d
e (ts) ❡2# ❛❧♦*2 ❞6#❡*♠✐♥6 ♣❛* ✿

T d
e (ts) = Te (ω1r(ts), p(ts)) ✭✸✳✺✺✮

✾✹
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■❞"❛❧❡♠❡♥(✱ * ❧✬✐♥-(❛♥( ❞❡ -②♥❝❤1♦♥✐-❛(✐♦♥✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛- ❞❡ ❞✐✛"1❡♥❝❡ ❞✬❛❝❝"❧"1❛(✐♦♥

❡( ❞❡ ✈✐(❡--❡ ❡♥(1❡ ❧❡- ❞❡✉① ♣❛1(✐❡- ❞✉ ✈♦❧❛♥( ♠♦(❡✉1✱ ♦✉ ❡♥(1❡ ❧❡ ♣♦♥( ❡( ❧❛ 1♦✉❡

♠♦(1✐❝❡✳ ❉✬❛✉(1❡ ♣❛1(✱ * ❧✬✐♥-(❛♥( ❞❡ -②♥❝❤1♦♥✐-❛(✐♦♥✱ (♦✉( "❧"♠❡♥( ❞✬✐♥❡1(✐❡ ❛ ❧❡

♠:♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❝❝"❧"1❛(✐♦♥ ❡( ❞❡ ✈✐(❡--❡ ";✉✐✈❛❧❡♥(❡-✳

ω1(ts) = ω2(ts) = iiω3(ts) = iiω4(ts) ✭✸✳✺✻✮

ω̇1(ts) = ω̇2(ts) = iiω̇3(ts) = iiω̇4(ts) ✭✸✳✺✼✮

▲✬❛❝❝"❧"1❛(✐♦♥ ❞✉ ♠♦(❡✉1 ❞"-✐1"❡ * ❧✬✐♥-(❛♥( ❞❡ -②♥❝❤1♦♥✐-❛(✐♦♥ ω̇1r(ts) ♣❡✉( :(1❡

❝❛❧❝✉❧"❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥( ❧❡- ";✉❛(✐♦♥- ❞✉ -②-(D♠❡ ✿ ✭✸✳✷✽✮✱ ✭✸✳✷✾✮✱ ✭✸✳✸✵✮✱ ✭✸✳✽✽✮✱ ❡(

✭✸✳✸✷✮✱ ❞❡ ❢❛K♦♥ * ♦❜(❡♥✐1 ✿

ω̇1r(ts) =
T d
e (ts)− Tr(ts)

I1 + I2 + (I3 + I4)/i2i
✭✸✳✺✽✮

♦L Tr ❡-( ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ 1"-✐-(❛♥❝❡ * ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥( ❞✉ ✈"❤✐❝✉❧❡✳

➚ ♣❛1(✐1 ❞❡- ❝♦♥❞✐(✐♦♥- ✭✸✳✺✷✮✱ ✭✸✳✺✸✮✱ ✭✸✳✺✽✮ ❡( ❞✉ ❝❤♦✐① ω1r(ts)✱ ♥♦✉- ❛✈♦♥- ✉♥❡

(1❛❥❡❝(♦✐1❡ ❞"-✐1"❡ ω1r(t) ;✉✐ ❞♦✐( ♣❡1♠❡((1❡ ❞❡ -❛(✐-❢❛✐1❡ * ❧❛ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❝❛❧❛❣❡

❞✉ ♠♦(❡✉1 ✿

ω1r(t) > ωidle
1 ✱ ∀t > t0 ✭✸✳✺✾✮

Q❧✉-✐❡✉1- ❝❤♦✐① -♦♥( ♣♦--✐❜❧❡- ♣♦✉1 ω1r(ts)✱ ♥♦✉- ❝❤♦✐-✐--♦♥- ❛❧♦1- ❝❡((❡ ✈✐(❡--❡

❞❡ -♦1(❡ ;✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦(❡✉1 * ❧✬✐♥-(❛♥( ❞❡ -②♥❝❤1♦♥✐-❛(✐♦♥ -♦✐( ❧❡ ♣❧✉- ❣1❛♥❞

♣♦--✐❜❧❡ ❡♥ -❛(✐-❢❛✐-❛♥( ❧❛ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♠♦(❡✉1 ✿

ω1r(ts) =
(

T−1e (♠❛① {Te (ω1, p(ts))} , p(ts)) | ♠✐♥ (ω1r(t)) > ωidle
1 , t ∈ [t0, ts]

)

✭✸✳✻✵✮

▲❛ ✜❣✉1❡ ✸✳✶✶ 1❡♣1"-❡♥(❡ ✉♥❡ (1❛❥❡❝(♦✐1❡ ❞"-✐1"❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐(❡--❡ ❞✉ ♠♦(❡✉1 ❧♦1- ❞✉

❞"❝♦❧❧❛❣❡✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ (1❛❥❡❝(♦✐1❡ ❞"-✐1"❡ ♣♦✉1 ❧❛ ✈✐(❡--❡ ❞✉ ♠♦(❡✉1 ❧♦1- ❞✉

❞"❝♦❧❧❛❣❡ ✿ t0 = 1 -❡❝♦♥❞❡✱ ts = 2, 5 -❡❝♦♥❞❡-

✾✺
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❈❛" ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ✈✐,❡""❡"

▲♦"# ❞✉ ♣❛##❛❣❡ * ✉♥ "❛♣♣♦", #✉♣-"✐❡✉"✱ ❧❛ ✈✐,❡##❡ ❞✉ ♠♦,❡✉" ❞-❝"♦4, ❛✜♥ ❞✬❛##✉"❡"

✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, "❛♣✐❞❡ ❡, ❝♦♥❢♦",❛❜❧❡✳ ❆✉ ❝♦♥,"❛✐"❡✱ ♣♦✉" ✉♥❡ ❞❡#❝❡♥,❡ ❞❡ "❛♣♣♦",#✱

❧❛ ✈✐,❡##❡ ❞✉ ♠♦,❡✉" ❝"♦4,✳ ❉❛♥# ❝❡ ❝♦♥,❡①,❡✱ ✉♥ ♣♦❧②♥?♠❡ ❞❡ ❞❡❣"- 3 ❞❡ ❧❛ ❢♦"♠❡
✭✸✳✺✶✮ ❡#, ✉,✐❧✐#- ♣♦✉" ❞-✜♥✐" ❧❛ ,"❛❥❡❝,♦✐"❡ ❞-#✐"-❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐,❡##❡ ❞✉ ♠♦,❡✉" ❧♦"# ❞✉

❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ✈✐,❡##❡#✳ ▲❡# ❝♦♥❞✐,✐♦♥# ✐♥✐,✐❛❧❡# #♦♥, ❧❡ #✉✐✈❛♥,❡# ✿

ω1r(t0) = ω1(t0) ✭✸✳✻✶✮

ω̇1r(t0) = ω̇1(t0) ✭✸✳✻✷✮

I♦✉" ❞-✜♥✐" ❧❛ ,"❛❥❡❝,♦✐"❡✱ ❧✬❤②♣♦,❤J#❡ K✉❡ ❧✬❛❝❝-❧-"❛,✐♦♥ ❞✉ ✈-❤✐❝✉❧❡ ❡#, ❝♦♥#,❛♥,❡

♣❡♥❞❛♥, ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ✈✐,❡##❡# ❡#, ❢❛✐,❡✳ ❉♦♥❝✱ * ❧✬✐♥#,❛♥, ❞❡ #②♥❝❤"♦♥✐#❛,✐♦♥ ✿

ω4(ts) = ω4(t0) + ω̇4(t0)(ts − t0) ✭✸✳✻✸✮

ω̇4(ts) = ω̇4(t0) ✭✸✳✻✹✮

❊♥ ♥-❣❧✐❣❡❛♥, ❧❛ ✈✐,❡##❡ ❞❡ ,♦"#✐♦♥ ❡, ❧✬❛❝❝-❧-"❛,✐♦♥ ❞❡ ,♦"#✐♦♥ #✉" ❧✬❛♠♦",✐##❡✉" ❞✬❡♠✲

❜"❛②❛❣❡ ❡, #✉" ❧❡ ❞❡♠✐✲❛"❜"❡ ❛✉① ✐♥#,❛♥,# ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡♠❡♥, ❡, ❞❡ #②♥❝❤"♦♥✐#❛,✐♦♥✱

✐❧ ❡#, ♣♦##✐❜❧❡ ❞✬-❝"✐"❡ K✉❡ ✿

ω1(t0) = ω2(t0), ω3(t0) = ω4(t0) ✭✸✳✻✺✮

ω̇1(t0) = ω̇2(t0), ω̇3(t0) = ω̇4(t0) ✭✸✳✻✻✮

❡,

ω1(ts) = ω2(ts), ω̇3(ts) = ω̇4(ts) ✭✸✳✻✼✮

ω̇1(ts) = ω̇2(ts), ω̇3(ts) = ω̇4(ts) ✭✸✳✻✽✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥, ❧❡# -K✉❛,✐♦♥# ♣"-❝-❞❡♥,❡#✱ ♥♦✉# ♦❜,❡♥♦♥#

ω1r(ts) = (ω1(t0) + ω̇1(t0)(ts − t0))
ij
ii

✭✸✳✻✾✮

❡,

ω̇1r(ts) =
ij
ii
ω̇1(t0) ✭✸✳✼✵✮

♦S ii ❡#, ❧❡ "❛♣♣♦", ❡♥ ❝♦✉"#✱ ij ❡#, ❧❡ "❛♣♣♦", #-❧❡❝,✐♦♥♥-✳

➚ ♣❛",✐" ❞❡# ❝♦♥❞✐,✐♦♥# ✭✸✳✻✶✮✱ ✭✸✳✻✷✮✱ ✭✸✳✻✾✮ ❡, ✭✸✳✼✵✮✱ ❧❡# ♣❛"❛♠J,"❡# ❞✉ ♣♦❧②✲

♥?♠❡ ❞❡ ❞❡❣"- 3 #♦♥, ❞-,❡"♠✐♥-#✳ ▲❛ ✜❣✉"❡ ✸✳✶✷ ✐❧❧✉#,"❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ,"❛❥❡❝,♦✐"❡

❞-#✐"-❡ ♣♦✉" ❧❛ ✈✐,❡##❡ ❞✉ ♠♦,❡✉" ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ "❛♣♣♦",#✳

▲❛ ♣"♦❜❧-♠❛,✐K✉❡ K✉✐ #❡ ♣♦#❡ ❛❧♦"# ❡#, ❞❡ ♣✐❧♦,❡" ❞❡✉① ❛❝,✐♦♥♥❡✉"# ✭❧❛ ❢♦"❝❡

♥♦"♠❛❧❡ ❡, ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦,❡✉" ,❤❡"♠✐K✉❡✮ ♣♦✉" ❛##✉"❡" ❧❡ #✉✐✈✐ ❞❡# ❞❡✉① ,"❛❥❡❝,♦✐"❡#

✭✈✐,❡##❡ ❞❡ ❣❧✐##❡♠❡♥, ❡, ✈✐,❡##❡ ❞✉ ♠♦,❡✉"✮✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥,"❡ ❧❡# ❞❡✉① #✉✐✈✐# ♦❜❧✐❣❡

* ❝♦♥#✐❞-"❡" ✉♥❡ ❛♣♣"♦❝❤❡ ♠✉❧,✐✲❡♥,"-❡✱ ♠✉❧,✐✲#♦",✐❡ ✭▼■▼❖✮ K✉✐ ❡#, ❧✬♦❜❥❡, ❞❡ ❧❛

#❡❝,✐♦♥ #✉✐✈❛♥,❡✳

✾✻
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ,-❛❥❡❝,♦✐-❡ ❞34✐-3❡ ♣♦✉- ❧❛ ✈✐,❡44❡ ❞✉ ♠♦,❡✉- ❧♦-4 ❞✉

❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ✈✐,❡44❡4 ✿ ✭❛✮ ✲ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ✈✐,❡44❡4 4✉♣3-✐❡✉-❡✱ t0 = 6 4❡❝♦♥❞❡4✱

ts = 6, 8 4❡❝♦♥❞❡4✱ ✭❜✮ ✲ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ✈✐,❡44❡4 ✐♥❢3-✐❡✉-❡✱ t0 = 8 4❡❝♦♥❞❡4✱ ts = 8, 8
4❡❝♦♥❞❡4

✸✳✹✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ +♦❜✉./❡ ♣❛+ ♠♦❞❡ ❣❧✐..❛♥/ ❞❡. .②./5♠❡. ♠✉❧✲

/✐✈❛+✐❛❜❧❡.

❈♦♥4✐❞3-♦♥4 ✉♥ 4②4,C♠❡ ✐♥❝❡-,❛✐♥ ❛✈❡❝ ❛✉,❛♥, ❞✬❡♥,-3❡4 E✉❡ ❞❡ 4♦-,✐❡4 ❞3✜♥✐

❝♦♠♠❡ 4✉✐, ❬❊❧♠❛❧✐ ❡, ❖❧❣❛❝✱ ✶✾✾✷❪ ✿

(ni)
xi = fi(x) + ∆fi(x) +

m
∑

j=1

(gij(x) + ∆gij(x)) uj✱ i, j = 1, ...,m ✭✸✳✼✶✮

♦L ❧❡ ✈❡❝,❡✉- u ❝♦♠♣♦43 ❞❡4 uj ❡4, ❧❡ ✈❡❝,❡✉- ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❧❡ ✈❡❝,❡✉- ❞✬3,❛, x ❡4,

❝♦♠♣♦43 ❞❡4 3,❛,4 xi ❡, ❞❡ ❧❡✉-4 ni − 1 ♣-❡♠✐C-❡4 ❞3-✐✈3❡4✱ f(x) ❡4, ❧❡ ✈❡❝,❡✉- ❞❡4

3❧3♠❡♥,4 fi(x)✱ ❡, ❧❛ ♠❛,-✐❝❡ G(x) 4❡ ❝♦♠♣♦4❡ ❞❡4 3❧3♠❡♥,4 gij(x)✳ ❖♥ 4✉♣♣♦4❡ E✉❡

❧❛ ♠❛,-✐❝❡ G(x) ❡4, ✐♥✈❡-4✐❜❧❡ 4✉- ❧✬❡♥4❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡4♣❛❝❡ ❞✬3,❛,✳

f(x) =
(

f1(x) f2(x) ... fm(x)
)T

G(x) =











g11(x) g12(x) ... g1m(x)
g21(x) g22(x) ... g2m(x)

... ...
✳

✳

✳ ...
gm1(x) gm2(x) ... gmm(x)











∆fi(x)✱ ∆gij(x) ❝♦♥,✐❡♥♥❡♥, ❧❡4 ✐♥❝❡-,✐,✉❞❡4 ❞❡ ♠♦❞3❧✐4❛,✐♦♥ ❡, ❞❡4 ♣❡-,✉-❜❛,✐♦♥4✱

E✉✐ 4♦♥, 4✉♣♣♦43❡4 ❜♦-♥3❡4 ✿

|∆fi(x)| ≤ αi(x) ✭✸✳✼✷✮

|∆gij(x)| ≤ βij(x) ✭✸✳✼✸✮

❛✈❡❝ i = 1, ...,m

▲❡ ❜✉, ❞✉ ♣-♦❜❧C♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡4, ❛❧♦-4 ❞❡ ❢❛✐-❡ 4✉✐✈-❡ N ❧✬3,❛, x ✉♥ 3,❛, ❞❡

-3❢3-❡♥❝❡ ✈❛-✐❛♥, ❞❛♥4 ❧❡ ,❡♠♣4 xr(t)✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦✐, O,-❡ 4✉✣4❛♠♠❡♥,

✾✼
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 ♦❜✉$%❡ ♣♦✉ ❝♦♠♣❡♥$❡ ❧❡$ ✐♥❝❡ %✐%✉❞❡$ ❞❡ ♠♦❞.❧✐$❛%✐♦♥ ❡% ❞❡$ ♣❡ %✉ ❜❛%✐♦♥$ ✐♥❝♦♥✲

♥✉❡$ ∆f(x)✱ ∆G(x)✳ ❯♥❡ $✉ ❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐$$❡♠❡♥% s(t) ❡$% ❝♦♥$✐❞. .❡✱ ❡❧❧❡ ❡$% ❝♦♠♣♦$.❡

❞❡$ si(t) ❞.✜♥✐❡$ ♣❛ ✿

✭✸✳✼✹✮

si(t) =

(

d

dt
+ λi

)ni−1

ei(t)

=
(ni−1)
ei (t) + C1

ni−1
λi

(ni−2)
ei (t) + ...+ Cni−2

ni−1
λni−2
i ėi(t) + λni−1

i ei(t)

=
(ni−1)
ei (t) +

ni−1
∑

j=1

Cj
ni−1

λj
i

(ni−1−j)
ei (t)

♦= λi ❡$% ✉♥❡ ❝♦♥$%❛♥%❡ ♣♦$✐%✐✈❡✱ ei(t) ❡$% ❧✬❡  ❡✉ ❞❡ $✉✐✈✐✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$

♠♦♥♦✲❡♥% .❡✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❝❛♥❞✐❞❛%❡ ❡$% ❝❤♦✐$✐❡ $♦✉$ ❧❛ ❢♦ ♠❡ ✿

V (t) =
1

2
s(t)Ts(t) ✭✸✳✼✺✮

▲❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ $%❛❜✐❧✐%. ❞✉ ❝ ✐%E ❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡$% ♦❜%❡♥✉❡ ♣❛ ❞. ✐✈❛%✐♦♥ ✿

V̇ (t) = s(t)T ṡ(t) ≤ 0 ✭✸✳✼✻✮

❉❡ ❢❛H♦♥ $✐♠✐❧❛✐ ❡ ❛✉ ❝❛$ ♠♦♥♦✲❡♥% .❡✱ ♣♦✉ ♣ ❡♥❞ ❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❡$ ✈❛ ✐❛%✐♦♥$ ❞❡$

♣❛ ❛♠E% ❡$✱ ❧❡$ ♣❡ %✉ ❜❛%✐♦♥$✱ ❡!❝✳✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ $✉✐✈❛♥%❡ ❡$% ✐♥% ♦❞✉✐%❡ ✿

V̇ (t) = s(t)T ṡ(t) ≤ −η ‖s(t)‖ ✭✸✳✼✼✮

♦= η ❡$% ✉♥❡ ❝♦♥$%❛♥%❡ ♣♦$✐%✐✈❡✳

❯♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡$% ❛❧♦ $ ❝❤♦✐$✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦ ♠❡ ✿

u = G(x)−1 (û− k $✐❣♥(s)) ✭✸✳✼✽✮

♦= k ❡$% ✉♥ $❝❛❧❛✐ ❡ ♣♦$✐%✐❢✱ $✐❣♥(s) ❡$% ❧❡ ✈❡❝%❡✉ ❞❡ i ♠❡

.❧.♠❡♥% $✐❣♥(si) ❡% ❧❡ ✈❡❝%❡✉ 

û ❝♦  ❡$♣♦♥❞ J ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ .K✉✐✈❛❧❡♥%❡ ❞.✜♥✐❡ ♣❛ ❧✬❡①♣ ❡$$✐♦♥ ✿

û = −f(x) +
(n)
① r(t)− he(t) ✭✸✳✼✾✮

♦=

(n)
① r(t) ❡$% ✉♥ ✈❡❝%❡✉ ❝♦♠♣♦$. ❞❡$ .❧.♠❡♥%$

(ni)
x ri(t)

(n)
① r(t) =

(

(n1)
xr1(t)

(n2)
xr2(t) ...

(nm)
xrm(t)

)T

✭✸✳✽✵✮

❡' he(t) ❡(' ❧❡ ✈❡❝'❡✉-

✭✸✳✽✶✮he(t) =













∑n1−1
j=1 Cj

n1−1
λj
i

(n1−2−j)
e1 (t)

∑n2−1
j=1 Cj

n2−1
λj
i

(n2−2−j)
e2 (t)

...
∑nm−1

j=1 Cj
nm−1λ

j
i

(nm−2−j)
em (t)













✾✽
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▲❛ ❣#❛♥❞❡✉# k ❡() ❝❤♦✐(✐❡ ❞❡ (♦#)❡ .✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥) ✭✸✳✼✼✮ (♦✐)

✈7#✐✜7❡ ♠❛❧❣#7 ❧❡( ♣❡#)✉#❜❛)✐♦♥( ❡) ❧❡( ✐♥❝❡#)✐)✉❞❡( ❞❡ ♠♦❞7❧✐(❛)✐♦♥✳ ;❛# ❝♦♥(7.✉❡♥)✱

♥♦✉( ❛✈♦♥(

ṡ(t) = f(x) +G(x)u−
(n)
①r(t) + he(t) + ∆f(x) + ∆G(x)u

= −
(

I +∆G(x)G(x)−1
)

k(✐❣♥(s(t)) + ∆f(x) + ∆G(x)G(x)−1û

⇒ V̇ (t) = s(t)T ṡ(t)

= s(t)T
(

−
(

I +∆G(x)G(x)−1
)

k(✐❣♥(s(t)) + ∆f(x) + ∆G(x)G(x)−1û
)

≤ ‖s(t)‖
(

−k + k
∥

∥∆G(x)G(x)−1(✐❣♥(s(t))
∥

∥+ ‖∆f(x)‖+
∥

∥∆G(x)G(x)−1û
∥

∥

)

▲❛ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥) ✭✸✳✼✼✮ ❡() ❛❧♦#( ✈7#✐✜7❡ (✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ (✉✐✈❛♥)❡ ❡() (❛)✐(✲

❢❛✐)❡ ✿

‖s(t)‖
(

−k + k
∥

∥∆G(x)G(x)−1(✐❣♥(s(t))
∥

∥+ ‖∆f(x)‖+
∥

∥∆G(x)G(x)−1û
∥

∥

)

≤ −η ‖s(t)‖

⇔ −k
(

1−
∥

∥∆G(x)G(x)−1(✐❣♥(s(t))
∥

∥

)

+ ‖∆f(x)‖+
∥

∥∆G(x)G(x)−1û
∥

∥ ≤ −η

❊♥ (✉♣♣♦(❛♥) ‖∆G(x)G(x)−1(✐❣♥(s(t))‖ < 1✱ ✐❧ ✈✐❡♥) ✿

⇔ k ≥
‖∆f(x)‖+ ‖∆G(x)G(x)−1û‖+ η

1− ‖∆G(x)G(x)−1(✐❣♥(s(t))‖

◆♦)♦♥( .✉❡

‖∆f(x)‖ ≤ ‖α(x)‖ ✭✸✳✽✷✮

‖∆G(x‖ ≤ ‖B(x)‖ ✭✸✳✽✸✮

♦D α(x) ❡() ✉♥ ✈❡❝)❡✉# ❝♦♠♣♦(7 ❞✬ 7❧7♠❡♥)( αi(x)✱ B(x) ❡() ✉♥❡ ♠❛)#✐❝❡ ❢♦#♠7❡ ❞❡(
βij(x)

α(x) =
(

α1(x) α2(x) ... αm(x)
)T

B(x) =











β11(x) β12(x) ... β1m(x)
β21(x) β22(x) ... β2m(x)

... ...
✳

✳

✳ ...
βm1(x) βm2(x) ... βmm(x)











❯♥ ❝❤♦✐① ♣♦((✐❜❧❡ ♣♦✉# k ❡() ✿

k =
‖α(x)‖+ ‖B(x)G(x)−1û‖+ η

1− ‖B(x)G(x)−1(✐❣♥(s(t))‖
✭✸✳✽✹✮

❧❛ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥) ✭✸✳✼✼✮ ❡() ❞♦♥❝ ✈7#✐✜7❡✳ ❯♥ #7(✉❧)❛) (✐♠✐❧❛✐#❡ ❡() ♦❜)❡♥✉

❛✈❡❝ ✉♥❡ (✉#❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥) ✐♥)7❣#❛❧❡✳

✾✾
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✸✳✹✳✸ ❙②♥&❤()❡ ❞❡ ❧♦✐) ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❝❛) ❞❡ ❞2❝♦❧❧❛❣❡

▲❡ ❜✉$ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡,$ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐,❡. ❧❡ ❥❡.❦ ❛✐♥,✐ 1✉❡ ❧❡, ♦,❝✐❧❧❛$✐♦♥, ❞❛♥, ❧❛

❝❤❛3♥❡ ❝✐♥4♠❛$✐1✉❡ $♦✉$ ❡♥ ❧✐♠✐$❛♥$ ❧❡ $❡♠♣, ❞❡ ❣❧✐,,❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡✳ ❉❡ ♣❧✉,✱

❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦✐$ ❛,,✉.❡. ❧❡ ♥♦♥✲❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♠♦$❡✉. ❧♦., ❞✉ ❞4❝♦❧❧❛❣❡✳ =♦✉. ❛$$❡✐♥❞.❡

❝❡, ♦❜❥❡❝$✐❢,✱ ❧❡, $.❛❥❡❝$♦✐.❡, ❞4,✐.4❡, ♣♦✉. ❧❛ ✈✐$❡,,❡ ❞❡ ❣❧✐,,❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ❡$

❧❛ ✈✐$❡,,❡ ❞✉ ♠♦$❡✉. ,♦♥$ ❞4✜♥✐❡, ❝♦♠♠❡ ♣.4,❡♥$4❡, ♣.4❝4❞❡♠♠❡♥$✳ ▲❡, ✈❛.✐❛$✐♦♥,

♣❛.❛♠4$.✐1✉❡, ❞✉ ♠♦❞A❧❡ ❞♦✐✈❡♥$ B$.❡ ❝♦♥,✐❞4.4❡,✳

▲♦., ❞✉ ❞4❝♦❧❧❛❣❡✱ ✉♥ ,❡✉❧ ❡♠❜.❛②❛❣❡ ♣♦✉. ❧❡ 1er .❛♣♣♦.$ ❡,$ ✉$✐❧✐,4 ✭♥♦✉, ,✉♣✲
♣♦,♦♥, 1✉❡ ❝✬❡,$ ❧❡ ♣.❡♠✐❡. ❡♠❜.❛②❛❣❡✮✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞❡✉①✐A♠❡ ❡♠❜.❛②❛❣❡ ❡,$

♥✉❧ Tc2 = 0✳ ❆♣.A, ❧❛ ,②♥❝❤.♦♥✐,❛$✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦.❝❡ ♥♦.♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐1✉4❡ ,✉. ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡
♣♦✉. ❧❡ 1er .❛♣♣♦.$ ❡,$ ❢♦.❝4❡ G ✉♥❡ ✈❛❧❡✉. ,4❧❡❝$✐♦♥♥4❡ ❛✜♥ ❞✬❛,,✉.❡. ❧❛ ❢❡.♠❡$✉.❡

❝♦♠♣❧A$❡ ❡$ ❞✬4✈✐$❡. ✉♥❡ ,✉.❝❤❛.❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛3♥❡ ❝✐♥4♠❛$✐1✉❡✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦$❡✉.

❡,$ ❞4✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ,♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡, ✿ ❧❛ ♣.❡♠✐A.❡ ♣❛.$✐❡ ❡,$ ❞♦♥♥4❡ ♣❛.

❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✉ ❝♦♥❞✉❝$❡✉. T d
e ❡$ ❧❛ ❞❡✉①✐A♠❡ ♣❛.$✐❡ ❡,$ ❧❛ ✈❛.✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

T c
e ✳ ▲♦., ❞✉ ❞4❝♦❧❧❛❣❡✱ ❧❛ ✈✐$❡,,❡ ❞❡ ❣❧✐,,❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ❡,$ $♦✉❥♦✉., ♣♦,✐$✐✈❡✳

❊♥ ♣.❡♥❛♥$ ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ❧❡ ♠♦❞A❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡✱ ❧❡ ♠♦❞A❧❡ ❞②♥❛♠✐1✉❡ ❞✉ ❣.♦✉♣❡

♠♦$♦♣.♦♣✉❧,❡✉. ❡,$ ❞♦♥❝ .44❝.✐$ ,♦✉, ❧❛ ❢♦.♠❡ ✿

ω̇1 =−
1

I1
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2)) +

1

I1
T c
e +

1

I1
T d
e ✭✸✳✽✺✮

ω̇2 =
1

I2
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2))−

1

I2
γcµ(∆ω1)Fn1 ✭✸✳✽✻✮

ω̇3 =−
1

I3
(K2(θ3 − θ4) + C2(ω3 − ω4)) +

ii
I3
γcµ(∆ω1)Fn1 ✭✸✳✽✼✮

ω̇4 =
1

I4
(K2(θ3 − θ4) + C2(ω3 − ω4))−

1

I4
Tr ✭✸✳✽✽✮

θ̇i =ωi✱ i = 1, ..., 4 ✭✸✳✽✾✮

♦P µ(∆ω1) ❡,$ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❞❡ ❢.✐❝$✐♦♥ ❞✉ ♣.❡♠✐❡. ❡♠❜.❛②❛❣❡✱ ❞4✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

❢♦♥❝$✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥4❛✐.❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐$❡,,❡ ❞❡ ❣❧✐,,❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ∆ω1✱ Fn1 ❡,$ ❧❛

❢♦.❝❡ ♥♦.♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐1✉4❡ ,✉. ❧❡ ♣.❡♠✐❡. ❡♠❜.❛②❛❣❡ ❡$ γc ❡,$ ✉♥❡ ❝♦♥,$❛♥$❡ ♣♦,✐$✐✈❡
❞4♣❡♥❞❛♥$ ❞❡ ❧❛ ❣4♦♠4$.✐❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡✳

▲❡, ❞❡✉① ✈❛.✐❛❜❧❡, ❝♦♥,✐❞4.4❡, ,♦♥$ ❛❧♦., ❧❛ ✈✐$❡,,❡ ❞✉ ♠♦$❡✉. ω1 ❡$ ❧❛ ✈✐$❡,,❡

❞❡ ❣❧✐,,❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ♣♦✉. ❧❡ ♣.❡♠✐❡. .❛♣♣♦.$ ∆ω1 = ω2 − iiω3✳ ▲✬41✉❛$✐♦♥

❞✐✛4.❡♥$✐❡❧❧❡ .❡♣.4,❡♥$❛♥$ ❧❡✉. ❞②♥❛♠✐1✉❡ ♣❡✉$ B$.❡ ♠✐,❡ ,♦✉, ❧❛ ❢♦.♠❡ ✿

ẋ = f(x) +G(x)u ✭✸✳✾✵✮

♦P x ❡,$ ❧❡ ✈❡❝$❡✉. ❞❡, ✈❛.✐❛❜❧❡, ❝♦♥,✐❞4.4❡,✱ x ❡,$ ❧❛ ✈❛.✐❛❜❧❡ ❞✬4$❛$ ❞✉ ,②,$A♠❡✱ u
❡,$ ❧❡ ✈❡❝$❡✉. ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿

x ,
(

ω1 ∆ω1

)T
✭✸✳✾✶✮

x ,
(

ω1 ω2 ω3 ω4 θ1 θ2 θ3 θ4
)T

✭✸✳✾✷✮

u ,
(

T c
e Fn1

)T
✭✸✳✾✸✮

▲❡ ✈❡❝$❡✉. f(x) ❡$ ❧❛ ♠❛$.✐❝❡ G(x) ,❡ $.♦✉✈❡♥$ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥$ ❧❡, 41✉❛$✐♦♥, ✭✸✳✽✺✮✱
✭✸✳✽✻✮✱ ❡$ ✭✸✳✽✼✮✳ ◆♦✉, ❛✈♦♥,

f(x) =
(

f1(x) f2(x)
)T

✭✸✳✾✹✮

✶✵✵



❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❈❖▼▼❆◆❉❊ #❆❘ ▼❖❉❊ ●▲■❙❙❆◆❚ ❉✬❯◆ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

G(x) =

(

g11(x) 0
0 g22(x)

)

✭✸✳✾✺✮

❛✈❡❝ ✿

f1(x) =
1

I1

(

−K1(θ1 − θ2)− C1(ω1 − ω2) + T d
e

)

f2(x) =
1

I2
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2)) +

ii
I3

(K2(θ3 − θ4) + C2(ω3 − ω4))

g11(x) =
1

I1

g22(x) = −γc

(

1

I2
+

i2i
I3

)

µ(∆ω1)

▲❡, ♣❛.❛♠01.❡, ♠2❝❛♥✐5✉❡, I1✱ I2✱ I3✱ K1✱ C1✱ C2✱ K2 ♥❡ ,♦♥1 ♣❛, ❝♦♥♥✉, ❞❡ ❢❛;♦♥

❡①❛❝1❡✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦1❡✉. ❞♦♥♥2 ♣❛. ❧❡ ❝♦♥❞✉❝1❡✉. T d
e ❡,1 ❝❛❧❝✉❧2 > ♣❛.1✐. ❞✬✉♥❡

❝❛.1♦❣.❛♣❤✐❡✳ ▲❡, ❝♦❡✣❝✐❡♥1, ❞❡ ❢.✐❝1✐♦♥ ❞❡ ❙!"✐❜❡❝❦ µs✱ ❡1 ❞❡ ❢.✐❝1✐♦♥ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ µc

,♦♥1 ❞✐✣❝✐❧❡, > ✐❞❡♥1✐✜❡. ❡1 ✈❛.✐❛❜❧❡, ❞❛♥, ❧❡ 1❡♠♣,✳ ❈❡, .❡♠❛.5✉❡, ♠♦♥1.❡♥1 5✉✬✉♥

❝❡.1❛✐♥ ♥♦♠❜.❡ ❞✬✐♥❝❡.1✐1✉❞❡, ✈♦♥1 ❛♣♣❛.❛F1.❡ ♣❛. .❛♣♣♦.1 ❛✉ ♠♦❞0❧❡ ♥♦♠✐♥❛❧✳ ▲❡,

♣❛.❛♠01.❡, ✐♥❝❡.1❛✐♥, ,♦♥1 2❝.✐1, ,♦✉, ❧❛ ❢♦.♠❡ ✿

Ii = (1 + ξ1(t)) Îi✱ i = 1, 2, 3 ✭✸✳✾✻✮

Ki = (1 + ξ1(t)) K̂i✱ i = 1, 2 ✭✸✳✾✼✮

Ci = (1 + ξ1(t)) Ĉi✱ i = 1, 2 ✭✸✳✾✽✮

T d
e = (1 + ξ2(t)) T̂

d
e ✭✸✳✾✾✮

µs = (1 + ξ3(t)) µ̂s ✭✸✳✶✵✵✮

µc = (1 + ξ3(t)) µ̂c ✭✸✳✶✵✶✮

♦L✱ Îi✱ K̂i✱ Ĉi✱ T̂
d
e ✱ µ̂s ❡1 µ̂c ,♦♥1 ❧❡, ♣❛.❛♠01.❡, ♥♦♠✐♥❛✉①✳ ▲❡, ❢♦♥❝1✐♦♥, ξi(t)✱ i =

1, 2, 3 ,♦♥1 ,✉♣♣♦,2❡, ❜♦.♥2❡,✱

|ξi(t)| ≤ τi ∈ [0, 1) ✭✸✳✶✵✷✮

▲✬25✉❛1✐♦♥ ✭✸✳✾✵✮ ❡,1 .22❝.✐1❡ ,♦✉, ❧❛ ❢♦.♠❡

ẋ = f̂(x) + ∆f(x) +
(

Ĝ(x) + ∆G(x)
)

u ✭✸✳✶✵✸✮

♦L f̂(x) ❡,1 ❧❡ ✈❡❝1❡✉. ❞②♥❛♠✐5✉❡ ♥♦♠✐♥❛❧✱ Ĝ(x) ❡,1 ❧❛ ♠❛1.✐❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♥♦♠✐♥❛❧❡✱ 5✉✐ ,♦♥1 ❡,1✐♠2, > ♣❛.1✐. ❞❡, ♣❛.❛♠01.❡, ♥♦♠✐♥❛✉①✳ ◆♦✉, ,✉♣♣♦,♦♥, 5✉❡

❧♦., ❞✉ ❞2❝♦❧❧❛❣❡ ✿ θ1 − θ2 ≥ 0✱ θ3 − θ4 ≥ 0 ❡1 T d
e ≥ 0✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ✿

✭✸✳✶✵✹✮

f̂1(x) = −0.5

(

K1max

Imin

+
K1min

Imax

)

(θ1 − θ2)

− 0.5

(

C1max

I1min

+
C1min

I1max

)

(ω1 − ω2) + 0.5

(

T d
emax

I1min

+
T d
emin

I1max

)

= −
(1 + τ 21 )

(1− τ 21 )

(

K̂1

Î1
(θ1 − θ2)−

Ĉ1

Î1
(ω1 − ω2)

)

+
(1 + τ1τ2)

(1− τ 21 )

T̂ d
e

Î1

✶✵✶
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❉❡ ❢❛$♦♥ '✐♠✐❧❛✐+❡✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥'

f̂2(x) =
(1 + τ 21 )

(1− τ 21 )

(

K̂1

Î2
(θ1 − θ2) +

Ĉ1

Î2
(ω1 − ω2) +

iiK̂2

Î3
(θ3 − θ4) +

iiĈ2

Î3
(ω3 − ω4)

)

✭✸✳✶✵✺✮

ĝ11(x) =
1

1− τ 21

1

Î1
✭✸✳✶✵✻✮

ĝ22(x) = −γc

(

1

Î2
+

i2i

Î3

)

(1 + τ1τ3)(µ̂s + µ̂c) + (τ1 + τ3)(µ̂s − µ̂c)

2(1− τ 21 )
✭✸✳✶✵✼✮

∆f(x) ❡8 ∆G(x) +❡♣+:'❡♥8❡♥8 ❧❡' ✐♥❝❡+8✐8✉❞❡' '✉+ ❧❡ ✈❡❝8❡✉+ ❞✬:8❛8 ❡8 ❧❛ ♠❛8+✐❝❡ ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡✳

|∆fi(x)| =
∣

∣

∣
f̂i(x)− fi(x)

∣

∣

∣ ≤ αi(x)✱ i = 1, 2 ✭✸✳✶✵✽✮

|∆gij(x)| = |ĝij(x)− gij(x)| ≤ βij(x)✱ i, j = 1, 2 ✭✸✳✶✵✾✮

▲❡' ❢♦♥❝8✐♦♥' αi(x)✱ βij(x) '♦♥8 ❝❛❧❝✉❧:❡' ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐A+❡ '✉✐✈❛♥8❡ ✿

✭✸✳✶✶✵✮

α1(x) = 0.5(f1max(x)− f1min(x))

=
2τ1K̂1

(1− τ 21 )Î1
(θ1 − θ2) +

(1 + τ1)Ĉ1

(1− τ1)Î1
|ω1 − ω2|+

(τ1 + τ2)T̂
d
e

(1− τ 21 )Î1

❉❡ ❢❛$♦♥ '✐♠✐❧❛✐+❡✱

✭✸✳✶✶✶✮

α2(x) =
2τ1K̂1

(1− τ 21 )Î2
(θ1 − θ2) +

(1 + τ1)Ĉ1

(1− τ1)Î2
|ω1 − ω2|

+
2τ1iiK̂2

(1− τ 21 )Î3
(θ3 − θ4) +

(1 + τ1)iiĈ2

(1− τ1)Î3
|ω3 − ω4|

β11(x) =
τ1

(1− τ 21 )Î1
✭✸✳✶✶✷✮

✭✸✳✶✶✸✮β22(x) = γc

(

1

Î2
+

i2i

Î3

)

(1 + τ1τ3)(µs − µc) + (τ1 + τ3)(µs + µc)

2 (1− τ 21 )

β12(x) = β21(x) = 0 ✭✸✳✶✶✹✮

❆✜♥ ❞❡ '✉✐✈+❡ ❧✬:8❛8 ❞❡ +:❢:+❡♥❝❡ xr(t)✱ ✉♥ ✈❡❝8❡✉+ ❞❡ '✉+❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐''❡♠❡♥8 ✐♥8:✲
❣+❛❧❡ s(t) ❝♦♠♣♦': ❞❡' :❧:♠❡♥8' si(t) ✭i = 1, 2✮ ❡'8 ❞:✜♥✐ ♣❛+ ✿

si(t) =

(

d

dt
+ λi

)∫ t

0

ei(τ)dτ = ei(t) + λi

∫ t

0

ei(τ)dτ ✭✸✳✶✶✺✮

♦I ❧❡' λi '♦♥8 ❞❡' ❝♦♥'8❛♥8❡' ♣♦'✐8✐✈❡' ❡8 ❧❡' ei '♦♥8 ❧❡' ❡++❡✉+' ❞❡ '✉✐✈✐ ❞❡ 8+❛❥❡❝8♦✐+❡✱

ei(t) = xi(t)− xri(t) ✭✸✳✶✶✻✮

♦I xri(t) '♦♥8 ❧❡' 8+❛❥❡❝8♦✐+❡' ❞:'✐+:❡' ♣♦✉+ ❝❤❛L✉❡ :8❛8✳

xr(t) =
(

ω1r ∆ω1r

)T
✭✸✳✶✶✼✮

✶✵✷
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▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ *♦❜✉-.❡ ❡-. ❞♦♥♥/❡ ❝♦♠♠❡ -✉✐. ✿

u(t) = Ĝ(x)−1 (û− k-✐❣♥(s)) ✭✸✳✶✶✽✮

♦8 û ❝♦**❡-♣♦♥❞ : ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ /;✉✐✈❛❧❡♥.❡ ✿

û =

(

−f̂1(x) + ẋr1(t)− λ1e1(t)

−f̂2(x) + ẋr2(t)− λ2e2(t)

)

✭✸✳✶✶✾✮

k ❡-. ✉♥❡ ❝♦♥-.❛♥.❡ ♣♦-✐.✐✈❡ ;✉✐ ❡-. ❝❤♦✐-✐❡ ♣♦✉* ❛--✉*❡* ❧❛ -.❛❜✐❧✐-❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡
❢❡*♠/❡ ✿

k =
‖α(x)‖+

∥

∥

∥B(x)Ĝ(x)−1û
∥

∥

∥+ η

1−
∥

∥

∥B(x)Ĝ(x)−1-✐❣♥(s(t))
∥

∥

∥

✭✸✳✶✷✵✮

♦8 η ❡-. ✉♥❡ ❝♦♥-.❛♥.❡ ♣♦-✐.✐✈❡✳

α(x) =
(

α1(x) α2(x)
)T

✭✸✳✶✷✶✮

B(x) =

(

β11(x) 0
0 β11(x)

)

✭✸✳✶✷✷✮

❉❛♥- ❧❡ ❝❛- ♣❛*.✐❝✉❧✐❡* ♦8 ❧❡- ♠❛.*✐❝❡- B(x)✱ G(x) -♦♥. ❞✐❛❣♦♥❛❧❡-✱ ❧❡ ❣❛✐♥ k ♣❡✉.

D.*❡ ❝❤♦✐-✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥. ♣♦✉* ❝❤❛;✉❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿

k1 =
α1(x) + β11(x) |ĝ11(x)

−1û1|+ η1
1 + β11(x)ĝ11(x)−1

✭✸✳✶✷✸✮

k2 =
α2(x) + β22(x) |ĝ22(x)

−1û2|+ η2
1 + β22(x)ĝ22(x)−1

✭✸✳✶✷✹✮

❘!"✉❧%❛%" ❞❡ "✐♠✉❧❛%✐♦♥

F♦✉* ♠♦♥.*❡* ❧✬❡✣❝❛❝✐./ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣*♦♣♦-/❡✱ ❞✐✛/*❡♥.- ❡--❛✐- ❞❡

-✐♠✉❧❛.✐♦♥ ♦♥. /./ */❛❧✐-/- ❡♥ ✉.✐❧✐-❛♥. ♣♦✉* ❧❡- ♠♦❞J❧❡- ❧❡- ♣❛*❛♠J.*❡- ♥♦♠✐♥❛✉①

❞♦♥♥/- ❞❛♥- ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✳ ▲❡- ♣❛*❛♠J.*❡- */❡❧- ❞✉ ●▼F -♦♥. ❞♦♥♥/- ❞❛♥- ❧❛ .❛❜❧❡

✸✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ F❛*❛♠J.*❡- ❞✉ ●▼F -✐♠♣❧✐✜/

F❛*❛♠J.*❡ ❱❛❧❡✉* ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❱❛❧❡✉* */❡❧❧❡ ❯♥✐./ ■♥❝❡*.✐.✉❞❡

I1 ✵✱✶✶✵✻ ✵✱✶✵✹✸ kg.m2 5, 7%
I2 ✵✱✶✵✽✵ ✵✱✶✶✷✾ kg.m2 4, 5%
I3 ✻✱✵ ✻✱✸✼✷✵ kg.m2 6, 2%
I4 ✶✻✷✱✻ ✶✽✻✱✸✹ kg.m2 14, 6%
K1 ✶✻✵ ✶✻✽✱✻ N.m/rad 5, 3%
C1 ✹✵ ✹✸✱✵✾✷✾ N.m.s/rad 7, 7%
K2 ✶✻✸✵✵ ✶✼✹✽✾ N.m/rad 7, 3%
C2 ✻✵✵ ✺✽✵✱✻ N.m.s/rad 3, 2%
µs ✵✱✽ ✵✱✽✽✹✺ ✲ 10, 6%
µc ✵✱✻ ✵✱✻✷✸✽ ✲ 4, 0%

✶✵✸
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▲❡" ❜♦%♥❡" ❞✬✐♥❝❡%+✐+✉❞❡ ❞❡" ♣❛%❛♠0+%❡" "♦♥+ ❞♦♥♥1❡" ♣❛% τi = 0, 15✱ i = 1, 2, 3✳
▲❡" ❣❛✐♥" ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ "♦♥+ ✿ η1 = η2 = 800✱ λ1 = 1000✱ λ2 = 6800✳ ❖♥ ♣♦✉%%❛

1❣❛❧❡♠❡♥+ +%♦✉✈❡% ❞❛♥" ❧❛ +❛❜❧❡ ❧❡" ✈❛❧❡✉%" ❞❡" ✐♥❝❡%+✐+✉❞❡" "✉% ❞✐✛1%❡♥+" ♣❛%❛♠0+%❡"

❝♦♠♠❡ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♠❛""❡ ❞✉ ✈1❤✐❝✉❧❡ ✭14, 6%✮✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ❞❡ ❢%✐❝+✐♦♥ ❈♦✉❧♦♠❜
✭10, 6%✮✱ ❡'❝✳

▲❡" %1"✉❧+❛+" ❞❡ "✐♠✉❧❛+✐♦♥ "♦♥+ ♠♦♥+%1" ❞❛♥" ❧❡" ✜❣✉%❡" ❞❡ ✸✳✶✸ C ✸✳✶✽✳ ❉❛♥" ❧❡"

❡""❛✐" %1❛❧✐"1"✱ ❧❛ ♣♦"✐+✐♦♥ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ❞♦♥♥1❡ ♣❛% ❧❡ ❝♦♥❞✉❝+❡✉% ❡"+ %❡♣%1"❡♥+1❡ ❞❛♥"

❧❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✷ ♣♦✉% ❞❡✉① "✐+✉❛+✐♦♥" ❞❡ ❞1❝♦❧❧❛❣❡ ✿ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦+❡✉% ❞❡♠❛♥❞1 ❢❛✐❜❧❡

♦✉ 1❧❡✈1✳ ▲❡ ✈1❤✐❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ C ❞1❝♦❧❧❡% C 1 "❡❝♦♥❞❡ ❡+ ❧❡ +❡♠♣" ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥+

❡"+ ✜①1 C 1, 5 "❡❝♦♥❞❡"✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✶✸ ♠♦♥+%❡ ❧❡" ✈✐+❡""❡" ❞❡" ❞✐✛1%❡♥+" 1❧1♠❡♥+"

❞✉ ♠♦❞0❧❡ "✐♠♣❧✐✜1 ✿ ❧❛ ✈✐+❡""❡ ❞✉ ♠♦+❡✉%✱ ❞✉ ♣❧❛+❡❛✉ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜%❛②❛❣❡✱ ❞✉

❞✐"H✉❡ ❞✬❡♠❜%❛②❛❣❡✱ ❞✉ ♣♦♥+✱ ❞❡ ❧❛ %♦✉❡ ♠♦+%✐❝❡✱ ❛✐♥"✐ H✉❡ ❧❛ ✈✐+❡""❡ ❞❡ ❣❧✐""❡♠❡♥+

❞❡ ❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡✳ ▲✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡ ❡"+ +❡%♠✐♥1 ❛✉ ❜♦✉+ ❞✬❡♥✈✐%♦♥ 1, 5
"❡❝♦♥❞❡" ❡+ ♥❡ ❞1♣❡♥❞ ♣❛" ❞✉ ❝♦♠♣♦%+❡♠❡♥+ ❞✉ ❝♦♥❞✉❝+❡✉% ♠I♠❡ "✐ ❧❡" ♣❛%❛♠0+%❡"

❞✉ ♠♦❞0❧❡ "♦♥+ ✈❛%✐❛❜❧❡"✳

✭❛✮ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦+❡✉, ❞❡♠❛♥❞. .❧❡✈. ✭❜✮ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦+❡✉, ❞❡♠❛♥❞. ❢❛✐❜❧❡

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✸ ✕ ❱✐+❡""❡" ❞❡" ❞✐✛1%❡♥+" 1❧1♠❡♥+" ❛✉ ❞1❝♦❧❧❛❣❡

❉❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡✱ ❧❛ ✈✐+❡""❡ ❞✉ ♠♦+❡✉% C ❧✬✐♥"+❛♥+ ❞❡

"②♥❝❤%♦♥✐"❛+✐♦♥ ❝❤♦✐"✐❡ ❡"+ ❞❡ 110 rad/s✱ "❛❝❤❛♥+ H✉❡ ❧❛ ✈✐+❡""❡ ❞❡ %❛❧❡♥+✐ ❞✉ ♠♦+❡✉%
❡"+ ❞❡ 98 rad/s✳ ▲❛ ✈✐+❡""❡ ❞✉ ♠♦+❡✉% ❡"+ ❝♦♥+%L❧1❡ ♣♦✉% ♠❛✐♥+❡♥✐% ❧❡ ♠♦+❡✉% ❞❛♥"
"❛ %1❣✐♦♥ ❞❡ "+❛❜✐❧✐+1✱ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✶✹ ✐❧❧✉"+%❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦%+❡♠❡♥+ ❞✉ ♠♦+❡✉% ❞❛♥" ❧❡ ❝❛"

❞✉ ❞1❝♦❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❡+ "❛♥" ❧❡ ❝♦♥+%L❧❡ ❞❡ ✈✐+❡""❡ ❞✉ ♠♦+❡✉%✳

▲❡ ❥❡%❦ ❞✉ ✈1❤✐❝✉❧❡ H✉✐ ❝❛%❛❝+1%✐"❡ ❧✬❛❣%1♠❡♥+ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐+❡ ❡"+ %❡♣%1"❡♥+1 "✉% ❧❛

✜❣✉%❡ ✸✳✶✺✳ ❉❛♥" ❧❡" ❞❡✉① ❝❛"✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❞❡ ♣✐❝ ❡"+ ❛❝❝❡♣+❛❜❧❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉% ❞❡ ♣✐❝ ❡"+

✐♥✈❡%"❡♠❡♥+ ♣%♦♣♦%+✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ +❡♠♣" ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥+✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥+✱ ❧❡

❥❡%❦ ❡"+ ♥1❣❛+✐❢✱ ❝✬❡"+✲C✲❞✐%❡✱ H✉❡ ❧✬❛❝❝1❧1%❛+✐♦♥ ❞✉ ✈1❤✐❝✉❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣♦✉% ❝❤❡%❝❤❡%

C ❛++❡✐♥❞%❡ ❧❡ ♠I♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❝❝1❧1%❛+✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛H✉❡ ❝♦+1 ❞❡ ❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡✱ ❝❡ H✉✐

❝♦%%❡"♣♦♥❞ C ❧❛ ❞✐♠✐♥✉+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦%❝❡ ♥♦%♠❛❧❡ ✭❝❢✳ ✜❣✉%❡ ✸✳✶✻✮✳

▲✬1✈♦❧✉+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦%❝❡ ♥♦%♠❛❧❡ ♣❡✉+ I+%❡ ❞1❝♦♠♣♦"1❡ ❡♥ +%♦✐" ♣❤❛"❡" ✿ ❧❛ ❢♦%❝❡

♥♦%♠❛❧❡ ❛✉❣♠❡♥+❡ %❛♣✐❞❡♠❡♥+✱ ♣✉✐" "❡ ♠❛✐♥+✐❡♥+ C ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ✐♠♣♦%+❛♥+ ❡+ ❡♥✜♥

❞✐♠✐♥✉❡✳ ❆♣%0" ❧❛ "②♥❝❤%♦♥✐"❛+✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦%❝❡ ♥♦%♠❛❧❡ ❡"+ ❢♦%❝1❡ C ✉♥❡ ✈❛❧❡✉% ❞❡ 1500N
❛✜♥ ❞✬❛""✉%❡% ✉♥❡ ❢❡%♠❡+✉%❡ ❝♦♠♣❧0+❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡✳

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦+❡✉% ❡"+ %❡♣%1"❡♥+1 "✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✶✼✳ ❉❛♥" ❧❡ ❝❛" ♦V ❧❡ ❝♦✉♣❧❡

❞❡♠❛♥❞1 ❡"+ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡%♠❡+ ❞✬❛❥✉"+❡% ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ♠♦+❡✉% ❣%W❝❡ C ❧❛

✶✵✹
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✹ ✕ ❈♦♠♣♦)*❡♠❡♥*- ❞✉ ♠♦*❡✉) ❧♦)- ❞✉ ❞1❝♦❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦*❡✉)

❞❡♠❛♥❞1 ❢❛✐❜❧❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✺ ✕ ❏❡)❦ ❞✉ ✈1❤✐❝✉❧❡ ❧♦)- ❞✉ ❞1❝♦❧❧❛❣❡ ✿ ✭❛✮ ✲ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦*❡✉) ❞❡♠❛♥❞1

1❧❡✈1✱ ✭❜✮ ✲ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦*❡✉) ❞❡♠❛♥❞1 ❢❛✐❜❧❡

❝♦))❡❝*✐♦♥ ❞❡ ♣♦-✐*✐♦♥ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✶✽ ♠♦♥*)❡ E✉❡ ❧❡- -✉✐✈✐- ❞❡ *)❛❥❡❝*♦✐)❡

♦❜*❡♥✉- -♦♥* *)G- ♣)♦❝❤❡-✳

✸✳✹✳✹ ❙②♥&❤()❡ ❞❡ ❧♦✐) ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❝❛) ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥&

❞❡ ✈✐&❡))❡)

❉❛♥- ❧❡ ❝❛- ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈✐*❡--❡-✱ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❡-* ♦✉✈❡)* ❡♥ -✉✐✈❛♥*

❧❛ -*)❛*1❣✐❡ -✉✐✈❛♥*❡ ✿ ❧♦)-E✉❡ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥❝❡ K ❣❧✐--❡)✱ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡

♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡-* K -②♥❝❤)♦♥✐-❡)✳ ❈♦♠♠❡ ♣)1❝1❞❡♠♠❡♥*✱ ♣♦✉) ❛--✉)❡) ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥*

❞❡ ✈✐*❡--❡- )❛♣✐❞❡ ❡* ✉♥ ❜♦♥ ❛❣)1♠❡♥* ❞❡ ❝♦♥❞✉✐*❡✱ ❧❛ ✈✐*❡--❡ ❞✉ ♠♦*❡✉) ❡-* ❝♦♥*)L❧1❡✳

▲✬♦❜❥❡❝*✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡-* ❞✬❛--✉)❡) E✉❡ ❧❛ ✈✐*❡--❡ ❞❡ ❣❧✐--❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡

♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡* ❧❛ ✈✐*❡--❡ ❞✉ ♠♦*❡✉) -✉✐✈❡♥* ❧❡- *)❛❥❡❝*♦✐)❡- ❞❡ )1❢1)❡♥❝❡ E✉✐ ♣❡)♠❡**❡♥*

❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡) ❧❡ ❥❡)❦ ❧♦)- ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈✐*❡--❡- ❡* ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡) ❧❡ *❡♠♣- ❞❡ ♣❛--❛❣❡

✶✵✺
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✻ ✕ ❋♦'❝❡ ♥♦'♠❛❧❡ ❧♦'. ❞✉ ❞1❝♦❧❧❛❣❡ ✿ ✭❛✮ ✲ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦8❡✉' ❞❡♠❛♥❞1

1❧❡✈1✱ ✭❜✮ ✲ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦8❡✉' ❞❡♠❛♥❞1 ❢❛✐❜❧❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✼ ✕ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦8❡✉' ❧♦'. ❞✉ ❞1❝♦❧❧❛❣❡ ✿ ✭❛✮ ✲ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦8❡✉' ❞❡♠❛♥❞1

1❧❡✈1✱ ✭❜✮ ✲ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦8❡✉' ❞❡♠❛♥❞1 ❢❛✐❜❧❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✽ ✕ ❊''❡✉'. ❞❡ .✉✐✈✐ ✿ ✭❛✮ ✲ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦8❡✉' ❞❡♠❛♥❞1 1❧❡✈1✱ ✭❜✮ ✲ ❝♦✉♣❧❡

❞✉ ♠♦8❡✉' ❞❡♠❛♥❞1 ❢❛✐❜❧❡

❞❡ '❛♣♣♦'8✳ ▲❡ ♠♦❞C❧❡ ❞②♥❛♠✐E✉❡ ❞✉ ●▼H ❧♦'. ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥8 ❞❡ ✈✐8❡..❡. ❡.8 '11❝'✐8

✶✵✻
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❡♥ ♣#❡♥❛♥% ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧❡ ♠♦❞+❧❡ ❞❡ ❙!"✐❜❡❝❦ ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❝♦♠♠❡ 0✉✐% ✿

ω̇1 =−
1

I1
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2)) +

1

I1
T d
e (.) +

1

I1
T c
e ✭✸✳✶✷✺✮

ω̇2 =
1

I2
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2))−

1

I2
Tc1(.)−

1

I2
γcµ(∆ω2)0✐❣♥(∆ω2)Fn2

✭✸✳✶✷✻✮

ω̇3 =−
1

I3
(K2(θ3 − θ4) + C2(ω3 − ω4)) +

ii
I3
Tc1(.) +

ij
I3
γcµ(∆ω2)0✐❣♥(∆ω2)Fn2

✭✸✳✶✷✼✮

ω̇4 =
1

I4
(K2(θ3 − θ4) + C2(ω3 − ω4))−

1

I4
Tr(.) ✭✸✳✶✷✽✮

θ̇i =ωi✱ i = 1, ..., 4 ✭✸✳✶✷✾✮

▲❡0 ❞❡✉① ✈❛#✐❛❜❧❡0 ❝♦♥0✐❞C#C❡0 0♦♥% ❧❛ ✈✐%❡00❡ ❞✉ ♠♦%❡✉# ✭ω1✮ ❡% ❧❛ ✈✐%❡00❡ ❞❡ ❣❧✐00❡✲

♠❡♥% ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ✭∆ω2 = ω2 − ijω3✮✳ ❊♥ ✉%✐❧✐0❛♥% ❧❛ ♠F♠❡ ❞C♠❛#❝❤❡

H✉❡ ♣#C❝C❞❡♠♠❡♥%✱ ❧❛ ✈❛#✐❛%✐♦♥ ❞❡ x ,
(

ω1 ∆ω2

)T
0✬C❝#✐% 0♦✉0 ❧❛ ❢♦#♠❡ ✿

ẋ = f(x) +G(x)u ✭✸✳✶✸✵✮

♦K x ❡0% ❧❛ ✈❛#✐❛❜❧❡ ❞✬C%❛% ❞✉ 0②0%+♠❡✱ u ❡0% ❧❡ ✈❡❝%❡✉# ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

x ,
(

ω1 ω2 ω3 ω4 θ1 θ2 θ3 θ4
)T

✭✸✳✶✸✶✮

u ,
(

T c
e Fn20✐❣♥(∆ω2)

)T
✭✸✳✶✸✷✮

▲❡ ✈❡❝%❡✉# f(x) ❡% ❧❛ ♠❛%#✐❝❡ G(x) 0♦♥% ♦❜%❡♥✉0 ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥% ❧❡0 CH✉❛%✐♦♥0 ✭✸✳✶✷✺✮✱

✭✸✳✶✷✻✮ ❡% ✭✸✳✶✷✼✮✳

f(x)

=

(

−K1

I1
(θ1 − θ2)−

C1

I1
(ω1 − ω2) +

T d
e

I1
K1

I2
(θ1 − θ2) +

C1

I2
(ω1 − ω2) +

ijK2

I3
(θ3 − θ4) +

ijC2

I3
(ω3 − ω4)−

(

1
I2
+

iiij
I3

)

Tc1

)

✭✸✳✶✸✸✮

G(x) =

(

1
I1

0

0 −γc

(

1
I2
+

i2j
I3

)

µ(∆ω2)

)

✭✸✳✶✸✹✮

▲❡0 ❜♦#♥❡0 ❞❡0 ♣❛#❛♠+%#❡0 ♠C❝❛♥✐H✉❡0 ✐♥❝❡#%❛✐♥0 ✿ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ T d
e ❡% ❧❡0 ❝♦❡✣❝✐❡♥%0

❞❡ ❢#✐❝%✐♦♥ 0♦♥% #❡0♣❡❝%✐✈❡♠❡♥% τ1✱ τ2✱ ❡% τ3✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ Tc1 ❡0%

❝❛❧❝✉❧C N ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛#%♦❣#❛♣❤✐❡✱ ❞♦♥% ❧❛ ❜♦#♥❡ ❞❡ ❧✬❡##❡✉# ♣❛# #❛♣♣♦#% ❧❛ ✈❛❧❡✉#

#C❡❧❧❡ ❡0% 0✉♣♣♦0C❡ C❣❛❧❡ N τ2✳ ▲✬CH✉❛%✐♦♥ ✭✸✳✶✸✵✮ ❡0% #CC❝#✐%❡ 0♦✉0 ❧❛ ❢♦#♠❡ ✿

ẋ = f̂(x) + ∆f(x) +
(

Ĝ(x) + ∆G(x)
)

u ✭✸✳✶✸✺✮

♦K f̂(x) ❡0% ❧❡ ✈❡❝%❡✉# ❞②♥❛♠✐H✉❡ ♥♦♠✐♥❛❧✱ Ĝ(x) ❡0% ❧❛ ♠❛%#✐❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♥♦♠✐♥❛❧❡✱ ∆f(x) ❡0% ❧❡ ✈❡❝%❡✉# ❞✬✐♥❝❡#%✐%✉❞❡ 0✉# ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞②♥❛♠✐H✉❡ ❡% ∆G(x)
❡0% ❧❛ ♠❛%#✐❝❡ ❞✬✐♥❝❡#%✐%✉❞❡ 0✉# ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❉✬♦K✱

✭✸✳✶✸✻✮f̂1(x) = −
(1 + τ 21 )

(1− τ 21 )

(

K̂1

Î1
(θ1 − θ2)−

Ĉ1

Î1
(ω1 − ω2)

)

+
(1 + τ1τ2)

(1− τ 21 )

T̂ d
e

Î1

✶✵✼
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✭✸✳✶✸✼✮

f̂2(x) =
(1 + τ 21 )

(1− τ 21 )

(

K̂1

Î2
(θ1 − θ2) +

Ĉ1

Î2
(ω1 − ω2) +

ijK̂2

Î3
(θ3 − θ4)

+
ijĈ2

Î3
(ω3 − ω4)

)

−
(1 + τ1τ2)

(1− τ 21 )

(

1

Î2
+

iiij

Î3

)

T̂c1

Ĝ(x) =

( 1
1−τ2

1

1

Î1
0

0 −γc

(

1

Î2
+

i2j

Î3

)

(1+τ1τ3)(µ̂s+µ̂c)+(τ1+τ3)(µ̂s−µ̂c)

2(1−τ2
1
)

)

✭✸✳✶✸✽✮

❊♥✜♥✱ ❧❡- ❜♦0♥❡- αi(x) ❡1 βij(x) -♦♥1 ❞3✜♥✐❡- ♣❛0 ✿

α1(x) =
2τ1K̂1

(1− τ 21 )Î1
(θ1 − θ2) +

(1 + τ1)Ĉ1

(1− τ1)Î1
|ω1 − ω2|+

1 + τ2

(1− τ1)Î1

∣

∣

∣
T̂ d
e

∣

∣

∣
✭✸✳✶✸✾✮

✭✸✳✶✹✵✮

α2(x) =
2τ1K̂1

(1− τ 21 )Î2
(θ1 − θ2) +

(1 + τ1)Ĉ1

(1− τ1)Î2
|ω1 − ω2|+

2τ1iiK̂2

(1− τ 21 )Î3
(θ3 − θ4)

+
(1 + τ1)iiĈ2

(1− τ1)Î3
|ω3 − ω4|+

1 + τ2

(1− τ1)Î2

∣

∣

∣
T̂c1

∣

∣

∣
+

(1 + τ2)iiij

(1− τ1)Î3

∣

∣

∣
T̂c1

∣

∣

∣

β11(x) =
τ1

(1− τ 21 )Î1
✭✸✳✶✹✶✮

✭✸✳✶✹✷✮β22(x) = γc

(

1

Î2
+

i2j

Î3

)

(1 + τ1τ3)(µs − µc) + (τ1 + τ3)(µs + µc)

2 (1− τ 21 )

❈♦♠♠❡ ♣03❝3❞❡♠♠❡♥1✱ ♣♦✉0 @✉❡ ❧❡- ✈❛0✐❛❜❧❡- ❞✬✐♥130C1 -✉✐✈❡♥1 ❧❡- 10❛❥❡❝1♦✐0❡-

❞❡ 03❢30❡♥❝❡✱ ✉♥ ✈❡❝1❡✉0 ❞❡ -✉0❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐--❡♠❡♥1 ✐♥13❣0❛❧❡ s(t) ❡-1 ❞3✜♥✐ ✿

s(t) =

(

e1(t) + λ1

∫ t

0
e1(τ)dτ

e2(t) + λ2

∫ t

0
e2(τ)dτ

)

✭✸✳✶✹✸✮

♦G ❧❡- λi -♦♥1 ❞❡- ❝♦♥-1❛♥1❡- ♣♦-✐1✐✈❡-✱ e(t) =
(

e1(t) e2(t)
)T

❡-1 ❧❡ ✈❡❝1❡✉0 ❞✬❡00❡✉0

❞❡ -✉✐✈✐✱

e(t) = x(t)− xr(t) ✭✸✳✶✹✹✮

xr(t) 31❛♥1 ❧❛ 10❛❥❡❝1♦✐0❡ ❞❡ 03❢30❡♥❝❡

xr(t) =
(

ω1r ∆ω2r

)T
✭✸✳✶✹✺✮

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ 0♦❜✉-1❡ ❡-1 ❛❧♦0- ❞♦♥♥3❡ ♣❛0 ✿

u(t) = Ĝ(x)−1 (û− k-✐❣♥(s)) ✭✸✳✶✹✻✮

♦G û ❝♦00❡-♣♦♥❞ K ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ 3@✉✐✈❛❧❡♥1❡ ✿

û =

(

−f̂1(x) + ẋr1(t)− λ1e1(t)

−f̂2(x) + ẋr2(t)− λ2e2(t)

)

✭✸✳✶✹✼✮

✶✵✽



❈❍❆#■❚❘❊ ✸✳ ❈❖▼▼❆◆❉❊ #❆❘ ▼❖❉❊ ●▲■❙❙❆◆❚ ❉✬❯◆ ❉❖❯❇▲❊ ❊▼❇❘❆❨❆●❊

k ❡!" ✉♥❡ ❝♦♥!"❛♥"❡ ♣♦!✐"✐✈❡ ❝❤♦✐!✐❡ ♣♦✉, ❛!!✉,❡, ❧❛ !"❛❜✐❧✐"/ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡,♠/❡ ✿

k =
‖α(x)‖+

∥

∥

∥
B(x)Ĝ(x)−1û

∥

∥

∥+ η

1−
∥

∥

∥
B(x)Ĝ(x)−1!✐❣♥(s(t))

∥

∥

∥

✭✸✳✶✹✽✮

♦< η ❡!" ✉♥❡ ❝♦♥!"❛♥"❡ ♣♦!✐"✐✈❡✳

α(x) =
(

α1(x) α2(x)
)T

✭✸✳✶✹✾✮

B(x) =

(

β11(x) 0
0 β11(x)

)

✭✸✳✶✺✵✮

▲❡! ♠❛",✐❝❡! B(x)✱ G(x) /"❛♥" ❞✐❛❣♦♥❛❧❡!✱ ❧❡ ❣❛✐♥ k ♣❡✉" B",❡ ❝❤♦✐!✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥"

♣♦✉, ❝❤❛C✉❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♠♠❡ !✉✐"

k1 =
α1(x) + β11(x) |ĝ11(x)

−1û1|+ η1
1 + β11(x)ĝ11(x)−1

✭✸✳✶✺✶✮

k2 =
α2(x) + β22(x) |ĝ22(x)

−1û2|+ η2
1 + β22(x)ĝ22(x)−1

✭✸✳✶✺✷✮

❘!"✉❧%❛%" ❞❡ "✐♠✉❧❛%✐♦♥

❉✐✛/,❡♥"! ❡!!❛✐! ❞❡ !✐♠✉❧❛"✐♦♥ ♦♥" /"/ ,/❛❧✐!/! ❡♥ ✉"✐❧✐!❛♥" ❧❡! ♠B♠❡! ♣❛,❛♠G",❡!

C✉❡ ♣,/❝/❞❡♠♠❡♥" ✭❝❢✳ "❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ▲❡! ❣❛✐♥! ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ,❡"❡♥✉! !♦♥" ✿ η1 = 4✱
η2 = 250✱ λ1 = 1000✱ λ2 = 7000✳

▲❛ ✈✐"❡!!❡ ✐♥✐"✐❛❧❡ ♣♦✉, ❧❡ ♣❛!!❛❣❡ ❞✉ 1❡! ❛✉ 2"♠❡

,❛♣♣♦," ❡!" ❞✬❡♥✈✐,♦♥ 56 km/h✱
❧❛ ✈✐"❡!!❡ ❞✉ ♠♦"❡✉, ❝♦,,❡!♣♦♥❞❛♥"❡ ❡!" ❞❡ 472 rad/s✳ ❈❡❧❧❡ ♣♦✉, ❧❡ ♣❛!!❛❣❡ ❞✉ 2"♠❡

❛✉ 1❡! ,❛♣♣♦," ❡!" ❞✬❡♥✈✐,♦♥ 47 km/h✱ ❧❛ ✈✐"❡!!❡ ❞✉ ♠♦"❡✉, ❝♦,,❡!♣♦♥❞❛♥"❡ ❡!" ❞❡

251 rad/s✳ ▲❡ "❡♠♣! ❞❡ ♣❛!!❛❣❡ ❞❡ ,❛♣♣♦," ❡!" ✜①/ L 0, 8 !❡❝♦♥❞❡✳ ▲❛ ♣♦!✐"✐♦♥ ❞✉

♣❛♣✐❧❧♦♥ ❞✉ ♠♦"❡✉, ❡!" ❞♦♥♥/❡ ❞❛♥! ❧❛ ✜❣✉,❡ ✸✳✶✾ ♣♦✉, ❧❡! ❞❡✉① !❝/♥❛,✐♦! ❞❡ ❝❤❛♥✲

❣❡♠❡♥" ❞❡ ,❛♣♣♦," !✉♣/,✐❡✉, ❡" ✐♥❢/,✐❡✉,✳ ▲❛ ✜❣✉,❡ ✸✳✷✵ ,❡♣,/!❡♥"❡ ❧❡! ✈✐"❡!!❡! ❛♥✲

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✾ ✕ O♦!✐"✐♦♥ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ♣♦✉, ❧❡ !❝/♥❛,✐♦ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡ ,❛♣♣♦,"

!✉♣/,✐❡✉, ✭❛✮ ❡" ✐♥❢/,✐❡✉, ✭❜✮

❣✉❧❛✐,❡! ❞❡! /❧/♠❡♥"! ❞✉ ●▼O ❧♦,! ❞✉ ♣❛!!❛❣❡ ❞✉ 1❡! ❛✉ 2"♠❡

,❛♣♣♦,"✱ ❡" ❝❡❧❧❡! ♣♦✉,

✶✵✾
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✵ ✕ ❱✐'❡))❡) ❞❡) +❧+♠❡♥') ❞✉ ●▼2 ❧♦4) ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥' ❞❡ ✈✐'❡))❡) )✉♣+✲

4✐❡✉4❡ 1 !❡ − 2 ♠❡

4❛♣♣♦4'

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✶ ✕ ❱✐'❡))❡) ❞❡) +❧+♠❡♥') ❞✉ ●▼2 ❧♦4) ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥' ❞❡ ✈✐'❡))❡) ✐♥❢+✲

4✐❡✉4❡ 2 ♠❡ − 1 !❡

❧❡ ♣❛))❛❣❡ ❞✉ 2 ♠❡

❛✉ 1❡! 4❛♣♣♦4' )♦♥' )✉4 ❧❛ ✜❣✉4❡ ✸✳✷✷✳ ▲❡) ♣❛))❛❣❡) ❞❡ 4❛♣♣♦4'

)♦♥' ❡♥✈✐4♦♥ 4+❛❧✐)+) ❞❛♥) ❧❡ '❡♠♣) ✜①+ ❞❡ 0, 8 )❡❝♦♥❞❡✳ ▲❡) ❡44❡✉4) ❞❡ )✉✐✈✐ ❞♦♥♥+❡)

❞❛♥) ❧❛ ✜❣✉4❡ ✸✳✷✷ )♦♥' '4A) ❢❛✐❜❧❡)✳

▲❡ ❥❡4❦ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❡)' 4❡♣4+)❡♥'+ )✉4 ❧❛ ✜❣✉4❡ ✸✳✷✸✳ ❆✉ ❞+❜✉' ❞❡) ♣❛))❛❣❡) ❞❡

✶✶✵
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✷ ✕ ❊%%❡✉%( ❞❡ (✉✐✈✐ ❞❡ ,%❛❥❡❝,♦✐%❡ ❞1(✐%1❡ ✿ ✭❛✮ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ✈✐,❡((❡(

(✉♣1%✐❡✉%❡ 1 !❡ − 2 ♠❡

%❛♣♣♦%,✱ ✭❜✮ ✲ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ✈✐,❡((❡( ✐♥❢1%✐❡✉%❡ 2 ♠❡ − 1 !❡

%❛♣♣♦%,

%❛♣♣♦%,✱ ❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❞1❜%❛②❡✱ ,❛♥❞✐( A✉❡ ❧❛ ❢♦%❝❡ ♥♦%♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐A✉1❡ (✉%

❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡(, ❡♥❝♦%❡ ♠♦❞1%1❡✱ ❝❡ A✉✐ ❝♦♥❞✉✐, B ❧❛ ❝❤✉,❡ ❞✉ ❥❡%❦✳ ▲❡ ❥❡%❦

❡(, ,%E( ❢❛✐❜❧❡ ❧♦%(A✉✬♦♥ %1,%♦❣%❛❞❡✱ ♠❛✐( ❡♥ ❝❛( ❞❡ ♣❛((❛❣❡ B ✉♥ %❛♣♣♦%, (✉♣1%✐❡✉%✱

✐❧ ❡(, ❡♥❝♦%❡ 1❧❡✈1 ❛✉ ❞1❜✉,✳ ✸✳✷✹✳ ▲✬❛❝❝1❧1%❛,✐♦♥ ❞✉ ✈1❤✐❝✉❧❡ ❧♦%( ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✸ ✕ ❏❡%❦( ❞✉ ✈1❤✐❝✉❧❡ ❧♦%( ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ✈✐,❡((❡ ✿ ✭❛✮ ❞❡ 1 !❡ B 2 ♠❡

%❛♣♣♦%,✱ ✭❜✮ ✲ ❞❡ 2 ♠❡

B 1 !❡ %❛♣♣♦%,

✈✐,❡((❡ (✉♣1%✐❡✉%❡ 1 !❡ − 2 ♠❡

❡(, ✐❧❧✉(,%1 (✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ,%❛♥(❢1%1 ❛✉ ,%❛✈❡%(

❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜%❛②❛❣❡ ❧♦%( ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ✈✐,❡((❡ (✉♣1%✐❡✉%❡ ❡(, %❡♣%1(❡♥,1 (✉%

❧❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✷✺✳ ❆✉ ❞1❜✉, ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ %❛♣♣♦%, ❞❡ ✈✐,❡((❡✱ ❧❛ ❢♦%❝❡ ♥♦%♠❛❧❡

❛♣♣❧✐A✉1❡ (✉% ❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❡(, ❞✐♠✐♥✉1❡ ♣❛% ❧❛ (,%❛,1❣✐❡ ❛♣♣❧✐A✉1❡✳ ▲♦%(A✉❡

❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥❝❡ B ❣❧✐((❡%✱ ❧❛ ❢♦%❝❡ ♥♦%♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐A✉1❡ (✉% ❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡

♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡(, ❝♦♥,%K❧1❡ ♣♦✉% ❧❡ (②♥❝❤%♦♥✐(❡%✳ ▲❛ ❢♦%❝❡ ♥♦%♠❛❧❡ ❡(, ❞♦♥♥1❡ (✉% ❧❛

✜❣✉%❡ ✭✸✳✻✾✮✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦,❡✉% ❧♦%( ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ %❛♣♣♦%, ❡(, %❡♣%1(❡♥,1

❞❛♥( ❧❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✷✼✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✷✽ %❡♣%1(❡♥,❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦%,❡♠❡♥, ❞✉ ♠♦,❡✉% ❧♦%( ❞✉

❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ✈✐,❡((❡(✳

✶✶✶
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✹ ✕ ❆❝❝'❧')❛+✐♦♥ ❞✉ ✈'❤✐❝✉❧❡ ❧♦)4 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡44❡ 4✉♣')✐❡✉)❡

1 !❡ − 2 ♠❡

)❛♣♣♦)+

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✺ ✕ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜)❛②❛❣❡ ❧♦)4 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ✈✐+❡44❡ 4✉♣')✐❡✉)❡

1 !❡ − 2 ♠❡

✶✶✷
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✻ ✕ ❋♦'❝❡ ♥♦'♠❛❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦'0 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥3 ❞❡ ✈✐3❡00❡ 0✉♣7'✐❡✉'❡

1 !❡ − 2 ♠❡

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✼ ✕ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦3❡✉' ❧♦'0 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥3 ❞❡ ✈✐3❡00❡ 0✉♣7'✐❡✉'❡ 1 !❡−2 ♠❡

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✽ ✕ ❈♦♠♣♦'3❡♠❡♥3 ❞✉ ♠♦3❡✉' ❧♦'0 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥3 ❞❡ ✈✐3❡00❡0

✶✶✸
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❉❛♥# ❧❡# #✐♠✉❧❛)✐♦♥# ♣,-❝-❞❡♥)❡#✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐2✉❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦)❡✉, ♥✬❡#) ♣❛#

♣,✐#❡ ❡♥ ❝♦♠♣)❡✳ ❉❛♥# ❧❛ ,-❛❧✐)-✱ ✉♥❡ ❝♦♥#)❛♥)❡ ❞❡ )❡♠♣# ❞✉ ♠♦)❡✉, )❤❡,♠✐2✉❡ ❡#)

✈❛,✐❛❜❧❡ ❞❛♥# ❧✬✐♥)❡,✈❛❧❧❡ ❞❡ 0, 1 8 0, 5 #❡❝♦♥❞❡✳ ❉♦♥❝✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥),❡, ❧❛ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡
❞❡# ❧♦✐# ❞-✈❡❧♦♣♣-❡#✱ ❞❡# #✐♠✉❧❛)✐♦♥# #✉, ❧❡ ♠♦❞;❧❡ ❝♦♠♣❧❡) #♦♥) ,-❛❧✐#-❡#✳ ▲❛ ✜❣✉,❡

✸✳✷✾ ♠♦♥),❡ ❧❡# ✈✐)❡##❡# ❞✉ ♠♦)❡✉,✱ ❞✉ ♣❧❛)❡❛✉ ❡) ❞✉ ❞✐#2✉❡ ❞✬❡♠❜,❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛#❡

❞❡ ❞-❝♦❧❧❛❣❡✳ ▲❡# ,-#✉❧)❛)# ❞❡ #✐♠✉❧❛)✐♦♥ #✉, ❧❡ ♠♦❞;❧❡ ❝♦♠♣❧❡) ❡♥ ♥-❣❧✐❣❡❛♥) ❧❛

❞②♥❛♠✐2✉❡ ❞✉ ♠♦)❡✉, #♦♥) ❡♥❝♦,❡ #❛)✐#❢❛✐#❛♥)#✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥)✱ ❧❡# ,-#✉❧)❛)# ❞❡ #✐♠✉❧❛✲

)✐♦♥ #✉, ❧❡ ♠♦❞;❧❡ ❝♦♠♣❧❡) ✐♥)-❣,❛♥) ❧❛ ❞②♥❛♠✐2✉❡ ❞✉ ♠♦)❡✉, #♦♥) ❞-❣,❛❞-#✱ ♥♦✉#

❝♦♥#)❛)♦♥# ❡♥ ❡✛❡) ❧✬❡①✐#)❡♥❝❡ ❞✬♦#❝✐❧❧❛)✐♦♥# ♣,♦❞✉✐)❡# ❞❛♥# ❧❡ ●▼G✳

✭❛✮ ▼♦❞&❧❡ ❝♦♠♣❧❡, ❛✈❡❝ ❞②♥❛♠✐1✉❡ ❞✉ ♠♦,❡✉3 ♥4❣❧✐❣4❡

✭❜✮ ▼♦❞&❧❡ ❝♦♠♣❧❡, ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥7,❛♥,❡ ❞❡ ,❡♠♣7 ❞✉ ♠♦,❡✉3 ❞❡ 0.3 7❡✲

❝♦♥❞❡

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✾ ✕ ❱✐)❡##❡# ❛♥❣✉❧❛✐,❡# ❞✉ ♠♦)❡✉,✱ ♣❧❛)❡❛✉ ❡) ❞✐#2✉❡ ❞✬❡♠❜,❛②❛❣❡ ❡♥

♣❤❛#❡ ❞❡ ❞-❝♦❧❧❛❣❡
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▲❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✸✵ ♣❡%♠❡, ❧❛ ❝♦♠♣❛%❛✐1♦♥ ❞❡1 ❥❡%❦1 ❞✉ ✈7❤✐❝✉❧❡ ♦❜,❡♥✉1 ❡♥ 1✐♠✉❧❛,✐♦♥

♣♦✉% ❧❡ ♠♦❞:❧❡ 1✐♠♣❧✐✜7✱ ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❝♦♠♣❧❡, ❡, ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❝♦♠♣❧❡, ❛✈❡❝ ❧❡ ,❡♠♣1

%7♣♦♥1❡ ❞✉ ♠♦,❡✉%✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✵ ✕ ❏❡%❦ ❞✉ ✈7❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ♣❤❛1❡ ❞❡ ❞7❝♦❧❧❛❣❡

▲❡1 ✜❣✉%❡1 ✸✳✸✶ ❡, ✸✳✸✷ ♠♦♥,%❡♥, ❧❡1 %71✉❧,❛,1 ❞❡ 1✐♠✉❧❛,✐♦♥ ❡♥ ❝❛1 ❞❡ ♣❛11❛❣❡ @ ✉♥

%❛♣♣♦%, 1✉♣7%✐❡✉% 1❡!− 2"♠❡

✳ ▲❡1 ♦1❝✐❧❧❛,✐♦♥1 ❞❛♥1 ❧❡ ❞❡♠✐✲❛%❜%❡ ❧♦%1 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥,

❞❡ ✈✐,❡11❡1 1♦♥, ✐♠♣♦%,❛♥,❡1✳ ▲❡ ❥❡%❦ ❞✉ ✈7❤✐❝✉❧❡ ❛✉❣♠❡♥,❡ ❛❧♦%1 ❜❡❛✉❝♦✉♣✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✶ ✕ ❏❡%❦ ❞✉ ✈7❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ♣❤❛1❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥, ❞❡ ✈✐,❡11❡ 1✉♣7%✐❡✉%❡ 1"!❡−
2"♠❡
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✭❛✮ ▼♦❞&❧❡ ❝♦♠♣❧❡, ❛✈❡❝ ❞②♥❛♠✐1✉❡ ❞✉ ♠♦,❡✉3 ♥4❣❧✐❣4❡

✭❜✮ ▼♦❞&❧❡ ❝♦♠♣❧❡, ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥7,❛♥,❡ ❞❡ ,❡♠♣7 ❞✉ ♠♦,❡✉3 ❞❡ 0, 3 7❡❝♦♥❞❡

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✷ ✕ ❱✐&❡((❡( ❛♥❣✉❧❛✐.❡( ❞✉ ♠♦&❡✉.✱ ❞❡( ♣❧❛&❡❛✉① ❡& ❞❡( ❞✐(5✉❡( ❞✬❡♠✲

❜.❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛(❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥& ❞❡ ✈✐&❡((❡ (✉♣=.✐❡✉.❡ 1 !❡ − 2 ♠❡

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

❉❛♥( ❝❡ ❝❤❛♣✐&.❡✱ ❧❡( ❧♦✐( ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❣.♦✉♣❡ ♠♦&♦♣.♦♣✉❧(❡✉. ❧♦.( ❞✉ ❞=❝♦❧✲

❧❛❣❡ ❡& ❧♦.( ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥& ❞❡ ✈✐&❡((❡( (♦♥& ❞=✈❡❧♦♣♣=❡( ❡♥ (❡ ❜❛(❛♥& (✉. ❧❛ &❤=♦.✐❡

✶✶✻
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❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛) ♠♦❞❡ ❣❧✐,,❛♥-✳ ▲❡, ❞✐✛1)❡♥-❡, ❝♦♥-)❛✐♥-❡, ✐♠♣♦,1❡, ❧♦), ❞❡ ❧✬❡♥✲

❣❛❣❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛,❡ ❞❡ ❞1❝♦❧❧❛❣❡ ❡- ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥- ❞❡ ✈✐-❡,,❡, ❝♦♠♠❡

❧❛ ,②♥❝❤)♦♥✐,❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐,❛-✐♦♥ ❞✉ -❡♠♣, ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥-✱ ❧❡ ♥♦♥✲

❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♠♦-❡✉)✱ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉-✐♦♥ ❞❡ ❥❡)❦ ❡- ❞✉ -❡♠♣, ❞❡ ♣❛,,❛❣❡ ❞❡ ✈✐-❡,,❡ ,♦♥-

❛❜♦)❞1❡,✳ ▲❛ )♦❜✉,-❡,,❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✈✐,✲<✲✈✐, ❞❡ ✈❛)✐❛-✐♦♥, ♣❛)❛♠1-)✐=✉❡, ❡,-

❛✉,,✐ ♣)✐,❡ ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❞❛♥, ❧❡, ❞✐✛1)❡♥-, ❞1✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥-,✳ ▲❡, ❧♦✐, ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞1✲

✈❡❧♦♣♣1❡, ♦♥- 1-1 -♦✉- ❞✬❛❜♦)❞ -❡,-1❡, ❡♥ ,✐♠✉❧❛-✐♦♥ ,✉) ❧❡ ♠♦❞>❧❡ ❝♦♠♣❧❡- ,❛♥, ♣)✐,❡

❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐=✉❡ ❞✉ ♠♦-❡✉)✳ ▲❡, )1,✉❧-❛-, ❞❡ ,✐♠✉❧❛-✐♦♥ ,✉) ❧❡ ♠♦❞>❧❡

❝♦♠♣❧❡- ♠♦♥-)❡♥- ❧❛ )♦❜✉,-❡,,❡ ❞❡, ❧♦✐, ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✈✐,✲<✲✈✐, ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐=✉❡

❞✉ ♠♦❞>❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥-✱ ❧♦),=✉❡ ❧❡ -❡♠♣, ❞❡ )1♣♦♥,❡ ❞✉ ♠♦-❡✉) ❡,- ✐♥-)♦❞✉✐-✱ ❧❡,

)1,✉❧-❛-, ♦❜-❡♥✉, ♠♦♥-)❡♥- ❧❡, ❧✐♠✐-❡, ❞❡ ❧✬❛♣♣)♦❝❤❡ ✉-✐❧✐,1❡✳ ❊♥ ♣❛)-✐❝✉❧✐❡)✱ ❞❡, ♦,✲

❝✐❧❧❛-✐♦♥, -)♦♣ ✐♠♣♦)-❛♥-❡, ❛♣♣❛)❛✐,,❡♥- ❞❛♥, ❧❛ ❝❤❛A♥❡ ❞❡ -)❛♥,♠✐,,✐♦♥ ❞✉ ●▼D ❧♦),

❞❡, ♣❤❛,❡, ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥- ❞❡ ✈✐-❡,,❡, ❡- ❞❡ ❞1❝♦❧❧❛❣❡✳ ■❧ ❡♥ )1,✉❧-❡ ✉♥ ❥❡)❦ ❞✉ ✈1❤✐❝✉❧❡

-)♦♣ ❣)❛♥❞✳ ❉❛♥, ❧❡ ❝❤❛♣✐-)❡ ,✉✐✈❛♥-✱ ✉♥❡ ❛✉-)❡ ❛♣♣)♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ )♦❜✉,-❡ ♣♦✉)

❧❡, ,②,->♠❡, ♥♦♥ ❧✐♥1❛✐)❡, ❜❛,1❡ ,✉) ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ♠♦❞>❧❡, ✢♦✉, ❞❡ -②♣❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦

❡,- ❛♣♣❧✐=✉1❡ ♣♦✉) ❞1✈❡❧♦♣♣❡) ❧❡, ❧♦✐, ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ●▼D < ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜)❛②❛❣❡✳
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❈❤❛♣✐%&❡ ✹

❆♣♣&♦❝❤❡ ♣❛& ,%❛❜✐❧✐,❛%✐♦♥ &♦❜✉,%❡ 1

❜❛,❡ ❞❡ ♠♦❞4❧❡, ❞❡ %②♣❡

❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐'(❡ ♣()*❡♥'❡ ❧✬✉'✐❧✐*❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉'(❡ ♦✉'✐❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥)❛✐(❡

❡' *♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ 2 ❧❛ ♣(♦❜❧)♠❛'✐4✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❣(♦✉♣❡ ♠♦'♦♣(♦♣✉❧*❡✉(

❡♥ ♣❤❛*❡ ❞❡ ❞)❝♦❧❧❛❣❡ ❡' ❡♥ ♣❤❛*❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥' ❞❡ ✈✐'❡**❡✳ ❈❡' ♦✉'✐❧ ❝♦♥❝❡(♥❡

✉♥❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ 4✉❛*✐✲▲:❱ ❜❛*)❡ *✉( ❧✬✉'✐❧✐*❛'✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞<❧❡* ✢♦✉* ❞❡ '②♣❡ ❚❛❦❛❣✐✲

❙✉❣❡♥♦ ✭❚❙✮ ❬❚❛❦❛❣✐ ❡' ❙✉❣❡♥♦✱ ✶✾✽✺❪ ❡' ❞❡ ❧♦✐* ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ '②♣❡ :❉❈ ✭:❛(❛❧❧❡❧

❉✐*'(✐❜✉'❡❞ ❈♦♠♣❡♥*❛'✐♦♥✮ ❬❲❛♥❣ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪✳ ▲✬✐♥')(N' ❞❡ ❝❡''❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦✉'✐❧*

❡*' ❞❡ ♣♦✉✈♦✐( ♦❜'❡♥✐( ✉♥❡ (❡♣()*❡♥'❛'✐♦♥ )4✉✐✈❛❧❡♥'❡ ❞✬✉♥ *②*'<♠❡ 2 ♥♦♥✲❧✐♥)❛(✐')*

❜♦(♥)❡* ❡' ❞❡ ❞✐*♣♦*❡( ❛✐♥*✐ ❞✬✉♥❡ ♠)'❤♦❞♦❧♦❣✐❡ *②*')♠❛'✐4✉❡ ❞❡ *'❛❜✐❧✐*❛'✐♦♥✳

▲❛ ♣(❡♠✐<(❡ ♣❛('✐❡ *✬✐♥')(❡**❡ 2 ❧❛ *'❛❜✐❧✐*❛'✐♦♥ ❞❡* ♠♦❞<❧❡* ✢♦✉* ❚❙ ❛✈❡❝ ❛'✲

')♥✉❛'✐♦♥ ❞❡* ♣❡('✉(❜❛'✐♦♥* ✈✐❛ ✉♥❡ *②♥'❤<*❡ H∞✳ ❚♦✉' ❞✬❛❜♦(❞✱ ✉♥ ❜(❡❢ )'❛' ❞❡
❧✬❛(' *✉( ❧❡* ♠♦❞<❧❡* ❚❙ ❡' ❧❡✉( *'❛❜✐❧✐*❛'✐♦♥ ❡*' ♣()*❡♥')✳ ❊♥*✉✐'❡✱ ❝❡''❡ ♠)'❤♦❞♦❧♦✲

❣✐❡ ❡*' ❛♣♣❧✐4✉)❡ 2 ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ●▼: ❡♥ ♣❤❛*❡ ❞❡ ❞)❝♦❧❧❛❣❡ ❡' ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥'

❞❡ (❛♣♣♦(' ❡♥ ❝♦♥*✐❞)(❛♥' ❞❡* ♣❡('✉(❜❛'✐♦♥* ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ (♦✉❡✱ ❞✉ ❝♦♠♣♦('❡✲

♠❡♥' ❞✉ ❝♦♥❞✉❝'❡✉(✱ ❡!❝✳ ❉❛♥* ❧❛ ❞❡✉①✐<♠❡ ♣❛('✐❡✱ ✉♥❡ ❡①'❡♥*✐♦♥ ❞❡* '(❛✈❛✉① ❡*' ❧❡

❞)✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❞❡ ❧♦✐* ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ (♦❜✉*'❡* ♣(❡♥❛♥' ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❞❡* ✐♥❝❡('✐'✉❞❡*

♣❛(❛♠)'(✐4✉❡* ❜♦(♥)❡* :♦✉( ❛♠)❧✐♦(❡( ❧❡* ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡* ❡' ♣(❡♥❞(❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❧❡

❝♦♠♣♦('❡♠❡♥' ❞✐*❝♦♥'✐♥✉ ❞❡ ❧✬❡♠❜(❛②❛❣❡✱ ❧❛ '(♦✐*✐<♠❡ ♣❛('✐❡ *✬✐♥')(❡**❡ 2 ✉♥❡ ❛♣✲

♣(♦❝❤❡ ❜❛*)❡ *✉( ❧✬✉'✐❧✐*❛'✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞<❧❡* ❚❙ ✐♥❝❡('❛✐♥* 2 ❝♦♠♠✉'❛'✐♦♥* ❡♥ ♣()*❡♥❝❡

❞❡ ♣❡('✉(❜❛'✐♦♥*✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ 4✉❛'(✐<♠❡ ♣❛('✐❡ ❡*' ❞)❞✐)❡ 2 ❧❛ ♠✐*❡ ❡♥ U✉✈(❡ ❡♥ *✐♠✉✲

❧❛'✐♦♥ ❞❡* ❧♦✐* ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞)✈❡❧♦♣♣)❡* ❞❛♥* ❝❡ ❝❤❛♣✐'(❡ *✉( ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❞✉ ●▼:

❝♦♠♣❧❡' ❞)✈❡❧♦♣♣) ❞❛♥* ❧❡ ❞❡✉①✐<♠❡ ❝❤❛♣✐'(❡✳

✹✳✷ ▼♦❞&❧❡ )✉❛,✐✲▲0❱ ❞❡ 2②♣❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦

✹✳✷✳✶ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ❞❡& ♠♦❞0❧❡& ❞❡ +②♣❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦

❈❡ ♠♦❞<❧❡ 4✉❛*✐✲▲:❱ ❡*' ❛♣♣❛(✉ *♦✉* ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♠♦❞<❧❡ ✢♦✉ ❞❡ '②♣❡ ❚❛❦❛❣✐✲

❙✉❣❡♥♦ ✭❚❙✮ ❞❛♥* ❬❚❛❦❛❣✐ ❡' ❙✉❣❡♥♦✱ ✶✾✽✺❪✳ ■❧ ❡*' ❛❧♦(* ❞)❝(✐' ♣❛( ❞❡* (<❣❧❡* ✢♦✉❡* ❞❡

✶✶✾
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 ②♣❡ ✏❙✐ ✳✳✳ ❛❧♦+,✑ .✉✐ +❡♣+0,❡♥ ❡♥ ❧❡, +❡❧❛ ✐♦♥, ❡♥ +❡ ❧❡, ♠♦❞4❧❡, ❧♦❝❛✉① ❧✐♥0❛✐+❡, ❞✬✉♥

,②, 4♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥0❛✐+❡✳ ❈❤❛.✉❡ ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥ +❡♣+0,❡♥ ❡ ✉♥❡ +❡❧❛ ✐♦♥ ❞✬❡♥ +0❡,✲,♦+ ✐❡,

❧✐♥0❛✐+❡✳ ▲❛ i ♠❡

+4❣❧❡ ❞✉ ♠♦❞4❧❡ ✢♦✉ ❚❙ ❡, +❡♣+0,❡♥ 0❡ ,♦✉, ❧❛ ❢♦+♠❡ ✿

❘!❣❧❡ ✐ ❞✉ ♠♦❞!❧❡ ✿

❙✐ z1(t) ❡, Mi1 ❡ z2(t) ❡, Mi2 ❡ ✳✳✳ ❡ zp(t) ❡, Mip ❛❧♦+,

ẋ(t) = Aix(t) + Biu(t),

y(t) = Cix(t), i = 1, 2, ..., r✳
✭✹✳✶✮

♦E r ❡, ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ +4❣❧❡, ✏❙✐ ✳✳✳ ❛❧♦./✑✱ x(t) ∈ R
n
❡, ❧❡ ✈❡❝ ❡✉+ ❞✬0 ❛ ✱ u(t) ∈ R

m

❡, ❧❡ ✈❡❝ ❡✉+ ❞✬❡♥ +0❡✱ y(t) ∈ R
q
❡, ❧❡ ✈❡❝ ❡✉+ ❞❡ ,♦+ ✐❡✱ zj(t)✱ j = 1, 2, ..., p ,♦♥ ❧❡,

✈❛+✐❛❜❧❡, ❞❡ ♣+0♠✐,,❡ .✉✐ ,♦♥ ❡♥ ❣0♥0+❛❧ ❞❡, ❢♦♥❝ ✐♦♥, ❧✐♥0❛✐+❡, ♦✉ ♥♦♥ ❞❡, ✈❛+✐❛❜❧❡,

❞✬0 ❛ ✳ Ai ∈ R
n×n

✱ Bi ∈ R
n×m

❡ Ci ∈ R
q×n

,♦♥ ❞❡, ♠❛ +✐❝❡, ❝♦♥, ❛♥ ❡,✳ ▲❡,

Mij✱ j = 1, 2, ..., p ,♦♥ ❞❡, ❡♥,❡♠❜❧❡, ✢♦✉, ❞♦♥ ❧❡, ❞❡❣+0, ❞✬❛♣♣❛+ ❡♥❛♥❝❡ ,❡+♦♥ 

♥♦ 0, 0❣❛❧❡♠❡♥ Mij✱ ❛✈❡❝ Mij(zj) ∈ [0, 1]✳ ▲❡ ♠♦❞4❧❡ ✢♦✉ ❚❙ ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ ,②, 4♠❡

❡, ♦❜ ❡♥✉ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥ ❧❡, ♠♦❞4❧❡, ❧✐♥0❛✐+❡, ❛✈❡❝ ❧❡, ❞❡❣+0, ❞✬❛♣♣❛+ ❡♥❛♥❝❡ .✉✐

❧❡✉+, ❝♦++❡,♣♦♥❞❡♥ ✳ z(t) ❡, ❧❡ ✈❡❝ ❡✉+ ❝♦♥ ❡♥❛♥ ❧❡, 0❧0♠❡♥ , ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧, zj(t)✱
j = 1, 2, ..., p✳

➚ ❝❤❛.✉❡ +4❣❧❡ i ❡, ❛  +✐❜✉0 ✉♥ ♣♦✐❞, wi(z(t)) .✉✐ ❞0♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❞✬❛♣♣❛+✲

 ❡♥❛♥❝❡ ❞❡, zj(t) ❛✉① ,♦✉,✲❡♥,❡♠❜❧❡, ✢♦✉, Mij✳ ▲❡ ❝♦♥♥❡❝ ❡✉+ ✧❡ ✧ ❞❛♥, ❧❡, +4❣❧❡,

❡, ❝❤♦✐,✐ ❝♦♠♠❡ 0 ❛♥ ❧❡ ♣+♦❞✉✐ ✱

wi(z(t)) =

p
∏

j=1

Mij (zj(t)) ✱ i = 1, 2, ..., r ✭✹✳✷✮

▲❡, ♣♦✐❞, wi(z(t)) ♣+❡♥♥❡♥ 0✈✐❞❡♠♠❡♥ ❧❡✉+, ✈❛❧❡✉+, ❞❛♥, ❧✬✐♥ ❡+✈❛❧❧❡ [0, 1]✳
➚ ♣❛+ ✐+ ❞❡, ♣♦✐❞, ❛  +✐❜✉0, L ❝❤❛.✉❡ +4❣❧❡✱ ❧❡, ,♦+ ✐❡, ✜♥❛❧❡, ❞❡, ♠♦❞4❧❡, ✢♦✉,

❚❙ ,♦♥ ✐♥❢0+0❡, ❝♦♠♠❡ ,✉✐ ✿

✭✹✳✸✮

ẋ(t) =

∑r

i=1 wi(z(t)) (Aix(t) + Biu(t))
∑r

i=1 wi(z(t))

=
r

∑

i=1

hi(z(t)) (Aix(t) + Biu(t))

✭✹✳✹✮

y(t) =

∑r

i=1 wi(z(t))Cix(t)
∑r

i=1 wi(z(t))

=
r

∑

i=1

hi(z(t))Cix(t)

♦E ❧❡, ❢♦♥❝ ✐♦♥, hi ,♦♥ ❞0✜♥✐❡, ♣❛+

hi(z(t)) =
wi(z(t))

∑r

i=1 wi(z(t))
✭✹✳✺✮

❡ ✈0+✐✜❡♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥ ❞❡ ,♦♠♠❡ ❝♦♥✈❡①❡ ✿

✭✹✳✻✮

r
∑

i =1

hi(z(t)) = 1✱ ∀t

✭✹✳✼✮hi(z(t)) ≥ 0✱ ∀t✱ i = 1, 2, ..., r

✶✷✵
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✹✳✷✳✷ ❖❜%❡♥%✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞.❧❡ ✢♦✉ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ 7 ♣❛9%✐9 ❞✉

♠♦❞.❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥:❛✐9❡

■❧ ❡#$ ♣♦##✐❜❧❡ ❞✬♦❜$❡♥✐, ❞❡ ❞✐✛.,❡♥$❡# ❢❛1♦♥# ✉♥ ♠♦❞4❧❡ ✢♦✉ ❚❙ 8 ♣❛,$✐, ❞✬✉♥

♠♦❞4❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥.❛✐,❡ ❞♦♥♥.✳ ●.♥.,❛❧❡♠❡♥$✱ ❞❡✉① ❛♣♣,♦❝❤❡# ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡# #♦♥$ ❝♦♥#✐✲

❞.,.❡#✳ ▲❛ ♣,❡♠✐4,❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ ❝♦♥#✐#$❡ 8 ❝♦♥#✐❞.,❡, ❞❡# ❧✐♥.❛,✐#❛$✐♦♥# ❧♦❝❛❧❡# ❡$ 8

❧❡# ✐♥$❡,♣♦❧❡, ✈✐❛ ❞❡# ❢♦♥❝$✐♦♥# ❞✬❛♣♣❛,$❡♥❛♥❝❡ ♣♦✉, ❛♣♣,♦❝❤❡, ❧❡ ❝♦♠♣♦,$❡♠❡♥$ ❞✉

♠♦❞4❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥.❛✐,❡ ❞❡ ❞.♣❛,$✳ ▲❛ ❞❡✉①✐4♠❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ #❡ ❜❛#❡ #✉, ❧✬♦❜$❡♥$✐♦♥ ❞✬✉♥❡

,❡♣,.#❡♥$❛$✐♦♥ ❡①❛❝$❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞4❧❡ ✢♦✉ ❚❙ 8 ♣❛,$✐, ❞✬✉♥ ♠♦❞4❧❡ ❞②♥❛♠✐C✉❡ ♥♦♥

❧✐♥.❛✐,❡ ❬❚❛♥❛❦❛ ❡$ ❲❛♥❣✱ ✷✵✵✶❪ ❬▼♦,4,❡✱ ✷✵✵✶❪✳ ❈❡ ❞❡,♥✐❡, ❡#$ ♦❜$❡♥✉ ❡♥ ✉$✐❧✐#❛♥$

✉♥ ❞.❝♦✉♣❛❣❡ ♣❛, #❡❝$❡✉, ♥♦♥ ❧✐♥.❛✐,❡ ❞❡# ♥♦♥✲❧✐♥.❛,✐$.# ❝♦♥$❡♥✉❡# ❞❛♥# ❧❡ ♠♦❞4❧❡

✐♥✐$✐❛❧✳ ❉❛♥# ♥♦$,❡ .$✉❞❡✱ ♥♦✉# ♥❡ ♥♦✉# ✐♥$.,❡##♦♥# C✉✬8 ❝❡$$❡ ❞❡,♥✐4,❡ ❛♣♣,♦❝❤❡ ❞♦♥$

❧❡ ♣,✐♥❝✐♣❡ ❡#$ ❞.❝,✐$ ❞❛♥# ❝❡$$❡ #❡❝$✐♦♥✳

❈♦♥#✐❞.,♦♥# ✉♥ #②#$4♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥.❛✐,❡ .❝,✐$ #♦✉# ❧❛ ❢♦,♠❡ #✉✐✈❛♥$❡ ✿

ẋ(t) = f(x(t))x(t) ✭✹✳✽✮

❛✈❡❝ f(x(t)) ✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥.❛✐,❡ f(x(t)) ∈ R✱ x(t) ∈ R✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ f(x(t)) ❡#$

❜♦,♥.❡✱ ✐❧ ❡①✐#$❡ ✉♥ #❡❝$❡✉, ♥♦♥ ❧✐♥.❛✐,❡ C✉✐ ❧❛ ❝♦♥$✐❡♥$✱ #✐♥♦♥ ✐❧ ❡#$ ♣♦##✐❜❧❡ ❞✬✉$✐❧✐#❡,

❧❛ ❞.♠❛,❝❤❡ ❞.❝,✐$❡ ❝✐✲❞❡##♦✉# ❡♥ #❡ ❧✐♠✐$❛♥$ 8 ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ .✈❡♥$✉❡❧❧❡♠❡♥$ ❝♦♠♣❛❝$

#✉, ❧❡C✉❡❧ ❝❡$$❡ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❡#$ ❜♦,♥.❡✳ ▲❡ ♠♦❞4❧❡ ✢♦✉ ❚❙ ❡#$ ♦❜$❡♥✉ ❡♥ ✉$✐❧✐#❛♥$ ❧❡

❧❡♠♠❡ #✉✐✈❛♥$

▲❡♠♠❡ ✹✳✶ ❬▼♦#$#❡✱ ✷✵✵✶❪ ❙✐ f(x(t)) ❡-. ✉♥❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ 3✉❡❧❝♦♥3✉❡ ❜♦#♥6❡ -✉# ✉♥

✐♥.❡#✈❛❧❧❡ x(t) ∈ [a, b]✱ ❛❧♦#- ✐❧ ❡①✐-.❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝.✐♦♥- h1(x) ❡. h2(x)✱ h1(x) ≥ 0✱
h2(x) ≥ 0✱ ❡. h1(x) + h2(x) = 1 .❡❧❧❡- 3✉❡

f(x) = a1h1(x) + a2h2(x)

❛✈❡❝ a1 = supx∈[a,b] f(x)✱ a2 = infx∈[a,b] f(x)✱ ❡.

h1(x) =
f(x)− a2
a1 − a2

h2(x) =
a1 − f(x)

a1 − a2

▲❡ ♠♦❞4❧❡ ✢♦✉ ❚❙ ♣❡✉$ ❛❧♦,# #✬.❝,✐,❡ #♦✉# ❧❛ ❢♦,♠❡ ✿

#$❣❧❡ 1 ✿ #✐ z(t) = f(x(t)) ❡#$ ✏❣,❛♥❞✑ ❛❧♦,#

ẋ(t) = a1x(t) ✭✹✳✾✮

#$❣❧❡ 2 ✿ #✐ z(t) = f(x(t)) ❡#$ ✏♣❡$✐$✑ ❛❧♦,#

ẋ(t) = a2x(t) ✭✹✳✶✵✮

♦✉ ❡♥❝♦,❡ ✿

ẋ(t) =
2

∑

i=1

hi(x(t))aix(t) ✭✹✳✶✶✮

❘❡♠❛#3✉❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ #♦✉#✲♠♦❞4❧❡# ❝♦♥$❡♥✉# ❞❛♥# ❧❡ ♠♦❞4❧❡ ❚❙ ❡#$ ❞❡ 2N ♦W

N ❡#$ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❢♦♥❝$✐♦♥# ♥♦♥ ❧✐♥.❛✐,❡# ❝♦♥#✐❞.,.❡# ❧♦,# ❞✉ ❞.❝♦✉♣❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞4❧❡

♥♦♥ ❧✐♥.❛✐,❡✳

✶✷✶
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✹✳✸ #$%❧✐♠✐♥❛✐$❡, ,✉$ ❧❡, ✐♥%❣❛❧✐/%, ♠❛/$✐❝✐❡❧❧❡, ❧✐✲

♥%❛✐$❡, ♣♦✉$ ❧❛ ,/❛❜✐❧✐/%✴,/❛❜✐❧✐,❛/✐♦♥ ❞❡, ♠♦✲

❞7❧❡, ❚❙

▲❡" ❝♦♥❞✐(✐♦♥" ❞❡ "(❛❜✐❧✐(, ❡( "(❛❜✐❧✐"❛(✐♦♥ ❞❡" ♠♦❞.❧❡" ✢♦✉" ❚❙ ❝♦♥❞✉✐"❡♥( 3

4,"♦✉❞4❡ ❞❡" ♣4♦❜❧.♠❡" ❞✬♦♣(✐♠✐"❛(✐♦♥ ❞♦♥( ❧❡" ❝♦♥(4❛✐♥(❡" "♦♥( ❢♦4♠✉❧,❡" 3 ❧✬❛✐❞❡

❞✬✐♥,❣❛❧✐(," ♠❛(4✐❝✐❡❧❧❡" ❧✐♥,❛✐4❡" ✭▲▼■ ✲ ▲✐♥❡❛4 ▼❛(4✐① ■♥❡>✉❛❧✐(②✮ ❬❇♦②❞ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✳

▲❡" ♣4♦♣4✐,(," "✉✐✈❛♥(❡" "♦♥( ✉(✐❧✐",❡" ♣♦✉4 "❡ 4❛♠❡♥❡4 3 ❞❡" ❝♦♥❞✐(✐♦♥" ▲▼■✳

✹✳✸✳✶ $%♦♣%✐)*)+ ♠❛*%✐❝✐❡❧❧❡+

▲❡♠♠❡ ✹✳✷ ✭❈♦♠♣❧+,✐♦♥ ❞✉ ❝❛33+✮ ❙♦✐❡♥! ❧❡) ♠❛!+✐❝❡) X✱ Y ❛②❛♥! ❞❡) !❛✐❧❧❡)

❛♣♣+♦♣+✐1❡)✱ ✉♥ )❝❛❧❛✐+❡ τ > 0 ❡! ✉♥❡ ♠❛!+✐❝❡ )②♠1!+✐3✉❡ ❞1✜♥✐❡ ♣♦)✐!✐✈❡ S = ST > 0
❛❧♦+) ❧❡) ❞❡✉① ♣+♦♣+✐1!1) )✉✐✈❛♥!❡) )♦♥! ✈1+✐✜1❡) ✿

XTY + Y TX ≤ τXTX + τ−1Y TY ✭✹✳✶✷✮

XTY + Y TX ≤ XTSX + Y TS−1Y ✭✹✳✶✸✮

▲❡♠♠❡ ✹✳✸ ✭❈♦♥❣3✉❡♥❝❡✮ ➱!❛♥! ❞♦♥♥1❡ ✉♥❡ ♠❛!+✐❝❡ )②♠1!+✐3✉❡ P = P T
❡! ✉♥❡

♠❛!+✐❝❡ Q ❞❡ +❛♥❣ ♣❧❡✐♥ ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡✱ ❛❧♦+) ❧❛ ♣+♦♣+✐1!1 )✉✐✈❛♥!❡ ❡)! ✈1+✐✜1❡ ✿

P > 0⇒ QPQT > 0 ✭✹✳✶✹✮

▲❡) ❞❡✉① ♠❛!+✐❝❡) P ✱ QPQT
)♦♥! ❞✐!❡) ❝♦♥❣+✉❡♥!❡)✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹ ✭❈♦♠♣❧+♠❡♥, ❞❡ ❙❝❤✉3✮ ❙♦✐! ✉♥❡ ♠❛!+✐❝❡ )②♠1!+✐3✉❡ )♦✉) ❧❛ ❢♦+♠❡

M = MT =

(

M11 M12

MT
12 M22

)

✭✹✳✶✺✮

♦< M11✱ M22 )♦♥! ❞❡) ♠❛!+✐❝❡) ❝❛++1❡)✱ ❛❧♦+) ❧❛ ♣+♦♣+✐1!1 )✉✐✈❛♥!❡ ❡)! ✈1+✐✜1❡

M < 0⇔

{

M11 < 0
M22 −MT

12M
−1
11 M12 < 0

⇔

{

M22 < 0
M11 −M12M

−1
22 M

T
12 < 0

✭✹✳✶✻✮

▲❡♠♠❡ ✹✳✺ ✭❙✲♣3♦❝❡❞✉3❡✮ ❈♦♥)✐❞1+♦♥) ❧❡) ♠❛!+✐❝❡) )②♠1!+✐3✉❡) Fi = F T
i ∈

R
n×n

✱ x ∈ R
n

!❡❧❧❡) 3✉❡ xTFix > 0✱ i = 1, ..., p✱ ❡! ❧❛ ❝♦♥❞✐!✐♦♥ ❞✬✐♥1❣❛❧✐!1 3✉❛✲

❞+❛!✐3✉❡

xTF0x > 0✱ x 6= 0 ✭✹✳✶✼✮

❛❧♦+) ✉♥❡ ❝♦♥❞✐!✐♦♥ )✉✣)❛♥!❡ ♣♦✉+ 3✉❡ ✭✹✳✶✼✮ )♦✐! ✈1+✐✜1❡ ❡)! 3✉✬✐❧ ❡①✐)!❡ ❞❡) ♥♦♠❜+❡)

τi > 0✱ i = 1, ..., p !❡❧) 3✉❡

F0 −

p
∑

i=1

τiFi > 0 ✭✹✳✶✽✮

✶✷✷
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✹✳✸✳✷ ❘❡❧❛①❛)✐♦♥-

▲❡" ❝♦♥❞✐(✐♦♥" ❞❡ "(❛❜✐❧✐(,✴"(❛❜✐❧✐"❛(✐♦♥ ♦❜(❡♥✉❡" ❞❛♥" ❧❡ ❝♦♥(❡①(❡ ❞❡" ♠♦❞1❧❡"

❚❙ "♦♥( ,❝4✐(❡" "♦✉" ❧❛ ❢♦4♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐"♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ♠❛(4✐❝❡" ❞❡✈❛♥( 7(4❡ ❞,✲

✜♥✐❡ ♥,❣❛(✐✈❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝(✐❢ ❡"( ❛❧♦4" ❞✬♦❜(❡♥✐4 ❞❡" ❝♦♥❞✐(✐♦♥" ▲▼■ ✐♥❞,♣❡♥❞❛♥(❡" ❞❡"

❢♦♥❝(✐♦♥" ❞❡ ♣♦♥❞,4❛(✐♦♥✳ ❉❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✬✉♥❡ "✐♠♣❧❡ "♦♠♠❡ ♥,❣❛(✐✈❡ ❡①♣4✐♠,❡ ♣❛4 ✿

r
∑

i=1

hi(z)Γi(x) < 0 ✭✹✳✶✾✮

♦H ❧❡" Γi(x)✱ i = 1, 2, ..., r "♦♥( ❞❡" ♠❛(4✐❝❡" "②♠,(4✐K✉❡" ❛✣♥❡" ❞,♣❡♥❞❛♥( ❞❡ ✈❛✲
4✐❛❜❧❡" ✐♥❝♦♥♥✉❡" x ∈ R

n
❡( ❧❡" hi(z) "♦♥( ❞❡" ❢♦♥❝(✐♦♥" ♥♦♥ ❧✐♥,❛✐4❡" K✉✐ 4❡"♣❡❝(❡♥(

❧❛ ♣4♦♣4✐,(, ❞❡ "♦♠♠❡ ❝♦♥✈❡①❡ ✿

∑r

i=1 hi(z) = 1✱ hi(z) ≥ 0✱ i = 1, ..., r✳ ❆❧♦4" ❞❡"
❝♦♥❞✐(✐♦♥" "✉✣"❛♥(❡" ✐♠♣❧✐K✉❛♥( ❧❛ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮ "♦♥( ❞,✜♥✐❡" ❞❛♥" ❧❡ ❧❡♠♠❡

"✉✐✈❛♥(✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✻ ❙♦✐❡♥% Γi(x)✱ i = 1, ..., r✱ ❞❡( ♠❛%+✐❝❡( ❞❡ %❛✐❧❧❡ ❛♣♣+♦♣+✐/❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥
✭✹✳✶✾✮ ❡(% ✈/+✐✜/❡ (✐ ❧❡( ❝♦♥❞✐%✐♦♥( (✉✐✈❛♥%❡( (♦♥% ✈/+✐✜/❡( ✿

Γi(x) < 0✱ i = 1, ..., r ✭✹✳✷✵✮

❘❡♠❛+5✉❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ♣4,❝,❞❡♥(❡ ❞❡✈✐❡♥( ♥,❝❡""❛✐4❡ "✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮ ❡"(

✈,4✐✜,❡ ♣♦✉4 (♦✉(❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝(✐♦♥" hi 4❡"♣❡❝(❛♥( ❧❛ ♣4♦♣4✐,(, ❞❡ "♦♠♠❡ ❝♦♥✈❡①❡✳

▲❛ ♠❛❥♦4✐(, ❞❡" ♣4♦❜❧1♠❡" ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡( ❞✬♦❜"❡4✈❛(✐♦♥ ❞❡ ❝❡ (②♣❡ ❞❡ ♠♦❞1❧❡

"❡ "♦❧❞❡♥( ♣❛4 ❧✬♦❜(❡♥(✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥" ❢❛✐"❛♥( ✐♥(❡4✈❡♥✐4 ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ "♦♠♠❡ ❞❡

♠❛(4✐❝❡" ❞❡✈❛♥( 7(4❡ ❞,✜♥✐❡ ♥,❣❛(✐✈❡ ✿

r
∑

i=1

r
∑

j=1

hi(z)hj(z)Γij(x) < 0 ✭✹✳✷✶✮

♦H ❧❡" Γij(x) "♦♥( ❞❡" ♠❛(4✐❝❡" "②♠,(4✐K✉❡" ❛✣♥❡" ❞,♣❡♥❞❛♥( ❞❡" ✈❛4✐❛❜❧❡" ✐♥❝♦♥♥✉❡"
x ∈ R

n
✱ ❧❡" hi(z) "♦♥( ❞❡" ❢♦♥❝(✐♦♥" ♥♦♥ ❧✐♥,❛✐4❡" K✉✐ 4❡"♣❡❝(❡♥( ❧❛ ♣4♦♣4✐,(, "♦♠♠❡

❝♦♥✈❡①❡✳

▲❡ ❜✉( ❡"( ❛❧♦4" ❞❡ (4♦✉✈❡4 ❞❡" ❝♦♥❞✐(✐♦♥" ❧❡" ♠♦✐♥" ❝♦♥"❡4✈❛(✐✈❡" "✉4 ❧❡" Γij(x)
(❡❧❧❡" K✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮ ❡"( ✈,4✐✜,❡✳ ❯♥❡ "♦❧✉(✐♦♥ (4✐✈✐❛❧❡ Q ❝❡ ♣4♦❜❧1♠❡ ❡"( ❞❡

❝♦♥"✐❞,4❡4 (♦✉" ❧❡" (❡4♠❡" Γij ❞,✜♥✐" ♥,❣❛(✐❢"✳ ❈❡((❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ❡"( ❝❡♣❡♥❞❛♥( (41"

❝♦♥"❡4✈❛(✐✈❡ ♠7♠❡ ❡♥ "✉♣♣♦"❛♥( ✐♥❝♦♥♥✉❡" ❧❡" ✈❛❧❡✉4" ❞❡" hi✳ ❉✐✛,4❡♥(❡" 4❡❧❛①❛✲

(✐♦♥" ♣❡✉✈❡♥( 7(4❡ ✉(✐❧✐",❡"✳ ▲❡" ♠❡✐❧❧❡✉4❡" ♥,❝❡""✐(❛♥( ❧✬✐♥(4♦❞✉❝(✐♦♥ ❞❡ ✈❛4✐❛❜❧❡"

"✉♣♣❧,♠❡♥(❛✐4❡"✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✼ ❬❚❛♥❛❦❛ ❡( ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ❙♦✐❡♥% Γij (i, j = 1, ..., r) ❞❡( ♠❛%+✐❝❡( ❞❡ %❛✐❧❧❡
❛♣♣+♦♣+✐/❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮ ❡(% ♦❜%❡♥✉❡ (✐

Γii < 0

Γij + Γji < 0
✭✹✳✷✷✮

♣♦✉+ %♦✉( i = 1, ..., r✱ j = i+ 1, i+ 2, ..., r

✶✷✸
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▼❖❉➮▲❊❙ ❉❊ ❚❨#❊ ❚❆❑❆●■✲❙❯●❊◆❖

▲❡♠♠❡ ✹✳✽ ❬❚✉❛♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ❙♦✐❡♥. Γij (i, j = 1, ..., r) ❞❡0 ♠❛.2✐❝❡0 ❞❡ .❛✐❧❧❡

❛♣♣2♦♣2✐6❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮ ❡0. ♦❜.❡♥✉❡ 0✐

Γii < 0

2

r − 1
Γii + Γij + Γji < 0

✭✹✳✷✸✮

♣♦✉2 .♦✉0 i, j = 1, ..., r✱ i 6= j

▲❡♠♠❡ ✹✳✾ ❬▲✐✉ ❡. ❩❤❛♥❣✱ ✷✵✵✸❪ ❙♦✐❡♥. Γij (i, j = 1, ..., r) ❞❡0 ♠❛.2✐❝❡0 ❞❡ .❛✐❧❧❡

❛♣♣2♦♣2✐6❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮ ❡0. ♦❜.❡♥✉❡ 0✬✐❧ ❡①✐0.❡ ❞❡0 ♠❛.2✐❝❡0 Qii > 0 (i =
1, ..., r) ❡. Qij = QT

ji✱ (i = 1, ..., r✱ j = i+ 1, i+ 2, ..., r) .❡❧❧❡0 ?✉❡

Γii +Qii < 0

Γij + Γji +Qij +Qji < 0










Q11 Q12 ... Q1r

Q21 Q22 ... Q2r
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

Qr1 Qr2 ... Qrr











> 0

✭✹✳✷✹✮

♣♦✉2 .♦✉0 i = 1, ..., r✱ j = i+ 1, i+ 2, ..., r

❘❡♠❛2?✉❡✳

✕ ▲❡- ❝♦♥❞✐!✐♦♥- ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✼ -♦♥! ✐♥❝❧✉-❡- ❞❛♥- ❝❡❧❧❡- ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✽✱ ❛✐♥-✐ 8✉❡

❞❛♥- ❝❡❧❧❡- ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✾✳

✕ ▲❛ ❝♦♥❞✐!✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✾ ✐♥!:♦❞✉✐! ✉♥ ❣:❛♥❞ ♥♦♠❜:❡ ❞❡ ✈❛:✐❛❜❧❡- -✉♣♣❧?♠❡♥✲

!❛✐:❡- ❡! ❡-! ❞♦♥❝ ♣❧✉- ❝♦A!❡✉① ❡♥ !❡:♠❡- ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐!? ❡! ❞❡ !❡♠♣- ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

♣♦✉: ❧❡- -♦❧✈❡✉:- ▲▼■ ❡①✐-!❛♥!-✳

❉❛♥- ❝❡!!❡ !❤G-❡✱ ❧❡- ❝♦♥❞✐!✐♦♥- ♣:♦♣♦-?❡- ❞❛♥- ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✽ -♦♥! ✉!✐❧✐-?❡- ❞❛♥- ❧❡-

❞✐✛?:❡♥!- ❞?✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥!- :?❛❧✐-?-✳

✹✳✹ ❙#❛❜✐❧✐(❛#✐♦♥ ❞❡( ♠♦❞.❧❡( ✢♦✉( ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦

▲❛ -!❛❜✐❧✐!? ❡! ❧❛ -!❛❜✐❧✐-❛!✐♦♥ ❞❡- ♠♦❞G❧❡- ❚❙ -✬?!✉❞✐❡♥! L ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠?!❤♦❞❡

❞✐:❡❝!❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ●?♥?:❛❧❡♠❡♥!✱ ❞❡- ❢♦♥❝!✐♦♥- ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❞❡ !②♣❡ 8✉❛❞:❛✲

!✐8✉❡ -♦♥! ✉!✐❧✐-?❡- ❡! ❧❛ ♣:❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ -!❛❜✐❧✐!? ❝♦♥❞✉✐! L ❧✬♦❜!❡♥!✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❞✐!✐♦♥-

▲▼■✳ P♦✉: -!❛❜✐❧✐-❡: ❧❡- ♠♦❞G❧❡- ❚❙ ❡♥ ✉!✐❧✐-❛♥! ✉♥❡ ❛♣♣:♦❝❤❡ ♣❛: :❡!♦✉: ❞✬?!❛!✱

❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠❛❥♦:✐!❛✐:❡♠❡♥! ✉!✐❧✐-?❡ ❡-! ❞❡ !②♣❡ P❉❈ ✭P❛:❛❧❧❡❧ ❉✐-!:✐❜✉!❡❞

❈♦♠♣❡♥-❛!✐♦♥✮ ❬❲❛♥❣ ❡. ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪ 8✉✐ -✬?❝:✐! -♦✉- ❧❛ ❢♦:♠❡ ✿

u(t) = −
r

∑

i=1

hi(z(t))Fix(t) ✭✹✳✷✺✮

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ P❉❈ ❡-! ❝♦♠♣♦-?❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝!✐♦♥ ❞❡ :❡!♦✉:- ❞✬?!❛! ❧✐♥?❛✐:❡-

✉!✐❧✐-❛♥! ❧❡- ♠Y♠❡- ❢♦♥❝!✐♦♥- hi(z(t)) 8✉❡ ❝❡❧❧❡- ❞✉ ♠♦❞G❧❡✳

✶✷✹



❈❍❆#■❚❘❊ ✹✳ ❆##❘❖❈❍❊ #❆❘ ❙❚❆❇■▲■❙❆❚■❖◆ ❘❖❇❯❙❚❊ ➚ ❇❆❙❊ ❉❊
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❈♦♥#✐❞&'♦♥# ✉♥ ♠♦❞*❧❡ ❚❙ #♦✉# ❧❛ ❢♦'♠❡ ❝❧❛##✐2✉❡ ✿

ẋ =
r

∑

i=1

hi(z) (Aix+Biu)

y =
r

∑

i=1

hi(z)Cix

✭✹✳✷✻✮

❊♥ ✉;✐❧✐#❛♥; ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ <❉❈ ✭✹✳✷✺✮✱ ❧❡ ♠♦❞*❧❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡'♠&❡ ❞❡✈✐❡♥; ✿

✭✹✳✷✼✮

ẋ =
r

∑

i=1

hi(z)

(

Ai − Bi

r
∑

j=1

hj(z)Fj

)

x

=
r
∑

i=1

hi(z)

(

r
∑

j=1

hj(z)Ai − Bi

r
∑

j=1

hj(z)Fj

)

x

=
r
∑

i=1

r
∑

j=1

hi(z)hj(z) (Ai − BiFj)x

<♦✉' &;✉❞✐❡' ❧❛ #;❛❜✐❧✐;&✱ ❧❡# ❢♦♥❝;✐♦♥# ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❧❡# ♣❧✉# ❝♦✉'❛♠♠❡♥; ✉;✐❧✐#&❡#

#♦♥; ❞❡ ;②♣❡ 2✉❛❞'❛;✐2✉❡ ✿

V (x) = xTPx ✭✹✳✷✽✮

♦G P ❡#; ✉♥❡ ♠❛;'✐❝❡ #②♠&;'✐2✉❡ ❞&✜♥✐❡ ♣♦#✐;✐✈❡ ✿ P = P T > 0✳ ▲❡ ♠♦❞*❧❡ ✢♦✉ ❚❙ ❡#;
2✉❛❞'❛;✐2✉❡♠❡♥; #;❛❜❧❡ #✐✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡# ;'❛❥❡❝;♦✐'❡# ❞✉ #②#;*♠❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝;✐♦♥ ▲②❛♣✉♥♦✈

❞&❝'♦L; ❡; ;❡♥❞ ❛#②♠♣;♦;✐2✉❡♠❡♥; ✈❡'# ③&'♦✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐;✐♦♥ #✉✣#❛♥;❡ ♣♦✉' ❝❡❧❛ ❡#;

2✉❡ ❧❛ ❞&'✐✈&❡ ❞❡ V (x) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡# ;'❛❥❡❝;♦✐'❡# ❞✉ #②#;*♠❡ #♦✐; ❞&✜♥✐❡ ♥&❣❛;✐✈❡✳ ❖♥
❛

✭✹✳✷✾✮

V̇ (x) = ẋTPx+ xTP ẋ

=
r
∑

i=1

r
∑

j=1

hi(z)hj(z)x
T
(

AT
i P + PAi − F T

j B
T
i P − PBiFj

)

x

❉♦♥❝✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐;✐♦♥ V̇ (x) < 0 ❡#; ❛##✉'&❡ #✐ ❧❡ ♣'♦❜❧*♠❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ #♦♠♠❡ ♥&❣❛;✐✈❡
#✉✐✈❛♥; ❡#; #❛;✐#❢❛✐; ✿

✭✹✳✸✵✮

r
∑

i =1

r
∑

j =1

hi(z)hj(z)
(

AT
i P + PAi − F T

j B
T
i P − PBiFj

)

< 0

▲❛ ❝♦♥❞✐;✐♦♥ ✭✹✳✸✵✮ ♥✬❡#; ♣❛# ❛✣♥❡ ❡♥ P ❡; Fj✱ j = 1, ..., r✳ ❊♥ ✉;✐❧✐#❛♥; ✉♥❡ ;'❛♥#❢♦'✲
♠❛;✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣'✉❡♥❝❡ ✭❧❡♠♠❡ ✹✳✸✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛;'✐❝❡ ✐♥✈❡'#❡ ❞❡ P ❡; ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥;

❞❡ ✈❛'✐❛❜❧❡# ❜✐❥❡❝;✐❢✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐;✐♦♥ ✭✹✳✸✵✮ ❡#; ;'❛♥#❢♦'♠&❡ ❞❡ ♠❛♥✐*'❡ &2✉✐✈❛❧❡♥;❡ ❡♥

❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐;✐♦♥ ✿

✭✹✳✸✶✮

r
∑

i =1

r
∑

j =1

hi(z)hj(z)
(

XAT
i + AiX −MT

j B
T
i − BiMj

)

< 0

♦G

X = P−1

Mj = FjX, j = 1, 2, ..., r

✶✷✺
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❚❤"♦$%♠❡ ✹✳✶ ❙✬✐❧ ❡①✐&'❡ ❞❡& ♠❛'+✐❝❡& X = XT > 0 ❡' Mj✱ j = 1, ..., r '❡❧❧❡& .✉❡✱

♣♦✉+

Γij , XAT
i + AiX −MT

j B
T
i − BiMj,

❧❡& ❝♦♥❞✐'✐♦♥& ✭✹✳✷✸✮ &♦♥' ✈4+✐✜4❡&✱ ❛❧♦+& ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ❚❙ ❝♦♥'✐♥✉ ✭✹✳✷✻✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ 8❉❈ ✭✹✳✷✺✮ ❡&' ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥' ❛&②♠♣'♦'✐.✉❡♠❡♥' &'❛❜❧❡ ✭●❆❙✮ ♣♦✉+ ❞❡&

❣❛✐♥& ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ 8❉❈ ❞♦♥♥4& ♣❛+

Fj = MjX
−1
✱ j = 1, ..., r

(♦✉+ ❛--✉+❡+ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡+❣❡♥❝❡ -✉✣-❛♠♠❡♥5 +❛♣✐❞❡✱ ✉♥ 5❛✉① ❞❡ ❞;❝+♦✐--❛♥❝❡ ❡①✲

♣♦♥❡♥5✐❡❧ ε ♣❡✉5 >5+❡ ✐♠♣♦-; ❡♥ +❡♠♣❧❛?❛♥5 ❧❛ ❝♦♥❞✐5✐♦♥ ❞❡ -5❛❜✐❧✐5; ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈

♣❛+ ✿

V̇ (x) < −εV (x) ✭✹✳✸✷✮

♦D ε ❡-5 ✉♥❡ ❝♦♥-5❛♥5❡ ♣♦-✐5✐✈❡✳ ▲❡ ♣+♦❜❧E♠❡ ❞❡ -5❛❜✐❧✐-❛5✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥5 ❛❧♦+- ✿

✭✹✳✸✸✮

r
∑

i =1

r
∑

j =1

hi(z)hj(z)
(

XAT
i + AiX −MT

j B
T
i − BiMj + εX

)

< 0

❚❤"♦$%♠❡ ✹✳✷ ❙✬✐❧ ❡①✐&'❡ ❞❡& ♠❛'+✐❝❡& X = XT > 0 ❡' Mj✱ j = 1, ..., r '❡❧❧❡& .✉❡✱

♣♦✉+

Γij , XAT
i + AiX −MT

j B
T
i − BiMj + εX,

❧❡& ❝♦♥❞✐'✐♦♥& ✭✹✳✷✸✮ &♦♥' ✈4+✐✜4❡&✱ ❛❧♦+& ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ❚❙ ❝♦♥'✐♥✉ ✭✹✳✷✻✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡

❝♦♠♠❛♥❞❡ 8❉❈ ✭✹✳✷✺✮ ❡&' ●❆❙ ❛✈❡❝ ✉♥ '❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡+❣❡♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥'✐❡❧ ε ♣♦✉+ ❧❡&
❣❛✐♥& ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ 8❉❈ ❞♦♥♥4& ♣❛+ ✿

Fj = MjX
−1
✱ j = 1, ..., r✳

✹✳✺ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❣,♦✉♣❡ ♠♦.♦♣,♦♣✉❧0❡✉, 0✉, ❧❛

❜❛0❡ ❞❡ ♠♦❞2❧❡ ✢♦✉ ❚❙ ❛✈❡❝ ❛..8♥✉❛.✐♦♥ ❞❡0

♣❡,.✉,❜❛.✐♦♥0

✹✳✺✳✶ ❆%%&♥✉❛%✐♦♥ H∞

❈♦♥-✐❞;+♦♥- ✉♥ ♠♦❞E❧❡ ✢♦✉ ❚❙ ❛✈❡❝ ❞❡- ♣❡+5✉+❜❛5✐♦♥- ❡①5❡+♥❡- ❞;❝+✐5 ♣❛+ ✿

ẋ =
r
∑

i=1

hi(z) (Aix+Biu+Bwiw)

y =
r
∑

i=1

hi(z)Cix

✭✹✳✸✹✮

♦D w ∈ R
nw

❡-5 ❧❡ ✈❡❝5❡✉+ ❞❡- ♣❡+5✉+❜❛5✐♦♥-✳ ▲✬❛55;♥✉❛5✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡5 ❞❡ ❧❛ ♣❡+5✉+✲

❜❛5✐♦♥ -✉+ ❧❡- -♦+5✐❡- y(t) ♣❡✉5 >5+❡ +;❛❧✐-; ❡♥ ♠✐♥✐♠✐-❛♥5 γ 5❡❧ L✉❡ ✿

sup
w(t) 6=0

‖y(t)‖2
‖w(t)‖2

< γ ✭✹✳✸✺✮

✶✷✻
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❙♦✐# ✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ▲②❛♣✉♥♦✈ .✉❛❞0❛#✐.✉❡ V = xTPx ❛✈❡❝ P = P T > 0 ❡# 1♦✐# γ > 0
✉♥ ♥♦♠❜0❡ 04❡❧ #❡❧1 .✉❡

V̇ + yTy − γ2wTw < 0✱ ∀t ✭✹✳✸✻✮

❊♥ ✐♥#4❣0❛♥# ❧✬❡①♣0❡11✐♦♥ ✭✹✳✸✻✮ ❞❛♥1 ✉♥ ✐♥#❡0✈❛❧❧❡ [0, T ]✱ ✐❧ ✈✐❡♥#

∫ T

0

V̇ dt+

∫ T

0

(

yTy − γ2wTw
)

dt < 0 ✭✹✳✸✼✮

❊♥ 1✉♣♣♦1❛♥# .✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ✐♥✐#✐❛❧❡ ❡1# ♥✉❧❧❡ x(0) = 0✱ ❛❧♦01 ✿

V (x(T )) +

∫ T

0

(

yTy − γ2wTw
)

dt < 0 ✭✹✳✸✽✮

D✉✐1.✉❡ V (x(T )) ≥ 0✱ ✐❧ ✈✐❡♥# ✿

∫ T

0

(

yTy − γ2wTw
)

dt < 0⇔ ‖y‖2 < γ ‖w‖2 ✭✹✳✸✾✮

❉♦♥❝✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ✭✹✳✸✺✮ ❡1# 1❛#✐1❢❛✐#❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ❞❡ 1#❛❜✐❧✐1❛#✐♦♥ ❡1# ♦❜#❡♥✉❡

❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐.✉4❡ ❝✐✲❞❡11♦✉1✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉#✐❧✐14❡ ♣♦✉0 ❧❛ 1#❛❜✐❧✐1❛#✐♦♥ ❞❡ ❝❡1

♠♦❞I❧❡1 ❡1# #♦✉❥♦✉01 ❞❡ #②♣❡ D❉❈✳ ➚ ♣❛0#✐0 ❞❡ ✭✹✳✸✻✮✱ ♥♦✉1 ♦❜#❡♥♦♥1

V̇ + yTy − γ2wTw = xT

r
∑

i=1

r
∑

j=1

hi(z)hj(z)H(P (Ai − BiFj))x

+ xT

r
∑

i=1

r
∑

j=1

hi(z)hj(z)PBwiw

+wT

r
∑

i=1

r
∑

j=1

hi(z)hj(z)B
T
wiPx

+ xT

r
∑

i=1

r
∑

j=1

hi(z)hj(z)C
T
i Cjx− γ2wTw

=

(

x

w

)T (∑r

i=1

∑r

j=1 hi(z)hj(z)(Yij + CT
i Cj) (∗)

∑r

i=1 B
T
wiP −γ2I

)(

x

w

)

< 0
✭✹✳✹✵✮

❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦#❛#✐♦♥ H(X) = X +XT
✱ Yij , H(P (Ai − BiFj))✱ ✉♥❡ 4#♦✐❧❡ (∗) ❞❛♥1 ✉♥❡

♠❛#0✐❝❡ 1②♠4#0✐.✉❡ ✐♥❞✐.✉❡ ❧❛ .✉❛♥#✐#4 #0❛♥1♣♦14❡✱ (∗) =
∑r

i=1 PBwi✱ ❡# I ❡1# ❧❛

♠❛#0✐❝❡ ✐❞❡♥#✐#4 ❞❡ #❛✐❧❧❡ ❛♣♣0♦♣0✐4❡✳ ▲✬✐♥4❣❛❧✐#4 ✭✹✳✹✵✮ ❡1# 4.✉✐✈❛❧❡♥#❡ N ❧❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥

(∑r

i=1

∑r

j=1 hi(z)hj(z)(Yij + CT
i Cj) (∗)

∑r

i=1 B
T
wiP −γ2I

)

< 0 ✭✹✳✹✶✮

.✉✐ ♣❡✉# P#0❡ 044❝0✐#❡ 1♦✉1 ❧❛ ❢♦0♠❡

✭✹✳✹✷✮

(∑r

i=1

∑r

j=1 hi(z)hj(z)Yij (∗)
∑r

i=1 B
T
wiP −γ2I

)

+

(∑r

i=1 hi(z)Ci

0

)T (∑r

i=1 hi(z)Ci

0

)

< 0

✶✷✼
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❊♥ ✉#✐❧✐&❛♥# ❧❡ ❝♦♠♣❧-♠❡♥# ❞❡ ❙❝❤✉1 ✭❧❡♠♠❡ ✹✳✹✮✱ ♥♦✉& ♦❜#❡♥♦♥& ❧❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ -8✉✐✲

✈❛❧❡♥#❡ &✉✐✈❛♥#❡ ✿





∑r

i=1

∑r

j=1 hi(z)hj(z)H(P (Ai − BiFj)) (∗) (∗)
∑r

i=1 hi(z)B
T
wiP −γ2I (∗)

∑r

i=1 hi(z)Ci 0 −I



 < 0 ✭✹✳✹✸✮

❊♥✜♥ ♣❛1 ❝♦♥❣1✉❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛#1✐❝❡ ❞❡ 1❛♥❣ ♣❧❡✐♥





P−1 0 0
0 I 0
0 0 I





❡# ♣❛1 ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈❛1✐❛❜❧❡& X = P−1 ❡# Mj = FjX✱ ♥♦✉& ♦❜#❡♥♦♥& ✿

r
∑

i=1

r
∑

j=1

hi(z)hj(z)





XAT
i + AiX −MT

j B
T
i − BiMj (∗) (∗)

BT
wi −γ2I (∗)

CiX 0 −I



 < 0 ✭✹✳✹✹✮

❚❤"♦$%♠❡ ✹✳✸ ❙✬✐❧ ❡①✐&'❡ ✉♥ ♥♦♠❜-❡ -.❡❧ γ > 0✱ ❞❡& ♠❛'-✐❝❡& X = XT > 0 ❡' Mi✱

i = 1, ..., r '❡❧❧❡& 3✉❡✱ ♣♦✉-

Γij ,





XAT
i + AiX −MT

j B
T
i − BiMj (∗) (∗)

BT
wi −γ2I (∗)

CiX 0 −I





❧❡& ❝♦♥❞✐'✐♦♥& ✭✹✳✷✸✮ &♦♥' ✈.-✐✜.❡&✱ ❛❧♦-& ♣♦✉- ❧❡& ❣❛✐♥& ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ 8❉❈ ❞♦♥♥.&

♣❛- ✿

Fj = MjX
−1
✱ j = 1, ..., r✱

❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❚❙ ❝♦♥'✐♥✉ ✭✹✳✸✹✮✲✭✹✳✷✺✮ ❡&' ●❆❙ ❡' ❧❡ ❣❛✐♥ L2 ❞✉ &②&'<♠❡ ❜♦✉❝❧. ❡♥'-❡

w ❡' y ❡&' ♠❛❥♦-. ♣❛- γ✳

❘❡♠❛-3✉❡✳ ■❧ ❡&# ❛✉&&✐ ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬✐♥#1♦❞✉✐1❡ ✉♥ #❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ε ❡♥ 1❡♠♣❧❛D❛♥#
❧❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ♣1-❝-❞❡♥#❡ ♣❛1 ✿

r
∑

i=1

r
∑

j=1

hi(z)hj(z)





XAT
i + AiX −MT

j B
T
i − BiMj + εX (∗) (∗)

BT
wi −γ2I (∗)

CiX 0 −I



 < 0

✭✹✳✹✺✮

✹✳✺✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ - ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞2❝♦❧❧❛❣❡

▲❡ ♠♦❞F❧❡ ❞✉ ❣1♦✉♣❡ ♠♦#♦♣1♦♣✉❧&❡✉1 ❧♦1& ❞✉ ❞-❝♦❧❧❛❣❡ ❡&# ❝❡❧✉✐ ❞♦♥♥- G ❧❛ &❡❝#✐♦♥

✸✳✹✳✸ ❞✉ ❝❤❛♣✐#1❡ ✸✳ ❯♥ &❡✉❧ ❡♠❜1❛②❛❣❡ ❡&# ✉#✐❧✐&- ♣♦✉1 ❞-❝♦❧❧❡1 ❧❡ ✈-❤✐❝✉❧❡✳ ❖♥

&✉♣♣♦&❡1❛ ✐❝✐ 8✉❡ ❝✬❡&# ❧❡ ♣1❡♠✐❡1 ❡♠❜1❛②❛❣❡✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞❡✉①✐F♠❡ ❡♠❜1❛②❛❣❡

❡&# ❞♦♥❝ ♥✉❧ Tc2 = 0✳ ▲❛ &#1❛#-❣✐❡ ❞❡ ❞-❝♦❧❧❛❣❡ ❡&# &✐♠✐❧❛✐1❡ G ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐#1❡

♣1-❝-❞❡♥# ✿ ❧♦1& ❞✉ ❞-❝♦❧❧❛❣❡✱ ❧❛ ✈✐#❡&&❡ ❞❡ ❣❧✐&&❡♠❡♥# ❞❡ ❧✬❡♠❜1❛②❛❣❡ ❡&# #♦✉❥♦✉1&

✶✷✽
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♣♦"✐$✐✈❡✳ ▲❡ ♠♦❞+❧❡ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞✉ ❣3♦✉♣❡ ♠♦$♦♣3♦♣✉❧"❡✉3✱ ♣3❡♥❛♥$ ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ❧❡

♠♦❞+❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ❞❡ ❙!"✐❝❜❡❝❦✱ ❡"$ ❞♦♥♥8 ♣❛3 ✿

ω̇1 =−
1

I1
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2)) +

1

I1
T c
e +

1

I1
T d
e (ω1, p)

ω̇2 =
1

I2
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2))−

1

I2
γcµ(∆ω1)Fn1

ω̇3 =−
1

I3
(K2(θ3 − θ4) + C2(ω3 − ω4)) +

ii
I3
γcµ(∆ω1)Fn1

ω̇4 =
1

I4
(K2(θ3 − θ4) + C2(ω3 − ω4))−

1

I4
Tr(.)

θ̇i =ωi✱ i = 1, ..., 4

✭✹✳✹✻✮

♦> µ(∆ω1) ❡"$ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❞❡ ❢3✐❝$✐♦♥ ❞✉ ♣3❡♠✐❡3 ❡♠❜3❛②❛❣❡ ✖ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡"$ ✉♥❡

❢♦♥❝$✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥8❛✐3❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐$❡""❡ ❞❡ ❣❧✐""❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ∆ω1 ✖✱ Fn1 ❡"$

❧❛ ❢♦3❝❡ ♥♦3♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐0✉8❡ "✉3 ❧❡ ♣3❡♠✐❡3 ❡♠❜3❛②❛❣❡✱ γc ❡"$ ✉♥❡ ❝♦♥"$❛♥$❡ ♣♦"✐$✐✈❡
❞8♣❡♥❞❛♥$ ❞❡ ❧❛ ❣8♦♠8$3✐❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡✳

▲❡" ✈❛3✐❛❜❧❡" ❞✬8$❛$ "♦♥$ x1 = ω1✱ x2 = ω1 − ω2✱ x3 = ∆ω1 = ω2 − iiω3✱ x4 =
ω3 − ω4 ❀ ❧❡" ✈❛3✐❛❜❧❡" ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ "♦♥$ u1 = T c

e ❡$ u2 = Fn1✳ ▲❡ ♠♦❞+❧❡ ✭✹✳✹✻✮ ❡"$

388❝3✐$ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡ ❝❡" ✈❛3✐❛❜❧❡" ✿

ẋ1 = −
C1

I1
x2 +

1

I1
u1 +

1

I1
T d
e (.)−

K1

I1
(θ1 − θ2)

ẋ2 = −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1x2 +
1

I1
u1 +

1

I2
γcµ(x3)u2 +

1

I1
T d
e (.)−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1(θ1 − θ2)

ẋ3 =
C1

I2
x2 +

iiC2

I3
x4 −

(

1

I2
+

i2i
I3

)

γcµ(x3)u2 +
K1

I2
(θ1 − θ2) +

iiK2

I3
(θ3 − θ4)

ẋ4 = −

(

1

I3
+

1

I4

)

C2x4 +
ii
I3
γcµ(x3)u2 −

(

1

I3
+

1

I4

)

K2(θ3 − θ4) +
1

I4
Tr(.)

✭✹✳✹✼✮

▲❡ ♠♦❞+❧❡ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞❡ ❧✬❡33❡✉3 ❞❡ ♣♦✉3"✉✐$❡ ❞❡ $3❛❥❡❝$♦✐3❡ ❡"$ ❛❧♦3" ✿

ė1 = −
C1

I1
e2 +

1

I1
u1 +

1

I1
T d
e (.)−

K1

I1
(θ1 − θ2)− ẋ1r

ė2 = −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1e2 +
1

I1
u1 +

1

I2
γcµ(x3)u2 +

1

I1
T d
e (.)−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1(θ1 − θ2)

ė3 =
C1

I2
x2 +

iiC2

I3
x4 −

(

1

I2
+

i2i
I3

)

γcµ(x3)u2 +
K1

I2
(θ1 − θ2) +

iiK2

I3
(θ3 − θ4)− ẋ3r

ė4 = −

(

1

I3
+

1

I4

)

C2e4 +
ii
I3
γcµ(x3)u2 −

(

1

I3
+

1

I4

)

K2(θ3 − θ4) +
1

I4
Tr(.)

✭✹✳✹✽✮

♦>✱ ♣♦✉3 i = 1, 2, ..., 4✱ ❧❡" xir "♦♥$ ❧❡" $3❛❥❡❝$♦✐3❡" ❞8"✐38❡"✱ ❧❡" ei "♦♥$ ❧❡" ❡33❡✉3" ❞❡
♣♦✉3"✉✐$❡ ❞❡ $3❛❥❡❝$♦✐3❡ ✿ ei = xi − xir ✳ ▲❡ ✈❡❝$❡✉3 ❞❡ $3❛❥❡❝$♦✐3❡ ❞❡ 38❢83❡♥❝❡ ❡"$

❞8✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✿

xr =
(

x1r 0 x3r 0
)T

✭✹✳✹✾✮

♦> x1r ❡"$ ❧❛ $3❛❥❡❝$♦✐3❡ ❞8"✐38❡ ♣♦✉3 ❧❛ ✈✐$❡""❡ ❞✉ ♠♦$❡✉3✱ x3r ❡"$ ❝❡❧❧❡ ❞8"✐38❡ ♣♦✉3 ❧❛

✈✐$❡""❡ ❞❡ ❣❧✐""❡♠❡♥$ ❞✉ ♣3❡♠✐❡3 ❡♠❜3❛②❛❣❡✱ ❝❡❧❧❡"✲❝✐ "♦♥$ ❞8✜♥✐❡" ❞❛♥" ❧❡" "❡❝$✐♦♥"

✸✳✹✳✶ ❡$ ✸✳✸✳✶ ❞✉ ❝❤❛♣✐$3❡ ✸✳

✶✷✾
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❖❜"❡♥"✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞+❧❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ❞❡ ❧✬❡33❡✉3 ❞❡ ♣♦✉35✉✐"❡

❉❛♥# ❧❡ ♠♦❞)❧❡ ✭✹✳✹✽✮✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥3 ❞❡ ❢5✐❝3✐♦♥ µ(.) ❡#3 ✉♥❡ ❢♦♥❝3✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥7❛✐5❡
❜♦5♥7❡

µ(.) = µc + (µs − µc)e
−| x3ωs

|
δs

∈ [µc, µs] ✭✹✳✺✵✮

❊♥ ❛♣♣❧✐=✉❛♥3 ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✱ ♥♦✉# ♦❜3❡♥♦♥# ✉♥ ♠♦❞)❧❡ ❚❙ A ❞❡✉① 5)❣❧❡# ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛✲

♠✐=✉❡ ❞❡ ❧✬❡55❡✉5 ❞❡ ♣♦✉5#✉✐3❡ #♦✉# ❧❛ ❢♦5♠❡ ✿

ė =
2
∑

i=1

hi(z) (Aie+Biu+Bwiw)

y =
2
∑

i=1

hi(z)Cie

✭✹✳✺✶✮

♦H e =
(

e1 e2 e3 e4
)T
❡#3 ❧❡ ✈❡❝3❡✉5 ❞✬❡55❡✉5# ❞❡ ♣♦✉5#✉✐3❡✱ u =

(

u1 u2

)T
❡#3 ❧❡

✈❡❝3❡✉5 ❞❡ ✈❛5✐❛❜❧❡# ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ w =
(

T d
e (.) θ1 − θ2 θ3 − θ4 ẋ1r ẋ3r Tr(.)

)T

❡#3 ❧❡ ✈❡❝3❡✉5 ❞❡ ♣❡53✉5❜❛3✐♦♥✳ ▲❡# ♠❛35✐❝❡# ❞❡# #♦✉#✲♠♦❞)❧❡# ❧✐♥7❛✐5❡# #♦♥3 ✿

A1 = A2 =























0 −
C1

I1
0 0

0 −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1 0 0

0
C1

I2
0

iiC2

I3

0 0 0 −

(

1

I3
+

1

I4

)

C2























✭✹✳✺✷✮

B1 =























1

I1
0

1

I1

1

I2
γcµs

0 −

(

1

I2
+

i2i
I3

)

γcµs

0
ii
I3
γcµs























, B2 =























1

I1
0

1

I1

1

I2
γcµc

0 −

(

1

I2
+

i2i
I3

)

γcµc

0
ii
I3
γcµc























✭✹✳✺✸✮

C1 = C2 =

(

1 0 0 0
0 0 1 0

)

✭✹✳✺✹✮

Bw1 = Bw2 =























1

I1
−
K1

I1
0 −1 0 0

1

I1
−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1 0 0 0 0

0
K1

I2

iiK2

I3
0 −1 0

0 0 −

(

1

I3
+

1

I4

)

K2 0 0
1

I4























✭✹✳✺✺✮

▲❡# ❢♦♥❝3✐♦♥# ❞✬❛♣♣❛53❡♥❛♥❝❡ hi(z) ❞✉ ♠♦❞)❧❡ ❚❙ ✭✹✳✺✶✮ #♦♥3 ❛❧♦5# ✿

h1(z) =
µ(.)− µc

µs − µc

= e−|
x3
ωs
|
δs

✭✹✳✺✻✮

✶✸✵
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h2(z) =
µs − µ(.)

µs − µc

= 1− e−|
x3
ωs
|
δs

✭✹✳✺✼✮

❙②♥#❤%&❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❊♥ ❛♣♣❧✐,✉❛♥. ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✭✹✳✸✮ ❛✈❡❝ ✉♥ .❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡7❣❡♥❝❡ ε✱ ♥♦✉: ❛✈♦♥: ✉♥❡

:♦❧✉.✐♦♥ ❛✈❡❝ γ = 3, 1 ❡. ε = 2, 8

X = P−1 = 106









0, 0191 −0, 0019 0, 0005 0, 0023
−0, 0019 4, 8206 −0, 0005 1, 1321
0, 0005 −0, 0005 0, 0194 −0, 0017
0, 0023 1, 1321 −0, 0017 0, 9690









✭✹✳✺✽✮

▲❡: ❣❛✐♥: ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ =❉❈ :♦♥. ✿

✭✹✳✺✾❛✮F1 = 104
(

0, 2196 −0, 0066 0, 7263 0, 0038
1, 1219 0, 0006 −0, 4764 −0, 0281

)

✭✹✳✺✾❜✮F2 = 104
(

0, 2242 −0, 0065 0, 6674 0, 0037
1, 3498 0, 0001 −0, 5751 −0, 0364

)

=♦✉7 ✈❛❧✐❞❡7 ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞C✈❡❧♦♣♣C❡✱ ❞✐✛C7❡♥.: ❡::❛✐: ❞❡ :✐♠✉❧❛.✐♦♥: ❡♥

♣❤❛:❡ ❞❡ ❞C❝♦❧❧❛❣❡ ♦♥. C.C 7C❛❧✐:C:✳ ▲❡ ❞C❝♦❧❧❛❣❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ F ✉♥❡ :❡❝♦♥❞❡ ❡. ❧❛ ❞✉7C❡

❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥. ❞❡ ❧✬❡♠❜7❛②❛❣❡ ❡:. ✜①C F 1, 5 :❡❝♦♥❞❡:✳ ▲❛ ♣♦:✐.✐♦♥ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ❞♦♥♥C❡

♣❛7 ❧❡ ❝♦♥❞✉❝.❡✉7 ❡:. ♠♦♥.7C❡ :✉7 ❧❛ ✜❣✉7❡ ✸✳✷✱ ❡. ❞❛♥: ❝❡ ❝❛: ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦.❡✉7

❞❡♠❛♥❞C T d
e ❡:. C❧❡✈C✱ ❝❢✳ ✜❣✉7❡ ✹✳✶✳ ▲❡: ✈✐.❡::❡: ❛♥❣✉❧❛✐7❡: ❞❡: C❧C♠❡♥.: ❞✉ ●▼=

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶ ✕ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦.❡✉7 ❞❡♠❛♥❞C ❡. ❝♦♥.7P❧C ❡♥ ♣❤❛:❡ ❞❡ ❞C❝♦❧❧❛❣❡

❡♥ ♣❤❛:❡ ❞❡ ❞C❝♦❧❧❛❣❡ :♦♥. ✐❧❧✉:.7C❡: :✉7 ❧❛ ✜❣✉7❡ ✹✳✷✱ ❧❡ .❡♠♣: ❞❡ ❣❧✐::❡♠❡♥. ❡:.

❞✬❡♥✈✐7♦♥ 1, 5 :❡❝♦♥❞❡:✳ ▲❛ ❢♦7❝❡ ♥♦7♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐,✉C❡ :✉7 ❧✬❡♠❜7❛②❛❣❡ ❞✉ 1❡! 7❛♣♣♦7.

✶✸✶
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✷ ✕ ❱✐&❡((❡( ❛♥❣✉❧❛✐.❡( ❞❡( 0❧0♠❡♥&( ❞✉ ●▼4 ❡♥ ♣❤❛(❡ ❞❡ ❞0❝♦❧❧❛❣❡

❡(& ♠♦♥&.0❡ (✉. ❧❛ ✜❣✉.❡ ✹✳✸✳ ▲❡ ❥❡.❦ ❞✉ ✈0❤✐❝✉❧❡ ❡(& .❡♣.0(❡♥&0 (✉. ❧❛ ✜❣✉.❡ ✹✳✹✱ ❧❡

❝♦♠♣♦.&❡♠❡♥& ❡(& ❛❝❝❡♣&❛❜❧❡ (❡❧♦♥ ❧❡ ❝.✐&A.❡ ✜①0 ❞❛♥( ❬◆✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❝❛. ❧❛ ❜♦.♥❡

♠❛①✐♠❛❧❡ ❡(& ✐♥❢0.✐❡✉.❡ I 10m/s3✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ✕ ❋♦.❝❡ ♥♦.♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐K✉0❡ (✉. ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛(❡ ❞❡ ❞0❝♦❧❧❛❣❡
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✹ ✕ ❏❡%❦ ❞✉ ✈*❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ♣❤❛2❡ ❞❡ ❞*❝♦❧❧❛❣❡

✹✳✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠0*❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❧♦34 ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥*4 ❞❡

✈✐*❡44❡4

❈♦♠♠❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐7%❡ ✸✱ ❧❡2 7%❛❥❡❝7♦✐%❡2 ❞*2✐%*❡2 2♦♥7 ❞*✜♥✐❡2 ♣♦✉% ❧❛ ✈✐7❡22❡ ❞❡

❣❧✐22❡♠❡♥7 ❞❡ ❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡7 ❧❛ ✈✐7❡22❡ ❞✉ ♠♦7❡✉% ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐2❡% ❧❡

❥❡%❦ ❡7 ❧❡ 7❡♠♣2 ❞❡ ♣❛22❛❣❡ ❞❡2 %❛♣♣♦%72✳ ▲❡ ♠♦❞@❧❡ ❞②♥❛♠✐A✉❡ ❞✉ ●▼D ❡♥ ❝❛2 ❞❡

❝❤❛♥❣❡♠❡♥7 ❞❡ ✈✐7❡22❡2✱ ❡♥ ♣%❡♥❛♥7 ❡♥ ❝♦♠♣7❡ ❧❡ ♠♦❞@❧❡ ❙()✐❜❡❝❦ ❞❡ ❧✬❡♠❜%❛②❛❣❡

♦♥✲❝♦♠✐♥❣✱ 2❡ ♠❡7 2♦✉2 ❧❛ ❢♦%♠❡ ✿

ω̇1 =−
1

I1
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2)) +

1

I1
T d
e (ω1, p) +

1

I1
T c
e

ω̇2 =
1

I2
(K1(θ1 − θ2) + C1(ω1 − ω2))−

1

I2
Tc1(.)−

1

I2
γcµ(∆ω2)2✐❣♥(∆ω2)Fn2

ω̇3 =−
1

I3
(K2(θ3 − θ4) + C2(ω3 − ω4)) +

ii
I3
Tc1(.) +

ij
I3
γcµ(∆ω2)2✐❣♥(∆ω2)Fn2

ω̇4 =
1

I4
(K2(θ3 − θ4) + C2(ω3 − ω4))−

1

I4
Tr(.)

θ̇i =ωi✱ i = 1, 2, ..., 4

✭✹✳✻✵✮

▲❡2 ✈❛%✐❛❜❧❡2 ❞✬*7❛72 2♦♥7 x1 = ω1✱ x2 = ω1 − ω2✱ x3 = ∆ω2 = ω2 − ijω3✱ ❡7

x4 = ω3 − ω4✳ ▲❡2 ✈❛%✐❛❜❧❡2 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ 2♦♥7 u1 = T c
e ✱ u2 = Fn2✳ ▲❡ ♠♦❞@❧❡ ✭✹✳✻✵✮

❡27 %**❝%✐7 ✿

✭✹✳✻✶❛✮ẋ1 = −
C1

I1
x2 +

1

I1
u1 −

K1

I1
(θ1 − θ2) +

1

I1
T d
e (.)

✶✸✸
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✭✹✳✻✶❜✮

ẋ2 = −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1x2 +
1

I1
u1 +

1

I2
γcµ(x3)'✐❣♥(x3)u2

−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1(θ1 − θ2) +
1

I2
Tc1(.) +

1

I1
T d
e (.)

✭✹✳✻✶❝✮

ẋ3 =
C1

I2
x2 +

ijC2

I3
x4 −

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcµ(x3)'✐❣♥(x3)u2

+
K1

I2
(θ1 − θ2) +

ijK2

I3
(θ3 − θ4)−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

Tc1(.)

✭✹✳✻✶❞✮

ẋ4 = −

(

1

I3
+

1

I4

)

C2x4 +
ij
I3
γcµ(x3)'✐❣♥(x3)u2

−

(

1

I3
+

1

I4

)

K2(θ3 − θ4) +
ii
I3
Tc1(.) +

1

I4
Tr(.)

▲❡ ♠♦❞1❧❡ ❞②♥❛♠✐5✉❡ ❞❡ ❧✬❡88❡✉8 ❞❡ ♣♦✉8'✉✐:❡ ❞❡ :8❛❥❡❝:♦✐8❡ ❞<'✐8<❡ ❡': ❛❧♦8' ✿

✭✹✳✻✷❛✮ė1 = −
C1

I1
e2 +

1

I1
u1 −

K1

I1
(θ1 − θ2) +

1

I1
T d
e (.)− ẋ1r

✭✹✳✻✷❜✮

ė2 = −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1e2 +
1

I1
u1 +

1

I2
γcµ(x3)'✐❣♥(x3)u2

−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1(θ1 − θ2) +
1

I2
Tc1(.) +

1

I1
T d
e (.)

✭✹✳✻✷❝✮

ė3 =
C1

I2
e2 +

ijC2

I3
e4 −

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcµ(x3)'✐❣♥(x3)u2

+
K1

I2
(θ1 − θ2) +

ijK2

I3
(θ3 − θ4)−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

Tc1(.)

✭✹✳✻✷❞✮

ė4 = −

(

1

I3
+

1

I4

)

C2e4 +
ij
I3
γcµ(x3)'✐❣♥(x3)u2

−

(

1

I3
+

1

I4

)

K2(θ3 − θ4) +
ii
I3
Tc1(.) +

1

I4
Tr(.)

♦?

xr =
(

ω1r 0 ∆ω2r 0
)T

◆♦✉' '✉♣♣♦'♦♥' 5✉❡ ❧❛ ✈✐:❡''❡ ❞❡ ❣❧✐''❡♠❡♥: ❞❡ ❧✬❡♠❜8❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡': :♦✉❥♦✉8'

♣♦'✐:✐✈❡ ❧♦8' ❞✉ ♣❛''❛❣❡ ❞❡ 8❛♣♣♦8: '✉♣<8✐❡✉8 ❡: ♥<❣❛:✐✈❡ ❧♦8' ❞✉ ♣❛''❛❣❡ ❞❡ 8❛♣♣♦8:

✐♥❢<8✐❡✉8✳ ❆ ♣❛8:✐8 ❞❡ ❝❡' ❝♦♥'✐❞<8❛:✐♦♥'✱ ❡: ❡♥ ♣8❡♥❛♥: ❧❛ ♠E♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥<❛8✐:< 5✉❡

❞❛♥' ❧❡ ❝❛' ❞✉ ❞<❝♦❧❧❛❣❡✱ ✉♥ ♠♦❞1❧❡ ❚❙ I ❞❡✉① 81❣❧❡' ♣❡✉: E:8❡ ♦❜:❡♥✉ ✿

ė =
2
∑

1

hi(z) (Aie+Biu+Bwiw)

y =
2
∑

1

hi(z)Cie

✭✹✳✻✸✮

✶✸✹



❈❍❆#■❚❘❊ ✹✳ ❆##❘❖❈❍❊ #❆❘ ❙❚❆❇■▲■❙❆❚■❖◆ ❘❖❇❯❙❚❊ ➚ ❇❆❙❊ ❉❊

▼❖❉➮▲❊❙ ❉❊ ❚❨#❊ ❚❆❑❆●■✲❙❯●❊◆❖

♦! ✿

e =
(

e1 e2 e3 e4
)T

u =
(

u1 u2

)T

w =
(

T d
e (.) θ1 − θ2 θ3 − θ4 ẋ1r ẋ3r Tr(.) Tc1(.)

)T

▲❡% ♠❛()✐❝❡% ❞❡% %♦✉%✲♠♦❞/❧❡% ❧✐♥2❛✐)❡% %♦♥( ❛❧♦)% ✿

A1 = A2 =























0 −
C1

I1
0 0

0 −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1 0 0

0
C1

I2
0

ijC2

I3

0 0 0 −

(

1

I3
+

1

I4

)

C2























✭✹✳✻✹✮

❉❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞✬✉♥ ♣❛%%❛❣❡ ❞❡ )❛♣♣♦)( %✉♣2)✐❡✉)✱ ❧❡% ♠❛()✐❝❡% Bi %♦♥(

B1 =























1

I1
0

1

I1

1

I2
γcµs

0 −

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcµs

0
ij
I3
γcµs























, B2 =























1

I1
0

1

I1

1

I2
γcµc

0 −

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcµc

0
ij
I3
γcµc























✭✹✳✻✺✮

❊( ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞✬✉♥ ♣❛%%❛❣❡ ❞❡ )❛♣♣♦)( ✐♥❢2)✐❡✉)✱ ❧❡% ♠❛()✐❝❡% Bi %♦♥(

B1 =























1

I1
0

1

I1
−

1

I2
γcµs

0

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcµs

0 −
ij
I3
γcµs























, B2 =























1

I1
0

1

I1
−

1

I2
γcµc

0

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcµc

0 −
ij
I3
γcµc























✭✹✳✻✻✮

C1 = C2 =

(

1 0 0 0
0 0 1 0

)

✭✹✳✻✼✮

Bw1 = Bw2

=























1

I1
−
K1

I1
0 −1 0 0 0

1

I1
−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1 0 0 0 0
1

I2

0
K1

I2

ijK2

I3
0 −1 0 −

(

1

I2
+

iiij
I3

)

0 0 −

(

1

I3
+

1

I4

)

K2 0 0
1

I4

ii
I3























✭✹✳✻✽✮

✶✸✺
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❊♥ ❛♣♣❧✐&✉❛♥( ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✭✹✳✸✮ ❡♥ ❝❛1 ❞❡ ♣❛11❛❣❡ ❞❡ 4❛♣♣♦4( 1✉♣64✐❡✉4✱ ❞❡ 1❡! 8
2"♠❡

4❛♣♣♦4(✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ✉♥❡ 1♦❧✉(✐♦♥ ❛✈❡❝ ε = 5, 0 ❡( γ = 3, 0

X = P−1 = 106









0, 0071 0, 0004 0, 0003 0, 0011
0, 0004 4, 2349 −0, 0010 0, 7798
0, 0003 −0, 0010 0, 0071 −0, 0010
0, 0011 0, 7798 −0, 0010 0, 4817









✭✹✳✻✾✮

▲❡1 ❣❛✐♥1 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ =❉❈ ❛11♦❝✐61 1♦♥( ✿

✭✹✳✼✵❛✮F1 = 104
(

0, 2017 −0, 0072 1, 7085 0, 0078
4, 2976 0, 0005 −0, 9803 −0, 0448

)

✭✹✳✼✵❜✮F2 = 104
(

0, 2181 −0, 0066 1, 3124 0, 0064
4, 3819 −0, 0030 −1, 1685 −0, 0505

)

❉❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ❞❡ ♣❛11❛❣❡ ❞❡ 4❛♣♣♦4( ✐♥❢64✐❡✉4✱ ❞❡ 2"♠❡

8 1❡! 4❛♣♣♦4( ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ✉♥❡
1♦❧✉(✐♦♥ ❛✈❡❝ ε = 0, 1 ❡( γ = 5, 3

X = P−1 = 106









0, 0053 −0, 0003 −0, 0001 0, 0006
−0, 0003 3, 4645 0, 0003 1, 4833
−0, 0001 0, 0003 0, 0051 −0, 0005
0, 0006 1, 4833 −0, 0005 1, 0500









✭✹✳✼✶✮

▲❡1 ❣❛✐♥1 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ =❉❈ Fi 1♦♥( ✿

✭✹✳✼✷❛✮F1 = 104
(

0, 3099 −0, 0104 2, 8272 0, 0096
−4, 4108 −0, 0134 0, 4861 0, 0480

)

✭✹✳✼✷❜✮F2 = 104
(

0, 2999 −0, 0091 2, 0954 0, 0076
−4, 3512 −0, 0107 0, 6242 0, 0529

)

▲❡1 461✉❧❛(1 ❡♥ 1✐♠✉❧❛(✐♦♥ 1♦♥( ♣4♦♣♦161 ❞❛♥1 ❧❡1 ✜❣✉4❡1 ✹✳✺ 8 ✹✳✶✵✳ ▲❡ (❡♠♣1

❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡11❡1 ❡1( ✜①6 8 0, 8 1❡❝♦♥❞❡✳ ▲❛ ♣♦1✐(✐♦♥ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ❞♦♥♥6❡
♣❛4 ❧❡ ❝♦♥❞✉❝(❡✉4 ❡1( ♠♦♥(46❡ ❞❛♥1 ❧❛ ✜❣✉4❡ ✸✳✶✾✳ ▲❡ ♣❛11❛❣❡ 8 ✉♥ 4❛♣♣♦4( 1✉♣64✐❡✉4

❝♦♠♠❡♥❝❡ 8 6, 22 1❡❝♦♥❞❡1 ❡( ❝❡❧✉✐ 8 ✉♥ 4❛♣♣♦4( ✐♥❢64✐❡✉4 ❡1( 8 8 1❡❝♦♥❞❡1✳ ▲❡1 ✜❣✉4❡1
✹✳✺ ❡( ✹✳✻ ❞♦♥♥❡♥( 4❡1♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( ❧✬6✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡1 ✈✐(❡11❡1 ❛♥❣✉❧❛✐4❡1 ❞❡1 6❧6♠❡♥(1

❞✉ ●▼= ❡♥ ♣❤❛1❡ ❞❡ ♣❛11❛❣❡ ❞❡ 4❛♣♣♦4( 1✉♣64✐❡✉4✱ ❡( ❡♥ ♣❤❛1❡ ❞❡ ♣❛11❛❣❡ ❞❡

4❛♣♣♦4( ✐♥❢64✐❡✉4✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜4❛②❛❣❡ ❧♦41 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡11❡1

❡1( 4❡♣461❡♥(6 1✉4 ❧❛ ✜❣✉4❡ ✹✳✼✳ ▲❛ ✜❣✉4❡ ✹✳✽ ♠♦♥(4❡ ❧❛ ❢♦4❝❡ ♥♦4♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐&✉6❡ 1✉4

❧✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡♥ ♣❤❛1❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡11❡1✳ ▲❛ ✜❣✉4❡ ✹✳✾ ♠♦♥(4❡ ❧❡1

❝♦✉♣❧❡1 ❞✉ ♠♦(❡✉4 ❞❡♠❛♥❞6 ❡( ❝♦♠♠❛♥❞6✳ ❊( ❡♥✜♥✱ ❧❡ ❥❡4❦ ❞✉ ✈6❤✐❝✉❧❡ ❡1( ❞♦♥♥6

❞❛♥1 ❧❛ ✜❣✉4❡ ✹✳✶✵✳

❉❛♥1 ❝❡((❡ 1❡❝(✐♦♥✱ ❞❡1 ❧♦✐1 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛16❡1 1✉4 ❞❡1 ♠♦❞R❧❡1 ❚❙ ♣4❡♥❛♥( ❡♥

❝♦♠♣(❡ ❞❡1 ♣❡4(✉4❜❛(✐♦♥1 ♦♥( 6(6 ❞6✈❡❧♦♣♣6❡1✳ ▲❡1 461✉❧(❛(1 ❞❡ 1✐♠✉❧❛(✐♦♥ ♠♦♥(4❡♥(

❧✬❡✣❝❛❝✐(6 ❞❡1 ❧♦✐1 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞6✈❡❧♦♣♣6❡1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ❧❡1 ✐♥❝❡4(✐(✉❞❡1 ❞❡ ♠♦✲

❞6❧✐1❛(✐♦♥ ♦♥( 6(6 ♥6❣❧✐❣6❡1 ❞❛♥1 ❝❡((❡ ♣4❡♠✐R4❡ ❛♣♣4♦❝❤❡✳ ❆✜♥ ❞✬❛♠6❧✐♦4❡4 ❧❡1 ♣❡4✲

❢♦4♠❛♥❝❡1 ❞❡1 ❧♦✐1 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣4♦♣♦16❡1✱ ❞❡1 ✐♥❝❡4(✐(✉❞❡1 ♣❛4❛♠6(4✐&✉❡1 1♦♥(

✐♥(4♦❞✉✐(❡1 ❞❛♥1 ❧❛ 1✉✐(❡✳

✶✸✻
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✺ ✕ ❱✐&❡((❡( ❛♥❣✉❧❛✐.❡( ❞❡( 0❧0♠❡♥&( ❞✉ ●▼4 ❡♥ ♣❤❛(❡ ❞❡ ♣❛((❛❣❡ ❞❡

.❛♣♣♦.& (✉♣0.✐❡✉.

❋✐❣✉$❡ ✹✳✻ ✕ ❱✐&❡((❡( ❛♥❣✉❧❛✐.❡( ❞❡( 0❧0♠❡♥&( ❞✉ ●▼4 ❡♥ ♣❤❛(❡ ❞❡ ♣❛((❛❣❡ ❞❡

.❛♣♣♦.& ✐♥❢0.✐❡✉.

✹✳✻ ❈♦♠♠❛♥❞❡ *♦❜✉-.❡ ❞✉ ❣*♦✉♣❡ ♠♦.♦♣*♦♣✉❧-❡✉* ✿

✐♥❝❡*.✐.✉❞❡- ♣❛*❛♠5.*✐6✉❡- ❡. ♣❡*.✉*❜❛.✐♦♥-

✹✳✻✳✶ ❆♣♣&♦❝❤❡ ❞❡ ,-❛❜✐❧✐,❛-✐♦♥ &♦❜✉,-❡ ❞❡, ♠♦❞5❧❡, ✢♦✉, ❞❡

❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ✐♥❝❡&-❛✐♥,

❈♦♥(✐❞0.♦♥( ✉♥ ♠♦❞;❧❡ ❚❙ ✐♥❝❡.&❛✐♥ ❛✈❡❝ ❞❡( ♣❡.&✉.❜❛&✐♦♥( ❡①&❡.♥❡( (♦✉( ❧❛

❢♦.♠❡ ✿

ẋ =
r
∑

i=1

hi(z) ((Ai +∆Ai)x+ (Bi +∆Bi)u+Bwiw)

y =
r
∑

i=1

hi(z)Cix

✭✹✳✼✸✮

✶✸✼
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✭❛✮ ❉❡ 1
❡!

% 2
"♠❡

&❛♣♣♦&) ✭❜✮ ❉❡ 2
"♠❡

% 1
❡!

&❛♣♣♦&)

❋✐❣✉$❡ ✹✳✼ ✕ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜-❛②❛❣❡ ❧♦-1 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥5 ❞❡ ✈✐5❡11❡1

✭❛✮ ❉❡ 1
❡!

% 2
"♠❡

&❛♣♣♦&) ✭❜✮ ❉❡ 2
"♠❡

% 1
❡!

&❛♣♣♦&)

❋✐❣✉$❡ ✹✳✽ ✕ ❋♦-❝❡ ♥♦-♠❛❧❡ ❧♦-1 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥5 ❞❡ ✈✐5❡11❡1

✭❛✮ ❉❡ 1
❡!

% 2
"♠❡

&❛♣♣♦&) ✭❜✮ ❉❡ 2
"♠❡

% 1
❡!

&❛♣♣♦&)

❋✐❣✉$❡ ✹✳✾ ✕ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦5❡✉- ❧♦-1 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥5 ❞❡ ✈✐5❡11❡1

▲❡1 ♣❛-❛♠<5-❡1 ✐♥❝❡-5❛✐♥1 1♦♥5 1✉♣♣♦1=1 ❜♦-♥=1 ❡♥ ♥♦-♠❡ ❡5 ♣❡✉✈❡♥5 1✬=❝-✐-❡ ❝♦♠♠❡

❬❚❛♥❛❦❛ ❡5 ❲❛♥❣✱ ✷✵✵✶❪ ✿

∆Ai = Ha∆a(t)Eai ✭✹✳✼✹✮

∆Bi = Hb∆b(t)Ebi ✭✹✳✼✺✮

✶✸✽
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✭❛✮ ❉❡ 1
❡!

 2
"♠❡

!❛♣♣♦!% ✭❜✮ ❉❡ 2
"♠❡

 1
❡!

!❛♣♣♦!%

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✵ ✕ ❏❡'❦ ❞✉ ✈,❤✐❝✉❧❡ ❧♦'2 ❞✉ ♣❛22❛❣❡ ❞❡ '❛♣♣♦'6 2✉♣,'✐❡✉'

♦7 ❧❡2 ♠❛6'✐❝❡2 Ha✱ Hb✱ Eai ❡6 Ebi 2♦♥6 ❝♦♥26❛♥6❡2 ❡6 ❧❡2 ♠❛6'✐❝❡2 ∆a(t) ❡6 ∆b(t)
2❛6✐2❢♦♥6 ❧❡2 ❝♦♥❞✐6✐♦♥2 ✿

∆a(t)
T∆a(t) ≤ I ✭✹✳✼✻✮

∆b(t)
T∆b(t) ≤ I ✭✹✳✼✼✮

▲✬❛66,♥✉❛6✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡'6✉'❜❛6✐♦♥ ♣❡✉6 D6'❡ ',❛❧✐2,❡ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐2❛♥6 γ 2✉❥❡6 F

sup
w(t) 6=0

‖y(t)‖2
‖w(t)‖2

< γ ✭✹✳✼✽✮

❚❤"♦$%♠❡ ✹✳✹ ❙✬✐❧ ❡①✐&'❡ ❞❡& ♠❛'+✐❝❡& X = XT > 0 ❡' Mj ✭♣♦✉+ j = 1, 2, ..., r✮✱
❛✐♥&✐ 4✉❡ ❞❡& &❝❛❧❛✐+❡& γ > 0✱ τa > 0 ❡' τb > 0 '❡❧& 4✉❡ ❧❡& ❝♦♥❞✐'✐♦♥& ✭✹✳✷✸✮ &♦✐❡♥'

✈6+✐✜6❡& ❛✈❡❝

Γij ,

















H(AiX − BiMj)
+τaHaH

T
a + τbHbH

T
b

(∗) (∗) (∗) (∗)

BT
wi −γ2I (∗) (∗) (∗)

CiX 0 −I (∗) (∗)
EaiX 0 0 −τaI (∗)
EbiMj 0 0 0 −τbI

















❛❧♦+&✱ ♣♦✉+ ❧❡& ❣❛✐♥& ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ 9❉❈ ❞♦♥♥6& ♣❛+

Fj = MjX
−1
✱ j = 1, ..., r✱

❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❚❙ ❝♦♥'✐♥✉ ✐♥❝❡+'❛✐♥ ✭✹✳✼✸✮✲✭✹✳✷✺✮ ❡&' ●❆❙ ❡' ❧❡ ❣❛✐♥ L2 ❞✉ &②&'<♠❡ ❜♦✉❝❧6

❡♥'+❡ w ❡' y ❡&' ✐♥❢6+✐❡✉+ ♦✉ 6❣❛❧ D γ✳

❘❡♠❛+4✉❡✳ ❯♥❡ ✈❡-.✐♦♥ ♣-❡♥❛♥3 ❡♥ ❝♦♠♣3❡ ✉♥ 3❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ ε ♣❡✉3 :3-❡ ♠✐.❡

❡♥ ♦❡✉✈-❡ .♦✉. ❧❛ ❢♦-♠❡ ✿

Γij ,

















H(AiX − BiMj)
+τaHaH

T
a + τbHbH

T
b + εX

(∗) (∗) (∗) (∗)

BT
wi −γ2I (∗) (∗) (∗)

CiX 0 −I (∗) (∗)
EaiX 0 0 −τaI (∗)
EbiMj 0 0 0 −τbI

















✭✹✳✼✾✮

✶✸✾
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 !❡✉✈❡✿ ▲❛ ❞#♠♦♥'()❛(✐♦♥ ❡'( '✐♠✐❧❛✐)❡ - ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ '❡❝(✐♦♥ ♣)#❝#❞❡♥(❡✳ 1♦✉) ♣❧✉'

❞❡ ❞#(❛✐❧✱ ❧❡ ❧❡❝(❡✉) ♣❡✉( '❡ )#❢#)❡) - ❬▲❡♥❞❡❦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ '❡❝(✐♦♥ ✸✳✹❪✳

✹✳✻✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ - ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜3❛②❛❣❡ ❡♥

♣❤❛7❡ ❞❡ ❞8❝♦❧❧❛❣❡

▲❡ ♠♦❞=❧❡ ❞②♥❛♠✐?✉❡ ❞❡ ❧✬❡))❡✉) ❞❡ ♣♦✉)'✉✐(❡ ❞❡ ()❛❥❡❝(♦✐)❡ ❡♥ ♣❤❛'❡ ❞❡ ❞#❝♦❧❧❛❣❡

❡'( #❝)✐( ❝♦♠♠❡ '✉✐( ✿

ė1 = −
C1

I1
e2 +

1

I1
u1 +

1

I1
T d
e (.)−

K1

I1
(θ1 − θ2)− ẋ1r

ė2 = −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1e2 +
1

I1
u1 +

1

I2
γcµ(x3)u2 +

1

I1
T d
e (.)−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1(θ1 − θ2)

ė3 =
C1

I2
x2 +

iiC2

I3
x4 −

(

1

I2
+

i2i
I3

)

γcµ(x3)u2 +
K1

I2
(θ1 − θ2) +

iiK2

I3
(θ3 − θ4)− ẋ3r

ė4 = −

(

1

I3
+

1

I4

)

C2e4 +
ii
I3
γcµ(x3)u2 −

(

1

I3
+

1

I4

)

K2(θ3 − θ4) +
1

I4
Tr(.)

✭✹✳✽✵✮

♦H ❧❡' ♣❛)❛♠=()❡' I4✱ µs✱ µc '♦♥( ✐♥❝❡)(❛✐♥'✳

I4 ∈ [Imin
4 , Imax

4 ], µs ∈ [µmin
s , µmax

s ], µc ∈ [µmin
c , µmax

c ] ✭✹✳✽✶✮

▲❡' ♣❛)❛♠=()❡' ✐♥❝❡)(❛✐♥' '♦♥( ❛❧♦)' )##❝)✐(' ✿

✭✹✳✽✷✮

1

I4
=

1

2

(

1

Imin
4

+
1

Imax
4

)

+
1

2

(

1

Imin
4

−
1

Imax
4

)

ξ1(t)

=
1

Î4
+

1

2

(

1

Imin
4

−
1

Imax
4

)

ξ1(t)

✭✹✳✽✸✮

µs =
1

2

(

µmax
s + µmin

s

)

+
1

2

(

µmax
s − µmin

s

)

ξ2(t)

= µ̂s +
1

2

(

µmax
s − µmin

s

)

ξ2(t)

✭✹✳✽✹✮

µc =
1

2

(

µmax
c + µmin

c

)

+
1

2

(

µmax
c − µmin

c

)

ξ3(t)

= µ̂c +
1

2

(

µmax
c − µmin

c

)

ξ3(t)

❛✈❡❝ |ξi(t)| ≤ 1✱ i = 1, 2, 3✳
❯♥ ♠♦❞=❧❡ ❚❙ ✐♥❝❡)(❛✐♥ ❛✈❡❝ ♣❡)(✉)❜❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐?✉❡ ❞❡ ❧✬❡))❡✉) ❞❡ ♣♦✉)✲

'✉✐(❡ ♣❡✉( O()❡ ♦❜(❡♥✉ ✿

ė =
2

∑

1

hi(z) ((Ai +∆Ai)e+ (Bi +∆Bi)u+Bwiw)

y =
2

∑

1

hi(z)Cie

✭✹✳✽✺✮

✶✹✵
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♦! Ai✱ Bi✱ Ci✱ Bwi✱ i = 1, 2✱ #♦♥% ❧❡# ♠❛%*✐❝❡# ❞❡# #♦✉#✲♠♦❞0❧❡# ❧✐♥1❛✐*❡# ✿

A1 = A2 =























0 −
C1

I1
0 0

0 −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1 0 0

0
C1

I2
0

iiC2

I3

0 0 0 −

(

1

I3
+

1

Î4

)

C2























B1 =























1

I1
0

1

I1

1

I2
γcµ̂s

0 −

(

1

I2
+

i2i
I3

)

γcµ̂s

0
ii
I3
γcµ̂s























, B2 =























1

I1
0

1

I1

1

I2
γcµ̂c

0 −

(

1

I2
+

i2i
I3

)

γcµ̂c

0
ii
I3
γcµ̂c























C1 = C2 =

(

1 0 0 0
0 0 1 0

)

, Bw1 = Bw2 = I

w =























1

I1
T d
e (.)−

K1

I1
(θ1 − θ2)− ẋ1r

1

I1
T d
e (.)−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1(θ1 − θ2)

K1

I2
(θ1 − θ2) +

iiK2

I3
(θ3 − θ4)− ẋ3r

−

(

1

I3
+

1

Î4

)

K2(θ3 − θ4) +
1

Î4
Tr(.)























▲❡# ♠❛%*✐❝❡# ❞✬✐♥❝❡*%✐%✉❞❡ #♦♥% ❞♦♥♥1❡# ♣❛* ✿

Ha =









0
0
0
1









, Hb =









0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1









Ea1 = Ea2 =

(

0 0 0
1

2

(

1

Imin
4

−
1

Imax
4

)

C2

)

Eb1 =

















0
1

I2
γc
µmax
s − µmin

s

2

0

(

1

I2
+

i2i
I3

)

γc
µmax
s − µmin

s

2

0
ii
I3
γc
µmax
s − µmin

s

2

















, Eb2 =

















0
1

I2
γc
µmax
c − µmin

c

2

0

(

1

I2
+

i2i
I3

)

γc
µmax
c − µmin

c

2

0
ii
I3
γc
µmax
c − µmin

c

2

















✭✹✳✽✻✮

✶✹✶
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❊♥ ❛♣♣❧✐&✉❛♥( ❧❡ (❤+♦-.♠❡ ✹✳✹✱ ✉♥❡ 3♦❧✉(✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ (❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ ε = 0, 2✱
❡( ❧✬❛((+♥✉❛(✐♦♥ γ = 0, 1 ❡3( ♦❜(❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❡3 ♠❛(-✐❝❡3 -❡❝❤❡-❝❤+❡3 ✿

X = P−1 = 106









0, 0137 0, 0047 0, 0025 0, 0007
0, 0047 2, 2801 −0, 0068 −0, 2409
0, 0025 −0, 0068 0, 0108 −0, 0002
0, 0007 −0, 2409 −0, 0002 0, 0270









✭✹✳✽✼✮

▲❡3 ❣❛✐♥3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛33♦❝✐+❡3 3♦♥( ❛❧♦-3 ✿

F1 = 103
(

4, 1391 −0, 0511 3, 3268 0, 0164
3, 0185 −0, 0572 −8, 0896 −0, 1846

)

✭✹✳✽✽✮

F2 = 103
(

4, 1266 −0, 0508 3, 1430 0, 0160
3, 8575 −0, 0777 −9, 9037 −0, 2437

)

✭✹✳✽✾✮

❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡- ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣-♦♣♦3+❡✱ ❞✐✛+-❡♥(3 ❡33❛✐3 ❡♥ 3✐♠✉❧❛(✐♦♥3

♦♥( +(+ -+❛❧✐3+3✳ ▲❡3 ✐♥❝❡-(✐(✉❞❡3 ✐♥(-♦❞✉✐(❡3 3✉- ❧❡3 ♣❛-❛♠.(-❡3 ♦♥( +(+ ❝❤♦✐3✐❡3 ❞❡

♠❛♥✐.-❡ ❛❧+❛(♦✐-❡ ✿ I4 = 178, 3 kg.m2
✭E 9, 7% ♣-.3✮✱ µs = 0, 8974 ✭E 12, 2% ♣-.3✮

❡( µc = 0, 5329 ✭E 11, 2% ♣-.3✮✳ ▲❡ ❞+❝♦❧❧❛❣❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ E ✉♥❡ 3❡❝♦♥❞❡ ❡( ❧❛ ❞✉-+❡

❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥( ❞❡ ❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ❡3( ✜①+❡ E 1, 5 3❡❝♦♥❞❡3✳ ▲❛ ♣♦3✐(✐♦♥ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ❞♦♥♥+❡
♣❛- ❧❡ ❝♦♥❞✉❝(❡✉- ❡3( ♠♦♥(-+❡ 3✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✸✳✷✳ ▲❡3 ✈✐(❡33❡3 ❛♥❣✉❧❛✐-❡3 ❞❡3 +❧+♠❡♥(3

❞✉ ●▼K ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ❞+❝♦❧❧❛❣❡ 3♦♥( -❡♣-+3❡♥(+❡3 3✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✶✶✱ ❧❡ (❡♠♣3 ❞❡

❣❧✐33❡♠❡♥( ❡3( ❞✬❡♥✈✐-♦♥ 1, 5 3❡❝♦♥❞❡3✳ ▲❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✶✷ ❞♦♥♥❡ ❧❡ 3✉✐✈✐ ❞❡ (-❛❥❡❝(♦✐-❡
❞+3✐-+❡✳ ▲❡3 ✜❣✉-❡3 ✹✳✶✸ ❡( ✹✳✶✹ ♠♦♥(-❡♥( ❧❡3 ❞❡✉① ❝♦♠♠❛♥❞❡3 ✿ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦(❡✉-

❝♦♠♠❛♥❞+ ❡( ❧❛ ❢♦-❝❡ ♥♦-♠❛❧❡✳ ▲❡ ❥❡-❦ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❡3( -❡♣-+3❡♥(+ 3✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✶✺✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✶ ✕ ❱✐(❡33❡3 ❛♥❣✉❧❛✐-❡3 ❞❡3 +❧+♠❡♥(3 ❞✉ ●▼K ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ❞+❝♦❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝

❞❡3 ♣❛-❛♠.(-❡3 ✐♥❝❡-(❛✐♥3

✶✹✷
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✷ ✕ ❊&&❡✉&) )✉✐✈✐) ❞❡ -&❛❥❡❝-♦✐&❡ ❞2)✐&2❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✸ ✕ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦-❡✉& ❞❡♠❛♥❞2 ❡- ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦-❡✉& ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥

♣❤❛)❡ ❞❡ ❞2❝♦❧❧❛❣❡
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✹ ✕ ❋♦&❝❡ ♥♦&♠❛❧❡ ❡♥ ♣❤❛/❡ ❞❡ ❞1❝♦❧❧❛❣❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✺ ✕ ❏❡&❦ ❞✉ ✈1❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ♣❤❛/❡ ❞❡ ❞1❝♦❧❧❛❣❡
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✹✳✻✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ - ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜4❛②❛❣❡ ❞❛♥7

❧❡ ❝❛7 ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈✐*❡77❡7

 ♦✉# #❛♣♣❡❧✱ ❧❡ ♠♦❞+❧❡ ❞②♥❛♠✐/✉❡ ❞❡ ❧✬❡##❡✉# ❞❡ ♣♦✉#1✉✐2❡ ❞❡ 2#❛❥❡❝2♦✐#❡ ❞51✐#5❡

❡12 ❞♦♥♥5 ♣❛# ✿

✭✹✳✾✵❛✮ė1 = −
C1

I1
e2 +

1

I1
u1 −

K1

I1
(θ1 − θ2) +

1

I1
T d
e (.)− ẋ1r

✭✹✳✾✵❜✮

ė2 = −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1e2 +
1

I1
u1 +

1

I2
γcµ(x3)1✐❣♥(x3)u2

−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1(θ1 − θ2) +
1

I2
Tc1(.) +

1

I1
T d
e (.)

✭✹✳✾✵❝✮

ė3 =
C1

I2
e2 +

ijC2

I3
e4 −

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcµ(x3)1✐❣♥(x3)u2

+
K1

I2
(θ1 − θ2) +

ijK2

I3
(θ3 − θ4)−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

Tc1(.)− ẋ3r

✭✹✳✾✵❞✮

ė4 = −

(

1

I3
+

1

I4

)

C2e4 +
ij
I3
γcµ(x3)1✐❣♥(x3)u2

−

(

1

I3
+

1

I4

)

K2(θ3 − θ4) +
ii
I3
Tc1(.) +

1

I4
Tr(.)

❉❡ ❢❛A♦♥ 1✐♠✐❧❛✐#❡ B ❧❛ 1❡❝2✐♦♥ ♣#5❝5❞❡♥2❡✱ ❧❡1 ♣❛#❛♠+2#❡1 ✐♥❝❡#2❛✐♥1 ❞✉ ♠♦❞+❧❡

1♦♥2 ❧✬✐♥❡#2✐❡ 5/✉✐✈❛❧❡♥2❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛11❡ ❞✉ ✈5❤✐❝✉❧❡ I4 ❡2 ❧❡1 ❝♦❡✣❝✐❡♥21 ❞❡ ❢#✐❝2✐♦♥ µc

❡2 µs✳ ❈❡1 ♣❛#❛♠+2#❡1 1♦♥2 #❡♣#51❡♥251 ♣❛# ❧❡1 ❡①♣#❡11✐♦♥1 ✭✹✳✽✷✮✱ ✭✹✳✽✸✮ ❡2 ✭✹✳✽✹✮✳

❯♥ ♠♦❞+❧❡ ❚❙ ✐♥❝❡#2❛✐♥ ❡2 ♣❡#2✉#❜5✱ B 2 #+❣❧❡1 ❡12 ♦❜2❡♥✉ ✿

ė =
2

∑

1

hi(z) ((Ai +∆Ai)e+ (Bi +∆Bi)u+Bwiw)

y =
2

∑

1

hi(z)Cie

✭✹✳✾✶✮

▲❡1 ♠❛2#✐❝❡1 ❞❡1 1♦✉1✲♠♦❞+❧❡1 ❧✐♥5❛✐#❡1 1♦♥2 ✿

A1 = A2 =























0 −
C1

I1
0 0

0 −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1 0 0

0
C1

I2
0

ijC2

I3

0 0 0 −

(

1

I3
+

1

Î4

)

C2
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❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞✉ ♣❛##❛❣❡ ❞❡ +❛♣♣♦+- #✉♣.+✐❡✉+✱ ❧❡# ♠❛-+✐❝❡# Bi #♦♥- ✿

B1 =























1

I1
0

1

I1

1

I2
γcµ̂s

0 −

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcµ̂s

0
ij
I3
γcµ̂s























, B2 =























1

I1
0

1

I1

1

I2
γcµ̂c

0 −

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcµ̂c

0
ij
I3
γcµ̂c























3♦✉+ ✉♥ ♣❛##❛❣❡ ❞❡ +❛♣♣♦+- ✐♥❢.+✐❡✉+✱ ❧❡# ♠❛-+✐❝❡# Bi #♦♥- ✿

B1 =























1

I1
0

1

I1
−

1

I2
γcµ̂s

0 +

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcµ̂s

0 −
ij
I3
γcµ̂s























, B2 =























1

I1
0

1

I1
−

1

I2
γcµ̂c

0 +

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcµ̂c

0 −
ij
I3
γcµ̂c























C1 = C2 =

(

1 0 0 0
0 0 1 0

)

, Bw1 = Bw2 = I

w =

























−
K1

I1
(θ1 − θ2) +

1

I1
T d
e (.)− ẋ1r

−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1(θ1 − θ2) +
1

I2
Tc1(.) +

1

I1
T d
e (.)

K1

I2
(θ1 − θ2) +

ijK2

I3
(θ3 − θ4)−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

Tc1(.)− ẋ3r

−

(

1

I3
+

1

Î4

)

K2(θ3 − θ4) +
ii
I3
Tc1(.) +

1

Î4
Tr(.)

























▲❡# ♠❛-+✐❝❡# ❞✬✐♥❝❡+-✐-✉❞❡# #♦♥- +❡♣+.#❡♥-.❡# ♣❛+ ✿

Ha =









0
0
0
1









, Hb =









0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1









Ea1 = Ea2 =

(

0 0 0
1

2

(

1

Imin
4

−
1

Imax
4

)

C2

)

Eb1 =

















0
1

I2
γc
µmax
s − µmin

s

2

0

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γc
µmax
s − µmin

s

2

0
ij
I3
γc
µmax
s − µmin

s

2

















, Eb2 =

















0
1

I2
γc
µmax
c − µmin

c

2

0

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γc
µmax
c − µmin

c

2

0
ij
I3
γc
µmax
c − µmin

c

2
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❊♥ ❛♣♣❧✐&✉❛♥( ❧❡ (❤+♦-.♠❡ ✹✳✹ ❞❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞❡ ♣❛33❛❣❡ ❞❡ -❛♣♣♦-( 3✉♣+-✐❡✉- 1❡!−
2"♠❡

✱ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ✉♥❡ 3♦❧✉(✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ (❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ ε = 0, 2 ❡( ✉♥ ❢❛❝(❡✉-
❞✬❛((+♥✉❛(✐♦♥ γ = 0, 08

X = P−1 = 105









0, 0366 0, 0101 0, 0057 0, 0035
0, 0101 4, 6072 −0, 0143 −0, 7675
0, 0057 −0, 0143 0, 0331 −0, 0022
0, 0035 −0, 7675 −0, 0022 0, 1358









✭✹✳✾✷✮

▲❡3 ❣❛✐♥3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ @❉❈ ❛33♦❝✐+3 3♦♥( ✿

F1 = 103
(

1, 6096 −0, 0515 2, 7225 0, 0288
5, 3884 −0, 0915 −5, 7980 −0, 2124

)

✭✹✳✾✸✮

F2 = 103
(

1, 5706 −0, 0503 2, 2661 0, 0255
6, 1356 −0, 1285 −6, 7124 −0, 2643

)

✭✹✳✾✹✮

❉❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞✬✉♥ ♣❛33❛❣❡ ❞❡ -❛♣♣♦-( ✐♥❢+-✐❡✉- 2"♠❡− 1❡!✱ ✉♥❡ 3♦❧✉(✐♦♥ ❝♦--❡3♣♦♥❞❛♥(
❛✉① ♠E♠❡3 ✈❛❧❡✉-3 ♣♦✉- ε ❡( γ &✉❡ ♣-+❝+❞❡♠♠❡♥( ❡3( ❞♦♥♥+❡ ♣❛-

X = P−1 = 105









0, 0223 0, 0001 0, 0006 0, 0023
0, 0001 1, 7796 −0, 0009 −0, 1819
0, 0006 −0, 0009 0, 0209 −0, 0021
0, 0023 −0, 1819 −0, 0021 0, 0254









✭✹✳✾✺✮

▲❡3 ❣❛✐♥3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ @❉❈ ❛33♦❝✐+3 3♦♥( ✿

F1 = 103
(

1, 0854 −0, 0589 1, 6535 0, 0291
−2, 5081 0, 0438 1, 9481 0, 2066

)

✭✹✳✾✻✮

F2 = 103
(

1, 0712 −0, 0571 1, 1712 0, 0261
−2, 4130 0, 0707 2, 2486 0, 2561

)

✭✹✳✾✼✮
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+(+ -+❛❧✐3+3✳ ◆♦✉3 ♠♦♥(-♦♥3 ❧❡3 -+3✉❧(❛(3 ❞❡ 3✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❞❛♥3 ❧❡ ❝❛3 ❞❡ ♣❛33❛❣❡ ❞❡

-❛♣♣♦-( 3✉♣+-✐❡✉- 1❡!− 2"♠❡

❛✈❡❝ ❧❡3 ♣❛-❛♠.(-❡3 3✉✐✈❛♥(3 I4 = 151, 5 kg.m2
✭M 6, 8%

♣-.3✮✱ µs = 0, 81 ✭M 1, 4% ♣-.3✮✱ ❡( µc = 0, 68 ✭M 14, 2% ♣-.3✮✳ ❊( ❝❡✉① ❞❡ ♣❤❛3❡

❞❡ ♣❛33❛❣❡ ❞❡ -❛♣♣♦-( ✐♥❢+-✐❡✉- 2"♠❡ − 1❡! 3♦♥( ✿ I4 = 185, 8 kg.m2
✭M 14, 3% ♣-.3✮✱

µs = 0, 72 ✭M 10, 4% ♣-.3✮✱ ❡( µc = 0, 68 ✭M 14, 2% ♣-.3✮✳ ▲❛ ♣♦3✐(✐♦♥ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥

❞♦♥♥+❡ ♣❛- ❧❡ ❝♦♥❞✉❝(❡✉- ❡3( ✐❧❧✉3(-+❡ 3✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✸✳✶✾✳ ▲❡ (❡♠♣3 ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡

✈✐(❡33❡3 ❡3( ✜①+ M 0, 8 3❡❝♦♥❞❡✳ ▲❡ ♣❛33❛❣❡ ❞❡ -❛♣♣♦-( 3✉♣+-✐❡✉- ❝♦♠♠❡♥❝❡ M 6, 22
3❡❝♦♥❞❡3 ❡( ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♣❛33❛❣❡ ❞❡ -❛♣♣♦-( ✐♥❢+-✐❡✉- M 8 3❡❝♦♥❞❡3✳ ▲❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✶✻ ❞♦♥♥❡ ❧❡3
✈✐(❡33❡3 ❛♥❣✉❧❛✐-❡3 ❞❡3 +❧+♠❡♥(3 ❞✉ ●▼@ ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ♣❛33❛❣❡ ❞❡ -❛♣♣♦-( 3✉♣+-✐❡✉-

❡( ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✶✼ ❝❡❧❧❡3 ♣♦✉- ❧❡ ♣❛33❛❣❡ ❞❡ -❛♣♣♦-( ✐♥❢+-✐❡✉-✳ ▲✬❡--❡✉- ❞❡ ♣♦✉-3✉✐(❡ ❡3(

♣-♦♣♦3+❡ 3✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✶✽✳ ▲❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✶✾ ♣-+3❡♥(❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜-❛②❛❣❡

❧♦-3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡33❡3✳ ▲❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✷✵ ♠♦♥(-❡ ❧❛ ❢♦-❝❡ ♥♦-♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐&✉+❡ 3✉-

❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡♥ ♣❤❛3❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡33❡3✳ ▲❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✷✶ -❡♣-+3❡♥(❡

❧❡3 ❝♦✉♣❧❡3 ❞✉ ♠♦(❡✉- ❞❡♠❛♥❞+ ❡( ❝♦♠♠❛♥❞+✳ ▲❡ ❥❡-❦ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❡3( ✐❧❧✉3(-+ 3✉- ❧❛

✜❣✉-❡ ✹✳✷✷✱ ❡( ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✷✸ ❞♦♥♥❡ ❧✬❛❝❝+❧+-❛(✐♦♥ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❧♦-3 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡

✈✐(❡33❡3✳
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❘)❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ./❣✐♦♥ k ✿
❙✐ z11(t) ❡". Nk1 ❡. z12(t) ❡". Nk2 ❡. ✳✳✳ ❡. z1q(t) ❡". Nkq ❛❧♦+"

✭▼♦❞)❧❡ ❚❙ ❧♦❝❛❧✮ ✿

ẋk =
r

∑

i=1

hi(z2) ((Aki +∆Aki)xk + (Bki +∆Bki)uk +Bwkiwk)

yk =
r

∑

i=1

hi(z2)Ckixk✱ i = 1, 2, ..., r✱ k = 1, 2, ..., s

✭✹✳✾✽✮

♦W r ❡". ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ +;❣❧❡" ❞✉ ♠♦❞;❧❡ ❚❙ ❧♦❝❛❧ ❀ s ❡". ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ +/❣✐♦♥" ❀ z1 ❡".

❧❡ ✈❡❝.❡✉+ 9✉✐ ❝♦♥.✐❡♥. ❧❡" q ✈❛+✐❛❜❧❡" ❞❡ ♣+/♠✐""❡" z1i(t) ♣❡+♠❡..❛♥. ❞❡ ❞/✜♥✐+ ❧❡"
❝♦♠♠✉.❛.✐♦♥" ❀ z2 ❡". ❧❡ ✈❡❝.❡✉+ ❞❡ ✈❛+✐❛❜❧❡" ❞❡" ♣+/♠✐""❡" ❞❡" ♠♦❞;❧❡" ❚❙ ❧♦❝❛✉① ❀

Nki (i = 1, 2, ..., q) "♦♥. ❧❡" ❡♥"❡♠❜❧❡" ✢♦✉" ❞❡ ❞❡❣+/ ❞✬❛♣♣❛+.❡♥❛♥❝❡ ❞/✜♥✐❡" ♣❛+
❬❚❛♥❛❦❛ ❡. ❲❛♥❣✱ ✷✵✵✵❪ ✿

Nki(z1i) =

{

1, "✐ z1i ∈ Nki ❀

0, ❛✉.+❡♠❡♥.✳

✱ i = 1, 2, ..., q ✭✹✳✾✾✮

❖♥ "✉♣♣♦"❡ ❧❡" ❡♥"❡♠❜❧❡" Nki ❞✐"❥♦✐♥." ❞❡✉① 3 ❞❡✉①✳

❈♦♥"✐❞/+♦♥" ❧❡" ❢♦♥❝.✐♦♥" "❝❛❧❛✐+❡" ♣♦"✐.✐✈❡" vk ❞/✜♥✐❡" ♣❛+ ✿

vk(z1) =

∏q

i=1 Nki(z1i(t))
∑s

k=1

∏q

i=1 Nki(z1i(t))
✭✹✳✶✵✵✮

✶✺✶
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❈❡" ❢♦♥❝'✐♦♥" "❛'✐"❢♦♥' * ❧❛ ♣-♦♣-✐.'. ❞❡ "♦♠♠❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ * ♣❛-'✐- ❞❡ ✭✹✳✾✾✮✱

♥♦✉" ❛✈♦♥"

vk(z1) =

{

1, "✐ z1 ∈ -.❣✐♦♥ k ❀
0, ❛✉'-❡♠❡♥'✳

✱ k = 1, 2, ..., s ✭✹✳✶✵✶✮

▲❡" ✈❛-✐❛❜❧❡" ❞✬.'❛'✱ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❡' ❞❡ ♣❡-'✉-❜❛'✐♦♥" ♣♦✉- ❧❡ ♠♦❞B❧❡ ❚❙ * ❝♦♠✲

♠✉'❛'✐♦♥" "♦♥' -❡"♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ✿

x ,

s
∑

k=1

vk(z1)xk ✭✹✳✶✵✷✮

u ,

s
∑

k=1

vk(z1)uk ✭✹✳✶✵✸✮

w ,

s
∑

k=1

vk(z1)wk ✭✹✳✶✵✹✮

❉✬♦I

ẋ =
s

∑

k=1

(vk(z1)ẋk + v̇k(z1)xk)

=
s

∑

k=1

r
∑

i=1

vk(z1)hi(z2) ((Aki +∆Aki)xk + (Bki +∆Bki)uk +Bwkiwk)

=
r

∑

i=1

hi(z2)

(

s
∑

k=1

vk(z1) (Aki +∆Aki)xk +
s

∑

k=1

vk(z1) (Bki +∆Bki)uk

+
s

∑

k=1

vk(z1)Bwkiwk

)

=
r

∑

i=1

hi(z2)

(

s
∑

k=1

s
∑

k=1

vk(z1)vk(z1) (Aki +∆Aki)xk

+
s

∑

k=1

s
∑

k=1

vk(z1)vk(z1) (Bki +∆Bki)uk +
s

∑

k=1

s
∑

k=1

vk(z1)vk(z1)Bwkiwk

)

=
r

∑

i=1

hi(z2)

(

s
∑

k=1

vk(z1) (Aki +∆Aki)
s

∑

k=1

vk(z1)xk

+
s

∑

k=1

vk(z1) (Bki +∆Bki)
s

∑

k=1

vk(z1)uk +
s

∑

k=1

vk(z1)Bwki

s
∑

k=1

vk(z1)wk

)

=
s

∑

k=1

r
∑

i=1

vk(z1)hi(z2) ((Aki +∆Aki)x+ (Bki +∆Bki)u+Bwkiw)

✭✹✳✶✵✺✮

✶✺✷
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❉❡ ❧❛ ♠%♠❡ ❢❛'♦♥✱

✭✹✳✶✵✻✮

y =
s

∑

k=1

r
∑

i=1

vk(z1)hi(z2)Ckixk

=
r

∑

i=1

s
∑

k=1

s
∑

k=1

vk(z1)vk(z1)hi(z2)Ckixk

=
s

∑

k=1

r
∑

i=1

vk(z1)hi(z2)Ckix

❉♦♥❝✱ ❧❡3 3♦45✐❡3 ✜♥❛❧❡3 ❞✉ ♠♦❞:❧❡ ❚❙ ✐♥❝❡45❛✐♥ = ❝♦♠♠✉5❛5✐♦♥3 3♦♥5 ✐♥❢>4>❡3 ❞❡ ❧❛

❢❛'♦♥ 3✉✐✈❛♥5❡ ✿

ẋ =
s

∑

k=1

r
∑

i=1

vk(z1)hi(z2) ((Aki +∆Aki)x+ (Bki +∆Bki)u+Bwkiw)

y =
s

∑

k=1

r
∑

i=1

vk(z1)hi(z2)Ckix

✭✹✳✶✵✼✮

♦B Aki✱ Bki✱ Cki ❡5 Bwki✱ i = 1, 2, ..., r✱ k = 1, 2, ..., s✱ 3♦♥5 ❞❡3 ♠❛54✐❝❡3 ❝♦♥35❛♥5❡3
❞❡ 5❛✐❧❧❡3 ❛♣♣4♦♣4✐>❡3✳ ▲❡3 ♣❛4❛♠:54❡3 ✐♥❝❡45❛✐♥3 3♦♥5 3✉♣♣♦3>3 ❜♦4♥>3 ❡♥ ♥♦4♠❡ ❡5

>❝4✐53 3♦✉3 ❧❛ ❢♦4♠❡ ❬❚❛♥❛❦❛ ❡5 ❲❛♥❣✱ ✷✵✵✶❪ ✿

∆Aki = Ha∆a(t)Eaki ✭✹✳✶✵✽✮

∆Bki = Hb∆b(t)Ebki ✭✹✳✶✵✾✮

♦B ❧❡3 ♠❛54✐❝❡3 Ha✱ Hb✱ Eaki ❡5 Ebki 3♦♥5 ❝♦♥35❛♥5❡3 ❡5 ❧❡3 ♠❛54✐❝❡3 ∆a(t) ❡5 ∆b(t)
3❛5✐3❢♦♥5 ❧❡3 ❝♦♥❞✐5✐♦♥3 ✿

∆a(t)
T∆a(t) ≤ I ✭✹✳✶✶✵✮

∆b(t)
T∆b(t) ≤ I ✭✹✳✶✶✶✮

▲✬❛55>♥✉❛5✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡5 ❞❡ ❧❛ ♣❡45✉4❜❛5✐♦♥ 3✉4 ❧❛ 3♦45✐❡ ♣❡✉5 %54❡ 4>❛❧✐3>❡ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐✲

3❛♥5 γ 3✉❥❡5 =

sup
w(t) 6=0

‖y(t)‖2
‖w(t)‖2

< γ ✭✹✳✶✶✷✮

➚ ♣❛45✐4 ❞❡ ❧✬❡①♣4❡33✐♦♥ ✭✹✳✶✵✸✮✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ U❉❈ ❡35 ♣4♦♣♦3>❡

❛✜♥ ❞❡ 35❛❜✐❧✐3❡4 ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❚❙ = ❝♦♠♠✉5❛5✐♦♥ ✭✹✳✶✵✼✮ ✿

u = −
s

∑

l=1

r
∑

j=1

vl(z1)hj(z2)Fljx ✭✹✳✶✶✸✮

❚❤"♦$%♠❡ ✹✳✺ ❙✬✐❧ ❡①✐&'❡ ❞❡& ♠❛'+✐❝❡& X = XT > 0 ❡' Mkj ✭k = 1, 2, ..., s✱ j =
1, 2, ..., r✮✱ ❛✐♥&✐ 1✉❡ ❞❡& &❝❛❧❛✐+❡& γ✱ τa > 0 ❡' τb > 0 '❡❧& 1✉❡ ❧❡& ❝♦♥❞✐'✐♦♥& ✭✹✳✷✸✮

&♦✐❡♥' ✈5+✐✜5❡& ❛✈❡❝

Γkij ,

















H(AkiX − BkiMkj)
+τaHaH

T
a + τbHbH

T
b

(∗) (∗) (∗) (∗)

BT
wki −γ2I (∗) (∗) (∗)

CkiX 0 −I (∗) (∗)
EakiX 0 0 −τaI (∗)
EbkiMkj 0 0 0 −τbI

















✶✺✸
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❛❧♦#$✱ ♣♦✉# ❧❡$ ❣❛✐♥$ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ /❉❈ ❞♦♥♥2$ ♣❛# ✿

Fkj = MkjX
−1
✱ j = 1, ..., r✱ k = 1, 2, ..., s✱

❧❡ ♠♦❞4❧❡ ❚❙ ❝♦♥7✐♥✉ ✐♥❝❡#7❛✐♥ 8 ❝♦♠♠✉7❛7✐♦♥$ ✭✹✳✶✵✼✮✲✭✹✳✶✶✸✮ ❡$7 ●❆❙ ❛✈❡❝ ✉♥

❢❛❝7❡✉# ❞✬❛772♥✉❛7✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡#7✉#❜❛7✐♦♥ ✐♥❢2#✐❡✉# ♦✉ 2❣❛❧ 8 γ✳

❘❡♠❛#B✉❡✳ ▲❡ *❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡3❣❡♥❝❡ ε ♣❡✉* 6*3❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥* ✐♥*3♦❞✉✐* ;♦✉; ❧❛ ❢♦3♠❡ ✿

Γkij ,

















H(AkiX − BkiMkj)
+τaHaH

T
a + τbHbH

T
b + εX

(∗) (∗) (∗) (∗)

BT
wki −γ2I (∗) (∗) (∗)

CkiX 0 −I (∗) (∗)
EakiX 0 0 −τaI (∗)
EbkiMkj 0 0 0 −τbI

















✭✹✳✶✶✹✮

 !❡✉✈❡✿ ▲❛ ❞=♠♦♥;*3❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡ 3=;✉❧*❛* ❡;* ✐❞❡♥*✐>✉❡ ? ❝❡❧❧❡ ❞✉ 3=;✉❧*❛* ♣3=❝=❞❡♥*✱

❧❡ ❧❡❝*❡✉3 ♣❡✉* ;❡ 3=❢=3❡3 ♣♦✉3 ♣❧✉; ❞❡ ❞=*❛✐❧ ? ❬▲❡♥❞❡❦ ❡7 ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ;❡❝*✐♦♥ ✸✳✹❪✳

✹✳✼✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ - ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜3❛②❛❣❡ ❡♥

♣❤❛7❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈✐*❡77❡7

▼♦❞)❧❡ ✢♦✉ ❚❙ ✐♥❝❡!1❛✐♥ 3 ❝♦♠♠✉1❛1✐♦♥5

❖♥ ✉*✐❧✐;❡ ✐❝✐ ❧✬❛❧❣♦3✐*❤♠❡ ♣♦✉3 ❧❡ ♣❛;;❛❣❡ ❞❡ 3❛♣♣♦3* ;✉♣=3✐❡✉3 ✐♥*3♦❞✉✐* ❞❛♥;

❬●♦❡*③ ❡7 ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❆✉ ❞=❜✉* ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ ✈✐*❡;;❡;✱ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♥♦3♠❛❧❡ Fn2 ❛♣♣❧✐✲

>✉=❡ ;✉3 ❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡;* ❛✉❣♠❡♥*=❡ ❞❡ ♠❛♥✐O3❡ ❧✐♥=❛✐3❡✱ *❛♥❞✐; >✉❡ ❝❡❧❧❡

❛♣♣❧✐>✉=❡ ;✉3 ❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣✱ Fn1✱ ❡;* ❝♦♥*3P❧=❡ ♣♦✉3 ♠❛✐♥*❡♥✐3 ❧✬❛❝❝=❧=3❛*✐♦♥

❞✉ ✈=❤✐❝✉❧❡ ❝♦♥;*❛♥*❡✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥*✱ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♥♦3♠❛❧❡ Fn1 ❞=❝3♦R*✳ ▲♦3;>✉✬❡❧❧❡ ❛**❡✐♥*

③=3♦✱ ❧❛ ❢♦3❝❡ ♥♦3♠❛❧❡ Fn2 ❡;* ❝♦♥*3P❧=❡ ♣♦✉3 ;②♥❝❤3♦♥✐;❡3 ❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣✳

❉❛♥; ❧❛ 3=❣✐♦♥ ♦T Fn1 > 0✱ ❧❡; ✈❛3✐❛❜❧❡; ❞✬=*❛*; ;♦♥* ✿ x1 = ω1✱ x2 = ω1 − ω2✱

x3 = ∆ω1 = ω2 − iiω3 ❡* x4 = ω3 − ω4✳ ▲❡; ✈❛3✐❛❜❧❡; ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ;♦♥* u1 = T c
e

❡* u2 = Fn1✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜3❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ Tc2 ❡;* ❝♦♥;✐❞=3= ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

♣❡3*✉3❜❛*✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞O❧❡ ✭✹✳✻✵✮ ❡;* 3==❝3✐* ❝♦♠♠❡ ;✉✐* ✿

✭✹✳✶✶✺❛✮ẋ1 = −
C1

I1
x2 +

1

I1
u1 −

K1

I1
(θ1 − θ2) +

1

I1
T d
e (.)

✭✹✳✶✶✺❜✮

ẋ2 = −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1x2 +
1

I1
u1 +

1

I2
γcµ(x3);✐❣♥(x3)u2

−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1(θ1 − θ2) +
1

I2
Tc2(.) +

1

I1
T d
e (.)

✭✹✳✶✶✺❝✮

ẋ3 =
C1

I2
x2 +

iiC2

I3
x4 −

(

1

I2
+

i2i
I3

)

γcµ(x3);✐❣♥(x3)u2

+
K1

I2
(θ1 − θ2) +

iiK2

I3
(θ3 − θ4)−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

Tc2(.)

✭✹✳✶✶✺❞✮

ẋ4 = −

(

1

I3
+

1

I4

)

C2x4 +
ii
I3
γcµ(x3);✐❣♥(x3)u2

−

(

1

I3
+

1

I4

)

K2(θ3 − θ4) +
ij
I3
Tc2(.) +

1

I4
Tr(.)

✶✺✹
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▲❡ ♠♦❞%❧❡ ❞②♥❛♠✐+✉❡ ❞❡ ❧✬❡..❡✉. ❞❡ ♣♦✉.0✉✐1❡ ❞❡ ❧❛ 1.❛❥❡❝1♦✐.❡ ❞40✐.4❡ x1r ❡01 ❛❧♦.0 ✿

✭✹✳✶✶✻❛✮ė1 = −
C1

I1
e2 +

1

I1
u1 −

K1

I1
(θ1 − θ2) +

1

I1
T d
e (.)− ẋ1r

✭✹✳✶✶✻❜✮

ė2 = −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1e2 +
1

I1
u1 +

1

I2
γcµ(x3)0✐❣♥(x3)u2

−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1(θ1 − θ2) +
1

I2
Tc2(.) +

1

I1
T d
e (.)

✭✹✳✶✶✻❝✮

ė3 =
C1

I2
e2 +

iiC2

I3
e4 −

(

1

I2
+

i2i
I3

)

γcµ(x3)0✐❣♥(x3)u2

+
K1

I2
(θ1 − θ2) +

iiK2

I3
(θ3 − θ4)−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

Tc2(.)− ẋ3r

✭✹✳✶✶✻❞✮

ė4 = −

(

1

I3
+

1

I4

)

C2e4 +
ii
I3
γcµ(x3)0✐❣♥(x3)u2

−

(

1

I3
+

1

I4

)

K2(θ3 − θ4) +
ij
I3
Tc2(.) +

1

I4
Tr(.)

♦> ei✱ i = 1, 2, ..., 4✱ 0♦♥1 ❧❡0 ❡..❡✉.0 ❞❡ ♣♦✉.0✉✐1❡ ❞❡ 1.❛❥❡❝1♦✐.❡✱

x1r =
(

ω1r 0 ∆ω1r 0
)T

✭✹✳✶✶✼✮

ω1r ❡01 ❧❛ 1.❛❥❡❝1♦✐.❡ ❞40✐.4❡ ♣♦✉. ❧❛ ✈✐1❡00❡ ❞✉ ♠♦1❡✉.✱ ∆ω1r ❡01 ❧❛ 1.❛❥❡❝1♦✐.❡ ❞40✐.4❡

♣♦✉. ❧❛ ✈✐1❡00❡ ❞❡ ❣❧✐00❡♠❡♥1 ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣✱ +✉✐ 0♦♥1 ❞4✜♥✐❡0 ♣❛. ✿

ω1r = ω1(t0) + ω̇1(t0)(t− t0)✱ ∀t ≥ t0 ✭✹✳✶✶✽✮

x3r = ǫ ✭✹✳✶✶✾✮

♦> t0 ❡01 ❧❡ 1❡♠♣0 ❞❡ ❞4❜✉1 ❞❡ ♣❛00❛❣❡ ❞❡ .❛♣♣♦.1✱ ǫ ❡01 ✉♥❡ ❝♦♥01❛♥1❡ ♣♦0✐1✐✈❡✳
❉❛♥0 ❧❛ .4❣✐♦♥ ♦> Fn1 ≤ 0✱ ❧❡0 ✈❛.✐❛❜❧❡0 ❞✬41❛10 0♦♥1 x1 = ω1✱ x2 = ω1 − ω2✱

x3 = ∆ω2 = ω2 − ijω3✱ x4 = ω3 − ω4✳ ▲❡0 ✈❛.✐❛❜❧❡0 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ 0♦♥1 u1 = T c
e ✱

u2 = Fn2✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❡01 ❝♦♥0✐❞4.4 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❡.1✉.❜❛1✐♦♥✳

▲❡ ♠♦❞%❧❡ ✭✹✳✻✵✮ ❡01 .44❝.✐1 ❝♦♠♠❡ 0✉✐1 ✿

✭✹✳✶✷✵❛✮ẋ1 = −
C1

I1
x2 +

1

I1
u1 −

K1

I1
(θ1 − θ2) +

1

I1
T d
e (.)

✭✹✳✶✷✵❜✮

ẋ2 = −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1x2 +
1

I1
u1 +

1

I2
γcµ(x3)0✐❣♥(x3)u2

−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1(θ1 − θ2) +
1

I2
Tc1(.) +

1

I1
T d
e (.)

✭✹✳✶✷✵❝✮

ẋ3 =
C1

I2
x2 +

ijC2

I3
x4 −

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcµ(x3)0✐❣♥(x3)u2

+
K1

I2
(θ1 − θ2) +

ijK2

I3
(θ3 − θ4)−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

Tc1(.)

✭✹✳✶✷✵❞✮

ẋ4 = −

(

1

I3
+

1

I4

)

C2x4 +
ij
I3
γcµ(x3)0✐❣♥(x3)u2

−

(

1

I3
+

1

I4

)

K2(θ3 − θ4) +
ii
I3
Tc1(.) +

1

I4
Tr(.)

✶✺✺
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▲❡ ♠♦❞%❧❡ ❞②♥❛♠✐+✉❡ ❞❡ ❧✬❡..❡✉. ❞❡ ♣♦✉.0✉✐1❡ ❞❡ ❧❛ 1.❛❥❡❝1♦✐.❡ ❞40✐.4❡ x2r ❡01 ❛❧♦.0 ✿

✭✹✳✶✷✶❛✮ė1 = −
C1

I1
e2 +

1

I1
u1 −

K1

I1
(θ1 − θ2) +

1

I1
T d
e (.)− ẋ1r

✭✹✳✶✷✶❜✮

ė2 = −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1e2 +
1

I1
u1 +

1

I2
γcµ(x3)0✐❣♥(x3)u2

−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1(θ1 − θ2) +
1

I2
Tc1(.) +

1

I1
T d
e (.)

✭✹✳✶✷✶❝✮

ė3 =
C1

I2
e2 +

ijC2

I3
e4 −

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcµ(x3)0✐❣♥(x3)u2

+
K1

I2
(θ1 − θ2) +

ijK2

I3
(θ3 − θ4)−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

Tc1(.)− ẋ3r

✭✹✳✶✷✶❞✮

ė4 = −

(

1

I3
+

1

I4

)

C2e4 +
ij
I3
γcµ(x3)0✐❣♥(x3)u2

−

(

1

I3
+

1

I4

)

K2(θ3 − θ4) +
ii
I3
Tc1(.) +

1

I4
Tr(.)

♦> ei✱ i = 1, 2, ..., 4✱ 0♦♥1 ❧❡0 ❡..❡✉.0 ❞❡ ♣♦✉.0✉✐1❡ ❞❡ 1.❛❥❡❝1♦✐.❡✱

x2r =
(

ω1r 0 ∆ω2r 0
)T

✭✹✳✶✷✷✮

♦> ω1r ❡01 ❧❛ 1.❛❥❡❝1♦✐.❡ ❞40✐.4❡ ♣♦✉. ❧❛ ✈✐1❡00❡ ❞✉ ♠♦1❡✉. ❡1 ∆ω2r ❝❡❧❧❡ ♣♦✉. ❧❛

✈✐1❡00❡ ❞❡ ❣❧✐00❡♠❡♥1 ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣✳ ❝❡0 1.❛❥❡❝1♦✐.❡0 ❞❡ .4❢4.❡♥❝❡ 0♦♥1

❞4✜♥✐❡0 ❝♦♠♠❡ C ❧❛ 0❡❝1✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ❡1 ✸✳✸✳✶ ❞✉ ❝❤❛♣✐1.❡ ✸✳

➚ ♣❛.1✐. ❞❡ ❝❡0 4+✉❛1✐♦♥0✱ ❧❡0 ♠♦❞%❧❡0 ❚❙ ❞❛♥0 ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡0 ❞❡✉① .4❣✐♦♥0 0♦♥1

♦❜1❡♥✉0✳ ▲❡ ♠♦❞%❧❡ ❚❙ C ❝♦♠♠✉1❛1✐♦♥0 ♣.❡♥❞ ❛❧♦.0 ❧❛ ❢♦.♠❡ ✿

✕ ❘4❣✐♦♥ 1✱ Fn1 > 0

ė1 =
2

∑

i=1

hi(z2) ((A1i +∆A1i)e1 + (B1i +∆B1i)u1 +Bw1iw1)

y1 =
2

∑

i=1

hi(z2)C1ie1

✭✹✳✶✷✸✮

✕ ❘4❣✐♦♥ 2✱ Fn1 ≤ 0

ė2 =
2

∑

i=1

hi(z2) ((A2i +∆A2i)e2 + (B2i +∆B2i)u22 +Bw1iw2)

y2 =
2

∑

i=1

hi(z2)C2ie2

✭✹✳✶✷✹✮

♦> ✿

e1 =
(

ω1 − ω1r ω1 − ω2 (ω2 − iiω3)−∆ω1r ω3 − ω4

)T

e2 =
(

ω1 − ω1r ω1 − ω2 (ω2 − ijω3)−∆ω2r ω3 − ω4

)T

u1 = u2 =
(

T c
e Fn1 Fn2

)T

✶✺✻
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w1 =

























1

I1
T d
e (.)−

K1

I1
(θ1 − θ2)− ẋ1r

−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1(θ1 − θ2) +
1

I2
Tc2(.) +

1

I1
T d
e (.)

K1

I2
(θ1 − θ2) +

iiK2

I3
(θ3 − θ4)−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

Tc2(.)− ẋ3r

−

(

1

I3
+

1

Î4

)

K2(θ3 − θ4) +
1

Î4
Tr(.)

























w2 =

























1

I1
T d
e (.)−

K1

I1
(θ1 − θ2)− ẋ1r

−

(

1

I1
+

1

I2

)

K1(θ1 − θ2) +
1

I2
Tc1(.) +

1

I1
T d
e (.)

K1

I2
(θ1 − θ2) +

ijK2

I3
(θ3 − θ4)−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

Tc1(.)− ẋ3r

−

(

1

I3
+

1

Î4

)

K2(θ3 − θ4) +
1

Î4
Tr(.)

























▲❡" ♠❛%&✐❝❡" ❞❡" "♦✉"✲♠♦❞-❧❡" ❧✐♥0❛✐&❡" "♦♥% ✿

A11 = A12 =























0 −
C1

I1
0 0

0 −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1 0 0

0
C1

I2
0

iiC2

I3

0 0 0 −

(

1

I3
+

1

Î4

)

C2























A21 = A22 =























0 −
C1

I1
0 0

0 −

(

1

I1
+

1

I2

)

C1 0 0

0
C1

I2
0

ijC2

I3

0 0 0 −

(

1

I3
+

1

Î4

)

C2























B11 =























1

I1
0 0

1

I1

1

I2
γcµ̂s 0

0 −

(

1

I2
+

i2i
I3

)

γcµ̂s 0

0
ii
I3
γcµ̂s 0























, B12 =























1

I1
0 0

1

I1

1

I2
γcµ̂c 0

0 −

(

1

I2
+

i2i
I3

)

γcµ̂c 0

0
ii
I3
γcµ̂c 0























✶✺✼
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B21 =























1

I1
0 0

1

I1
0

1

I2
γcµ̂s

0 0 −

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcµ̂s

0 0
ij
I3
γcµ̂s























, B22 =























1

I1
0 0

1

I1
0

1

I2
γcµ̂c

0 0 −

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcµ̂c

0 0
ij
I3
γcµ̂c























Cij =

(

1 0 0 0
0 0 1 0

)

✱ i, j = 1, 2

▲❡# ♠❛&'✐❝❡# ❞✬✐♥❝❡'&✐&✉❞❡ #♦♥& ✿

Ha =









0
0
0
1









, Hb =









0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1









Eaij =
(

0 0 0 1
2

(

1
Imin
4

− 1
Imax
4

)

C2

)

✱ i = 1, 2✱ j = 1, 2

Eb11 =

















0
1

I2
γc
µmax
s − µmin

s

2
0

0

(

1

I2
+

i2i
I3

)

γc
µmax
s − µmin

s

2
0

0
ii
I3
γc
µmax
s − µmin

s

2
0

















, Eb12 =

















0
1

I2
γc
µmax
c − µmin

c

2
0

0

(

1

I2
+

i2i
I3

)

γc
µmax
c − µmin

c

2
0

0
ii
I3
γc
µmax
c − µmin

c

2
0

















Eb21 =

















0 0
1

I2
γc
µmax
s − µmin

s

2

0 0

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γc
µmax
s − µmin

s

2

0 0
ij
I3
γc
µmax
s − µmin

s

2

















, Eb22 =

















0 0
1

I2
γc
µmax
c − µmin

c

2

0 0

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γc
µmax
c − µmin

c

2

0 0
ij
I3
γc
µmax
c − µmin

c

2

















▲❡ ♠♦❞0❧❡ ❚❙ 4 ❝♦♠♠✉&❛&✐♦♥# ❝♦♠♣❧❡& ❡#& 6❝'✐& ✭✹✳✶✵✼✮ ❝♦♠♠❡ ✿

ė =
2

∑

k=1

2
∑

i=1

vk(z1)hi(z2) ((Aki +∆Aki) e+ (Bki +∆Bki)u+Bwkiw)

y =
2

∑

k=1

2
∑

i=1

vk(z1)hi(z2)Ckie

✭✹✳✶✷✺✮

♦@ ✿

v1(z1) =

{

1, #✐ Fn1 > 0 ❀

0, #✐ Fn1 ≤ 0✳

✭✹✳✶✷✻✮

v2(z1) = 1− v2(z1) =

{

0, #✐ Fn1 > 0 ❀

1, #✐ Fn1 ≤ 0✳

✭✹✳✶✷✼✮

✶✺✽
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▲♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❊♥ ❛♣♣❧✐&✉❛♥( ❧❡ (❤+♦-.♠❡ ✹✳✺ ❞❛♥4 ❧❡ ❝❛4 ❞✉ ♣❛44❛❣❡ ❞❡ -❛♣♣♦-( 4✉♣+-✐❡✉- ❞❡ 1❡!

7 2"♠❡

✱ ✉♥❡ 4♦❧✉(✐♦♥ ❡4( ♦❜(❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝(❡✉- ❞✬❛((+♥✉❛(✐♦♥ γ = 0, 07✱ τa = 111, 1✱
τb = 593, 3

X = P−1 = 104









0, 0576 0, 0405 0, 0114 0, 0007
0, 0405 1, 0743 −0, 0411 −0, 0520
0, 0114 −0, 0411 0, 0550 −0, 0003
0, 0007 −0, 0520 −0, 0003 0, 0432









✭✹✳✶✷✽✮

▲❡4 ❣❛✐♥4 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛44♦❝✐+4 4♦♥( ✿

F11 = 103





0, 3528 −0, 0363 0, 8764 −0, 0046
1, 5331 −0, 1078 −1, 6538 −0, 1135

0 0 0 0





✭✹✳✶✷✾✮

F12 = 103





0, 5637 −0, 0625 −0, 1336 0, 0332
−0, 0023 −0, 1492 −1, 5797 −0, 1395

0 0 0 0





✭✹✳✶✸✵✮

F21 = 103





−0, 1685 −0, 0013 3, 3557 −0, 1442
0 0 0 0

8, 5823 −0, 1092 −3, 7520 −0, 0914





✭✹✳✶✸✶✮

F22 = 103





0, 9850 −0, 0818 −2, 2042 0, 1459
0 0 0 0

−6, 7034 −0, 2440 −1, 0254 0, 0409





✭✹✳✶✸✷✮

❉✐✛+-❡♥(4 ❡44❛✐4 ❡♥ 4✐♠✉❧❛(✐♦♥4 ♦♥( +(+ -+❛❧✐4+4 ❡( ❞❡4 ❝♦♠♣❛-❛✐4♦♥4 ❛✈❡❝ ❧❡4

❝♦♠♠❛♥❞❡4 7 ♠♦❞❡4 ❣❧✐44❛♥(4 4♦♥( ♣-♦♣♦4+❡4✳ ❉❛♥4 ❧❛ 4✉✐(❡✱ ❧❡4 -+4✉❧(❛(4 ♦❜(❡♥✉4 ❡♥

4✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❞❛♥4 ❧❡ ❝❛4 ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡44❡4 1❡! − 2"♠❡

❛✈❡❝ ❧❡4 ♣❛-❛♠.(-❡4 ✐♥✲

❝❡-(❛✐♥4 I4 = 178, 3 kg.m2
✭7 11, 5% ♣-.4✮✱ µs = 0, 91 ✭7 13, 7% ♣-.4✮✱ ❡( µc = 0, 6837

✭7 13, 9% ♣-.4✮ 4♦♥( ♣-+4❡♥(+4✳ ▲❛ ♣♦4✐(✐♦♥ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ❞♦♥♥+❡ ♣❛- ❧❡ ❝♦♥❞✉❝(❡✉-

❡4( ♠♦♥(-+❡ 4✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✸✳✶✾✳ ▲❡ (❡♠♣4 ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥( ❞❡ ❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ❡4( ✜①+ 7

0, 8 4❡❝♦♥❞❡✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡44❡4 ❝♦♠♠❡♥❝❡ 7 6 4❡❝♦♥❞❡4 ❡( ❧❡ ♠♦♠❡♥( ❞❡
❝♦♠♠✉(❛(✐♦♥ ❡4( 7 6, 25 4❡❝♦♥❞❡4✳ ▲❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✷✹ ✐❧❧✉4(-❡ ❧❡4 ✈✐(❡44❡4 ❛♥❣✉❧❛✐-❡4 ❞❡4
+❧+♠❡♥(4 ❞✉ ●▼O ❡♥ ♣❤❛4❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡44❡4 ❞❡ 1❡! 7 2"♠❡

-❛♣♣♦-(✳ ▲✬❡--❡✉-

❞❡ ♣♦✉-4✉✐(❡ ❞❡ ❧❛ (-❛❥❡❝(♦✐-❡ ❞+4✐-+❡ ❡4( ❞♦♥♥+❡ ❞❛♥4 ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✷✺✳ ❆✉ ♠♦♠❡♥( ❞❡

❝♦♠♠✉(❛(✐♦♥✱ ❧✬❡--❡✉- ❞❡ ♣♦✉-4✉✐(❡ (-❛♥4✐(❡ ❞♦✉❝❡♠❡♥( 4❛♥4 ✈❛-✐❛(✐♦♥ ❜-✉4&✉❡✳ ▲❡

❥❡-❦ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❡4( ♠♦♥(-+ 4✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✷✻✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡4( ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♠+❧✐♦-+ ❡♥

❝♦♠♣❛-❛✐4♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡4 ❧♦✐4 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ O❉❈ ♣-+❝+❞❡♥(❡4✱ ❡♥ ♣❛-(✐❝✉❧✐❡- ❛✉ ❞+❜✉(

❞❡ ❧❛ ♣❤❛4❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡44❡4✳ ▲❛ ❜♦-♥❡ ❞✉ ❥❡-❦ ❡4( -❡❧❛(✐✈❡♠❡♥( ❜❛44❡ ❛✉①

❛❧❡♥(♦✉-4 ❞❡ 2, 5m/s3✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜-❛②❛❣❡ ❡( ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛-❜-❡ ❞❡
4♦-(✐❡ ❧♦-4 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡44❡4 4♦♥( -❡♣-+4❡♥(+4 4✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✷✼✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡

❞❡ ❧✬❛-❜-❡ ❞❡ 4♦-(✐❡ ✈❛-✐❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥4 ❧♦-4 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡44❡4✱ ♣❛-(✐❝✉✲

❧✐.-❡♠❡♥( ❡♥ ♣❤❛4❡ ❞❡ (-❛♥4✐(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ 7 ❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣✳

▲❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✷✽ ♠♦♥(-❡ ❧❛ ❢♦-❝❡ ♥♦-♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐&✉+❡ 4✉- ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜-❛②❛❣❡ ❧♦-4 ❞✉

❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡44❡4✳ ▲❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✷✾ -❡♣-+4❡♥(❡ ❧❡4 ❝♦✉♣❧❡4 ❞✉ ♠♦(❡✉- ❞❡♠❛♥❞+

❡( ❝♦♠♠❛♥❞+✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦-(❡♠❡♥( ❞✉ ♠♦(❡✉- ❡♥ ♣❤❛4❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡44❡4 ❡4(

♣-♦♣♦4+ 4✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✸✵✳ ❊( ✜♥❛❧❡♠❡♥(✱ ❧❛ ✈❛-✐❛❜❧❡ ❞✬❛❝❝+❧+-❛(✐♦♥ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❧♦-4

❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡44❡4 ❡4( ❞♦♥♥+❡ 4✉- ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✸✶✳

✶✺✾
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✹ ✕ ❱✐&❡((❡( ❛♥❣✉❧❛✐.❡( ❞❡( 0❧0♠❡♥&( ❞✉ ●▼4 ❡♥ ♣❤❛(❡ ❞❡ ♣❛((❛❣❡ ❞❡

.❛♣♣♦.& (✉♣0.✐❡✉. 1❡! − 2"♠❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✺ ✕ ❊..❡✉. ❞❡ ♣♦✉.(✉✐&❡ ❞❡ &.❛❥❡❝&♦✐.❡
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✻ ✕ ❏❡'❦ ❞✉ ✈,❤✐❝✉❧❡ ❧♦'2 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥7 ❞❡ ✈✐7❡22❡2

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✼ ✕ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜'❛②❛❣❡ ❧♦'2 ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥7 ❞❡ ✈✐7❡22❡2
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❞❡ ✈✐9❡33❡3
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▲❡" ❧♦✐" ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞+✈❡❧♦♣♣+❡" ♥❡ ♣.❡♥♥❡♥/ ♣❛" ❡♥ ❝♦♠♣/❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐1✉❡ ❞✉

♠♦/❡✉. ❝❛. ❧❡ ♠♦❞3❧❡ ❞✉ ♠♦/❡✉. ✉/✐❧✐"+ ❡"/ ✉♥ ♠♦❞3❧❡ "/❛/✐1✉❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥/.❡. ❧❡"

♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡" ❞❡" ❧♦✐" ❞+✈❡❧♦♣♣+❡"✱ ❝❡❧❧❡"✲❝✐ ♦♥/ +/+ /❡"/+❡" "✉. ❧❡ ♠♦❞3❧❡ ❞✉ ●▼< ❡♥

✐♥/.♦❞✉✐"❛♥/ ✉♥ /❡♠♣" ❞❡ .+♣♦♥"❡ ♣♦✉. ❧❡ ♠♦/❡✉.✳ ▲❛ ✜❣✉.❡ ✹✳✸✷ ✐❧❧✉"/.❡ ❧❡ .+"✉❧/❛/ ❞❡

"✐♠✉❧❛/✐♦♥ ❡♥ ❝❛" ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡ ✈✐/❡""❡ "✉♣+.✐❡✉.❡ 1 !❡−2 ♠❡

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥"/❛♥/❡

❞❡ /❡♠♣" ❞✉ ♠♦/❡✉. ❞❡ 0, 3 "❡❝♦♥❞❡✳ ▲❡" .+"✉❧/❛/" ❞❡ "✐♠✉❧❛/✐♦♥" ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥/ ♣❛"
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❛. .❛♣♣♦./ C ❝❡✉① "❛♥" ♣.✐"❡ ❡♥ ❝♦♠♣/❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐1✉❡ ❞✉ ♠♦/❡✉.✱ ♠❛✐"

❧❡" .+"✉❧/❛/" "♦♥/ /.3" ❢♦./❡♠❡♥/ ❞+❣.❛❞+" ♣♦✉. ❧❡" ❧♦✐" C ❜❛"❡ ❞❡ ♠♦❞❡" ❣❧✐""❛♥/"✳

✭❛✮ ❱✐%❡''❡' ❞❡' )❧)♠❡♥%' ❞✉ ●▼0

✭❜✮ ❏❡3❦ ❞✉ ✈)❤✐❝✉❧❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✷ ✕ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡ ✈✐/❡""❡ "✉♣+.✐❡✉.❡ 1 !❡ − 2 ♠❡

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥"/❛♥/❡ ❞❡

/❡♠♣" ❞✉ ♠♦/❡✉. ❞❡ 0, 3 "❡❝♦♥❞❡

✶✻✹
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✹✳✽ ❚❡%&% ❞❡% ❧♦✐% ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ %✉0 ❧❡ ♠♦❞1❧❡ ❝♦♠✲

♣❧❡& ❞✉ ❣0♦✉♣❡ ♠♦&♦♣0♦♣✉❧%❡✉0

 ♦✉# ✐❧❧✉&'#❡# ❧❛ #♦❜✉&'❡&&❡ ❞❡& ❧♦✐& ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞/✈❡❧♦♣♣/❡&✱ ♣❧✉&✐❡✉#& ❡&&❛✐&

♦♥' /'/ #/❛❧✐&/❡& &✉# ❧❡ ♠♦❞3❧❡ ❝♦♠♣❧❡' ❞/✈❡❧♦♣♣/ ❞❛♥& ❧❡ ❝❤❛♣✐'#❡ 2 ❡♥ ♣#❡♥❛♥' ❡♥
❝♦♠♣'❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧❛ ❞②♥❛♠✐6✉❡ ❞✉ ♠♦'❡✉#✳ ▲❡& #/&✉❧'❛'& ♦❜'❡♥✉& ❡♥ &✐♠✉❧❛'✐♦♥ ♦♥' /'/

✈❛❧✐❞/& &✉# ✉♥ ♠♦❞3❧❡ ❞♦♥' ❧❡& ♣❛#❛♠3'#❡& ●▼ &♦♥' ❞♦♥♥/& ❞❛♥& ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈ ✭'❛❜❧❡

❈✳✶✮✳ ▲❛ ♠❛&&❡ ❞✉ ✈/❤✐❝✉❧❡ ❡&' ❞❡ 1741, 5 kg✱ ✭A 9, 7% ♣#3&✮✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❞❡ ❢#✐❝'✐♦♥

❙!"✐❝❜❡❝❦ ❡&' ❞❡ 0, 8974 ✭A 12, 2% ♣#3&✮✱ ❡' ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❞❡ ❢#✐❝'✐♦♥ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡&' ❞❡

0, 5329 ✭A 11, 2% ♣#3&✮✳

▲❡& ✜❣✉#❡& ✹✳✸✸ ✕ ✹✳✸✾ ♠♦♥'#❡♥' ❧❡& #/&✉❧'❛'& ❞❡ &✐♠✉❧❛'✐♦♥ &✉# ❧❡ ♠♦❞3❧❡ ❝♦♠♣❧❡'

❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞3❧❡ &'❛'✐6✉❡ ❞✉ ♠♦'❡✉#✳ ▲❛ ✜❣✉#❡ ✹✳✸✸ ♠♦♥'#❡ ❧❡& ✈✐'❡&&❡& ❛♥❣✉❧❛✐#❡& ❞❡&

/❧/♠❡♥'& ❞✉ ●▼ ❡♥ ♣❤❛&❡ ❞❡ ❞/❝♦❧❧❛❣❡ ❡' ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥' ❞❡ ✈✐'❡&&❡&✳ ▲❡& ❡##❡✉#&

✭❛✮ ❉$❝♦❧❧❛❣❡ ✭❜✮ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡ ✈✐/❡33❡3 1
❡! − 2

"♠❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✸ ✕ ❱✐'❡&&❡& ❛♥❣✉❧❛✐#❡& ❞❡& /❧/♠❡♥'& ❞✉ ●▼ 

❞❡ ♣♦✉#&✉✐'❡ ❞❡& '#❛❥❡❝'♦✐#❡& ❞❡ #/❢/#❡♥❝❡ &♦♥' ❞♦♥♥/❡& ❞❛♥& ❧❛ ✜❣✉#❡ ✹✳✸✹✳ ❊♥ ❝❛&

❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥' ❞❡ ✈✐'❡&&❡&✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥' ❞❡ ❝♦♠♠✉'❛'✐♦♥✱ 6, 2556 &❡❝♦♥❞❡&✱ ✉♥ ♣❡'✐'
&❛✉' ❛♣♣❛#❛M'✳ ▲❛ ❢♦#❝❡ ♥♦#♠❛❧❡ ❡&' ✐❧❧✉&'#/❡ &✉# ❧❛ ✜❣✉#❡ ✹✳✸✺✳ ▲❡& ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡

✭❛✮ ❉$❝♦❧❧❛❣❡ ✭❜✮ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡ ✈✐/❡33❡3 1
❡! − 2

"♠❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✹ ✕ ❊##❡✉# ❞❡ ♣♦✉#&✉✐'❡ ❞❡& '#❛❥❡❝'♦✐#❡& ❞❡ #/❢/#❡♥❝❡

❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡' ❞❡ ❧✬❛#❜#❡ ❞❡ &♦#'✐❡ ❧♦#& ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥' ❞❡ ✈✐'❡&&❡& &♦♥' ❞♦♥♥/& ❞❛♥& ❧❛

✶✻✺
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✭❛✮ ❉$❝♦❧❧❛❣❡ ✭❜✮ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡ ✈✐/❡33❡3 1
❡! − 2

"♠❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✺ ✕ ❋♦'❝❡* ♥♦'♠❛❧❡* ❛♣♣❧✐1✉3❡* *✉' ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜'❛②❛❣❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✻ ✕ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜'❛②❛❣❡ ❧♦'* ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥; ❞❡ ✈✐;❡**❡*

✜❣✉'❡ ✹✳✸✻✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦;❡✉' ❡*; ♠♦♥;'3 *✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✸✼✳ ▲❡ ❥❡'❦ ❞✉ ✈3❤✐❝✉❧❡

❡*; ❞♦♥♥3 ❞❛♥* ❧❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✸✽✳ ❊♥ ❝❛* ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥; ❞❡ ✈✐;❡**❡* ✭❧❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✸✽✭❜✮✮✱

❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥; ❞✉ '❛♣♣♦'; *3❧❡❝;✐♦♥♥3 ❡*; ❡✛❡❝;✉3 I 5, 5 *❡❝♦♥❞❡*✱ ✐❧ ✐♥;'♦❞✉✐; ✉♥❡

✈❛'✐❛;✐♦♥ ❞❡ ❥❡'❦ I ❝❛✉*❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥; ❞✬✐♥❡';✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦J;❡ ❞❡ ✈✐;❡**❡*✳ ▲❡ ❥❡'❦

'❡*;❡ ;'K* ❢❛✐❜❧❡ ♠❛❧❣'3 ❝❡❧❛✳

▲❡* '3*✉❧;❛;* ❡♥ *✐♠✉❧❛;✐♦♥ ❡♥ ❝❛* ❞❡ ❞3❝♦❧❧❛❣❡ *✉' ✉♥❡ ♣❡♥;❡ ❞❡ 10% *♦♥; ♠♦♥;'3*

*✉' ❧❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✸✾✳ ▲❡ '❡❝✉❧ ❞✉ ✈3❤✐❝✉❧❡ ❡*; ;'K* ❢❛✐❜❧❡✱ ❡♥✈✐'♦♥ 4 cm✱ ❧❛ ✈✐;❡**❡ ❞❡ '❡❝✉❧

❡*; ✐♥❢3'✐❡✉'❡ I 0, 2m/s✳

✶✻✻
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✭❛✮ ❉$❝♦❧❧❛❣❡ ✭❜✮ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡ ✈✐/❡33❡3 1
❡! − 2

"♠❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✼ ✕ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦-❡✉.

✭❛✮ ❉$❝♦❧❧❛❣❡ ✭❜✮ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡ ✈✐/❡33❡3 1
❡! − 2

"♠❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✽ ✕ ❏❡.❦ ❞✉ ✈3❤✐❝✉❧❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✾ ✕ ❉3❝♦❧❧❛❣❡ ;✉. ✉♥❡ ♣❡♥-❡ ✿ ✭❛✮ ✈✐-❡;;❡ ❞❡ .❡-♦✉.✱ ✭❜✮ ❞✐;-❛♥❝❡ ❞❡ .❡-♦✉.

✶✻✼
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▲❡" ✜❣✉&❡" ✹✳✹✵ ❡* ✹✳✹✶ ♠♦♥*&❡♥* ❧❡" &0"✉❧*❛*" ❞❡ "✐♠✉❧❛*✐♦♥ "✉& ❧❡ ♠♦❞4❧❡ ❝♦♠♣❧❡*

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥"*❛♥*❡ ❞❡ *❡♠♣" ❞✉ ♠♦*❡✉& ❞❡ 0, 3 "❡❝♦♥❞❡✳ ▲❡" &0"✉❧*❛*" ❞❡ "✐♠✉❧❛*✐♦♥"
"♦♥* "✐♠✐❧❛✐&❡" 8 ❝❡✉① ♣&0❝0❞❡♥*" ♦: ❧❛ ❞②♥❛♠✐<✉❡ ❞✉ ♠♦*❡✉& 0*❛✐* ♥0❣❧✐❣0❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛

❞♦♥❝ ♣❛" ✉♥❡ ❣&❛♥❞❡ "❡♥"✐❜✐❧✐*0 ❞❡" ♣&♦♣&✐0*0" ❞✉ "②"*4♠❡ ✈✐"✲8✲✈✐" ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐<✉❡

❞✉ ♠♦*❡✉& ❝♦♥*&❛✐&❡♠❡♥* ❛✉① ❧♦✐" ❞0✈❡❧♦♣♣0❡" ♣❛& ♠♦❞❡ ❣❧✐""❛♥*✳

✭❛✮ ❉$❝♦❧❧❛❣❡ ✭❜✮ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡ ✈✐/❡33❡ 3✉♣$6✐❡✉6❡ ✿ 1
 !❡−

2
 ♠❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✹✵ ✕ ❱✐*❡""❡" ❛♥❣✉❧❛✐&❡" ❞✉ ♠♦*❡✉&✱ ❞❡" ♣❧❛*❡❛✉① ❡* ❞❡" ❞✐"<✉❡" ❞✬❡♠✲

❜&❛②❛❣❡ ✿ ❝♦♥"*❛♥*❡ ❞❡ *❡♠♣" ❞✉ ♠♦*❡✉& ❞❡ 0, 3 "❡❝♦♥❞❡

✭❛✮ ❉$❝♦❧❧❛❣❡ ✭❜✮ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥/ ❞❡ ✈✐/❡33❡ 3✉♣$6✐❡✉6❡ ✿ 1
 !❡−

2
 ♠❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✹✶ ✕ ❏❡&❦ ❞✉ ✈0❤✐❝✉❧❡

▲❛ ✜❣✉&❡ ✹✳✹✶ ♠♦♥*&❡ ❧❡ ❥❡&❦ ❞✉ ✈0❤✐❝✉❧❡ ❝❛❧❝✉❧0 ❡♥ "✐♠✉❧❛*✐♦♥ ❡♥ ✉*✐❧✐"❛♥* ❧❡" ❞✐❢✲

❢0&❡♥*" ♠♦❞4❧❡" ❞✉ ●▼K ✿ ♠♦❞4❧❡ "✐♠♣❧✐✜0✱ ♠♦❞4❧❡ ❝♦♠♣❧❡* ❛✈❡❝ ♠♦❞4❧❡ "*❛*✐<✉❡

♦✉ ❞②♥❛♠✐<✉❡ ❞✉ ♠♦*❡✉&✳ ▲❡ ❥❡&❦ ❞✉ ✈0❤✐❝✉❧❡ ♦❜*❡♥✉ ❡♥ "✐♠✉❧❛*✐♦♥ "✉& ❧❡ ♠♦❞4❧❡

❝♦♠♣❧❡* ❡"* ❡♥❝♦&❡ ♣❧✉" ❢❛✐❜❧❡ <✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♦❜*❡♥✉ ❡♥ ✉*✐❧✐"❛♥* ❧❡ ♠♦❞4❧❡ "✐♠♣❧✐✜0 ♦:

❧✬♦♥ ❛ ❝♦♥"✐❞0&0 ❧❡ ♣♥❡✉♠❛*✐<✉❡ &✐❣✐❞❡ ❡* "❛♥" ❣❧✐""❡♠❡♥*✳

✶✻✽
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✹✳✾ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

❉❡" ❧♦✐" ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛",❡" "✉. ❞❡" ❛♣♣.♦❝❤❡" 1✉❛"✐✲▲4❱ ✉6✐❧✐"❛♥6 ❞❡" ♠♦❞7❧❡"

❚❙ ♦♥6 ,6, ❞,✈❡❧♦♣♣,❡" 6♦✉6 ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐6.❡✳ ❊❧❧❡" "♦♥6 ❡♥"✉✐6❡ ❛♣♣❧✐1✉,❡"

> ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❣.♦✉♣❡ ♠♦6♦♣.♦♣✉❧"❡✉. ❧♦." ❞✉ ❞,❝♦❧❧❛❣❡ ❡6 ❧♦." ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥6

❞❡ ✈✐6❡""❡"✳ ❉❡" ✐♥❝❡.6✐6✉❞❡" ♣❛.❛♠,6.✐1✉❡" ❡6 ❞❡" ♣❡.6✉.❜❛6✐♦♥" ♦♥6 ,6, ♣.✐"❡" ❡♥

❝♦♠♣6❡ ❞❛♥" ❧❛ "②♥6❤7"❡ ❞❡" ❧♦✐" ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❉❡✉① "6.❛6,❣✐❡" ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥6 ❞❡ ✈✐6❡""❡" ♦♥6 ,6,

6.❛✐6,❡"✳ ❉❛♥" ❧❛ ♣.❡♠✐7.❡✱ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡"6 ❝♦♠♠❛♥❞, ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡.♠,❡

❛❧♦." 1✉❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❧✬❡"6 ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡.6❡✳ ▲❡ ❥❡.❦ ❞✉ ✈,❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ♣❤❛"❡

❞❡ 6.❛♥"✐6♦✐.❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ > ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ♦♥✲❣♦✐♥❣ .❡"6❡ ❡♥❝♦.❡ ,❧❡✈,✱

❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞,♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ "6.❛6,❣✐❡ ❞❡ ❞,❜.❛②❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣✳ ❈❡6 ✐♥❝♦♥✲

✈,♥✐❡♥6 ❡"6 ,✈✐6, ♣❛. ❧❛ ❞❡✉①✐7♠❡ "6.❛6,❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉. ❧❛1✉❡❧❧❡ ❧❡" ❞❡✉①

❡♠❜.❛②❛❣❡" ✖ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❡6 ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ✖ "♦♥6 ❝♦♠♠❛♥❞," ❡♥"❡♠❜❧❡ ❡♥ "❡ ❜❛"❛♥6

"✉. ✉♥ ♠♦❞7❧❡ ❚❙ > ❝♦♠♠✉6❛6✐♦♥"✳

▲❡" ❧♦✐" ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞,✈❡❧♦♣♣,❡" ♦♥6 ,6, 6❡"6,❡" ❡♥ "✐♠✉❧❛6✐♦♥ "✉. ❧❡ ♠♦❞7❧❡

❝♦♠♣❧❡6 ❡♥ ♣.❡♥❛♥6 ❡♥ ❝♦♠♣6❡ ♦♥ ♥♦♥ ❧❛ ❞②♥❛♠✐1✉❡ ❞✉ ♠♦6❡✉.✳ ▲❡" .,"✉❧6❛6" ❞❡

"✐♠✉❧❛6✐♦♥ ♠♦♥6.❡♥6 ❧❛ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡ ❞❡" ❧♦✐" ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞,✈❡❧♦♣♣,❡"✱ ❛✐♥"✐ 1✉❡

❧❡✉. .♦❜✉"6❡""❡ ✈✐"✲>✲✈✐" ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐1✉❡ ❞✉ ♠♦6❡✉.✱ ❝❡ 1✉✐ ♥✬,6❛✐6 ♣❛" ❧❡ ❝❛" ❞❡"

❝♦♠♠❛♥❞❡" > ♠♦❞❡ ❣❧✐""❛♥6✳

✶✻✾
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❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❡) ♣❡+&♣❡❝)✐✈❡&

▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ♣+✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ '+❛✈❛✐❧ 2'❛✐' ❞❡ ❞2✈❡❧♦♣♣❡+ ❞❡3 ❧♦✐3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉

❣+♦✉♣❡ ♠♦'♦♣+♦♣✉❧3❡✉+ 6 ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜+❛②❛❣❡ ❛✜♥ ❞✬❛33✉+❡+ ❛✉33✐ ❜✐❡♥ ✉♥ ❞2❝♦❧❧❛❣❡

3❛♥3 ❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♠♦'❡✉+ ❡' ❞❡3 ❝❤❛♥❣❡♠❡♥'3 ❞❡ ✈✐'❡33❡3 +❛♣✐❞❡3 '♦✉' ❡♥ ❛33✉+❛♥' ✉♥

❜♦♥ ❛❣+2♠❡♥' ❞❡ ❝♦♥❞✉✐'❡✳ ❆♣+<3 ✉♥ 2'❛' ❞❡ ❧✬❛+' 3✉+ ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ♠♦'♦♣+♦♣✉❧3❡✉+ ❡'

❧❛ ♠♦❞2❧✐3❛'✐♦♥ ❡' ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❣+♦✉♣❡ ♠♦'♦♣+♦♣✉❧3❡✉+✱ ❧❛ ♣+♦❜❧2♠❛'✐>✉❡ ❞❡ ❧❛

❣❡3'✐♦♥ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜+❛②❛❣❡ ❡3' '+❛✐'2❡✳ ■❧ ❛♣♣❛+❛@' >✉❡ ❧❡3 ❧♦✐3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞2✈❡✲

❧♦♣♣2❡3 ♥2❝❡33✐'❡♥' ❞❡ ♣♦✉✈♦✐+ ♣+❡♥❞+❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❞❡3 ♥♦♥✲❧✐♥2❛+✐'23✱ ❞❡3 ✐♥❝❡+'✐'✉❞❡3

❞❡ ♠♦❞2❧✐3❛'✐♦♥ ❡' ❞❡3 ♣❡+'✉+❜❛'✐♦♥3 ❡①'❡+♥❡3✳

C♦✉+ ❛''❡✐♥❞+❡ ❝❡3 ♦❜❥❡❝'✐❢3✱ ✉♥ ♠♦❞<❧❡ 3✉✣3❛♠♠❡♥' +❡♣+23❡♥'❛'✐❢ ❛ 2'2 ❞2✈❡✲

❧♦♣♣2 ❞❛♥3 ❧❡ 3❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐'+❡✳ ❊♥ ♣❛+'✐❝✉❧✐❡+✱ ✉♥ ♠♦❞<❧❡ ❝♦♠♣❧❡' ❞✉ ❣+♦✉♣❡ ♠♦'♦✲

♣+♦♣✉❧3❡✉+ ❛ 2'2 3✐♠♣❧✐✜2 ♣♦✉+ F'+❡ ❡①♣❧♦✐'❡+ 6 ❞❡3 ✜♥3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡3✳ ❚+♦✐3 ♠♦❞<❧❡3

❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜+❛②❛❣❡ ♦♥' 2'2 '❡3'23 ✿ ✉♥ ♠♦❞<❧❡ 3'❛'✐>✉❡ ❤②❜+✐❞❡✱ ✉♥ ♠♦❞<❧❡ ❞②♥❛✲

♠✐>✉❡ ❜❛32 3✉+ ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❞❡ ❢+✐❝'✐♦♥ ❞❡ ▲✉●#❡ ❡' ✉♥ ♠♦❞<❧❡ ❞②♥❛♠✐>✉❡ ❜❛32 3✉+ ❧❛

❢♦+♠✉❧❡ ❞❡ C❛❝❡❥❦❛✳ ▲❡3 ❧♦✐3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♥' 2'2 ❞2✈❡❧♦♣♣2❡3 ❡♥ ✉'✐❧✐3❛♥' ❧❡ ♠♦✲

❞<❧❡ 3'❛'✐>✉❡ ❤②❜+✐❞❡ ❡' '❡3'2 3✉+ ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❞❡ C❛❝❡❥❦❛ >✉✐ ♣❡+♠❡' ❞✬❛✈♦✐+ ✉♥ ❜♦♥

❝♦♠♣♦+'❡♠❡♥' ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜+❛②❛❣❡ ♠❛✐3 ♥✬❡3' ♣❛3 ❛✣♥❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

C❛+♠✐ ❧❡3 ♠2'❤♦❞❡3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥2❛✐+❡✱ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ❝❤♦✐3✐ ❞✬✉'✐❧✐3❡+ ❞❡✉①

❛♣♣+♦❝❤❡3 ✿ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛+ ♠♦❞❡ ❣❧✐33❛♥' ❡' ❡' ❝❡❧❧❡ 6 ❜❛3❡ ❞❡ ♠♦❞<❧❡3 ❞❡ '②♣❡

❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦✳ C♦✉+ ❝♦♠♠❡♥❝❡+✱ ❞❛♥3 ❧❡ '+♦✐3✐<♠❡ ❝❤❛♣✐'+❡✱ ❧❡3 ❧♦✐3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜+❛②❛❣❡ 3♦♥' ❞2✈❡❧♦♣♣2❡3 ❡♥ ✉'✐❧✐3❛♥' ❧❛ ♠2'❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛+

♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐33❛♥'✳ ▲✬❛♣♣+♦❝❤❡ ✉'✐❧✐32❡ 2'❛✐' ❧❛ ♣♦✉+3✉✐'❡ ❞❡ '+❛❥❡❝'♦✐+❡ ❞❡ +2❢2+❡♥❝❡

❞❡ ❧❛ ✈✐'❡33❡ ❞❡ ❣❧✐33❡♠❡♥' ❞❡ ❧✬❡♠❜+❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡' ❞❡ ❧❛ ✈✐'❡33❡ ❞✉ ♠♦'❡✉+✳ ▲❡3

✈❛+✐❛❜❧❡3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥3✐❞2+2❡3 2'❛✐❡♥' ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦'❡✉+ ❡' ❧❛ ❢♦+❝❡ ♥♦+♠❛❧❡

❛♣♣❧✐>✉2❡ 3✉+ ❧✬❡♠❜+❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣✳ ▲✬❡♠❜+❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ ❡3' ♦✉✈❡+' ♣❛+ ✉♥❡ 3'+❛✲

'2❣✐❡✳ ▲❡3 '+❛❥❡❝'♦✐+❡3 ♦♥' 2'2 ❞2✜♥✐❡3 ♣♦✉+ 3❛'✐3❢❛✐+❡ ❞❡3 ❝♦♥❞✐'✐♦♥3 3❛♥3 3❡❝♦✉33❡3

❧♦+3 ❞❡ ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥' ❞❡ ❧✬❡♠❜+❛②❛❣❡✳ C❛+♠✐ ❧❡3 ❢♦♥❝'✐♦♥3 ❞✐3♣♦♥✐❜❧❡3✱ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3

32❧❡❝'✐♦♥♥2 ❞❡3 ♣♦❧②♥K♠❡3 ❞❡ ❞❡❣+2 3 ♣♦✉+ ❞2✜♥✐+ ❧❡3 '+❛❥❡❝'♦✐+❡3 ❞❡ +2❢2+❡♥❝❡✳ ◆♦✉3
❛✈♦♥3 2❣❛❧❡♠❡♥' '❡3'2 ✉♥ ♣♦❧②♥K♠❡ ❞❡ ❞❡❣+2 ♣❧✉3 2❧❡✈2 5 >✉✐ ♣❡+♠❡''❛✐' ❞✬❛❥✉3'❡+
❞❡✉① ♣♦✐♥'3 3✉♣♣❧2♠❡♥'❛✐+❡3 ❡♥'+❡ ❧❡ ❞2❜✉' ❡' ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉+❜❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥' ❧❡3 +23✉❧✲

'❛'3 ♥✬2'❛✐❡♥' ♣❛3 ♠❡✐❧❧❡✉+ >✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦❧②♥K♠❡ ❞❡❣+2 3✳ ▲❡3 +23✉❧'❛'3 ❞❡ 3✐♠✉❧❛'✐♦♥
3✉+ ❧❡ ♠♦❞<❧❡ 3✐♠♣❧✐✜2 ❛✐♥3✐ >✉❡ 3✉+ ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❝♦♠♣❧❡' ♦♥' ♠♦♥'+2 ❧❛ +♦❜✉3'❡33❡ ❞❡3

❧♦✐3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✈✐3✲6✲✈✐3 ❞❡3 ✐♥❝❡+'✐'✉❞❡3 ♣❛+❛♠2'+✐>✉❡3✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❧❡3 ❧✐♠✐'❡3

❞❡ ❧✬❛♣♣+♦❝❤❡ ♣❛+ ♠♦❞❡3 ❣❧✐33❛♥'3 ❞✉ ♣+❡♠✐❡+ ♦+❞+❡ ♦♥' 2'2 ♠♦♥'+2❡3 ❡♥ ♣+❡♥❛♥' ❡♥

❝♦♠♣'❡ ❧❡ '❡♠♣3 ❞❡ +2♣♦♥3❡ ❞✉ ♠♦'❡✉+ >✉✐ ✐♥❞✉✐' ✉♥ ❥❡+❦ ✐♠♣♦+'❛♥'✳

■❧ ♥♦✉3 ❡3' ❛♣♣❛+✉ ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞✬✉'✐❧✐3❡+ ✉♥❡ ❛✉'+❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ +♦❜✉3'❡

♣♦✉+ ❧❡3 3②3'<♠❡3 ♥♦♥ ❧✐♥2❛✐+❡3 ❜❛32❡ 3✉+ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ♠♦❞<❧❡3 ♣♦❧②'♦♣✐>✉❡3 ❞❡ '②♣❡

❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦✳ ▲❡ >✉❛'+✐<♠❡ ❝❤❛♣✐'+❡ ❛ ❛❧♦+3 ♣+♦♣♦32 ❞❡3 ❧♦✐3 ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ●▼C

❜❛32❡3 3✉+ ❝❡ '②♣❡ ❞❡ ♠♦❞<❧❡✳ ❆♣+<3 ✉♥ ❜+❡❢ 2'❛' ❞❡ ❧✬❛+' 3✉+ ❧❡3 ♠♦❞<❧❡3 ❚❙ ❡' ❧❡✉+

✶✼✶



❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ❊❚ )❊❘❙)❊❈❚■❱❊❙

 !❛❜✐❧✐ ❛!✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛!✐♦♥ , ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ●▼3 ✈✐❛ ✉♥❡  ②♥!❤7 ❡ H∞ ❡♥ ♣❤❛ ❡

❞❡ ❞8❝♦❧❧❛❣❡ ❡! ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥! ❞❡ :❛♣♣♦:! ❛ 8!8 ♣:8 ❡♥!8❡✳ ❉❛♥ ❧❛ ❞❡✉①✐7♠❡ ♣❛:!✐❡

❞✉ ❝❤❛♣✐!:❡✱ ✉♥❡ ❡①!❡♥ ✐♦♥ ❞❡ !:❛✈❛✉① ❛ ❝♦♥❝❡:♥8 ❧❡ ❞8✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥! ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ :♦❜✉ !❡ ♣:❡♥❛♥! ❡♥ ❝♦♠♣!❡ ❞❡ ✐♥❝❡:!✐!✉❞❡ ♣❛:❛♠8!:✐?✉❡ ❜♦:♥8❡ ✳ 3✉✐ ✱

♣♦✉: ❛♠8❧✐♦:❡: ❡♥❝♦:❡ ❧❡ ♣❡:❢♦:♠❛♥❝❡ ❡! ♣:❡♥❞:❡ ❡♥ ❝♦♠♣!❡ ❧❛ ♣❤❛ ❡ ❞❡ !:❛♥ ✐!♦✐:❡

❞❡ ❧✬❡♠❜:❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣ , ❧✬❡♠❜:❛②❛❣❡ ♦♥✲❣♦✐♥❣✱ ❧❛ !:♦✐ ✐7♠❡ ♣❛:!✐❡  ✬❡ ! ✐♥!8:❡ ✲

 8❡ , ❧✬❛♣♣:♦❝❤❡ ❜❛ 8❡  ✉: ❧✬✉!✐❧✐ ❛!✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞7❧❡ ❚❙ ✐♥❝❡:!❛✐♥ , ❝♦♠♠✉!❛!✐♦♥ 

❡♥ ♣:8 ❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡:!✉:❜❛!✐♦♥ ✳ ▲❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞8✈❡❧♦♣♣8❡ ♦♥! 8!8 !❡ !8❡ ❡♥

 ✐♠✉❧❛!✐♦♥  ✉: ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ❝♦♠♣❧❡! ❛✐♥ ✐ ?✉❡  ✉: ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ♣:❡♥❛♥! ❡♥ ❝♦♠♣!❡ ❧❛ ❞②♥❛✲

♠✐?✉❡ ❞✉ ♠♦!❡✉:✳ ▲❡ :8 ✉❧!❛! ❞❡  ✐♠✉❧❛!✐♦♥ ♦♥! ♠♦♥!:8 ❧❡ ❜♦♥♥❡ ♣❡:❢♦:♠❛♥❝❡ ❞❡

❝❡ !②♣❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♠♣❛:❛!✐✈❡♠❡♥! , ❝❡❧❧❡ ♦❜!❡♥✉❡ ♣❛: ♠♦❞❡ ❣❧✐  ❛♥! 

❞✬♦:❞:❡ ✶✳ ▲❡ :8 ✉❧!❛! ❞❡  ✐♠✉❧❛!✐♦♥ ♦❜!❡♥✉  ♦♥! ♣:♦♠❡!!❡✉: ?✉❛♥! , ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲

!✐♦♥ ❞❡ ❝❡!!❡ ♠8!❤♦❞❡ ❡♥ !❡♠♣ :8❡❧✱ ❞❛♥ ✉♥ ❡♥✈✐:♦♥♥❡♠❡♥! ❜:✉✐!8 ❡! ❡♥ ♣:8 ❡♥❝❡

❞✬✐♥❝❡:!✐!✉❞❡ ✳

▲❡ ♣❡: ♣❡❝!✐✈❡ , ❝❡ !:❛✈❛✐❧  ♦♥! ♠✉❧!✐♣❧❡ ✳ ❚♦✉! ❞✬❛❜♦:❞✱ ❧❛ ♣:✐ ❡ ❡♥ ❝♦♠♣!❡ ❞❡ 

❛❝!✐♦♥♥❡✉: ❞✬❡♠❜:❛②❛❣❡ ❞♦✐! E!:❡ :8❛❧✐ 8❡ ♣♦✉: !❡♥!❡: ❞✬❛♠8❧✐♦:❡: ❡♥❝♦:❡ ❧❡ !❡♠♣ 

❞❡ :8♣♦♥ ❡✳ ❯♥❡ ♣:❡♠✐7:❡ :8♣♦♥ ❡ , ❝❡ ♣:♦❜❧7♠❡ ❡ ! ❞♦♥♥8❡ ❞❛♥ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇ ❡♥

✉!✐❧✐ ❛♥! ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛: ♠♦❞❡ ❣❧✐  ❛♥! ✳ ❉✬❛✉!:❡ ❛ ♣❡❝! ♣❡✉✈❡♥! E!:❡ ❡♥✈✐ ❛❣8 

✭ ❛!✉:❛!✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ :❡!❛:❞  ✉: ❧❡ ♠❡ ✉:❡ ✱ ✳✳✳✮✳ ❊♥ ✉✐!❡✱ ✉♥ ♣♦✐♥! ❝:✐!✐?✉❡

❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛!✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥❞✐!✐♦♥ :8❡❧❧❡ ❡ ! ❧❛ ♣:✐ ❡ ❡♥ ❝♦♠♣!❡ ❞❡ ❝❛♣!❡✉: 

❞❡ ✈✐!❡  ❡ ?✉✐ ❢♦✉:♥✐  ❡♥! ❞❡ ✐♥❢♦:♠❛!✐♦♥ 8❝❤❛♥!✐❧❧♦♥♥8❡ ✭, ✉♥ ❝❡:!❛✐♥ ❞❡❣:8✱

♥♦♠❜:❡ ❞❡ ❞❡♥! ✴!♦✉:✮✳ ❉❛♥ ♥♦!:❡ ❛♣♣:♦❝❤❡ ♥♦✉ ❛✈♦♥  ✉♣♣♦ 8 ?✉❡ ❧❡ ♠❡ ✉:❡ 

❞❡ ✈✐!❡  ❡ ?✉✐  ♦♥! ♥8❝❡  ❛✐:❡ ♣♦✉: :8❛❧✐ ❡: ❧❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣:♦♣♦ 8❡ ❞❛♥ ❧❛

!❤7 ❡  ♦♥! ♣❛:❢❛✐!❡ ✳ ❖:✱ ❝❡ ♥✬❡ ! ♣❛ ❧❡ ❝❛  ✉: ❧❡ ✈8❤✐❝✉❧❡ ❞❡  8:✐❡ ♦✉ ❧❛ :8 ♦❧✉!✐♦♥

❞❡ ❝❛♣!❡✉: ❡ ! :❡❧❛!✐✈❡♠❡♥! ❢❛✐❜❧❡✳ ■❧ ❢❛✉! ❛❧♦: ♣♦✉✈♦✐: ♣:❡♥❞:❡ ❡♥ ❝♦♠♣!❡ ❝❡!!❡

✐♥❢♦:♠❛!✐♦♥ 8♣❛: ❡ ❞❛♥ ❧❡ ❞8✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥! ❡! ❧❛ ♠✐ ❡ ❡♥ ♦❡✉✈:❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡ ! ♥8❝❡  ❛✐:❡ ❞❡ ♣❛  ❡: ♣❛: ✉♥❡ ♣❤❛ ❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛!✐♦♥  ✉: ❜❛♥❝ ❞✬❡  ❛✐ ✱ ♣✉✐ 

 ✉: ✈8❤✐❝✉❧❡ ♣♦✉: ✈❛❧✐❞❡: ❧❡ ❞✐✛8:❡♥!❡ ❧♦✐ ❞❡ ❣❡ !✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜:❛②❛❣❡ ❡! 8✈❛❧✉❡: ❧❡✉:

❛♣♣♦:! :8❡❧✳

❉❛♥ !♦✉! ♥♦!:❡ !:❛✈❛✐❧✱ ❧✬❛♣♣:♦❝❤❡ ✉!✐❧✐ 8❡ ❡ ! ❜❛ 8❡  ✉: ❧❛ ♣♦✉: ✉✐!❡ ❞✬✉♥❡ !:❛✲

❥❡❝!♦✐:❡ ❞❡ :8❢8:❡♥❝❡ ♣♦✉: ❧❛ ✈✐!❡  ❡ ❞❡ ❣❧✐  ❡♠❡♥! ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜:❛②❛❣❡ ❛✜♥ ❞❡

❞✐♠✐♥✉❡: ❧❡ ❥❡:❦ ❞✉ ✈8❤✐❝✉❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥!✱ ✐❧ ❡ ! ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ !:♦✉✈❡: ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉:❡ !:❛✲

❥❡❝!♦✐:❡ ♣✉✐ ?✉❡ ❧❡ ❥❡:❦ ♥❡ ❞8♣❡♥❞ ?✉✬✐♥❞✐:❡❝!❡♠❡♥! ❞❡ ❧❛ ✈✐!❡  ❡ ❞❡ ❣❧✐  ❡♠❡♥!✳ ❯♥❡

❛✉!:❡ ♣❡: ♣❡❝!✐✈❡ , ❝❡ !:❛✈❛✐❧  ❡:❛✐! ❛❧♦: ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐:❡❝!❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡  ♦:!✐❡ ♦✉

❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜:❛②❛❣❡✱ ?✉✐  ♦♥! ❡✉① ❡♥ ❧✐❡♥ ❞✐:❡❝! ❛✈❡❝ ❧❡ ❥❡:❦ ❞✉ ✈8❤✐❝✉❧❡✳

▲❡ ♣:♦❜❧7♠❡ ?✉✐  ❡ ♣♦ ❡ ❛❧♦: ❡ ! ?✉❡ ❝❡ ❝♦✉♣❧❡ ♥❡  ♦♥! ♣❛ ♠❡ ✉:❛❜❧❡ ✳ ■❧ ❢❛✉❞:❛✐!

❞♦♥❝ ❞❛♥ ❝❡ ❝❛ ♣:8✈♦✐: ❞❡✉① 8!❛♣❡ ✿ ❞✬❛❜♦:❞ ❧✬✐♥!:♦❞✉❝!✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜ ❡:✈❛!❡✉: ❞❡

❝♦✉♣❧❡✱ ♣✉✐ ❧✬❛  ♦❝✐❛!✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❞❡:♥✐7:❡ ❛♣♣:♦❝❤❡ ♣♦  ✐❜❧❡ ❡ ! ❞❡ ❝♦♥ ✐❞8:❡: ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ❞✉ ●▼3 ❛✈❡❝

❧✬❛❝!✐♦♥♥❡✉: ❞8❝:✐! ❞❛♥ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞7❧❡ ❡♥ ❝❛ ❝❛❞❡ ❡! ♣❛: ❝♦♥ 8?✉❡♥!

❞❡ ❝♦♥ ✐❞8:❡: ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❝❛ ❝❛❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ♣❡:❢♦:♠❛♥❝❡ ❞✐✛8:❡♥!❡ ♣♦✉:

❝❤❛?✉❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
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❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡

❬❆❜❡$❣❡$ ❡& ❖&&❡$✱ ✷✵✵✷❪ ❆❜❡#❣❡#✱ ▼✳ ❡& ❖&&❡#✱ ▼✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢$✐❝&✐♦♥

✐♥ ♠♦❞❡❧✐❝❛ ✇✐&❤ &❤❡ ▲✉●$❡ ❢$✐❝&✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ■♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧ ▼♦❞❡❧✐❝❛ ❈♦♥❢❡♥❝❡✱

/$♦❝❡❡❞✐♥❣1✳

❬❆❜$❛❤❛♠>>♦♥ ❡& ❈❛$❧>♦♥✱ ✷✵✵✽❪ ❆❜#❛❤❛♠**♦♥✱ ❍✳ ❡& ❈❛#❧*♦♥✱ B✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❘♦✲

❜✉>& &♦$E✉❡ ❝♦♥&$♦❧ ❢♦$ ❛✉&♦♠❛&❡❞ ❣❡❛$ >❤✐❢&✐♥❣ ✐♥ ❤❡❛✈② ❞✉&② ✈❡❤✐❝❧❡>✳ ▼H♠♦✐$❡
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❬▲✉❝❡♥$❡ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❜❪ ▲✉❝❡♥/❡✱ ●✳✱ ▼♦♥/❛♥❛1✐✱ ▼✳ ❡$ ❘♦33✐✱ ❈✳ ✭✷✵✵✼❜✮✳ ▼♦✲

❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛✉$♦♠❛$❡❞ ♠❛♥✉❛❧ $2❛♥3♠✐33✐♦♥ 3②3$❡♠✳ ▼❡❝❤❛'$♦♥✐❝,✱ ✶✼✿✼✸✕✾✶✳

❬▼❛2❝✐3③❦♦✱ ✷✵✵✹❪ ▼❛1❝✐3③❦♦✱ ❋✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❚♦2U✉❡ 3❡♥3♦2 ❜❛3❡❞ ♣♦✇❡2$2❛✐♥ ❝♦♥$2♦❧✳

▼`♠♦✐2❡ ❞❡ ❉✳❊✳❆✳✱ ▲✐♥❦c♣✐♥❣ ❯♥✐✈❡23✐$②✱ ❙✇❡❞❡♥✳

❬▼❛2❦❧✉♥❞ ❡$ ▲❛233♦♥✱ ✷✵✵✽❪ ▼❛1❦❧✉♥❞✱ H✳ ❡$ ▲❛133♦♥✱ ❘✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❲❡$ ❝❧✉$❝❤

❢2✐❝$✐♦♥ ❝❤❛2❛❝$❡2✐3$✐❝3 ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢2♦♠ 3✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣✐♥ ♦♥ ❞✐3❝ $❡3$✳ ❚$✐❜♦❧♦❣② ■♥'❡$✲

♥❛'✐♦♥❛❧✱ ✹✶✿✽✷✹✕✽✸✵✳

❬▼❛2✉ ❡$ ❚❛♥❛❦❛✱ ✷✵✵✼❪ ▼❛1✉✱ ▼✳ ❡$ ❚❛♥❛❦❛✱ ❉✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❈♦♥3✐❞❡2❛$✐♦♥ ♦❢ 3$2✐✲

❜❡❝❦ ❞✐❛❣2❛♠ ♣❛2❛♠❡$❡23 ✐♥ $❤❡ ✐♥✈❡3$✐❣❛$✐♦♥ ♦♥ ✇❡❛2 ❛♥❞ ❢2✐❝$✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦2 ✐♥

❧✉❜2✐❝❛$❡❞ 3❧✐❞✐♥❣✳ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ '❤❡ ❇$❛③✐❧✐❛♥ ❙♦❝✐❡'② ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡, ❛♥❞

❊♥❣✐♥❡❡$✐♥❣✱ ❱♦❧✳ ❳❳■❳✳

❬▼❛$❤❲♦2❦3✱ ✶✾✾✽❪ ▼❛/❤❲♦1❦3 ✭✶✾✾✽✮✳ ❯,✐♥❣ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ❛♥❞ ❙'❛'❡✢♦✇ ✐♥ ❆✉'♦✲

♠♦'✐✈❡ ❆♣♣❧✐❝❛'✐♦♥,✳ ▼❛$❤❲♦2❦3✱ ■♥❝✳

❬▼♦♥$❛♥❛2✐✱ ❪ ▼♦♥/❛♥❛1✐✱ ▼✳ ❙♦♠❡ ♥♦$❡3 ♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥$2♦❧ ♦❢ ❡❧❡❝$2♦✲

❤②❞2❛✉❧✐❝ 3②3$❡♠3 ❢♦2 ❛✉$♦♠♦$✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥3✳

❬▼♦♥$❛♥❛2✐ ❡' ❛❧✳✱ ❪ ▼♦♥/❛♥❛1✐✱ ▼✳✱ ❘♦♥❝❤✐✱ ❋✳✱ ❘♦33✐✱ ❈✳ ❡$ ❚✐❧❧✐✱ ❆✳ H❡2❢♦2✲

♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛$✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤②❞2❛✉❧✐❝ ❝❧✉$❝❤ ❝♦♥$2♦❧ 3②3$❡♠✳

❬▼♦♥$❛♥❛2✐ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ▼♦♥/❛♥❛1✐✱ ▼✳✱ ❘♦♥❝❤✐✱ ❋✳✱ ❘♦33✐✱ ❈✳✱ ❚✐❧❧✐✱ ❆✳ ❡$ ❚♦✲

♥✐❡❧❧✐✱ ❆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❈♦♥$2♦❧ ❛♥❞ ♣❡2❢♦2♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛$✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧✉$❝❤ 3❡2✈♦ 3②3$❡♠

✇✐$❤ ❤②❞2❛✉❧✐❝ ❛❝$✉❛$✐♦♥✳ ❈♦♥'$♦❧ ❊♥❣✐♥❡❡$✐♥❣ I$❛❝'✐❝❡✱ ✶✷✿✶✸✻✾✕✶✸✼✾✳

❬▼♦2g2❡✱ ✷✵✵✶❪ ▼♦1:1❡✱ ❨✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ▼✐,❡ ❡♥ ♦❡✉✈$❡ ❞❡ ❧♦✐, ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉$ ❧❡,

♠♦❞J❧❡, ✢♦✉, ❞❡ '②♣❡ ❚❛❣❛❦✐✕❙✉❣❡♥♦✳ ❚❤g3❡ ❞❡ ❞♦❝$♦2❛$✱ ❯♥✐✈❡23✐$` ❞❡ ❱❛❧❡♥✲

❝✐❡♥♥❡3 ❡$ ❞✉ ❍❛✐♥❛✉$✲❈❛♠❜2`3✐3✳

❬▼♦23❡❧❧✐ ❡' ❛❧✳✱ ❪ ▼♦13❡❧❧✐✱ ❘✳✱ ❙❡1♥✐✱ ❘✳ ❩✳ ❊✳✱ ❇❡❞♦❣♥✐✱ ❊✳ ❡$ ❙❡❞♦♥✐✱ ❊✳ ▼♦✲

❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥$2♦❧ ♦❢ ✇❡$ ❝❧✉$❝❤3 ❜② ♣2❡33✉2❡✲❝♦♥$2♦❧ ✈❛❧✈❡3✳

✶✼✽
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❬◆✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ◆✐✱ ❈✳✱ ▲✉✱ ❚✳ ❡, ❩❤❛♥❣✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ●❡❛23❤✐❢, ❝♦♥,2♦❧ ❢♦2 ❞2② ❞✉❛❧✲

❝❧✉,❝❤ ,2❛♥3♠✐33✐♦♥3✳ ■❙❙◆✱ ✽✿✶✶✵✾✕✷✼✼✼✳

❬◆♦✉❛✐❧❧❡,❛3✱ ✷✵✵✾❪ ◆♦✉❛✐❧❧❡,❛-✱ ❘✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ▼♦❞+❧✐-❛!✐♦♥ ❤②❜2✐❞❡✱ ✐❞❡♥!✐✜❝❛!✐♦♥✱

❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡! ❡-!✐♠❛!✐♦♥ ❞✬+!❛!- ❞❡ -②-!8♠❡ -♦✉♠✐- : ❞❡- ❢2♦!!❡♠❡♥!- -❡❝- ✲ ❆♣✲

♣❧✐❝❛!✐♦♥ : ✉♥ ❡♠❜2❛②❛❣❡ 2♦❜♦!✐-+✳ ❚❤E3❡ ❞❡ ❞♦❝,♦2❛,✱ ●2❡♥♦❜❧❡ ■◆H✳

❬❖❧33♦♥ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪ ❖❧--♦♥✱ ❍✳✱ ➴-,01♠✱ ❑✳✱ ❈❛♥✉❞❛- ❞❡ ❲✐,✱ ❈✳✱ ●7❢✈❡0,✱

▼✳ ❡, ▲✐-❝❤✐♥-❦②✱ H✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❋2✐❝,✐♦♥ ♠♦❞❡❧3 ❛♥❞ ❢2✐❝,✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥3❛,✐♦♥✳

❬❖✇❡♥✱ ✷✵✵✶❪ ❖✇❡♥✱ ❲✳ ❙✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❆♥ ✐♥✈❡3,✐❣❛,✐♦♥ ✐♥,♦ ,❤❡ 2❡❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ 3,✐❝❦✲3❧✐♣

❢2✐❝,✐♦♥ ✐♥ ❤②❞2❛✉❧✐❝ ❛❝,✉❛,♦23✳ ▼V♠♦✐2❡ ❞❡ ❉✳❊✳❆✳✱ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡23✐,② ♦❢ ❇2✐,✐3❤

❈♦❧✉♠❜✐❛✳

❬H❛❝❡❥❦❛ ❡, ❇❛❦❦❡2✱ ✶✾✾✷❪ >❛❝❡❥❦❛✱ ❍✳ ❇✳ ❡, ❇❛❦❦❡0✱ ❊✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❚❤❡ ♠❛❣✐❝ ❢♦2✲

♠✉❧❛ ,②2❡ ♠♦❞❡❧✳ ❱❡❤✐❝❧❡ -②-!❡♠ ❞②♥❛♠✐❝- ✿ ✐♥!❡2♥❛!✐♦♥❛❧ ❥♦✉2♥❛❧ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝- ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐!②✱ ✷✶✿✶✕✶✽✳

❬H❛❝❡❥❦❛ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✽✼❪ >❛❝❡❥❦❛✱ ❍✳ ❇✳✱ ❇❛❦❦❡0✱ ❊✳ ❡, ◆②❜♦0❣✱ ▲✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❚②2❡

♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢♦2 ✉3❡ ✐♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝3 3,✉❞✐❡3✳ ❙❆❊ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ F❛♣❡2 ✽✼✵✹✷✶✳

❬H❛♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ >❛♥✱ ❏✳✱ ❲❛♥❣✱ ❘✳✱ ●✉❡00❛✱ ❚✳ ❡, ❚✐❛♥✱ ❉✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ◆❡✇ ❛♣✲

♣2♦❛❝❤❡3 ,♦ H∞ ❝♦♥,2♦❧❧❡2 ❞❡3✐❣♥3 ❢♦2 ❞✐3❝2❡,❡ ❚✲❙ ❢✉③③② 3②3,❡♠✳ ■♥ ❚❤❡ ■♥!❡2♥❛✲

!✐♦♥❛❧ ❋❡❞❡2❛!✐♦♥ ♦❢ ❆✉!♦♠❛!✐❝ ❈♦♥!2♦❧✱ ❙❡♦✉❧✱ ❑♦2❡❛✱ ❏✉❧② ✻✲✶✶ ✳

❬H❛2❦ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ >❛0❦✱ ❏✳✱ ❨✳>❛0❦✱ ❑✳❑✇❛❦ ❡, ❍♦♥❣✱ ❏✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ▲▼■✲❜❛3❡❞

❞❡3✐❣♥ ♦❢ ♦♣,✐♠❛❧ ❝♦♥,2♦❧❧❡23 ❢♦2 ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ❢✉③③② 3②3,❡♠3✳ ■♥ ▲❡❝!✉2❡ ◆♦!❡-

✐♥ ❈♦♠♣✉!❡2 ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✵✹✱ ❱♦❧✉♠❡ ✸✵✼✵✴✷✵✵✹✱ ✾✼✷✲✾✼✼✳

❬H❛2❦ ❡, ❑✇♦♥✱ ✷✵✵✻❪ >❛0❦✱ ❏✳ ❍✳ ❡, ❑✇♦♥✱ ❖✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ●✉❛2❛♥,❡❡❞ ❝♦3, ❝♦♥,2♦❧ ♦❢

,✐♠❡✲❞❡❧❛② ❝❤❛♦,✐❝ 3②3,❡♠3✳ ❈❤❛♦-✱ ❙♦❧✐!♦♥- ❛♥❞ ❋2❛❝!❛❧-✱ ✷✼✿✶✵✶✶✕✶✵✶✽✳

❬H❡,,❡233♦♥✱ ✶✾✾✻❪ >❡,,❡0--♦♥✱ ▼✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❉2✐✈❡❧✐♥❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ F2✐♥❝✐♣❧❡- ❢♦2

❙♣❡❡❞ ❈♦♥!2♦❧ ❛♥❞ ●❡❛2✲❙❤✐❢! ❈♦♥!2♦❧✳ ❚❤E3❡ ❞❡ ❞♦❝,♦2❛,✱ ▲✐♥❦`♣✐♥❣ ❯♥✐✈❡23✐,②✱

❙✇❡❞❡♥✳

❬H❡,,❡233♦♥✱ ✶✾✾✼❪ >❡,,❡0--♦♥✱ ▼✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❉2✐✈❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥,2♦❧✳ ▼V✲

♠♦✐2❡ ❞❡ ❉✳❊✳❆✳✱ ▲✐♥❦`♣✐♥❣ ❯♥✐✈❡23✐,②✳

❬H❧❛,③ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪ >❧❛,③✱ ❚✳✱ ❉❡♥③❧❡0✱ H✳✱❑❛❞❡♥✱ ❇✳ ❡,▼❛✉0✐,③✱ ❑✳✲❍✳ ✭✶✾✾✹✮✳

▼♦,♦2 ❧❡❛2♥✐♥❣ ❛❢,❡2 2❡❝♦2✈❡2② ❢2♦♠ ❤❡♥♠✐♣❛2❡3✐3✳ ◆❡✉2♦✲♣-②❝❤♦❧♦❣✐❛✱ ✸✷✿✶✷✵✾✕

✶✷✷✸✳

❬❘❛❥❛♠❛♥✐✱ ✷✵✵✻❪ ❘❛❥❛♠❛♥✐✱ ❘✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❱❡❤✐❝❧❡ ❉②♥❛♠✐❝- ❛♥❞ ❈♦♥!2♦❧✳ ❙♣2✐♥❣❡2✳
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>②>.❡♠> ❜❛>❡❞ ♦♥ ❛ >✇✐.❝❤✐♥❣ ❢✉③③② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣✐❡❝❡✇✐>❡ ❧②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝.✐♦♥✳ ❆❝!❛

❆✉!♦♠❛!✐❝❛ ❙✐♥✐❝❛✱ ✸✺✿✶✷✸✺✕✶✷✸✾✳

❬❳✐❡ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❳✐❡✱ ❲✳✱ ❲✉✱ ❍✳ ❡. ❩❤❛♦✱ ❳✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❘❡❧❛①❡❞ ▲▼■> ♦❜>❡4✈❡4✲

❜❛>❡❞ ❝♦♥.4♦❧❧❡4 ❞❡>✐❣♥ ✈✐❛ ✐♠♣4♦✈❡❞ ❚✲❙ ❢✉③③② ♠♦❞❡❧ >.4✉❝.✉4❡✳ ■♥ ▲❡❝!✉(❡ ◆♦!❡*

✐♥ ❈♦♠♣✉!❡( ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✵✺✱ ❱♦❧✉♠❡ ✸✻✶✸✴✷✵✵✺✱ ✹✼✻✳

❬❨♦✉♥❣ ❡. ▼❛4.❡♥✐✉❦✱ ✶✾✾✼❪ ❨♦✉♥❣✱ ❘✳ [✳ ❡. ▼❛'9❡♥✐✉❦✱ ❘✳ ●✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❆❝]✉✐>✐✲

.✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧.✐✲❛4.✐❝✉❧❛4 ❦✐❝❦✐♥❣ .❛>❦ ✿ ❏❡4❦ ❛♥❛❧②>✐> ❞❡♠♦♥>.4❛.❡> ♠♦✈❡♠❡♥.> ❞♦

♥♦. ❜❡❝♦♠❡ >♠♦♦.❤❡4 ✇✐.❤ ❧❡❛4♥✐♥❣✳ ❍✉♠❛♥ ▼♦✈❡♠❡♥! ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✾✿✻✼✼✕✼✵✶✳

❬❨✉ ❡. ▲✐❡♥✱ ✷✵✵✽❪ ❨✉✱ ❑✳✲❲✳ ❡. ▲✐❡♥✱ ❈✳✲❍✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❘♦❜✉>. H∞ ❝♦♥.4♦❧ ❢♦4 ✉♥❝❡4✲

.❛✐♥ ❚✲❙ ❢✉③③② >②>.❡♠> ✇✐.❤ >.❛.❡ ❛♥❞ ✐♥♣✉. ❞❡❧❛②>✳ ❈❤❛♦*✱ ❙♦❧✐!♦♥* ❛♥❞ ❋(❛❝!❛❧*✱

✸✼✿✶✺✵✕✶✺✻✳

❬❩❛♥❛>✐ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ❩❛♥❛0✐✱ ❘✳✱ ❱✐0❝♦♥9✐✱ ❆✳✱ ●✳❙❛♥❞♦♥✐ ❡. ❘✳▼♦'0❡❧❧✐

✭✷✵✵✶✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥.4♦❧ ♦❢ ❛ ❝❛4 .4❛♥>♠✐>>✐♦♥ >②>.❡♠✳ ■♥ ■♥✲
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♣✐❧♦0❛❣❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜4❛②❛❣❡

❉❛♥# ❝❡&&❡ ❛♥♥❡①❡✱ ✉♥ ♠♦❞-❧❡ ❞✉ #②#&-♠❡ ❞❡ ♣✐❧♦&❛❣❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜4❛②❛❣❡ ❞❡

&②♣❡ ❤②❞4❛✉❧✐6✉❡ ❡#& ♣47#❡♥&7✳ ▲✬❛4❝❤✐&❡❝&✉4❡ #✐♠♣❧✐✜7❡ ❡#& ❞♦♥♥7❡ #✉4 ❧❛ ✜❣✉4❡ ❆✳✶

❝♦♠♣4❡♥❛♥& ❧❡# 7❧7♠❡♥&# ♣4✐♥❝✐♣❛✉① ✿ ❧❛ #❡4✈♦✲✈❛❧✈❡ ❤②❞4❛✉❧✐6✉❡ A &4♦✐# ✈♦✐❡# ✭✷✮✱ ❧❡

47❝❡♣&❡✉4 ❤②❞4❛✉❧✐6✉❡ ❞✬❡♠❜4❛②❛❣❡ ✭✹✮ ❡& ❧❡ 4❡##♦4& A ❞✐❛♣❤4❛❣♠❡ ✭✺✮✳ ▲❡# ♣✐#&♦♥#

❞❡ #②♥❝❤4♦♥✐#❛&✐♦♥ ❡& ❧❡# ✈❛❧✈❡# ❞❡ ♠♦❞✉❧❛&✐♦♥ ❞❡ ♣4❡##✐♦♥ ♥❡ #♦♥& ♣❛# 4❡♣47#❡♥&7#✳

▲❡ ♠♦❞-❧❡ ❞②♥❛♠✐6✉❡ ❡#& 4❡♣47#❡♥&7 ❡♥ ❝♦♥#✐❞74❛♥& ❧❡ ❞7❝♦✉♣❛❣❡ #✉✐✈❛♥& ❡♥ &4♦✐#
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4❡##♦4&# ❞❡ ❞✐#6✉❡✱ ✭✻✮ ✲ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜4❛②❛❣❡
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♠♦❞-❧❡ ❞②♥❛♠✐6✉❡ ❞✉ ♣✐#&♦♥ ❞✉ 47❝❡♣&❡✉4✳
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❆✳✶ ❙❡%✈♦✲✈❛❧✈❡ ❤②❞%❛✉❧✐0✉❡ 1 2%♦✐3 ✈♦✐❡3

▲❛ ♣#❡%%✐♦♥ ❞✉ #+❝❡♣-❡✉# ❤②❞#❛✉❧✐1✉❡ ❞✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡%- ❝♦♥-#6❧+❡ ♣❛# ❧❛ ✈❛❧✈❡ 8

-#♦✐% ✈♦✐❡%✳ :♦✉# ✉♥ ❝♦✉#❛♥- +❧❡❝-#♦♠❛❣♥+-✐1✉❡ ❜❛%✱ ❧❡ ❝②❧✐♥❞#❡ +-❛♥- #❡❧✐+ ❛✉ #+✲

%❡#✈♦✐#✱ ❧❛ ♣#❡%%✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡- ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡%- ❞+%❡♥❣❛❣+✳ :♦✉# ✉♥ ❝♦✉#❛♥- +❧❡❝-#♦✲

♠❛❣♥+-✐1✉❡ +❧❡✈+✱ ❧❡ ❝②❧✐♥❞#❡ +-❛♥- #❡❧✐+ 8 ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛-❡✉#✱ ❧❛ ♣#❡%%✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥-❡ ❡-

❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡%- ❡♥❝❧❡♥❝❤+✳

▲❛ %❡#✈♦✲✈❛❧✈❡ ❤②❞#❛✉❧✐1✉❡ ❡%- ✉♥❡ ✈❛❧✈❡ ❞❡ ❝♦♥-#6❧❡ ❞✬+❝♦✉❧❡♠❡♥-✳ ▲❡ ❞+♣❧❛❝❡✲

♠❡♥- ❞✬✉♥ -❛♠❜♦✉# ❞+✜♥✐- ❧✬+❝♦✉❧❡♠❡♥-✳ ■❧ ❡%- ❞+♣❧❛❝+ ♣❛# ❧❡% ❢♦#❝❡% ♠❛❣♥+-✐1✉❡%

❡- ❞❡ #❛♣♣❡❧ +❧❛%-✐1✉❡%✳ ▲❛ ✈❛❧✈❡ %❡#✈♦ ❤②❞#❛✉❧✐1✉❡ ♠❡- ❡♥ ❥❡✉ -#♦✐% ♣❤+♥♦♠A♥❡%

♣❤②%✐1✉❡% ✿ +❧❡❝-#♦♠❛❣♥+-✐1✉❡✱ ♠+❝❛♥✐1✉❡ ❡- ❤②❞#❛✉❧✐1✉❡✳ ❯♥ ♠♦❞A❧❡ %✐♠♣❧✐✜+ ❞❡ ❧❛

%❡#✈♦✲✈❛❧✈❡ ❡%- ❞♦♥♥+ ❞❛♥% ❬❖✇❡♥✱ ✷✵✵✶❪ %♦✉% ❧❛ ❢♦#♠❡ ❞✬✉♥ ♣#❡♠✐❡# ♦#❞#❡ ✿

ẋv = −
1

τv
xv +

Kv

τv
V ✭❆✳✶✮

♦N Kv ❡%- ❧❡ ❢❛❝-❡✉# ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡✱ τv ❡%- ❧❛ ❝♦♥%-❛♥-❡ ❞❡ -❡♠♣% ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡✱ ❡- V ❡%- ❧❛

-❡♥%✐♦♥ ❞✬❡♥-#+❡✳

❆✳✷ ❉②♥❛♠✐0✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣%❡33✐♦♥ 1 ❧✬✐♥2:%✐❡✉% ❞❡ ❧❛

❝❤❛♠❜%❡ ❞✉ %:❝❡♣2❡✉% ❞✬❡♠❜%❛②❛❣❡

❊♥ ♥+❣❧✐❣❡❛♥- ❧❛ ♣❡#-❡ ❞❡ ♣#❡%%✐♦♥ ❞❛♥% ❧❡% ♣✐♣❡%✱ ❧❛ ♣#❡%%✐♦♥ ❡♥ %♦#-✐❡ ❞❡ ❧❛ %❡#✈♦✲

✈❛❧✈❡ pv ❡%- +❣❛❧❡ 8 ❧❛ ♣#❡%%✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝②❧✐♥❞#❡ ❞✉ #+❝❡♣-❡✉# ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡
pc✳ ▲✬+1✉❛-✐♦♥ ❞✐✛+#❡♥-✐❡❧❧❡ 1✉✐ ❞+❝#✐- ❧❛ ❞②♥❛♠✐1✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣#❡%%✐♦♥ ❝②❧✐♥❞#❡ pc ❡%- ✿

ṗc = ṗv =
β

V0 + xpAp

(Qv − ẋpAp) ✭❆✳✷✮

♦N β ❡%- ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣#❡%%✐❜✐❧✐-+ ❞❡ ❧✬❤✉✐❧❡✱ V0 ❡%- ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥✐-✐❛❧ ❞✉ ❝②❧✐♥❞#❡✱

xp ❡%- ❧❛ ♣♦%✐-✐♦♥ ❞✉ ♣✐%-♦♥ ❞✉ #+❝❡♣-❡✉# ❞❡ ❧✬❡♠❜#❛②❛❣❡✱ Ap ❡%- ❧❛ %✉#❢❛❝❡ ❞✉ ♣✐%-♦♥

❞✉ #+❝❡♣-❡✉# ❡- Qv ❡%- ❧✬+❝♦✉❧❡♠❡♥- ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡ 1✉✐ %✬+❝#✐- ❝♦♠♠❡ ✿

Qv = Qs −Qt ✭❆✳✸✮

♦N Qs✱ Qt %♦♥- ❧❡% +❝♦✉❧❡♠❡♥-% ❞❡ ❝❤❛#❣❡♠❡♥- ❡- ❞❡ ❞+❝❤❛#❣❡♠❡♥-✳ ■❧% %♦♥- ❞+❝#✐-%

%❡❧♦♥ ❧✬+1✉❛-✐♦♥ ❞❡ ❇❡#♥♦✉❧❧✐ ♣❛# ✿

Qs = Cd

√

2

ρ
Af (xv)

√

|ps − pv|%✐❣♥(ps − pv) ✭❆✳✹✮

Qt = Cd

√

2

ρ
Ad(xv)

√

|pv − pt|%✐❣♥(pv − pt) ✭❆✳✺✮

♦N ρ ❡%- ❧❛ ❞❡♥%✐-+ ❞❡ ❧✬❤✉✐❧❡✱ Cd ❡%- ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥- ❞❡ ♣❡#-❡ ❞❡ ❝❤❛#❣❡✱ Af ❡- Ad %♦♥-

❧❡% %✉#❢❛❝❡% ❞✬♦#✐✜❝❡ ❞❡ ❝❤❛#❣❡♠❡♥- ❡- ❞❡ ❞+❝❤❛#❣❡♠❡♥-✱ ps ❡%- ❧❛ ♣#❡%%✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧✬❡♥-#+❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡✱ pt ❡%- ❧❛ ♣#❡%%✐♦♥ ❞❛♥% ❧❡ #+%❡#✈♦✐# ❡- pv ❡%- ❧❛ ♣#❡%%✐♦♥ 8 ❧❛
%♦#-✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡✳

✭❆✳✻❛✮

Af = arccos

(

1−
xv − Ld

ro

)

r2o − (ro − xv + Ld)
√

r2o − (ro − xv + Ld)2✱

xv ∈ [Ld, 2ro + Ld]
✭❆✳✻❜✮Af = 0✱ xv /∈ [Ld, 2ro + Ld]

✶✽✹
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✭❆✳✼❛✮

Ad = arccos

(

1 +
xv + Ld

ro

)

r2o + (ro + xv + Ld)
√

r2o − (ro + xv + Ld)2✱

xv ∈ [−Ld,−Ld − 2ro]
✭❆✳✼❜✮Ad = 0✱ xv /∈ [−Ld,−Ld − 2ro]

♦) ro ❡+, ❧❡ .❛②♦♥ ❞❡ ❧✬♦.✐✜❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡ ❞❡ ❝❤❛.❣❡♠❡♥, ❡, ❞❡ ❞:❝❤❛.❣❡♠❡♥,✱ 2Ld ❡+,

❧❛ ③♦♥❡ ♠♦.,❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡✳

❆✳✸ ❉②♥❛♠✐)✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦0✐1✐♦♥ ❞✉ ♣✐01♦♥ ❞✉ 23❝❡♣✲

1❡✉2 ❞❡ ❧✬❡♠❜2❛②❛❣❡

▲✬:=✉❛,✐♦♥ ❞②♥❛♠✐=✉❡ ❞✉ ♣✐+,♦♥ ❡+, ❞♦♥♥:❡ ♣❛. ❧✬❡①♣.❡++✐♦♥ ✿

ẍp =
1

mp

(

pcAp − Ff (ẋp)−
1

i1i2
Fn(xp)

)

✭❆✳✽✮

♦) mp ❡+, ❧❛ ♠❛++❡ :=✉✐✈❛❧❡♥,❡ ❞❡+ ♣❧❛,❡❛✉① ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜.❛②❛❣❡ ❡, ❞✉ ♣✐+,♦♥

.❛♠❡♥:❡+ ❛✉ ♣✐+,♦♥✱ pc ❡+, ❧❛ ♣.❡++✐♦♥ ❞✉ ❝②❧✐♥❞.❡✱ i1 ❡+, ❧❡ .❛♣♣♦., ❞✉ ❧❡✈✐❡. ✭✈♦✐.

❧❛ ✜❣✉.❡ ❆✳✶✮✱ i2 ❡+, ❧❡ .❛♣♣♦., ❞✉ .❡++♦., D ❞✐❛♣❤.❛❣♠❡✱ Fn ❡+, ❧❛ ❢♦.❝❡ ❞❡ .❛♣♣❡❧

:❧❛+,✐=✉❡ ❞✉ .❡++♦., D ❞✐❛♣❤.❛❣♠❡ ✭=✉✐ ❡+, :❣❛❧❡♠❡♥, ❧❛ ❢♦.❝❡ ♥♦.♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐=✉:❡ +✉.

❧✬❡♠❜.❛②❛❣❡✮✱ Ff ❡+, ❧❛ ❢♦.❝❡ ❞❡ ❢.✐❝,✐♦♥✳

i1 =
b

a
✭❆✳✾✮

i2 =
c

d
=

De

De −Dw

✭❆✳✶✵✮

♦) De ❡+, ❧❡ ❞✐❛♠H,.❡ ❡①,:.✐❡✉. ❞✉ .❡++♦., D ❞✐❛♣❤.❛❣♠❡ ❡, Dw ❡+, ❧❡ ❞✐❛♠H,.❡ D ❧❛

.❛❝✐♥❡ ❞❡ ❢❡♥,❡+ ❞✉ .❡++♦., D ❞✐❛♣❤.❛❣♠❡✳

▲❛ ❢♦.❝❡ ❞❡ .❛♣♣❡❧ :❧❛+,✐=✉❡ ✭♦✉ ♥♦.♠❛❧❡✮ Fn ❡+, ❞:,❡.♠✐♥:❡ ♣❛. ❧❛ ❣:♦♠:,.✐❡ ❞✉

.❡++♦., D ❞✐❛♣❤.❛❣♠❡ +❛♥+ ❝♦♥,.❛✐♥,❡ ✭✈♦✐. ❧❛ ✜❣✉.❡ ❆✳✷✮✱ ♣❛. +❛ ❝♦♠♣.❡++✐♦♥ ❡, ♣❛.

❧❛ ♥❛,✉.❡ ❞✉ ♠:,❛❧✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉, K,.❡ ❝❛❧❝✉❧:❡ ✈✐❛ ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡ ✐♥,.♦❞✉✐,❡ ❞❛♥+ ❬❆❧♠❡♥ ❡,

▲❛+③❧♦✱ ✶✾✸✻❪ ✿

Fn(s) =
4E

(1− µ2)KD2
e

s
(

(h− s)
(

h−
s

2

)

σ + σ3
)

✭❆✳✶✶✮

❛✈❡❝

K ,
1

π

( δ−1
δ
)2

δ+1
δ−1

− 2
ln δ

, δ ,
De

Dw

♦) Fn ❡+, ❧❛ ❢♦.❝❡ :❧❛+,✐=✉❡ ❬N❪✱ E ❡+, ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬:❧❛+,✐❝✐,: ❞✉ ♠:,❛❧ ❬N/m2
❪✱ De

❡+, ❧❡ ❞✐❛♠H,.❡ ❡①,:.✐❡✉. ❞✉ .❡++♦., D ❞✐❛♣❤.❛❣♠❡ ❬ mm❪✱ Dw ❡+, ❧❡ ❞✐❛♠H,.❡ D ❧❛

.❛❝✐♥❡ ❞❡+ ❢❡♥,❡+ ❞✉ .❡++♦., D ❞✐❛♣❤.❛❣♠❡ ❬ mm❪✱ h ❡+, ❧❛ ❤❛✉,❡✉. ❞✉ ❝P♥❡ ❞❡ .❡+♦.,

D ❧❛ .❛❝✐♥❡ ❞❡+ ❢❡♥,❡+ ❬mm❪✱ σ ❡+, ❧✬:♣❛✐++❡✉. ❞✉ .❡++♦., ❬mm❪✱ µ ❡+, ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ❞❡

R♦✐++♦♥ ✭♣♦✉. ❧✬❛❝✐❡. ❞✉ .❡++♦.,✱ µ = 0.3✮ ❡, s ❡+, ❧❛ ❞:❢♦.♠❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉,❡✉. ❞✉

❝P♥❡ D ♣❛.,✐. ❞❡ +❛ ❣:♦♠:,.✐❡ +❛♥+ ❝♦♥,.❛✐♥,❡ ❬ mm❪✳ ❊♥ ♥:❣❧✐❣❡❛♥, ❧❛ ❞:❢♦.♠❛,✐♦♥

❞✉ ❧❡✈✐❡.✱ ❝❡,,❡ ❞:❢♦.♠❛,✐♦♥ +✬❡①♣.✐♠❡ ♣❛. ✿

s = 1000
1

i1i2
xp ✭❆✳✶✷✮

✶✽✺
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❋✐❣✉$❡ ❆✳✷ ✕ ❆$❝❤✐(❡❝(✉$❡ ❞✉ $❡,,♦$( . ❞✐❛♣❤$❛❣♠❡ ❬❆❧♠❡♥ ❡( ▲❛,③❧♦✱ ✶✾✸✻❪

✶✽✻



❆♥♥❡①❡ ❇

❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛+ ♠♦❞❡ ❣❧✐//❛♥0 ❞✉

❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜+❛②❛❣❡ ♣+❡♥❛♥0 ❡♥ ❝♦♠♣0❡

❧✬❛❝0✐♦♥♥❡✉+

❉❛♥# ❝❡&&❡ ❛♥♥❡①❡✱ ❞❡# ❧♦✐# ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜0❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛#❡ ❞❡ ❞5❝♦❧✲

❧❛❣❡ ❡& ❡♥ ♣❤❛#❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥& ❞❡ 0❛♣♣♦0& ❞❡ ✈✐&❡##❡ ♣0❡♥❛♥& ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧✬❛❝&✐♦♥♥❡✉0

❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜0❛②❛❣❡ #♦♥& ❞5✈❡❧♦♣♣5❡#✳ ▲❡# ❧♦✐# ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣0♦♣♦#5❡# #♦♥& ❜❛#5❡#

#✉0 ❧✬✉&✐❧✐#❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &❤5♦0✐❡ ❞❡# ♠♦❞❡# ❣❧✐##❛♥&# ♣05#❡♥&5❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐&0❡ 3✳

❇✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐-❡..❡ ❞✉ ♠♦-❡✉0

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦&❡✉0 ❡#& ❞✐✈✐#5 ❡♥ ❞❡✉① ♣❛0&✐❡#✱ ✉♥❡ ♣0♦✈❡♥❛♥& ❞✉ ❝♦♥❞✉❝&❡✉0

T d
e ❡& ❧✬❛✉&0❡ ❝♦♥#✐❞505❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛0✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ T c

e ✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐;✉❡ ❞❡ ❧❛

✈✐&❡##❡ ❞✉ ♠♦&❡✉0 ❡#& ❛❧♦0# ❞5❝0✐&❡ ♣❛0 ❧❛ ❢♦0♠✉❧❡ #✉✐✈❛♥&❡ ✿

ẋ1 = f1(.) + g1.u1 ✭❇✳✶✮

♦B✱

f1(.) ,
1

I1

(

T d
e −K1(θ1 − θ2)− C1(ω1 − ω2)

)

x1 , ω1, g1 ,
1

I1
, u1 , T c

e

C♦✉0 ❛##✉0❡0 ;✉❡ ❧❡ #②#&D♠❡ #✉✐✈❡ ❧❛ &0❛❥❡❝&♦✐0❡ ❞❡ 05❢50❡♥❝❡ x1r✱ ✉♥❡ #✉0❢❛❝❡ ❞❡

❣❧✐##❡♠❡♥& ✐♥&5❣0❛❧❡ S1(t) ❡#& ❞5✜♥✐❡ ✿

S1(t) =

(

d

dt
+ λ

)∫ t

0

e1(τ)dτ = e1(t) + λ

∫ t

0

e1(τ)dτ ✭❇✳✷✮

♦& e1 ❡() ❧✬❡,,❡✉, ❞❡ ♣♦✉,(✉✐)❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❞✬4)❛) x1 ✿ e1(t) = x1(t) − x1r(t) ❡) λ
❡() ✉♥❡ ❝♦♥()❛♥)❡ ♣♦(✐)✐✈❡✳ ▲✬4)✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ()❛❜✐❧✐)4 ♥4❝❡((✐)❡ ❞✬✐♥),♦❞✉✐,❡ ❧❛ ❞4,✐✈4❡

❞❡ ❧❛ (✉,❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥) ✿

Ṡ1(t) = ė1(t) + λe1(t) = f1(.) + g1u1(t)− ẋ1r + λe1(t) ✭❇✳✸✮

✶✽✼
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❙✐ ❧❡ $%❣✐♠❡ ❣❧✐((❛♥+ ❡(+ ♣❛$❢❛✐+✱ ❛❧♦$( ❧❡ ♣♦✐♥+ ❞❡ ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡♠❡♥+ %✈♦❧✉❡ (✉$ ❧❛ (✉$✲

❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥+ S1(t) = 0 ❡+ (❛+✐(❢❛✐+ ❧❛ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ Ṡ1(t) = 0✳ ▲✬❡①♣$❡((✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝♦♠♠❛♥❞❡ %9✉✐✈❛❧❡♥+❡ û1 ❞%❞✉✐+❡ ❞❡ Ṡ1(t) = 0 ❡(+ ✿

û1(t) = g−11 (−f1(.) + ẋ1r − λe1(t)) ✭❇✳✹✮

?♦✉$ ❛((✉$❡$ ❧✬❛++$❛❝+✐✈✐+% ❡♥ +❡♠♣( ✜♥✐ ❞❡ ❧❛ (✉$❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐((❡♠❡♥+✱ ♦♥ ❛❥♦✉+❡ B û1

✉♥ +❡$♠❡ ❞✐(❝♦♥+✐♥✉ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ S1(t)✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ B $%❣✐♠❡ ❣❧✐((❛♥+ ❡(+

❞%✜♥✐❡ (♦✉( ❧❛ ❢♦$♠❡ ❝❧❛((✐9✉❡ ✿

u1(t) = û1(t)− g−11 k(✐❣♥(S1) ✭❇✳✺✮

♦D k ❡(+ ✉♥❡ ❝♦♥(+❛♥+❡ ♣♦(✐+✐✈❡✳

❇✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐-❡..❡ ❣❧✐..❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬❡♠✲

❜3❛②❛❣❡

▲❛ ❞②♥❛♠✐9✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐+❡((❡ ❣❧✐((❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬❡♠❜$❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡!" ❞♦♥♥&❡ ♣❛) ✿

✭❇✳✻✮∆ω̇2 =
1

I2
Tin(.) +

ij
I3
Tout(.)−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

Tc1 −

(

1

I2
+

i2j
I3

)

Tc2

♦0 ✿

Tin(.) = K1 (θ1 − θ2) + C1 (ω1 − ω2) ✭❇✳✼✮

Tout(.) = K2 (θ3 − θ4) + C2 (ω3 − ω4) ✭❇✳✽✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥" ❝❡""❡ &8✉❛"✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❞❡ ❙!"✐❜❡❝❦✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐8✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐"❡!!❡

❞❡ ❣❧✐!!❡♠❡♥" ❞❡ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡!" )&&❝)✐"❡ !♦✉! ❧❛ ❢♦)♠❡ ✿

ẋ2 =
1

I2
Tin(.) +

ij
I3
Tout(.)−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

Tc1 −

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γc!✐❣♥(x2)Fn2(xp)µ(x2)

✭❇✳✾✮

♦0 x2 , ∆ω2✳ C♦✉) ❞&✈❡❧♦♣♣❡) ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❞②♥❛♠✐8✉❡ ❞❡ ❧❛

✈❛❧✈❡ ❡!" !✐♠♣❧✐✜&✳ ▲❛ ❝♦♥!"❛♥"❡ ❞❡ "❡♠♣! ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡ ✭τv✮ &"❛♥" ❢❛✐❜❧❡✱ !❛ ❞②♥❛♠✐8✉❡

❡!" ♥&❣❧✐❣&❡✱ ❞♦♥❝ ❧✬&8✉❛"✐♦♥ ✭❆✳✶✮ ❞❡✈✐❡♥" ❛❧❣&❜)✐8✉❡ ✿

xv = KvV ✭❇✳✶✵✮

▲❡! &8✉❛"✐♦♥! ❞✐✛&)❡♥"✐❡❧❧❡! ♥&❝❡!!❛✐)❡! ♣♦✉) ❞&✈❡❧♦♣♣❡) ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ !②♥✲

❝❤)♦♥✐!❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠❜)❛②❛❣❡ !♦♥" ✿

✭❇✳✶✶❛✮

ẋ2 =
1

I2
Tin(.) +

ij
I3
Tout(.)−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

Tc1

−

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γc!✐❣♥(x2)Fn2(xp)µ(x2)

✭❇✳✶✶❜✮ẍp =
1

mp

(

pcAp − Ff (ẋp)−
1

i1i2
Fn2(xp)

)

✭❇✳✶✶❝✮ṗc =
β

V0 + xpAp

(Qv(V, pv)− ẋpAp)

✶✽✽
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❊♥ ❞#$✐✈❛♥( ($♦✐* ❢♦✐* ❧✬#.✉❛(✐♦♥ ✭❇✳✶✶❛✮✱ ❧❛ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u2 = V ❛♣♣❛$❛;( ✿

✭❇✳✶✷✮

(4)
x2 =

1

I2

d3Tin(.)

dt3
+

ij
I3

d3Tout(.)

dt3
−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

d3Tc1(.)

dt3

−

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γc*✐❣♥(x2)
d3(Fn2(xp)µ(x2))

dt3

✐❧ ✈✐❡♥( ❛❧♦$*

✭❇✳✶✸✮

d(Fn2(xp)µ(x2))

dt
=

dFn2(xp)

dxp

ẋpµ(x2) + Fn2(xp)
dµ(x2)

dx2

ẋ2

d2(Fn2(xp)µ(x2))

dt2
=

d2Fn2(xp)

dx2
p

ẋ2
pµ(x2) +

dFn2(xp)

dxp

ẍpµ(x2) + 2
dFn2(xp)

dxp

ẋp

dµ(x2)

dx2

ẋ2

+ Fn2(xp)
d2µ(x2)

x2
2

ẋ2
2 + Fn2(xp)

dµ(x2)

x2

ẍ2

✭❇✳✶✹✮

d3(Fn2(xp)µ(x2))

dt3
=

d3Fn2(xp)

dx3
p

ẋ3
pµ(x2) + 3

d2Fn2(xp)

dx2
p

ẋpẍpµ(x2)

+ 3
d2Fn2(xp)

dx2
p

ẋ2
p

dµ(x2)

dx2

ẋ2 + 3
dFn2(xp)

dxp

ẍp

dµ(x2)

dx2

ẋ2

+ 3
dFn2(xp)

dxp

ẋp

d2µ(x2)

dx2
2

ẋ2
2 + 3

dFn2(xp)

dxp

ẋp

dµ(x2)

dx2

ẍ2

+ 3Fn2(xp)
d2µ(x2)

dx2
2

ẋ2ẍ2 + Fn2(xp)
d3µ(x2)

dx3
2

ẋ3
2

+ Fn2(xp)
dµ(x2)

dx2

✳✳✳

x 2 −
1

mp

(

dFn2(xp)

dxp

µ(x2)
dFf (ẋp)

dẋp

ẍp

+
1

i1i2

dFn2(xp)

dxp

µ(x2)
Fn2(xp)

dxp

ẋp

+ A2
p

β

V0 + xpAp

ẋp

dFn2(xp)

dxp

µ(x2)

)

+
1

mp

Ap

β

V0 + xpAp

dFn2(xp)

dxp

µ(x2)Qv(V, pv)

✭❇✳✶✺✮

❊♥ ♥#❣❧✐❣❡❛♥( ❧❛ ③♦♥❡ ♠♦$(❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡ ✭2Ld = 0✮ ❡( ❡♥ ❧✐♠✐(❛♥( ❧❛ ♣♦*✐(✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✈❛❧✈❡ ❞❛♥* ❧✬❡♥*❡♠❜❧❡ ❜♦$♥# xv ∈ [−2ro, 2ro]✱ ❧❛ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞✬#❝♦✉❧❡♠❡♥( ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡
Qv = Q(V, pv) ❡*( ✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❝♦♥(✐♥✉❡ ❡( ♠♦♥♦(♦♥❡ ❝$♦✐**❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ ❧❛
(❡♥*✐♦♥ ❛♣♣❧✐.✉#❡ C ❧❛ ✈❛❧✈❡ V ✳ ■❧ ❡①✐*(❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝(✐♦♥ ✐♥✈❡$*❡ V = Q−1(Qv, pv)✳
▲✬#.✉❛(✐♦♥ ✭❇✳✶✷✮ ❡*( $##❝$✐(❡ *♦✉* ❧❛ ❢♦$♠❡ ✿

(4)
x2 = f2(.) + g2(.)ν ✭❇✳✶✻✮

✶✽✾
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❛✈❡❝

✭❇✳✶✼✮

f2(.) ,
1

I2

d3

dt3
Tin(.) +

ij
I3

d3

dt3
Tout(.)−

(

1

I2
+

iiij
I3

)

d3

dt3
Tc1(.)

−

(

1

I2
+
i2j
I3

)

γc*✐❣♥(x2)

(

d3Fn2(xp)

dx3
p

ẋ3
pµ(x2)+3

d2Fn2(xp)

dx2
p

ẋpẍpµ(x2)

+ 3
d2Fn2(xp)

dx2
p

ẋ2
p

dµ(x2)

dx2

ẋ2 + 3
dFn2(xp)

dxp

ẍp

dµ(x2)

dx2

ẋ2

+ 3
dFn2(xp)

dxp

ẋp

d2µ(x2)

dx2
2

ẋ2
2 + 3

dFn2(xp)

dxp

ẋp

dµ(x2)

dx2

ẍ2

+ 3Fn2(xp)
d2µ(x2)

dx2
2

ẋ2ẍ2 + Fn2(xp)
d3µ(x2)

dx3
2

ẋ3
2 + Fn2(xp)

dµ(x2)

dx2

✳✳✳

x 2

−
1

mp

(

dFn2(xp)

dxp

µ(x2)
dFf (ẋp)

dẋp

ẍp +
1

i1i2

dFn2(xp)

dxp

µ(x2)
dFn2(xp)

dxp

ẋp

+ A2
p

β

V0 + xpAp

ẋp

dFn2(xp)

dxp

µ(x2)

))

g2(.) = −

(

1

I2
+

i2j
I3

)

γcβAp

mp(V0 + xpAp)

dFn2(xp)

dxp

µ(x2)*✐❣♥(x2)

❡. ❧✬❡♥.12❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐♥❞✐1❡❝.❡ ✿

ν = Qv(V, pv) ✭❇✳✶✽✮

8♦✉1 ❛**✉1❡1 ❧❡ *✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ .1❛❥❡❝.♦✐1❡ ❞❡ 12❢21❡♥❝❡ x2r ✭x2r = ∆ω2r✮✱ ✉♥❡ *✉1❢❛❝❡ ❞❡

❣❧✐**❡♠❡♥. S2(t) = 0 ❡*. ❞2✜♥✐❡ *♦✉* ❧❛ ❢♦1♠❡ ✿

S2(t) =

(

d

dt
+ λ

)(3)

e2(t) =
(3)
e2(t) + 3λë2(t) + 3λ2ė2(t) + λ3e2(t) ✭❇✳✶✾✮

♦? e2 ❡*. ❧✬❡11❡✉1 ❞❡ ♣♦✉1*✉✐.❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛1✐❛❜❧❡ x2 ✿ e2(t) = x2(t) − x2r(t) ❡. λ ✉♥❡

❝♦♥*.❛♥.❡ ♣♦*✐.✐✈❡✳ ▲❛ ❞21✐✈2❡ ❞❡ ❧❛ *✉1❢❛❝❡ ❡*. ✿

Ṡ2(t) =
(4)
e2(t) + 3λ

(3)
e2(t) + 3λ2ë2(t) + λ3ė2(t) ✭❇✳✷✵✮

❙✐ ❧❡ 12❣✐♠❡ ❣❧✐**❛♥. ❡*. ♣❛1❢❛✐.✱ ❧❡ ♣♦✐♥. ❞❡ ❢♦♥❝.✐♦♥♥❡♠❡♥. 2✈♦❧✉❡ *✉1 ❧❛ *✉1❢❛❝❡ ❞❡

❣❧✐**❡♠❡♥. S2(t) = 0 ❡. *❛.✐*❢❛✐. Ṡ2(t) = 0✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ 2F✉✐✈❛❧❡♥.❡ ν̂ ❛ ❛❧♦1* ♣♦✉1

❡①♣1❡**✐♦♥ ✿

ν̂(t) = g(.)−1
(

(4)
x2r(t)− f2(.)− 3λ

(3)
e2(t)− 3λ2ë2(t)− λ3ė2(t)

)

. ✭❇✳✷✶✮

❯♥ .❡1♠❡ ❞✐*❝♦♥.✐♥✉ ❡*. ❛❥♦✉.2 I ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥.✐♥✉❡✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

I 12❣✐♠❡ ❣❧✐**❛♥. ❡*. ❞2✜♥✐❡ *♦✉* ❧❛ ❢♦1♠❡ ❝❧❛**✐F✉❡ ✿

ν(t) = ν̂(t)− g(.)−1k*✐❣♥(S2) ✭❇✳✷✷✮

♦? k ❡*. ✉♥❡ ❝♦♥*.❛♥.❡ ♣♦*✐.✐✈❡✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐.❡**❡ ❣❧✐**❡♠❡♥. ❞❡ ❧✬❡♠❜1❛②❛❣❡

♦♥✲❝♦♠✐♥❣ ❡♥ ♣❤❛*❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥. ❞❡ ✈✐.❡**❡* ❡*. ❛❧♦1* ❝❛❧❝✉❧2❡ ✈✐❛ ❧❛ ❢♦1♠✉❧❡

*✉✐✈❛♥.❡ ✿

u2(t) = V (t) = Q−1 (ν(t), pv(t)) ✭❇✳✷✸✮

✶✾✵
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❇✳✸ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ %✐♠✉❧❛(✐♦♥

▲❡" #$❛❥❡❝#♦✐$❡" ❞❡ $+❢+$❡♥❝❡ ♣♦✉$ ❧❡ $+❣✐♠❡ ❞✉ ♠♦#❡✉$ ❡# ♣♦✉$ ❧❛ ✈✐#❡""❡ ❞❡

❣❧✐""❡♠❡♥# ❞❡ ❧✬❡♠❜$❛②❛❣❡ "♦♥# ❞+✜♥✐❡" ❝♦♠♠❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝❤❛♣✐#$❡ 3✳ ▲❡" ♣❛$❛♠:#$❡" ❞✉
❣$♦✉♣❡ ♠♦#♦♣$♦♣✉❧"❡✉$ ❡# ❞✉ "②"#:♠❡ ❞❡ ♣✐❧♦#❛❣❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ "♦♥# ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✳

▲❛ ♣♦"✐#✐♦♥ ❞✉ ♣❛♣✐❧❧♦♥ ❡"# ✜①+❡ ♣❛$ ❧❡ ❝♦♥❞✉❝#❡✉$ ❡# "✉✐# ❧❛ #$❛❥❡❝#♦✐$❡ ❞♦♥♥+❡ "✉$

❧❛ ✜❣✉$❡ ✸✳✶✾✳ ▲❛ ✜❣✉$❡ ❇✳✶ ♠♦♥#$❡ ❧❡" ✈✐#❡""❡" ❛♥❣✉❧❛✐$❡" ❞❡" +❧+♠❡♥#" ❞✉ ●▼C ❡♥

♣❤❛"❡ ❞❡ ❞+❝♦❧❧❛❣❡ ❡# ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈✐#❡""❡✳ ▲❡ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ D ❞+❝♦❧❧❡$

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ❇✳✶ ✕ ❱✐#❡""❡" ❛♥❣✉❧❛✐$❡" ❞❡" +❧+♠❡♥#" ❞✉ ●▼C ✿ ✭❛✮ ❞+❝♦❧❧❛❣❡✱ ✭❜✮ ❝❤❛♥✲

❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈✐#❡""❡ 1❡! − 2"♠❡

D 1 "❡❝♦♥❞❡ ❡# ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈✐#❡""❡" ❞❡ 1❡! D 2"♠❡

❡"# ❡✛❡❝#✉+ D 6 "❡❝♦♥❞❡"✱

♦M ❧❛ ✈✐#❡""❡ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❡"# ❞✬❡♥✈✐$♦♥ 57 km/h✳ ▲❡ #❡♠♣" ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥# ❡♥ ❝❛" ❞❡
❞+❝♦❧❧❛❣❡ ❡"# ✜①+ D 1.5 "❡❝♦♥❞❡" ❡# ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈✐#❡""❡ ❡"# ✜①+ D 0.8
"❡❝♦♥❞❡✳ ▲❡" ❡$$❡✉$" ❞❡ ♣♦✉$"✉✐#❡ "♦♥# $❡♣$+"❡♥#+❡" "✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ❇✳✷✳ ▲❛ ♣♦"✐#✐♦♥ ❞✉

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ❇✳✷ ✕ ❊$$❡✉$" ❞❡ ♣♦✉$"✉✐#❡ ✿ ✭❛✮ ❞+❝♦❧❧❛❣❡✱ ✭❜✮ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈✐#❡""❡ 1❡! −
2"♠❡

#❛♠❜♦✉$ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡ ❡"# ❞♦♥♥+❡ "✉$ ❧❡" ✜❣✉$❡" ❇✳✸ ❡# ❇✳✹ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✉ ❞+❝♦❧❧❛❣❡

❡# ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈✐#❡""❡✱ $❡"♣❡❝#✐✈❡♠❡♥#✳ ▲❛ ✜❣✉$❡ ❇✳✺ ✐❧❧✉"#$❡ ❧❛ ✈❛$✐❛#✐♦♥ ❞✉

❝♦✉♣❧❡ ♠♦#❡✉$ ❧♦$" ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥# ❞❡ ✈✐#❡""❡" ❡# ❞✉ ❞+❝♦❧❧❛❣❡✳ ▲❛ ❢♦$❝❡ ♥♦$♠❛❧❡ ❡"#

✶✾✶
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❋✐❣✉$❡ ❇✳✸ ✕ $♦&✐(✐♦♥ ❞✉ (❛♠❜♦✉/ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡ 3 (/♦✐& ✈♦✐❡& ❧♦/& ❞✉ ❞4❝♦❧❧❛❣❡

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ❇✳✹ ✕ $♦&✐(✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❡((❡ ❞✉ ✈❛❧✈❡ 3 (/♦✐& ✈♦✐❡& ❧♦/& ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡

✈✐(❡&&❡ 1❡! − 2"♠❡

✿ ✭❛✮ ❡♠❜/❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣✱ ✭❜✮ ❡♠❜/❛②❛❣❡ ♦♥✲❝♦♠✐♥❣

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ❇✳✺ ✕ ❈♦✉♣❧❡ ❞✉ ♠♦(❡✉/ ✿ ✭❛✮ ❞4❝♦❧❧❛❣❡✱ ✭❜✮ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡&&❡ 1❡!−2"♠❡

/❡♣/4&❡♥(4❡ ❞❛♥& ❧❛ ✜❣✉/❡ ❇✳✻✳ ❆♣/D& ❧❛ &②♥❝❤/♦♥✐&❛(✐♦♥✱ ❧❛ ♣♦&✐(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &❡/✈♦✲✈❛❧✈❡

3 (/♦✐& ✈♦✐❡& ❡&( ♠✐&❡ 3 ③4/♦✱ ❧❛ ❢♦/❝❡ ♥♦/♠❛❧❡ ❡&( ❛❧♦/& ❝♦♥&(❛♥(❡✳ ▲❡ ❥❡/❦ ❞✉ ✈4❤✐❝✉❧❡

❧♦/& ❞✉ ❞4❝♦❧❧❛❣❡ ❡( ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡&&❡ ❡&( ♣/♦♣♦&4 &✉/ ❧❛ ✜❣✉/❡ ❇✳✼✳ ❆✉ ❞4❜✉(

❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥( ❞❡ ✈✐(❡&&❡✱ ❧❡ ❥❡/❦ ✈❛/✐❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❡( ❡&( ✐♠♣♦/(❛♥(✳ ❈❡((❡ ✈❛/✐❛(✐♦♥

✶✾✷
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ❇✳✻ ✕ ❋♦&❝❡ ♥♦&♠❛❧❡ ❛♣♣❧✐/✉1❡ 2✉& ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜&❛②❛❣❡ ✿ ✭❛✮ ❞1❝♦❧❧❛❣❡✱ ✭❜✮

❝❤❛♥❣❡♠❡♥< ❞❡ ✈✐<❡22❡ 1❡! − 2"♠❡

❞1♣❡♥❞ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥< ❞❡ ❧❛ 2<&❛<1❣✐❡ ❞❡ ❞1❜&❛②❛❣❡ ❞✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ♦✛✲❣♦✐♥❣✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉$❡ ❇✳✼ ✕ ❏❡&❦ ❞✉ ✈1❤✐❝✉❧❡ ✿ ✭❛✮ ❞1❝♦❧❧❛❣❡✱ ✭❜✮ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥< ❞❡ ✈✐<❡22❡ 1❡!− 2"♠❡
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❆♥♥❡①❡ ❈

%❛'❛♠)*'❡+ ♥✉♠-'✐/✉❡+

❚❛❜❧❡ ❈✳✶✿ $❛&❛♠()&❡+ ❞✉ ♠♦❞(❧❡ ❞✉ ❣&♦✉♣❡ ♠♦)♦♣&♦✲

♣✉❧+❡✉&

$❛&❛♠()&❡ ❊①♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❱❛❧❡✉& ❯♥✐):

I1 ■♥❡&)✐❡ ❞✉ ♠♦)❡✉& ❡) ❞❡♠✐✲✈♦❧❛♥) ♠♦)❡✉& ✵✱✶✶✼✵ kg.m2

I2 ■♥❡&)✐❡ ❞❡+ ♣❧❛)❡❛✉① ❞❡ ♣&❡++✐♦♥

❡) ❞❡♠✐✲✈♦❧❛♥) ♠♦)❡✉& ✵✱✶✵✷✽ kg.m2

I31 ■♥❡&)✐❡ ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ ❝&❡✉①✱ ♣✐❣♥♦♥+ ♣♦&):+✱

❡) ❞✐+D✉❡ ❞✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ✵✱✵✵✹✸ kg.m2

I32 ■♥❡&)✐❡ ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ +♦❧✐❞❡✱ ♣✐❣♥♦♥+ ♣♦&):+✱

❡) ❞✐+D✉❡ ❞✬❡♠❜&❛②❛❣❡ ✵✱✵✵✹✵ kg.m2

I41 ■♥❡&)✐❡ ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ ❞❡ +♦&)✐❡

♣♦✉& ❧❡+ &❛♣♣♦&)+ ✐♠♣❛✐&+ ✵✱✵✵✺✵ kg.m2

I42 ■♥❡&)✐❡ ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ ❞❡ +♦&)✐❡

♣♦✉& ❧❡+ &❛♣♣♦&)+ ♣❛✐&+ ✵✱✵✵✺✵ kg.m2

I5 ■♥❡&)✐❡ ❞✉ ♣♦♥) ❡) ❞✐✛:&❡♥)✐❡❧ ✵✱✷✻✹✵ kg.m2

I6 ■♥❡&)✐❡ ❞❡+ &♦✉❡+ ♠♦)&✐❝❡+ ✺✱✵✾✹✹ kg.m2

K1 ❈♦❡✣❝✐❡♥) ❞❡ &❛✐❞❡✉& ❞❡ ❧✬❛♠♦&)✐++❡✉& ✶✻✵ N.m/rad
C1 ❈♦❡✣❝✐❡♥) ❞✬❛♠♦&)✐++❡♠❡♥) ❞❡ ❧✬❛♠♦&)✐++❡✉& ✹✵ N.m.s/rad
K21 ❈♦❡✣❝✐❡♥) ❞❡ &❛✐❞❡✉& ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ ❝&❡✉① ✽✸✶✷ N.m/rad
C21 ❈♦❡✣❝✐❡♥) ❞✬❛♠♦&)✐++❡♠❡♥) ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ ❝&❡✉① ✺✵ N.m.s/rad
K22 ❈♦❡✣❝✐❡♥) ❞❡ &❛✐❞❡✉& ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ ❝&❡✉① ✽✸✶✷ N.m/rad
C22 ❈♦❡✣❝✐❡♥) ❞✬❛♠♦&)✐++❡♠❡♥) ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ ❝&❡✉① ✺✵ N.m.s/rad
K31 ❈♦❡✣❝✐❡♥) ❞❡ &❛✐❞❡✉& ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ ❞❡ +♦&)✐❡

♣♦✉& ❧❡+ &❛♣♣♦&)+ ✐♠♣❛✐&+ ✽✻✵✵ N.m/rad
C31 ❈♦❡✣❝✐❡♥) ❞✬❛♠♦&)✐++❡♠❡♥) ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ ❞❡ +♦&)✐❡

♣♦✉& ❧❡+ &❛♣♣♦&)+ ✐♠♣❛✐&+ ✺✵ N.m.s/rad
K32 ❈♦❡✣❝✐❡♥) ❞❡ &❛✐❞❡✉& ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ ❞❡ +♦&)✐❡

♣♦✉& ❧❡+ &❛♣♣♦&)+ ♣❛✐&+ ✽✻✵✵ N.m/rad
C32 ❈♦❡✣❝✐❡♥) ❞✬❛♠♦&)✐++❡♠❡♥) ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ ❞❡ +♦&)✐❡

♣♦✉& ❧❡+ &❛♣♣♦&)+ ♣❛✐&+ ✺✵ N.m.s/rad
K4 ❈♦❡✣❝✐❡♥) ❞❡ &❛✐❞❡✉& ❞✬✉♥ ❞❡♠✐✲❛&❜&❡ ✶✻✸✵✵ N.m/rad
C4 ❈♦❡✣❝✐❡♥) ❞✬❛♠♦&)✐++❡♠❡♥) ❞✬✉♥ ❞❡♠✐✲❛&❜&❡ ✻✵✵ N.m.s/rad

+✉✐)❡ ✳✳✳

✶✾✺
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❚❛❜❧❡ ❈✳✶✿ ✭%✉✐(❡✮

+❛-❛♠/(-❡ ❊①♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❱❛❧❡✉- ❯♥✐(9

Cbi ❈♦❡✣❝✐❡♥( ❞✬❛♠♦-(✐%%❡♠❡♥( ✈✐%>✉❡✉① ✵✳✵✵✺ N.m.s/rad
i0 ❘❛♣♣♦-( ❞✉ ♣♦♥( ✸✱✵✼

ia, is ❘❛♣♣♦-(% ❞❡ ❧❛ ❜♦F(❡ ❞❡ ✈✐(❡%%❡% ✿ 1er ✿ ✸✱✶✹ ❀ 2 ♠❡

✿ ✶✱✾✽ ❀ 3 ♠❡

✿ ✶✱✸✼ ❀

4 ♠❡

✿ ✶✱✵✵ ❀ 5 ♠❡

✿ ✵✱✼✻ ❀ 6 ♠❡

✿ ✵✱✻✵

❚❛❜❧❡ ❈✳✷✿ +❛-❛♠/(-❡% ❞✉ ♠♦❞/❧❡ ❞❡ ✈9❤✐❝✉❧❡

+❛-❛♠/(-❡ ❊①♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❱❛❧❡✉- ❯♥✐(9

mv ▼❛%%❡ ❞✉ ✈9❤✐❝✉❧❡ ✿

✲ ♠❛①✐♠✉♠ ✶✽✸✷✱✵ kg
✲ ♠✐♥✐♠✉♠ ✶✸✹✸✱✽ kg

rw ❘❛②♦♥ ♠♦②❡♥ ❞✉ ♣♥❡✉♠❛(✐>✉❡ ✵✱✸✷ m
Af ▼❛F(-❡✲❝♦✉♣❧❡ ✶✱✽ m2

ρ ▼❛%%❡ ✈♦❧✉♠✐>✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐- ✶✱✷✵✹ kg/m3

Cd ❈♦❡✣❝✐❡♥( ❞❡ (-❛F♥9❡ ❛9-♦❞②♥❛♠✐>✉❡ ✵✱✸ ✲

❚❛❜❧❡ ❈✳✸✿ +❛-❛♠/(-❡% ❞✉ ♠♦❞/❧❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜-❛②❛❣❡

+❛-❛♠/(-❡ ❊①♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❱❛❧❡✉- ❯♥✐(9

rc ❘❛②♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❢-✐❝(✐♦♥ ❞✉ ❞✐%>✉❡ ❞❡ ❢-✐❝(✐♦♥ ✵✱✶✹ m
nd ◆♦♠❜-❡ ❞❡ ❞✐%>✉❡% ❞❡ ❢-✐❝(✐♦♥ ♣♦✉- ✉♥ ❡♠❜-❛②❛❣❡ ✶ ✲

ωs ❱✐(❡%%❡ ❞❡ ❙!"✐❜❡❝❦ ✶✵ rad/s
µs ❈♦❡✣❝✐❡♥( ❞❡ ❢-✐❝(✐♦♥ %(❛(✐>✉❡ ✵✱✽ ✲

µc ❈♦❡✣❝✐❡♥( ❞❡ ❢-✐❝(✐♦♥ ❈♦✉❧♦♠❜ ✵✱✻ ✲

❚❛❜❧❡ ❈✳✹✿ +❛-❛♠/(-❡% ❞✉ ♠♦❞/❧❡ ❞✉ %②%(/♠❡ ❞❡ ❝♦♠✲

♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜-❛②❛❣❡

+❛-❛♠/(-❡ ❊①♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❱❛❧❡✉- ❯♥✐(9

ps +-❡%%✐♦♥ -❡❧❛(✐✈❡ T ❧❛ ✈♦✐❡ ❡♥(-9❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡ 6, 105 Pa
β ▼♦❞✉❧❡ ❝♦♠♣-❡%%✐❜✐❧✐(9 ❞✬❤✉✐❧❡ 7.0e+ 8 ✲

ρ ❉❡♥%✐(9 ❞❡ ❤✉✐❧❡ 800 ✲

Cd ❈♦❡✣❝✐❡♥( ❞❡ ❝❤❛-❣❡♠❡♥( ❡( ❞❡ ❞9❝❤❛-❣❡♠❡♥( 0, 61 ✲

pt +-❡%%✐♦♥ -❡❧❛(✐✈❡ ❞❛♥% ❧❡ -9%❡-✈♦✐- 0 Pa
r0 ❘❛②♦♥ ❞❡ ❧✬♦-✐✜❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✈❡ ❝❤❛-❣❡♠❡♥(

❡( ✈❛❧✈❡ ❞9❝❤❛-❣❡♠❡♥( 2 mm
Ap ❙✉-❢❛❝❡ ❞✉ ♣✐%(♦♥ ❞✉ -9❝❡♣(❡✉- 7 cm2

mp ▼❛%%❡ 9>✉✐✈❛❧❡♥(❡ -❛♠❡♥9❡ ❛✉ ♣✐%(♦♥ ❞❡%

%✉✐(❡ ✳✳✳

✶✾✻



❆◆◆❊❳❊ ❈✳ &❆❘❆▼➮❚❘❊❙ ◆❯▼➱❘■◗❯❊❙

❚❛❜❧❡ ❈✳✹✿ ✭%✉✐(❡✮

+❛-❛♠/(-❡ ❊①♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❱❛❧❡✉- ❯♥✐(9

♣❧❛(❡❛✉① ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜-❛②❛❣❡ 0, 5 kg
V0 ❱♦❧✉♠❡ ✐♥✐(✐❛❧ ❞✉ ❝②❧✐♥❞-❡ 18 cm3

De ❉✐❛♠/(-❡ ❡①(9-✐❡✉- ❞✉ -❡%%♦-( ? ❞✐%@✉❡ 22 cm
Dw ❉✐❛♠/(-❡ ? ❧❛ -❛❝✐♥❡ ❞❡% ❢❡♥(❡% ❞✉ -❡%%♦-( ? ❞✐%@✉❡ 19 cm
E ▼♦❞✉❧❡ ❞✬9❧❛%(✐❝✐(9 ❞✉ ♠9(❛❧ 2.0e+ 5 ✲

σ ➱♣❛✐%%❡✉- ❞✉ -❡%%♦-( ? ❞✐%@✉❡ 3 mm
h ❍❛✉(❡✉- ❞❡ ❝G♥❡ ❞❡ -❡%%♦-( ❞9❝❤❛-❣9

? ❧❛ -❛❝✐♥❡ ❞❡ ❢❡♥(❡% 2, 5 mm
µ ❈♦❡✣❝✐❡♥( ❞❡ +♦✐%%♦♥ 0, 3 ✲

✶✾✼



❆◆◆❊❳❊ ❈✳ &❆❘❆▼➮❚❘❊❙ ◆❯▼➱❘■◗❯❊❙

✶✾✽





❆♠"❧✐♦&❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣&"♠❡♥( ❞❡ ❝♦♥❞✉✐(❡ ✈✐❛ ❧❡ ♣✐❧♦(❛❣❡ ❞✉ ❣&♦✉♣❡

♠♦(♦♣&♦♣✉❧2❡✉&

❘"2✉♠"✿ ▲❛ "#❛♥%♠✐%%✐♦♥ ) ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡ ❛ 1"1 ✐♥"#♦❞✉✐"❡ ❞❛♥% ❧❡% ✈1❤✐❝✉❧❡% ❛✜♥

❞✬❛♠1❧✐♦#❡# ❧❡ ❝♦♥❢♦#" ❞❡ ❝♦♥❞✉✐"✱ ❧✬1❝♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐"❡ ❡" ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡# ❧❡ "❡♠♣% ❞❡ ❝❤❛♥✲

❣❡♠❡♥" ❞❡ ✈✐"❡%%❡%✳ ▲❛ ❣❡%"✐♦♥ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡ ❥♦✉❡ ✉♥ #=❧❡ ✐♠♣♦#"❛♥" %✉# ❧❡ ❝♦♥❢♦#" ❞❡

❝♦♥❞✉✐"❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝"✐❢ ♣#✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ "#❛✈❛✐❧ ❝♦♥❝❡#♥❡ ❛❧♦#% ❧❛ %②♥"❤>%❡ ❞❡% ❧♦✐% ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛%❡ ❞❡ ❞1❝♦❧❧❛❣❡ ❡" ❧♦#% ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡ ✈✐"❡%%❡%✳ ▲❡ ♠1♠♦✐#❡

❡%" %"#✉❝"✉#1 ❞❡ ❧❛ ❢❛?♦♥ %✉✐✈❛♥"❡ ✿ ❧❡ ♣#❡♠✐❡# ❝❤❛♣✐"#❡ ♣#♦♣♦%❡ ✉♥ 1"❛" ❞❡ ❧✬❛#" %✉# ❧❡

❣#♦✉♣❡ ♠♦"♦♣#♦♣✉❧%❡✉#✱ ❧❛ ♠♦❞1❧✐%❛"✐♦♥ ❡" ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❣#♦✉♣❡ ♠♦"♦♣#♦♣✉❧%❡✉#✳ ▲❡ %❡✲

❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐"#❡ %✬✐♥"1#❡%%❡ ) ❧❛ ♠♦❞1❧✐%❛"✐♦♥ ❞✉ ❣#♦✉♣❡ ♠♦"♦♣#♦♣✉❧%❡✉# ) ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡ ✿

❞❛♥% ✉♥❡ ♣#❡♠✐>#❡ ♣❛#"✐❡✱ ✉♥ ♠♦❞>❧❡ ❝♦♠♣❧❡" ) %✐♠✉❧❡# ❡%" ❞1✈❡❧♦♣♣1✱ ♣✉✐% ❧❛ ❞❡✉①✐>♠❡

♣❛#"✐❡ ♣#♦♣♦%❡ ✉♥❡ %✐♠♣❧✐✜❝❛"✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞>❧❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❡ "#♦✐%✐>♠❡ ❝❤❛♣✐"#❡

❛❜♦#❞❡ ❧❡% ❧♦✐% ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡ ❡♥ ✉"✐❧✐%❛♥" ❧❛ "❡❝❤♥✐B✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡

♣❛# ♠♦❞❡ ❣❧✐%%❛♥" ♣♦✉# ❧❡% %②%">♠❡% ♠✉❧"✐✈❛#✐❛❜❧❡%✳ ▲❡ B✉❛"#✐>♠❡ ❝❤❛♣✐"#❡ ♣#♦♣♦%❡ ❧✬✉"✐❧✐%❛✲

"✐♦♥ ❞❡% ♠♦❞>❧❡% ✢♦✉% ❞✉ "②♣❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ♣♦✉# ❧❛ %②♥"❤>%❡ ❞❡% ❧♦✐% ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❉❛♥%

✉♥❡ ♣#❡♠✐>#❡ ♣❛#"✐❡✱ ❞❡% ❧♦✐% ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛%1❡% %✉# ✉♥ ♠♦❞>❧❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ♣#❡♥❛♥" ❡♥

❝♦♠♣"❡ ❞❡% ✐♥❝❡#"✐"✉❞❡% ❡" ❞❡% ♣❡#"✉#❜❛"✐♦♥% %♦♥" 1"❛❜❧✐❡%✳ ❆✜♥ ❞✬❛♠1❧✐♦#❡# ❧❛ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡

❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦#% ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡ ✈✐"❡%%❡% %✉♣1#✐❡✉#❡%✱ ❧❛ ❞❡✉①✐>♠❡ ♣❛#"✐❡ ♣#1✲

%❡♥"❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛%1❡ %✉# ✉♥ ♠♦❞>❧❡ ❞❡ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ✐♥❝❡#"❛✐♥ ❡" ♣❡#"✉#❜1 )

❝♦♠♠✉"❛"✐♦♥%✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡% #1%✉❧"❛"% ❞❡ %✐♠✉❧❛"✐♦♥ ♦❜"❡♥✉% ❡♥ ❝♦♥%✐❞1#❛♥" ❧❡ ♠♦❞>❧❡ ❝♦♠♣❧❡"

❞1✈❡❧♦♣♣1 ❞❛♥% ❧❡ ❝❤❛♣✐"#❡ ✷ %♦♥" ❞♦♥♥1%✳

▼♦"✲❝❧❡❢(✿▼♦❞1❧✐%❛"✐♦♥✱ ●#♦✉♣❡ ♠♦"♦♣#♦♣✉❧%❡✉#✱ ❚#❛♥%♠✐%%✐♦♥ ) ❞♦✉❜❧❡ ❡♠❜#❛②❛❣❡✱ ❉♦✉❜❧❡

❡♠❜#❛②❛❣❡✱ ❊♠❜#❛②❛❣❡✱ ❇♦N"❡ ❞❡ ✈✐"❡%%❡% #♦❜♦"✐%1❡✱ ▼♦❞❡ ❣❧✐%%❛♥"✱ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦✱ ❙②%">♠❡

) ❝♦♠♠✉"❛"✐♦♥%✱ ▲▼■✳

❱❡❤✐❝❧❡ ❞&✐✈❡❛❜✐❧✐(② ✐♠♣&♦✈❡♠❡♥( ❜② (❤❡ ♣♦✇❡&(&❛✐♥ ❝♦♥(&♦❧

❆❜2(&❛❝(✿ ❉✉❛❧ ❝❧✉"❝❤ "#❛♥%♠✐%%✐♦♥ %②%"❡♠% ✇❡#❡ ✐♥"#♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✈❡❤✐❝❧❡% "♦ ✉♣❣#❛❞❡ "❤❡

❞#✐✈✐♥❣ ❝♦♠❢♦#"✱ "❤❡ ❡♥❡#❣② ❡❝♦♥♦♠②✱ ❛♥❞ "♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ "❤❡ %❤✐❢" "✐♠❡✳ ❉✉❛❧ ❝❧✉"❝❤ ♠❛♥❛✲

❣❡♠❡♥" ✐% ❛ ❦❡② ♣♦✐♥" ✇❤❡♥ ❝♦♥%✐❞❡#✐♥❣ ❞#✐✈✐♥❣ ❝♦♠❢♦#"✱ ♣❛#"✐❝✉❧❛#❧② ❞✉#✐♥❣ "❤❡ ❣❡❛#%❤✐❢"✳

❚❤✉%✱ "❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ♦❢ "❤✐% ✇♦#❦ ✐% "❤❡ %②♥"❤❡%✐% ♦❢ ❝♦♥"#♦❧ ❧❛✇% ❢♦# ❞✉❛❧ ❝❧✉"❝❤ "#❛♥%✲

♠✐%%✐♦♥ ❞✉#✐♥❣ ❧❛✉♥❝❤ ❛♥❞ ❣❡❛#%❤✐❢"✳ ❚❤❡ ✜#%" ❝❤❛♣"❡# ♣#❡%❡♥"% ❛♥ ♦✈❡#✈✐❡✇ ❛❜♦✉" ✈❡❤✐❝❧❡

♣♦✇❡#"#❛✐♥✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥"#♦❧✳ ❚❤❡ %❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣"❡# ❢♦❝✉%❡% ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ "❤❡ ❞✉❛❧ ❝❧✉"❝❤

"#❛♥%♠✐%%✐♦♥✳ ■♥ ❛ ✜#%" ♣❛#" ❛ ❝♦♠♣❧❡"❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦# %✐♠✉❧❛"✐♦♥ ✐% ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛ %❡❝♦♥❞

♣❛#"✱ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐% %✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦# "❤❡ ❧❛✇% ❝♦♥"#♦❧ ❞❡%✐❣♥✳ ❚❤❡ "❤✐#❞ ❝❤❛♣"❡# ♣#♦♣♦%❡% ❝♦♥"#♦❧

❧❛✇% ♦❢ "❤❡ ❞✉❛❧ ❝❧✉"❝❤ ✉%✐♥❣ %❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥"#♦❧ ❛♣♣#♦❛❝❤ ❢♦# ❛ ▼■▼❖ %②%"❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦✉#"❤

❝❤❛♣"❡# ❞❡❛❧% ✇✐"❤ "❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ♦❢ %"❛"❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥"#♦❧ ❜❛%❡❞ ♦♥ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ✜#%" ♣❛#" ♣#♦♣♦%❡% ❝♦♥"#♦❧ ❧❛✇% "❛❦✐♥❣ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" ✉♥❝❡#"❛✐♥"✐❡% ❛♥❞ ❞✐%"✉#❜❛♥❝❡%✳

■♥ ♦#❞❡# "♦ ✐♠♣#♦✈❡ "❤❡ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ❝♦♥"#♦❧ ❧❛✇ ❞✉#✐♥❣ ✉♣%❤✐❢"✐♥❣✱ "❤❡ %❡❝♦♥❞ ♣❛#"

♣#♦♣♦%❡% ❛ ❝♦♥"#♦❧ ❧❛✇ ❜❛%❡❞ ♦♥ ❛ %✇✐"❝❤❡❞ ❚❛❦❛❣✐✲❙✉❣❡♥♦ ❢✉③③② ♠♦❞❡❧ ✐♥ "❤❡ ♣#❡%❡♥❝❡ ♦❢
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