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Nomenclature

Symboles Latins

a, aij : tenseur d’anisotropie

A,Aij : matrice relative au modèle V ALM : A = N ′
θId + cSS

∗ + cΩΩ+ (3 + 5cn)M

B : base de projection dynamique

Bθ : base de projection thermique

b, bij : tenseur d’anisotropie

Cp : capacité calorifique massique à pression constante

cn : constante du traitement de paroi thermique du modèle V ALM : cn = 1
2

(
1 + 1

Pr

)

cαn : constante du traitement de paroi thermique du modèle V ALM : cn =
(
1− α3

)
(3 + 5cn)

d : distance à la paroi

Dij : terme de diffusion totale des tensions de Reynolds

Dν
ij : terme de diffusion visqueuse des tensions de Reynolds

Dp
ij : terme de diffusion par la pression des tensions de Reynolds

Dt
ij : terme de diffusion turbulente des tensions de Reynolds

Diθ : terme de diffusion totale des flux de chaleur turbulents

Dν
iθ : terme de diffusion visqueuse des flux de chaleur turbulents

Dp
iθ : terme de diffusion par la pression des flux de chaleur turbulents

Dt
iθ : terme de diffusion turbulente des flux de chaleur turbulents

Dk : terme de diffusion totale d’énergie cinétique turbulente

Dν
k : terme de diffusion visqueuse d’énergie cinétique turbulente

Dt
k : terme de diffusion turbulente d’énergie cinétique turbulente

Dθ : terme de diffusion totale de variance thermique

Dν
θ : terme de diffusion visqueuse de variance thermique

Dt
θ : terme de diffusion turbulente de variance thermique

E : énergie totale du fluide (énergie interne plus énergie cinétique)

f, fi : force volumique
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NOMENCLATURE

F1 : fonction de couplage du modèle de Menter (1994)

fα : fonction d’amortissement de Karlatiras et Papadakis (2006)

fω : fonction correctrice du modèle V ALM

g, gi : vecteur gravitationnel

g∗, g∗i : vecteur gravitationnel adimensionnalisé

G,Gij : terme de production par flottabilité des tensions de Reynolds

Giθ : terme de production par flottabilité des flux de chaleur turbulents

Gk : terme de production par flottabilité d’énergie cinétique turbulente

Gr : nombre de Grashof

h : demi-largeur du canal

: coefficient de transfert thermique

IIS : second invariant du tenseur S

IIΩ : second invariant du tenseur Ω

k : énergie cinétique turbulente

kθ : variance thermique

l : échelle de longueur de turbulence dynamique

lθ : échelle de longueur de turbulence thermique

L : échelle de longueur de turbulence

M,Mij : tenseur des normales aux parois : Mij = ninj

M0,M0
ij : déviateur du tenseur des normales aux parois : M0

ij = ninj − 1
3δij

n, ni : vecteur normal

Nu : nombre de Nusselt

N ′ : paramètre du modèle V ALM

N ′
θ : paramètre du modèle V ALM

p : pression

ph : pression hydrostatique

P : pression moyenne

p′ : pression fluctuante

Pk : terme de production d’énergie cinétique turbulente

Pθ : terme de production de variance thermique

Pij : terme de production des tensions de Reynolds

Piθ : terme de production des flux de chaleur turbulents

Pe : nombre de Péclet
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NOMENCLATURE

Pr : nombre de Prandtl

Prt : nombre de Prandtl turbulent

Q : variable du modèle V ALM : Q = N
′2 − 2/3A2

2IIS − 2A2
3IIΩ

Q1 : variable du modèle V ALM : Q1 = c2Str
(
S∗2

)
+ c2Ωtr

(
Ω∗2

)

Q2 : variable du modèle V ALM : Q2 =
2
3tr

(
S∗3

)
+ 2 tr

(
S∗ · Ω∗2

)

r : rapport des échelles de temps turbulentes thermique et dynamique

Ra : nombre de Rayleigh

Re : nombre de Reynolds

Reτ : nombre de Reynolds de frottement

Reb : nombre de Reynolds de flottabilité

Ri : nombre de Richardson

S, Sij : tenseur de déformation

t : temps

T : température

T : température moyenne

Tc : température de la paroi chaude

Tf : température de la paroi froide

T ′ : fluctuation de température

Tτ : température de frottement

Ti : tenseur de la base de projection dynamique B
uτ : vitesse de frottement

u, v, w : composantes de vitesse instantanée selon les axes x, y et z

U, V,W : composantes de vitesse moyenne selon les axes x, y et z

u′, v′, w′ : composantes de vitesse fluctuante selon les axes x, y et z

Ub : vitesse caractéristique de la flottabilité

u′iT
′ : flux de chaleur turbulent

u′iu
′
j : tensions de Reynolds

V : volume du fluide

Vi : vecteur de la base de projection thermique Bθ

x1, x2, x3 : coordonnées spatiales

x, y, z : coordonnées spatiales

y+ : coordonnées de paroi
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NOMENCLATURE

Symboles Grecs

α : diffusivité thermique

: coefficient de pondération elliptique

αt : diffusivité thermique turbulente

β : coefficient de dilatation thermique isobare

γi : coefficient de projection

Γ,Γij : déviateur du tenseur de flottabilité G− 2
3GkId

δ, δij : symbole de Kroenecker, δij = 0 si i 6= j et δij = 1 si i = j

∆ : Laplacien

ε : taux de dissipation d’énergie cinétique turbulente

εij : terme de dissipation des tensions de Reynolds

εiθ : terme de dissipation des flux de chaleur turbulents

εθ : terme de dissipation thermique

ζ : seconde échelle caractéristique turbulente

η1 : trace définie par : tr
(
Γ · S∗

)

η2 : trace définie par : tr
(
Γ · S∗2

)

η3 : trace définie par : tr
(
Γ · Ω∗ · S∗

)

η4 : trace définie par : tr
(
S∗ ·M

)

η5 : trace définie par : tr
(
S∗2 ·M

)

η6 : trace définie par : tr
(
Ω∗2 ·M

)

θ : température adimensionnée (T/∆T )

Θi : gradient de température adimensionnée

κ : échelle de longueur de Kolmogorov

λ : conductivité thermique

Λ : fonction de normalisation (liée au modèle de relaxation elliptique)

µ : viscosité dynamique

ν : viscosité cinématique

ν̃ : viscosité turbulente du modèle de Spalart et Allmaras (1992, 1994)

νt : viscosité cinématique turbulente

ξ, ξi : vecteur flux de chaleur turbulent normalisé

πij : corrélation gradient de pression - vitesse

πiθ : corrélation gradient de pression - température

ρ : masse volumique
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NOMENCLATURE

ρ0 : masse volumique de référence

σk : coefficient de diffusion de l’équation de transport de k

σε : coefficient de diffusion de l’équation de transport de ε

σω : coefficient de diffusion de l’équation de transport de ω

τ : échelle de temps turbulente

τ , τij : tenseur des contraintes visqueuses

τw : cisaillement à la paroi

φij : terme de redistribution

φiθ : corrélation pression - gradient de température

Ω,Ωij : tenseur de vorticité

ω : dissipation spécifique d’énergie cinétique turbulente

ωθ : dissipation spécifique thermique

Symboles

• : valeur moyennée

〈•〉 : valeur moyennée

•′ : valeur fluctuante

•h : grandeur homogène

•g : grandeur liée à la flottabilité

•w : grandeur pariétale

• : grandeur vectorielle

•i : grandeur vectorielle

• : grandeur tensorielle

•ij : grandeur tensorielle

•+ : valeur adimensionnée en unités de paroi

•∗ : valeur adimensionnée

∇ : gradient

Acronymes

ARSM : Algebraic Reynolds Stress Model

ASM : Algebraic Stress Model

ASFM : Algebraic Scalar Flux Model
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NOMENCLATURE

AHFM : Algebraic Heat Flux Model

BSL : BaSeLine, modèle de turbulence k − ω

CFD : Computational Fluid Dynamics

DES : Detached Eddy Simulation

DDES : Delayed Detached Eddy Simulation

DHK : modèle de Dol, Hanjalić et Kenjeres̆ (Dol et al. (1997))

DNS : Direct Numerical Simulation

DRSM : Differential Reynolds Stress Model

DSM : Differential Stress Model

EAHFM : Explicit Algebraic Heat Flux Model

EASFM : Explicit Algebraic Scalar Flux Model

EARSM : Explicit Algebraic Reynolds Stress Model

EVM : Eddy Viscosity Model

EDM : Eddy Diffusivity Model

GGDH : Generalized Gradient Diffusion Hypothesis

LES : Large Eddy Simulation

LRR : modèle de redistribution de Launder, Reece et Rodi (Launder et al. (1975))

NL− EVM : Non-Linear Eddy Viscosity Model

NL− EDM : Non-Linear Eddy Diffusivity Model

PANS : Partially Averaged Navier-Stokes

RANS : Reynolds Averaged Navier-Stokes

SAS : Scale Adaptative Simulation

SGDH : Simple Gradient Diffusion Hypothesis

SJG : modèle de So, Jin et Gatski (So et al. (2004b))

SSG : modèle de redistribution de Speziale, Sarkar et Gatski(Speziale et al. (1991))

SST : Shear Stress Transport, modèle de turbulence k − ω

V ALM : modèle de Vanpouille, Aupoix et Laroche

WJ : modèle de Wallin et Johansson (2000)

WMLES : Wall-Modeled Large Eddy Simulation

WWJ : modèle de Wikström, Wallin et Johansson (Wikström et al. (2000))

ZDES : Zonal Detached Eddy Simulation
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Introduction

La convection naturelle correspond à la mise en mouvement d’un fluide soumis à la gravité
du fait de différences de température, et donc de masse volumique, au sein du fluide. C’est
un phénomène très présent dans la vie courante. Pour s’en convaincre, il suffit d’observer le
mouvement de l’air au dessus d’un radiateur ou, à plus grande échelle, les mouvements des
masses d’air dans l’atmosphère de notre planète. Les phénomènes de convection thermique et
plus particulièrement la convection naturelle revêtent une importance capitale dans le cadre
de la thermique de l’habitat grâce aux économies d’énergie qu’ils peuvent apporter. Toutefois,
la convection naturelle intervient aussi dans de nombreux domaines de l’ingénierie industrielle
que ce soit de façon voulue ou inopinée. À titre d’exemple, on peut citer le refroidissement
de composants électroniques toujours plus puissants et miniaturisés ou le stockage des déchets
nucléaires qui agissent encore comme des sources de chaleur après leur utilisation.

Une configuration académique soumise à un écoulement de convection naturelle est la cavité
différentielllement chauffée. Le secteur de l’énergie s’intéresse à cette configuration qui reproduit
de façon simplifiée l’écoulement de convection dans une pièce. Pour cette configuration, deux
parois sont imposées à températures constantes ou à flux de chaleur constants et la différence
de température avec l’air dans la cavité va créer un écoulement de convection naturelle. Lorsque
les écarts de températures sont grands, l’écoulement peut devenir turbulent et de nombreuses
études expérimentales reproduisent des écoulements turbulents en convection naturelle.

L’aéronautique n’échappe pas à ce phénomène. Les avionneurs développent des systèmes de
climatisation mettant le pilote dans les meilleures conditions de confort et d’éveil pour assurer le
bon déroulement du vol. Sans oublier bien sûr l’utilisation de ces systèmes de climatisation pour
le confort des passagers. Ces mêmes systèmes de climatisation sont aussi l’objet d’études liées
à la convection thermique. Dans le cadre du projet MAEV A, l’ONERA s’est chargé d’étudier
l’écoulement de convection autour des packs de climatisation localisés dans le ventre mou des
avions (figure 1). Durant leur fonctionnement, ces packs de climatisation dégagent beaucoup
de chaleur et agissent comme une source qui va échauffer l’air environnant. Un écoulement de
convection naturelle va se mettre en place. La dernière génération d’avion possède une structure
en matériaux composites. Ces matériaux sont solides et légers mais sont aussi très sensibles aux
variations de température. Or, les packs de climatisation se situent près des poutres composites
constituant le ventre mou de l’avion. L’écoulement de convection naturelle induit par les systèmes
de climatisation peut ainsi nuire à la durée de vie des matériaux composites.

L’ONERA a donc lancé une série de thèses permettant de mieux comprendre et interpréter
les écoulements de convection naturelle afin de répondre aux attentes du projet MAEV A. Tou-
louse (2004), Ménard (2005), Perrin (2006) et Leplat (2009) ont tour à tour réalisé des études
expérimentales et numériques sur des écoulements de convection thermique dans une cavité conte-
nant un élément chauffant. Ces travaux ont permis de mener à bien des études paramétriques
de l’écoulement et de la géométrie et de caractériser les phénomènes intervenant dans les écou-
lements de convection en milieu confiné. L’apparition d’écoulements turbulents a notamment
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INTRODUCTION

Figure 1 – Représentation schématisée du ventre mou d’un avion

été observée mais les simulations numériques réalisées par Ménard (2005) avec le code de calcul
FLUENT n’ont pas réussi à reproduire leur topologie.

Les avancées technologiques réalisées dans le domaine du calcul haute performance permettent
d’avoir recours à des modèles de turbulence réduisant au minimum le degré de modélisation qu’ils
contiennent, voire même s’affranchissant de leur utilisation. Ces approches sont la simulation nu-
mérique directe (DNS, Direct Numerical Simulation) et la simulation des grandes échelles (LES,
Large Eddy Simulation), constituent des outils simulation numérique très puissants. Néanmoins,
ces approches nécessitent encore à l’heure actuelle énormément de ressources informatiques et
sont limitées à de faibles nombres de Reynolds et à des géométries simples, rendant leur usage
rédhibitoire d’un point de vue industriel.

La plupart des codes de calculs industriels ont recours à l’approche aux équations de Navier-
Stokes moyennées (RANS, Reynolds Averaged Navier-Stokes) qui possède un haut degré de
modélisation mais permet d’obtenir des résultats dans des délais très courts. Dans le cadre des
simulations numériques réalisées pour l’aéronautique, les modèles de turbulence utilisés de fa-
çon classique en approche RANS sont très performants. Pour ces modèles, la température n’est
souvent qu’un scalaire passif et dépend du champ de vitesse : le couplage entre les champs dyna-
mique et thermique, réalisé par des termes dits de flottabilité, est ignoré. Lorsque la température
joue un rôle moteur, comme c’est le cas des écoulements de convection naturelle, le couplage
entre les champs dynamique et thermique est essentiel : les termes de flottabilité doivent être
fidèlement représentés.

Les codes de calculs industriels utilisent le plus souvent des modèles RANS à viscosité turbu-
lente. Toutefois, la flottabilité induit une direction privilégiée dans l’écoulement et ce phénomène
ne peut être reproduit que par les modèles anisotropes, ce que ne sont pas les modèles à viscosité
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turbulente. Cette constatation a d’ailleurs été appuyée par Hanjalić (2002) qui a montré que
les modèles de turbulence ayant recours à cette hypothèse ne sont pas suffisants pour pouvoir
représenter les effets de la flottabilité.

L’option la plus directe est de résoudre les équations de transport des tensions de Reynolds
et des flux de chaleur turbulents. Une autre option consiste à utiliser un Differential Reynolds
Stress Model (DRSM) avec un modèle algébrique pour les flux de chaleur turbulents. Toutefois,
ces solutions restent coûteuses du point de vue des ressources informatiques. Dans cette optique,
le couplage de modèles algébriques à la fois pour les tensions de Reynolds et les flux de chaleur
turbulents constitue une alternative intéressante. Ces modèles algébriques prennent en compte
l’anisotropie induite par la flottabilité pour un faible coût. Les équations dynamiques et ther-
miques sont alors couplées grâce à la présence du terme de flottabilité.

Quelques modèles procédant au couplage de modèles algébriques ont été développés ces quinze
dernières années. Toutefois, ces modèles ne sont pas idéaux et ne sont pas envisageables au sein de
codes de calcul industriels. Leur domaine d’application est restreint à un nombre de géométries
limité, la représentation du couplage est souvent simplifiée ou leur formulation est compliquée à
mettre en œuvre. L’utilisation de ces modèles est donc plus ou moins couronnée de succès selon
les configurations choisies.

C’est ce qui justifie cette étude. Cette thèse a pour objectif le développement d’un modèle
de turbulence de type RANS adapté à la simulation des écoulements turbulents soumis à la
convection thermique, tout en conservant une formulation adaptée à une implantation dans un
code industriel.

Le mémoire est organisé comme suit : le chapitre I, page 27, présente une étude bibliogra-
phique de la modélisation de la convection thermique turbulente. La force de flottabilité et ses
effets sur la turbulence sont tout d’abord présentés. Cette étude bibliographique se consacre en-
suite à la modélisation de la turbulence reposant sur l’approche aux équations de Navier-Stokes
moyennées ainsi qu’aux modèles algébriques aux tensions de Reynolds et aux flux de chaleur
turbulents qui constituent une piste intéressante pour la modélisation du couplage induit par la
flottabilité et enfin au traitement spécifique de la région de paroi.

Le chapitre II, page 75, présente l’étude préliminaire qui a été menée afin de définir les pré-
requis à la modélisation des écoulements de convection thermique turbulents. La configuration
du canal plan vertical infini différentiellement chauffé a été retenue afin de servir de support
à cette étude. Dans un premier temps, les modèles de turbulence classiques utilisés par les
codes de calcul actuels sont appliqués à cette configuration. Les défauts de ces modèles sont
alors identifiés et confortent le choix du développement d’un modèle algébrique. La validité de
l’hypothèse d’équilibre local, à la base de ces modèles, est examinée dans un second temps. Les
régions de l’écoulement où l’hypothèse d’équilibre local est valide sont alors identifiées. Enfin, la
modélisation des termes de pression est étudiée car elle constitue une composante déterminante
des modèles algébriques.

Le chapitre III, page 118, se consacre au développement du nouveau modèle de turbulence
adapté à la représentation des écoulements de convection thermique turbulente. Le développe-
ment d’un modèle dynamique et de son traitement spécifique dans la région de paroi est tout
d’abord abordé. Le pendant thermique et son traitement spécifique à la paroi est ensuite pré-
senté. À la suite du développement des modèles thermique et dynamique, le couplage de ces deux
modèles est traité. Le modèle de turbulence k−ω− kθ − r qui fournit les échelles turbulentes au
nouveau modèle est aussi décrit. Enfin, deux modèles dérivés du nouveau modèle sont présentés.

Le chapitre IV, page 150, met en œuvre une procédure de validation du modèle. Tout d’abord,
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des tests a priori permettent d’analyser les performances du modèle développé et de les comparer
à des modèles existants. Ensuite, les résultats de calculs complets effectués avec le nouveau modèle
couplé au modèle k − ω − kθ − r sont comparés aux DNS et à d’autres modèles. Ces résultats
sont examinés pour chacun des régimes de convection.

Finalement, la conclusion résume la démarche suivie durant la thèse et propose une critique
des avantages et des défauts du modèle développé. Les perspectives liées au modèle sont enfin
envisagées.

Les travaux réalisés durant cette thèse ont fait l’objet de communications à l’International
Symposium on Turbulence, Heat and Mass Transfer 7 qui s’est tenu du 24 au 27 septembre 2012
à Palerme (Italie) et au Congrès Français de Thermique 2013 qui s’est tenu du 28 au 31 mai
2013 à Gérardmer (France). De plus, un premier article reprenant les résultats du chapitre II,
page 75, a été accepté pour publication dans l’International Jounal of Heat and Fluid Transfer
(Vanpouille et al. (2013)) et un second est en cours d’écriture.
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Chapitre I

Étude bibliographique

I.A Flottabilité et convection thermique turbulente

I.A.1 Définition physique de la flottabilité

Les équations de Navier-Stokes instantanées pour un fluide compressible sont données par :






∂ρ

∂t
+ div (ρu) = 0

ρ
∂u

∂t
+ grad (u) · ρu = −grad (p) + div

(
τ
)
+ ρg

ρ
∂E

∂t
+ grad (E) · ρu = div

(
τ · u+ λ grad (T )

)
+ ρg · u

(I.1)

où u est le vecteur vitesse, p la pression, T la température, g le vecteur gravité, ρ la masse vo-
lumique du fluide, E est l’énergie du fluide (énergie interne et énergie cinétique), Cp la capacité
calorifique massique à pression constante du fluide, λ la conductivité thermique du fluide, xi

les coordonnées d’espace, t le temps et τ = µ
(

grad (u) + grad (u)t
)

le tenseur des contraintes

visqueuses.

Le fluide est soumis à la force de gravité par unité de volume : f = ρg. Pour un fluide de
masse volumique constante ρ soumis à la pression p, cette force agit dans tout le champ et peut
être incluse dans la pression hydrostatique : ph = p−ρg ·x. Le système revient alors à résoudre les
équations de Navier-Stokes instantanées du système (I.1) en utilisant la pression hydrostatique
ph = p− ρg · x à la place de la pression p et sans le terme lié à la gravité ρg, c’est-à-dire :







div (ρu) = 0

ρ
∂u

∂t
+ ρ

(

grad (u) · u
)

= −grad
(

ph
)

+ µ∆u

ρ
∂T

∂t
+ ρ

(
grad (T ) · u

)
= ραdiv

(
grad (T )

)

(I.2)

Néanmoins quand la masse volumique varie faiblement, une pression hydrostatique peut être
définie à l’aide d’une masse volumique de référence ρ0 et la variation de masse volumique par
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rapport à ρ0, i.e. ρ = ρ0 + (ρ− ρ0), induit une force volumique : f = (ρ− ρ0) g. Les équations
de Navier-Stokes instantanées sont alors données par (Sacadura, 1980; Bejan, 2013) :







div (u) = 0

ρ
∂u

∂t
+ ρ

(

grad (u) · u
)

= −grad
(

ph
)

+ µ∆u+ (ρ− ρ0) g

ρ
∂T

∂t
+ ρ

(
grad (T ) · u

)
= ραdiv

(
grad (T )

)

(I.3)

où ici ph = p − ρ0g · x. Cette force, f = (ρ− ρ0) g, est la poussée d’Archimède, aussi appelée
poussée hydrostatique ou force de flottabilité.

En présence de variations de température, la masse volumique d’un fluide évolue. Pour l’air,
lorsqu’il s’échauffe, sa masse volumique diminue tandis que lorsqu’il refroidit, sa masse volu-
mique augmente. Considérons un système fermé constitué d’un fluide unique, par exemple l’air,
en présence d’une source de chaleur conduisant à une élévation de température d’une partie de
ce fluide. La poussée d’Archimède agit : ρ0 représente alors la masse volumique du fluide froid et
ρ la masse volumique du fluide chaud. Dans ces conditions, la poussée d’Archimède est le plus
souvent appelée flottabilité.

Ce phénomène est observé dans le cas d’un radiateur dans une pièce froide où l’air chaud
situé au-dessus du radiateur se met en mouvement et déplace l’air froid dans la pièce. La dif-
férence de température a ainsi induit une différence de masse volumique qui a mis le fluide en
mouvement. En retour, le mouvement du fluide tend à homogénéiser le champ de température
par la convection qu’il induit. La flottabilité constitue le lien entre le champ de température et
le champ de vitesse et traduit le couplage entre la dynamique et la thermique.

Par souci de concision, p désignera la pression hydrostatique dans le reste de ce manuscrit,
i.e. p = ph.

I.A.2 Caractérisation des écoulements de convection thermique

I.A.2.1 Approximation de Boussinesq

L’approximation de Boussinesq est utilisée pour simplifier les équations de Navier-Stokes
instantanées (I.3) et faire apparaître la température dans l’équation de mouvement. Elle stipule
que la masse volumique ρ ne dépend que de la température T et revient donc à négliger les
variations de masse volumique ρ SAUF pour le terme lié à la gravité, i.e. ρ = ρ0 est une
constante sauf pour le terme ρg = ρ (T ) g. La force de flottabilité a pour forme :

f = (ρ (T )− ρ0) g

La variation de masse volumique ρ peut être reliée à celle de la température à l’aide du coefficient
de dilatation thermique β par la relation approchée :

β =
1

V

(
∂V

∂T

)

p

= −1

ρ

(
∂ρ

∂T

)

p

≈ − 1

ρ0

ρ (T )− ρ0
T − T0

(I.4)
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Le système d’équation modélisant les écoulements de convection thermique est donc :






div (u) = 0

∂u

∂t
+ grad (u) · u = − 1

ρ0
grad (p) + ν div

(

grad (u)
)

− β (T − T0) g

∂T

∂t
+ grad (T ) · u = αdiv

(
grad (T )

)

(I.5)

avec ici la pression instantanée modifiée p = p0 − ρg · x, ν = µ/ρ0 la viscosité cinématique,
α = λ/ρ0Cp la diffusivité thermique et T0 correspondant à une température de référence pour
l’écoulement. Le terme de flottabilité est maintenant donné par −β (T − T0) g.

Il est important de remarquer que les équations du champ instantané (I.5) sont couplées : le
champ de température T est (toujours) convecté par le champ de vitesse moyenne U tandis que
la température intervient dans l’équation de quantité de mouvement via le terme de flottabilité.

I.A.2.2 Nombres caractéristiques des écoulements soumis à la flottabilité

Considérons les grandeurs caractéristiques de l’écoulement : U est la vitesse de l’écoulement,
l une longueur caractéristique de la géométrie considérée, ρ0 la masse volumique du fluide et
∆T l’écart de température. Les équations (I.5) sont adimensionnées en utilisant les grandeurs :
u∗ = u/U , x∗ = x/l, t∗ = t/(l/U), p∗ = p/(ρ0U

2) et θ = T/∆T . Il vient alors :






∂u∗i
∂x∗i

= 0

∂u∗i
∂t∗

+ u∗j
∂u∗i
∂x∗j

= −∂p∗

∂x∗i
+

1

Re

∂2u∗i
∂x∗2j

− Gr

Re2
θ

∂θ

∂t∗
+ u∗j

∂θ

∂x∗j
=

1

PrRe

∂2θ

∂x∗2j

(I.6)

Le plus connu des nombres sans dimension est bien entendu le nombre de Reynolds, lié à
l’écoulement, et défini par :

Re =
Ul

ν
(I.7)

Il représente le rapport des forces de convection aux forces visqueuses. Il permet d’identifier les
différents régimes d’écoulement. Pour Re < 1, l’écoulement est un écoulement de Stokes. Pour
des nombres de Reynolds plus élevés, l’écoulement va passer successivement par trois régimes
d’écoulement : le régime laminaire, le régime de transition et le régime turbulent.

Le nombre de Grashof Gr est lié à l’écoulement considéré. Il est défini par :

Gr =
βg∆T l3

ν2
(I.8)

Il caractérise le rapport entre les forces hydrostatique et visqueuse. Pour des valeurs élevées du
nombre de Grashof, le transfert thermique est essentiellement dû à la convection au sein du fluide
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tandis que pour des valeurs faibles le transfert thermique est essentiellement dû à la conduction
dans le fluide.

Le nombre de Prandtl Pr est lié au fluide et représente le rapport entre la diffusion visqueuse
et la diffusion thermique. Il est défini par :

Pr =
ν

α
(I.9)

Le nombre de Rayleigh Ra est aussi souvent utilisé et est lié au nombre de Grashof Gr par
la relation :

Ra = Gr × Pr = βg∆T l3/να (I.10)

Le nombre de Richardson Ri est lié aux autres nombres caractéristiques par les relations
Ri = Gr/Re2 = Ra/PrRe2. Il est défini par :

Ri =
βg∆T l

U2
(I.11)

Ce nombre est le rapport entre l’énergie potentielle associée aux forces hydrostatiques et l’énergie
cinétique du fluide.

Un autre nombre est très souvent utilisé pour décrire le transfert thermique, c’est le nombre
de Nusselt Nu. Il est lié à l’écoulement considéré et est défini par :

Nu =
hl

λ
(I.12)

où h est le coefficient de transfert thermique et λ est la conductivité thermique du fluide. Il carac-
térise le transfert thermique à la paroi et est écrit comme le rapport entre le transfert thermique
total et le transfert thermique par conduction. Lorsque le transfert thermique est principalement
dû au transfert par conduction, le nombre de Nusselt Nu est proche de 1. Lorsque le transfert
thermique total est dominé par les transferts par convection thermique, comme dans le cas de la
convection thermique turbulente, le nombre de Nusselt Nu est bien supérieur à 1.

I.A.2.3 Les trois régimes de convection thermique

Le nombre de Richardson permet de distinguer trois régimes de convection en fonction de sa
valeur :

– pour Ri ≪ 1, l’énergie cinétique du fluide domine l’énergie potentielle des forces hydrosta-
tiques, c’est un régime de convection forcée,

– pour Ri ≈ 1, l’énergie potentielle des forces hydrostatiques et l’énergie cinétique du fluide
sont d’ordres comparables, c’est un régime de convection mixte,

– pour Ri ≫ 1, l’énergie potentielle des forces hydrostatiques domine l’énergie cinétique du
fluide, c’est un régime de convection naturelle.
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(a) Géométrie du canal

U

T

(b) Convection forcée

U

T

(c) Convection mixte

U

T

(d) Convection naturelle

Figure I.1 – Configuration du canal plan infini vertical différentiellement chauffé avec profils de
vitesses (bleu) et température (rouge) dans le cas d’écoulements turbulents.

L’exemple du radiateur présenté précédemment est un cas très simple d’écoulement de convec-
tion thermique naturelle pour lequel le champ de température va induire un champ de vitesse,
uniquement par la présence de la flottabilité. Il existe de nombreux autres exemples de convec-
tion thermique naturelle comme la fumée d’une cigarette, la chaleur dégagée par les déchets
nucléaires, l’échauffement d’un composant électronique, le chauffage d’une maison etc . Pour ces
exemples, le fluide est mis en mouvement uniquement par la différence de température (U = 0)
et le nombre de Richardson est bien supérieur à un (Ri → ∞ dans le cas idéal).

Le régime de convection le plus courant est le régime de convection forcée pour lequel la
flottabilité est négligeable par rapport à la force d’inertie du fluide. C’est le cas d’étude le plus
courant pour les industriels de l’aviation civile : le champ de température va avoir un impact
aérodynamique minime sur l’écoulement d’air autour d’un profil d’aile d’avion. Pour ces confi-
gurations, le nombre de Richardson est très proche de zéro (Ri → 0 dans le cas idéal).

Le dernier régime de convection thermique est le régime de convection mixte. Il constitue
un intermédiaire entre les deux régimes précédents. Ce régime de convection est marqué par
une force d’inertie du fluide et une force hydrostatique comparables. Ce régime de convection
est notamment observable dans le cas du refroidissement de composants électroniques dans un
ordinateur. Ces composants électroniques vont réchauffer l’air ambiant qui les entoure, créant
ainsi un écoulement de convection naturelle nuisible aux composants alentours. Les systèmes de
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ventilation agissent dans le but de refroidir les composants très chauds en créant un écoulement
d’air froid. Selon leurs performances, la convection peut être naturelle, forcée ou mixte.

Un cas simple d’écoulement turbulent soumis à la convection thermique pour lequel chacun
des régimes de convection est observable est celui d’un canal plan infini vertical différentiellement
chauffé. La configuration prise en compte est donnée sur la figure I.1. Pour chacun des régimes
de convection, les profils de vitesse moyenne (en bleu) et de température moyenne (en rouge)
sont tracés sur toute la largeur du canal. Le gradient de pression met le fluide en mouvement
vers le haut tandis que le vecteur gravité est orienté vers le bas. La paroi chaude est à gauche à
la température notée Tc et la paroi froide est à droite à la température notée Tf .

Pour le régime de convection forcée (figure I.1b), le fluide est mis en mouvement via un
gradient de pression introduit dans le canal et la flottabilité est négligée : Ri = 0. Les profils
de vitesse et de température sont respectivement symétrique et antisymétrique par rapport au
centre du canal. Les effets de la flottabilité sont négligeables : la température n’agit pas sur la
vitesse ; elle se comporte comme un scalaire passif.

Lorsque la différence de température entre les parois est assez importante, la flottabilité va
pouvoir agir et concurrencer l’inertie du fluide, menant au régime de convection mixte. L’écou-
lement tracé sur la figure I.1c) correspond à un nombre de Richardson de 0, 38. Près de la paroi
chaude, le gradient de pression et la flottabilité agissent dans le même sens, la vitesse du fluide
augmente. Près de la paroi froide, le gradient de pression et la flottabilité agissent dans des sens
contraires, la vitesse du fluide diminue. Les profils de vitesse et de température sont dissymé-
triques.

En annulant maintenant le gradient de pression, seul l’effet de la flottabilité va persister,
menant au régime de convection naturelle : Ri = ∞. Pour ce régime (figure I.1d), les profils de
vitesse et de température sont antisymétriques par rapport au centre du canal. Le gradient de
température est fort près des parois et faible au centre du canal.

I.A.3 Relation entre turbulence et flottabilité

Dans le cas de convection naturelle, une vitesse caractéristique de l’écoulement peut être
déduite des équations de Navier-Stokes (I.5) grâce au terme de flottabilité : Ub =

√
βg∆T l (Os-

trach (1988)). Cette vitesse définit alors un nombre de Reynolds de flottabilité Reb = Ubl/ν lié
au nombre de Grashof par la relation Gr = Re2b et au nombre de Richardson par Ri = (Reb/Re)2.

Comme le nombre de Reynolds pour les écoulements de convection forcée, le nombre de Rey-
nolds de flottabilité permet de caractériser le passage au régime turbulent. L’exemple précédent
du canal illustre ce mécanisme : l’augmentation de la vitesse grâce la flottabilité peut conduire
à un écoulement turbulent dans le cas de fortes différences de température. La turbulence, à son
tour, intensifie les phénomènes présents dans l’écoulement. Les effets les plus marquants sont :

– l’intensification des flux de chaleur : les échanges thermiques sont plus forts, ce qui entraîne
une modification du profil de vitesse et des variations plus fortes du profil de température.
Par exemple, pour le cas d’une cavité différentiellement chauffée, de fortes différences de
température mènent à des vitesses plus élevées qui conduisent au régime turbulent. Les
transferts thermiques près des parois y sont plus importants que dans le cas laminaire. Le
même effet est présent pour le cas d’une cavité contenant une source de chaleur. Ménard
(2005) a étudié le cas où les parois latérales de la cavité sont aussi chauffées, induisant des
régions entre les parois latérales de la cavité et de la source de chaleur où les variations de
vitesses sont très fortes lorsque l’écoulement est turbulent.
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– l’épaississement ou l’amincissement des couches limites dynamiques : comme pour le cas
d’une plaque plane où l’épaisseur de la couche limite varie selon la température de la plaque.
Cet effet est dû aux variations de température dans la couche limite thermique, plus ou
moins importantes selon la différence de température entre la paroi et le fluide.

– apparition de zones de re-laminarisation et de zones de stratification : particulièrement
visibles pour le cas de la cavité différentiellement chauffée pour lequel une augmentation
du nombre de Rayleigh va se traduire par une stratification de plus en plus forte au centre
de la cavité. Cette stratification thermique n’est pas présente dans le cas d’un écoulement
laminaire.

La flottabilité agit sur la turbulence en créant une forte anisotropie selon une direction pri-
vilégiée qui est celle de la gravité, elle n’est donc présente que pour certaines composantes des
grandeurs du champ dynamique.

De plus, les effets dus à la présence de paroi agissent sur le champ dynamique mais aussi
sur le champ thermique. Les champs dynamique et thermique étant couplés, la présence de la
paroi a non seulement un effet très important sur la turbulence et mais aussi sur la convection
thermique turbulente.

I.B Approche Reynolds Averaged Navier-Stokes (RANS)

Plusieurs approches existent pour résoudre les équations (I.5) dans le cas d’un écoulement
turbulent. L’approche la plus immédiate consiste à résoudre directement les équations de Navier-
Stokes. C’est la simulation numérique directe (DNS, Direct Numerical Simulation). Cette ap-
proche a été rendue possible avec l’augmentation de la puissance de calcul au cours de ces
dernières années. Néanmoins, la DNS nécessite des maillages très fins permettant de simuler
toutes les échelles de la turbulence, des plus grosses échelles à l’échelle de Kolmogorov, des sché-
mas numériques précis et des pas de temps très faibles, d’où un temps de calcul important. En
conséquence, la DNS est de nos jours encore restreinte à l’étude de cas à la géométrie très simple
et surtout pour des nombres de Reynolds faibles. La DNS est donc un étalon intéressant pour
représenter la physique de configurations simples (au même titre bien sûr que les campagnes
expérimentales), mais ne peut être utilisée comme un outil de simulation industriel.

Le coût et le temps de calcul d’une DNS étant prohibitifs voire inaccessibles, l’approche
de simulation des grandes échelles (LES, Large Eddy Simulation) a été développée. La LES
propose de ne résoudre que les grandes échelles de la turbulence et de modéliser les plus pe-
tites échelles possédant un comportement plus universel. La séparation entre grandes et petites
échelles est faite par une méthode de filtrage, qui dans la pratique est souvent réalisée par le
maillage. La LES permet la simulation d’écoulements à haut nombre de Reynolds, tridimension-
nels et instationnaires. Le maillage requis est moins important que pour la DNS mais tout de
même très lourd : la LES n’est pas encore utilisable comme outil de simulation de tous les jours.
De plus, cette approche est bien adaptée pour les écoulements libres mais la présence de parois
dans l’écoulement est un handicap pour l’approche LES. Un nombre de points très élevé est
nécessaire dans la région de la paroi. L’autre solution est le recours aux LES avec lois de paroi
(WMLES, Wall-Modeled Large Eddy Simulation), conduisant de nouveau à une limitation en
nombre de Reynolds. La LES n’est donc pas applicable à toutes les configurations.
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Enfin, l’approche aux équations de Navier-Stokes moyennées (RANS, Reynolds Averaged
Navier-Stokes) est l’approche la plus utilisée et la plus répandue dans les logiciels de simulation
numérique à vocation industrielle. Elle conduit au coût et au temps de calcul les plus faibles,
tout en permettant l’obtention de résultats corrects dans un laps de temps court. C’est toutefois
l’approche qui possède le plus haut degré de modélisation.

Il est important de noter qu’il existe des méthodes hybrides RANS/LES ayant pour objectif
d’utiliser une approche RANS près des parois et une approche LES pour l’écoulement libre : ce
sont les méthodes Detached Eddy Simulation (DES) et ses dérivées (DDES, ZDES, PANS,
SAS.etc). Ces approches semblent très prometteuses et nécessitent un maillage moins important
qu’une LES. Ces approches ont été élaborées afin de simuler les écoulements massivement dé-
collés et requièrent de toute façon un modèle RANS performant près de la paroi.

Cette thèse vise la sélection ou le développement d’un modèle de turbulence capable de si-
muler des écoulements turbulents soumis à la convection thermique (aussi bien en régime de
convection forcée que naturelle) pour un faible temps de calcul. La modélisation par approche
RANS a donc été choisie pour répondre à cet objectif.

I.B.1 Définition de la moyenne de Reynolds

L’approche RANS repose sur l’idée de décomposer les différentes grandeurs f en valeurs
moyennes f (ou 〈f〉) et valeurs fluctuantes f ′ grâce à la moyenne dite de Reynolds : f = f+f ′. La
moyenne de Reynolds est une moyenne d’ensemble reposant sur un grand nombre de réalisations
indépendantes :

f = 〈f〉 = lim
N→∞

(

1

N

N∑

i=0

fi

)

(I.13)

La moyenne de Reynolds peut aussi être mise sous une forme continue en utilisant la densité de
probabilité P (f) selon les relations :

f = 〈f〉 =
∫ ∞

−∞
fP (f) df avec

∫ ∞

−∞
P (f) df = 1 (I.14)

De plus, cette moyenne possède dans certains cas la propriété d’ergodicité, c’est-à-dire que la
moyenne d’ensemble est équivalente à la moyenne temporelle :

f = 〈f〉 = lim
ζ→∞

(
1

2ζ

∫ ζ

−ζ
f (t+ τ) dτ

)

(I.15)

Enfin, la définition de la moyenne de Reynolds mène aux relations suivantes :

〈〈f〉〉 = 〈f〉 (I.16)
〈
f ′
〉

= 0 (I.17)

〈f + g〉 = 〈f〉+ 〈g〉 (I.18)

〈αf〉 = α 〈f〉 , ∀α constant (I.19)

〈fg〉 = 〈f〉 〈g〉+
〈
f ′g′

〉
(I.20)

Les principales caractéristiques définies ci-dessus permettent d’appliquer la moyenne de Rey-
nolds aux équations instantanées afin d’obtenir une représentation statistique des équations de
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Navier-Stokes.

I.B.2 Principe de la modélisation RANS

La décomposition en parties moyenne et fluctuante des grandeurs de l’écoulement via la
moyenne de Reynolds peut être effectuée : la vitesse, la température et la pression sont mises
sous la forme u = u + u′, T = T + T ′ et p = p + p′. Par souci de simplicité, u, T et p seront
notés respectivement U , T et P dans la suite de ce manuscrit. En utilisant cette décomposition
sur les équations de Navier-Stokes instantanées (I.5) et en appliquant la moyenne de Reynolds,
les équations de transport des grandeurs moyennes sont obtenues :







∂Ui

∂xi
= 0

∂Ui

∂t
+ Uj

∂Ui

∂xj
= −1

ρ

∂P

∂xi
+

∂

∂xj

(

ν
∂Ui

∂xj
− u′iu

′
j

)

− β (T − T0) gi

∂T

∂t
+ Uj

∂T

∂xj
=

∂

∂xj

(

α
∂T

∂xj
− u′jT

′

)

(I.21)

Les équations de transport des grandeurs fluctuantes sont obtenues par soustraction des
équations de transport des grandeurs moyennes (I.21) aux équations de transport des grandeurs
instantanées (I.5) . Ces équations serviront plus tard à établir de nouvelles équations de transport
et sont données par :







∂u′i
∂xi

= 0

∂u′i
∂t

+ Uj
∂u′i
∂xj

= −1

ρ

∂p′

∂xi
+

∂

∂xj

(

ν
∂u′i
∂xj

− u′jUi − u′iu
′
j + u′iu

′
j

)

− βT ′gi

∂T ′

∂t
+ Uj

∂T ′

∂xj
=

∂

∂xj

(

α
∂T ′

∂xj
− u′jT − u′jT

′ + u′jT
′

)

(I.22)

L’utilisation de la moyenne de Reynolds sur les équations de transport des grandeurs instan-
tanées n’a pas permis d’obtenir une formulation complète puisque les équations moyennées ne
sont pas fermées. Le terme ∂u′iu

′
j/∂xj dans l’équation de transport de la vitesse moyenne Ui et

∂u′jT
′/∂xj dans l’équation de transport de la température moyenne T apparaissent. Ces termes

sont des corrélations entre grandeurs fluctuantes qui nécessitent d’être modélisées. Les termes
u′iu

′
j sont appelés "tensions de Reynolds" et représentent le transport de quantité de mouvement

du champ moyen par la turbulence. Les termes u′jT
′ sont appelés "flux de chaleur turbulents"

et représentent le transport d’énergie du champ moyen par la turbulence.

L’objectif de l’approche RANS est de mettre en place des modèles de fermeture afin d’obtenir
un système d’équations pouvant être résolu. Ces relations de fermeture correspondent à différents
degrés de modélisation : les modèles du premier ordre, les modèles du second ordre et des modèles
intermédiaires appelés modèles algébriques.
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La modélisation RANS du premier ordre sera tout d’abord présentée suivie par la modéli-
sation RANS du second ordre. Les modèles algébriques seront ensuite traités .

I.B.3 Modèles du premier ordre

Dans un premier temps, la modélisation pour des écoulements sans effet de la flottabilité est
considérée : le champ de température est alors considéré comme un scalaire passif.

I.B.3.1 Modélisation RANS du premier ordre de la turbulence dynamique

Les modèles du premier ordre lient le terme u′iu
′
j au champ moyen. La relation utilisée pour

les tensions de Reynolds est l’hypothèse de Boussinesq. Elle est donnée par :

u′iu
′
j =

2

3
kδij − νt

(
∂Ui

∂xj
+

∂Uj

∂xi

)

(I.23)

où k est l’énergie cinétique turbulente définie par k = 1
2u

′
iu

′
i et νt est une nouvelle grandeur nom-

mée viscosité cinématique turbulente. Ces modèles sont appelés modèles à viscosité turbulente
(EVM , Eddy Viscosity Model).

La viscosité cinématique turbulente νt n’est pas une grandeur physique, elle est artificielle
et n’est utilisée que pour mettre en place des modèles de turbulence. Une étude dimensionnelle
de ce terme permet de dire que νt =

[
m2/s

]
= U × L = U2 × T est le produit d’une échelle de

vitesse turbulente par une échelle de longueur turbulente ou du carré d’une échelle de vitesse par
une échelle de temps. L’échelle de vitesse turbulente peut-être fixée à l’aide de l’énergie cinétique
turbulente k mais la seconde échelle turbulente reste à être déterminée. Différentes catégories de
modèles de turbulence du premier ordre peuvent être mises en place selon la relation de fermeture
utilisée.

Les modèles de turbulence dynamique utiles pour la suite de ce manuscrit sont maintenant
détaillés. Ce bref tour d’horizon ne se veut aucunement exhaustif et se centre sur les modèles
classiques utilisés dans la thèse.

I.B.3.1.1 Le schéma à longueur de mélange

Le schéma à longueur de mélange est un modèle algébrique, aussi appelé modèle à zéro
équation de transport, qui modélise l’échelle de longueur par des considérations géométriques
et utilise le gradient de vitesse pour modéliser l’échelle de temps. Les modèles à zéro équation,
très simples, étaient beaucoup utilisés par le passé. Ils nécessitent un coût de calcul très faible
parfaitement adapté aux calculateurs de l’époque. À titre d’exemple, on peut citer le modèle de
Nikuradse (1932) adapté à la configuration de canal qui a été testé durant cette thèse et a permis
d’initialiser les calculs réalisés avec les autres modèles de turbulence. La longueur de mélange
utilisée a pour expression :

l = h

(

0, 14− 0, 08
(y

h

)2
− 0, 06

(y

h

)4
)

avec νt = l2f2

∣
∣
∣
∣

∂U

∂y

∣
∣
∣
∣

(I.24)
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f = 1− exp

(

−y+

26

)

, y+ =
uτd

ν

où uτ est la vitesse de frottement définie par uτ =
√

τw/ρ où τw est le cisaillement à la paroi, y
la position par rapport au centre du canal, h la demi-largeur du canal et d la distance à la paroi
d = h − |y|. Néanmoins, les modèles à longueur de mélange ont largement été supplantés par
les modèles à une ou deux équations de transport qui peuvent être appliqués à une plus grande
diversité d’écoulements.

I.B.3.1.2 Les modèles à une équation de transport

Les modèles à une équation de transport utilisent une équation de transport dédiée le plus
souvent à la viscosité turbulente ou à l’énergie cinétique turbulente. Dans le cas d’une équation
de transport pour l’énergie cinétique turbulente, une relation algébrique simple est utilisée pour
l’échelle de longueur turbulente afin de déterminer la viscosité turbulente.

Dans le cas d’une équation de transport pour la viscosité cinématique turbulente, le modèle le
plus populaire est le modèle de Spalart et Allmaras (1992, 1994). La difficulté réside dans le fait
que la viscosité cinématique turbulente est une grandeur artificielle et que l’établissement de son
équation de transport ne repose sur aucune équation existante. Spalart et Allmaras (1992, 1994)
utilisent des écoulements de référence de complexité croissante pour successivement modéliser
chacun des termes de l’équation de transport. L’équation de transport est alors donnée par :

Dν̃

Dt
= cb1ν̃S̃

︸ ︷︷ ︸

Pν̃

+
1

σ

[

∇ · ((ν + ν̃)∇ν̃) + cb2 (∇ν̃)2
]

︸ ︷︷ ︸

Dν̃

− cω1fw

(
ν̃

d

)2

︸ ︷︷ ︸

εν̃

(I.25)

avec Pν̃ le terme de production défini pour satisfaire les écoulements de turbulence homogène, Dν̃

le terme de diffusion destiné à représenter les écoulements cisaillés libres, εν̃ le terme de destruc-
tion visant à respecter l’équilibre dans la zone externe des écoulements de couche limite. Pour
représenter la région de paroi, Spalart et Allmaras (1992, 1994) ont recours à ν̃ qui correspond
à νt loin des parois et à la solution de la loi logarithmique près de la paroi, ce qui les conduit
à introduire S̃ qui serait le gradient de vitesse dans une région logarithmique. À partir d’une
forme générique du profil de vitesse dans la région de paroi, ils relient νt et ν̃ et S et S̃ par les
relations :

νt = ν̃fv1, fv1 =
χ3

χ3 + c3v1
, χ ≡ ν̃

ν
, S̃ ≡ S +

ν̃

κ2d2
fv2

fv2 = 1− χ

1 + χfv1
, r ≡ ν̃

S̃κ2d2
, g = r + cw2(r

6 − r), fw = g

[
1 + c6w3

g6 + c6w3

] 1

6

où S est le module de la vorticité qui se réduit à ∂U∂y pour les couches limites, d est la distance
à la paroi et les constantes sont σ = 2

3 , cb1 = 0, 135, cb2 = 0, 622, κ = 0, 41, cw1 = cb1
κ + (1+cb2)

σ ,
cw2 = 0, 3, cw3 = 2, cv1 = 7, 1. Le modèle complet contient aussi des termes relatifs à la transi-
tion qui n’ont pas été introduits ici. Ce modèle constitue un modèle de turbulence simple et très
efficace pour les écoulements libres (notamment pour l’aérodynamique externe) et les couches
limites quel que soit le gradient de pression.
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I.B.3.1.3 Les modèles à deux équations de transport

Les modèles à deux équations de transport utilisent des équations de transport pour deux
échelles caractéristiques de turbulence permettant de définir la viscosité turbulente. L’énergie
cinétique turbulente k est toujours choisie comme première échelle caractéristique de turbulence
et fournit le carré de l’échelle de vitesse. Son équation de transport est obtenue à l’aide de
l’équation de transport des tensions de Reynolds ou en multipliant l’équation de transport de
u′i (I.22) par u′i et en moyennant. L’équation obtenue est alors :

Dk

Dt
= −u′iu

′
j

∂Ui

∂xj
︸ ︷︷ ︸

Pk

− ν
∂u′i
∂xj

∂u′i
∂xj

︸ ︷︷ ︸

ε

+
∂

∂xj

(

ν
∂k

∂xj
− 1

ρ
p′u′j − u′iu

′
iu

′
j

)

︸ ︷︷ ︸

Dk

(I.26)

où :
– Pk correspond au terme de production de l’énergie cinétique turbulente,
– ε correspond au terme de dissipation de l’énergie cinétique turbulente,
– Dk correspond au terme de diffusion de l’énergie cinétique turbulente, dans lequel la cor-

rélation triple u′iu
′
iu

′
j est souvent modélisée par νt

σk

∂k
∂xj

.

Pour la seconde échelle caractéristique destinée à obtenir l’échelle de temps caractéristique
de la turbulence, le choix reste à faire et varie selon les auteurs et les applications. Néanmoins,
on utilise principalement trois échelles caractéristiques : l’échelle de longueur caractéristique tur-
bulente l (ou le produit kl), le taux de dissipation ε et la dissipation spécifique ω. Le choix de la
seconde échelle caractéristique de turbulence étant laissé libre, toute les échelles caractéristiques
φ = kαεβ sont aussi acceptables (β 6= 0), ce qui explique le grand nombre de modèles de turbu-
lence existants.

Nous nous limiterons à la présentation des modèles de turbulence les plus classiques utilisés
au cours de la thèse : d’une part les modèles k − ε de Launder et Sharma (1974) et de Chien
(1982) et d’autre part les modèles k − ω de Wilcox (1988) et BSL et SST de Menter (1994).

I.B.3.1.3.1 Les modèles k − ε

Le taux de dissipation ε est souvent choisi comme seconde échelle caractéristique de turbu-
lence. Ce terme apparaît directement dans l’équation de transport de l’énergie cinétique k et
permet de définir la viscosité cinématique turbulente comme νt = Cµ

k2

ε via l’échelle de temps
turbulente τ = k

ε . L’équation de transport de ε peut s’obtenir à l’aide de celle de u′i mais ne per-
met pas une modélisation terme à terme. Une modélisation globale, par analogie avec l’équation
de transport de k, lui est généralement préférée. Les modèles k− ε de Launder et Sharma (1974)
et de Chien (1982) ont été utilisés durant la thèse. Ces modèles ont la spécificité de prendre
en compte les effets induits par la présence de parois à travers des corrections et des termes
supplémentaires dans les équations de transport.

La forme générique des modèles k − ε est :

Dk

Dt
= Pk − ε+D +

∂

∂xj

((

ν +
νt
σk

)
∂k

∂xj

)

(I.27)

Dε

Dt
= Cε1

ε

k
Pk − Cε2fε2

ε2

k
+ E +

∂

∂xj

((

ν +
νt
σε

)
∂ε

∂xj

)

(I.28)
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où D et E sont les termes correctifs de paroi. La viscosité cinématique turbulente est donnée
pour ces modèles par :

νt = Cµfµ
k2

ε
(I.29)

où fµ, comme fε2, désigne une fonction d’amortissement destinée à prendre en compte les effets
de la paroi.

Le modèle de Launder et Sharma (1974) utilise des corrections destinées à simuler les effets
d’un faible nombre de Reynolds. Les termes correctifs à la paroi sont :

D = −2ν

(

∂k
1

2

∂xj

)2

et E = 2ννt

(
∂2Ui

∂xj∂xk

)2

qui sont destinés respectivement à reproduire le comportement en y2 et le pic de k dans la région
tampon, avec

fε2 =
(
1− 0, 3 exp

(
−Re2t

))
, fµ = exp

(

−3, 4/ (1 + 0, 02Ret)
2
)

et Ret =
k2

νε , Cµ = 0, 09, Cε1 = 1, 44, Cε2 = 1, 92, σk = 1 et σε = 1, 3.

Le modèle de Chien (1982) se base aussi sur le comportement asymptotique à la paroi mais
repose beaucoup plus sur la distance à la paroi y. Les termes supplémentaires sont :

D = −2νk

y2
et E = −2νε

y2
exp

(

−c4uτy

ν

)

avec

fε2 = 1− 0, 4

1, 8
exp

(

−
(

k2

6νε

)2
)

, fµ = 1− exp
(

−c4uτy

ν

)

et Cε1 = 1, 35, Cε2 = 1, 8, σk = 1, σε = 1, 3, c3 = 0, 0115 et c4 = 0, 5.

Les modèles k− ε reproduisent mal l’effet d’un gradient de pression adverse sur la couche li-
mite. Leurs atouts principaux sont la bonne prévision des écoulements libres, des couches limites
en gradient de pression faible et un bon comportement à l’interface entre écoulement turbulent
et écoulement laminaire.

I.B.3.1.3.2 Modèle k − ω

Une seconde possibilité très populaire pour définir la seconde échelle caractéristique de tur-
bulence est l’utilisation de ω ∝ ε

k appelée dissipation spécifique introduite à l’origine par Kolmo-
gorov (1942). Une modélisation terme à terme de l’équation de transport pour ω est impossible
et une modélisation globale est utilisée. Wilcox (1988) a formulé l’équation de transport de ω à
partir de celle de k :

Dk

Dt
= Pk − β∗ωk +

∂

∂xj

(

(ν + σkνt)
∂k

∂xj

)

(I.30)

Dω

Dt
= γ

ω

k
Pk − βω2 +

∂

∂xj

(

(ν + σωνt)
∂ω

∂xj

)

(I.31)
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avec ω = ε
β∗k , β∗ = 0, 09, νt = k

ω , β = 3
40 , γ = 5

9 , σk = 0, 5 et σω = 0, 5. Ce modèle a l’avantage
de fournir de bonnes prévisions en couche limite et de pouvoir prévoir les effets d’un gradient de
pression adverse. Néanmoins, Menter (1991) remarque que ce modèle est dépendant du niveau de
dissipation spécifique imposé dans l’écoulement, comportement préjudiciable en aérodynamique
externe.

Menter (1994) propose alors deux nouveaux modèles pour y remédier. Il part du constat
que le modèle k − ε est performant pour la représentation d’écoulements libres et à l’interface
turbulent/non-turbulent mais beaucoup moins dans la couche limite (sauf corrections ad-hocs)
et que le modèle k−ω fournit de bonnes prévisions dans la couche limite mais est très dépendant
de l’écoulement externe. Il a donc l’idée de développer un modèle disposant des avantages de
chacun de ces deux types de modèles. Pour cela, il reformule l’équation de transport de ε en une
équation de transport pour ω et utilise des fonctions permettant de passer d’un modèle à l’autre
selon la localisation dans la couche limite. Les équations du nouveau modèle, nommé BaSeLine
(BSL) sont les suivantes :

Dk

Dt
= Pk − β∗ωk +

∂

∂xj

(

(ν + σkνt)
∂k

∂xj

)

(I.32)

Dω

Dt
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γ

νt
Pk − βω2 +

∂

∂xj
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(ν + σωνt)
∂ω

∂xj

)

+ 2 (1− F1)σω2
1

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
(I.33)

où les "constantes" du modèle sont maintenant variables et prennent la forme φ = F1φ1 +
(1− F1)φ2 où 1 se rapporte aux constantes du modèle de Wilcox (1988) et 2 au modèle k − ε
"standard" : β1 = 3

40 , β
∗
1 = 0, 09, γ1 = 5

9 , σk1 = 0, 5 et σω1 = 0, 5 et β2 = 0, 0828, β∗
2 = 0, 09,

γ2 = 0, 44, σk2 = 1 et σω2 = 0, 856. La fonction de couplage a pour expression :

F1 = tanh
(
arg41

)
, arg1 = min

[

max

( √
k

0, 09ωy
;
500ν

y2ω

)

;
4ρσω2k

CDkωy2

]

CDkω = max

(

2ρσω2
1

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
; 10−20

)

avec y la distance à la paroi.

Menter (1994) apporte aussi une correction à la viscosité turbulente du modèle BSL destinée
à améliorer ses prévisions pour les couches limites soumises à un gradient de pression adverse.
Cette correction tient compte de l’hypothèse de Bradshaw qui stipule que pour une couche limite
le cisaillement turbulent est proportionnel à l’énergie cinétique turbulente : −u′v′ = a1k, ainsi
que de l’hypothèse de Boussinesq : −u′v′ = νt

∂u
∂y . La correction Shear Stress Transport (SST )

est donnée par :

νt =
a1k

max (a1ω; ΩF2)
(I.34)

où Ω est la norme de la vorticité écrite pour être équivalente à ∂u/∂y dans la couche limite,
a1 = 0, 31 et

F2 = tanh
(
arg22

)
et arg2 = max

(

2
√
k

0, 09ωy
;
500ν

y2ω

)

Pour ce modèle, l’équation de transport de ω est écrite avec le terme de production sous sa forme
γ
νt
Pk et non γ ω

kPk. La valeur de la constante σk1 est aussi modifiée : σk1 = 0, 85.
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I.B.3.2 Modélisation RANS du premier ordre de la turbulence thermique

Dans beaucoup d’applications industrielles étudiées de nos jours, le champ de température
est considéré comme un scalaire passif. Cette sous-section se propose de faire un état de l’art
des moyens disponibles actuellement pour modéliser la turbulence thermique dans les cas où la
température est traitée comme telle.

Dans le cas de la modélisation de la turbulence thermique pour les modèles du premier ordre,
c’est le vecteur des flux de chaleur turbulents u′iT

′ qui nécessite une relation de fermeture afin de
résoudre l’équation de transport de la température T . Les flux de chaleur turbulents apparaissent
dans le terme de diffusion de l’équation de transport de la température. Le modèle le plus naturel
est l’hypothèse de diffusion par simple gradient (SGDH, Simple Gradient Diffusion Hypothesis).
Les flux de chaleur turbulents u′iT

′ sont ainsi liés aux gradients de température par la relation :

u′iT
′ = −αt

∂T

∂xi
(I.35)

avec αt la diffusivité thermique turbulente qui possède les mêmes caractéristiques que la viscosité
cinématique turbulente νt. C’est une grandeur artificielle sur laquelle va porter la modélisation.
Comme pour le cas dynamique, différents modèles se distinguent par l’approche utilisée pour
représenter αt. Les modèles ayant recours à αt sont appelés modèles à diffusivité thermique tur-
bulente (EDM , Eddy Diffusivity Model).

I.B.3.2.1 Utilisation d’un nombre de Prandtl turbulent

Le but de cette approche est de rechercher une relation algébrique simple dans le but de
déterminer αt. Pour cela, αt est exprimée en fonction d’un nombre de Prandtl turbulent Prt de
telle sorte que :

Prt =
νt
αt

(I.36)

La modélisation porte alors sur Prt. La première façon de modéliser ce terme, et également la
plus simple, est de le considérer constant. Cette hypothèse équivaut à considérer la diffusivité
thermique turbulente αt proportionnelle à la viscosité cinématique turbulente νt. Dans la litté-
rature, cette constante est généralement de l’ordre de : Prt = 0, 8− 0, 9 dans une couche limite.

Néanmoins, comme le laisse présager la plage de valeurs donnée, cette valeur n’est pas unique
et dépend de la configuration de l’écoulement. L’hypothèse d’une valeur constante du nombre de
Prandtl turbulent n’est plus valable pour les écoulements présentant des parois. Un pic près de
la paroi puis une décroissance de la valeur du nombre de Prandtl turbulent Prt est observée hors
de la couche limite comme le montrent Kays et Crawford (1993) ou encore Huang et Bradshaw
(1995). Cette observation a permis à Kays et Crawford (1993) de mettre en place une correction
essayant de traduire le pic du nombre de Prandtl turbulent à la paroi sous la forme :

Prt =
1

0, 5882 + 0, 228νt
ν − 0, 0441

(
νt
ν

)2
[

1− exp
(

−5, 165 ν
νt

)] (I.37)

Le nombre de Prandtl turbulent Prt vaut alors 1, 7 à la paroi et 0, 85 dans la région externe de
la couche limite.
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Huang et Bradshaw (1995) observent que les prévisions à la paroi du modèles de Kays et
Crawford (1993) sont en accord avec les données expérimentales mais plus élevées que les données
issues de DNS. Kays et Crawford (1993) justifiaient ces écarts par les faibles nombres de Reynolds
simulés numériquement. Toutefois, ces faibles nombres de Reynolds sont caractéristiques des
écoulements de convection naturelle.

De plus, cette correction ne fournit pas les bonnes valeurs du nombre de Prandtl turbulent
pour les écoulements libres, comme le remarquent Huang et Bradshaw (1995). Les mesures dans
une couche de mélange thermique réalisée par Chambers et al. (1985) ont montré que le nombre
de Prandtl turbulent pouvait être de l’ordre de 0, 4, valeur inaccessible pour ce modèle.

I.B.3.2.2 Les modèles à deux équations de transport

L’utilisation d’un nombre de Prandtl turbulent a le défaut de lier la diffusivité thermique
turbulente αt à la viscosité cinématique turbulente νt par une simple relation de proportionnalité.
Une modélisation directe de αt est une meilleure approche. La diffusivité thermique turbulente
possède la même dimension que la viscosité cinématique turbulente : αt =

[
m2/s

]
= U×L = U2×

T . Pour modéliser αt, l’énergie cinétique turbulente k peut être utilisée pour obtenir l’échelle de
vitesse caractéristique de la turbulence mais la seconde échelle caractéristique reste à déterminer.

Dans le cas dynamique, une échelle de temps turbulente dynamique est définie à l’aide de ε :
τd = k

ε . Pour les écoulements soumis à la convection thermique, une seconde échelle de temps
turbulente liée à la turbulence thermique peut être définie.

À l’image de l’énergie cinétique turbulente k pour la dynamique, en multipliant l’équation de
transport de la fluctuation de température T ′ (I.22) par T ′ et en prenant la moyenne, on obtient
un équation de transport pour la demi-variance des fluctuations de température kθ =

1
2T

′2 :

∂kθ
∂t

+ Ul
∂kθ
∂xl

︸ ︷︷ ︸

Dkθ/Dt

= −u′lT
′
∂T

∂xl
︸ ︷︷ ︸

Pθ

−α

(
∂T ′

∂xl

∂T ′

∂xl

)

︸ ︷︷ ︸

εθ

+
∂

∂xl

(

α
∂kθ
∂xl

− u′lT
′T ′

)

︸ ︷︷ ︸

Dθ

(I.38)

où :
– Dkθ/Dt correspond au terme de convection de la demi-variance thermique kθ,
– Pθ correspond au terme de production de la demi-variance thermique kθ,
– εθ correspond au terme de dissipation thermique de la demi-variance thermique kθ,
– Dθ correspond au terme de diffusion de la demi-variance thermique kθ.

De façon analogue à la dynamique, l’échelle de temps caractéristique turbulente relative à la
thermique est donnée par : τt =

kθ
εθ

. La diffusivité thermique turbulente αt est maintenant définie
par :

αt = Cαk

(
k

ε

)γ (kθ
εθ

)1−γ

(I.39)

k et ε peuvent être déterminés par un modèle de turbulence dynamique à deux équations. kθ
est donnée par l’équation (I.38) où les termes de production et de convection sont exacts, le terme
∂
∂xl

(

−u′lT
′T ′

)

peut être modélisé par une hypothèse SGDH et seul le terme εθ, correspondant

à l’auto-corrélation du gradient de température fluctuante, nécessite une modélisation.
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Une équation de transport de εθ peut être obtenue en prenant la dérivée de l’équation de
transport de la fluctuation de température T ′, en multipliant cette expression par elle-même et
en moyennant mais l’expression finale est inutilisable pour une modélisation terme à terme. Une
modélisation globale est préférée. L’équation de transport modélisée a pour forme générale :

∂εθ
∂t

+ Ul
∂εθ
∂xl

︸ ︷︷ ︸

Dεθ/Dt

= CP1
εθ
2kθ

Pθ + CP2
εθ
k
Pk

︸ ︷︷ ︸

Pεθ

−CD1
ε2θ
2kθ

− CD2
εθε

k
︸ ︷︷ ︸

εεθ

+
∂

∂xl

((

α+
αt

σεθ

)
∂εθ
∂xl

)

︸ ︷︷ ︸

Dεθ

(I.40)

où
– Dεθ/Dt correspond au terme de convection de dissipation thermique εθ,
– Pεθ correspond aux termes de production de dissipation thermique εθ,
– εεθ correspond aux termes de destruction de dissipation thermique εθ,
– Dεθ correspond aux termes de diffusion de dissipation thermique εθ.

Les différents termes ont été choisis pour faire apparaître des termes connus : Pθ, Pk et ε. Les
constantes sont calibrées grâce à des données DNS. La diffusivité thermique turbulente nécessite
la connaissance de k, ε, kθ et εθ. Les modèles résolvant les équations de transport de kθ et εθ
sont qualifiés de modèle de turbulence à quatre équations.

Les premiers modèles utilisant l’expression donnée ci-dessus pour l’équation de transport de
εθ sont les modèles de Newman et al. (1981) ou encore Yoshizawa (1988). Par la suite, Nagano
et Kim (1988) ou Abe et al. (1995) ont incorporé dans cette équation de transport des termes
correctifs pour prendre en compte les effets de la paroi. Sanders et Gökalp (1998) ont re-calibré
les constantes du modèle de Yoshizawa (1988) afin d’en améliorer les prévisions dans les cas de
jets axisymétriques et de flammes de diffusion.

À l’image des modèles de turbulence dynamique, d’autres grandeurs peuvent être utilisées
pour mettre en place une échelle caractéristique de turbulence. On peut citer le développement
d’un kθ − ωθ par Huang et Bradshaw (1995) ou d’un kθ − kθlθ de Daris et Bézard (2002).

Néanmoins, le degré d’empirisme de la formulation générale de l’équation de transport pour
εθ, ou tout autre échelle caractéristique thermique, est élevé et le calibrage des constantes n’est
pas universel. Ces modèles souffrent de prévisions trop aléatoires selon les configurations étudiées,
sont surtout calibrés pour les écoulements de couche limite et prévoient mal Prt en écoulement
libre.

Pour éviter la résolution de l’équation de transport de εθ, le rapport r entre les échelles de
temps caractéristiques turbulentes thermique et dynamique est souvent supposé constant afin
d’obtenir un modèle de turbulence plus simple :

r =
kθ
εθ

ε

k
≈ constante (I.41)

Ceci revient à utiliser un nombre de Prandtl turbulent constant de la forme Prt =
Cµ

Cα
r1−γ et

cette modélisation n’est utile que pour l’obtention de kθ. De plus, si une valeur constante de r
pour une configuration donnée, loin des parois, est une approximation plausible, cette constante
n’est pas universelle et varie selon la configuration étudiée comme l’ont déjà remarqué Hanjalić
(2002) et Hanjalić et al. (1996).
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I.B.3.2.3 Generalized Gradient Diffusion Hypothesis (GGDH)

Les flux de chaleur turbulents u′iT
′ sont mal prévus par les modèles reposant sur une hypothèse

SGDH car elle suppose que ces termes sont alignés avec le gradient de température. Par exemple,
si le gradient de température n’est porté que selon l’axe y, le modèle SGDH prévoit v′T ′ 6= 0
et u′T ′ = 0. L’hypothèse de diffusion par gradient généralisé (GGDH, Generalized Gradient
Diffusion Hypothesis), ou hypothèse de Daly et Harlow (1970), constitue une amélioration de
l’hypothèse SGDH. Afin d’éviter cet inconvénient, l’hypothèse GGDH lie les flux de chaleur
turbulents u′iT

′ à toutes les composantes du gradient de température moyenne grâce aux tensions
de Reynolds u′iu

′
j :

u′iT
′ = Cθ

k

ε
u′iu

′
j

∂T

∂xj
(I.42)

où Cθ est un constante qui varie de 0, 15 selon Launder (1988) ou Ince et Launder (1989) à 0, 3
selon Tieszen et al. (1998).

Cette hypothèse a pour avantage de prendre en compte une certaine anisotropie induite par
la présence des tensions de Reynolds u′iu

′
j . Néanmoins, celle nécessite de disposer de modèles

précis pour les tensions de Reynolds u′iu
′
j : les modèles reposant sur l’hypothèse de Boussinesq

ne sont pas suffisants. L’utilisation de modèles non-linéaires, algébriques ou du second ordre est
indispensable.

Enfin, cette hypothèse n’est pas toujours adaptée. Dans le cas de géométries simples comme
les écoulements cisaillés ou le canal vertical différentiellement chauffé sous différents régimes de
convection, le flux de chaleur turbulent longitudinal est sous-estimé et le flux de chaleur turbu-
lent pariétal est surestimé comme l’ont montré par exemple Hanjalić (2002) ainsi que des études
préliminaires réalisées durant cette thèse (cf chapitre II.B.1.3, page 79).

I.B.3.3 Prise en compte de la flottabilité

I.B.3.3.1 Terme de flottabilité dans les équations de transport

Le terme de flottabilité est maintenant pris en compte dans les équations de transport de la
vitesse moyenne Ui (I.21) et de la vitesse fluctuante u′i (I.22). L’équation de transport de l’énergie
de cinétique k est obtenue à partir de l’équation (I.22) et donnée par :

Dk

Dt
= −u′iu

′
j

∂Ui

∂xj
︸ ︷︷ ︸

Pk

−βgiu′iT
′

︸ ︷︷ ︸

Gk

− ν
∂u′i
∂xj

∂u′i
∂xj

︸ ︷︷ ︸

ε

+
∂

∂xj

((

ν +
νt
σk

)
∂k

∂xj

)

︸ ︷︷ ︸

Dk

(I.43)

où le terme Gk = −βgiu′iT
′ apparaît grâce à la présence de la flottabilité dans l’équation (I.22).

Ce terme lie l’équation de transport de k aux flux de chaleur turbulents u′iT
′ et joue le rôle de

terme de couplage des champs turbulents dynamique et thermique. Il ne nécessite pas de modé-
lisation supplémentaire.

L’équation de transport du taux de dissipation ε est obtenue à partir d’une modélisation
globale basée sur l’équation de transport de k et la présence d’un terme lié à la flottabilité est
donc envisageable. L’équation généralement admise pour l’équation de transport du taux de
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dissipation ε en présence de flottabilité est :

Dε

Dt
= Cε1

ε

k
Pk − Cε2

ε2

k
+ Cε3

ε

k
Gk +

∂

∂xj

((

ν +
νt
σε

)
∂ε

∂xj

)

(I.44)

L’effet de la flottabilité est inclus dans l’équation via l’ajout d’un nouveau terme : Cε3
ε
kGk. Une

expression analogue est obtenue dans le cas de l’utilisation d’une autre échelle caractéristique de
turbulence.

La valeur de la constante Cε3 liée au terme de flottabilité n’est pas fixée dans la littérature :

– Hanjalić et Vasić (1993) imposent la valeur à 0, 8,
– Peng et Davidson (1999) fixent la valeur à 0 (modèle k− ω) car ils ne voient pas d’impact

de la constante sur leur écoulement de cavité (ce qui est équivalent à 1 pour un modèle
k − ε),

– Rodi (1993) recommande la valeur 0 pour un écoulement de couche limite horizontal et
Cε = 1 pour un écoulement de couche limite vertical,

– Ince et Launder (1989), Hanjalić et al. (1996) et Dehoux et al. (2011) choisissent la même
valeur que Cε1 et modifient l’échelle de temps qui lui est associée,

– Lazeroms et al. (2013) choisissent une valeur de 0, 5 comme compromis entre les valeurs
recommandées par Rodi (1993).

Les valeurs recommandées sont nettement aléatoires : elles dépendent de la configuration étudiée
et du modèle.

Les termes de flottabilité des modèles de turbulence du premier ordre sont seulement ajou-
tés dans les équations de transport des échelles turbulentes mais aucune autre correction n’est
appliquée aux relations constitutives et aux modèles thermiques. Ce type de modélisation des
écoulements soumis à la convection thermique ne fait pas apparaître un couplage assez important
et garde les défauts déjà présentés de ces modèles pour les flux de chaleur turbulents u′iT

′.

L’inaptitude des modèles k − ε avec termes de flottabilité couplé aux hypothèses SGDH et
GGDH à simuler les écoulements de convection thermique a notamment été montrée par Peeters
et Henkes (1992) dans le cas d’une plaque plane et par Ince et Launder (1989), Peng et Davidson
(1999), Dol et Hanjalić (2001) ou encore Van Maele et Merci (2006) dans le cas d’une cavité
différentiellement chauffée. L’hypothèse de Boussinesq pour représenter les tensions de Reynolds
u′iu

′
j et les modèles présentés pour les flux de chaleur turbulents u′iT

′ ne sont pas satisfaisants,
comme on le verra au chapitre II.B.1, page 76.

I.B.3.3.2 Modification de la relation constitutive

Comme expliqué dans la section I.A.3, la flottabilité agit selon une direction privilégiée et
introduit de l’anisotropie dans l’écoulement turbulent. L’inclusion des termes de flottabilité dans
les équations de transport des échelles turbulentes, qui sont des grandeurs scalaires, n’est donc
pas suffisante : il faut agir sur les relations constitutives. La modification de l’hypothèse de
Boussinesq en y intégrant des termes relatifs à la flottabilité est une alternative pour représenter
l’anisotropie induite par la flottabilité.
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Davidson (1990) considère la relation de Boussinesq à laquelle il ajoute un terme algébrique
lié à la flottabilité provenant de l’équation de transport des tensions de Reynolds :

u′iu
′
j =

2

3
kδij − νt

(
∂Ui

∂xj
+

∂Uj

∂xi

)

+
k

ε

(1− c3)
(
Gij − 2

3Gkδij
)

c1 + (Pk +Gk) /ε− 1
(I.45)

avec Gij = −βgiu′jT
′ − βgju′iT

′ le tenseur de flottabilité, c1 = 1, 8 et c3 = 0, 6.

Liu et Wen (1999) utilisent une approche similaire mais ont recours à des termes de pa-
roi et évitent l’utilisation du terme de production d’énergie cinétique turbulente Pk, lui-même
dépendant des tensions de Reynolds :

u′iu
′
j =

2

3
kδij − νt

(
∂Ui

∂xj
+

∂Uj

∂xi

)

+
k

ε

(1− c3fµ)
(
Gij − 2

3Gkδij
)

c1fµ + fS
(I.46)

où fµ et fS sont des fonctions de paroi.

Kenjeres̆ et al. (2005) complètent l’hypothèse de Boussinesq en ajoutant le déviateur du
tenseur de flottabilité :

u′iu
′
j =

2

3
kδij − νt

(
∂Ui

∂xj
+

∂Uj

∂xi

)

+ Cθ
k

ε

(

Gij −
2

3
Gkδij

)

(I.47)

où Cθ = 0, 15.

Les résultats de ces différents modèles dans le cas de la cavité différentiellement chauffée sont
satisfaisants qualitativement et meilleurs qu’avec l’hypothèse de Boussinesq. Ils font apparaître
de l’anisotropie dans l’écoulement mais les prévisions obtenues ne permettent pas des prévisions
quantitatives.

De plus, les prévisions pour les flux de chaleur ne sont pas satisfaisantes : surestimation
d’une composante et sous-estimation de l’autre. La relation constitutive pour les flux de chaleur
turbulents n’est modifiée que lors de l’utilisation de modèle algébriques (cf section I.C).

L’introduction de la flottabilité dans la relation constitutive revient à y ajouter les flux de
chaleur turbulents u′iT

′. Le défaut de cette stratégie repose dans l’utilisation des hypothèses
SGDH et GGDH qui ne permettent pas la bonne prévision des flux de chaleurs turbulents u′iT

′

(Hanjalić (2002)).
Du point de vue thermique, l’hypothèse GGDH constitue déjà une modification de la re-

lation constitutive permettant d’améliorer la représentation des flux de chaleur u′iT
′. Inclure la

flottabilité dans cette relation est une solution envisageable en ajoutant le terme de flottabilité
de l’équation de transport des flux de chaleur turbulents u′iT

′. Néanmoins, son intérêt est limité
car l’hypothèse GGDH rend les flux de chaleur turbulents u′iT

′ très dépendants des tensions
de Reynolds u′iu

′
j pour lesquels la relation de Boussinesq, même modifiée, n’est pas suffisante et

conduit à des relations implicites.

I.B.4 Modèles du second ordre

Afin d’éviter le recours à une relation constitutive pour modéliser les tensions de Reynolds
u′iu

′
j et les flux de chaleur turbulents u′iT

′, les modèles du second ordre résolvent les équations
de transport de ces grandeurs. Les modèles du second ordre résolvant l’équation de transport
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des tensions de Reynolds u′iu
′
j sont appelés Differential Reynolds Stress Model (DRSM). Les

modèles du second ordre résolvant l’équation de transport des flux de chaleur turbulents u′iT
sont aussi appelés Differential Heat Flux Model (DHFM) ou Differential Scalar Flux Model
(DSFM).

I.B.4.1 Équations de transport pour u′iu
′
j et u′iT

′

L’équation de transport des tensions de Reynolds u′iu
′
j est obtenue en multipliant l’équa-

tion (I.22) pour u′i par u′j , l’équation (I.22) pour u′j par u′i, en sommant les deux expressions
obtenues et en moyennant. On aboutit alors à la formulation suivante :

∂u′iu
′
j

∂t
+ Ul

∂u′iu
′
j

∂xl
︸ ︷︷ ︸

Du′

iu
′

j/Dt

= −u′iu
′
l

∂Uj

∂xl
− u′ju

′
l

∂Ui

∂xl
︸ ︷︷ ︸

Pij

+
p′

ρ

(
∂u′i
∂xj

+
∂u′j
∂xi

)

︸ ︷︷ ︸

φij

− 2ν

(
∂u′i
∂xl

∂u′j
∂xl

)

︸ ︷︷ ︸

εij

+
∂

∂xl

(

ν
∂u′iu

′
j

∂xl

)

︸ ︷︷ ︸

Dν
ij

+
∂

∂xl

(

−
(
p′

ρ

(

u′iδjl + u′jδil

))
)

︸ ︷︷ ︸

Dp
ij

+
∂

∂xl

(

−u′iu
′
ju

′
l

)

︸ ︷︷ ︸

Dt
ij

−βu′iT
′gj − βu′jT

′gi
︸ ︷︷ ︸

Gij

(I.48)

où :
– Du′iu

′
j/Dt correspond au terme d’advection des tensions de Reynolds u′iu

′
j ,

– Pij correspond au terme de production des tensions de Reynolds u′iu
′
j ,

– Gij correspond au terme de flottabilité,
– εij correspond au terme de dissipation des tensions de Reynolds u′iu

′
j ,

– φij correspond au terme de redistribution des tensions de Reynolds u′iu
′
j ,

– Dij = Dν
ij + Dp

ij + Dt
ij correspond au terme de diffusion des tensions de Reynolds u′iu

′
j et

peut lui-même être séparé en trois termes : Dν
ij le terme de diffusion visqueuse, Dp

ij le terme
de diffusion par la pression et Dt

ij le terme de diffusion turbulente.

L’équation de transport des flux de chaleur turbulents u′iT
′ est obtenue en multipliant l’équa-

tion de transport pour u′i (I.22) par T ′, l’équation de transport pour T ′ (I.22) par u′i, en sommant
les deux expressions obtenues et en moyennant. On aboutit alors à la formulation suivante :

∂u′iT
′

∂t
+ Ul

∂u′iT
′

∂xl
︸ ︷︷ ︸

Du′

iT
′/Dt

= −u′iu
′
l

∂T

∂xl
︸ ︷︷ ︸

PT
iθ

−u′lT
′
∂Ui

∂xl
︸ ︷︷ ︸

PU
iθ

+
p′

ρ

∂T ′

∂xi
︸ ︷︷ ︸

φiθ

− (α+ ν)
∂u′i
∂xl

∂T ′

∂xl
︸ ︷︷ ︸

εiθ

+
∂

∂xl

(

αu′i
∂T ′

∂xl
+ νT ′

∂u′i
∂xl

)

︸ ︷︷ ︸

Dm
iθ

+
∂

∂xl

(

−δil
ρ
p′T ′

)

︸ ︷︷ ︸

Dp
iθ

+
∂

∂xl

(

−u′iu
′
lT

′
)

︸ ︷︷ ︸

Dt
iθ

−βgiT
′2

︸ ︷︷ ︸

Giθ

(I.49)

où :
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– Du′iT
′/Dt correspond au terme d’advection des flux de chaleur turbulents u′iT

′,
– Piθ = P T

iθ + PU
iθ , correspond au terme de production des flux de chaleur turbulents u′iT

′ et
peut être séparé en deux termes : P T

iθ le terme de production par la température moyenne
et PU

iθ le terme de production par la vitesse moyenne,
– εiθ correspond au terme de dissipation des flux de chaleur turbulents u′iT

′,
– φiθ correspond au terme de corrélation pression-gradient de température,
– Giθ correspond au terme de flottabilité,
– Diθ = Dm

iθ +Dp
iθ+Dt

iθ correspond au terme de diffusion des flux de chaleur turbulents u′iT
′,

qui lui-même est divisé en trois termes : Dm
iθ la diffusion moléculaire, Dp

iθ la diffusion par
la pression et Dt

iθ la diffusion turbulente.

Les équations de transport pour les tensions de Reynolds u′iu
′
j et les flux de chaleur turbulents

u′iT
′ ne permettent pas de fermer le système d’équations. Des corrélations triples apparaissent

(Dt
ij et Dt

iθ) et nécessitent des relations de fermeture. Les termes de dissipation (εij et εiθ), les
corrélations de pression (φij et φiθ), et les termes de diffusion par la pression (Dp

ij et Dp
iθ) sont

des corrélations entre gradient de grandeurs fluctuantes et doivent donc être modélisés. L’enjeu
de la modélisation RANS des modèles du second ordre est de mettre en place des relations de
fermeture pour ces termes permettant la résolution de ces équations.

L’équation de transport des flux de chaleur turbulents u′iT
′ (I.49) dépend des tensions de

Reynolds u′iu
′
j et de la vitesse moyenne à travers les termes de convection et de production par la

vitesse moyenne. L’équation de transport des tensions de Reynolds u′iu
′
j (I.48) ne dépend des flux

de chaleur u′iT
′ qu’à travers le terme de flottabilité qui induit la rétroaction du champ thermique

sur le champ dynamique. Le couplage est nécessairement pris en compte lors de la résolution de
ces équations de transport dans le cas d’écoulement de convection thermique turbulente.

I.B.4.2 Modélisation des corrélations de pression

La modélisation des corrélations de pression présentes dans les équations (I.48) et (I.49) pour
les écoulements sans flottabilité est détaillée dans cette section. La présence de la flottabilité
dans ces modèles est ensuite discutée.

Cette présentation n’ayant pas pour but une description exhaustive des modèles pour les
corrélations de pression, seulement les modèles linéaires ou quasi-linéaires seront présentés afin
d’être applicables à la fois aux modèles du second ordre et aux modèles algébriques présentés
ultérieurement.

I.B.4.2.1 Modèle pour la corrélation de pression φij

La corrélation pression-gradient de vitesse, ou terme de redistribution, φij a pour expression :

φij =
p′

ρ

(
∂u′i
∂xj

+
∂u′j
∂xi

)

La contribution de la pression dans l’équation de transport pour les tensions de Reynolds u′iu
′
j

apparaît aussi dans le terme de diffusion par la pression Dp
ij . Le terme de redistribution et le
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terme de diffusion par la pression peuvent être rassemblés pour former la corrélation gradient de
pression-vitesse fluctuante πij et a pour expression

−u′i
ρ

∂p′

∂xj
−

u′j
ρ

∂p′

∂xi
︸ ︷︷ ︸

πij

=
p′

ρ

(
∂u′i
∂xj

+
∂u′j
∂xi

)

︸ ︷︷ ︸

φij

−1

ρ

∂

∂xk

(

p′u′iδjk + p′u′jδik

)

︸ ︷︷ ︸

Dp
ij

(I.50)

La modélisation du terme de pression n’est pas figée par la littérature. L’évolution de la
pression fluctuante est nécessaire pour développer les modèles pour φij . En prenant la divergence
de l’équation de quantité de mouvement du champ fluctuant (I.22), la pression fluctuante est
alors solution d’une équation de Poisson qui a pour expression :

1

ρ

∂2p′

∂x2i
=

1

ρ
∆p′ = − ∂2

∂xi∂xj

(

u′iu
′
j − u′iu

′
j

)

− 2
∂Ui

∂xj

∂u′j
∂xi

(I.51)

Les deux termes du membre de droite correspondent respectivement :
– à des mécanismes liés aux interactions non linéaires de la vitesse fluctuante avec elle-même :

ce terme est qualifié de terme lent,
– aux interactions entre la vitesse moyenne et la vitesse fluctuante : ce terme est qualifié de

terme rapide.

La solution d’une équation de Poisson de la forme ∆f = g dans un domaine infini est donnée
par la formule de Green :

f (x) =
1

4π

∫

g (x+ r)
d3r

‖r‖
En utilisant la solution de l’équation de Poisson obtenue avec la formule de Green, φij peut
finalement s’écrire :

φij = − 1

4π

∫
∂2ukul
∂xk∂xl

(x+ r)

(
∂u′i
∂xj

(x) +
∂u′j
∂xi

(x)

)
d3r

‖r‖
︸ ︷︷ ︸

φij,1

− 1

2π

∫
∂Uk

∂xl

∂ul
∂xk

(x+ r)

(
∂u′i
∂xj

(x) +
∂u′j
∂xi

(x)

)
d3r

‖r‖
︸ ︷︷ ︸

φij,2

(I.52)

Le terme φij,1 correspond au terme lent et le terme φij,2 correspond au terme rapide. Les mo-
dèles développés pour le terme de redistribution procèdent de deux façons différentes : soit une
modélisation terme à terme, soit une modélisation globale.

Deux types de modèles pour le terme de redistribution φij sont représentatifs de ces deux
approches et sont utilisés dans la quasi totalité des modèles algébriques ou du second ordre : le
modèle de Launder et al. (1975), reposant sur une modélisation terme à terme, et le modèle de
Speziale et al. (1991) basé sur une modélisation globale. Ces deux modélisations sont décrites en
annexe B.1, page 188. L’expression suivante est une formulation générale permettant de décrire
la totalité des modèles linéaires ou quasi-linéaires existants et le modèle original de Speziale et al.
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Model c1 c∗1 c2 c∗2 c3 c4 c5

Launder et al. (1975) + Rotta (1951) 1,4 0 0,4 0 0,875 0,65 0

Speziale et al. (1991) 1.7 0.9 0.8 1.3 0.625 0.2 1.05

Gatski et Speziale (1993) 3,4 0 0,36 0 0,625 0,2 0

Hellsten et Laine (2000) 1,8 0 0,8 0 1 5/9 0

Wallin et Johansson (2000) 1,8 0 0,4 0 1 5/9 0

So et al. (2004b) 1,7 0,9 0,36 0 0,625 0,2 0

Table I.1 – Constantes des différents modèles pour le terme de redistribution φij .

(1991) :

φij = −
(

c1 + c∗1
Pk

ε

)

εaij +
(

c2 − c∗2
√

IIa

)

kSij + c3k

(

aikSkj + Sikakj −
2

3
aklSlkδij

)

−c4k (aikΩkj − Ωikakj) + c5

(

aikakj −
1

3
aklalkδij

)

(I.53)

où aij =
u′

iu
′

j

k − 2
3δij est le tenseur d’anisotropie, Sij =

1
2

(
∂Ui

∂xj
+

∂Uj

∂xi

)

le tenseur de déformation,

Ωij =
1
2

(
∂Ui

∂xj
− ∂Uj

∂xi

)

le tenseur de vorticité et IIS = SikSki. Il convient toutefois de noter que le

terme −c1εaij est le terme utilisé pour représenter φij,1 (Rotta (1951)) et les termes restants sont
utilisés pour modéliser φij,2. Les constantes des modèles utilisés dans cette thèse sont données
dans le tableau I.1.

Ces modèles ne sont que des exemples fréquemment utilisés dans la littérature pour les
modèles du second ordre et les modèles algébriques parmi toutes les déclinaisons de modèles
existants. Le modèle de Wallin et Johansson (2000) est une variante du modèle de Launder et al.
(1975) tandis que les modèles de Gatski et Speziale (1993), Hellsten et Laine (2000) et So et al.
(2004b) sont des variantes du modèle de Speziale et al. (1991). Les modèles présentés sont tous
linéaires ou quasi-linéaires (sauf le modèle Speziale et al. (1991)) afin d’être aussi utilisés au sein
de modèles algébriques.

Enfin, les modèles pour le terme de redistribution φij ont été élaborés sur les bases d’un
écoulement homogène. Pour cet écoulement, les termes de diffusion sont nuls et φij = πij . Dans
le cas général, φij est à trace nulle mais pas πij . Ces modèles étant à trace nulle, ils portent sur φij .

I.B.4.2.2 Modèle pour la corrélation de pression φiθ

Le terme de corrélation pression-gradient de température φiθ a pour expression :

φiθ =
p′

ρ

∂T ′

∂xi

Comme le terme de pression pour les tensions de Reynolds, la corrélation gradient de pression-
température fluctuante πiθ est formée par la corrélation pression-gradient de température et le
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terme de diffusion par la pression Dp
iθ

−T ′

ρ

∂p′

∂xi
︸ ︷︷ ︸

πiθ

=
p′

ρ

(
∂T ′

∂xi

)

︸ ︷︷ ︸

φiθ

−1

ρ

∂

∂xk

(
p′T ′δik

)

︸ ︷︷ ︸

Dp
iθ

(I.54)

En utilisant la solution de l’équation de Poisson pour la pression, φiθ s’écrit :

φiθ = − 1

4π

∫
∂2ukul
∂xk∂xl

(x+ r)
∂T ′

∂xi
(x)

d3r

‖r‖
︸ ︷︷ ︸

φiθ,1

+− 2

4π

∫
∂Uk

∂xl

∂ul
∂xk

(x+ r)
∂T ′

∂xi
(x)

d3r

‖r‖
︸ ︷︷ ︸

φiθ,2

(I.55)

Le terme φiθ,1 correspond au terme lent et le terme φiθ,2 au terme rapide. La modélisation terme à
terme et la modélisation globale de la corrélation pression-gradient de température φiθ ont mené
à une multitude de représentations sans qu’aucune de ces représentations ne se soit vraiment
imposée. Ces deux modélisations sont décrites en annexe B.2, page 189. L’expression suivante
est une formule générale décrivant les modèles linéaires pour la corrélation pression-gradient de
température φiθ ou pour φiθ − εiθ selon les auteurs :

φiθ − εiθ = −
(

cθ1 + cθ5
k

εkθ
u′kT

′
∂T

∂xk

)
ε

k
u′iT

′ + cθ2u
′
kT

′
∂Ui

∂xk
(I.56)

+cθ3u
′
kT

′
∂Uk

∂xi
+ cθ4u

′
iu

′
k

∂T

∂xk

Le terme −cθ1
ε
ku

′
iT

′ est utilisé pour représenter le terme φiθ,1 et les termes liés au gradient du
champ moyen sont utilisés pour le modèle du terme φiθ,2. Les constantes de modèles utilisés
dans la littérature sont données dans le tableau I.2. Les modèles contenus dans ce tableau ont
été testés durant cette thèse. Les modèles de a à er sont des modèles testés par Wikström et al.
(2000) afin d’évaluer l’impact des différents termes sur la représentation de φiθ. a représente un
modèle pour φiθ − εiθ aligné avec les flux de chaleur turbulents. b est une variante du modèle
de Launder (1978). c est un modèle du type GGDH initialement proposé par Daly et Harlow
(1970). d et WWJ sont des modèles dont les constantes ont spécialement été adaptées pour
les modèles algébriques. e est un modèle dont les constantes ont été choisies pour représenter
au mieux la configuration de canal. Pour certains modèles, une version marquée r du modèle
désigne une constante cθ1 dépendante du rapport des échelles de temps turbulentes r = kθε/εθk.
Wikström et al. (2000) ont montré que cette correction peut améliorer les prévisions du modèle.
Les modèles classiques de Durbin (1993a), Dol et al. (1997), So et al. (2004b) et Hanjalić (2004)
inclus dans ce tableau ont aussi été testés.

L’équation (I.55) montre que le gradient de vitesse moyenne apparaît explicitement dans
l’expression de φiθ tandis que le gradient de température moyenne lui n’y apparaît pas, comme
l’a remarqué Launder (1975). Si on ne veut voir intervenir que le gradient que le gradient de
vitesse moyenne et non le gradient de température moyenne, les modèles acceptables sont donc
les modèles de Dol et al. (1997), b, br, c, cr, d, d’Hanjalić (2004) et de So et al. (2004b) tandis
que les modèles a rejeter sont les modèles de Durbin (1993a), de Wikström et al. (2000), a, ar, e
et er. Durbin (1993a) choisit d’inclure le gradient de température moyenne et de ne pas garder
le gradient de vitesse moyenne pour son modèle, en se basant sur les résultats en couche limite
sans gradient de pression.
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Modèle cθ1 cθ2 cθ3 cθ4 cθ5

Durbin (1993a) 2,5 0 0 0,45 0

Dol et al. (1997) 3,75 0.5 0 0 0

Wikström et al. (2000) 1, 6(r + 1)/r 0 0 0 0,5

a 3,2 0 0 0 0

ar 1, 2(r + 1)/r 0 0 0 0

b 3,2 0,5 0 0 0

br 1, 2(r + 1)/r 0.5 0 0 0

c 3,2 1 0 0 0

cr 1, 2(r + 1)/r 1 0 0 0

d 3,2 0,5 0,5 0 0

e 2,5 0 0 0,35 0

er 1, 0(r + 1)/r 0 0 0,35 0

Hanjalić (2004) 3,5 0.2 0 0 0

So et al. (2004b) 3,28 0,4 0 0 0

Table I.2 – Constantes des différents modèles pour la corrélation pression-gradient de tempéra-
ture φiθ

De même que pour la dynamique, les modèles pour la corrélation pression-gradient de tem-
pérature φiθ ont été élaborés sur les bases d’un écoulement homogène où φiθ = πiθ et la diffusion
par la pression est alors négligée dans le cas général.

I.B.4.2.3 Prises en compte de la flottabilité

Dans le cas avec flottabilité, l’équation de Poisson est donnée par :

1

ρ

∂2p′

∂x2i
=

1

ρ
∆p′ = − ∂2

∂xi∂xj

(

u′iu
′
j − u′iu

′
j

)

− 2
∂Ui

∂xj

∂u′j
∂xi

+ βgi
∂T ′

∂xi
(I.57)

conduisant à la présence des termes φij,3 et φiθ,3 dans les expressions des corrélations de pression.
Ces termes correspondent à la contribution des forces volumiques, ici dues à la flottabilité, et
sont donnés par :

φij,3 = − 1

4π

∫ (

βgk
∂T ′

∂xk

)

x+r

(
∂u′i
∂xj

+
∂u′j
∂xi

)

x

d3r

‖r‖ (I.58)

φiθ,3 = − 1

4π

∫ (

βgk
∂T ′

∂xk

)

x+r

(
∂T ′

∂xi

)

x

d3r

‖r‖ (I.59)
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La modélisation de ces termes conduit à :

φij,3 = −c6

(

Gij −
2

3
Gkδij

)

(I.60)

où
(
Gij − 2

3Gkδij
)

correspond au déviateur du tenseur du terme de production par flottabilité.
La contribution de la flottabilité à la corrélation pression-gradient de température φiθ est de la
même façon modélisée par :

φiθ,3 = cθ6βgikθ (I.61)

où −βgikθ correspond au terme de production par flottabilité dans l’équation de transport des
flux de chaleur turbulents.

Ces contributions sont proportionnelles aux termes de production par flottabilité. Une ap-
proche terme à terme permet d’obtenir les valeurs supposées des constantes c6 et cθ6 (cf an-
nexe B.3, page 190). Launder (1996) montre que la valeur théorique de la constante c6 est 0, 3,
valeur ensuite reprise par So et al. (2004b). Malgré cela, les valeurs 0, 5 et 0, 6 sont très couram-
ment utilisées et notamment par Launder (1975), Launder (1988) ou encore Gibson et Launder
(1978).

De la même manière, une valeur théorique peut être déduite pour la constante cθ6 (Launder
(1996)) et vaut 1/3 mais les valeurs 0, 4 et 0, 5 sont respectivement utilisée par So et al. (2004b)
et Dol et al. (1997).

I.B.4.3 Modélisation des termes de dissipation

I.B.4.3.1 Terme de dissipation des tensions de Reynolds εij

Le terme de dissipation des tensions de Reynolds εij a pour expression :

εij = 2ν

(
∂u′i
∂xl

∂u′j
∂xl

)

La dissipation εij est liée au taux de dissipation ε par le modèle isotrope de Rotta (1951)
qui traduit la dissipation de l’énergie cinétique turbulente en chaleur par les petites échelles
turbulentes, les plus isotropes :

εij =
2

3
εδij (I.62)

Cette approximation n’est en réalité pas vérifiée mais l’erreur réalisée est considérée incluse
dans la modélisation de φij . Une équation de transport pour le taux de dissipation ε semblable
à celle des modèles de turbulence k − ε est ensuite utilisée pour calculer εij .

I.B.4.3.2 Terme de dissipation des flux de chaleur turbulents εiθ

Le terme de dissipation des flux de chaleur turbulents εiθ a pour expression :

εiT ′ = (α+ ν)
∂u′i
∂xl

∂T ′

∂xl

Le terme εiθ est souvent négligé ou directement inclus dans la modèle pour φiθ.
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I.B.4.4 Modélisation des termes de diffusion

Les termes de diffusion turbulente des tensions de Reynolds Dij et de diffusion turbulente
des flux de chaleur turbulents Diθ sont souvent représentés par une hypothèse SGDH :

Dt
ij = − ∂

∂xk

(

Cs3νt
∂u′iu

′
j

∂xk

)

et Dt
iθ = − ∂

∂xk

(

Cf1αt
∂u′iT

′

∂xk

)

(I.63)

ou GGDH :

Dt
ij = − ∂

∂xk

(

Cs2
k

ε
u′ku

′
l

∂u′iu
′
j

∂xl

)

et Dt
iθ = − ∂

∂xk

(

Cf2
k

ε
u′ku

′
l

∂u′iT
′

∂xl

)

(I.64)

Les termes de diffusion par la pression Dp
ij et Dp

iθ sont très souvent négligés. Néanmoins, une
modélisation précise de Dp

ij a mené Lumley (1978) à la relation :

1

ρ
p′u′i = −0, 2u′iu

′
ku

′
k (I.65)

Cette expression conduit à représenter la diffusion par la pression avec la diffusion turbulente et à
considérer les relations (I.63) et (I.64) comme des modèles pour la diffusion turbulente "totale" :
DT

ij +Dp
ij et DT

it +Dp
it.

I.B.4.5 Application aux écoulements soumis à la flottabilité

Mellor et Yamada (1974) ont réalisé une étude analytique d’une large gamme de modèles de
turbulence allant des modèles du premier ordre aux modèles du second ordre, à la fois pour les
tensions de Reynolds et les flux de chaleur turbulents, sur un cas de couche limite atmosphérique.
Leur étude a conduit à la conclusion que les modèles du second ordre sont parfaitement aptes
à reproduire la couche limite atmosphérique tandis que les modèles du premier ordre ne le sont
pas. De plus, ils envisagent les modèles algébriques comme une alternative intéressante grâce à
leur simplicité par rapport aux modèles du second ordre.

Peeters et Henkes (1992) comparent un modèle du second ordre et un modèle algébrique pour
les tensions de Reynolds et les flux de chaleur turbulents sur une plaque plane verticale chauffée.
Les résultats du modèle du second ordre sont en très bon accord avec les données expérimen-
tales. Le modèle algébrique fournit des résultats moins bons que le modèle du second ordre mais
toutefois encourageants.

Dol et Hanjalić (2001) comparent le modèle k−ε de Chien (1982) au modèle du second ordre
de Peeters et Henkes (1992) sur une cavité différentiellement chauffée et montrent que le modèle
du second ordre fournit les bons profils de vitesse dans toute la cavité au contraire des modèles
du premier ordre.

La revue bibliographique effectuée par Hanjalić (2002) concernant les modèles de fermeture
pour les écoulements turbulents soumis à la flottabilité conclut également que les modèles du
second ordre sont capables de représenter précisément les écoulements soumis à la flottabilité.
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Néanmoins, le nombre d’équations de transport aux dérivées partielles à résoudre dans le cas
des modèles du second ordre est très important :

– une équation pour la masse volumique ρ (l’équation de continuité),
– trois équations pour la vitesse moyenne Ui,
– une équation pour la température moyenne T ,
– six équations pour les tensions de Reynolds u′iu

′
j ,

– trois équations pour les flux de chaleur turbulents u′iT
′,

– trois équations des échelles turbulentes ε, kθ et εθ
Soit un total de dix-sept équations de transport aux dérivées partielles. L’utilisation de modèle
de turbulence du second ordre fournit une bonne prévision des écoulements de convection ther-
mique mais pour un temps de calcul prohibitif. Cette approche garde tout de même l’avantage
d’un maillage léger en comparaison avec les approches LES et DNS.

Les comparaisons entre des modèles algébriques et des modèles du second ordre effectuées
lors de ces précédentes études (Mellor et Yamada, 1974; Peeters et Henkes, 1992; Hanjalić, 2002)
ont aussi montré que les modèles algébriques étaient capables de représenter la physique des
écoulements soumis à la convection thermique. Certes, les prévisions fournies par ces modèles
sont moins satisfaisantes que les modèles du second ordre mais elles sont meilleures que celles
des autres modèles du premier ordre. Ces modèles ont aussi l’avantage d’être moins coûteux que
les modèles du second ordre. Hanjalić (2002) décrit la "modélisation algébrique reposant sur la
troncature des modèles du second ordre comme le degré minimal de fermeture pour les écoule-
ments complexes".

I.C La modélisation algébrique

Les modèles de turbulence algébriques sont des modèles du premier ordre n’utilisant pas
l’hypothèse de Boussinesq ou l’hypothèse SGDH. Les relations de fermeture utilisées sont des
expressions algébriques complexes (et souvent non-linéaires) modélisant les tensions de Reynolds
u′iu

′
j et les flux de chaleur turbulents u′iT

′.
Elles proviennent soit de considérations mathématiques et dimensionnelles, soit de simplifica-

tions des équations de transport des tensions de Reynolds u′iu
′
j et des flux de chaleur turbulents

u′iT
′.

Dans le premier cas, ces modèles sont appelés modèles à viscosité cinématique turbulente
non-linéaire (NL−EVM , Non-Linear Eddy Viscosity Model) et modèles à diffusivité thermique
turbulente non-linéaire (NL − EDM , Non-Linear Eddy Diffusivity Model). Les relations de
fermeture mises en place sont empiriques mais permettent de modéliser librement les phénomènes
souhaités (cf I.B.3.3.2). Les modèles obtenus pour les tensions de Reynolds u′iu

′
j et les flux de

chaleur turbulents u′iT
′ sont en général plus représentatifs de la physique des écoulements que

les modèles EVM et EDM .
Dans le second cas, ces modèles sont appelés modèles algébriques aux tensions de Reynolds

(ARSM , Algebraic Reynolds Stress Model) et modèles algébriques aux flux de chaleur turbulents
(AHFM , Algebraic Heat Flux Model, ou ASFM , Algebraic Scalar Flux Model). Ces modèles
reposent sur les équations de transport des tensions de Reynolds u′iu

′
j et des flux de chaleur

turbulents u′iT
′ des modèles du second ordre mais sans les résoudre : ils utilisent l’hypothèse

d’équilibre local formulée par Rodi (1976) pour simplifier ces équations afin d’aboutir à des re-
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lations de fermeture algébriques.

Les modèles ARSM et AHFM sont souvent préférés aux modèles NL−EVM et NL−EDM
en raison de leur cadre plus formel pour développer les relations constitutives. Enfin, comme cela
a été expliqué précédemment, la flottabilité induit une direction privilégiée (celle du vecteur gra-
vitationnel) dont les effets ne sont représentés que par les modèles anisotropes. La modélisation
algébrique prend en compte l’anisotropie de l’écoulement à travers les équations (I.48) et (I.49)
simplifiées.

I.C.1 L’hypothèse d’équilibre local

Afin de présenter l’hypothèse d’équilibre local, il convient tout d’abord de définir les deux
grandeurs sur lesquelles vont porter ces hypothèses, c’est-à-dire le tenseur d’anisotropie aij et le
vecteur flux de chaleur turbulent normalisé ξi.

Le tenseur d’anisotropie est défini par :

aij =
u′iu

′
j

k
− 2

3
δij (I.66)

et représente l’écart à l’isotropie et l’orientation du tenseur de Reynolds.

Pour la thermique, le vecteur flux de chaleur turbulent normalisé est défini par :

ξi =
u′iT

′

√
kkθ

(I.67)

et représente le degré de corrélation entre vitesse et température ainsi que l’orientation des flux
de chaleur turbulents.

I.C.1.1 Hypothèse d’équilibre local dynamique

Rodi (1976) montre que, dans le cadre des écoulements homogènes, l’anisotropie du ten-
seur de Reynolds tend vers un état d’équilibre : l’énergie cinétique turbulente k augmente mais
l’orientation de la turbulence ne varie pas. Il vient :

Daij
Dt

≈ 0 ⇒
Du′iu

′
j

Dt
≈

u′iu
′
j

k

Dk

Dt
(I.68)

L’équation d’équilibre pour les tensions de Reynolds est obtenue en se servant des équations
de transport des tensions de Reynolds u′iu

′
j et de l’énergie cinétique turbulente k. Elle est donnée

par :

Pij +Gij + φij − εij =
u′iu

′
j

k
(Pk +Gk − ε) (I.69)

Les expressions de chacun de ces termes ont été présentées dans la section I.B.2. L’écoulement
étant supposé homogène, les termes de diffusion sont nuls.
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Cette hypothèse est étendue dans le cas des écoulements inhomogènes en supposant que

Da ≈ u′

iu
′

j

k Dk et conduit à l’équation suivante :

(
Daij
Dt

−Da

)

≈ 0 ⇒
(

Du′iu
′
j

Dt
−Dij

)

≈
u′iu

′
j

k

(
Dk

Dt
−Dk

)

(I.70)

L’équation d’équilibre obtenue à l’aide de cette hypothèse reste l’équation (I.69).

I.C.1.2 Hypothèse d’équilibre local thermique

Une hypothèse d’équilibre local analogue au cas dynamique est utilisée dans le cas du vecteur
des flux de chaleur turbulent normalisé pour les écoulements homogènes : le vecteur flux de
chaleur turbulent normalisé tend vers une direction constante et un module constant. Cette
hypothèse conduit à :

Dξi
Dt

≈ 0 ⇒ Du′iT
′

Dt
≈ u′iT

′

2k

Dk

Dt
+

u′iT
′

2kθ

Dkθ
Dt

(I.71)

L’équation d’équilibre pour les flux de chaleur turbulents u′iT
′ est donnée par :

Piθ +Giθ + φiθ − εiθ =
u′iT

′

2

(
Pk +Gk − ε

k
+

Pθ − εθ
kθ

)

(I.72)

Les expressions de chacun de ces termes ont été données à la section I.B.2.

De même que pour la dynamique, l’hypothèse d’équilibre local est étendue aux cas inhomo-

gènes en supposant : Dξ ≈ u′

iT
′

2k Dk +
u′

iT
′

2kθ
Dθ et mène à l’équation :

(
Dξi
Dt

−Dξ

)

≈ 0 ⇒
(

Du′iT
′

Dt
−Diθ

)

≈ u′iT
′

2k

(
Dk

Dt
−Dk

)

+
u′iT

′

2kθ

(
Dkθ
Dt

−Dθ

)

(I.73)
L’équation d’équilibre obtenue à l’aide de cette hypothèse reste l’équation (I.72).

I.C.2 Modèles algébriques sans flottabilité

Dans un premier temps, la flottabilité est négligée pour présenter la dérivation d’un modèle
algébrique. En utilisant les modèles pour les termes de pression et dissipation, l’équation de
transport des tensions de Reynolds u′iu

′
j est de la forme :

− u′iu
′
k

∂Uk

∂xj
− u′ju

′
k

∂Uk

∂xi
+ φij − εij =

u′iu
′
j

k
(Pk − ε) (I.74)

avec φij = φij

(

k, ε, Skl,Ωkl, u
′
ku

′
l, u

′
kT

′
)

et εij = εij

(

k, ε, Skl,Ωkl, u
′
ku

′
l, u

′
kT

′
)

qui dépendent des

modèles choisis. De même, l’équation de transport des flux de chaleur turbulents u′iT
′ est de la

forme :

− u′iu
′
k

∂T

∂xk
− u′jT

′
∂Ui

∂xk
+ φiθ − εiθ =

u′iT
′

2

(
Pk − ε

k
+

Pθ − εθ
kθ

)

(I.75)
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avec φiθ = φiθ

(

k, ε, kθ, εθ, Skl,Ωkl, u
′
ku

′
l, u

′
kT

′
)

et εiθ = εiθ

(

k, ε, kθ, εθ, Skl,Ωkl, u
′
ku

′
l, u

′
kT

′
)

qui

dépendent des modèles choisis.

Les tensions de Reynolds u′iu
′
j et les flux de chaleur turbulents u′iT

′ constituent les inconnues
de ces équations algébriques. k, ε, kθ et εθ sont donnés par la résolution d’équations de transport.

Ces équations algébriques sont non-linéaires par rapport à u′iu
′
j et u′iT

′ car Pk et Pθ sont

définis respectivement par −u′ku
′
l
∂Ul

∂xk
et −u′kT

′ ∂T
∂xk

. De plus, les modèles pour les corrélations de
pression et les termes de dissipation peuvent être linéaires, quasi-linéaires ou non-linéaires.

Les modèles de turbulence algébriques implicites calculent les tensions de Reynolds u′iu
′
j et

les flux de chaleur turbulents u′iT
′ à partir des équations (I.74) et (I.75) à l’aide d’une méthode

itérative ou d’une méthode du point fixe mais la convergence n’est pas assurée.

Le calcul direct des tensions de Reynolds u′iu
′
j et des flux de chaleur turbulents u′iT

′ sans
processus itératif est réalisée par les modèles de turbulence algébriques explicites (EARSM et
EAHFM pour Explicit ARSM et AHFM). Ces modèles permettent le calcul direct u′iu

′
j et

u′iT
′, comme le ferait une relation de Boussinesq.

I.C.2.1 Modèles algébriques aux tensions de Reynolds

Considérons tout d’abord le cas dynamique. En utilisant des modèles linéaires pour la corré-
lation de pression φij et le terme de dissipation εij l’équation algébrique (I.74) peut s’écrire sous
la forme :

(

A+
Pk

ε

)

aij = BS∗
ij + C

(

aikS
∗
kj + S∗

ikakj −
1

3
tr (aklS

∗
lk) δij

)

+D
(
aikΩ

∗
kj − Ω∗

ikakj
)

(I.76)

où A, B, C et D sont des constantes liées au modèle pour φij , S∗
ij le tenseur taux de défor-

mation adimensionnalisé et Ω∗
ij le tenseur taux de vorticité adimensionnalisé. S∗

ij et Ω∗
ij sont

respectivement définis par :

S∗
ij =

1

2

k

ε

(
∂Ui

∂xj
+

∂Uj

∂xi

)

et Ω∗
ij =

1

2

k

ε

(
∂Ui

∂xj
− ∂Uj

∂xi

)

Pope (1975) propose de résoudre le système d’équations algébriques (I.76) en utilisant la projec-
tion du tenseur d’anisotropie dans une base formée à partir de S∗

ij et Ω∗
ij . Il montre que cette base

contient dix tenseurs dans le cas tridimensionnel mais se réduit à trois dans le cas bidimensionnel.

Dans le cas bidimensionnel, la base B utilisée par Pope (1975) pour représenter le tenseur
d’anisotropie est donnée par :

T1 = S∗

T2 =
(

S∗2 − 1
3tr

(
S∗2

)
Id

)

T3 =
(
S∗ · Ω∗ − Ω∗ · S∗

)

(I.77)
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Dans le cas tridimensionnel, la base utilisée pour représenter le tenseur d’anisotropie est la
suivante :

T1 = S∗

T2 =
(

S∗2 − 1
3tr

(
S∗2

)
Id

)

T3 =
(
S∗ · Ω∗ − Ω∗ · S∗

)

T4 =
(

Ω∗2 − 1
3tr

(
Ω∗2

)
Id

)

T5 =
(
S∗2 · Ω∗ − Ω∗ · S∗2

)

T6 =
(

S∗ · Ω∗2 +Ω∗2 · S∗ − 2
3tr

(
S∗ · Ω∗2

)
Id

)

T7 =
(

S∗2 · Ω∗2 +Ω∗2 · S∗2 − 2
3tr

(
S∗2 · Ω∗2

)
Id

)

T8 =
(
S∗ · Ω∗ · S∗2 − S∗2 · Ω∗ · S∗

)

T9 =
(
Ω∗ · S∗ · Ω∗2 − Ω∗2 · S∗ · Ω∗

)

T10 =
(
Ω∗ · S∗2 · Ω∗2 − Ω∗2 · S∗2 · Ω∗

)

(I.78)

Shih et Lumley (1993), Jongen et Gatski (1998) et Wallin et Johansson (2000) montrent que
cette base tensorielle utilisée dans les cas tridimensionnels peut être réduite à cinq tenseurs dans
le cas particulier d’un tenseur symétrique à trace nulle dans la majorité des écoulements ex-
cepté pour des cas pathologiques (Jongen et Gatski (1998), cisaillement axisymétrique pur où le
vecteur rotation est aligné avec la direction principale du tenseur de déformation). Le tenseur
d’anisotropie est justement un tenseur symétrique à trace nulle pour lequel la base réduite à
cinq tenseurs est utilisable. Cette base réduite n’est pas fixe dans le cas tridimensionnel et toutes
les combinaisons de cinq tenseurs de la base (I.78) sont acceptables. De ce fait, la base réduite

varie selon les auteurs : Jongen et Gatski (1998) choisissent B =
(

T1 ; T2 ; T3 ; T4 ; T5

)

alors que

Wallin et Johansson (2000) choisissent B =
(

T1 ; T3 ; T4 ; T6 ; T9

)

.

Suite à la projection du tenseur d’anisotropie dans la base B (indépendamment de la géométrie
2D ou 3D de la configuration), (I.76) se met sous la forme :

a = F
(

S∗,Ω∗,
Pk

ε

)

=
∑

i

γi

(

S∗,Ω∗,
Pk

ε

)

Ti (I.79)

où les γi

(

S∗,Ω∗, Pk

ε

)

sont les coefficients de projection. La projection du tenseur d’anisotropie

dans une base tensorielle réalisé par Pope (1975) permet d’obtenir un jeu de coefficients de pro-
jection. Ces coefficients de projection sont les inconnues d’un système linéaire et peuvent donc
être calculés. Le modèle reste toutefois implicite car il nécessite d’itérer sur Pk

ε qui a été laissé
sous forme implicite durant le développement.

Taulbee (1992) donne une solution explicite de cette équation dans le cas d’un écoulement
cisaillé en fixant la valeur de Pk/ε. De même, Gatski et Speziale (1993) résolvent ces équations
de façon explicite en supposant :

Pk

ε
=

Cε2 − 1

Cε1 − 1
(I.80)

où Cε1 et Cε2 sont les constantes définies pour l’équation de transport de ε dans un modèle k−ε.
Cette expression vient du fait que les rapports production sur dissipation de k et k/ε tendent
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vers des niveaux constants dans le cas d’écoulements turbulents homogènes.
Par la suite, Girimaji (1996), Ying et Canuto (1996) et Wallin et Johansson (2000) mettent

en évidence que le rapport production sur dissipation d’énergie cinétique turbulente est donné
par :

Pk

ε
= −tr

(
a · S∗

)
(I.81)

En ayant recours aux expressions des coefficients de projection γi, cette expression fournit une
équation polynômiale dont Pk

ε est la solution (Girimaji (1996)). L’ordre de l’équation évolue en
fonction de la géométrie de la configuration (2D et 3D) ainsi que des modèles pour les corrélations
de pression.

Dans le cas bidimensionnel, la base B constituée de trois tenseurs conduit à une équation
polynômiale d’ordre trois permettant de calculer le rapport Pk/ε. La solution est alors déterminée
par la méthode de Cardan. Le calcul explicite des tensions de Reynolds par cette méthode est
donc rendu possible sans hypothèse ou approximation sur la valeur pour le rapport production
sur dissipation d’énergie cinétique turbulente Pk/ε.

Dans le cas tridimensionnel, que la base B soit constituée de dix tenseurs ou réduite à cinq
tenseurs, l’équation polynômiale est d’ordre six et ne permet pas le calcul du rapport Pk/ε. Néan-
moins, Wallin et Johansson (2000) montrent que la solution obtenue dans le cas bidimensionnel
peut être utilisée comme première approximation de la solution tridimensionnelle. La solution
tridimensionnelle devient alors solution d’une équation linéaire. Deux choix s’offrent alors : soit
calculer la solution tridimensionnelle approchée grâce à l’équation linéaire, soit utiliser directe-
ment la solution bidimensionnelle. Une fois les coefficients de projection calculés, ils donnent
directement accès au tenseur d’anisotropie et donc aux tensions de Reynolds.

Pouvoir calculer les tensions de Reynolds explicitement est un avantage très attractif des
modèles algébriques et de nombreux autres modèles ont vu le jour comme ceux de Speziale et Xu
(1996), de Gatski et Jongen (2000) ou d’Hellsten et Laine (2000) se distinguant par les modèles
pour φij utilisés.

I.C.2.2 Modèles algébriques aux flux de chaleur turbulents

Compte tenu des atouts des modèles de turbulence algébriques pour les tensions de Reynolds
u′iu

′
j , l’approche algébrique a ensuite été transposée aux flux de chaleur turbulents u′iT

′.

Launder (1975) et Launder (1988) simplifient les équations de transport des flux de chaleurs
turbulents u′iT

′ par évaluation des différents termes. Le modèle obtenu est un modèle non-linéaire
se basant sur les équations de transport mais pas réellement un modèle algébrique puisqu’il ne
repose pas sur l’hypothèse d’équilibre local. Le modèle a pour expression :

u′iT
′ = −Cθ1

k

ε
u′iu

′
k

∂T

∂xk
− Cθ2

k

ε
u′kT

′
∂Ui

∂xk
+ Cθ3βgikθ (I.82)

Le modèle donne des prévisions pour les profils des flux de chaleur turbulents meilleures que
l’utilisation de l’hypothèse SGDH ou GGDH.

Historiquement, Hanjalić et Vasić (1993), Hanjalić et al. (1996) et Dol et al. (1997) utilisent
l’hypothèse d’équilibre local sur les équations de transports des flux de chaleur turbulents pour
obtenir des modèles AHFM décrits en section I.C.3.
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Par la suite, Wikström et al. (2000) développent un modèle de turbulence algébrique explicite
pour les flux de chaleur turbulents u′iT

′ dont la formulation se rapproche du modèle de Wallin et
Johansson (2000) pour les tensions de Reynolds u′iu

′
j . En utilisant les modèles linéaires généraux

pour les termes φiθ et εiθ, l’équation (I.75) est réécrite sous la forme :

(
Aθδij +BθS

∗
ij + CθΩ

∗
ij

)
ξj = Dθ

(

aij +
2

3
δij

)

Θj (I.83)

avec Aθ = f
(
Pk

ε + Pθ

εθ

)

, Bθ, Cθ, Dθ constantes liées au modèle φiθ et Θj =
k
ε

√
k
kθ

∂T
∂xj

.

Le système (I.83) peut être mis sous forme Aξ = b et permet une obtention des flux de chaleur

turbulents par inversion matricielle. De plus, Pθ

εθ
est défini par :

Pθ

εθ
= −r tr

(
ξ ·Θ

)
(I.84)

qui conduit, en utilisant la solution de (I.83) pour ξ, à une équation polynômiale d’ordre trois
dont Pθ/εθ est la solution pour les écoulements bidimensionnels. L’équation polynômiale pour
Pθ/εθ dans le cas tridimensionnel est d’ordre quatre. Plusieurs modèles pour le terme de pression-
gradient de température, dont un développé par Wikström et al. (2000), sont comparés sur des
écoulements cisaillés, de canal vertical différentiellement chauffé et de sillage de cylindre chauffé.

So et al. (2004a) développent un modèle explicite pour les flux de chaleur turbulents u′iT
′

qui diffère du modèle de Wikström et al. (2000) par la méthode de résolution basée sur une
projection dans la base :

Bθ =
(
Θ ; a ·Θ

)

Le modèle pour la corrélation de pression-gradient de température est basé sur le modèle de
Launder (1975). Comme Wikström et al. (2000), l’obtention des flux de chaleur u′iT

′ passe par
la résolution d’une équation polynômiale d’ordre trois pour Pθ

εθ
.

Ferrand et Violeau (2012) étudient les performances du couplage de modèles algébriques. Les
tensions de Reynolds et les flux de chaleur turbulents sont projetés dans les bases :

B =

(

S ;

(

S∗2 − 1

3
tr

(
S∗2

)
Id

)

;
(
S∗ · Ω∗ − Ω∗ · S∗

)
)

Bθ =
(
Θ ; Ω ·Θ

)

Ils aboutissent à un système linéaire qui leur donne accès aux tensions de Reynolds et aux flux
de chaleur turbulents. La résolution de l’équation polynômiale pour Pθ/εθ n’est pas nécessaire
car Aθ a été simplifié pour ne plus dépendre de Pθ/εθ. Ce modèle est utilisé pour simuler des
configurations de canal plan vertical différentiellement chauffé et de cylindre chauffé avec flotta-
bilité.

I.C.3 Prise en compte de la flottabilité dans les modèles algébriques

I.C.3.1 Équations d’équilibre avec flottabilité

En considérant maintenant les termes de flottabilité, les équations (I.74) et (I.75) deviennent :

− u′iu
′
k

∂Uk

∂xj
− u′ju

′
k

∂Uk

∂xi
− β

(

giu′jT
′ + gju′iT

′
)

+ φij − εij =
u′iu

′
j

k
(Pk +Gk − ε) (I.85)
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et

− u′iu
′
k

∂T

∂xk
− u′jT

′
∂Ui

∂xk
− βgikθ + φiθ − εiθ =

u′iT
′

2

(
Pk +Gk − ε

k
+

Pθ − εθ
kθ

)

(I.86)

où les termes Pk = −u′ku
′
l
∂Uk

∂xl
, Gk = −βgku

′
kT

′ et Pθ = −u′kT
′ ∂T
∂xk

sont laissés sous forme impli-
cite.

En tenant compte des modèles linéaires pour les termes φij , φiθ, εij et εiθ, on en déduit des
équations algébriques générales de la forme suivante :

(

A+
Pk

ε
+

Gk

ε

)

aij = BS∗
ij + C

(

aikS
∗
kj + S∗

ikakj −
1

3
tr (aklS

∗
lk) δij

)

(I.87)

+ D
(
aikΩ

∗
kj − Ω∗

ikakj
)
+ Eβ

(

giu′jT
′ + gju′iT

′ − 2

3
gku

′
kT

′δij

)

et
(
Aθδij +BθS

∗
ij + CθΩ

∗
ij

)
ξj = Dθ

(

aij +
2

3
δij

)

Θj + Eθ

√
kkθ
ε

βgi (I.88)

avec Aθ = f
(
Pk

ε ; Gk

ε ; Pθ

εθ

)

et A, B, C, D, E, Bθ, Cθ, Dθ et Eθ des constantes liées aux constantes

des modèles pour les corrélations de pression.

Du point de vue dynamique dans le cas d’écoulements soumis à un gradient de vitesse moyenne
nulle, la base tend vers des tenseurs nuls et conduit à un tenseur d’anisotropie nul. Ce résultat est
vrai pour les écoulements sans flottabilité, mais faux pour les écoulements soumis à la flottabi-
lité dans lesquels la flottabilité crée de l’anisotropie dans l’écoulement. La projection du tenseur
d’anisotropie aij dans la base usuelle de Pope (1975) n’est plus correcte à cause de la présence de

−β
(

giu′jT
′ + gju′iT

′
)

et Gk dans l’équation (I.87). La représentation du tenseur d’anisotropie

doit inclure de nouveaux termes permettant de prendre en compte les effets de la flottabilité. De
plus, le terme Gk doit lui aussi être connu afin de calculer le tenseur d’anisotropie et cela n’est
possible que par la connaissance des flux de chaleur turbulents u′iT

′.

En ce qui concerne l’équation d’équilibre thermique, elle aussi contient de nouveaux termes
relatifs à la flottabilité : −βgikθ et Gk. Le premier correspond à l’ajout d’un terme uniquement
lié à kθ qui peut être calculé à l’aide d’une équation de transport tandis que le second est lié aux
flux de chaleur turbulents u′iT

′ de la même façon que Pθ.

Le couplage entre la dynamique et la thermique est bien pris en compte via la présence de
u′iu

′
j dans les équations de transport des flux de chaleur turbulents u′iT

′ et la présence de u′iT
′

dans les équations de transport des tensions de Reynolds u′iu
′
j . L’obtention de chacune de ces

grandeurs turbulentes passe par la résolution couplée de ces deux équations d’équilibre.

I.C.3.2 Modèles algébriques avec flottabilité

Hanjalić et Vasić (1993) et Hanjalić et al. (1996) définissent des modèles algébriques pour les
flux de chaleur turbulents ayant pour forme :

u′iT
′ = −Cθ

k

ε

(

u′iu
′
j

∂T

∂xj
+ ζu′jT

′
∂Ui

∂xj
+ ηβgikθ

)

(I.89)
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Cette expression peut être une nouvelle fois mise sous la forme A · ξ = b et permet d’obtenir ξ
par inversion matricielle. Ces modèles sont utilisés avec des modèles DRSM pour simuler des
écoulements de convection naturelle dans une cavité différentiellement chauffée ou dans une ca-
vité partitionnée. Les prévisions fournies par le modèle sont encourageantes aussi bien dans le
cas de la géométrie simple que de la géométrie complexe.

Dol et al. (1997) utilisent l’hypothèse d’équilibre local sur l’équation de transport du vecteur
flux de chaleur turbulent ξi pour obtenir une formulation implicite pour les flux de chaleur
turbulents uiT ′ :

u′iT
′ =

u′iu
′
l

∂T ′

∂xl
+ ξu′lT

′
∂Ui

∂xl
+ ηgiβT

′2

−cθ1
ε

k
+

1

2T ′2

(

2u′lT
′
∂T ′

∂xl
+ εT ′2

)

+
1

2k

(

u′iu
′
l

∂Ui

∂xl
+ giβu′iT

′ + ε

) (I.90)

avec cθ1 = 1, ξ = 0, 6 et η = 0, 6. Le modèle est couplé à un modèle DRSM . Le modèle com-
plet est testé sur un écoulement de convection naturelle dans un canal vertical différentiellement
chauffé et prévoit les bons profils des grandeurs moyennes mais le flux de chaleur turbulent lon-
gitudinal est largement sous-estimé. Le modèle de Hanjalić et Vasić (1993) et Hanjalić et al.
(1996), présenté ci-dessus, peut être obtenu par simplification de ce modèle.

Lecocq et al. (2008) et Dehoux et al. (2012) utilisent le modèle EAHFM de Dol et al. (1997)
en y incluant des traitements de paroi et le couplent à un modèle DRSM pour simuler l’écou-
lement autour d’un cylindre chauffé monté sur une paroi et d’une matrice de ces cylindres. Les
résultats de ces modèles sur ces configurations complexes sont prometteurs mais nécessitent un
coût de calcul beaucoup plus élevé que les modèles algébriques couplés.

Le premier modèle explicite algébrique couplant EARSM et EAHFM pour les écoulements
avec flottabilité a été proposé par Girimaji et Balachandar (1998). Ils simulent un écoulement
de Rayleigh-Bénard en utilisant un modèle de turbulence couplant un modèle algébrique pour
la dynamique et un modèle algébrique pour la thermique. Les équations d’équilibre obtenues
après utilisation de l’hypothèse d’équilibre local sont simplifiées dans le cas particulier de cette
configuration d’écoulement. Le tenseur d’anisotropie est alors projeté sur le tenseur de flottabilité,
seul terme restant suite aux simplifications effectuées grâce au gradient de vitesse moyenne nul :

a = f (k; ε; kθ; εθ;Gk)

(

G− 2

3
GkId

)

L’équation d’équilibre local pour cette configuration obtenue pour le vecteur flux de chaleur
turbulent est :

ξi = − 1

Q

(

ηg∗i +
2

3
Θi + aijΘj

)

(I.91)

où Θ = grad (T ), Q = −ξi
(
Θi +

1
2g

∗
i

)
+ Q0 où Q0 et η sont des constantes. L’expression pour

ξi est contractée avec le tenseur
(
Θ+ 1

2g
)

et aboutit à une équation polynômiale d’ordre deux
pour Q. La solution de cette équation polynômiale permet alors de calculer ξ. Le modèle offre
des résultats encourageants mais la configuration d’écoulement est trop contraignante pour le
modèle à cause de l’hypothèse d’équilibre local non valable sur cette configuration selon les au-
teurs. Néanmoins, le couplage induit par la flottabilité est direct car les tensions de Reynolds
sont proportionnelles au tenseur de flottabilité.
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So et al. (2004b) développent deux modèles de turbulence algébriques, un pour les tensions de
Reynolds et l’autre pour les flux de chaleur turbulents, les couplent et obtiennent une formulation
permettant l’application du modèle à n’importe quel écoulement bidimensionnel. Pour résoudre
le problème lié à la base de projection pour le tenseur d’anisotropie, So et al. (2004b) ont choisi de
compléter cette base par deux tenseurs formés à partir du tenseur de flottabilité. Ils considèrent
que le tenseur de flottabilité est toujours tridimensionnel et, pour simplifier les calculs dans le cas
bidimensionnel, le décomposent en une partie bidimensionnelle et une partie tridimensionnelle.
Il utilise ensuite la partie bidimensionnel pour compléter leur base de projection pour le tenseur
d’anisotropie :

B =

(

S ;

(

S∗2 − 1

3
tr

(
S∗2

)
Id

)

;
(
S∗ · Ω∗ − Ω∗ · S∗

)
; f ;

(

f · Ω∗ − Ω∗ · f
))

avec f = 1
Gk

(

G− Id
2DGk

)

avec Id
2D le tenseur identité bidimensionnel. Le choix de diviser par

Gk est discutable puisque dans certaines configurations, le terme Gk peut être nul et amener le
tenseur f à tendre vers l’infini. Le vecteur des flux de chaleur turbulents est quant à lui projeté

dans une base formée à partir du gradient de température ∂T
∂xi

et du tenseur d’anisotropie aij :

Bθ =
(
Θ ; a ·Θ

)

Afin de pouvoir fermer les équations, trois équations polynômiales couplées sont résolues de fa-
çon itérative pour déterminer Pk

ε , Gk

ε et Pθ

εθ
. Le modèle pour la corrélation de pression-gradient

de vitesse repose sur celui de Speziale et al. (1991) et pour la corrélation de pression-gradient
de température sur celui de Launder (1975). Le modèle est ensuite testé sur une configuration
d’écoulement cisaillé homogène horizontal soumis à un gradient de température vertical et fournit
des résultats encourageants. Néanmoins, la formulation est très complexe, l’obtention des rap-
ports de production sur dissipation nécessite un processus itératif, il ne contient pas de traitement
spécifique à la région de paroi, la base de projection surdimensionnée est discutable, notamment
l’utilisation du tenseur identité bidimensionnel difficile à définir dans le cas tridimensionnel et le
modèle n’a pas été testé sur d’autres configurations.

Hattori et al. (2006) reprennent les travaux de So et al. (2004b) pour le modèle algébrique
pour les tensions de Reynolds et les travaux de Abe et al. (1996) pour le modèle algébrique pour
les flux de chaleur turbulents pour mettre en place des modèles NL−EVM et NL−EDM qui
ont pour expressions :

u′iu
′
j = Akδij +BSij + C (SikΩkj − ΩikSkj) +D

(

S2
ij −

1

3
Skkδij

)

+ Efij + F (fikΩkj − Ωikfkj) +G

(

fikSkj + Sikfkj −
2

3
fklSlkδij

)

et

u′iT
′ =

(

Aθu
′
iu

′
k +Bθu

′
iu

′
l

(

u′lu
′
k

k

))

∂T

∂xk

+ (CθSik +DθΩik)

(

Aθu
′
ku

′
l + Eθu

′
ku

′
m

(

u′mu′l
k

))

∂T

∂xl

+ (Fθδik −Gθ (CθSik +DθΩik)) gk + (Hθδik − Iθ (CθSik +DθΩik))

(

u′lu
′
k

k

)

gl
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Ils testent ces modèles sur des configurations de canal vertical et horizontal en convection forcée
ou mixte et améliorent ces modèles notamment par l’inclusion de fonctions d’amortissement et
de termes supplémentaires non-linéaires pour représenter la dissipation thermique. Les modèles
résultants possèdent une formulation très complexe et requièrent un processus itératif pour l’ob-
tention de u′iu

′
j et u′iT

′, fortement couplés par leurs équations. Les résultats obtenus sont très
encourageants mais se limitent à des tests a priori.

Toujours par le couplage de modèles algébriques, Violeau (2009) simule un écoulement de
canal horizontal soumis à la stratification thermique en projetant le tenseur d’anisotropie dans
la base de Wallin et Johansson (2000) et le vecteur flux de chaleur turbulent dans la base de So
et al. (2004b) :

B =

(

S ;

(

S∗2 − 1

3
tr

(
S∗2

)
Id

)

;
(
S∗ · Ω∗ − Ω∗ · S∗

)
)

et
Bθ =

(
Θ ; Ω∗ ·Θ

)

et finalement résout un système d’équations linéaires couplant dynamique et thermique. Le mo-
dèle développé se restreint aux cas bidimensionnels, procède aussi à des simplifications liées à
la configuration d’écoulement choisie et utilise des fonctions d’amortissement pour refléter les
effets de la paroi. Les résultats sont encourageants et soulignent l’importance de la prévision des
grandeurs turbulentes k, ε, kθ et εθ dans les performances du modèle algébrique. Néanmoins,
dans le cas de gradients de vitesse moyenne nuls, le tenseur d’anisotropie obtenu est nul.

Lazeroms et al. (2013) utilisent les modèles algébriques de Wallin et Johansson (2000) et
Wikström et al. (2000) en y incorporant les termes de flottabilité afin de simuler des écoulements
turbulents cisaillés et de canal horizontal soumis à la stratification thermique. Les auteurs choi-
sissent de reprendre le choix de la base de projection pour les tensions de Reynolds et construisent
deux bases étendues pour les tensions de Reynolds et les flux de chaleur turbulents dans le cas
bidimensionnel, respectivement de 10 tenseurs et 8 vecteurs.

T1 = S V1 = Θ

T2 =
(

S2 − 1
3tr

(
S2

)
Id

)

V2 = S ·Θ

T3 =
(

Ω2 − 1
3tr

(
Ω2

)
Id

)

V3 = Ω ·Θ

T4 =
(
SΩ− ΩS

)
V4 = S · Ω ·Θ

T5 =
(

g ⊗Θ+Θ⊗ g − 2
3tr

[
g ·Θ

)
Id

)

V5 = g

T6 =
((

g ⊗Θ
)
· S + S ·

(
Θ⊗ g

)
− 2

3tr
(
g ⊗Θ : S

]
Id

)

V6 = S · g

T7 =
((

g ⊗Θ
)
· Ω− Ω ·

(
Θ⊗ g

)
− 2

3tr
[
g ⊗Θ : Ω

]
Id

)

V7 = Ω · g

T8 =
((

g ⊗Θ
)
· S · Ω− Ω · S ·

(
Θ⊗ g

)
− 2

3tr
[
g ⊗Θ :

(
S · Ω

)]
Id

)

V8 = S · Ω · g

T9 =
(

g ⊗ g − 1
3tr

(
g2

)
Id

)

T10 =
((

g ⊗ g
)
· Ω+ Ω ·

(
g ⊗ g

)
Ω− 2

3tr
(
g2

)
Id

)

Ces bases sont simplifiées par les cas d’écoulements considérés car les gradients de température
ainsi que le vecteur gravitationnel sont colinéaires. Le choix de constantes simplifie aussi la for-
mulation par l’annulation de la constante C dans l’équation (I.87), des constantes Bθ et Cθ dans
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l’équation (I.88) ou encore de la dépendance du terme Aθ à Pθ/εθ. Néanmoins, les termes Pk/ε,
Gk/ε et Pθ/εθ laissés implicites dans les modèles algébriques de Wallin et Johansson (2000) et
Wikström et al. (2000) sont solutions d’équations polynômiales d’ordre six. Ces équations sont
simplifiées pour aboutir à des équations polynômiales d’ordre trois, dont les solutions sont ensuite
modifiées via des fonctions correctrices pour tendre vers la solution de l’équation polynômiale
d’ordre six. Le modèle ne nécessite donc pas de processus itératif pour aboutir aux tensions de
Reynolds et aux flux de chaleur turbulents. Les auteurs utilisent aussi des fonctions d’amortisse-
ment pour modéliser les effets de la paroi. Toutefois, l’utilisation de ce modèle est restreinte aux
cas d’applications dans lesquels les approximations effectuées et le choix des constantes simpli-
ficatrices restent valables : les écoulements parallèles cisaillés avec une stratification thermique
stable.

L’inclusion des termes de flottabilité dans les modèles algébriques n’est pas une tâche facile
et passe souvent par une formulation lourde et couplée, allégée par des simplifications effectuées
en lien avec la géométrie de l’écoulement choisi. Les modèles pour les corrélations de pression
varient selon les modèles présentés et aucun ne fait l’unanimité. De plus, le choix des valeurs
des constantes liées aux termes de flottabilité est encore ouvert. Enfin, la méthode de résolution
(méthode de projection, choix de la base, méthode d’inversion matricielle), le calcul des termes de
production sur dissipation varient selon les auteurs, chacune ayant ses avantages et ses défauts.
Malgré les études déjà existantes, l’approche visant le couplage de modèles EARSM et EAHFM
pour représenter les écoulements de convection thermique (pour une configuration quelconque)
nécessite encore d’être approfondie.

I.D Modélisation de la turbulence de paroi

La majorité des modèles de turbulence ont été développés en considérant des écoulements
homogènes. Pour ces écoulements, les équations de transport se simplifient, notamment en né-
gligeant les termes de convection et de diffusion, et permettent une modélisation des termes de
production et de dissipation. En cas de présence d’une paroi, l’écoulement est fortement inho-
mogène et le nombre de Reynolds turbulent tend vers zéro : les modèles développés ne sont plus
valides.

I.D.1 Physique de la région de paroi

Les écoulements turbulents en présence de paroi mettent en valeur une physique différente de
celle des écoulements homogènes sur de nombreux points. La paroi possède deux types d’effets
sur un écoulement turbulent : des effets visqueux et des effets non-visqueux ou cinématiques.
Commençons par les effets visqueux qui sont au nombre de trois :

– l’amortissement visqueux de la turbulence. À la paroi, la condition d’adhérence impose
que U = 0 et u′ = 0, ce qui induit k = 0. Les effets visqueux, dus au frottement du
fluide sur la paroi, amortissent la turbulence de l’écoulement. La diffusion visqueuse est
importante dans le voisinage proche de la paroi. Ce terme, négligé pour les écoulements
turbulents homogènes, est ici un terme majeur : il intervient dans l’équilibre des équations
de transport des tensions de Reynolds u′iu

′
j ou des flux de chaleur turbulents u′iT

′ à la
paroi.

– la présence d’importants gradients de vitesse moyenne. La différence entre la vitesse moyenne
de l’écoulement et la vitesse nulle due à la condition d’adhérence conduisent à de forts gra-
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dients de vitesse moyenne dans la région de paroi. Ils engendrent un fort cisaillement dans
cette région de l’écoulement et conduisent à une forte production de turbulence dans la
région y+ ≈ 10.

– le chevauchement des échelles turbulentes énergétiques et dissipatives. La séparation entre
échelles énergétiques et échelles dissipatives utilisée pour développer les modèles de tur-
bulence présentés précédemment (modèles haut Reynolds) n’est plus valable. Or cette hy-
pothèse permet de modéliser les échelles énergétiques sans tenir compte des effets de la
viscosité. À l’approche de la paroi ces échelles sont du même ordre de grandeur. Cette
séparation n’est plus possible car les échelles énergétiques et les échelles dissipatives s’in-
fluencent mutuellement.

Les modèles prenant en compte les effets visqueux près de la paroi sont appelés modèles bas
Reynolds.

Deux effets non-visqueux vont intervenir :

– l’effet de blocage. La paroi crée un effet de blocage. Le fluide ne peut pas pénétrer la paroi, il
va ralentir et s’arrêter ou la longer pour la contourner. La fluctuation de vitesse normale à la
paroi et la vitesse moyenne normale à la paroi sont amorties. L’écoulement tridimensionnel
tend vers un écoulement à deux composantes en proche paroi. Ce changement de topologie
est réalisé par un échange d’énergie entre les différentes composantes du champ dynamique
via les termes de pression qui traduisent les effets de blocage dans tout l’écoulement.

– l’effet d’écho. Il correspond au phénomène de réflexion des fluctuations de pression sur la
paroi. L’effet de blocage est dominant par rapport à l’effet d’écho.

Les effets non-visqueux sont liés aux variations de pression dans l’écoulement.

Les effets de la paroi sont contenus dans les termes de pression et les termes visqueux. Les
effets visqueux sont des effets bas Reynolds et ne jouent que très près de la paroi à travers la
diffusion visqueuse. Les effets non-visqueux sont ressentis dans le reste de l’écoulement à travers
les termes de pression. Dans la plupart des modèles de turbulence du premier ordre, les termes
de pression ne font pas l’objet d’une représentation. Seuls les modèles algébriques et les modèles
du second ordre prennent en compte les termes de pression.

I.D.2 Comportement asymptotique à la paroi

Afin d’évaluer le comportement des grandeurs turbulentes, une étude asymptotique à la
paroi est réalisée. La direction normale à la paroi est portée par y, avec les vitesses moyennes et
fluctuantes associées V et v′. Dans le cas d’une température imposée à la paroi, les fluctuations
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de vitesse, température et pression sont données par :

U = BUy + CUy
2 + DUy

3 + O
(
y4

)

u′ = buy + cuy
2 + duy

3 + O
(
y4

)

v′ = cvy
2 + dvy

3 + O
(
y4

)

w′ = bwy + cwy
2 + dwy

3 + O
(
y4

)

p′ = ap + bpy + cpy
2 + dpy

3 + O
(
y4

)

T ′ = bT y + cT y
2 + dT y

3 + O
(
y4

)

(I.92)

où ai, bi, ci, etc sont des coefficients dépendants de x, z et t, pris en y = 0. La condition
d’adhérence à la paroi impose Ui (y = 0) = 0 et u′i (y = 0) = 0 tandis que la condition d’incom-
pressibilité mène à ∂v′

∂y (y = 0) = 0. L’effet de blocage par la paroi est visible sur la composante
v′ qui perd un ordre par rapport à u′ et w′. Les développements asymptotiques des tensions de
Reynolds u′iu

′
j et des flux de chaleur turbulents u′iT

′ à la paroi sont donnés par :

u′2 = b2uy
2 + 2bucuy

3 +
(
2budu + c2u

)
y4 + O

(
y4

)

u′v′ = bucvy
3 + (budv + cucv) y

4 + O
(
y5

)

v′2 = c2vy
4 + O

(
y5

)

w′2 = b2wy
2 + 2bwcwy

3 +
(
2budu + c2u

)
y4 + O

(
y4

)

u′T ′ = bubT y
2 + (bucT + bT cu) y

3 + (budT + cucT + dubT ) y
4 + O

(
y4

)

v′T ′ = bT cvy
3 + (cvcT + bTdv) y

4 + O
(
y5

)

w′T ′ = bwbT y
2 + (bwcT + bT cw) y

3 + (bwdT + cwcT + dwbT ) y
4 + O

(
y4

)

(I.93)

Les modèles de turbulence du second ordre doivent respecter ces développements asymptotiques
afin de reproduire la physique de l’écoulement dans la région de paroi. L’effet de blocage appa-
raît sur les composantes u′v′, v′2 et v′T ′ des tensions de Reynolds et des flux de chaleur turbulents.

La modélisation pariétale des modèles du second ordre nécessite d’étudier les développements
asymptotiques des différents termes des équations de transport des tensions de Reynolds u′iu

′
j et

des flux de chaleur turbulents u′iT
′. Dans un premier temps, en utilisant les équations de quantité

de mouvement pour la vitesse fluctuante et en ne considérant que les termes d’ordre inférieur,
les coefficients liés aux fluctuations de pression sont donnés par :

pour u′ : à l’ordre 0, ∂ap
∂x = 2νcu

à l’ordre 1, ∂bp
∂x = ν

(
∂2bu
∂x2 + ∂2bu

∂z2
+ 6du

)

− βgubT

pour v′ : à l’ordre 0, bp = 2νcv

à l’ordre 1, 2cp = 6νdv − βgvbT

pour w′ : à l’ordre 0, ∂ap
∂z = 2νcw

à l’ordre 1, ∂bp
∂z = ν

(
∂2bw
∂x2 + ∂2bw

∂z2
+ 6dw

)

− βgwbT

(I.94)
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Pij Gij πij εij Dν
ij Dt

ij

u′2 O
(
y3

)
O

(
y2

)
O (y) O (1) O (1) O

(
y3

)

u′v′ O
(
y4

)
O

(
y2

)
O (y) O (y) O (y) O

(
y4

)

v′2 O
(
y5

)
O

(
y3

)
O

(
y2

)
O

(
y2

)
O

(
y2

)
O

(
y5

)

w′2 O
(
y3

)
O

(
y2

)
O (y) O (1) O (1) O

(
y3

)

Table I.3 – Tableau récapitulatif des comportements asymptotiques à la paroi des termes des
équations de transports de u′iu

′
j .

PU
iθ P T

iθ Giθ πiθ εiθ Dm
iθ Dt

iθ

u′T ′ O
(
y3

)
O

(
y3

)
O

(
y2

)
O (y) O (1) O (1) O

(
y3

)

v′T ′ O
(
y4

)
O

(
y4

)
O

(
y2

)
O (y) O (y) O (y) O

(
y4

)

w′T ′ O
(
y3

)
O

(
y3

)
O

(
y2

)
O (y) O (1) O (1) O

(
y3

)

Table I.4 – Tableau récapitulatif des comportements asymptotiques à la paroi des termes des
équations de transports de u′iT

′.

Ces relations permettent de lier les coefficients des fluctuations de pression apparaissant dans les
corrélations de pression aux coefficients des fluctuations de vitesses. Les comportements asymp-
totiques des tensions de Reynolds u′iu

′
j et des flux de chaleur turbulents u′iT

′ sont donnés res-
pectivement par les tableaux I.3 et I.4.

Les tableaux I.3 et I.4 montrent que les développements asymptotiques des équations de
transport de u′iu

′
j et u′iT

′ mènent à un équilibre entre les effets de pression et les effets visqueux :

πij − εij +Dν
ij = 0 (I.95)

πiθ − εiθ +Dm
iθ = 0 (I.96)

Les termes de flottabilité interviennent à l’ordre supérieur, tout comme les termes de convection
et production. Le terme de diffusion se réduit ici à la diffusion visqueuse, la diffusion par la pres-
sion étant regroupée avec la corrélation de pression. Les corrélations de pression et les termes de
dissipation nécessitent une modélisation différente de celles données aux sections I.B.4.2 et I.B.4.3
qui reposaient sur des écoulements homogènes.

Les équations (I.95) et (I.96) montrent l’équilibre qui s’établit dans la région de paroi pour
les équations de transport des tensions de Reynolds u′iu

′
j et les flux de chaleur turbulents u′iT

′ :
– les effets non-visqueux dus à la paroi (l’effet de blocage et l’effet d’écho) interviennent dans

la corrélation de pression,
– les effets visqueux interviennent dans les termes de dissipation et de diffusion visqueuse

qui agissent pour amortir la turbulence.
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I.D.3 Principe de modélisation de la turbulence pariétale

I.D.3.1 Fonctions d’amortissement pour les modèles du premier ordre

Pour les modèles du premier ordre, l’équation de transport pour l’énergie cinétique k est
exacte et ne nécessite pas d’autre modélisation que celle de la diffusion turbulente tandis que
l’équation de transport de la seconde échelle turbulente est généralement complètement modé-
lisée. La création de fonctions d’amortissement destinées à corriger les profils des différentes
grandeurs turbulentes dans les modèles du premier ordre est ainsi rendue possible par la connais-
sance des développements asymptotiques (I.93). Les corrections de paroi sont le plus souvent
introduites par l’intermédiaire de fonctions d’amortissement liées aux termes de production ou
de dissipation de la seconde échelle turbulente. Une fonction analogue à la fonction de van Driest
est généralement utilisée :

f (y) = 1− exp

(

− y+

A+

)

(I.97)

où y+ est la distance à la paroi et A+ une constante arbitraire à déterminer. Cette fonction n’est
qu’un exemple simple mais de nombreuses autres fonctions (plus complexes) existent.

D’autres modèles prennent aussi en compte des termes de diffusion supplémentaires. Les mo-
dèles de Launder et Sharma (1974) ou Chien (1982) ont recours à ces deux types de corrections
(cf section I.B.3.1.3.1, page 38).

Même si cette méthode est simple pour amortir la turbulence dans la région de paroi et aussi
la plus répandue pour obtenir un modèle "bas Reynolds", les corrections ne sont pas universelles.
Ces fonctions d’amortissement dépendent fortement du nombre de Reynolds et sont dépendantes
de la configuration étudiée : les coefficients des fonctions sont choisis pour reproduire le compor-
tement des grandeurs turbulentes pour une géométrie. Un autre handicap est la dépendance à la
distance à la paroi qui est difficile à obtenir sur des géométries complexes.

Enfin, ces corrections ne peuvent reproduire que les effets visqueux présents uniquement très
près de la paroi, mais ne peuvent pas tenir compte des effets non-visqueux.

I.D.3.2 Modèles à relaxation elliptique

Les équations de transport des modèles du second ordre contiennent les corrélations de pres-
sion et les termes de dissipation et sont donc aptes à prendre en compte efficacement les effets
de paroi. Néanmoins, ces effets interviennent via des termes qu’il est nécessaire de modéliser.

En utilisant la solution de l’équation de Poisson en domaine infini, il vient :

p′ (x) =
1

4π

∫

∆p′ (x+ r)
d3r

‖r‖ (I.98)

La corrélation de pression πij est définie par πij = −u′

i

ρ

∂p′

∂xj
− u′

j

ρ

∂p′

∂xi
. En utilisant l’expression

précédente de la pression fluctuante dans l’expression de πij , il vient :

πij (x) =
1

4πρ

∫ (

u′i (x)
∆p′

∂xj
(x+ r) + u′j (x)

∆p′

∂xi
(x+ r)

)
d3r

‖r‖ (I.99)
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Durbin (1991) fait l’hypothèse que les corrélations en deux points subissent une décroissance
exponentielle selon la distance entre ces deux points :

Ψij (x, x+ r)

Λ (x, x+ r)
=

Ψij (x+ r, x+ r)

Λ (x+ r, x+ r)
exp

(

−‖r‖
L

)

(I.100)

où L est définie comme l’échelle de longueur de la turbulence et Λ est une fonction de normali-
sation introduite pour prendre en compte des changements de comportements à la paroi. Cette
hypothèse est vérifiée par Manceau et al. (2001). L’utilisation des équations (I.100) et (I.99)
conduit à la relation :

πij (x)

Λ (x)
=

1

4ρπ

∫
Ψij (x, x)

Λ (x, x)
exp

(

−‖r‖
L

)
d3r

‖r‖ (I.101)

Cette expression est la solution de Green associée à la l’équation elliptique :

πij
Λ (x)

− L2∆
πij
Λ (x)

= −L2

ρ

Ψij (x, x)

Λ (x, x)
(I.102)

Dans le cas homogène (loin des parois), L2∆πij tend vers zéro et mène à :

πij
Λ (x)

= −L2

ρ

Ψij (x, x)

Λ (x, x)
=

πh
ij

Λ (x)
(I.103)

où πh
ij correspond à un modèle homogène pour le terme de redistribution. Le terme de redistri-

bution est donc solution de l’équation de relaxation elliptique :

πij
Λ

− L2∆
πij
Λ

=
πh
ij

Λ
(I.104)

Tous les composantes du terme de gradient de pression-vitesse fluctuante πij peuvent alors être
déterminées par la résolution de l’équation de relaxation elliptique (I.104) et le choix d’un modèle
homogène.

Dans l’article original, Durbin (1993b) s’appuie sur la grandeur ℘ij = πij−
(

εij − εwij

)

où εwij =

u′iu
′
jε/k correspond au modèle de paroi de Rotta (1951) pour le terme εij . Durbin (1993b) met en

place une équation de relaxation elliptique pour le terme fij = ℘ij/k plutôt que ℘ afin d’éviter la
singularité de la solution obtenue pour ℘ à la paroi. Pour ce modèle, la fonction de normalisation
Λ est égale à k. Cette astuce permet de respecter le bon comportement asymptotique à la paroi
du terme πij−εij+εwij pour chacune de ces composantes. Le terme de dissipation εij est supposé
être aussi solution d’une équation de relaxation elliptique. Les conditions aux limites sont données
par :

fw
22 = −20ν2 limy→0

v′2

εy4
; fw

12 = −8ν2 limy→0
u′v′

εy4
; fw

23 = −8ν2 limy→0
v′w′

εy4

fw
11 = −1

2
fw
22 ; fw

13 = 0 ; fw
33 = −1

2
fw
22

(I.105)

Cette approche est appelée relaxation elliptique. Elle peut être facilement utilisée avec un modèle
DRSM et est transposable aux modèles DHFM .

Antérieurement à la relaxation elliptique, Durbin (1991) a développé un modèle de turbulence
k − ε− v′2 − f pour modéliser l’amortissement de la composante normale à la paroi du tenseur
de Reynolds : v′2. Le modèle repose sur un modèle k− ε, établit une équation de transport pour
v′2 et résout l’équation de relaxation elliptique (I.104) pour f22.
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I.D.3.3 Modèles à pondération elliptique

I.D.3.3.1 Principe de la pondération elliptique

Manceau et Hanjalić (2002) proposent de simplifier le modèle de relaxation elliptique de Dur-
bin (1993b). Ils notent que l’approche elliptique conduit à la résolution de six équations elliptiques
supplémentaires. De plus, les conditions aux limites imposées à fij sont difficiles à utiliser dans
un code industriel. L’échelle de longueur turbulente utilisée dans le modèle de Durbin (1993b)
ne change pas selon la composante contrairement aux recommandations de Manceau et al. (2001).

Manceau et Hanjalić (2002) choisissent alors de ne résoudre qu’une équation elliptique pour un
scalaire et de reconstruire les composantes des termes de redistribution a posteriori en couplant un
modèle homogène et un modèle de paroi. Ainsi, les équations du modèle à pondération elliptique
sont :

α− L2∆α =
1

k
(I.106)

où α est le coefficient de pondération elliptique ( 6= α, la diffusivité thermique), avec α = 0 à la
paroi, et

φij = (1− kα)φw
ij + kαφh

ij (I.107)

εij = (1−Akα) εwij +Akαεhij (I.108)

avec A = 1− 9
8 (aijaji − aijajkaki) le facteur d’aplatissement de Lumley et où w et h correspondent

respectivement au modèle de paroi et au modèle homogène. Les modèles de paroi sont définis
par :

φw
ij = −5

ε

k

(

u′iu
′
knknj + u′ju

′
knkni −

1

2
u′lu

′
knknl (ninj + δij)

)

(I.109)

où n est le vecteur unitaire normal à la paroi défini ici par ∇α
||∇α|| et

εwij =
u′iu

′
j

k
ε (I.110)

et les modèles homogènes sont définis par le modèle isotrope de Rotta (1951) pour la dissipation
εhij =

2
3εδij et le modèle de Speziale et al. (1991) pour le terme de redistribution. La pondération

elliptique n’a pas pour ambition de remplacer la relaxation elliptique car le modèle de paroi utilisé
ne peut permettre la reconstruction complète et exacte des termes de redistribution pour chacune
des composantes. La pondération elliptique est plutôt à considérer comme une approximation de
la relaxation elliptique.

Manceau et Hanjalić (2002) utilisent le modèle de pondération elliptique développé avec un
modèle du second ordre pour représenter un écoulement de canal et montrent que les résultats de
la pondération elliptique sont très satisfaisants et très proches des résultats d’un modèle utilisant
la relaxation elliptique.

La présence de A est sujet à discussion et les modèles récents ne prennent pas en compte ce
terme. De plus, grâce à une étude asymptotique, Manceau (2003, 2005) modifie les modèles pour
φij et εij :

φij =
(
1− α3

)
φw
ij + α3φh

ij (I.111)

εij =
(
1− α3

)
εwij + α3εhij (I.112)
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et l’équation de pondération elliptique est alors donnée par

α− L2∇2α = 1 (I.113)

avec α = 0 à la paroi et α = 1 à l’infini. L’application de la puissance à α permet de s’affranchir
du terme 1

k de l’équation de pondération elliptique.

Cette approche a été reprise par Shin et al. (2008) pour développer un modèle DHFM . Le
modèle de paroi pour (φiθ − εiθ) est alors défini par :

(πiθ − εiθ)
w = −1

2

(

1 +
1

Pr

)
ε

k
u′iT

′ −
(

1 +
1

2

(

1 +
1

Pr

))
ε

k
u′jT

′ninj (I.114)

Shin et al. (2008) comparent les résultats de leur modèle DHFM avec l’approche de pondération
elliptique et de relaxation elliptique. Ils montrent ainsi que ces approches sont aussi applicables
aux équations des flux de chaleur turbulents et que les approches elliptiques sont utilisables pour
représenter des écoulements complexes.

Par la suite, cette approche a été utilisée pour développer des modèles k − ε − ϕ − α cor-
respondant à une évolution du modèle k − ε − v′2 − f de Durbin (1991). L’équation elliptique
pour f est remplacée par le coefficient de pondération elliptique α. Une version intéressante du
k − ε − ϕ − α est le modèle de Billard et Laurence (2012) qui conduit à un modèle robuste et
simple à implanter dans un code de calcul.

I.D.3.3.2 Application aux modèles de turbulence algébriques

Le coefficient de pondération elliptique α a aussi servi pour définir des fonctions d’amortis-
sement en lieu et place de fonctions d’amortissement utilisant la distance à la paroi. On peut
notamment citer Karlatiras et Papadakis (2006) qui utilisent la solution de l’équation ellip-
tique (I.113). Ils remplacent la fonction d’amortissement du modèle de EARSM de Wallin et
Johansson (2000) par une fonction fα = cf

(
α− α2

)
+ α2. Cette fonction est développée en

étudiant le comportement asymptotique à la paroi des coefficient de projection de Wallin et
Johansson (2000) et par les conditions aux limites respectées par α. fα est utilisée pour coupler
les solutions obtenues pour les coefficients de projection du tenseur d’anisotropie à des solutions
obtenues par développement asymptotique en proche paroi. Ce modèle étant utilisé dans le ma-
nuscrit, il sera abordé plus en détail dans le chapitre III.B.2, page 125.

La pondération elliptique a aussi été couplée aux modèles EARSM via les travaux de Man-
ceau (2003) et d’Oceni (2009) mais l’utilisation de ces modèles avec les modèles explicites algé-
briques s’est avérée difficile. L’inclusion de nouveaux termes dans l’équation d’équilibre donnant
accès au tenseur d’anisotropie conduit à une équation polynômiale d’ordre quatre ne permettant
pas de définir de façon unique la solution Pk/ε. Ce point sera abordé plus en détail à la sec-
tion III.B.4, page 135.

Enfin, la pondération elliptique est également applicable à la corrélation pression-gradient de
température comme l’ont réalisé Lecocq et al. (2008) et Dehoux et al. (2012) en se basant sur les
travaux de Shin et al. (2008). Les modèles utilisés pour les flux de chaleur turbulents sont soit des
modèles DHFM soit des modèles AHFM tandis que la dynamique est résolue par des modèles
DRSM . Pour la corrélation pression-gradient de température et pour la dissipation thermique,
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Dehoux et al. (2012) utilisent les expressions suivantes :

(φiθ − εiθ) =
(
1− α3

θ

)
(φiθ − εiθ)

w + α3
θ (φiθ − εiθ)

h (I.115)

avec le modèle de Shin et al. (2008) pour le modèle de paroi. De plus, Dehoux et al. (2012) étudient
le coefficient de pondération elliptique thermique αθ, lui aussi solution d’une équation elliptique,
et la valeur de la puissance associée à celui-ci. Les pentes du profil du coefficient de pondération
elliptique αDNS

θ obtenues à partir des DNS sont mieux représentées en appliquant une puissance
trois au coefficient de pondération elliptique modélisé αθ. L’échelle de longueur Lθ utilisée dans
l’équation elliptique pour calculer le coefficient de pondération elliptique αθ a été comparée aux
DNS et semble plus proche de 2.5L où L est l’échelle de longueur utilisée dans le cas dynamique.
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Chapitre II

Étude préliminaire

II.A Choix du cas test support de l’étude préliminaire

La configuration du canal plan vertical infini différentiellement chauffé est un cas d’étude
académique courant pour les écoulements soumis à la flottabilité. Les trois régimes de convection
peuvent être étudiés pour cette configuration uniquement en modifiant les températures aux
parois et le gradient de pression appliqué. De plus, cette géométrie simple est représentative de
configurations plus complexes car elle met en avant la physique de l’écoulement en proche paroi
et la présence d’un gradient de vitesse moyenne nul. Enfin, des bases de données DNS sont
disponibles pour chacun des régimes à différents nombres de Reynolds de frottement et différents
nombres de Grashof ou Rayleigh. Le canal plan vertical infini différentiellement chauffé a donc
été choisi comme cas test pour cette étude préliminaire.

Les DNS utilisées dans ce chapitre sont celles de Kasagi et Iida (1999), Del Álamo et al.
(2004), Hoyas et Jiménez (2006), Kasagi et Nishimura (1997) et Versteegh et Nieuwstadt (1998))
et les profils de vitesse moyenne et de température moyenne sont donnés figure I.1 (page 31). Les
différentes caractéristiques des DNS utilisées sont données dans le tableau II.1.

Pour le régime de convection forcée, les DNS de l’"Universidad Politécnica de Madrid"
(Del Álamo et al. (2004); Hoyas et Jiménez (2006)) ont été utilisées. Elles sont réalisées à différents
nombres de Reynolds de frottement définis par Reτ = uτh/ν où ν est la viscosité cinématique
du fluide, h la demi-largeur du canal et uτ la vitesse de frottement. Cette base de données
donne accès à des nombres de Reynolds de frottement de 180, 550, 950 et 2000. Elle permet

Type de convection Auteurs Reτ Gr Ri

Kasagi et Iida (1999), 150,

Convection forcée Del Álamo et al. (2004), 180, 550, 0 0

Hoyas et Jiménez (2006) 950, 2000

Convection mixte Kasagi et Nishimura (1997) 150 9, 6 105 0, 38

Convection naturelle Versteegh et Nieuwstadt (1998) ≈ 130 7, 143 106 ∞

Table II.1 – Caractéristiques des DNS de canal plan infini vertical différentiellement chauffé.
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II.B. ANALYSE DES MODÈLES CLASSIQUES SUR L’ÉCOULEMENT DE CANAL
SOUMIS À LA CONVECTION THERMIQUE

ainsi d’étudier l’effet du nombre de Reynolds sur l’écoulement. Toutefois, elle ne procure pas le
champ de température. Pour combler ce manque, la DNS de Kasagi et Iida (1999) est analysée
et donne accès au champ de température, alors considérée comme un scalaire passif. Le nombre
de Reynolds de frottement est ici de 150, valeur proche des nombres de Reynolds de frottement
rencontrés dans les simulations d’écoulements de convection naturelle. Pour chacune des ces
DNS, les différentes grandeurs sont adimensionnées par la vitesse de frottement uτ , la viscosité
cinématique ν et la différence de température entre les parois ∆T . Les profils des grandeurs
dynamiques et thermiques étant symétriques ou antisymétriques par rapport à l’axe central du
canal, les figures ne seront tracées que dans une demi-largeur du canal.

Pour le régime de convection mixte, la DNS de Kasagi et Nishimura (1997) est étudiée.
Elle est caractérisée par un nombre de Reynolds de frottement de Reτ = 150 et un nombre de
Grashof de 9, 6× 105, défini par Gr = gβ∆T (2h)3/ν2 où g est la norme du vecteur gravité et β
est le coefficient de dilatation thermique isobare. Les différentes grandeurs sont adimensionnées
par uτ , ν et Tτ la température de frottement définie comme Tτ = qw/ρCpuτ où Cp est la
capacité calorifique massique à pression constante du fluide et qw le flux de chaleur à la paroi.
La figure I.1, page 31, montre que la flottabilité rompt la symétrie du profil de vitesse moyenne
ainsi que l’antisymétrie du profil de température moyenne. Les profils étant dissymétriques, les
figures seront tracées sur toute la largeur du canal pour ce régime d’écoulement.

Pour le régime de convection naturelle, la DNS de Versteegh et Nieuwstadt (1998) est consi-
dérée. Elle se caractérise par un nombre de Rayleigh de 5× 106 défini par Ra = gβ∆T (2h)3/να.
Aucun nombre de Reynolds n’est donné puisqu’aucun gradient de pression n’est introduit dans le
canal. Néanmoins le profil de vitesse permet d’obtenir un nombre de Reynolds de frottement de
l’ordre de 100 à 130. Les grandeurs sont adimensionnées par α, h et ∆T . Les profils des grandeurs
dynamiques et thermiques sont symétriques ou antisymétriques par rapport à l’axe central du
canal, les figures ne feront apparaître qu’une demi-largeur du canal. La DNS de Versteegh et
Nieuwstadt (1998) a été préférée aux DNS de Pallares et al. (2010) et Kĭs et Herwig (2012) car
elle atteint un nombre de Rayleigh plus élevé Ra = 5×106 contre respectivement Ra = 5, 4×105

et Ra = 2, 8× 106 (Gr = 4× 106).

Pour cette configuration et dans le système de coordonnées donnés sur la figure I.1a, le champ
de vitesse ne possède qu’une composante longitudinale, i.e. U 6= 0 et V = W = 0, et les dérivées
par rapport à x et z sont nulles, i.e. ∂/∂x = ∂/∂z = 0. Les équations de Navier-Stokes moyennées
(équation I.21, page 35) mènent à :







0 = −∂P

∂y
+

∂

∂y

(

ν
∂U

∂y
− u′v′

)

− βg (T − T0)

0 =
∂

∂y

(

α
∂T

∂y
− v′T ′

) (II.1)

II.B Analyse des modèles classiques sur l’écoulement de canal
soumis à la convection thermique

II.B.1 Test a priori des relations constitutives

Les relations constitutives sont les relations de fermeture permettant de résoudre les équations
de Navier-Stokes moyennées. Dans le cadre des modèles de turbulence du premier ordre, les
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Figure II.1 – Prévisions de l’hypothèse de viscosité turbulente.

relations constitutives portent sur les tensions de Reynolds u′iu
′
j et les flux de chaleur turbulents

u′iT
′.
Afin d’évaluer la qualité de la représentation intrinsèque de ces relations, des tests a priori

sont effectués dans cette section. Ces tests permettent de s’affranchir d’autres erreurs de modé-
lisation intervenant lors de l’utilisation d’un modèle complet, en utilisant des grandeurs exactes
directement issues de DNS dans les relations constitutives. Les résultats fournis par les tests a
priori sont ensuite comparés aux résultats des DNS pour juger la qualité de la représentation.

II.B.1.1 L’hypothèse de viscosité turbulente

Les prévisions a priori obtenues par l’hypothèse de viscosité turbulente sont comparées aux
profils DNS présentés dans le tableau II.1. L’hypothèse de viscosité turbulente est donnée par la
relation (I.23). Les profils d’énergie cinétique turbulente k, de taux de dissipation ε et de gradient
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de vitesse moyenne ∂U/∂y provenant des DNS ont été utilisés pour calculer les tensions de
Reynolds via cette hypothèse. La viscosité cinématique turbulente νt est donnée par le modèle
de Launder et Sharma (1974) :

νt = Cµfµ
k2

ε
avec fµ = exp

( −3, 4

(1 +Ret/50)
2

)

et Ret =
k2

νε

avec Cµ = 0, 09. Les résultats de cette hypothèse sont présentés sur la figure II.1 pour les trois
régimes de convection et pour des nombres de Reynolds de frottement de 2000 et 150 dans le cas
du régime de convection forcée.

L’hypothèse de viscosité turbulente ne peut pas représenter l’anisotropie de l’écoulement.
Chacune des composantes diagonales du tenseur de Reynolds, i.e. u′2, v′2 et w′2, est égale 2/3 k.
De façon générale, les prévisions pour ces composantes ne sont donc pas satisfaisantes.

Pour le régime de convection forcée, les résultats de l’hypothèse de viscosité turbulente com-
parés aux DNS sont données sur les figures II.1a et II.1b. Le cisaillement u′v′ est bien reproduit
par cette hypothèse dans le centre du canal. Près de la paroi, le cisaillement est très surestimé.

Dans le cas du régime de convection mixte, figure II.1c, la conclusion est la même que pour
le régime de convection forcée : bonne prévision loin de la paroi et mauvaise prévision près de la
paroi.

Le profil de cisaillement u′v′ donné par l’hypothèse de viscosité turbulente dans le cas de
la convection naturelle (figure II.1d) ne montre pas la même allure que le profil des DNS. Au
centre du canal, le niveau du cisaillement est surestimé de vingt pour-cent. Près de la paroi et
jusqu’à y ≈ −0, 9, l’hypothèse de viscosité turbulente prévoit un cisaillement u′v′ négatif. Pour
la DNS, une région à cisaillement négatif existe aussi mais le niveau (en module) est plus faible
et cette région ne s’étend que jusqu’à y ≈ −0, 96. Les variations du profil issu de l’hypothèse
de viscosité turbulente sont ensuite trop rapides comparées aux variations du profil issu des
DNS. L’énergie cinétique turbulente k et le taux de dissipation ε sont strictement positifs. Le
changement de signe pour le cisaillement u′v′ fourni par l’hypothèse de viscosité turbulente n’in-
tervient que lorsque le gradient de vitesse moyenne ∂U/∂y change de signe. Le cisaillement u′v′

de la DNS de convection naturelle montre que cette hypothèse n’est pas vérifiée car son change-
ment de signe ne coïncide pas avec le changement de signe du gradient de vitesse moyenne ∂U/∂y.

En conclusion, les tests a priori portant sur l’hypothèse de viscosité turbulente ont montré
que cette hypothèse est bonne pour la configuration du canal en convection forcée loin des parois
mais pas en régime de convection naturelle. Pour ce régime, la position du changement de signe
du cisaillement ne coïncide pas avec l’annulation du gradient de vitesse moyenne. La flottabilité
est présente dans l’équation de transport du cisaillement via G12 = −βgv′T ′ et agit sur cette
composante des tensions de Reynolds. La modélisation doit donc prendre en compte cet effet.
Enfin, près des parois cette hypothèse de viscosité turbulente est prise en défaut et la fonction
d’amortissement de Launder et Sharma (1974) n’est pas assez efficace.

II.B.1.2 Test a priori du nombre de Prandtl turbulent Prt

Les profils des nombres de Prandtl turbulent Prt issus des DNS pour chacun des régimes
de convection thermique sont portés sur la figure II.2. Ces profils sont comparés à l’hypothèse
de nombre de Prandtl turbulent constant égal à 0, 9 et au modèle de Kays et Crawford (1993)
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Figure II.2 – Profils du nombre de Prandtl issu des DNS comparé à Prt = 0, 9 et à la formule
de Kays et Crawford (1993).

(équation (I.37), page 41). Le profil de nombre de Prandtl turbulent Prt issu des DNS est calculé
à l’aide des relations de viscosité turbulente et SGDH :

Prt =
u′v′/∂U

∂y

v′T ′/∂T
∂y

Les discontinuités qui apparaissent sur les figures II.2b et II.2c sont dues à l’annulation du
gradient de vitesse moyenne. Dans cette configuration de canal, le nombre de Prandtl turbulent
Prt oscille autour de 0, 9 pour chacun des régimes de convection thermique. L’hypothèse de
nombre de Prandtl turbulent Prt constant est bien adaptée à cette configuration, mais ne pourra
donner accès qu’à v′T ′.

La viscosité turbulente présente dans le modèle de Kays et Crawford (1993) est tirée des
DNS par la relation νt = −u′v′/ (∂U/∂y). Le modèle de Kays et Crawford (1993) ne reproduit
qu’approximativement l’augmentation du nombre de Prandtl turbulent près de la paroi et fournit
des valeurs beaucoup trop fortes par rapport aux valeurs obtenues par les profils DNS à la paroi.

La conclusion de cette analyse a priori est que l’hypothèse d’un nombre de Prandtl turbulent
constant n’est pas valable dans toute la largeur du canal. Au centre cette hypothèse est correcte
et la valeur 0, 9 est plutôt bien adaptée. Près de la paroi, la valeur du nombre de Prandtl a
tendance à augmenter suggérant l’utilisation du modèle de Kays et Crawford (1993). Toutefois,
les prévisions de ce modèle sont nettement différentes du profil obtenu via les DNS. L’utilisation
d’une expression si complexe ne se justifie pas au vu des résultats.

II.B.1.3 Les hypothèses SGDH et GGDH

La validité des hypothèses SGDH et GGDH pour la représentation des flux de chaleur tur-
bulents est étudiée à l’aide des DNS présentées en II.1. Les prévisions a priori de ces hypothèses
sont données sur la figure II.3. Ces hypothèses fournissent les flux de chaleur turbulents u′iT

′ en
utilisant les grandeurs issues des DNS nécessaires au calcul, c’est-à-dire : k, ε, u′iu

′
j et ∂T/∂y.

Pour rappel, les hypothèses SGDH et GGDH ont pour expression respectivement (I.35)
(page 41) et (I.42) (page 44). L’hypothèse SGDH est calculée en utilisant un nombre de Prandtl
turbulent Prt de 0, 9. La viscosité cinématique turbulente νt provient des DNS et est donnée
par νt = −u′v′/ (∂U/∂y). L’hypothèse GGDH utilisée sur la figure II.3 prend une constante Cθ
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Figure II.3 – Prévisions des hypothèses SGDH et GGDH pour les flux de chaleur turbulents
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égale à 0, 15 (Launder (1988)).

Le flux de chaleur longitudinal u′T ′ est tracé en régime de convection forcée à Reτ = 150
sur la figure II.3a, en régime de convection mixte sur la figure II.3c et en régime de convection
naturelle sur la figure II.3e. Les prévisions de l’hypothèse SGDH donnent un flux de chaleur
turbulent longitudinal u′T ′ nul car cette hypothèse lie ce flux de chaleur turbulent au gradient
∂T
∂x , nul dans cette configuration. La tendance des DNS est bien reproduite par l’hypothèse
GGDH. Néanmoins, le flux de chaleur longitudinal u′T ′ est largement sous-estimé en module
par le modèle GGDH : de l’ordre de cinquante pour-cent dans le cas de la convection naturelle
et de l’ordre de soixante-six pour-cent dans les cas de convection forcée et mixte.

Le flux de chaleur turbulent normal à la paroi v′T ′ est tracé en régime de convection forcée
à Reτ = 150 sur la figure II.3b, en régime de convection mixte sur la figure II.3d et en régime
de convection naturelle sur la figure II.3f. La tendance obtenue par le modèle SGDH dans le
cas de la convection forcée pour v′T ′ (figure II.3b) est pas en accord avec le profil de la DNS.
Le modèle GGDH quant à lui prévoit le bon profil pour ce flux de chaleur mais pas les bons
niveaux. En régime de convection mixte, figure II.3d, l’hypothèse SGDH surestime le profil issu
de la DNS tandis que l’hypothèse GGDH le sous-estime. L’hypothèse GGDH prévoit tout de
même une tendance plus proche des DNS que l’hypothèse SGDH. Dans le cas de convection
naturelle, la figure II.3f montre que les deux hypothèses surestiment largement le flux de chaleur
normal à la paroi v′T ′.

En conclusion, les hypothèses SGDH et GGDH fournissent des prévisions qui, de façon
générale, ne sont pas en accord avec les profils attendus. L’hypothèse SGDH ne peut représenter
que v′T ′ et de façon très grossière. L’hypothèse GGDH apport une légère amélioration par
rapport à l’hypothèse SGDH.

L’ajustement de la constante Cθ de l’hypothèse GGDH ne permet pas de remédier aux
problèmes de sous-estimation du flux de chaleur turbulent u′T ′ et de surestimation du flux de
chaleur turbulent v′T ′ : la valeur optimale pour la constante varie avec le régime de convection
ainsi qu’avec la position dans le canal et une amélioration d’une composante conduit à une
détérioration de l’autre.

Le flux de chaleur turbulent u′T ′ intervient dans le calcul du terme de flottabilité de l’équa-
tion de transport de l’énergie cinétique, Gk = −βgu′T ′, tandis que le flux de chaleur turbulent
v′T ′ intervient dans le calcul du terme diffusif de l’équation de transport de la température,
∂/∂y

(
−v′T ′

)
. La prévision de chacun de ces flux de chaleur turbulent doit être satisfaisante

pour que le modèle complet soit apte à reproduire (au moins) le champ moyen comme l’ont déjà
remarqué Launder (1988) et Hanjalić (2002).

II.B.2 Prévisions des modèles de turbulence complets

Après avoir observé les défauts des relations constitutives des modèles classiques, les modèles
complets sont étudiés. Les résultats de modèles de turbulence couramment utilisés dans les codes
de calcul industriels sont présentés dans cette section sur la configuration du canal infini vertical
différentiellement chauffé pour les trois régimes de convection.

Les prévisions des modèles k − ε de Launder et Sharma (1974), k − ω de Wilcox (1988) et
BSL et SST de Menter (1994) sont comparés aux DNS disponibles. Ces modèles ont été choisis
afin d’illustrer les résultats des modèles k − ε, k − ω, le couplage des deux formulations via le
modèle BSL et enfin l’apport de la correction SST . Le terme de flottabilité est intégré dans
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l’équation de transport de k ainsi que dans celles de ε avec Cε3 = 1 et ω avec Cω3 = 0.
Ces modèles classiques ont recours à l’hypothèse de viscosité turbulente pour représenter les

tensions de Reynolds u′iu
′
j et une hypothèse SGDH pour représenter les flux de chaleur turbulents

u′iT
′. L’hypothèse SGDH est ensuite remplacée au sein de ces mêmes modèles par l’hypothèse

GGDH (avec Cθ = 0, 15) pour les flux de chaleur turbulents et les prévisions obtenues sont
comparées aux DNS.

Ces calculs sont réalisés avec des températures imposées aux parois. En régime de convection
forcée ou mixte, le nombre de Reynolds de frottement Reτ ainsi que le nombre de Rayleigh Ra
sont imposés. Il permettent d’en déduire le gradient de pression introduit dans le canal et la
différence de température entre les parois. Il est important de remarquer que la vitesse de frotte-
ment utilisée pour calculer Reτ est définie dans le cas de la convection mixte comme la moyenne
des vitesses de frottement sur les deux parois. Les vitesses de frottement étant différentes entre
la paroi chaude et la paroi froide, la pente du profil de vitesse moyenne n’est donc pas imposée
en régime de convection mixte.

Dans le cas du régime de convection naturelle, le nombre de Rayleigh Ra est imposé et permet
d’en déduire la différence de température entre les parois tandis que le gradient de pression est
pris nul. Les frottements aux parois ne sont donc pas imposés dans le cas du régime de convection
naturelle.

Les grandeurs présentées sur les figures sont adimensionnées par la vitesse de frottement
uτ , la viscosité cinématique ν et l’écart de température ∆T entre les parois pour les régimes
de convection forcée et mixte. Dans le cas de la convection naturelle, la diffusivité thermique
α, la demi-largeur du canal h et l’écart de température ∆T entre les parois sont utilisés pour
l’adimensionnement.

II.B.2.1 Canal en régime de convection forcée

II.B.2.1.1 À haut nombre de Reynolds de frottement Reτ = 2000

La figure II.4 fournit les profils de vitesse moyenne U et de cisaillement u′v′ adimensionnés
dans la configuration du canal en convection forcée au plus haut nombre de Reynolds de frot-
tement disponible, c’est-à-dire Reτ = 2000, dans une demi-largeur de canal. Le modèle BSL
privilégie le recours au modèle de Wilcox (1988) ; leurs prévisions sont quasiment superposées.

Le profil de vitesse moyenne adimensionnée donné sur la figure II.4a est très légèrement
surestimé par le modèle de Launder et Sharma (1974) dans toute la largeur du canal. Les modèles
de Wilcox (1988), BSL et SST fournissent des prévisions très proches les unes des autres et de la
DNS. La fonction de transition des modèles BSL et SST privilégie le modèle du type k−ω au
modèle du type k− ε pour cette configuration d’écoulement en présence de paroi ce qui explique
que les prévisions des modèles BSL et SST soient semblables à celles du modèle k − ω.

Le profil de cisaillement est lui très bien prévu par chacun des modèles de turbulence utili-
sés. Un très léger avantage est à donner au modèle k − ε de Launder et Sharma (1974) qui est
parfaitement situé sur le profil de la DNS.

Tous les modèles de turbulence classiques présentés sont très performants pour cette configu-
ration à un nombre de Reynolds de frottement élevé et en régime de convection forcée. Ces bons
résultats étaient attendus car ce cas test se situe dans le domaine d’application pour lequel ces
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Figure II.4 – Comparaison des résultats des modèles k− ε, k− ω, BSL et SST aux profils des
DNS de canal en régime de convection forcée à Reτ = 2000.

modèles ont été développés.

II.B.2.1.2 À bas nombre de Reynolds de frottement Reτ = 150

Toujours en régime de convection forcée, le nombre de Reynolds de frottement est abaissé
à Reτ = 150. Les profils de vitesse moyenne, température moyenne, cisaillement et de flux de
chaleur turbulent normal à la paroi sont donnés sur les figures II.5 dans le demi-canal près de
la paroi gauche. Les prévisions des modèles BSL et de Wilcox (1988) sont une nouvelle fois
quasiment superposées.

La figure II.5a montre que le profil de vitesse est une nouvelle fois surestimé par le modèle
de Launder et Sharma (1974). Les modèles de Wilcox (1988), BSL et SST sont également très
proches mais le modèle SST se démarque par une meilleure prévision du niveau de vitesse au
centre du canal.

La DNS de canal en convection forcée à Reτ = 150 permet de comparer les profils de
température obtenus par les modèles. Ces profils sont donnés sur la figure II.5b. Pour cette
configuration, les modèles donnent des profils de température moyenne satisfaisants. Près de la
paroi, la pente du profil de vitesse est bien reproduite par chacun des modèles. Le modèle de
Launder et Sharma (1974) prévoit le changement de pente près de y/h ≈ −0, 8 légèrement trop
tôt mais possède la bonne pente au centre du canal. Le modèle SST prévoit ce même changement
de pente légèrement trop tard et sous-estime le profil de température dans le reste du canal. Le
modèle de Wilcox (1988) et le modèle BSL prévoient le mieux le changement de pente et restent
très proches du profil DNS dans toute la largeur du canal.

Le profil de cisaillement est moins bien prévu par les modèles dans ce cas à bas-nombre de
Reynolds que dans le cas précédent correspondant à un nombre de Reynolds plus important.
La figure II.5c montre que tous les modèles sous-estiment le minimum du cisaillement près de
y/h ≈ −0, 8 mais prévoient la bonne pente dans le reste du canal. Tout comme pour le cas à
haut-nombre de Reynolds, le modèle de Launder et Sharma (1974) est le plus proche du profil
DNS mais il prévoit mal la pente du profil de cisaillement près de la paroi au contraire des
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Figure II.5 – Comparaison des résultats des modèles k− ε, k− ω, BSL et SST aux profils des
DNS de canal en régime de convection forcée à Reτ = 150.

autres modèles.
Le flux de chaleur turbulent normal à la paroi est le seul flux de chaleur turbulent accessible

via l’hypothèse SGDH. Son profil est donné sur la figure II.5d. Les modèles de Wilcox (1988),
BSL et SST donnent des résultats très proches les uns des autres, surestimant grandement le
niveau de ce flux de chaleur dans toute la largeur du canal. Le modèle de Launder et Sharma
(1974) fournit la meilleure prévision pour ce profil même s’il sous-estime légèrement ce flux de
chaleur turbulent au centre du canal.

II.B.2.2 En régime de convection mixte

Ce cas test se situe au même nombre de Reynolds de frottement que le cas précédent mais
prend en compte la flottabilité. Comme pour le régime de convection forcée, la figure II.6 recense
les profils de vitesse moyenne (figure II.6a), de température moyenne (figure II.6b), de cisaillement
(figure II.6c) et de flux de chaleur turbulent normal à la paroi (figure II.6d). Ces profils sont tracés
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Figure II.6 – Comparaison des résultats des modèles k− ε, k− ω, BSL et SST aux profils des
DNS de canal en régime de convection mixte.

sur toute la largeur du canal. Les prévisions des modèles BSL et de Wilcox (1988) sont presque
superposées.

En régime de convection mixte, le profil de vitesse moyenne (figure II.6a) est encore surestimé
par le modèle de Launder et Sharma (1974) dans toute la largeur du canal. Les modèles de Wilcox
(1988), BSL et SST sous-estiment de leur côté la vitesse moyenne dans toute la largeur du canal
mais le modèle SST fournit des prévisions plus proches des DNS que les trois autres modèles.

Les prévisions du profil de température moyenne des modèles de turbulence sont fortement
impactées par la présence de la flottabilité. Si, dans le cas de la convection forcée, le profil de
température moyenne était bien reproduit par les modèles de turbulence, ce n’est plus le cas en
convection mixte comme le montre la figure II.6b. La tendance fournie par les modèles de Wilcox
(1988), BSL et SST est correcte mais surestime les données de la DNS dans toute la largeur du
canal. Le modèle de Launder et Sharma (1974) sous-estime le niveau de température moyenne
dans la majeure partie du canal et la tendance près de la paroi chaude (à gauche) est différente
de la tendance du profil DNS.
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Figure II.7 – Comparaison des résultats des modèles k− ε, k− ω, BSL et SST aux profils des
DNS de canal en régime de convection naturelle.

Chacun des modèles de turbulence prévoit un profil de cisaillement proche de celui provenant
des DNS (figure II.6c). Toutefois, les modèles de Wilcox (1988), BSL et SST sous-estiment
légèrement le cisaillement dans toute la largeur du canal tandis que le modèle de Launder et
Sharma (1974) surestime légèrement le minimum mais reproduit le cisaillement de la DNS de
façon satisfaisante.

La figure II.6d montre qu’aucun des modèles de turbulence ne peut reproduire le profil du
flux de chaleur turbulent normal à la paroi. Dans toute la largeur du canal, les modèles de Wilcox
(1988), BSL et SST surestiment le niveau du flux de chaleur turbulent et le modèle de Launder
et Sharma (1974) le sous-estime.

II.B.2.3 En régime de convection naturelle

Les prévisions du modèle dans le cas du régime de convection naturelle sont présentées sur
les figures II.7 dans le demi-canal près de la paroi chaude (à gauche). Les prévisions des modèles
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BSL et de Wilcox (1988) sont cette fois-ci superposées. Le profil de vitesse moyenne sur la
figure II.7a montre une grande dispersion entre les modèles de turbulence, plus importante que
pour les configurations d’études précédentes. Le modèle SST surestime de plus de soixante pour-
cent le maximum de vitesse moyenne et surestime cette grandeur dans tout le canal. Les modèles
de Wilcox (1988) et BSL surestiment eux-aussi le niveau de vitesse moyenne mais "seulement"
de vingt pour-cent. Cette fois-ci, le modèle de Launder et Sharma (1974) sous-estime le niveau
de vitesse moyenne de vingt pour-cent. Néanmoins, les modèles de Launder et Sharma (1974),
Wilcox (1988) et BSL tendent vers la bonne valeur du profil de vitesse moyenne pour y/h > −0, 5.

Étonnament, les profils de température moyenne fournis par les modèles de turbulence (fi-
gure II.7b) sont plus proches du profil DNS que dans le cas de convection mixte. Le modèle de
Launder et Sharma (1974) donne une pente trop forte à la paroi chaude (à gauche) et sous-estime
donc la température moyenne, puis surestime le niveau de température à partir de y/h > 0, 85.
Les modèles de Wilcox (1988), BSL et SST prévoient une pente près de la paroi chaude plus en
accord avec la pente de la DNS mais le modèle SST se démarque des deux autres modèles en
fournissant ensuite un niveau de température moyenne trop élevé. Les modèles Wilcox (1988) et
BSL restent eux en bon accord avec le profil de la DNS.

Le profil de cisaillement des modèles de Wilcox (1988) et BSL sont sous-estimés dans toute la
largeur du canal comme le montre la figure II.7c. Le niveau atteint par les profils issus de ces deux
modèles est aussi plus faible de quinze pour-cent que le niveau attendu au centre du canal. Les
modèles de Launder et Sharma (1974) et SST sous-estiment le cisaillement jusqu’à y/h ≈ −0, 4
puis le surestiment légèrement dans le reste du canal. Enfin, tous les modèles montrent une région
de cisaillement négatif près de la paroi deux fois plus large que celle du profil DNS. Les niveaux
de cisaillement y sont aussi plus importants (en module).

Une fois encore, le profil du flux de chaleur normal à la paroi est très mal reproduit par
tous les modèles de turbulence. La figure II.7d montre que le modèle de Launder et Sharma
(1974) conduit à une surestimation du profil du flux de chaleur turbulent attendu de vingt-cinq
pour-cent tandis que les modèles de Wilcox (1988), BSL et SST le sous-estiment de vingt-cinq
pour-cent.

II.B.2.4 Modèles classiques et hypothèse GGDH

Afin d’évaluer l’apport de l’hypothèse GGDH pour modéliser les flux de chaleur au sein des
modèles de turbulence classiques déjà utilisés, la figure II.8 montre les profils des flux de chaleur
turbulents pour chacun des régimes de convection. La constante Cθ est prise égale à 0, 15 selon
Launder (1988). L’hypothèse GGDH donne accès à la composante u′T ′. Une fois encore, les
prévisions des modèles BSL et de Wilcox (1988) sont quasiment superposées.

En régime de convection forcée, figures II.8a et II.8b, les résultats des modèles classiques
pour les flux de chaleur turbulents mènent à un flux de chaleur turbulent longitudinal u′T ′ très
sous-estimé (en module) pour chacun des modèles. Le flux de chaleur turbulent normal à la paroi
v′T ′ possède le bon ordre de grandeur et la bonne tendance de même qu’avec l’hypothèse SGDH.
Toutefois, la prévision de ce flux de chaleur turbulent par le modèle de Launder et Sharma (1974)
est moins bonne qu’avec l’hypothèse SGDH.

Les figures II.8c et II.8d montrent respectivement les flux de chaleur turbulents u′T ′ et v′T ′

en régime de convection mixte. Le flux de chaleur turbulent longitudinal u′T ′ est une nouvelle
fois largement sous-estimé (en module) par tous les modèles. Les prévisions du flux de chaleur
normal à la paroi v′T ′ fournissent un profil proche de celui attendu.
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Figure II.8 – Profils des flux de chaleur turbulents u′T ′ et v′T ′ des modèles k − ε, k − ω, BSL
et SST couplés à l’hypothèse GGDH pour les trois régimes de convection.
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Enfin en régime de convection naturelle, la figure II.8f montre que le flux de chaleur turbu-
lent normal à la paroi est bien reproduit par cette hypothèse et atteint une valeur proche de
celle des DNS. Toutefois, à l’image des autres régimes de convection, la figure II.8e montre que
l’hypothèse GGDH sous-estime beaucoup la valeur du flux de chaleur longitudinal u′T ′.

La figure II.9 montre les profils de vitesse moyenne U et de température moyenne T obtenus
par les modèles de turbulence lorsque l’hypothèse GGDH remplace l’hypothèse SGDH.

Les profils de vitesse moyenne prévus par les modèles en convection forcée (figure II.9a) ne
sont pas influencés par le changement de modèle pour les flux de chaleur turbulents. Les profils
de température moyenne sont légèrement modifiés par l’utilisation du modèle GGDH en ce qui
concerne les modèles de Wilcox (1988), BSL et SST mais continuent à sous-estimer la DNS. Le
modèle de Launder et Sharma (1974) surestime plus la température qu’avec l’hypothèse SGDH.

La figure II.9c montre que le profil de vitesse moyenne en convection mixte n’évolue quasiment
pas selon l’utilisation de l’hypothèse SGDH ou de l’hypothèse GGDH. Le profil de température
moyenne (figure II.9d) du modèle de Launder et Sharma (1974) est plus proche du profil de la
DNS que lors de l’utilisation de l’hypothèse SGDH. Son niveau au centre du canal rejoint le
niveau de la DNS et seuls les changements de pente du profil sont sous-estimés. L’hypothèse
GGDH n’a pourtant pas permis d’améliorer les profils de température moyenne des modèles
de Wilcox (1988), BSL et SST et n’apporte que de très faibles modifications par rapport aux
profils obtenus avec l’hypothèse SGDH.

Le changement d’hypothèse pour les flux de chaleur turbulent est plus visible pour le régime
de convection naturelle dont les prévisions de la vitesse moyenne sont données sur la figure II.9e
et les prévisions de la température moyenne sur la figure II.9f. Les profils de vitesse moyenne des
modèles de Wilcox (1988) et BSL possèdent cette fois-ci un niveau très proche de celui de la
DNS. Seul le maximum de vitesse moyenne est légèrement surestimé. Les prévisions du modèle
SST pour la vitesse moyenne sont aussi améliorées par le recours à l’hypothèse GGDH mais
pas suffisamment pour aboutir au niveau du profil de la DNS. Le modèle de Launder et Sharma
(1974) ne change quasiment pas. En ce qui concerne le profil de température moyenne, les mo-
dèles de Wilcox (1988), BSL et SST sont meilleurs qu’avec l’hypothèse SGDH et fournissent
des profils très proches de celui de la DNS. Les prévisions du modèle de Launder et Sharma
(1974) sont moins bonnes qu’avec l’hypothèse SGDH. La rupture de pente près de la paroi
apparaît trop tôt et conduit à surestimer le profil de température dans le centre du canal.

Dans la majorité des cas, les résultats pour chacun des régimes sont meilleurs qu’avec l’hy-
pothèse SGDH pour le flux de chaleur turbulent normal à la paroi v′T ′, la vitesse moyenne U
et la température moyenne T . Néanmoins, les améliorations apportées par cette hypothèse sont
nettement insuffisantes : le flux de chaleur turbulent longitudinal u′T ′ est largement sous-estimé
par tous les modèles et pour tous les régimes de convection tandis que les profils moyens sont
légèrement améliorés, et uniquement pour certains régimes.

II.B.3 Commentaires et interprétations des résultats des modèles classiques

La première partie de ce chapitre s’est concentrée sur la modélisation classique de la turbu-
lence des écoulements soumis à la convection thermique.

Les tests a priori ont montré que l’hypothèse de viscosité turbulente permet de représenter le
cisaillement pour le régime de convection forcée et mixte mais pas pour le régime de convection
naturelle. Les tensions de Reynolds u′2, v′2 et w′2 ne vérifient pas une hypothèse d’isotropie et
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Figure II.9 – Profils moyens de vitesse U et de température T des modèles k − ε, k − ω, BSL
et SST couplés à l’hypothèse GGDH pour les trois régimes de convection.
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nécessitent donc une représentation plus précise.
D’autre part, l’hypothèse d’un nombre de Prandtl turbulent constant est bien adaptée à la

configuration du canal. Près des parois, ce nombre est légèrement supérieur à 0, 9 mais n’atteint
pas les valeurs prévues par l’hypothèse de Kays et Crawford (1993).

La modélisation des flux de chaleur turbulents par des hypothèses SGDH et GGDH s’est
montrée insatisfaisante pour représenter ces grandeurs. Si l’hypothèse GGDH apporte de meilleurs
résultats et notamment la possibilité de prévoir le flux de chaleur turbulent longitudinal, ses
prévisions sont nettement insuffisantes pour espérer reproduire fidèlement les flux de chaleur
turbulents.

Néanmoins, des calculs complets utilisant le code de canal développé ont été effectués afin
d’analyser l’impact global des modèles. Des modèles de turbulence classiques à deux équations
couplés avec une hypothèse SGDH ont été appliqués à la configuration du canal différentiellement
chauffé en régime de convection forcée, mixte et naturelle.

Ces modèles fournissent de très bonnes prévisions dans le cas de convection forcée et à haut
nombre de Reynolds de frottement, cas test se situant dans le domaine d’application pour lequel
ils ont été développés.

La diminution du nombre de Reynolds de frottement et/ou la présence de la flottabilité
sont des points plus délicats pour les modèles de turbulence classiques. Comme le montrent les
résultats sur les deux cas tests en régime de convection forcée, pour un nombre de Reynolds
de frottement plus faible les prévisions des modèles de turbulence se dégradent mais restent
tout de même satisfaisantes. Lorsque cette diminution du nombre de Reynolds de frottement
s’accompagne de la présence de flottabilité, les prévisions fournies par les modèles de turbulence
classiques sont nettement moins satisfaisantes, à l’image des cas de convection mixte et naturelle.

Plus particulièrement, le cisaillement est bien reproduit en convection forcée mais est sous-
estimé en convection mixte et naturelle. La mauvaise prévision de cette grandeur entraîne de
moins bonnes prévisions de la vitesse moyenne. Toutefois, le flux de chaleur normal à la paroi
ne correspond jamais au profil attendu, quel que soit le modèle de turbulence utilisé. Ce terme
permet le calcul du champ de température moyenne et conduit à des prévisions erronées s’il
est mal calculé. Les profils de flux de chaleur turbulents montrent que l’hypothèse SGDH n’est
pas adaptée et que l’hypothèse GGDH, même si elle améliore les prévisions des flux de chaleur
turbulents, n’est pas encore suffisante. De plus, cette dernière dépend de toutes les tensions de
Reynolds et ne peut donc pas être utilisée avec un modèle à viscosité turbulente.

De façon générale, lorsque la flottabilité intervient, les modèles de turbulence classiques
n’offrent pas de bons résultats pour chacune des grandeurs moyennes ou turbulentes qui ont
été étudiées.

En conclusion, au vu des premiers résultats fournis dans ce chapitre par les modèles classiques
sur cette configuration simple de canal vertical différentiellement chauffé, aucun modèle ne s’est
montré efficace pour représenter les écoulements en présence de flottabilité. En outre, les relations
constitutives ont montré leurs limites à la fois via les test a priori et via les simulations réalisées
sur la configuration du canal. Ces conclusions sont en accord avec les observations déjà réalisées
par d’autres auteurs (cf chapitre I). L’application de ces modèles à des configurations plus
complexes est à proscrire. Comme le recommande Hanjalić (2002), l’usage des modèles algébriques
est une solution à privilégier afin de mieux représenter les tensions de Reynolds et les flux de
chaleur turbulents dans le but d’obtenir de meilleures prévisions du champ moyen.

En se reposant sur ce constat, des caractéristiques fondamentales des modèles algébriques
sont examinées dans la suite de ce chapitre afin d’examiner l’applicabilité de ces modèles aux
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écoulements de convection thermique.

II.C Validation de l’hypothèse d’équilibre local

L’utilisation de la modélisation algébrique dépend de la validité de l’hypothèse d’équilibre
local à la base de leur développement. Dans cette section, la validité de l’hypothèse d’équilibre
local est vérifiée sur la configuration de canal plan vertical différentiellement chauffé pour les trois
régimes de convection (tableau II.1). Les relations d’équilibre sont données dans le chapitre I par
les équations (I.69) (page 56) et (I.72) (page 57).

II.C.1 Étude de l’hypothèse d’équilibre local

Pour cette configuration, l’écoulement est stationnaire ∂/∂t = 0, le champ de vitesse moyenne
est établi selon l’axe x tandis que les variations de vitesse sont portées par l’axe y. Le terme
D/Dt = ∂/∂t+ Uk∂/∂xk est nul pour cette configuration (équation (II.1)). L’hypothèse d’équi-
libre local conduit à uniquement négliger les termes de diffusion des équations de transport du
tenseur d’anisotropie a et du vecteur des flux de chaleur turbulents normalisés ξ.

Afin d’étudier la validité des hypothèses d’équilibre pour ces deux équations de transport,
les termes des équations (I.69) et (I.72) sont réorganisés par termes de production par le champ
moyen, termes de production par flottabilité, termes de pression et termes de dissipation. Les
équations prises en compte pour vérifier la validité de l’hypothèse d’équilibre local sont respec-
tivement pour le tenseur d’anisotropie a :

(

Pij −
u′iu

′
j

k
Pk

)

︸ ︷︷ ︸

Production

+

(

Gij −
u′iu

′
j

k
Gk

)

︸ ︷︷ ︸

Flottabilité

+ φij
︸︷︷︸

Pression

−
(

εij −
u′iu

′
j

k
ε

)

︸ ︷︷ ︸

Dissipation

= 0 (II.2)

et pour le vecteur des flux de chaleur turbulents normalisés ξ :
(

Piθ −
u′iT

′

2

(
Pk

k
+

Pθ

kθ

))

︸ ︷︷ ︸

Production

+

(

Giθ −
u′iT

′

2

Gk

k

)

︸ ︷︷ ︸

Flottabilité

+ φiθ
︸︷︷︸

Pression

−
(

εiθ −
u′iT

′

2

(
ε

k
+

εθ
kθ

))

︸ ︷︷ ︸

Dissipation

= 0

(II.3)
Les différentes DNS présentées au chapitre II.A (page 75) donnent accès à chacun de ses termes.

Un terme résiduel est introduit afin de quantifier l’importance des termes négligés via ces
hypothèses. Sur les courbes suivantes, ce terme résiduel est normé par le terme dominant des
membres de gauche des équations (II.2) et (II.3) :

Résidus normalisés =
Résidus

max (Production ; Flottabilité ; Pression ; Dissipation)
(II.4)

Dans le cas de la configuration du canal, ces résidus traduisent l’importance relative des termes

de diffusion Dij −
u′iu

′
j

k
Dk et Diθ −

u′iT
′

2
(Dk +Dθ) par rapport aux termes des équations (II.2)

et (II.3).
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Figure II.10 – Validité de l’hypothèse d’équilibre : termes de l’équation (II.2) et résidus pour le
régime de convection forcée à Reτ = 2000.

Pour chacune des courbes tracées ci-dessous, l’échelle de gauche se rapporte aux termes de
Production, Flottabilité, Pression, Dissipation des bilans des différentes équations de transport
et l’échelle de droite aux résidus normalisés.

II.C.2 Validation de l’hypothèse d’équilibre local pour u′
iu

′
j

La figure II.10 montre les termes de production, de pression et de dissipation ainsi que les
résidus normalisés de l’équation d’équilibre (II.2) pour a11 (figure II.10a), a12 (figure II.10b), a22
(figure II.10c) et a33 (figure II.10a) dans une demi-largeur du canal pour le régime de convec-
tion forcée à Reτ = 2000. Pour chacune des composantes du tenseur d’anisotropie, l’hypothèse
d’équilibre local est prise en défaut près de la paroi et au centre du canal. Au centre du canal, le
gradient de vitesse moyenne ∂U/∂y tend vers zéro. Les termes de l’équation (II.2) tendent alors
vers zéro et atteignent un ordre de grandeur comparable à celui du terme de diffusion. En retour,
les résidus normalisés augmentent. Le terme de diffusion joue aussi un rôle majeur près de la
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Figure II.11 – Validité de l’hypothèse d’équilibre : termes de l’équation (II.2) et résidus pour le
régime de convection forcée à Reτ = 150.

paroi. La non-validité de l’hypothèse d’équilibre local dans la région de paroi et au centre du
canal est un résultat connu de la littérature. Pour tout le reste du canal, l’hypothèse d’équilibre
local est valide pour ce nombre de Reynolds de frottement élevé.

Pour le régime de convection forcée à Reτ = 150, les termes de l’équation d’équilibre (II.2)
sont donnés sur la figure II.11 pour chacune des composantes du tenseur d’anisotropie : a11 (fi-
gure II.11a), a12 (figure II.11b), a22 (figure II.11c) et a33 (figure II.11a) dans une demi-largeur du
canal. De même que pour un nombre de Reynolds de frottement de 2000, l’hypothèse d’équilibre
local n’est plus valide dans la région centrale du canal et près des parois. La région problématique
en proche paroi est plus étendue que dans le cas du nombre de Reynolds de frottement élevé (en
y/h, ce n’est pas le cas en y+). Les conclusions sont les mêmes que pour le cas de convection
forcée précédent mais cette DNS possède l’avantage de se situer à un nombre de Reynolds de
frottement proche de celui rencontré dans les DNS d’écoulements en présence de flottabilité.
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Figure II.12 – Validité de l’hypothèse d’équilibre : termes de l’équation (II.2) et résidus pour le
régime de convection mixte.

La figure II.12 montre les termes de l’équation d’équilibre (II.2) en régime de convection
mixte à Reτ = 150 et Gr = 9, 6 105 pour chacune des composantes a11 (figure II.12a), a12
(figure II.12b), a22 (figure II.12c) et a33 (figure II.12a) dans toute la largeur du canal. Cette
figure met en valeur les modifications de l’écoulement en comparaison au régime de convection
forcée pour le même nombre de Reynolds de frottement. La paroi chaude est située à gauche et
la paroi froide à droite. De façon générale, les résidus normalisés sont respectivement plus élevés
(en module) près de la paroi chaude et plus faibles (en module) près de la paroi froide que pour le
régime de convection forcée à Reτ = 150. Le maximum de la vitesse moyenne est plus proche de
la paroi chaude et conduit à un recouvrement de la région de paroi et de la région du maximum
de vitesse. En convection mixte, l’hypothèse d’équilibre local échoue une nouvelle fois dans les
régions relatives à la paroi et au gradient de vitesse nul. La région de paroi est plus étendue près
de la paroi chaude et moins étendue près de la paroi froide mais l’hypothèse d’équilibre local
reste valide dans une large partie du canal.
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Figure II.13 – Validité de l’hypothèse d’équilibre : termes de l’équation (II.2) et résidus pour le
régime de convection naturelle.

La figure II.13 montre les termes de l’équation d’équilibre (II.2) pour le régime de convection
naturelle pour les composantes a11 (figure II.13a), a12 (figure II.13b), a22 (figure II.13c) et a33
(figure II.13a) du tenseur d’anisotropie dans la demi-largeur du canal associée à la paroi chaude.
De la même manière que pour les autres régimes de convection, l’hypothèse d’équilibre local n’est
plus vérifiée dans la région où le gradient de vitesse moyenne est nul (y/h ≈ −0, 8) et dans la
région proche de la paroi. Le phénomène de chevauchement rencontré dans le cas du régime de
convection mixte est ici beaucoup plus marqué. La même conclusion est valable à la paroi froide
de part l’antisymétrie de l’écoulement. Les deux régions problématiques se recouvrant pour ce
régime de convection, l’hypothèse d’équilibre local est valide dans une grande partie du canal.

De façon générale, l’étude de l’équation (II.2) pour chacun des régimes de convection a mon-
tré que l’hypothèse d’équilibre local n’est pas satisfaite près de la paroi et près d’un gradient
de vitesse moyenne nul. Dans ces deux régions, le terme de diffusion n’est pas négligeable : à
proximité d’un gradient de vitesse nul, tous les termes du membre de gauche de l’équation (II.2)
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tendent vers zéro et sont donc d’ordres comparables tandis qu’à la paroi la diffusion est l’un des
termes prépondérants. Excepté dans ces deux régions problématiques, l’hypothèse d’équilibre
local portant sur le tenseur d’anisotropie est valide dans toute la largeur du canal.

II.C.3 Validation de l’hypothèse d’équilibre local pour u′
iT

′

L’hypothèse d’équilibre local doit aussi être validée pour le vecteur flux de chaleur turbulent
normalisé ξ. La figure II.14 contient les termes de l’équation d’équilibre (II.3) pour chacun des
régimes de convection et chacune des composantes du vecteur des flux de chaleur turbulents
normalisé.

En régime de convection forcée (figures II.14a et II.14b), la région de paroi et la région du
gradient de vitesse moyenne nul représentent une nouvelle fois les régions où l’hypothèse d’équi-
libre local échoue.

Pour le régime de convection mixte, l’hypothèse d’équilibre local est incorrecte dans une ré-
gion plus étendue près de la paroi chaude que près de la paroi froide (figure II.14c et figure II.14d),
comme pour la dynamique. Néanmoins, l’hypothèse d’équilibre local demeure valable dans une
plus grande partie du canal, de y/h ≈ −0.4 à y/h ≈ 0.8, avec des résidus normalisés plus
faibles (en module) que pour la dynamique. Cette observation est clairement mise en valeur pour
la composante v′T ′ du vecteur flux de chaleur turbulents normalisé. Le terme de production
de l’équation de transport des flux de chaleur turbulents u′iT

′ contient une partie relative au
gradient de vitesse moyenne ∂U/∂y mais aussi une partie relative au gradient de température
moyenne ∂T/∂y. Ce dernier ne s’annule pas pour cette configuration et empêche le terme de
production de tendre vers zéro. L’hypothèse d’équilibre local est donc plus pertinente que pour
le tenseur d’anisotropie.

Enfin, les figures II.14e et II.14f pour le régime de convection naturelle montrent une nouvelle
fois que l’hypothèse d’équilibre local n’est pas vérifiée dans la région de paroi ainsi que dans la
région du gradient de vitesse moyenne nul. Comme pour les composantes du tenseur d’anisotropie
pour le régime de convection naturelle, les deux régions se chevauchent. Toutefois, l’hypothèse
d’équilibre local reste valide dans une large partie au centre du canal dans laquelle les résidus
normalisés sont plus faibles (en module) que dans les autres régimes de convection, appuyant
l’utilisation de cette hypothèse pour ce régime.

En conclusion, à la fois pour le tenseur d’anisotropie et pour le vecteur flux de chaleur turbu-
lent normalisé, l’hypothèse d’équilibre local n’est pas valable dans les régions de paroi et proches
des gradients de vitesse moyenne nuls. Dans le cas du vecteur flux de chaleur turbulents nor-
malisé, l’impact de la présence d’un gradient de vitesse moyenne nul est moins fort que pour le
tenseur d’anisotropie. Le terme de production des flux de chaleur turbulents dépend à la fois du
gradient de vitesse moyenne et du gradient de température et reste un terme prépondérant de
l’équation d’équilibre. Dans les écoulements considérés, le gradient de vitesse moyenne s’annule
mais pas le gradient de température moyenne ce qui permet au terme de production des flux de
chaleur turbulents de ne pas tendre vers zéro. Du point de vue dynamique ainsi que thermique,
l’hypothèse d’équilibre local reste donc valable dans une grande partie du canal. Cette étude
autorise donc l’utilisation de cette hypothèse pour développer des modèles algébriques mais met
aussi en avant le besoin d’un traitement spécifique à la région de paroi où les effets de la diffusion
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(a) Forcée ξ1
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Figure II.14 – Validité de l’hypothèse d’équilibre : termes de l’équation (II.3) et résidus pour
les régimes de convection forcée, mixte et naturelle.
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sont particulièrement importants.

II.D Modélisation homogène des termes de pression destinée aux
modèles algébriques

La seconde caractéristique importante pour le développement des modèles algébriques est
la modélisation des termes de pression dans les équations de transport des tensions de Rey-
nolds u′iu

′
j et des flux de chaleur turbulents u′iT

′, c’est-à-dire le terme de redistribution φij =

p′/ρ
(

∂u′i/∂xj + ∂u′j/∂xi

)

et la corrélation pression-gradient de température fluctuante φiθ =

p′/ρ ∂T ′/∂xi. Les performances du modèle algébrique dépendent de ces termes car ce sont les
seuls termes à modéliser dans les équations (II.2) et (II.3), avec les termes de dissipation εij et
εiθ. La flottabilité apporte une contribution à ces termes de pression qui doit aussi être examinée.
Les DNS décrites en II.1 sont une nouvelle fois utilisées pour mettre à l’épreuve les modèles pour
les termes de pression.

II.D.1 Modèle homogène pour le terme de redistribution

L’expression générale du modèle pour le terme de redistribution est donnée par l’équa-
tion (I.53), page 50. Les modèles de Launder et al. (1975) (LRR) et Speziale et al. (1991)
(SSG) sont des modèles de références qui proviennent respectivement d’une modélisation terme
à terme et d’une modélisation globale (cf I.B.4.2, page 48). Ces modèles sont donnés par le
tableau I.1. Le modèle de Wallin et Johansson (2000) (WJ) est dérivé du modèle de Launder
et al. (1975) tandis que les modèles de Gatski et Speziale (1993), Hellsten et Laine (2000) et So
et al. (2004b) (SJG) sont des variantes du modèle de Speziale et al. (1991). Tous les modèles
linéaires ou quasi-linéaires du tableau I.1 ont été testés car ils sont facilement intégrables dans
un modèle de turbulence algébrique explicite.

Les prévisions des modèles sont très proches les unes des autres et dans un souci de clarté des
figures, seulement les résultats des meilleurs modèles représentant chacune des modélisations, i.e.
LRR ou SSG, ont été tracés. Les modèles retenus sont les modèles de Wallin et Johansson (2000)
(WJ) pour les modèles de type LRR et de So et al. (2004b) (SJG) pour les modèles du type SSG.

Les résultats a priori de ces modèles pour chacune des composantes sont présentés en régime
de convection forcée à un nombre de Reynolds de frottement de Reτ = 2000 sur la figure II.15
et à un nombre de Reynolds de frottement de 150 sur la figure II.16, pour une demi-largeur du
canal. Les prévisions des modèles ne doivent être comparées aux profils issus des DNS que loin
des parois. Ces modèles ont été établis pour représenter des écoulements homogènes (cf I.B.4.2,
page 48) et les écoulements de paroi en sont loin (cf I.D, page 66).

Dans le cas du régime de convection forcée, le modèle SJG de So et al. (2004b) donne des
prévisions légèrement meilleures que celles du modèle WJ de Wallin et Johansson (2000) pour
toutes les composantes du terme de redistribution sauf φ22. Cette observation est valable quel
que soit le nombre de Reynolds de frottement. Le modèle de So et al. (2004b) (SJG) est donc
choisi et testé sur les régimes de convection mixte et naturelle.

Pour les écoulements soumis à la flottabilité, le déviateur du tenseur de flottabilité Gij , i.e.
(Gij − 2/3Gkδij), est inclus dans l’équation (I.53) (page 50) comme cela a été montré en I.B.4.2
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Figure II.15 – Comparaison entre les modèles de So et al. (2004b) (SJG) et de Wallin et
Johansson (2000) (WJ) – Convection forcée à Reτ = 2000.

page 48 et B.3 page 190. L’impact de la constante c6 attribuée au terme de pression est étudié
pour les régimes de convection mixte et naturelle en faisant varier sa valeur entre 0 et 1. La
figure II.17 montre les composantes du terme de redistribution en régime de convection mixte
sur toute la largeur du canal. L’évolution de la constante c6 n’a que peu d’impact sur la prévision
des différentes composantes et ne permet pas de sélectionner une valeur. En outre, l’accord avec
les DNS n’est pas amélioré de façon significative par l’inclusion du terme de flottabilité.

La figure II.18 représente les composantes du terme de redistribution en régime de convection
naturelle sur la demi-largeur de canal près de la paroi chaude. La première conclusion à tirer
des figures II.18a, II.18b, II.18c, II.18d est qu’il n’existe pas de valeur unique permettant la
bonne représentation de chacune des composantes du terme de redistribution. La figure II.18
suggère que la valeur c6 = 0, 6 est un bon compromis pour le modèle SJG. So et al. (2004b)
recommandent une valeur de 0, 3 qui est déduite de l’équation de Poisson et de l’utilisation d’un
modèle isotrope (Launder (1996)). Toutefois, la valeur 0, 6 est aussi très souvent utilisée pour de
nombreuses applications (Launder, 1975, 1988; Gibson et Launder, 1978).
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Figure II.16 – Comparaison entre les modèles de So et al. (2004b) (SJG) et de Wallin et
Johansson (2000) (WJ) – Convection forcée à Reτ = 150.

La valeur de la constante c6 est donc choisie égale à 0, 6.

II.D.2 Modèle homogène pour la corrélation pression-gradient de tempéra-
ture

Le modèle pour la corrélation pression-gradient de température doit aussi être examiné.
Comme cela a été montré, de nombreux modèles pour ce terme existent et aucun ne s’est vrai-
ment imposé dans la littérature. La formule générale (Wikström et al. (2000)) pour les modèles
concernant la différence entre ce terme et la dissipation des flux de chaleur turbulents u′iT

′, i.e.
φiθ − εiθ, est donnée par l’équation (I.57), page 51.

Le tableau I.2 (page 52) recense les modèles de la littérature qui ont été testés et dont
les résultats sont présentés dans cette étude. Tout comme pour le terme de redistribution, les
prévisions de ce modèle ne doivent être comparée aux DNS que loin des parois. Les modèles de
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Figure II.17 – Étude de la constante liée au terme de flottabilité du modèle pour φij – Convection
mixte.

Dol et al. (1997) et So et al. (2004b) seront désignés respectivement par DHK et SJG. Étant
donné le grand nombre de modèles, ils ont été regroupés sur les figures de la façon suivante :

a) les modèles e, er et Durbin (1993a) pour lesquels cθ1 et cθ4 sont différents de zéro,
b) les modèles b, br, c et cr pour lesquels cθ1 et cθ2 sont différents de zéro,
c) les modèles SJG, DHK, et Hanjalić (2004) pour lesquels cθ1 et cθ2 sont différents de zéro,
d) les modèles restants a, ar, d et WWJ .

Afin de sélectionner le meilleur modèle pour φiθ − εiθ, une première sélection peut être faite
sur une base théorique. En effet, en utilisant l’équation de Poisson (I.51) la corrélation de pres-
sion contient nécessairement une contribution due au gradient de vitesse moyenne, mais aucun
argument n’appuie la présence du gradient de température moyenne (Launder (1975)). Cela se
traduit sur les constantes par d’un côté cθ2 6= 0 et/ou cθ3 6= 0, et de l’autre cθ4 = cθ5 = 0. Cette
observation remet donc en question les modèles de Durbin (1993a), e et er où seuls les flux de
chaleur turbulents et le gradient de température moyenne interviennent.
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Figure II.18 – Étude de la constante liée au terme de flottabilité du modèle pour φij – Convection
naturelle.

La figure II.19 illustre les prévisions pour la composante φ1θ − ε1θ en régime de convection
forcée et pour chacune des quatre catégories de modèles. De façon générale, tous les modèles
surestiment le profils de φ1θ − ε1θ fourni par la DNS et ne peuvent pas prévoir la bonne pente
du profil au centre du canal. Les modèles a, ar, WWJ, e, er et le modèle de Durbin (1993a)
prévoient un niveau proche de celui de la DNS au centre du canal tandis que les modèles DHK,
b c, cr, d, Hanjalić (2004) et SJG donnent de moins bonnes prévisions.

Concernant la seconde composante, φ2θ − ε2θ, les prévisions des modèles sont fournies sur
la figure II.20. Aucun modèle ne fournit de bonnes prévisions sur l’ensemble du canal. Certains
sont en accord avec les DNS pour −0.7 < y/h < −0.4 puis sous-estiment la valeur au centre
du canal. D’autres fournissent de bonnes prévisions pour la région y/h > −0.4 mais surestiment
le profils des DNS dans le reste du canal. Cette composante est moins bien reproduite par les
modèles Durbin (1993a), DHK, ar, br, cr, et d.

Pour la configuration de canal étudiée, la flottabilité n’agit que sur la première composante
de la corrélation pression-gradient de température fluctuante : φ1θ − ε1θ. Toutefois, comme pour
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Figure II.19 – Comparaison des modèles pour φ1θ − ε1θ – Convection forcée à Reτ = 150.

la dynamique, l’effet de la flottabilité sur le terme de pression est faible pour le régime de
convection mixte. Une première étude comparative sans terme de flottabilité peut donc être
menée. Les prévisions pour la composante φ1θ − ε1θ en régime de convection mixte sont données
en figure II.21. Cette figure montre qu’aucun modèle ne permet de reproduire la même pente
que la DNS au centre du canal. Dans la région près du gradient de vitesse moyenne nul, i.e.
y/h ≈ −0.5, aucun modèle n’est satisfaisant. Les modèles fournissant les meilleures prévisions
sont les modèles b, br et SJG.

La figure II.22 contient la composante φ2θ−ε2θ en régime de convection mixte. Une fois encore,
tous les modèles sous-estiment le profil dans la région du maximum de vitesse, i.e. y/h ≈ −0.5,
et aucun modèle ne prévoit une pente correcte semblable à celle de la DNS. Cette fois-ci, les
meilleurs modèles sont ceux de Durbin (1993a), DHK, e, er et WWJ .

Enfin, le cas de la convection naturelle est présenté sur les figures II.23 et II.24. La flottabilité
joue un rôle important pour ce régime et intervient dans le modèle pour φiθ − εiθ via le terme
βgikθ. Les conventions de signe choisies et résumées dans la figure I.1a permettent de dire que
ce terme, projeté sur l’axe vertical x, est strictement positif. Il va donc agir en diminuant la
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Figure II.20 – Comparaison des modèles pour φ2θ − ε2θ – Convection forcée à Reτ = 150.

composante φ1θ − ε1θ. Les modèles conduisant à une légère surestimation de cette composante
seront donc satisfaisants et réajustés par la suite via la constante cθ6. La figure II.23 montre que
les modèles DHK, br, c, cr et WWJ sous-estiment le profil de la DNS et doivent donc être
rejetés. Les modèles Durbin (1993a), a et e surestiment grandement le profil DNS et ne peuvent
donc pas être utilisés, tandis que les modèles Hanjalić (2004), SJG, ar, d et er surestiment
légèrement le profil DNS et sont donc retenus.

La seconde composante, i.e. φ2θ − ε2θ, n’étant pas affectée par la flottabilité, la figure II.24
montre que les modèles Durbin (1993a), cr, e, er et WWJ offrent les meilleures prévisions.

En résumé, cette analyse a montré qu’aucun des modèles testés dans cette étude n’est capable
de reproduire fidèlement la corrélation pression-gradient de température quel que soit le régime
de convection ou la composante. Le modèle qui offre le meilleur compromis est le modèle er.
Néanmoins, il a été écarté du fait qu’il ne contient pas de terme relatif au gradient de vitesse
moyenne, contrairement à l’argument de Launder. De plus, ce modèle a été adapté pour l’écou-
lement de canal, ce qui peut expliquer ses (relativement) bonnes prévisions. Les autres modèles
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Figure II.21 – Comparaison des modèles pour φ1θ − ε1θ – Convection mixte.

qui offrent des résultats acceptables sont les modèles b et SJG qui ne diffèrent que par de légères
variations des constantes cθ1 et cθ2. Les modèles er et SJG sont finalement retenus et seront
utilisés pour développer le modèle EAHFM .

Enfin, la valeur de la constante cθ6 attribuée au terme de flottabilité est examinée sur la
figure II.25 en faisant varier sa valeur de 0 à 1 pour les modèles er et SJG. Les variations de cθ6
dans le cas de la convection mixte sont données sur la figure II.25a pour le modèle SJG et sur la
figure II.25b pour le modèle er. Le terme de flottabilité n’agit que faiblement sur la corrélation
de pression mais améliore légèrement les prévisions dans la région −0.5 < y/h < 0.25 près du
gradient de vitesse moyenne nul. Dans le cas de la convection naturelle, les prévisions du modèle
SJG sont données sur la figure II.25c et celles du modèle er sur la figure II.25d. Pour ce régime,
l’effet de la flottabilité est clairement visible. La valeur 0, 4 fournit de bonnes prévisions à la fois
pour le modèle SJG et le modèle er et pour les deux régimes de convection considérés. Cette
valeur est celle choisie par So et al. (2004b) et est très proche de la valeur 1/3 obtenue à l’aide
d’un modèle isotrope (Launder (1996)) et utilisée notamment par Dol et al. (1997) et Hanjalić
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Figure II.22 – Comparaison des modèles pour φ2θ − ε2θ – Convection mixte.

(2002). La valeur 0, 4 a donc été retenue.

Pour conclure, cette étude a consisté à comparer quelques uns des nombreux modèles exis-
tants pour les termes de pression apparaissant dans les équations de transport des tensions de
Reynolds et des flux de chaleur turbulents. Aucun modèle ne s’est vraiment imposé aussi bien
du point de vue dynamique que thermique. Les modèles de So et al. (2004b) pour le terme de
redistribution φij et le modèle er pour la corrélation pression gradient de température φiθ ont
finalement montré le meilleur compromis sur la configuration du canal pour les trois régimes de
convection. Ces modèles ont donc été retenus pour le développement de modèles algébriques. En-
fin, l’inclusion de la contribution relative à la flottabilité dans ces deux modèles a été examinée.
Aucune constante universelle ne peut être déterminée pour traduire l’effet de la flottabilité pour
chacune des composantes des termes de pression. Les constantes offrant les meilleurs compromis
ont été sélectionnées : c6 = 0, 6 pour φij et cθ6 = 0, 4 pour φiθ.
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Figure II.23 – Comparaison des modèles pour φ1θ − ε1θ – Convection naturelle.

II.E Modélisation pariétale des termes de pression

Les modèles pour la corrélation de pression présentés dans le chapitre II.D ont été développés
en d’écoulement homogène et ne sont pas corrects au voisinage des parois. Des modèles dédiés
au voisinage de la paroi sont donc utilisés.

L’étude des comportements asymptotiques dans la région de paroi réalisée dans la sec-
tion I.D.2, page 67 a mis en évidence les équilibres (I.95) et (I.96) (page 69) entre les termes de
pression, dissipation et diffusion visqueuse. Ces équilibres permettent de développer des modèles
de paroi traduisant les effets de la paroi sur l’écoulement.

II.E.1 Modèle de paroi pour le terme de redistribution

Les développements asymptotiques détaillés des termes des équations de transport des ten-
sions de Reynolds sont fournis dans le tableau C.1 en annexe C (page 192). L’équilibre à respecter
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Figure II.24 – Comparaison des modèles pour φ2θ − ε2θ – Convection naturelle.

à la paroi est :

πij − εij = −ν
∂2u′iu

′
j

∂y2
(II.5)

Le tableau C.1, page 193 montre que chacun de ces termes fait intervenir des termes du premier
ordre semblables aux développements asymptotiques des tensions de Reynolds près de la paroi.
Afin de définir une représentation de (πij − εij), la forme générale suivante est adoptée :

πij − εij = − ε

k

(

Akδij +Bkninj + Cu′iu
′
j +D

(

u′iu
′
knknj + u′ju

′
knkni

)

(II.6)

+Eu′ku
′
lnlnkδij + Fu′ku

′
lnlnkninj

)

Pour simplifier les calculs, les développements asymptotiques à la paroi sont écrits :

u′2 = r11y
2 , u′v′ = r12y

3 , v′2 = r22y
4 et w′2 = r33y

2
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Figure II.25 – Étude de la constante liée au terme de flottabilité du modèle pour φiθ

Ces expressions conduisent à k = 1/2 (r11 + r33) y
2 ≈ O

(
y2

)
. De plus,

ε = ν
∂2k

∂y2
⇒ ε

k
=

2ν

y2

Cette dernière relation justifie le recours à l’échelle ε/k pour faire le lien entre les développe-
ments asymptotiques des différentes composantes de (πij − εij) et celui des différentes tensions
de Reynolds. La formule générale pour πij − εij doit respecter l’équation (II.5), ce qui conduit
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(a) Convection forcée à Reτ = 150 : u′2
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(c) Convection forcée à Reτ = 150 : v′2
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Figure II.26 – Comparaison du modèle de paroi de Manceau et Hanjalić (2002) pour (πij − εij)
et du modèle théorique aux DNS – convection forcée à Reτ = 150.

au système :

r11 = A

(
r11 + r33

2

)

+ Cr11 + Er22y
2

3r12y = Cr12y + Dr12y

6r22y
2 = A

(
r11 + r33

2

)

+ B

(
r11 + r33

2

)

+ Cr22y
2 + 2Dr22y

2 + Er22y
2 + Fr22y

2

r33 = A

(
r11 + r33

2

)

+ Cr33 + Er22y
2

(II.7)
où A, B, C, D, E et F sont des constantes à déterminer. La résolution de ce système donne alors :
A = B = 0, C = 1, D = 2 et E + F = 1. Ces dernières constantes peuvent être déterminées en
prenant la trace de (πij − εij) qui est imposée à −2ε afin que πij tende vers φij loin des parois.
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(d) Convection mixte : w′2

Figure II.27 – Comparaison du modèle de paroi de Manceau et Hanjalić (2002) pour (πij − εij)
au modèle théorique aux DNS – convection mixte.

La trace conduit à :

πii − εii = − ε

k

(
2k + r22y

4 (4 + 3E + F )
)
= −2ε (II.8)

D’où (4 + 3E + F ) = 0 et conduit à E = −5/2 et F = 7/2. Le modèle théorique a donc pour
expression finale :

πij − εij = − ε

k

[

u′iu
′
j + 2

(

u′iu
′
knknj + u′ju

′
knkni

)

+
1

2
u′ku

′
lnlnk (7ninj − 5δij)

]

(II.9)

Ce modèle est quelque peu modifié par Manceau et Hanjalić (2002) lors de la mise en place de
leur modèle à pondération elliptique. Le modèle de Manceau et Hanjalić (2002) a pour expression :

πij − εij = − ε

k

[

u′iu
′
j + 5

(

u′iu
′
knknj + u′ju

′
knkni

)

− 5

2
u′ku

′
lnlnk (ninj + δij)

]

(II.10)
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Figure II.28 – Comparaison du modèle de paroi de Manceau et Hanjalić (2002) pour (πij − εij)
au modèle théorique aux DNS – convection naturelle.

Manceau et Hanjalić (2002) gardent les valeurs de A, B, C et E et modifient D et F .

Le modèle théorique pour (πij − εij) est comparé aux DNS et au modèle de Manceau et
Hanjalić (2002) dans le cas du canal en convection forcée (figure II.26), mixte (figure II.27) et
naturelle (figure II.28), pour chacune des composantes. À la paroi, le modèle de paroi doit être
apte à reproduire la différence (πiθ − εiθ). Toutefois, dans le cadre du développement des modèles
algébriques, la différence à modéliser est (φiθ − εiθ). Les termes (φiθ − εiθ) et (πiθ − εiθ) issus
des DNS sont tracés à titre de comparaison avec le modèle de paroi. Quel que soit le régime de
convection, (φij − εij) = (πij − εij) pour u′2 et w′2 car la diffusion par la pression est nulle pour
ces composantes dans les écoulements considérés. De plus, le modèle théorique conduit à :

π11 − ε11 = − ε
k

(

u′2 − 5
2v

′2
)

, π12 − ε12 = −3 ε
k

(
u′v′

)
,

π22 − ε22 = −6 ε
k

(

v′2
)

et π33 − ε33 = − ε
k

(

w′2 − 5
2v

′2
)
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tandis que le modèle de Manceau et Hanjalić (2002) conduit à :

π11 − ε11 = − ε
k

(

u′2 − 5
2v

′2
)

, π12 − ε12 = −6 ε
k

(
u′v′

)
,

π22 − ε22 = −6 ε
k

(

v′2
)

et π33 − ε33 = − ε
k

(

w′2 − 5
2v

′2
)

Les composantes diagonales sont les mêmes pour les deux modèles mais le modèle de Manceau
et Hanjalić (2002) conduit à une pente deux fois plus importante pour (π12 − ε12) que le modèle
théorique.

En convection forcée, (π11 − ε11) et (π33 − ε33) (figures II.26a et II.26d) sont très bien repro-
duits par les deux modèles dans la région de paroi et jusqu’à y/h ≈ −0, 95. De plus, ces modèles
offrent une tendance très proche de celle de la DNS dans toute la largeur du canal. Comme le
montre la figure II.26c, les deux modèles arrivent à prévoir la bonne pente du profil de la com-
posante v′2 près de la paroi mais s’en écartent très rapidement. Pour y/h ≈ −0, 95, la pente des
modèles est près de deux fois plus importante que la pente de la DNS. La figure II.26bmontre
que le modèle de Manceau et Hanjalić (2002) possède une pente deux fois plus importante que
celle du modèle théorique et représente mieux (π12 − ε12) près de la paroi (jusqu’à y/h ≈ −0, 95).

En convection mixte, les conclusions sont les mêmes que pour le régime de convection forcée.
Les figures II.27a, II.27b et II.27d montrent que ces composantes sont une nouvelle fois très bien
reproduites près de la paroi. Les modèles de paroi parviennent même à représenter la tendance
générale dans toute la largeur du canal. La composante (π12 − ε12) est mieux représentée par le
modèle de Manceau et Hanjalić (2002) que le modèle théorique. La figure II.27c montre que les
deux modèles de paroi ne parviennent à modéliser la composante (π22 − ε22) que très près de la
paroi.

En convection naturelle, les figures II.28a et II.28d montrent que les modèles de paroi repro-
duisent bien la DNS près de la paroi mais diffèrent rapidement des DNS au fur et à mesure que
l’on s’éloigne de la paroi. Près de la paroi, la composante (π12 − ε12) est toujours mieux estimée
par le modèle Manceau et Hanjalić (2002) que le modèle théorique (figure II.28b). Pour la com-
posante (π22 − ε22), les deux modèles estiment le bon niveau très près de la paroi (figure II.28c).
Toutefois, les prévisions s’éloignent du profil de la DNS plus vite que pour les autres régimes
de convection. De plus, les modèles de paroi sous-estiment le profils de la DNS en régime de
convection naturelle tandis qu’ils le surestimaient pour les régimes de convection forcée et mixte.

Pour conclure, les modèles de paroi fournissent de bonnes prévisions de chacune des compo-
santes dans la région de paroi pour chacun des régimes de convection et chacune des composantes.
Ensuite, ils tendent rapidement à surestimer les profils issus de DNS. Pour la configuration du
canal, le modèle théorique et le modèle de Manceau et Hanjalić (2002) fournissent les mêmes
prévisions pour chacune des composantes diagonales mais des prévisions différentes pour la com-
posante (π12 − ε12). Le modèle de Manceau et Hanjalić (2002) prévoit des prévisions deux fois
plus importantes que le modèle théorique pour cette composante et permet de mieux la repré-
senter que le modèle théorique. Le modèle de paroi de Manceau et Hanjalić (2002) est donc
parfaitement adapté à la représentation de (πij − εij) dans un voisinage très proche de la paroi.
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II.E.2 Modèle de paroi pour la corrélation pression-gradient de température

Afin de mettre en place un modèle de paroi pour (πiθ − εiθ), la même méthodologie que celle
utilisée pour la dynamique est à nouveau employée. L’équilibre de la région de paroi mène à :

πiθ − εiθ = −(ν + α)

2

∂2u′iT
′

∂y2
+

α− ν

2
u′i
∂T ′

∂y2
− α− ν

2
T ′

∂u′i
∂y2

(II.11)

Le tableau C.2, page 194, montre que le développement asymptotique de ces termes près de
la paroi fait apparaître les développements asymptotiques des flux de chaleur turbulents à la
paroi. De la même façon qu’en dynamique, un modèle générale est postulé. Le modèle considéré
est le suivant :

πiθ − εiθ = − ε

k
u′iT

′ (Aδij +Bninj) (II.12)

L’échelle ε
k est une nouvelle fois utilisée pour faire le lien entre les développements asympto-

tiques de (πiθ − εiθ) et des flux de chaleur turbulents. Pour simplifier les calculs, les développe-
ments asymptotiques des flux de chaleur turbulents sont écrits :

u′T ′ = r1θy
2 , v′T ′ = r2θy

3 et w′T ′ = r3θy
2

L’équation (II.11) pour chacune des composantes conduit au système suivant :

(ν + α) r1θ = 2νr1θA

(4ν + 2α) r2θy = 2νr2θyA + 2νr2θyB

(ν + α) r3θ = 2νr3θA

(II.13)

Ce système conduit alors :

A =
1

2

(

1 +
1

Pr

)

et B = 1 +
1

2

(

1 +
1

Pr

)

Le modèle théorique a donc pour expression finale :

πiθ − εiθ = −1

2

(

1 +
1

Pr

)
ε

k
u′iT

′ −
(

1 +
1

2

(

1 +
1

Pr

))
ε

k
u′jT

′ninj (II.14)

Ce modèle théorique correspond au modèle de Shin et al. (2008) et est à la base du modèle
de Dehoux et al. (2012). Il est comparé aux DNS pour (πiθ − εiθ) et (φiθ − εiθ) sur la confi-
guration du canal pour les trois régimes de convection sur la figure II.29. Pour cette géométrie,
(π1θ − ε1θ) = (φ1θ − ε1θ) car la diffusion par la pression est nulle pour cette composante et les
courbes sont ainsi superposées, ce qui n’est pas le cas pour la seconde composante

En convection forcée, la composante (π1θ − ε1θ) est bien estimée par le modèle de paroi de
Shin et al. (2008) dans la région de paroi et permet même d’obtenir la bonne tendance dans toute
la largeur du canal comme le montre la figure II.29a. La composante (π2θ − ε2θ) (figureII.29b)
dispose elle de la bonne pente dans une région extrêmement proche de la paroi puis sous-estime
la pente du profil de la DNS.

La figure II.29c illustre le bon comportement du modèle de paroi de Shin et al. (2008) près
de la paroi pour la composante (π1θ − ε1θ) en régime de convection mixte. Pour la seconde
composante (figure II.29d) le modèle reproduit bien la pente très près de la paroi mais s’en
écarte assez vite et sous-estime le profil de la DNS.
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Figure II.29 – Comparaison du modèle de paroi de Shin et al. (2008) pour (πiθ − εiθ) aux DNS
pour les trois régimes de convection
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Finalement pour le régime de convection naturelle, le modèle de paroi de Shin et al. (2008)
ne permet de reproduire aucune des deux composantes. La figure II.29e montre que le modèle de
paroi ne prévoit pas la bonne pente près de la paroi pour la composante (π1θ − ε1θ) et sous-estime
le profil de la DNS dans toute la région de paroi. En ce qui concerne la composante (π2θ − ε2θ),
le modèle de paroi sous-estime largement le profil issu de la DNS dans toute la région de paroi,
comme l’illustre la figure II.29f.

En conclusion, le modèle de paroi de Shin et al. (2008) représente parfaitement la compo-
sante (π1θ − ε1θ) pour les régimes de convection forcée et mixte. Le modèle de paroi de Shin
et al. (2008) ne permet de représenter la pente du profil de la seconde composante (π2θ − ε2θ)
que très près de la paroi puis sous-estime le profil très rapidement pour ces mêmes régimes. En
convection naturelle, le modèle n’est pas en accord avec les profils de la DNS et sous-estime
largement les deux composantes dans la région de paroi.
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Chapitre III

Développement du nouveau modèle de
turbulence

III.A Cadre de développement du nouveau modèle

Le développement du nouveau modèle de turbulence adapté à la simulation des écoulements
de convection thermique turbulente, réalisé durant cette thèse, est présenté dans ce chapitre. La
flottabilité crée un couplage de la dynamique et de la thermique qu’il est nécessaire de reproduire
au cours de la modélisation : les modèles dynamique et thermique doivent donc être couplés, ce
qui représente une difficulté supplémentaire. Dans un souci de garder un coût de calcul faible
et d’obtenir la meilleure représentation possible, ce nouveau modèle a recours à la formulation
algébrique explicite qui se justifie par les conclusions d’Hanjalić (2002), confirmées par le chapitre
précédent. L’hypothèse d’équilibre local, validée dans le chapitre II, permet le développement de
modèles de turbulence algébriques à la fois pour la dynamique et pour la thermique pour les
écoulements soumis à la flottabilité.

Dans un premier temps, le modèle EARSM utilisé pour représenter les tensions de Reynolds
u′iu

′
j est présenté. Afin de remédier à la défaillance de l’hypothèse d’équilibre local dans la région

de paroi observée au chapitre II.C, page 92, un traitement spécifique à la paroi est introduit.
Le modèle EAHFM qui est utilisé pour fournir les flux de chaleur turbulents u′iT

′ est ensuite
détaillé ainsi que son traitement de paroi. Le couplage de ces modèles est enfin abordé. Un
récapitulatif du nouveau modèle développé pour les écoulements bidimensionnels est donné en
annexe E, page 202.

La formulation du nouveau modèle sera détaillée dans le cas particulier des écoulements
bidimensionnels afin d’en faciliter la compréhension et la mise en place.

Les modèles algébriques nécessitent la connaissance des grandeurs turbulentes telles que k ou
ε. Le choix du modèle de turbulence du premier ordre fournissant k, ε, kθ et εθ est traité.

Enfin, ce nouveau modèle n’est pas le seul moyen de représenter les écoulements soumis à la
convection thermique. Des formulations différentes peuvent être utilisées et des modèles dérivant
de la formulation présentée dans ce manuscrit peuvent être envisagés. Deux modèles dérivés sont
présentés dans la dernière section de ce chapitre.
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III.B Modèle de turbulence V ALM

Cette section présente le développement du nouveau modèle de turbulence algébrique adapté
à la simulation des écoulements de convection thermique turbulente. Ce nouveau modèle sera
désigné par V ALM dans la suite du mémoire (Vanpouille, Aupoix, Laroche Model).

III.B.1 Modèle Explicite Algébrique pour les tensions de Reynolds

III.B.1.1 Équation du tenseur d’anisotropie

Le modèle EARSM vise la résolution de l’équation d’équilibre du tenseur d’anisotropie aij =

u′iu
′
j/k − 2/3 δij (équation I.69, page 56) :

Pij +Gij + φij − εij =
u′iu

′
j

k
(Pk +Gk − ε) I.69

Dans cette équation, le terme de production des tensions de Reynolds Pij est lié aux tenseurs de
déformation S∗ et de vorticité Ω∗ selon l’expression :

Pij

ε
= −4

3
S∗
ij −

(
aikS

∗
kj + S∗

ikakj
)
+

(
aikΩ

∗
kj − Ω∗

ikakj
)

(III.1)

Le terme de dissipation εij est représenté par le modèle isotrope de Rotta (1951) :

εij =
2

3
εδij (III.2)

Le terme de redistribution est écrit sous la forme (I.53) (page 50) avec l’inclusion du terme
de flottabilité (I.60). Les coefficients c∗2 et c5 sont imposés à zéro pour se restreindre aux modèles
linéaires, ou quasi-linéaires en prenant c∗1 6= 0. L’étude réalisée au chapitre II a permis de choisir
le modèle de So et al. (2004b) avec une valeur de la constante liée au terme de flottabilité c6 de
0, 6. Néanmoins le modèle EARSM sera développé avec une formulation générale permettant
l’utilisation de n’importe quel modèle pour le terme de redistribution. L’expression retenue est
donc la suivante :

φij = − (c1 + c∗1Pk) εaij + c2kSij + c3k

(

aikSkj + Sikakj −
2

3
aklSlkδij

)

−c4k (aikΩkj − Ωikakj) + c6

(

Gij −
2

3
Gkδij

)

(III.3)

Les expressions ci-dessus sont ensuite intégrées à l’équation (I.69, rappelée plus haut). Les
tensions de Reynolds u′iu

′
j apparaissant dans cette équation sont remplacées par k (aij + 2/3 δij).

L’équation (I.69) peut être finalement mise sous une forme analogue à celle du modèle Wallin et
Johansson (2000) :

N ′aij = −A1S
∗
ij −A2

(

aikS
∗
kj + S∗

ikakj −
2

3
aklS

∗
lkδij

)

(III.4)

+A3

(
aikΩ

∗
kj − Ω∗

ikakj
)
+

A4

ε

(

Gij −
2

3
Gkδij

)

où

N ′ = A5 +A6
Pk

ε
+A7

Gk

ε
(III.5)
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Les constantes Ai sont liées aux constantes du modèle pour le terme de redistribution et sont
données par : A1 = 4/3− c2, A2 = 1− c3, A3 = 1− c4, A4 = 1− c6, A5 = c1 − 1, A6 = c∗1 + 1 et
A7 = 1.

Les termes de flottabilité Gij et Gk font intervenir les flux de chaleur u′iT
′ fournis par le

modèle EAHFM . C’est à travers ces termes de flottabilité que le couplage entre les champs
dynamique et thermique, et donc entre les modèles algébriques, est présent. Le choix a été fait
de considérer ces termes comme connus pour le modèle dynamique grâce au modèle EAHFM .

Le paramètre N ′ contient le rapport production sur dissipation d’énergie cinétique turbulente
Pk/ε. Ce rapport dépend des tensions de Reynolds u′iu

′
j , et donc du tenseur d’anisotropie aij .

L’écriture de ce rapport sous sa forme explicite rend l’équation (III.4) non-linéaire. Ce terme est
donc laissé sous une forme implicite au sein du paramètre N ′. Les inconnues de l’équation (III.4)
sont alors le tenseur d’anisotropie aij et le paramètre N ′.

III.B.1.2 Base de projection du tenseur d’anisotropie

Afin de résoudre l’équation (III.4), le tenseur d’anisotropie est projeté sur une base tensorielle
B de telle sorte que :

a =
∑

i

γiTi

La représentation de chacun des termes de l’équation (I.69) (rappelée plus haut) en fonction
des tenseurs de déformation S∗, de vorticité Ω∗ et d’anisotropie a permet l’utilisation d’une base
de projection pour le tenseur d’anisotropie reposant sur S∗ et Ω∗. La base usuelle proposée par
Pope (1975) dans le cas bidimensionnel est :

B =

(

S∗ ;

(

S∗2 − 1

3
tr

(
S∗2

)
Id

)

;
(
S∗ · Ω∗ − Ω∗ · S∗

)
)

Chacun des tenseurs formant cette base est directement lié au gradient de vitesse moyenne :
S∗ = 1/2 k/ε

(
∇U +∇UT

)
et Ω∗ = 1/2 k/ε

(
∇U −∇UT

)
. Lorsque le gradient de vitesse

moyenne est nul tous les tenseurs de la base tendent vers zéro.
Dans le cas d’un écoulement de convection naturelle, si le gradient de vitesse moyenne est

nul cette base conduit donc à un tenseur d’anisotropie nul alors que la présence du tenseur
de flottabilité dans l’équation (III.4) est une source d’anisotropie dans l’écoulement. Le tenseur
d’anisotropie n’est pas obligatoirement nul dans le cas d’écoulement de convection mixte ou
naturelle. Pour un gradient de vitesse moyenne nul l’équation (III.4) conduit à :

aij =
A4

N ′ε

(

Gij −
2

3
Gkδij

)

(III.6)

La projection dans la base évoquée ci-dessus n’est plus adaptée dans le cas d’écoulement soumis
à la convection thermique, et notamment en convection naturelle.

La base de Pope (1975) est exacte dans le cas bidimensionnel. Compléter ou modifier cette
base pour les écoulements soumis à la flottabilité est une méthode assez arbitraire et pourrait
dégrader les prévisions en convection forcée. Afin de prendre en compte l’anisotropie induite par
la flottabilité, la stratégie adoptée est de compléter la base de Pope (1975) par la solution III.6
dans le cas où cette base dégénère et n’est plus adaptée. Il vient alors :

a− A4

N ′ε

(

G− 2

3
GkId

)

= γ1S
∗ + γ2

(

S∗2 − 1

3
tr

(
S∗2

)
Id

)

+ γ3
(
S∗ · Ω∗ − Ω∗ · S∗

)
(III.7)
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Le paramètre N ′ intervenant dans A4

N ′ε est écrit sous sa forme générale dans l’équation III.7. Par

souci de concision, le terme
(

G− 2/3 GkId

)

sera noté Γ.

Cette base de projection est suffisante à la représentation du tenseur d’anisotropie et plus
simple d’utilisation que la base de projection du modèle de Lazeroms et al. (2013) constituée de
dix tenseurs. Le recours à la solution sans gradient de vitesse permet aussi d’éviter de compléter
la base par deux nouveaux tenseurs pour reproduire les effets de la flottabilité à l’image du mo-
dèle de So et al. (2004b).

La formulation obtenue pour le tenseur d’anisotropie a (équation (III.7)) est ensuite introduite
dans l’expression (III.4). Le système d’équations qui en découle est un système linéaire dont les
coefficients de projection γi sont inconnus. La contraction de cette expression avec les différents
tenseurs de la base conduit au système d’équations linéaires suivant :

A · γ = b (III.8)

avec

A =








N ′ A2
IIS
3

−2A3IIΩ

2A2 N ′ 0

−A3 0 N ′








(III.9)

et

b =











−A1 +
η1
IIS

A4

ε
−

(
η1N

′ + 2A2η2 − 2A3η3
IIS

)

γ4

6η2
II2S

A4

ε
−

(
6η2N

′

II2S
+

2A2η1
IIS

)

γ4

η3
IISIIΩ

A4

ε
−

(
η3N

′

IISIIΩ
− A3η1

IIS

)

γ4











(III.10)

où IIS = tr
(
S∗2

)
, IIS = tr

(
Ω∗2

)
et

γ4 =
A4

N ′ε
(III.11)

η1 = tr
(
Γ · S∗

)
(III.12)

η2 = tr
(
Γ · S∗2

)
(III.13)

η3 = tr
(
Γ · Ω∗ · S∗

)
(III.14)

Les coefficients de projection sont déterminés par la résolution du système d’équations (III.8).
Chacun de ces coefficients de projection est de la forme γi = γhi + γbi ou h représente la solu-
tion pour un écoulement purement dynamique, i.e. sans flottabilité, et b la contribution de la
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flottabilité au terme de projection. Ces termes ont pour expressions :

γi = γhi + γbi (III.15)

γh1 = −A1N
′

Q

γh2 =
2A1A2

Q

γh3 = −A1A3

Q

γb1 =
A4

ε

(
N ′η1 − 2A2η2 + 2A3η3

QIIS

)

− η1
IIS

γ4

γb2 =
A4

ε

[
6η2

N ′II2S
− 2A2

N ′

(
N ′η1 − 2A2η2 + 2A3η3

QIIS

)]

− 6η2
II2S

γ4

γb3 =
A4

ε

[
η3

N ′IISIIΩ
+

A3

N ′

(
N ′η1 − 2A2η2 + 2A3η3

QIIS

)]

− η3
IISIIΩ

γ4

avec Q = N
′2− 2/3A2

2IIS − 2A2
3IIΩ. Les termes γhi sont les mêmes que ceux obtenus par Wallin

et Johansson (2000).

Pour les écoulements sans flottabilité, les termes ηi s’annulent. Les contributions dues à la
flottabilité dans les coefficients de projection, i.e. γbi , sont toutes proportionnelles aux ηi. Les
contributions dues à la flottabilité s’annulent donc et les coefficients de projection sont égaux
à leur contribution purement dynamique, i.e. γh. Pour les écoulements sans gradient de vitesse
moyenne, les coefficients de projection se simplifient et conduisent à un tenseur d’anisotropie égal
à γ4Γ.

Dans le cas tridimensionnel, la base de projection est réduite à cinq tenseurs (Shih et Lum-
ley, 1993; Jongen et Gatski, 1998; Wallin et Johansson, 2000). La même procédure que dans
le cas bidimensionnel est applicable malgré la présence de deux tenseurs supplémentaires. Cinq
coefficients de projection possédant une contribution relative à la flottabilité et dépendants du
paramètre N ′ sont alors obtenus. Toutefois, la base composée de trois tenseurs et proposée par
Pope (1975) constitue déjà une première approximation satisfaisante pour le tenseur d’aniso-
tropie même pour les écoulements tridimensionnels. L’extension à une base tridimensionnelle
n’ayant pas été traité durant la thèse, le lecteur intéressé doit se reporter au modèle de Wallin
et Johansson (2000).

III.B.1.3 Calcul du paramètre N ′

L’obtention du tenseur d’anisotropie aij , et à fortiori des tensions de Reynolds u′iu
′
j , ne repose

plus que sur la détermination du paramètre N ′. Pour le calculer, il est nécessaire de repartir des
définitions de N ′ et de Pk/ε :

N ′ = A5 +A6
Pk

ε
+A7

Gk

ε
et

Pk

ε
= −tr

(
a · S∗

)
= −γ1IIS − γ4η1

En utilisant l’expression du rapport production sur dissipation de l’énergie cinétique turbulente
Pk/ε dans la définition de N ′, une équation polynômiale d’ordre trois est obtenue, dans le cas
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bidimensionnel, dont le paramètre N ′ est la solution. L’ordre de l’équation est déterminé par
l’expression des coefficients γ1 et γ4 qui dépendent du choix de la base de projection. L’équation
polynômiale pour N ′ est donnée par :

aN
′3 + bN

′2 + cN ′ + d = 0 (III.16)

a = 1

b = −
(

A5 +A7
Gk

ε

)

c =

[

A6

(

η1
A4

ε
−A1IIS

)

−
(
2

3
A2

2IIS + 2A2
3IIΩ

)]

d =

(
2

3
A2

2IIS + 2A2
3IIΩ

)(

A5 +A7
Gk

ε

)

+A6η1
A4

ε
(2A3η3 − 2A2η2)

L’ordre de cette équation permet une résolution analytique qui donne directement accès à la
valeur du paramètre N ′, sans problème lié au choix de la solution.

Dans le cas tridimensionnel, l’équation polynômiale obtenue est d’ordre six. La solution tri-
dimensionnelle n’est pas analytique et n’est accessible qu’à la suite d’une approximation de
l’équation polynômiale. La solution bidimensionnelle est alors utilisée en première approxima-
tion de la solution tridimensionnelle (cf Wallin et Johansson (2000) et le chapitre I, page 59).
La solution tridimensionnelle peut alors être utilisée dans les coefficients de projection γ1, γ2, γ3
et γ4. La base de trois tenseurs proposée par Pope (1975) constituant une bonne approximation
du tenseur d’anisotropie (que ce soit pour les écoulements bidimensionnels ou tridimensionnels),
la représentation tridimensionnelle ne change par rapport à la représentation bidimensionnelle
qu’à travers le calcul du paramètre N ′.

So et al. (2004b) qui utilisent la base de Pope (1975) complétée de deux tenseurs relatifs
aux tenseurs de flottabilité aboutissent aussi à une équation polynômiale d’ordre trois, cette
fois-ci pour pour le rapport production sur dissipation Pk/ε. La base composée de dix tenseurs
de Lazeroms et al. (2013) conduit à une équation polynômiale d’ordre six. La solution de cette
équation est obtenue en ayant recours à une solution de l’équation polynômiale préalablement
simplifiée qui est ensuite modifiée via des fonctions d’amortissement pour tendre vers la solution
de l’équation d’ordre six.

La résolution de l’équation (III.16) par la méthode de Cardan donne accès à la valeur du
paramètre N ′. La solution de cette équation est donnée par :

N ′ =







− b

3 a
+

∣
∣P1 +

√
P2

∣
∣

1

3 +
∣
∣P1 −

√
P2

∣
∣

1

3 , P2 ≥ 0

− b

3 a
+ 2

(
P 2
1 − P2

)
1

6 cos

(

1
3 arccos

(

P1
√

P 2
1 − P2

))

, P2 < 0, P1 ≥ 0

− b

3 a
+ 2

(
P 2
1 − P2

)
1

6 cos

(

−1

3
arccos

(

−P1
√

P 2
1 − P2

)

+
π

3

)

, P2 < 0, P1 < 0

(III.17)
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avec

p = − b2

3a3
+

c

a
(III.18)

q =
b

27a

(
2b2

a2
− 9c

a

)

+
d

a
(III.19)

P1 = −q

2
(III.20)

P2 =
1

4

(

q2 +
4

27
p3

)

(III.21)

N ′ est calculé par la formule explicite (III.17), ce qui conduit au calcul des coefficients de
projection γi, du tenseur d’anisotropie aij et donc aux tensions de Reynolds u′iu

′
j de façon expli-

cite.

III.B.1.4 Adaptation de la correction de Wallin et Johansson (2000) pour la diffu-
sion

Pour un écoulement sans flottabilité, Taulbee (1992) et Wallin et Johansson (2000) ont remar-
qué que dans certaines régions d’un écoulement le rapport production sur dissipation devient très
faible. Dans ces régions, la diffusion devient du même ordre de grandeur que les termes prépon-
dérants de l’équation d’équilibre du tenseur d’anisotropie I.69, page 56. L’hypothèse d’équilibre
local n’est plus valide. Cette observation a aussi été faite lors de l’étude de la validité de l’hy-
pothèse d’équilibre local au cours du chapitre II.C, page 92. La région proche du maximum de
vitesse moyenne en est un exemple.

Wallin et Johansson (2000) observent que l’ordre de grandeur du coefficient de projection
γ1 de leur modèle est beaucoup trop élevé dans ces régions. Cette surestimation de γ1 entraîne
une surestimation du cisaillement u′v′. Ils mettent alors en place une correction de la constante
A5 visant à reproduire l’effet de la diffusion sur leur modèle et corriger le comportement de leur
coefficient de projection γ1.

Wallin et Johansson (2000) se basent sur une analogie avec l’hypothèse de viscosité turbulente.
Cette hypothèse revient à ne retenir dans la projection sur la base de Pope (1975) que le premier
tenseur. Le coefficient de projection γ1 est relié au coefficient Cµ par la relation Cµ = −1/2 γ1.
Lorsque le gradient de vitesse s’annule, le Cµ du modèle de Wallin et Johansson (2000) (sans
flottabilité) tend vers :

lim
|∇U|→0

Cµ = − A1

2A5
(III.22)

Le choix des constantes du modèle de Wallin et Johansson (2000) conduit à un Cµ ≈ 0, 33, valeur
bien plus élevée que la valeur attendue : Cµ = 0, 09. La non prise en compte de la diffusion en est
responsable. Ils ont alors mis en place une correction de la constante A5 permettant de tendre
vers Cµ = 0, 09.

L’hypothèse d’équilibre local néglige la différence entre la diffusion de l’équation de transport
des tensions de Reynolds et celle de l’équation de transport de l’énergie cinétique. Un modèle
permettant de reproduire cette différence est donné par :

Dij −
u′iu

′
j

k
Dk = CDaijDk (III.23)
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Le terme de diffusion de l’énergie cinétique turbulente peut être approché grâce à l’équilibre :

−Dk ≈ Pk − ε (III.24)

Si le terme Dij−u′iu
′
j/kDk = CDaijDk n’est pas négligé dans l’équation d’équilibre, la constante

A5 peut être modifiée afin d’inclure cette contribution relative à la diffusion. La constante A5

est alors réécrite sous la forme :

A5 = c1 − 1− CD

ε
aijDk = c1 − 1 + CD max

(

1− Pk

ε
; 0

)

(III.25)

La fonction max permet de protéger le modèle dans le cas forts taux de déformation pour lesquels
la constante A5 pourrait devenir négative sans la limitation par zéro.

De la même manière que le modèle de Wallin et Johansson (2000), la constante A5 du modèle
V ALM est modifiée de telle sorte que :

A5 = c1 − 1 + CD max

(

1− Pk +Gk

ε
; 0

)

(III.26)

avec CD = 2, 2 repris du modèle de Wallin et Johansson (2000). La seule différence entre cette
correction et celle de Wallin et Johansson (2000) est la présence de Gk/ε à l’intérieur de la
fonction max.

III.B.2 Extension du modèle EARSM à la région de paroi

Cette section a pour but de définir le traitement de paroi à appliquer au modèle EARSM .
L’utilisation du coefficient de pondération elliptique α a été préférée aux fonctions d’amortis-
sement ayant recours à la distance à la paroi. Deux modèles reposant sur ce coefficient ont été
testés et sont présentés : un modèle à pondération elliptique et un modèle avec fonction d’amor-
tissement basé sur le coefficient de pondération elliptique α.

Néanmoins, la première correction relative à la présence de la paroi est la modification de
l’échelle de temps turbulente dans cette région. L’échelle de temps turbulente k/ε est minorée par
l’échelle de temps de Kolmogorov (Durbin, 1993a). L’échelle de temps turbulente τ est définie
par :

τ = max

(
k

ε
; Cτ

√
ν

ε

)

(III.27)

avec Cτ = 6 (Durbin, 1993a).

III.B.2.1 Modèle à pondération elliptique pour les tensions de Reynolds

La prise en compte des effets des parois repose sur le terme de redistribution φij et le terme de
dissipation εij . Pour cela, il convient de changer les modèles utilisés pour ces termes. La notation
h est utilisée pour désigner le modèle homogène et w est utilisée pour désigner le modèle de paroi.

La méthode de couplage est une adaptation de la méthode proposée par Manceau et Hanjalić
(2002). La différence entre le terme de redistribution et le terme de dissipation est représentée
par :

(φij − εij) =
(
1− α3

) (
φw
ij − εwij

)
+ α3

(

φh
ij − εhij

)

(III.28)
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Le coefficient de pondération α est obtenu par la résolution de l’équation de relaxation ellip-
tique (I.113), page 73. α prend la valeur zéro à la paroi, menant à l’utilisation du modèle de

paroi
(

φw
ij − εwij

)

et la valeur un loin de la paroi conduisant à l’utilisation du modèle homogène
(

φh
ij − εhij

)

. Les modèles homogènes pour les termes de redistribution φij et εij correspondent

aux modèles utilisés pour le développement du modèle dans le cas homogène : le modèle de So
et al. (2004b) pour φh

ij et le modèle isotrope pour εhij .
Les modèles de paroi restent à définir. Le modèle de Rotta (1951) est utilisé pour le terme

de dissipation à la paroi :

εwij =
u′iu

′
j

k
ε (III.29)

Il permet de prendre en compte l’anisotropie du tenseur de dissipation.
Le modèle proposé par Manceau et Hanjalić (2002) est choisi pour le modèle de paroi du

terme de redistribution φij :

φw
ij = −5

ε

k

(

u′iu
′
knknj + u′ju

′
knkni −

1

2
u′lu

′
knknl (ninj + δij)

)

(III.30)

avec pour rappel, le vecteur normal défini par n = ∇α
||∇α|| . En définissant le déviateur de la matrice

des normales à la paroi M0 par la relation : M0
ij = ninj − 1/3 δij , ce modèle de paroi peut être

réécrit sous la forme suivante :

φw = −5ε

(
2

3
a+ a ·M0 +M0 · a+M0 − 1

2

(
a ·M0

)
(

M0 +
4

3
Id

))

(III.31)

en utilisant le fait que tr
(
M0

)
= 0, tr

(
a
)
= 0 et tr

(

Id

)

= 3.

Cette nouvelle représentation est introduite dans l’équation (III.4). En définissant le déviateur
de la matrice des normales à la paroi M0 par la relation : M0

ij = ninj−1/3 δij , la nouvelle équation
donnant le tenseur d’anisotropie est :

N ′a = −A1S
∗ −A2

(

a · S∗ + S∗ · a− 2

3
tr

(
a · S∗

)
Id

)

(III.32)

+A3

(
a · Ω∗ − Ω∗ · a

)
+

A4

ε

(

G− 2

3
GkId

)

−5
(
1− α3

)
(

a ·M0 +M0 · a+M0 − 1

2

(
a ·M0

)
(

M0 +
4

3
Id

))

où le paramètre N ′ a maintenant pour expression :

N ′ = A5 +A6
Pk

ε
+A7

Gk

ε
+

13

3

(
1− α3

)
(III.33)

et les différents coefficients Ai sont maintenant donnés par :

A1 = 4
3 − α3c2 A5 = α3c1 − 1

A2 = 1− α3c3 A6 = α3c∗1 + 1

A3 = 1− α3c4 A7 = α3

A4 = 1− α3c6

(III.34)
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La contraction de l’équation (III.32) avec les tenseurs de la base va faire apparaître de nou-
veaux termes :

µ1 = tr
(
M ·M

)
ς1 = tr

(
Γ ·M

)

µ2 = tr
(
M · S∗

)
ς2 = tr

(
Γ ·M · S∗

)

µ3 = tr
(
M · S∗2

)
ς3 = tr

(
Γ ·M · S∗2

)

µ4 = tr
(
M · Ω∗ · S∗

)
ς4 = tr

(
Γ ·M · Ω∗ · S∗

)

(III.35)

Chacun de ces nouveaux termes est connu. Le système linéaire (III.8) contient maintenant plus de
termes et est donné en annexe D.1. La contribution du modèle de paroi complexifie grandement
le problème. En effet, sans la contribution du modèle de paroi, les coefficients de projection ont
pour forme :

(a0 + a1N
′)

(b0 + b1N ′ + b2N
′2)

Ils sont donc d’ordre O
(

N
′−2

)

.

Lorsque la contribution du modèle de paroi est prise en compte, les coefficients ont pour
forme (cf annexe D.1) :

(a0 + a1N
′ + a1N

′)

(b0 + b1N ′ + b2N
′2 + b3N

′3)

et sont donc d’ordre O
(

N
′−3

)

.

Le rapport production sur dissipation d’énergie cinétique turbulente Pk/ε dépend du coef-
ficient de projection γ1. Si l’on introduit cette expression dans la définition du paramètre N ′,
l’équation polynômiale obtenue est d’ordre quatre. Cette équation polynômiale ne peut être ré-
solue de façon unique car plusieurs solutions réelles existent et posent le problème du choix de la
solution a sélectionner. Cette observation a déjà été réalisée par Oceni et al. (2008) et remet en
question le recours à ce modèle à pondération elliptique dans le cadre des modèles algébriques
explicites. Une autre solution est de simplifier l’équation polynômiale d’ordre quatre pour ob-
tenir une équation d’ordre moins élevé, qui peut être résolue et dont la solution est connue,
comme l’ont réalisé Lazeroms et al. (2013). Cette solution est ensuite modifiée via des fonctions
d’amortissement pour tendre vers la solution d’ordre élevé. Néanmoins, ces méthodes n’ont pas
été appliquées durant cette thèse.

III.B.2.2 Modèle de Karlatiras et Papadakis (2006)

Wallin et Johansson (2000) ont doté leur modèle algébrique d’un traitement de paroi repo-
sant sur une fonction d’amortissement. Cette fonction d’amortissement est définie à partir de la
distance à la paroi qui doit donc être déterminée au cours de la simulation et peut poser des
problèmes dans des géométries complexes. Le coefficient de pondération elliptique α présente
l’avantage d’être uniquement fonction des échelles turbulentes nécessairement calculées. Afin de
garder cet avantage, Karlatiras et Papadakis (2006) utilisent une fonction d’amortissement repo-
sant sur le coefficient de pondération elliptique α en lieu et place de la fonction d’amortissement
de Wallin et Johansson (2000). La méthodologie est la même que celle de Wallin et Johansson
(2000) mais la fonction d’amortissement change.
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Un développement asymptotique à la paroi est réalisé pour les composantes du tenseur d’ani-
sotropie avec les mêmes notations qu’au chapitre I.D, page 66 :

a11 =
b2u

b2u + b2w
− 2

3
+O

(
y+

)
(III.36)

a12 =
bucv

b2u + b2w
y+ +O

(
y+2

)
(III.37)

a22 =
c2v

b2u + b2w
− 2

3
+O

(
y+2

)
(III.38)

a33 =
b2w

b2u + b2w
− 2

3
+O

(
y+

)
(III.39)

Ces développements permettent d’accéder aux développements asymptotiques des coefficients
de projection :

γ1 =
a12
σ

(III.40)

γ2 =
a11 − a22

4σ2
(III.41)

γ3 = − a33
2σ2

(III.42)

avec σ = 1/2 k/ε ∂U/∂y.
Karlatiras et Papadakis (2006) choisissent de définir la fonction d’amortissement fα telle que :

γ1 = fαγ
h
1 (III.43)

À partir de l’équation de pondération elliptique (I.113), ils obtiennent le développement
asymptotique à la paroi de α en faisant l’hypothèse L ≈ constant près de la paroi : α = O (y).
La fonction d’amortissement fα doit satisfaire le fait que si α = 1 alors fα = 1 et respecter le
comportement asymptotique de γ1 à la paroi. Ils définissent alors la fonction d’amortissement
par :

fα = cf
(
α− α2

)
+ α2 (III.44)

Ils choisissent une valeur pour la constante cf égale à 0, 55 en se basant sur des résultats de DNS
de canal pour différents nombres de Reynolds de frottement.

Pour les coefficients de projection γ2 et γ3, ils doivent être amortis de façon à satisfaire le
comportement asymptotique de a11 et a22 :

a11 = f2a
h
11 + (1− f2)

(
b2u

b2u + b2w
− 2

3

)

(III.45)

a22 = f2a
h
22 + (1− f2)

(

−2

3

)

(III.46)

La fonction fα est d’ordre ′ (y) près de la paroi afin de respecter le comportement de a12 près
de la paroi. En ce qui concerne a22, il évolue en ′

(
y2

)
près de la paroi. Karlatiras et Papadakis

(2006), comme Wallin et Johansson (2000), choisissent alors de définir f2 = f2
α.

Le modèle original de Karlatiras et Papadakis (2006) n’inclut pas de terme de flottabilité. Le
choix de n’appliquer la correction de paroi qu’à la partie dynamique des coefficients de projection
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a été fait. Il est justifié par le fait que la contribution due à la flottabilité est entièrement dépen-
dante des flux de chaleur turbulents. Un traitement de paroi sera appliqué au modèle EAHFM
afin d’obtenir les bons flux de chaleur turbulents dans cette région. De plus, les développements
asymptotiques à la paroi des équations de transport des tensions de Reynolds (cf tableau I.3,
page 69) montrent que les termes de flottabilité n’interviennent qu’à un ordre supérieur par
rapport aux termes dynamiques.

Les coefficients de projection sont finalement définis comme :

γ1 = fαγ
h
1 + γb1

γ2 = f2
αγ

h
2 +

(
1− f2

α

) 3B2 − 4

max
(
IIS ; II

eq
S

) + γb2

γ3 = f2
αγ

h
3 −

(
1− f2

α

) B2

2max
(
IIS ; II

eq
S

) + γb3

où B2 = b2u/
(
b2u + b2w

)
est choisi égal à 1, 8 en accord avec le modèle de Karlatiras et Papadakis

(2006) (en se reposant toujours sur des résultats de DNS de canal). IIeqS = 5, 74 provient du
modèle de Wallin et Johansson (2000) et fournit une valeur minimale pour IIS , issue de l’équilibre
production-dissipation dans la définition de N ′. Cette limitation permet d’éviter les singularités
liées à l’annulation de IIS . La puissance attribuée à la fonction fα est choisie par les auteurs afin
de respecter le comportement asymptotique à la paroi des coefficients de projection.

Finalement, les coefficients de projection ont pour expressions finales :

γ1 = fα

(

−A1N
′

Q

)

+
A4

ε

(
N ′η1 − 2A2η2 + 2A3η3

QIIS

)

− η1
IIS

γ4 (III.47)

γ2 = f2
α

2A1A2

Q
+

(
1− f2

α

) 3B2 − 4

max
(
IIS ; II

eq
S

) (III.48)

+
A4

ε

[
6η2

N ′II2S
− 2A2

N ′

(
N ′η1 − 2A2η2 + 2A3η3

QIIS

)]

− 6η2
II2S

γ4

γ3 = f2
α

(

−A1A3

Q

)

−
(
1− f2

α

) B2

2max
(
IIS ; II

eq
S

) (III.49)

+
A4

ε

[
η3

N ′IISIIΩ
+

A3

N ′

(
N ′η1 − 2A2η2 + 2A3η3

QIIS

)]

− η3
IISIIΩ

γ4

γ4 =
A4

N ′ε
(III.50)

L’équation polynômiale a maintenant pour forme :

aN
′3 + bN

′2 + cN ′ + d = 0 (III.51)

a = 1

b = −
(

A5 +A7
Gk

ε

)

c =

[

A6

(

η1
A4

ε
− fα A1IIS

)

−
(
2

3
A2

2IIS + 2A2
3IIΩ

)]

d =

(
2

3
A2

2IIS + 2A2
3IIΩ

)(

A5 +A7
Gk

ε

)

+A6η1
A4

ε
(2A3η3 − 2A2η2)

avec les expressions inchangées pour les termes p, q, P1 et P2. Le rapport production sur dissipa-
tion est égal à Pk/ε = −γ1IIS − γ4η1 et γ1 ne dépend de fα qu’à travers le terme −fαA1N

′/Q.
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La multiplication de la définition du paramètre N ′ par Q conduit à l’équation polynômiale III.51
où fα n’apparaît qu’une fois, en facteur de −A6A1IISN

′.
Enfin, le paramètre N ′ n’est pas modifié car la fonction fα vient corriger le comportement

de coefficients de projection à la paroi à posteriori.

III.B.3 Modèle Explicite Algébrique pour les flux de chaleur turbulents

III.B.3.1 Équation du vecteur flux de chaleur turbulent normalisé

Le modèle EAHFM vise la résolution de l’équation d’équilibre pour le vecteur flux de chaleur
turbulent normalisé ξi = u′iT

′/
√
kkθ (équation I.72, page 57) :

Piθ +Giθ + φiθ − εiθ =
u′iT

′

2

(
Pk +Gk − ε

k
+

Pθ − εθ
kθ

)

I.72

Au sein de cette équation, les seuls termes à modéliser sont le terme de pression φiθ et le
terme de dissipation des flux de chaleur turbulents εiθ. Pk/ε dépend des tensions de Reynolds et
est donc supposé connu grâce à la résolution du modèle EARSM .

Le terme de production des flux de chaleur turbulents est défini par :

Piθ = −u′iu
′
k

∂T

∂xk
− u′kT

′
∂Ui

∂xk
= −ε

√

kθ
k

[(

aik +
2

3
δij

)

Θk − (S∗
ik +Ωik∗) ξk

]

(III.52)

Le tenseur d’anisotropie intervient dans l’expression de Piθ. Le tenseur d’anisotropie tout comme
les tensions de Reynolds sont fournis par le modèle EARSM . Le couplage entre les champs
dynamique et thermique et donc entre les modèles EARSM et EAHFM est présent à travers
ces termes. Le choix a donc été fait de les supposer connus pour le développement du modèle
EAHFM .

Le terme de flottabilité des flux de chaleur turbulents est défini par :

Giθ = −βgiT
′2 = −2βgikθ = −2ε

√

kθ
k
g∗i (III.53)

où g∗ est le vecteur gravitationnel adimensionné g∗ =
√
kkθ/ε βg.

Le modèle pour la corrélation pression-gradient de température fluctuante φiθ avec la contri-
bution de la flottabilité est introduit dans cette équation. Le vecteur flux de chaleur turbulent
normalisé est alors solution de l’équation :

(

N ′
θId + cSS

∗ + cΩΩ
∗
)

· ξ = −c′θ4

(

a+
2

3
Id

)

·Θ− 2c′θ6g
∗ (III.54)

avec c′θ4 = 1 − cθ4, c′θ6 = 1 − cθ6, cS = 1 − cθ2 − cθ3, cΩ = 1 − cθ2 + cθ3 liées aux constantes du
modèle pour φiθ. Le paramètre N ′

θ est défini par :

N ′
θ =

1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk +Gk

ε

)

+
1

r

(
1

2
− cθ5

)
Pθ

εθ
(III.55)

où, pour rappel, r = (kθε) / (εθk). N ′
θ contient les rapports de production sur dissipation Pk/ε,

Gk/ε. La prise en compte de la flottabilité apparaît au sein du paramètre N ′
θ via Gk/ε et Pθ/εθ.
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Enfin, Gk/ε et Pθ/εθ dépendent des flux de chaleur turbulents et sont donc laissés sous forme
implicite afin de garder une formulation linéaire de l’équation (III.54).

On peut définir une matrice A′ telle que :

A′ = N ′
θId + cSS

∗ + cΩΩ
∗ (III.56)

Cette expression permet de réécrire l’équation (III.54) afin de donner un accès direct au
vecteur flux de chaleur turbulents normalisé via la relation :

ξ = −A
′−1 ·

(

c′θ4

(

a+
2

3
Id

)

·Θ+ 2c′θ6g
∗

)

(III.57)

Cette équation montre que les flux de chaleur turbulents dépendent de la connaissance de la
matrice A′ et du paramètre N ′

θ.

So et al. (2004b) ou Ferrand et Violeau (2012) ont recours à une base de projection d’une
façon semblable aux modèles algébriques dynamiques. Le choix de la base n’est pas unique et
dépend de l’auteur. La résolution par inversion matricielle permet de se reposer uniquement sur
l’équation (III.54).

III.B.3.2 Inversion de la matrice A′

Afin de pouvoir obtenir une solution de l’équation (III.57) permettant le calcul du vec-
teur flux de chaleur turbulents normalisé, il est nécessaire que la matrice A′ soit inversible, i.e.
det

(
A′

)
6= 0. Cette condition dépend des constantes du modèle sélectionné pour le terme de

pression-gradient de température moyenne φiθ ainsi que des différents termes de production sur
dissipation apparaissant dans N ′

θ.

Le théorème de Cayley-Hamilton stipule que la matrice A′ est solution de son polynôme
caractéristique :

A′3 − tr
(
A′

)
A′2 +

1

2

(

tr
(
A′

)2 − tr
(

A′2
))

A′ − det
(
A′

)
Id = 0 (III.58)

En supposant A′ inversible et en multipliant l’équation ci-dessus par A
′−1, il vient :

A′−1
=

A′2 − tr
(
A′

)
A′ + 1

2

(

tr
(
A′

)2 − tr
(

A′2
))

Id

det
(
A′

) (III.59)

En utilisant la définition de A′ (III.56), l’expression (III.59) mène à l’expression :

A
′−1 =

(

N
′2
θ − 1

2Q1

)

Id −N
′

θ

(
cSS

∗ + cΩΩ
∗
)
+

(
cSS

∗ + cΩΩ
∗
)2

N
′3
θ − 1

2N
′
θQ1 +

1
2Q2

(III.60)

avec

Q1 = c2Str
(
S∗2

)
+ c2Ωtr

(
Ω∗2

)
(III.61)

Q2 =
2

3
tr

(
S∗3

)
+ 2 tr

(
S∗ · Ω∗2

)
(III.62)
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Dans le cas bidimensionnel, Q2 = 0.
Tous les termes de l’expression de A−1 sont connus : cette matrice n’est dépendante que du

paramètre N ′
θ.

L’incertitude sur la possibilité d’inverser la matrice A′ est toujours présente. L’expression du

déterminant de A′ est donnée dans le cas bidimensionnel par N
′3
θ − 1/2N ′

θQ1. Ce déterminant

est nul lorsque N ′
θ = 0 ou N

′2
θ = 1/2Q1. Afin d’obtenir un déterminant strictement positif, la

première condition mène à :

cθ1 −
1

2

(

1 +
1

r

)

+
1

2

Pk +Gk

ε
+

1

r

(
1

2
− cθ5

)
Pθ

εθ
> 0 (III.63)

Les rapports production sur dissipation ne sont négatifs qu’en de rares conditions. De plus, ce
comportement ne peut pas être reproduit par les modèles algébriques. Lorsque ces rapports sont
nuls, cette condition devient :

cθ1 −
1

2

(

1 +
1

r

)

> 0 (III.64)

La première contrainte impose de choisir cθ1 > 1
2

(
1 + 1

r

)
. Le modèle er pour la corrélation

pression-gradient de température φiθ est donc idéalement choisi car il est proportionnel à
(
1 + 1

r

)
.

En ce qui concerne le modèle de So et al. (2004b) pour ce même terme, un risque existe pour les
écoulements possédant un rapport des échelles de temps turbulentes r très faible. Une solution
pour y remédier est de choisir une valeur constante pour ce rapport, par exemple r = 0, 5 qui
mène à cθ1 > 3/2. Cette contrainte est bien vérifiée par la plupart des modèles pour la corrélation
pression-gradient de température φiθ. Choisir cθ1 >

1
2

(
1 + 1

r

)
impose à N ′

θ d’être positif.

Toujours dans l’objectif d’obtenir un déterminant strictement positif, la seconde contrainte
conduit à :

2N
′2
θ > c2SIIS + c2ΩIIΩ (III.65)

Cette contrainte dépend fortement de la configuration étudiée. Pour l’écoulement de canal,
IIS = −IIΩ. Cette condition est automatiquement satisfaite pour les différents modèles pour la
corrélation pression-gradient de température φiθ dès que cθ3 = 0, et à fortiori pour les modèles er

et So et al. (2004b). Néanmoins, on peut imaginer des écoulements plus complexes pour lesquels
cette condition doit être validée au préalable selon modèle pour φiθ sélectionné.

III.B.3.3 Calcul du paramètre N ′
θ

Tout comme pour le cas dynamique, la définition de N ′
θ (III.55) et les différentes expressions

des rapports production sur dissipation sont utilisées :

Pk

ε
= −tr

(
a · S∗

)
(III.66)

Gk

ε
= −tr

(
g∗ · ξ

)
(III.67)

Pθ

εθ
= −r tr

(
ξ ·Θ

)
(III.68)
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En introduisant ces expressions et l’expression (III.57) définissant ξ dans la définition de N ′
θ

(III.55) il vient dans le cas bidimensionnel :

aN
′3
θ + bN

′2
θ + cN

′

θ + d = 0 (III.69)

a = 1

b = −1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

c =

(
1

2
(Z1 + Z3) +

(
1

2
− cθ5

)

(T1 + T3)−
1

2
Q1

)

d =
Q1

4

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

+
1

2
(Z2 + Z4) +

(
1

2
− cθ5

)

(T2 + T4)

où les différents termes Ti et Zi sont définis comme les traces des produits contractés entre les
tenseurs d’anisotropie a, taux de déformation S∗, taux de vorticité Ω∗, du gradient de température
adimensionnalisé Θ et du vecteur gravitationnel adimensionnalisé g∗ et ont pour expressions :

T1 = −c′θ4tr

(

Θ ·
(

a+
2

3
Id

)

·Θ
)

T2 = −c′θ4tr

(

−Θ ·
(
cSS

∗ + cΩΩ
∗
)
·
(

a+
2

3
Id

)

·Θ
)

T3 = −2c′θ6tr
(
Θ · g∗

)

T4 = −2c′θ6tr
(
−θ ·

(
cSS

∗ + cΩΩ
∗
)
· g∗

)

Z1 = −c′θ4tr

(

g∗ ·
(

a+
2

3
Id

)

·Θ
)

Z2 = −c′θ4tr

(

−g∗ ·
(
cSS

∗ + cΩ · Ω∗
)
·
(

a+
2

3
Id

)

·Θ
)

Z3 = −2c′θ6tr
(
g∗ · g∗

)

Z4 = −2c′θ6tr
(
−g∗ ·

(
cSS

∗ + cΩΩ
∗
)
· g∗

)

Cette équation polynômiale pour N ′
θ est résolue de la même façon que pour N ′ en utilisant les

expressions de p, q, P1 et P2 :

N ′
θ =







− b

3 a
+

∣
∣P1 +

√
P2

∣
∣

1

3 +
∣
∣P1 −

√
P2

∣
∣

1

3 , P2 ≥ 0

− b

3 a
+ 2

(
P 2
1 − P2

)
1

6 cos

(

1
3 arccos

(

P1
√

P 2
1 − P2

))

, P2 < 0, P1 ≥ 0

− b

3 a
+ 2

(
P 2
1 − P2

)
1

6 cos

(

−1

3
arccos

(

−P1
√

P 2
1 − P2

)

+
π

3

)

, P2 < 0, P1 < 0

(III.70)

avec

p = − b2

3a3
+

c

a
(III.71)

q =
b

27a

(
2b2

a2
− 9c

a

)

+
d

a
(III.72)

P1 = −q

2
(III.73)

P2 =
1

4

(

q2 +
4

27
p3

)

(III.74)
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Dans le cas tridimensionnel, l’équation polynômiale est d’ordre quatre. Cette équation est
donnée par :

aN
′4
θ + bN

′3
θ + cN

′2
θ + dN

′2
θ + e = 0 (III.75)

a = 1

b = −1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

c =

(
1

2
(Z1 + Z3) +

(
1

2
− cθ5

)

(T1 + T3)−
1

2
Q1

)

d =
1

2
Q2 +

Q1

4

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

+
1

2
(Z2 + Z4) +

(
1

2
− cθ5

)

(T2 + T4)

e =
Q2

4

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

− Q1

2

(
1

2
(Z1 + Z3) +

(
1

2
− cθ5

)

(T1 + T3)

)

+
1

2
(Z5 + Z6) +

(
1

2
− cθ5

)

(T5 + T6)

avec

T5 = −c′θ4tr

(

Θ ·
(
cSS

∗ + cΩΩ
∗
)2 ·

(

a+
2

3
Id

)

·Θ
)

T6 = −2c′θ6tr
(

θ ·
(
cSS

∗ + cΩΩ
∗
)2 · g∗

)

Z5 = −c′θ4tr

(

g∗ ·
(
cSS

∗ + cΩ · Ω∗
)2 ·

(

a+
2

3
Id

)

·Θ
)

Z6 = −2c′θ6tr
(

g∗ ·
(
cSS

∗ + cΩΩ
∗
)2 · g∗

)

Cette équation conduit à une indétermination pour la solution à choisir pour N ′
θ. Afin de pouvoir

résoudre cette équation, la solution de l’équation polynômiale d’ordre trois obtenue dans le cas
bidimensionnel est utilisée comme première approximation de la solution tridimensionnelle (de
l’équation polynômiale d’ordre quatre), i.e. N

′3D
θ = N ′ + ǫ. N

′3D est alors défini par :

N
′3D
θ = N ′

θ −
N ′

θ

(
1
2Q2

)
+ e

D
+O

(
ǫ2
)

(III.76)

où e est le coefficient du terme d’ordre 0 de l’équation polynômiale d’ordre quatre (III.75) pour
N ′

θ dans le cas tridimensionnel et D est donnée par :

D = 3aN
′3
θ + 2bN

′2
θ + cN ′

θ +
1

2
Q2 (III.77)

où a, b et c sont les coefficients respectivement des termes d’ordre 4, 3 et 2 de l’équation poly-
nômiale d’ordre quatre (III.75) pour N ′

θ dans le cas tridimensionnel. Cette expression permet de
déterminer la solution N

′3D à utiliser pour les écoulements tridimensionnels.

So et al. (2004b) résolvent deux équations polynômiales, l’une pour Gk/ε et l’autre pour
Pθ/εθ. L’avantage de l’approche proposée ici est de ne résoudre qu’une seule équation (III.69).
Les rapports de production sur dissipation Gk/ε et Pθ/εθ peuvent ensuite être reconstruits avec
la connaissance des flux de chaleur turbulents.
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Enfin, un choix particulier de constante (et donc de modèles pour les termes de pression φij

et φiθ) permet de lier N ′
θ à N ′. En prenant, c∗1 = 0 dans le modèle pour φij (équation (I.53),

page 50) et cθ5 = 1/2 pour le modèle de φiθ (équation (I.57), page 51), il vient :

N ′ = A5 +
Pk +Gk

ε
et N ′

θ =
1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk +Gk

ε

)

Les deux expressions peuvent alors être combinée de telle sorte que :

N ′
θ =

1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+N ′ −A5

)

(III.78)

Le calcul de la solution pour le paramètre N ′ donne donc directement accès à la valeur du para-
mètre N ′

θ ce qui permet de se passer de la résolution de l’équation polynômiale pour ce dernier
paramètre. Lazeroms et al. (2013) utilise ce jeu de constante pour ne résoudre que l’équation
polynômiale d’ordre six pour le paramètre N ′ et donc le paramètre N ′

θ. Néanmoins, cela revient

à intégrer le terme −cθ5

(
k

εkθ
u′kT

′
∂T

∂xk

)
ε

k
u′iT

′ dans la modélisation de φiθ−εiθ qui devient alors

non-linéaire.

III.B.4 Extension du modèle EAHFM à la région de paroi

Comme pour le modèle EARSM , le modèle EAHFM nécessite un traitement à la paroi.
Un modèle à pondération elliptique lui est appliqué. La pondération elliptique va intervenir sur
les modèles du terme de dissipation εiθ et de la corrélation pression-gradient de température
fluctuante φiθ.

Une méthode proche de celle de Lecocq et al. (2008) et Dehoux et al. (2012) est utilisée. Le
coefficient de pondération elliptique α, solution de l’équation (I.113), réalise le couplage entre le
modèle homogène choisi au chapitre (I.B.4.2) et un modèle de paroi tel que :

φiθ − εiθ =
(
1− α3

)
(φiθ − εiθ)

w + α3 (φiθ − εiθ)
h (III.79)

III.B.4.1 Tests a priori du traitement de paroi elliptique thermique

Afin d’identifier la région dans laquelle va intervenir le modèle de paroi (φiθ − εiθ)
w de la

relation (III.79), le coefficient de pondération elliptique α provenant des DNS doit être étudié.
L’équation elliptique (I.113), page 73 est résolue en utilisant l’énergie cinétique turbulente k et
le taux de dissipation ε provenant des DNS et donne accès à α. Le coefficient de pondération
elliptique obtenu grâce aux DNS est tracé sur la figure III.1. Cette figure montre que le modèle
de paroi est d’une importance capitale pour la prévision des flux de chaleur turbulents. En effet,
dans chacun des cas présentés, le coefficient de pondération elliptique n’atteint pas la valeur un
au centre du canal. De plus, le coefficient de pondération elliptique reste inférieur à 0, 5 sur plus
de dix pour-cent de la largeur du canal h. Ce constat est même plus sévère puisque le coefficient
de pondération elliptique est à la puissance trois dans l’expression (III.79). Le modèle de paroi
a donc une contribution importante dans (III.79) pour une partie conséquente du canal.
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(a) Convection forcée à Reτ = 150
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(c) Convection naturelle

Figure III.1 – Profils de coefficient de pondération elliptique α.

Toutefois, les résultats du modèle de paroi de Shin et al. (2008) obtenus lors du chapitre II.E.2,
page 115, montrent que la pente à la paroi est correcte uniquement très près de la paroi et
est ensuite sous-estimée (en module) pour aboutir à un niveau de (π2θ − ε2θ) trop faible (en
module). Cette composante est primordiale vis-à-vis du modèle car elle permet de calculer le
flux de chaleur turbulent normal à la paroi v′T ′ qui à son tour permet de calculer le profil de
température moyenne. Le modèle de paroi doit être capable d’atteindre le niveau de (π2θ − ε2θ)
pour pouvoir être utilisé par le modèle algébrique dans une région plus étendue que quelques
unités de paroi.

Le modèle de paroi de Shin et al. (2008), équivalent au modèle théorique, est très performant
pour la composante (π1θ − ε1θ) dans une large région près de la paroi pour les régimes de convec-
tion forcée et mixte. Les prévisions pour cette composante en convection naturelle ne sont elles
pas satisfaisantes. Néanmoins, corriger le modèle de paroi pour ce régime nuit aux prévisions
de la première composante pour les autres régimes. Le choix a donc été fait de ne pas modifier
le modèle de paroi pour cette composante (la composante (π3θ − ε3θ) n’est pas pertinente pour
cette configuration). Par analogie avec le modèle de Manceau et Hanjalić (2000) pour la compo-
sante π12 − ε12 du terme de redistribution (cf section II.E.1, page 108), l’analyse réalisée dans
le chapitre II.E.2, page 115, est reprise afin de corriger les valeurs obtenues par la composante
(π2θ − ε2θ). Le système (II.13) est maintenant défini par :

(ν + α) r1θ = 2νr1θA

ζ (4ν + 2α) r2θy = 2νr2θyA + 2νr2θyB

(ν + α) r3θ = 2νr3θA

(III.80)

La résolution de ce système conduit alors à :

A =
1

2

(

1 +
1

Pr

)

et B = ζ +
2ζ − 1

2

(

1 +
1

Pr

)

où ζ est une constante à ajuster pour reproduire le profil des DNS. L’étude menée au cours de
la section II.E.2, page 115, permet d’envisager ζ = 3 comme un bon compromis pour tous les
régimes de convection. Le modèle de paroi utilisé par le modèle V ALM a alors pour expression :

(φiθ − εiθ)
w = −1

2

(

1 +
1

Pr

)
ε

k
u′iT

′ −
(

3 +
5

2

(

1 +
1

Pr

))
ε

k
u′jT

′ninj (III.81)
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Les prévisions du modèle pour (φiθ − εiθ) sont présentées sur la figure III.2 dans le cas de
la convection forcée à Reτ = 150, sur la figure III.3 dans le cas de la convection mixte et sur
la figure III.4 dans le cas de la convection naturelle. Pour chacun des régimes, les figures font
apparaître les prévisions :

– des modèles homogènes er et SJG choisis dans la section II.D.2 (page 101), notés er et
SJG sur les figures,

– du modèle de paroi de Shin et al. (2008), noté w Shin sur les figures,
– du modèle de paroi corrigé (équation III.81), noté w V ALM sur les figures,
– du couplage entre le modèle de paroi corrigé et les modèles homogènes er et SJG, notés

tot V ALM sur les figures.
Toutes ces prévisions sont comparées aux DNS. Pour la composante longitudinale, (π1θ − ε1θ) =
(φ1θ − ε1θ) car le terme de diffusion par la pression est nul pour cette composante, ce qui n’est
pas le cas pour (π2θ − ε2θ). De plus, les modèles de paroi de Shin et al. (2008) et corrigé V ALM
offrent les mêmes prévisions pour la composante longitudinale.

Dans le cas de la convection forcée, les figures III.2a et III.2b illustrent les bonnes prévisions
des modèles de paroi de Shin et al. (2008) et corrigé V ALM . Ces deux modèles permettent de
reproduire le profil de cette composante dans la région de paroi. Chacun des modèles homogènes
er et SJG surestime le profil de la DNS dans cette région. Dans le reste du canal, les deux
modèles de paroi sous-estiment la DNS mais les modèles homogènes er et SJG offrent de bonnes
prévisions. Les modèles couplés permettent d’obtenir le bon profil dans toute la largeur du canal.

Pour la seconde composante, les figures III.2c et III.2d montrent que les modèles de paroi
possèdent des comportements différents. Le modèle de paroi corrigé V ALM fournit une pente
près de la paroi plus en accord avec la pente de (φ2θ − ε2θ) qu’avec la pente de (π2θ − ε2θ). Le
modèle de Shin et al. (2008) (équivalent au modèle théorique) fournit une pente plus en accord
avec celle de (π2θ − ε2θ) mais légèrement sous-estimée. Dans l’optique de représenter φ2θ − ε2θ
dans le modèle EAHFM , le modèle de paroi corrigé V ALM est meilleur que le modèle de Shin
et al. (2008) qui sous-estime le profil de la DNS et ne possède pas le bon profil. Au centre du
canal, les modèles homogènes er et SJG surestiment le niveau de φ2θ − ε2θ. Le couplage des
modèles homogènes er et SJG avec le modèle de paroi corrigé V ALM permet d’obtenir une
pente et une tendance très similaire à (φ2θ − ε2θ) malgré une surestimation dans toute la largeur
du canal. Le modèle couplé avec le modèle er permet d’obtenir de meilleures prévisions pour la
première composante que le modèle couplé SJG tandis que le modèle couplé SJG représente
mieux la seconde composante que le modèle couplé er.

Les mêmes conclusions s’appliquent en régime de convection mixte pour la composante φ1θ−
ε1θ. Les figures III.3a et III.3b mettent en évidence les très bonnes prévisions obtenues par les
modèles de paroi de Shin et al. (2008) et corrigé V ALM dans la région de paroi. Les modèles
homogènes er et SJG conduisent eux à de bonnes prévisions au centre du canal. En retour, le
couplage des modèles homogènes avec le modèle de paroi corrigé V ALM permet d’obtenir une
représentation fiable de φ1θ − ε1θ dans toute la largeur du canal.

Pour la seconde composante en convection mixte, les figures III.3c et III.3d montrent que le
modèle de paroi corrigé V ALM reproduit bien la pente de (φ2θ − ε2θ) très près de la paroi et
jusqu’à y/h ≈ −0, 85 près de la paroi chaude (à gauche) et y/h ≈ 0, 9 près de la paroi froide (à
droite). Le modèle de Shin et al. (2008) représente mieux (π2θ − ε2θ) mais sur une distance très
faible près des deux parois. Les modèles homogènes er et SJG prévoient des niveaux trop faibles
(en module) près des parois et des niveaux en accord avec les profils DNS au centre du canal.
Le couplage du modèle de paroi corrigé V ALM avec les modèles homogènes er et SJG permet
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(d) Modèle SJG : (φ2θ − ε2θ)

Figure III.2 – Comparaisons du modèle V ALM pour (φiθ − εiθ) aux DNS – Convection forcée
à Reτ = 150.

de reproduire la tendance de (φ2θ − ε2θ) dans toute la largeur du canal avec une surestimation
(en module) dans la région du maximum de vitesse. Une fois encore les prévisions des modèles
couplés er et SJG fournissent des résultats équivalents avec un avantage pour le modèle couplé
er pour la première composante et un avantage pour le modèle couplé SJG pour la seconde
composante.

Les figures III.4a et III.4b présentent les prévisions obtenues dans le cas de la convection
naturelle pour la composante longitudinale. Il apparaît clairement que les modèles de paroi de
Shin et al. (2008) et corrigé V ALM ne sont pas adaptés car ils sous-estiment (en module)
largement cette composante dans la région de paroi et la pente du profil près de la paroi. Les
modèles homogènes er et SJG offrent d’ailleurs de meilleures prévisions que les deux modèles de
paroi dans la région de paroi. Au centre du canal, les modèles homogènes er et SJG permettent
d’accéder à des niveaux très proches de la DNS. Les modèles couplés (modèle de paroi corrigé
V ALM plus modèle homogène er et SJG) souffrent des mauvaises prévisions des deux modèles
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(b) Modèle SJG : (φ1θ − ε1θ)

y / h
1 0.5 0 0.5 1

0.12 0.12

0.08 0.08

0.04 0.04

0 0

0.04 0.04

0.08 0.08

(φ
2θ
ε

2θ
) DNS

(π
2θ
ε

2θ
) DNS

(φ
2θ
ε

2θ
)
w
Shin

(φ
2θ
ε

2θ
)
w
VALM

(φ
2θ
ε

2θ
) e

r

(φ
2θ
ε

2θ
)
tot
VALM

(c) Modèle er : (φ2θ − ε2θ)

y / h
1 0.5 0 0.5 1

0.15 0.15

0.1 0.1

0.05 0.05

0 0

0.05 0.05

(φ
2θ
ε

2θ
) DNS

(π
2θ
ε

2θ
) DNS

(π
2θ
ε

2θ
)
w
Shin

(φ
2θ
ε

2θ
)
w
VALM

(φ
2θ
ε

2θ
) SJG

(φ
2θ
ε

2θ
)
tot
VALM

(d) Modèle SJG : (φ2θ − ε2θ)

Figure III.3 – Comparaisons du modèle V ALM pour (φiθ − εiθ) aux DNS – Convection mixte.

de paroi et représentent très mal cette composante.

En ce qui concerne la composante normale, les figures III.4a et III.4b montrent que le profil
en proche paroi est largement sous-estimé (en module) par le modèle de paroi de Shin et al.
(2008) qui ne permet de représenter ni (π2θ − ε2θ), ni (φ2θ − ε2θ). Le modèle de paroi corrigé
V ALM permet de mieux représenter le niveau de (π2θ − ε2θ) malgré la pente trop élevée près
de la paroi. De plus, il permet d’approcher le niveau de (φ2θ − ε2θ) près de la paroi bien mieux
que le modèle de Shin et al. (2008). Le couplage du modèle de paroi corrigé V ALM aux modèles
homogènes er et SJG permet de prévoir la composante (π2θ − ε2θ) dans toute la largeur du canal
et de représenter (φ2θ − ε2θ) dans une grande partie du canal excepté au voisinage du maximum
de vitesse (y/h ≈ −0, 9). Les modèles couplés er et SJG offrent des résultats comparables.

En résumé, ζ = 3 améliore les prévisions pour (φ2θ − ε2θ) près de la paroi. Cette valeur
constitue aussi un bon compromis entre les trois régimes de convection. Le modèle de paroi
corrigé V ALM représente mieux (φ2θ − ε2θ) dans la région de paroi que le modèle de paroi
de Shin et al. (2008). Le modèle de Shin et al. (2008) permet de représenter (π2θ − ε2θ) mais
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(b) Modèle SJG : (φ1θ − ε1θ)

y
1 0.8 0.6 0.4 0.2 0

150000 150000

100000 100000

50000 50000

0 0

50000 50000

(φ
2θ
ε

2θ
) DNS

(π
2θ
ε

2θ
) DNS

(φ
2θ
ε

2θ
)
w
Shin

(φ
2θ
ε

2θ
)
w
VALM

(φ
2θ
ε

2θ
) e

r

(φ
2θ
ε

2θ
)
tot
VALM

(c) Modèle er : (φ2θ − ε2θ)

y / h
1 0.8 0.6 0.4 0.2 0

150000 150000

100000 100000

50000 50000

0 0

50000 50000

(φ
2θ
ε

2θ
) DNS

(π
2θ
ε

2θ
) DNS

(π
2θ
ε

2θ
)
w
Shin

(φ
2θ
ε

2θ
)
w
VALM

(φ
2θ
ε

2θ
) SJG

(φ
2θ
ε

2θ
)
tot
VALM

(d) Modèle SJG : (φ2θ − ε2θ)

Figure III.4 – Comparaisons du modèle V ALM pour (φiθ − εiθ) aux DNS – Convection natu-
relle.

uniquement très près de la paroi.

De plus, dans la configuration du canal le terme cθ2 v′T ′ ∂V/∂y inclus dans le modèle SJG
est nul. Le modèle SJG est alors proportionnel au flux de chaleur turbulent v′T ′, de la même
manière que les deux modèles de paroi. Le modèle SJG donne (φ2θ − ε2θ) = −3, 28 ε/k v′T ′ tandis
le modèle de paroi de Shin et al. (2008) donne (φ2θ − ε2θ) = −3, 2 ε/k v′T ′. Ces modèles sont
quasiment identiques pour la seconde composante et le couplage de ces deux modèles n’apporte
rien. Le modèle er inclut une contribution relative au gradient de température ∂T/∂y et est
donc différent du modèle de paroi de Shin et al. (2008). Mais ce dernier ne permettant pas de
représenter (φ2θ − ε2θ) dans une région suffisamment large près de la paroi, le couplage avec le
modèle de paroi de Shin et al. (2008) est inutile pour le modèle EAHFM qui nécessite un modèle
de paroi performant dans une région étendue près de la paroi.

Pour conclure, le modèle de paroi corrigé V ALM est préféré au modèle de paroi de Shin et al.
(2008) dans le traitement spécifique de la région de paroi du modèle EAHFM faisant partie du
modèle V ALM .
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Enfin, cette étude montre que le modèle couplé V ALM pour φiθ − εiθ (i.e. modèle de paroi
corrigé V ALM plus modèle homogène er ou SJG) permet de bien représenter la composante
longitudinale dans toute la largeur du canal en convection forcée et mixte, confirmant les bonnes
prévisions des modèles de paroi et des modèles homogènes. En convection naturelle, elle est très
sous-estimée près de la paroi de part la mauvaise représentation due au modèle de paroi corrigé
V ALM . Pour la seconde composante, le modèle couplé V ALM permet d’obtenir des profils en
accord avec (π2θ − ε2θ) malgré une légère surestimation pour tous les régimes de convection.

III.B.4.2 Intégration du modèle à pondération elliptique thermique

Le modèle de paroi utilisé est donc le modèle corrigé, noté w V ALM dans la section pré-
cédente (III.81). L’inclusion de cette nouvelle expression dans l’expression du vecteur flux de
chaleur turbulent normalisé (III.54) mène à quelques modifications du modèle.

Tout d’abord, les constantes de l’équation (III.54) sont maintenant données par : c′θ4 =
1− α3c4, c′θ6 = 1− α3c6, cS = 1− α3c2 − α3c3, cΩ = 1− α3c2 + α3c3 et cθ5 = α3cθ5.

Ensuite, la matrice A′ a maintenant pour forme :

A′ = N ′
θId + cSS

∗ + cΩΩ
∗ +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)M (III.82)

où M = n ⊗ n et cn = 1/2 (1 + 1/Pr). La matrice A′ inclut maintenant la matrice M déduite
du vecteur des normales aux parois. Lorsque l’on s’éloigne de la paroi, α tend vers un et l’on
retrouve la matrice A′ définie dans le cas homogène. Près de la paroi, la présence du tenseur M
permet de corriger la valeur de la matrice A′. Avec l’inclusion de la pondération elliptique dans

le modèle algébrique, la matrice A
′−1 est donnée par :

A
′−1 =

1

det
(
A
)

[(

N
′2
θ − 1

2
Q1 −N ′

θ

(
1− α3

)
(3 + 5cn)−

(
1− α3

)
(3 + 5cn) cSη4

)

Id

−
(
N ′

θ +
(
1− α3

)
(3 + 5cn)

) (
cSS

∗ + cΩΩ
∗ +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)M

)

+
(
cSS

∗ + cΩΩ
∗ +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)M

)2
]

(III.83)

où η4 = tr
(
S∗ ·M

)
. Les calculs de la matrice A

′−1 ainsi que du déterminant de A′ sont données
en annexe D.2 dans le cas bidimensionnel ainsi que tridimensionnel. Dans le cas bidimensionnel,
le déterminant de la matrice A′ est donné par :

det
(
A
)
= N ′

θ

(

N
′2
θ +Nθ

(
1− α3

)
(3 + 5cn)−

1

2
Q1 − cS

(
1− α3

)
(3 + 5cn) η4

)

(III.84)

avec η4 = det
(
S∗ ·M

)
. Afin d’obtenir un déterminant positif, il faut que N ′

θ > 0 et N
′2
θ +

Nθ

(
1− α3

)
(3 + 5cn) − 1

2Q1 − cS
(
1− α3

)
(3 + 5cn) η4 > 0. L’inclusion de la contribution de

la paroi dans le paramètre N ′
θ allège la contrainte portant sur le paramètre cθ1 puisqu’il doit

maintenant respecter l’inégalité :

cθ1 >
1

2

(

1 +
1

r

)

−
(
1− α3

)
cn (III.85)
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La constante cθ1 choisie dans le cas sans modèle de paroi est toujours valable et les modèles er et
SJG permettent de respecter cette contrainte. La seconde contrainte est cependant plus difficile
à vérifier que dans le cas sans modèle de paroi. Cette contrainte est maintenant donnée par :

2N
′2
θ > c2SIIS + c2ΩIIΩ + 2cS

(
1− α3

)
(3 + 5cn) η4 (III.86)

Une fois encore, cette contrainte dépend de la configuration étudiée et doit être vérifiée selon
le modèle choisi pour φiθ. Dans la configuration de canal considérée, IIS = −IIΩ et η4 est nul.
Cette contrainte est donc vérifiée quel que soit le modèle pour φiθ.

Enfin, le paramètre N ′
θ est maintenant défini par :

N ′
θ =

1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk +Gk

ε

)

+
1

r

(
1

2
− cθ5

)
Pθ

εθ
+

(
1− α3

)
cn (III.87)

où le dernier terme représente la contribution de l’effet de la paroi. L’équation polynômiale
permettant le calcul du paramètre N ′

θ change aussi et, dans le cas bidimensionnel, devient :

aN
′3
θ + bN

′2
θ + cN

′

θ + d = 0 (III.88)
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où les termes Ti et Zi ont également changés et sont donnés par :

T1 = −c′θ4tr
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Contrairement au problème dynamique, l’ordre de l’équation polynômiale n’évolue pas lorsque
l’on a recours à ce modèle à pondération elliptique. En effet, la forme des différentes composantes
de la matrice A

′−1 est :

(a0 + a1N
′
θ)(

b0 + b1N ′
θ + b2N

′2
θ

)

avec ou sans prise en compte du modèle de paroi et restent d’ordre O
(

N
′−2
θ

)

.

L’expression des coefficients de la matrice A
′−1 conduit à des expressions du même ordre en

N ′
θ pour les rapports de production sur dissipation Pθ/εθ et Gk/ε. L’inclusion de ces rapports

dans la définition de N ′
θ (équation (III.88)) mène donc toujours à une équation polynômiale

d’ordre trois, toujours donnée par :

N ′
θ =
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6 cos

(

1
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(
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√

P 2
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, P2 < 0, P1 ≥ 0
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(III.89)

avec

p = − b2

3a3
+

c

a
(III.90)

q =
b

27a

(
2b2

a2
− 9c

a

)

+
d

a
(III.91)

P1 = −q

2
(III.92)

P2 =
1

4

(

q2 +
4

27
p3

)

(III.93)

Dans le cas tridimensionnel avec modèle de paroi, l’équation polynômiale dont N ′
θ est solution
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est donnée par :

aN
′4
θ + bN
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θ + cN
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θ + e = 0 (III.94)

a = 1

b =
(
1− α3

)
(3 + 5cn)−

[
1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

+
(
1− α3

)
cn

]

c =
1

2
(Z1 + Z3) +

(
1

2
− cθ5

)

(T1 + T3)−
1

2
Q1 − cS

(
1− α3

)
(3 + 5cn) η4

+
(
1− α3

)
(3 + 5cn)

[
1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

+
(
1− α3

)
cn

]

d =

(
1

2
Q1 + cS

(
1− α3

)
(3 + 5cn) η4

)[
1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

+
(
1− α3

)
cn

]

+
1

2
(Z2 + Z4) +

(
1

2
− cθ5

)

(T2 + T4)−
(
1− α3

)
(3 + 5cn)

(
1

2
(Z1 + Z3) +

(
1

2
− cθ5

)

(T1 + T3)

)

+
1

2
Q2 +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)

(

−1

2
Q1 + c2Sη5 + c2Ωη6

)

e = −
(
1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

+
(
1− α3

)
cn

)[
1

2
Q2 +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)

(

−1

2
Q1 + c2Sη5 + c2Ωη6

)]

−
(
1

2
Q1 + cS

(
1− α3

)
(3 + 5cn) η4

)(
1

2
(Z1 + Z3) +

(
1

2
− cθ5

)

(T1 + T3)

)

−
(
1− α3

)
(3 + 5cn)

(
1

2
(Z2 + Z4) +

(
1

2
− cθ5

)

(T2 + T4)

)

+

(
1

2
(Z5 + Z6) +

(
1

2
− cθ5

)

(T5 + T6)

)

avec
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De la même façon que pour la représentation tridimensionnelle sans traitement spécifique à
la région de paroi, la solution bidimensionnelle peut être utilisée comme première approximation
de la solution tridimensionnelle, i.e. N

′3D
θ = N ′ + ǫ, et conduit à une expression approchée (au

premier ordre) pour N
′3D
θ :

N
′3D
θ = N ′

θ −
N ′

θ

(
1
2Q2 +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)

(
−1

2Q1 + c2Sη5 + c2Ωη6
))

+ e

Dw
+O

(
ǫ2
)

(III.95)

où e est le coefficient du terme d’ordre zéro de l’équation polynômiale d’ordre quatre (III.94)
ci-dessus pour N ′

θ dans le cas tridimensionnel avec modèle de paroi, et Dw est donnée par :

Dw = 3aN
′3
θ + 2bN

′2
θ + cN ′

θ +
1

2
Q2 +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)

(

−1

2
Q1 + c2Sη5 + c2Ωη6

)

(III.96)
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où a, b et c sont les coefficients respectivement des termes d’ordre 4, 3 et 2 de l’équation poly-
nômiale d’ordre quatre (III.75) pour N ′

θ dans le cas tridimensionnel avec modèle de paroi. Cette
expression permet de déterminer la solution N

′3D à utiliser pour les écoulements tridimensionnels.

III.B.5 Couplage des modèles dynamique et thermique

La présence de la flottabilité induit un couplage entre les champs dynamique et thermique.
Ce couplage doit être nécessairement considéré dans la modélisation afin de représenter au mieux
le phénomène de flottabilité. De plus, l’équation (III.4) du modèle EARSM montre que les flux
de chaleur turbulents u′iT

′ apparaissent naturellement à travers les termes de flottabilité Gij et
Gk et inversement, l’équation (III.54) du modèle EAHFM montre que les tensions de Reynolds
apparaissent via les termes de production Piθ et Pk.

La résolution des équations du champ moyen et des équations de transport des grandeurs
turbulentes est généralement réalisée de façon itérative. Les modèles EARSM et EAHFM avec
leur traitement spécifique de la région de paroi sont donc aussi couplés par une méthode itérative.
Les tensions de Reynolds et les flux de chaleur ne sont calculés qu’entre deux résolutions des
grandeurs moyennes (U et T ) et des scalaires turbulents (k, ε, kθ et εθ) afin de modifier les
termes sources et les termes de diffusion de leurs équations de transport.

So et al. (2004b) utilisent aussi un procédé itératif et expliquent que la convergence du modèle
s’effectue naturellement, en parallèle de la convergence des diverses équations de transport des
échelles turbulentes. Cette observation a aussi été faite via les calculs effectués durant la thèse
sur la configuration de canal pour chacun des régimes de convection.

La méthode de Newton a aussi été envisagée et testée. Pour cela, les équations polynômiales
pour N ′ et N ′

θ ont été développées afin de faire apparaître N ′ dans l’expression de N ′
θ et inver-

sement N ′
θ dans l’expression de N ′. Néanmoins, les deux équations font apparaître des produits

croisée entre N ′ et N ′
θ ce qui nuit à la convergence de la méthode. Différentes initialisations ont

été utilisées (notamment une initialisation à partir d’un modèle GGDH) mais aucune n’a pu
être trouvée pour laquelle la méthode converge de façon stable.

Toute la formulation du modèle V ALM pour les écoulements bidimensionnels est rappelée
en annexe E, page 202.

III.C Modèle de turbulence pour les échelles turbulentes

Le modèle V ALM a besoin des échelles turbulentes k, ε, kθ et εθ pour calculer les tensions
de Reynolds u′iu

′
j et les flux de chaleur turbulents u′iT

′. Violeau (2009) a montré que le modèle
fournissant les échelles turbulentes est d’une importance fondamentale.

Le modèle V ALM est compatible avec tous modèles de turbulence donnant accès à k, ε, kθ et
εθ et le modèle k−ω−kθ−r présenté ici n’est qu’un exemple qui a été utilisé au cours de la thèse.
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III.C. MODÈLE DE TURBULENCE POUR LES ÉCHELLES TURBULENTES

III.C.1 Équations de transport des échelles dynamiques

Le modèle SST est l’un des modèles de turbulence dynamique à deux équations les plus
performants et ne nécessite pas de traitement spécifique à la paroi à l’instar des modèles k−ω sur
lequel ce modèle se repose. Étant donné que le modèle V ALM calcule les tensions de Reynolds,
la correction SST n’est pas nécessaire et la formulation BSL est ainsi choisie. Les modèles k−ω
permettent de bien représenter la viscosité cinématique turbulente νt nécessaire pour résoudre
l’équation de quantité de mouvement mais prévoient mal k et ω individuellement dans la région
de paroi. Afin d’améliorer le modèle, une fonction correctrice est utilisée pour mieux représenter
le pic de k près de la paroi. Cette fonction correctrice est définie par Aupoix (2012) par :

fw =
5

18
+

13

18
tanh









d 4

√
ωk
ν3

42





3



 (III.97)

où, pour rappel, d est la distance à la paroi. La constante β∗ dans le terme puits de l’équation
de transport de k est aussi remplacé par β∗fw pour garder la cohérence de la formulation. Les
équations de transport du modèle BSL modifié sont finalement données par :

Dk

Dt
= Pk +Gk − β∗fwωk +

∂

∂xj

(

(ν + σkνt)
∂k

∂xj

)

(III.98)

et
Dω

Dt
=

γ

νt
Pk − βω2 +

∂

∂xj

(

(ν + σωνt)
∂ω

∂xj

)

+ 2 (1− F1)σω2
1

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
(III.99)

Toutefois, les modèles EARSM et EAHFM requièrent la connaissance de ε et non de ω. Le
taux de dissipation ε nécessaire au modèle V ALM est donné par :

ε = β∗fwωk (III.100)

De même que Peng et Davidson (1999) et selon les recommandations de Rodi (1993), la
constante cω3 liée au terme de flottabilité dans l’équation de transport de ω, i.e. cω3 ω/k Gk,
est prise nulle : cω3 = 0. Une hypothèse SGDH a été utilisée pour représenter les termes de
diffusion. La viscosité cinématique turbulente νt est donnée par la relation −γ1kτ/2 où τ intègre
la correction de Durbin (1993a).

III.C.2 Équations de transport des échelles thermiques

L’équation de transport de kθ est donnée par :

Dkθ
Dt

= Pθ − εθ +
∂

∂xj

(

(α+ αt)
∂kθ
∂xj

)

(III.101)

Une hypothèse SGDH a été utilisée pour modéliser le terme de diffusion de l’équation de trans-
port de kθ et fait apparaître la diffusivité thermique turbulente αt.

La dissipation thermique peut être obtenue par la résolution de son équation de transport ou
par le recours à la définition du rapport des échelles de temps turbulentes r. C’est cette seconde
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(a) Convection forcée à Reτ = 150
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(c) Convection naturelle

Figure III.5 – Évolution du rapport des échelles de temps turbulentes r.

option qui a été choisie qui permet de ne pas résoudre une équation de transport supplémentaire.
Ce rapport est défini par :

r =
kθε

εθk

L’hypothèse de rapport r constant et égale à 0, 5 est très répandue. Néanmoins, le recours à la
pondération elliptique pour le traitement spécifique à la paroi permet de prendre en compte les
effets de la paroi sur le rapport r. À l’image du modèle développé par Dehoux et al. (2012), il
est modélisé par :

r =
(
1− α3

)
Pr + α3rh (III.102)

où rh = 0, 5 est le rapport r défini constant pour l’écoulement homogène.
La figure III.5 montre l’évolution de ce paramètre en convection forcée à Reτ = 150 (fi-

gure III.5a), en convection mixte (figure III.5b) et en convection naturelle (figure III.5c) issue
des DNS par des tests a priori. Les différentes échelles turbulentes provenant des DNS sont
utilisées pour calculer le rapport r des DNS. Le rapport des échelles de temps turbulentes r est
donnée par la relation (III.102) pour le modèle V ALM et a aussi été tracé sur la figure III.5. En
régime de convection forcée et naturelle, le profil de r est symétrique par rapport à y/h = 0 et
les profils ne sont donc tracés que dans une demi-largeur de canal, près de la paroi chaude (paroi
de gauche). Le profil de r en convection mixte ne possédant aucune symétrie, ce profil est tracé
dans toute la largeur du canal.

Au vu des résultats de la figure III.5, considérer que le rapport des échelles de temps tur-
bulentes r est constant au centre du canal est une hypothèse valide. Cependant, la valeur de
cette constante varie selon le cas considéré. En effet, la valeur de ce rapport au centre du canal
est proche de 0, 75 en régime de convection forcée, 0, 6 en régime de convection mixte et 0, 4 en
régime de convection naturelle. Dans les régions de parois, la figure III.5 montre que le rapport
des échelles turbulentes r tend vers 0, 7 en convection forcée et mixte. En convection naturelle,
r est proche de cette valeur dans le voisinage de la paroi mais atteint ensuite une valeur proche
de 0, 55.

La figure III.5 montre que l’hypothèse de rapport r constant et égal à 0, 5 est un bon compro-
mis par rapport aux trois régimes de convection. Le traitement de paroi utilisé pour le rapport r
par le modèle k−ω−kθ−r (équation III.102) permet d’obtenir un bon accord près des paroi dans
les cas de convection forcée et mixte. Dans le cas de la convection naturelle, la valeur Pr = 0, 7
à la paroi est trop élevée.
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Enfin, la diffusivité thermique αt est obtenue par décomposition des flux de chaleur turbulents
sous la forme :

u′iT
′ = −αt

∂T

∂xi
+ Vi (III.103)

où Vi représente un vecteur orthogonal à ∂T/∂xi. En réalisant le produit scalaire avec ∂T/∂xi,
il vient :

αt =

∣
∣
∣−u′iT

′ · ∂T
∂xi

∣
∣
∣

(
∂T
∂xi

)2 (III.104)

Le produit u′iT
′ · ∂T

∂xi
peut être négatif et a donc été normé. Le gradient de température pou-

vant s’annuler, la diffusivité thermique αt doit être limitée, par exemple avec un modèle du type
nombre de Prandtl turbulent constant.

III.D Modèles dérivés envisageables

De nombreux modèles dérivés peuvent être imaginés à la suite du développement du modèle
V ALM . Les possibilités les plus intéressantes sont celles couplant le modèle EARSM à un
modèle GGDH ou celle couplant le modèle EAHFM à un modèle DRSM .

Cette dernière possibilité est très facilement réalisable puisque le modèle DRSM fournit
toutes les tensions de Reynolds u′iu

′
j et une équation de transport pour le taux de dissipation ε.

L’équation de transport pour la demi-variance thermique kθ est tout de même nécessaire, toute
comme une relation (équation de transport ou équation algébrique) pour la dissipation thermique
εθ. Ce type de couplage a déjà été réalisé avec succès notamment par Lecocq et al. (2008) et par
Dehoux et al. (2012).

Le couplage d’un modèle EARSM et de l’hypothèse GGDH représente un degré de modéli-
sation se situant juste au dessus des modèles de turbulence à deux équations de transport couplés
à l’hypothèse GGDH. L’utilisation d’un modèle EARSM permet de représenter l’anisotropie
des tensions de Reynolds nécessaire à l’utilisation d’une hypothèse GGDH. Les flux de chaleur
turbulents modélisés par cette hypothèse sont maintenant fonctions des tensions de Reynolds.

La nouvelle expression des flux de chaleur turbulents peut ainsi être introduite dans le terme

relatif à la flottabilité dans l’équation (I.69), i.e.
(

G− 2/3Gk Id

)

. L’expression du terme de

flottabilité est donc :
(

Gij −
2

3
Gkδij

)

= −βCθ
k

ε

[(

giu′ju
′
k + gju′iu

′
k

) ∂T

∂xk
− 1

3
glu

′
lu

′
k

∂T

∂xk
δij

]

= −βCθ

√

k kθ

(

giajkΘk + gjaikΘk −
1

3
glalkΘkδij

)

(III.105)

−βCθ

√

k kθ
2

3

(

giΘj + gjΘi −
1

3
gkΘkδij

)

L’inclusion de ce terme dans l’équation de transport va faire apparaître de nouveaux termes
correspondant à la contraction de tenseurs formés à partir du vecteur gravitationnel adimension-
nalisé g∗ et du gradient de température moyenne Θ, et les tenseurs de la base. Les différents
termes contractés ainsi que les nouvelles formes du tenseur A et du vecteur b sont données en
annexe D.3.
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Pour un cas bidimensionnel général, les solutions du système linéaire (III.8), page III.8, pos-
sèdent des termes en O

(
N ′−3

)
qui vont induire une équation polynômiale d’ordre quatre pour

le calcul de N ′. Toutefois dans certains cas particuliers, les équations du système se simplifient
beaucoup pour aboutir à un cas où les solutions du systèmes sont d’ordre O

(
N ′−2

)
(voir an-

nexe (D.3)) et permettent l’obtention d’une équation polynômiale d’ordre trois. La configuration
du canal étudié comme cas test est un de ces cas particuliers.

Un moyen de remédier à l’obtention de cette équation polynômiale d’ordre quatre est de pro-
céder de la même façon que lors du couplage des modèles EARSM et EAHFM , en considérant
que les terme de flottabilité G et Gk sont laissés sous forme implicite pour ensuite être calculés
par le biais de l’hypothèse GGDH en lieu et place du modèle EAHFM . Le modèle de paroi
du modèle EARSM est conservé mais aucun traitement de paroi n’est appliqué aux flux de
chaleur turbulents. Ce modèle permet ainsi de capturer l’anisotropie induite par les tensions de
Reynolds en évitant le processus itératif et possède les mêmes défauts qu’une hypothèse GGDH
(cf chapitre II, page 75).
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Chapitre IV

Validation du modèle sur le canal
vertical différentiellement chauffé

Les prévisions du nouveau modèle développé, désigné par V ALM dans tout le reste du
chapitre, sont évaluées et comparées pour la configuration du canal plan infini vertical différen-
tiellement chauffé pour les trois régimes de convection. Tout d’abord, les performances brutes
de la modélisation algébrique sont jugées par des tests a priori avant de quantifier l’apport du
nouveau modèle lorsqu’il est mis en application avec un modèle de turbulence fournissant les
échelles turbulentes.

IV.A Tests a priori du modèle V ALM

Les calculs a priori sont menés de la même façon que dans la section II.B.1, page 76 : les
grandeurs nécessaires aux modèles sont fournies par les DNS afin que les modèles calculent les
tensions de Reynolds et/ou les flux de chaleur turbulents.

Une première série de tests a priori découplés est effectuée afin d’évaluer les modèles EARSM
V ALM et EAHFM V ALM séparément. Pour les tensions de Reynolds, le modèle EARSM
V ALM est comparé au modèle de Wallin et Johansson (2000) (WJ sur les figures) et à l’hy-
pothèse de viscosité turbulente (νt sur les figures) dont les prévisions ont déjà été données à
la section II.B.1.1, page 77, sont utilisés comme outils de comparaison. Pour les flux de cha-
leur turbulents, le modèle EAHFM V ALM est comparé au modèle de Wikström et al. (2000)
(WWJ sur les figures), au modèle de Dol et al. (1997) (DHK sur les figures) et à l’hypothèse
GGDH dont les prévisions sont illustrées à la section II.B.1.3, page 79, et utilisés comme outils
de comparaison.

Le modèle EARSM V ALM a recours au champ de vitesse moyenne, à l’énergie cinétique
turbulente, au taux de dissipation et aux flux de chaleur turbulents provenant des DNS. Le mo-
dèle EAHFM V ALM utilise les profils de vitesse moyenne, de température moyenne, d’énergie
cinétique turbulente, de taux de dissipation, de demie-variance thermique, de dissipation ther-
mique et les tensions de Reynolds issues des DNS. Les modèles EAHFM V ALM ayant recours
aux modèles er et SJG pour la corrélation pression-gradient de température, présentés en sec-
tion I.B.4.2.2 (page 50) et testés en section II.D.2 (page 101), sont tracés.

Pour le modèle de Wallin et Johansson (2000), les profils de vitesse moyenne, d’énergie ciné-
tique turbulente et de taux de dissipation sont nécessaires pour calculer les tensions de Reynolds
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a priori. Ce modèle n’inclut pas de contribution due à la flottabilité.
Le modèle de Wikström et al. (2000) utilise les profils de vitesse moyenne, de température

moyenne, d’énergie cinétique turbulente, de taux de dissipation, de demie-variance thermique,
de dissipation thermique et les tensions de Reynolds issues des DNS pour calculer les flux de
chaleur turbulents. Le modèle de Wikström et al. (2000) n’inclut pas non plus de contribution
relative à la flottabilité.

Enfin, le modèle de Dol et al. (1997) utilise les mêmes grandeurs que le modèle de Wikström
et al. (2000) pour calculer les flux de chaleur turbulents de façon implicite. Pour obtenir les
prévisions de ce modèle, les flux de chaleur turbulents sont fournis à partir des DNS SAUF le
flux de chaleur turbulent calculé par le modèle, e.g. seulement u′T ′ si le calcul porte sur v′T ′. Ce
modèle prend en compte la flottabilité.

Dans un second temps, les modèles EARSM et EAHFM sont ensuite évalués via des tests
a priori couplés. Le modèle V ALM est alors comparé au modèle de So et al. (2004b) (SJG sur
les figures) constituant aussi le couplage de deux modèles algébriques. Les modèles de So et al.
(2004b) et V ALM réalisent un calcul couplé des tensions de Reynolds et des flux de chaleur
turbulents à partir de la vitesse moyenne, l’énergie cinétique turbulente, le taux de dissipation,
la température moyenne, la demie-variance thermique et la dissipation thermique des DNS. De
même que lors des tests a priori découplés, les modèles V ALM er et V ALM SJG sont comparés
aux DNS et au modèle de So et al. (2004b).

IV.A.1 Tests a priori découplés

IV.A.1.1 Canal en régime de convection forcée

Dans le cadre des tests a priori réalisés sur la configuration du canal en convection forcée
à un nombre de Reynolds de frottement Reτ = 2000, seul la dynamique est disponible. Les
comparaisons ne sont donc effectuées que lors des tests a priori découplés. En convection forcée,
le modèle EARSM du modèle V ALM n’est pas couplé au modèle EAHFM car la flottabilité
n’est pas présente. Les modèles V ALM er et V ALM SJG offrent donc les mêmes prévisions
pour les tensions de Reynolds.

IV.A.1.1.1 Convection forcée à haut nombre Reynolds : Reτ = 2000

La figure IV.1 présente les résultats a priori de l’hypothèse de viscosité turbulente (noté
νt sur les figure), du modèle de Wallin et Johansson (2000) (WJ), du modèle de So et al.
(2004b) (SJG) et du modèle V ALM pour les tensions de Reynolds diagonales (figure IV.1a) et
pour le cisaillement turbulent (figure IV.1b). La DNS utilisée comme support des comparaisons
est la DNS de l’Université de Madrid (Hoyas et Jiménez (2006)) à un nombre de Reynolds
de frottement Reτ = 2000. Les tensions de Reynolds sont adimensionnées par la vitesse de
frottement uτ .

Les comparaisons des tensions de Reynolds diagonales de la figure IV.1a montrent que chacun
des modèles algébriques est apte à reproduire l’anisotropie de l’écoulement. Près de la paroi, le
modèle de So et al. (2004b) qui ne contient pas de traitement spécifique à la région de paroi
fournit les moins bonnes prévisions : il sous-estime de près de cinquante pour cent le pic de
la composante longitudinale u′2 près de la paroi et surestime les pentes des profils pour v′2 et
w′2. Dans le reste du canal, le modèle de So et al. (2004b) prévoit des profils en accord avec la
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Figure IV.1 – Tests des tensions des Reynolds a priori découplés du modèle EARSM V ALM
aux DNS et aux autres modèles – Convection forcée à Reτ = 2000.

DNS pour chacune des composantes diagonales. Les modèles de Wallin et Johansson (2000) et
V ALM réussissent à prévoir la valeur du maximum de la composante u′2. Néanmoins, le modèle
de Wallin et Johansson (2000) est le modèle qui sous-estime le plus la composante longitudinale
u′2 et surestime le plus la composante transverse w′2 dans la partie centrale du canal, entre
y/h ≈ −0, 95 et y/h ≈ 0. Le modèle V ALM offre les meilleures prévisions pour chacune des
composantes dans toute la largeur du canal avec toutefois une sous-estimation de la composante
longitudinale u′2 au centre du canal.

La figure IV.1b montre que le cisaillement turbulent est lui surestimé (en module) par tous
les modèles utilisés. L’hypothèse de viscosité turbulente est le modèle qui conduit à la plus grosse
surestimation dans toute la largeur du canal. Le profil prévu par cette hypothèse près de la paroi
est largement surestimé et fait apparaître un pic. Le modèle de Wallin et Johansson (2000) est le
modèle qui surestime le moins le cisaillement turbulent. Le modèle V ALM surestime légèrement
plus le cisaillement turbulent que le modèle de Wallin et Johansson (2000). Le modèle de So et al.
(2004b) surestime moins le cisaillement turbulent près de la paroi mais l’absence de traitement
spécifique à la région de paroi nuit toujours à ces prévisions. De plus, ce modèle ne tend pas
vers zéro avec une bonne pente au centre du canal. Ce mauvais comportement est dû à l’absence
de correction relative à la diffusion de la constante A5 au contraire des modèles de Wallin et
Johansson (2000) et V ALM . Dans cette région de l’écoulement, le coefficient de projection γ1
relatif à la projection sur S∗ devient trop grand. La correction de la constante A5 permet aux
modèles de Wallin et Johansson (2000) et V ALM de tendre vers une valeur de γ1 en accord avec
un modèle à viscosité turbulente au centre du canal.

IV.A.1.1.2 Convection forcée à bas nombre de Reynolds : Reτ = 150

Les figures IV.2a, IV.2b, IV.2c et IV.2d montrent les profils des tensions de Reynolds et des
flux de chaleur turbulents obtenus lors de tests a priori découplés pour le régime de convection
forcée à Reτ = 150 (Kasagi et Iida (1999)).

Les modèles de Wallin et Johansson (2000), V ALM er et V ALM SJG reproduisent bien les

152



CHAPITRE IV. VALIDATION DU MODÈLE SUR LE CANAL VERTICAL
DIFFÉRENTIELLEMENT CHAUFFÉ

y/h

u
’ i2
/
(u

τ2
)

1 0.8 0.6 0.4 0.2 0
0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

6 6

7 7

DNS
WJ
VALM SJG
VALM e

r

(a) u
′2

i

y/h

u
’v
’
/
u

τ

1 0.8 0.6 0.4 0.2 0
1 1

0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2

0 0

DNS
ν
t

WJ
VALM SJG
VALM e

r

(b) u′v′

y/h

u
’T
’
/
(u

τ
*
T

τ
)

1 0.8 0.6 0.4 0.2 0
8 8

6 6

4 4

2 2

0 0

DNS
GGDH
WWJ
VALM SJG
VALM e

r

DHK

(c) u′T ′

y/h

v
’T
’
/
(u

τ
*
T

τ
)

1 0.8 0.6 0.4 0.2 0
0 0

0.5 0.5

1 1

1.5 1.5

2 2

2.5 2.5

DNS
GGDH
WWJ
VALM SJG
VALM e

r

DHK

(d) v′T ′

Figure IV.2 – Tests a priori découplés des modèles V ALM er et SJG aux DNS et aux autres
modèles – Convection forcée à Reτ = 150.

différentes composantes diagonales des tensions de Reynolds. La région de paroi est bien modélisée
par les traitements spécifiques à la paroi des deux modèles, comme le montre la figure IV.2a. Le
traitement spécifique à la paroi du modèle V ALM (Karlatiras et Papadakis (2006)) est ajusté
pour reproduire la fonction d’amortissement du modèle de Wallin et Johansson (2000), ce qui
explique les prévisions très proches. La figure IV.2b montre que le cisaillement turbulent est
mieux reproduit par le modèle V ALM que par le modèle de Wallin et Johansson (2000) et
l’hypothèse de viscosité turbulente. Près de la paroi, le modèle de paroi de Wallin et Johansson
(2000) permet d’obtenir la pente correcte pour le cisaillement turbulent. L’hypothèse de viscosité
turbulente prévoit une valeur trop élevé près de la paroi.

Les résultats des modèles pour les flux de chaleur turbulents sont présentés sur les figures IV.2c
et IV.2d. L’hypothèse GGDH sous-estime les niveaux des flux de chaleur turbulents longitudinal
u′T ′ et normal à la paroi v′T ′. Le modèle de Wikström et al. (2000) arrive à fournir les bonnes
tendances pour les deux flux de chaleur turbulents mais il surestime v′T ′ et il sous-estime (en
module) u′T ′. Le modèle de Dol et al. (1997) sous-estime (en module) les deux composantes
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du flux de chaleur turbulent. La composante longitudinale u′T ′ prévue par les modèles V ALM
possède la bonne tendance dans la région de paroi et au centre du canal. Seul un écart apparaît
au voisinage de y/h ≈ −0, 75. Pour cette composante, les modèles V ALM er et V ALM SJG
fournissent les meilleures prévisions avec un avantage au modèle V ALM er. Les composantes
normales v′T ′ des deux modèles V ALM possèdent des pentes trop faibles près des parois et
sous-estiment le profil DNS. Néanmoins, il possèdent un niveau en accord avec la DNS au
centre du canal. Les modèles V ALM permettent d’obtenir des résultats satisfaisants pour les
deux composantes et, le plus souvent, meilleures que les autres modèles.

Les résultats des modèles V ALM offrent des prévisions encourageantes pour la plupart des
grandeurs modélisées, avec néanmoins des écarts observés près des changements de pente du flux
de chaleur turbulent normal à la paroi.

IV.A.1.2 Canal en régime de convection mixte

Les figures IV.3a, IV.3b, IV.3c et IV.3d montrent les profils des tensions de Reynolds et des
flux de chaleur turbulents obtenus lors de tests a priori découplés pour le régime de convection
mixte (Kasagi et Nishimura (1997)).

Les prévisions des tensions de Reynolds diagonales des modèles de Wallin et Johansson (2000)
et des deux modèles V ALM conduisent à des prévisions équivalentes. Les modèles V ALM offrent
des prévisions légèrement meilleures au centre du canal pour les composantes longitudinale et
transverse. Néanmoins, pour les trois modèles algébriques testés, les prévisions tendent vers un
état isotrope, i.e. u′2 = v′2 = w′2 = 2/3 k, au voisinage du maximum de vitesse (y/h ≈ 0, 45),
où le gradient s’annule. Le modèle de Wallin et Johansson (2000) n’inclut pas de termes relatifs
à la flottabilité et ce résultat était attendu. Les modèles V ALM incluent eux une contribution
due à la flottabilité et ne devraient pas tendre vers un état isotrope. Un zoom sur cette région
montre que les valeurs atteintes ne sont pas égales à 2/3 k. La présence du terme de flottabilité
induit de l’anisotropie sur les tensions de Reynolds mais cet effet est trop faible pour réellement
et suffisamment représenter l’anisotropie des tensions de Reynolds au voisinage du maximum de
vitesse moyenne.

Les profils obtenus pour le cisaillement sont donnés sur la figure IV.3b. Les modèles V ALM
possèdent la bonne tendance mais surestiment (en module) le cisaillement turbulent obtenu par la
DNS. Le cisaillement turbulent est parfaitement reproduit par le modèle de Wallin et Johansson
(2000). L’hypothèse de viscosité turbulente donne un profil au centre du canal en accord avec la
DNS. Néanmoins, le profil de cette hypothèse est une nouvelle fois défaillant près de la paroi.

Les figures IV.3c et IV.3d représentent les flux de chaleur turbulents en régime de convection
mixte. Les prévisions de l’hypothèse GGDH et du modèle de Dol et al. (1997) sont une nouvelle
fois très proches : ils sous-estiment grandement le flux de chaleur turbulent longitudinal u′T ′ et
sous-estiment le flux de chaleur turbulent normal à la paroi v′T ′. Le modèle de Wikström et al.
(2000) reproduit bien la tendance des flux de chaleur turbulents et offre une valeur proche de
la DNS pour la composante normale à la paroi v′T ′ mais la composante longitudinale u′T ′ est
sous-estimée. Les deux modèles V ALM permettent de reproduire parfaitement la composante
longitudinale u′T ′ sauf au voisinage de y/h ≈ 0, 7. La pente de la composante normale est bien
reproduite près de la paroi froide (à droite) et sous-estimée près de la paroi chaude (à gauche).
Les changements de pente sont mal représentés par les deux modèles V ALM . Enfin, le modèle
V ALM er prévoit un niveau en accord avec le profil DNS tandis que le modèle V ALM SJG le
surestime.
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Figure IV.3 – Tests a priori découplés des modèles V ALM er et SJG aux DNS et aux autres
modèles – Convection mixte.

Les mêmes conclusions que pour le régime de convection forcée ressortent de ces tests. Les
modèles V ALM et Wallin et Johansson (2000) fournissent des tensions de Reynolds en accord
avec les DNS et meilleures que l’hypothèse de viscosité turbulente. En ce qui concerne les flux
de chaleur turbulents, les modèles V ALM prévoient mieux la composante longitudinale que les
autres modèles. Les prévisions de la composante normale des modèles V ALM sont comparables
à celles des autres modèles.

IV.A.1.3 Canal en régime de convection naturelle

Les figures IV.4a, IV.4b, IV.4c et IV.4d montrent les profils des tensions de Reynolds et des
flux de chaleur turbulents obtenus lors de tests a priori découplés pour le régime de convection
naturelle (Versteegh et Nieuwstadt (1998)).

Les tensions de Reynolds diagonales sont présentées sur la figure IV.4a. L’annulation du
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Figure IV.4 – Tests a priori découplés des modèles V ALM er et SJG aux DNS et aux autres
modèles – Convection naturelle.

gradient de vitesse moyenne entraine de brusques variations des trois modèles algébriques près
de y/h ≈ −0, 9. Près de la paroi, aucun modèle ne parvient à traduire l’effet de la paroi sur
les différentes composantes. Les modèles de Wallin et Johansson (2000) et V ALM surestiment
largement la composante longitudinale u′2 et sous-estiment les composantes normale v′2 et trans-
verse w′2. Le traitement spécifique à la paroi est donc mis en défaut et conduit à des prévisions
erronées dans la région de paroi et près du maximum de vitesse moyenne. Dans le reste du canal,
le modèle de Wallin et Johansson (2000) offre de bonnes prévisions (jusqu’à y/h ≈ −0, 9) pour
la composante normale v′2, sous-estime la composante longitudinale u′2 et surestime transverse
w′2. Pour les modèles V ALM , la composante longitudinale u′2 est surestimée tandis que les
composantes normale v′2 et transverse w′2 sont sous-estimées. Le modèle de Wallin et Johansson
(2000) permet aussi de mieux reproduire les plateaux des différentes composantes diagonales des
tensions de Reynolds, ce que ne parvient pas les modèles V ALM .

Le cisaillement turbulent présenté sur la figure IV.4b montre que l’hypothèse de viscosité
turbulente conduit à une surestimation du profil de la DNS et à de fortes variations au voisinage
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de l’annulation du gradient de vitesse moyenne (près de y/h ≈ −0, 9). Le modèle de Wallin et
Johansson (2000) offre un profil semblable à celui de l’hypothèse de viscosité turbulente mais
surestime moins le profil de la DNS. Les modèles V ALM prévoient la bonne tendance pour
y/h > −0, 9 et un ordre de grandeur proche de celui de la DNS. Les modèles V ALM fournissent
les meilleures prévisions. Toutefois, tous les modèles conduisent à une valeur négative près de la
paroi, trop élevée (en module) et sur une distance trop grande.

Les prévisions pour les flux de chaleur turbulents longitudinaux u′T ′ sont illustrées sur la
figure IV.4c. Le modèle de Dol et al. (1997) sous-estime ce flux de chaleur turbulent mais offre
une meilleure prévision que l’hypothèse GGDH. Aucun des modèles testés ne permet de bien
représenter cette composante près de la paroi. L’annulation du gradient de vitesse moyenne nuit
aux modèles de Wikström et al. (2000) et V ALM . Ces trois modèles font apparaître une large
zone dans laquelle le flux de chaleur longitudinal u′T ′ est négatif, or ce n’est pas le cas avec la
DNS. Toutefois, le modèle de Wikström et al. (2000) tend vers une valeur légèrement inférieure
à la valeur obtenue par le profil DNS à partir de y/h > −0, 8. Les modèles V ALM ont une
tendance proche du profil DNS au voisinage de y/h ≈ −0, 9 puis surestiment largement la valeur
de ce flux de chaleur turbulent dans le reste du canal. Le modèle V ALM er surestime plus cette
composante que le modèle V ALM SJG qui tend vers la valeur obtenue par la DNS au centre
du canal.

La figure IV.4d illustre les très bonnes prévisions obtenues par les modèles V ALM pour la
composante normale des flux de chaleur turbulents v′T ′. Les deux modèles V ALM obtiennent
les bonnes pentes près des parois et un niveau très proche du profil DNS au centre du canal.
Le modèle V ALM er sous-estime légèrement le profil de la DNS au centre du canal tandis que
le modèle V ALM SJG prévoit un niveau légèrement surestimé et atteint la même valeur que le
modèle DHK. Les quatre modèles utilisés offrent de meilleurs résultats que l’hypothèse GGDH.
Le modèle de Wikström et al. (2000) tend vers le bon niveau au centre du canal mais surestime
le profil de cette composante dans le reste du canal. Il en est de même pour le modèle de Dol
et al. (1997) qui surestime légèrement plus cette composante que le modèle de Wikström et al.
(2000).

Pour conclure, les modèles V ALM voient leurs prévisions se dégrader pour les tensions de
Reynolds diagonales et le flux de chaleur turbulent longitudinal mais possèdent toujours les
meilleures prévisions pour le cisaillement turbulent et le flux de chaleur turbulent normal à la
paroi.

IV.A.2 Tests a priori couplés

Les tests a priori découplés réalisés dans la section précédente illustrent les performances
des modèles EARSM et EAHFM constituant le modèle V ALM . Ces modèles algébriques ont
été comparés à d’autres modèles et ont montré des résultats tout à fait honorables. Dans cette
section, c’est le modèle V ALM en lui-même (couplage EARSM +EAHFM) qui est évalué au
moyen de tests a priori "couplés" : les tensions de Reynolds et les flux de chaleur turbulents
sont calculés en même temps. Le modèle V ALM est ici comparé à un modèle procédant aussi
au couplage de modèles algébriques : le modèle de So et al. (2004b).
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Figure IV.5 – Tests a priori couplés des modèles V ALM er et SJG aux DNS et au modèle
So et al. (2004b) – Convection forcée à Reτ = 150.

IV.A.2.1 Canal en régime de convection forcée à bas nombre de Reynolds : Reτ =
150

Les figures IV.5a, IV.5b, IV.5c et IV.5d montrent les profils des tensions de Reynolds et des
flux de chaleur turbulents obtenus lors de tests a priori couplés pour le régime de convection
forcée à Reτ = 150 (Kasagi et Iida (1999)). Les résultats des modèles V ALM pour les tensions
de Reynolds sont les mêmes que lors des tests a priori découplés et sont une nouvelle fois tracés
à titre de comparaison avec le modèle de So et al. (2004b). Les flux de chaleur turbulents des
modèles V ALM sont eux différents de lors des tests a priori découplés car le modèle EAHFM
a cette fois-ci recours aux tensions de Reynolds fournies par le modèle EARSM .

La figure IV.5a montre que le modèle de So et al. (2004b), qui ne possède pas de traitement
spécifique à la paroi, fournit de moins bons résultats dans cette région que les deux modèles
V ALM . Le modèle de So et al. (2004b) surestime les tensions de Reynolds normale v′2 et
transverse w′2 et sous-estime la composante longitudinale u′2. Le traitement de paroi du modèle
V ALM permet d’amortir les composantes normale et transverse et la composante longitudinale.
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Dans la partie centrale du canal (y/h > −0, 6) les modèles offrent les mêmes prévisions. En ce
qui concerne le cisaillement turbulent, tracé sur la figure IV.5b, les modèles V ALM fournissent
des prévisions parfaitement en accord avec la profil de la DNS. Le modèle de So et al. (2004b)
surestime cette composante dans toute la largeur du canal et ne possède pas la bonne pente au
centre du canal.

Le modèle de So et al. (2004b) sous-estime le flux de chaleur turbulent longitudinal (fi-
gure IV.5c) mais possède néanmoins la bonne tendance. Les modèles V ALM permettent d’ob-
tenir des prévisions plus proches du niveau des DNS, notamment, le modèle V ALM er dont les
prévisions sont meilleures. Pour le flux de chaleur turbulent normal à la paroi, la figure IV.5d
montre que le modèle de So et al. (2004b) surestime ce flux de chaleur turbulent dans la région
de paroi mais tend vers la bonne valeur au centre du canal. Cette figure montre aussi que les
modèles V ALM possèdent des pentes près de la paroi légèrement plus faibles que la DNS. Le
changement de pente du profil DNS est très mal prévu par les modèles V ALM . Néanmoins,
le modèle V ALM er permet d’obtenir le bon niveau au centre du canal tandis que le modèle
V ALM SJG le surestime.

En conclusion, les tests a priori couplés montrent que les modèles V ALM fournissent de
meilleures prévisions que le modèle So et al. (2004b), à la fois pour les tensions de Reynolds et
les flux de chaleur turbulents.

IV.A.2.2 Canal en régime de convection mixte

Les figures IV.6a, IV.6b, IV.6c et IV.6d montrent les profils des tensions de Reynolds et des
flux de chaleur turbulents obtenus lors de tests a priori couplés pour le régime de convection
mixte (Kasagi et Nishimura (1997)).

Encore une fois, les tensions de Reynolds diagonales sont mieux reproduites par les modèles
V ALM grâce au traitement spécifique à la région de paroi. Les valeurs élevées de la tension
de Reynolds longitudinale u′2 et l’amortissement de la tension v′2 près des parois sont bien
représentés par ces modèles au contraire du modèle de So et al. (2004b)

La figure IV.6b montre que les modèles V ALM possèdent toujours la bonne tendance mais
surestiment (en module) le cisaillement légèrement plus que lors des tests a priori découplés. Le
modèle de So et al. (2004b) surestime (en module) le cisaillement, plus que les modèles V ALM .
Les pentes du profil aux parois sont beaucoup trop élevées et les variations près du maximum
de vitesse sont trop fortes. Les meilleures performances des modèles V ALM sont dues à la
correction de la constante A5 relative à la diffusion. Elle permet de simuler le rôle très important
de la diffusion dans la région du maximum de vitesse. Sans cette correction, les deux modèles
V ALM possèdent un profil proche de celui du modèle de So et al. (2004b) dans cette région.

Les flux de chaleur turbulents obtenus sont présentés en figure IV.6c et IV.6d. Le modèle de
So et al. (2004b) sous-estime le flux de chaleur turbulent longitudinal u′T ′ et surestime largement
la composante normale à la paroi. Tout comme pour les tests a priori découplés, la composante
longitudinale u′T ′ est parfaitement reproduite dans toute la largeur du canal excepté au voisi-
nage de y/h ≈ 0, 7 par les deux modèles V ALM . La pente du profil de la composante normale
près de la paroi chaude est bien reproduite jusqu’à y/h ≈ −0, 8 mais est sous-estimée près de
la paroi froide. Pour 0 < y/h < 0, 5, le niveau de la composante normale à la paroi est bien
estimé par le modèle V ALM er et surestimé par le modèle V ALM SJG. La figure IV.6d montre
que les modèles So et al. (2004b) et V ALM rencontrent des difficultés à représenter les flux
de chaleur turbulents au voisinage du maximum de vitesse (y/h ≈ −0, 5). En effet, ces modèles
sont fortement liés aux gradients de vitesse moyenne à travers la formulation du modèle EARSM .
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Figure IV.6 – Tests a priori couplés des modèles V ALM er et SJG aux DNS et au modèle
de So et al. (2004b) – Convection mixte.

En résumé , les modèles V ALM donnent une nouvelle fois de meilleures prévisions que le
modèle de So et al. (2004b) pour les tensions de Reynolds et les flux de chaleur turbulents en
régime de convection mixte.

IV.A.2.3 Canal en régime de convection naturelle

Les figures IV.7a, IV.7b, IV.7c et IV.7d montrent les profils des tensions de Reynolds et des
flux de chaleur turbulents obtenus lors de tests a priori couplés pour le régime de convection
naturelle (Versteegh et Nieuwstadt (1998)).

La figure IV.7a présente les tensions de Reynolds diagonales obtenues par les modèles de So
et al. (2004b) et V ALM . De même que pour les tests a priori découplés, la présence du maximum
de vitesse moyenne près de y/h ≈ −0, 9 nuit aux prévisions des trois modèles algébriques et
conduit à de fortes variations dans son voisinage. Près de la paroi, le modèle de So et al. (2004b)
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Figure IV.7 – tests a priori couplés des modèles V ALM er et SJG aux DNS et au modèle de
So et al. (2004b) – Convection naturelle.

prévoit la bonne pente pour la composante diagonale u′2 bien qu’il ne dispose pas de traitement
spécifique à cette région. Néanmoins, les prévisions obtenues dans la région de paroi surestiment
et sous-estiment respectivement les composantes normale v′2 et transverse w′2. Dans le reste du
canal, le modèle de So et al. (2004b) prévoit des plateaux très proches de ceux des profils issus
de la DNS. Les modèles V ALM fournissent de mauvaises prévisions près de la paroi. Comme
il a été montré lors des tests a priori découplés, le traitement spécifique à la paroi n’est pas
performant pour ce régime de convection. Dans le reste du canal, les modèles V ALM surestiment
la composante normale v′2 et sous-estiment les composantes longitudinale u′2 et transverse w′2.
Toutefois, le modèle V ALM er tend bien vers des niveaux relativement proches de ceux obtenus
par la DNS au centre du canal, pour chacune des composantes diagonales. Enfin, les mauvaises
prévisions obtenues dans la région y/h ≈ −0, 9 ne permettent pas aux modèles V ALM de tendre
rapidement vers les plateaux des composantes diagonales : les plateaux débutent en y/h ≈ −0, 2
pour le modèle tandis qu’ils débutent en y/h ≈ −0, 8 pour la DNS.

Pour le cisaillement turbulent présenté dans la figure IV.7b, chacun des modèles prévoit
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une valeur négative trop élevée (en module) près de la paroi et sur une distance trop longue.
L’annulation du gradient de vitesse moyenne est une nouvelle fois dommageable aux prévisions
des modèles qui font apparaître de fortes variations autour de ce maximum en y/h ≈ 0, 9. Dans
le reste du canal, les modèles V ALM fournissent les meilleures prévisions avec une légère sous-
estimation au centre du canal tandis que le modèle de So et al. (2004b) surestime le cisaillement
turbulent.

La figure IV.7c montre que les trois modèles disposent encore d’une large zone négative près
de la paroi pour la composante longitudinale u′T ′. Les modèles V ALM sont cette fois-ci très
éloignés du profil de la DNS, au contraire des observations faites pour les tests a priori découplés.
Au centre du canal, le modèle de So et al. (2004b) tend vers un niveau légèrement supérieur à
celui de la DNS. Le modèle V ALM er tend vers le profil de u′T ′ issu de la DNS au centre mais
surestime largement cette composante dans tout le canal. Le modèle V ALM SJG surestime
aussi largement le profil de la DNS mais atteint la valeur du profil de la DNS au centre du
canal.

Dans le cas du flux de chaleur turbulent normal à la paroi, la figure IV.7d montre qu’aucun
des trois modèles ne fournit de bonnes prévisions. Les modèles de So et al. (2004b) et V ALM
montrent une discontinuité induite par l’annulation du gradient de vitesse moyenne qui est très
néfaste à leur prévision. Le modèle de So et al. (2004b) prévoit une pente à la paroi beaucoup trop
importante puis, après le maximum de vitesse moyenne (y/h ≈ 0, 9), prévoit un flux de chaleur
normal à la paroi trop élevé au centre du canal d’environ trente pour-cent. Le modèle V ALM er

prévoit une pente trop faible par rapport à celle de la DNS près de la paroi. Pour y/h > −0, 8,
le modèle tend vers le niveau exact de la DNS. Le modèle V ALM SJG lui surestime le profil de
la DNS et atteint la même valeur que le modèle de So et al. (2004b). Toutefois, aucun modèle
ne permet d’obtenir un plateau comme c’est le cas pour la DNS.

En conclusion, les prévisions des modèles V ALM sont une nouvelle fois très encourageantes
pour le cisaillement turbulent. Toutefois, l’annulation du gradient de vitesse moyenne nuit grave-
ment aux prévisions des modèles couplés et notamment aux tensions de Reynolds diagonales et
aux flux de chaleur turbulents. De plus, le traitement spécifique à la paroi du modèle dynamique
est pris en défaut pour ce régime de convection. Enfin, les résultats thermiques sont moins bons
pour les tests a priori couplés que lors des tests a priori couplés à cause des écarts de prévisions
par rapport aux DNS présents sur la dynamique.

IV.A.3 Conclusion des résultats a priori

Les résultats a priori ont montré que les modèles algébriques fournissent de meilleures pré-
visions que les hypothèses de viscosité turbulente et GGDH dans la majorité des cas et pour
chaque régime de convection.

Les prévisions des modèles de Wallin et Johansson (2000) et de So et al. (2004b) pour les
tensions de Reynolds et des modèles de Wikström et al. (2000), de So et al. (2004b) et de Dol
et al. (1997) pour les flux de chaleur turbulents sont assez satisfaisantes pour les régimes de
convection forcée et mixte. Cependant, aucun de ces modèles n’arrive à fournir des prévisions
suffisamment précises en régime de convection naturelle.

Ces calculs ont aussi permis de mettre en évidence l’importance d’un modèle de paroi. Le
modèle de So et al. (2004b), qui n’inclut pas de traitement spécifique de la région de paroi, ne
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peut pas reproduire les bons profils des tensions de Reynolds ou des flux de chaleur turbulents
près de la paroi. Néanmoins, le traitement spécifique à la paroi dynamique du modèle V ALM
n’est pas représentatif pour le régime de convection naturelle.

De plus, la correction de la constante A5 introduite dans le modèle de Wallin et Johans-
son (2000) s’est montrée bénéfique pour les prévisions dans le voisinage du gradient de vitesse
moyenne nul, de même que pour les modèles V ALM .

La qualité de la représentation du modèle V ALM développé durant la thèse n’est pas celle
espérée dans le cas de la convection naturelle. Les modèles EARSM et EAHFM sont fortement
influencés par la présence de l’annulation du gradient de vitesse moyenne qui nuit à la prévision
des tensions de Reynolds et des flux de chaleur turbulents. Toutefois, le cisaillement obtenu par
ce modèle est très satisfaisant pour ce régime et chacune des tensions de Reynolds diagonales
ainsi que le flux de chaleur turbulent normal à la paroi tendent vers les bonnes valeurs au centre
du canal.

Les prévisions des modèles V ALM sont nettement meilleures pour les régimes de convection
forcée et mixte qu’en régime de convection naturelle. Ce modèle figure parmi les modèles testés
les plus performants. Le modèle V ALM er fournit des prévisions légèrement meilleures que celles
du modèle V ALM SJG. Au vu des prévisions obtenues pour ces deux régimes et des bonnes
prévisions au centre du canal en régime de convection naturelle, les performances des modèles
V ALM sont jugées encourageantes.

Cette étude a priori seule ne permet pas de conclure quant aux prévisions fournies par ces
modèles. De même que dans la section II.B.1, page 76, les calculs a priori doivent être confirmés
par les calculs complets (champs moyens, échelles turbulentes, tensions de Reynolds et flux de
chaleur turbulents) pour juger de l’aptitude ou non des modèles à représenter les phénomènes de
convection thermique.

IV.B Calculs complets réalisés avec le modèle V ALM

Cette section a pour but de présenter les résultats d’un calcul dans lequel le modèle V ALM a
été utilisé avec le modèle de turbulence du premier ordre k−ω−kθ−r présenté au chapitre III.C,
page 145. Les prévisions du modèle V ALM avec les modèles er et SJG (pour la corrélation de
pression φiθ − εiθ) sont comparées aux DNS. Le modèle V ALM est décrit au chapitre III,
page 118, tandis que les modèles er et SJG sont décrits dans la section I.B.4.2.2, page 50.

Pour chaque cas test, les prévisions du modèle V ALM sont comparées aux DNS et à celles
de calculs notés WJ +WWJ et SST +GGDH.

Le calcul SST + GGDH est réalisé avec le modèle SST de Menter (1994) pour les échelles
turbulentes, couplé à l’hypothèse GGDH (présentée à la section II.B.2, page 81) pour les flux
de chaleur turbulents. Ce calcul est présenté à titre de comparaison avec les modèles classiques
disponibles dans les codes de calcul industriels.

Le calcul WJ+WWJ a recours au modèle de Wallin et Johansson (2000) pour les tensions de
Reynolds, au modèle de Wikström et al. (2000) pour les flux de chaleur turbulents et au modèle
de turbulence du premier ordre k−ω−kθ−r pour les échelles turbulentes. Le rapport des échelles
de temps turbulentes est ici fixé à 0, 5. Le modèle de Wallin et Johansson (2000) dispose d’une
fonction d’amortissement à la paroi pour corriger les tensions de Reynolds. De plus, ni le modèle
de Wallin et Johansson (2000) ni le modèle de Wikström et al. (2000) n’incluent les termes de
flottabilité qui ne sont présents que dans les équations de transport du modèle k − ω − kθ − r.
Enfin, il faut noter que le modèle fournissant les échelles turbulentes au modèle WJ + WWJ
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n’est pas le modèle choisi par les auteurs à l’origine. Les prévisions des modèles algébriques
sont dépendantes des prévisions des différentes échelles turbulentes. C’est pourquoi, les modèles
V ALM et WJ +WWJ ont recours au même modèle fournissant les échelles turbulentes, i.e. le
modèle k − ω − kθ − r, afin de comparer strictement les modèles pour les tensions de Reynolds
et les flux de chaleur turbulents.

La même procédure de calcul que dans le chapitre II.B.2, page 81, est utilisée. Les com-
paraisons avec les autres modèles porteront sur les profils de vitesse moyenne et température
moyenne ainsi que sur les profils des tensions de Reynolds et des flux de chaleur turbulents. Les
échelles turbulentes obtenues lors du calcul avec les modèles V ALM et WJ +WWJ ont aussi
été ajoutées. Seul le profil d’énergie cinétique turbulente k provenant du modèle SST +GGDH
est tracé. Ce modèle fournit la dissipation spécifique ω qui peut être transformée en taux de
dissipation ε par la relation ε = 0, 09ωk. Néanmoins, le taux de dissipation ε obtenu via cette
relation n’est pas représentatif de la dissipation spécifique ω. Les modèles k − ω sous-estiment
l’énergie cinétique turbulente k dans la région de paroi et le taux de dissipation ω est calculé
par ces modèles afin d’obtenir une viscosité turbulente νt correcte. Le taux de dissipation ε du
calcul SST +GGDH n’a donc pas été tracé. Enfin, les échelles thermiques kθ et εθ ne sont pas
calculées par ce modèle.

Le modèle de So et al. (2004b) a aussi été utilisé à titre de comparaison. Les résultats de
ce modèle sont présentés dans le cas de la convection forcée à bas nombre de Reynolds et sont
désignés par SJG sur les figures. Toutefois, ce modèle ne possède pas de traitement de paroi,
ce qui nuit à ses prévisions. De plus, la plupart des calculs effectués avec le modèle de So et al.
(2004b) n’ont pu converger vers un résultat physique à cause de divisions par des termes qui
tendent vers zéro. Le tenseur f , ajouté dans le but de compléter la base de projection pour les

écoulements avec flottabilité, contient l’un de ces termes problématiques (confirmant les craintes
exprimées en section I.C.3.2, page 64). Pour rappel, il est défini par :

f =
1

Gk

(

G− 2

3
GkId

)

où Gk = −βgu′T ′ pour la configuration du canal étudiée. Le flux de chaleur turbulent longitudinal
u′T ′ change de signe et le terme Gk est donc nul au moins une fois dans le canal. D’autres termes
faisant intervenir le rapport v′T ′/u′T ′ sont présents dans la formulation du modèle.

D’un autre côté, la projection du cisaillement dans la base dynamique définie par So et al.
(2004b) montre que le cisaillement turbulent contient une contribution relative au tenseur f .
Le cisaillement turbulent intervient dans l’équation de quantité de mouvement et rend le calcul
instable. Les tentatives pour limiter ce terme n’ont pas permis d’obtenir un résultat physique.
Jusqu’à maintenant, aucun calcul n’a convergé pour les régimes de convection mixte et naturelle.

IV.B.1 Canal en régime de convection forcée

IV.B.1.1 Convection forcée à haut nombre de Reynolds : Reτ = 2000

Les prévisions des modèles V ALM er et SJG sont tout d’abord comparées aux modèles
WJ + WWJ et SST + GGDH sur une configuration classique : le canal en convection forcée
à haut nombre de Reynolds Reτ = 2000, sur la figure IV.8. Pour ce cas d’étude, seul le champ
dynamique est disponible au sein de ces DNS. Dans cette configuration, les modèles V ALM er

et SJG sont égaux.
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Figure IV.8 – Prévisions des modèles V ALM er et V ALM SJG couplés à un modèle k − ω −
kθ − r et comparées aux modèles WJ +WWJ et SST +GGDH – régime de convection forcée
à Reτ = 2000.

Le profil de vitesse moyenne (figure IV.8a) est légèrement sous-estimé par les modèles V ALM
au centre du canal. Près de la paroi, le profil de vitesse moyenne est parfaitement en accord avec
le profil de la DNS. Le modèle WJ +WWJ surestime légèrement le niveau de vitesse moyenne
dans toute la largeur du canal. La pente obtenue par le modèle WJ +WWJ est trop forte près
de la paroi ce qui conduit le modèle à cette surestimation. Il atteint toutefois une valeur plus
proche de la DNS au centre du canal que les autres modèles comparés. Le modèle SST+GGDH
surestime très légèrement le profil de la DNS pour y/h ≈ −0, 8 puis le sous-estime légèrement au
centre du canal. Enfin, l’allure du profil de vitesse moyenne obtenu par les modèles algébriques
est plus aplatie au centre du canal que celle obtenue avec le modèle SST +GGDH.

En ce qui concerne le cisaillement turbulent, la figure IV.8b montre bien que tous les modèles
sont très performants dans la représentation de cette grandeur puisque tous les modèles coïncident
parfaitement avec le profil de la DNS.

La figure IV.8c illustre les comportements des tensions de Reynolds diagonales obtenues par
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les différents modèles. Le modèle SST +GGDH est un modèle à viscosité turbulente et fournit
u′2 = v′2 = w′2. Les modèles algébriques calculent chacune des tensions de Reynolds et per-
mettent de représenter l’anisotropie de l’écoulement. Près de la paroi, les modèles V ALM et
WJ +WWJ , qui incluent tous les deux des traitements spécifiques pour cette région, prévoient
assez bien les niveaux de chacune des composantes. Les modèles V ALM et WJ +WWJ four-
nissent le bon niveau pour la composante normale v′2, tandis qu’ils sous-estiment légèrement les
composantes longitudinale u′2 et transverse w′2. Les deux modèles algébriques arrivent à prévoir
un niveau correct pour la composante longitudinale u′2 près de la paroi mais sous-estiment en-
suite le niveau de cette composante dans le reste du canal. Pour les modèles V ALM , le niveau
au centre du canal est aussi en accord avec le profil de la DNS pour les composantes normale
v′2 et transverse w′2. Le modèle WJ + WWJ reproduit bien la composante normale v′2 dans
toute la largeur du canal tandis qu’il surestime légèrement la composante transverse w′2.

Enfin, le niveau d’énergie cinétique turbulente obtenu près de la paroi est équivalent pour les
modèles V ALM et WJ +WWJ , comme le montre la figure IV.8d, et est très proche du niveau
atteint par le profil de la DNS. Le modèle SST +GGDH ne permet pas de s’approcher du ni-
veau de la DNS près de la paroi. Ce défaut classique est évité par les deux modèles algébriques
pas le recours à la fonction fω dans l’équation de transport de k du modèle k − ω − kθ − r. Au
voisinage de y/h ≈ −0, 95, tous les modèles sous-estiment le profils de la DNS. Néanmoins, les
deux modèles algébriques tendent vers la même valeur que celle du profil DNS au centre du
canal au contraire du modèle SST +GGDH qui la surestime.

IV.B.1.2 Convection forcée à bas nombre de Reynolds : Reτ = 150

Les résultats du calcul sur le canal en convection forcée à un nombre de Reynolds de frot-
tement de Reτ = 150 sont regroupés sur la figure IV.9. Les profils de vitesse moyenne obtenus
par les modèles WJ +WWJ , V ALM er et V ALM SJG sont présentés sur la figure IV.9a. Le
modèle WJ +WWJ surestime légèrement le profil de vitesse moyenne dans toute la largeur du
canal. La flottabilité étant absente, le couplage entre dynamique et thermique n’est pas présent
et le choix du modèle pour φiθ n’a pas d’impact sur les grandeurs dynamiques du modèle V ALM .
Les résultats des modèles V ALM er et V ALM SJG sont assez satisfaisants car le calcul donne
le bon profil de vitesse moyenne dans toute la largeur du canal. Même si une sous-estimation de
la vitesse moyenne apparaît au centre du canal, le niveau est très proche de celui attendu. Les
résultats de ces deux modèles sont moins performants que ceux du modèle SST + GGDH au
centre du canal mais plus performants près des parois. Le modèle SJG sous-estime largement le
profil de vitesse moyenne.

Le profil de température moyenne donné sur la figure IV.9b montre que cette grandeur est
sous-estimée par les modèles WJ +WWJ , V ALM er et V ALM SJG dans toute la largeur du
canal. La pente du profil à la paroi est bien reproduite mais conduit à une température trop
basse dans le reste du canal. Le champ de température moyenne dans la configuration du canal
est entièrement dépendant du flux de chaleur turbulent normal à la paroi v′T ′ comme le montre
l’équation (II.1), page 76. La mauvaise prévision du champ de température moyenne est donc liée
à la mauvaise prévision du flux de chaleur turbulent normal à la paroi v′T ′. Le modèle V ALM
er offre un profil plus proche de la DNS que celui obtenu par le modèle V ALM SJG. Le modèle
WJ +WWJ fournit les prévisions les moins sous-estimées des modèles algébriques. Le modèle
SST +GGDH fournit les meilleures prévisions pour le profil de température moyenne. Le profil
de température moyenne obtenu par le modèle SJG n’est pas en accord avec le profil DNS ; la
pente dans la région de paroi est trop forte.
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Figure IV.9 – Prévisions des modèles V ALM er et V ALM SJG couplés à un modèle k − ω −
kθ − r et comparées aux modèles WJ +WWJ et SST +GGDH – régime de convection forcée
à Reτ = 150.
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Figure IV.10 – Profils des échelles turbulentes obtenues par le modèle V ALM – régime de
convection forcée à Reτ = 150.

Les figures IV.9c et IV.9d montrent que les tensions de Reynolds fournies par les modèles
WJ +WWJ , V ALM er et V ALM SJG sont satisfaisantes : elles possèdent les mêmes allures
et les mêmes niveaux que les tensions de Reynolds issues de la DNS. Les bonnes prévisions du
cisaillement turbulent expliquent la bonne prévision du champ de vitesse moyenne. Le modèle
WJ+WWJ surestime légèrement chacune des composantes. Pour les modèles V ALM er et SJG,
on remarque tout de même une légère surestimation (en module) du maximum de cisaillement
turbulent, une légère surestimation des composantes v′2 et w′2 et une légère sous-estimation
de la composante u′2. Néanmoins, le pic de la composante longitudinale u′2 est bien reproduit
près de la paroi ce qui n’est pas facile à obtenir avec un modèle k − ω standard. Le modèle
k − ω − kθ − r réussit à reproduire ce pic, ce qui permet aux modèles algébriques de fournir de
meilleures prévisions. Les prévisions du modèle V ALM pour le cisaillement turbulent dans la
région de paroi sont une nouvelle fois très proches de celles du modèles de Wallin et Johansson
(2000) comme cela a été expliqué lors des tests a priori découplés. Les prévisions obtenues par
les modèles sont une nouvelle fois équivalentes. Le modèle SST + GGDH ne peut pas prévoir
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les profils des tensions de Reynolds diagonales mais le cisaillement turbulent est correctement
reproduit sauf dans la région de paroi. Les modèles WJ +WWJ et V ALM offrent des résultats
équivalents à ceux du modèle SST + GGDH. Le modèle SJG surestime (en module) la pente
du cisaillement turbulent près de la paroi. Cette surestimation est la cause de la sous-estimation
du profil de vitesse moyenne : l’écoulement "frotte" trop près de la paroi et ne permet pas
d’atteindre la bonne vitesse moyenne au centre du canal. En effet, l’équation de quantité de
mouvement (II.1), page 76, impose le cisaillement total dans le canal. En utilisant les variables
de paroi et en intégrant à partir de la paroi de gauche (y = −h), il vient :

0 = −∂p

∂x
+

∂

∂y

(

ν
∂U

∂y
− u′v′

)

⇒ ∂u+

∂y+
− u′v′

+
= 1− y+

Reτ

Sans la présence de l’amortissement du cisaillement turbulent près de la paroi, celui-ci est sures-
timé et le gradient de vitesse est sous-estimé dans la région de paroi.

Vis-à-vis des flux de chaleur turbulents, les résultats sont assez inégaux. La figure IV.9e
montre que le modèle WJ +WWJ sous-estime beaucoup (en module) la composante longitudi-
nale u′T ′. Cette même composante est très bien reproduite par les modèles V ALM er et V ALM
SJG aussi bien du point de vue de la tendance générale que de l’ordre de grandeur. De plus, la
figure IV.9f montre que la composante normale à la paroi v′T ′ possède le bon profil et offre des
niveaux au centre du canal très proches de celui de la DNS. Dans la région de paroi, le modèle
V ALM dispose de la bonne tendance mais sous-estime légèrement le profil de la DNS. Pour les
deux composantes du vecteur flux de chaleur turbulent, le modèle V ALM er est meilleur que le
modèle V ALM SJG. Les modèles V ALM fournissent de meilleures prévisions que les modèles
WJ +WWJ et SST +GGDH pour la composante longitudinale u′T ′ et le modèle V ALM er

fournit les meilleures prévisions pour la composante normale v′T ′ (sauf près de la paroi). Les
modèles WJ + WWJ , SST + GGDH et V ALM SJG fournissent des prévisions équivalentes
pour la composante normale v′T ′. Pour le modèle SJG, le flux de chaleur normal est largement
surestimé, ce qui explique la mauvaise prévision du profil de température moyenne. La compo-
sante longitudinale est du bon ordre de grandeur mais ne possède pas la même tendance que le
profil de la DNS et surestime largement (en module) le niveau au centre du canal. L’absence
d’amortissement de la paroi est une nouvelle fois dommageable.

Les prévisions des modèles V ALM er, V ALM SJG et WJ+WWJ pour le régime de convec-
tion forcée sont très satisfaisantes. Le profil d’énergie cinétique turbulente de la figure IV.10a
montre que le modèle réussit à fournir le bon profil malgré de légères surestimations au niveau
du maximum d’énergie cinétique et au centre du canal. Le modèle SST + GGDH ne peut lui
pas reproduire le niveau d’énergie dans la région de la paroi. Pour le taux de dissipation, les
prévisions des modèles (figure IV.10b) possèdent le même ordre de grandeur que la DNS mais
pas la même allure. Toutefois, les profils provenant des trois modèles algébriques tendent vers
celui de la DNS à partir de y/h > −0, 85 et sous-estiment légèrement le taux de dissipation
ε. Le modèle WJ + WWJ offre de meilleures prévisions pour −0, 8 < y/h < −0, 4. Ces deux
grandeurs sont à la base du modèle EARSM et les bonnes prévisions obtenues expliquent les
bons résultats du modèle EARSM pour ce régime de convection. L’énergie cinétique turbulente
obtenue par le modèle SJG est largement sous-estimée, soulignant encore une fois l’importance
de la modélisation dans la région de paroi. Le taux de dissipation est lui largement surestimé
dans la région de paroi.

Le profil de variance thermique en convection forcée de la DNS, figure IV.10c, est légère-
ment surestimé par les modèles V ALM entre y/h ≈ −0, 8 et y/h ≈ −0, 6. Au centre du canal,
pour y/h > −0, 6, les prévisions fournies par les modèles V ALM sous-estiment le profil de la
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DNS. Néanmoins, les ordres de grandeur sont bien respectés. Le modèle WJ + WWJ sures-
time le profil de la demi-variance thermique dans la quasi-totalité du canal, sauf au centre. La
figure IV.10d montre que les prévisions de εθ des trois modèles algébriques près de la paroi ne
sont pas correctes. La dissipation thermique εθ étant calculée grâce à l’expression du rapport r,
ses mauvaises prévisions découlent des erreurs réalisées sur les échelles turbulentes k, ε et kθ. La
même surestimation est notamment observable sur le profil du taux de dissipation dans la région
de paroi. Les prévisions des modèles V ALM dans le reste du canal sous-estiment le niveau de
dissipation thermique, de la même façon que pour la demi-variance thermique kθ. Cette sous-
estimation est une nouvelle fois due à l’expression de r. Les prévisions du modèle WJ +WWJ
surestiment le profil de la DNS jusqu’à y/h ≈ −0, 4 et le sous-estiment au centre du canal. Au vu
des résultats des profils prévus par les modèles, la relation pour r (équation (III.102), page 147)
permet d’obtenir des profils de demi-variance thermique kθ et de dissipation thermique corrects
pour le régime de convection forcée. Le modèle SJG surestime largement les profils DNS de la
demi-variance thermique et de la dissipation thermique.

IV.B.2 Canal en régime de convection mixte

Le modèle SJG n’ayant pu conduire à des résultats convergés pour les régimes de convec-
tion mixte et naturelle, le modèle SJG n’apparaît plus sur les courbes. Toutefois, à la vue des
résultats fournis pour le régime de convection forcée, le modèle de SJG est handicapé par l’ab-
sence de traitement spécifique à la région de paroi. Ces prévisions sont bien moins satisfaisantes
qu’avec les autres modèles algébriques. Pour les écoulements avec flottabilité, la région de paroi
se doit d’être bien modélisée : le modèle SJG ne peut donc pas fournir de bonnes prévisions
pour les applications visées. De plus, pour ce régime de convection mixte la contribution due
à la flottabilité est prise en compte dans le cisaillement turbulent. Cette contribution induit de
fortes variations du cisaillement turbulent au voisinage du changement de signe de u′T ′, venant
perturber les prévisions du cisaillement turbulent, qui va ensuite perturber le champ moyen et
conduire à la divergence du calcul. Les tentatives visant à limiter les variations de ces grandeurs
au voisinage du maximum de vitesse moyenne se sont révélées infructueuses et ont mené, au
mieux, à des résultats non physiques.

Dans le cas de la convection mixte, les résultats sont présentés sur la figure IV.11. Le modèle
WJ + WWJ fournit un profil de vitesse moyenne légèrement surestimé dans toute la largeur
du canal. Le profil de vitesse moyenne obtenu par les deux modèles V ALM sont satisfaisants
comme le montre la figure IV.11a. Les profils prévus possèdent la bonne allure et le bon ordre de
grandeur sauf pour le maximum de vitesse moyenne qui est légèrement sous-estimé. Encore une
fois, la diffusion est le phénomène majeur dans cette région et les modèles algébriques ne peuvent
pas bien reproduire ce phénomène malgré la correction de la constante A5. Les modèles V ALM
er et V ALM SJG donnent des profils très similaires et légèrement meilleurs que le profil du
modèle WJ +WWJ . Le modèle SST +GGDH donne des résultats moins bons que les modèles
V ALM près de la paroi froide (à droite) et de meilleurs résultats que les modèles V ALM dans
le voisinage du maximum de vitesse.

Le profil de température moyenne est bien reproduit par le modèle WJ +WWJ , comme le
montre la figure IV.11b. La pente du profil est surestimée près de la paroi chaude (à gauche) mais
la température moyenne est bien reproduite dans le reste du canal. Pour les modèles V ALM , le
profil de température moyenne surestime le profil de la DNS au centre du canal. Les changements
de pente en y/h ≈ −0, 7 et en y/h ≈ 0, 9 prévus par les deux modèles sont trop forts et conduisent
à ce profil surestimant la DNS au centre du canal. Toutefois, la figure IV.11b montre que les
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Figure IV.11 – Prévisions des modèles V ALM er et V ALM SJG couplés à un modèle k−ω−
kθ − r et comparées aux modèles WJ +WWJ et SST +GGDH – régime de convection mixte.
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Figure IV.12 – Profils des échelles turbulentes obtenues par le modèle V ALM – régime de
convection mixte.

modèles V ALM er et V ALM SJG possèdent les bonnes pentes du profil de température près
des parois. Une fois encore, un léger avantage est à donner au modèle V ALM er dont le profil
de température moyenne possède des changements de pente légèrement plus doux que ceux du
modèle V ALM SJG, permettant d’obtenir la même pente que le profil DNS au centre du canal.
De façon générale, les pentes obtenues au centre du canal pour la température moyenne sont plus
fortes avec les modèles algébriques qu’avec le modèle SST +GGDH. Le modèle SST +GGDH
surestime le profil de température moyenne de la même façon que les modèles V ALM . Le modèle
WJ +WWJ est le modèle le plus satisfaisant pour la prévision de la température moyenne.

La figure IV.11c montre que le cisaillement turbulent est bien reproduit par les trois modèles
algébriques avec un avantage à donner au modèle WJ + WWJ . Ce dernier prévoit les bonnes
valeurs des deux extrema et la bonne tendance dans toute la largeur du canal. Une surestimation
(en module) de ce cisaillement est observée près de la paroi chaude (à gauche) pour les deux
modèles V ALM . Néanmoins, les pentes des profils près des parois sont en accord avec celles de
la DNS et le maximum de cisaillement situé près de la paroi froide (à droite) est bien estimé.
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Les prévisions des deux modèles V ALM sont quasiment équivalentes. Les modèles algébriques
sont plus performants que le modèle SST + GGDH pour reproduire le cisaillement turbulent.
Les bonnes prévisions de la pente de u′v′ par chacun des modèles proviennent du fait que l’on
a imposé Reτ . Imposer Reτ , revient à imposer le vitesse de frottement uτ . Dans le cas de la
convection mixte, la vitesse de frottement uτ n’est pas la même à la paroi froide et à la paroi
chaude. La vitesse de frottement considérée pour l’adimensionnement est ici la moyenne entre les
vitesse de frottement aux parois. Les écarts observés entre la DNS et les prévisions des modèles
au centre du canal reflètent les différences de répartition du frottement entre les deux parois.

Les bons résultats fournis par les modèles algébriques pour les tensions de Reynolds diagonales
sont visibles sur la figure IV.11d. Les tendances de chaque composante sont en accord avec celles
obtenues par DNS, pour chacun des modèles. Le modèle WJ+WWJ sous-estime légèrement le
profil de la composante longitudinale u′2 près de la paroi chaude (à gauche) et au centre du canal
tandis qu’il la surestime près de la paroi froide (à droite). La composante normale à la paroi est
bien reproduite par ce modèle excepté près du maximum de vitesse moyenne. En ce qui concerne
les modèles V ALM er et V ALM SJG, le traitement spécifique à la paroi est performant car
l’ordre de grandeur des maxima de chacune des tensions de Reynolds diagonales est bien prévu
près de la paroi froide. Près de la paroi chaude, le traitement de paroi sous-estime légèrement
la composante longitudinale u′2 et surestime les composantes normale v′2 et transverse w′2. De
plus, la composante longitudinale u′2 est sous-estimée dans tout le centre du canal. De petites
ruptures de pentes sont observables en y/h ≈ −0, 6 et y/h ≈ 0, 8 et sont dues à la fonction
max intervenant dans le traitement à la paroi des tensions de Reynolds (cf équations (III.50),
page 129). Le modèle V ALM er fournit des prévisions légèrement plus élevées que celles du
modèle V ALM SJG et plus proches des DNS. L’annulation du gradient de vitesse moyenne est
une nouvelle fois dommageable aux prévisions des modèles WJ+WWJ et V ALM . L’anisotropie
due à la flottabilité permet aux différentes composantes de ne pas tendre vers la valeur 2/3 k
mais n’agit cependant pas suffisamment dans le modèle V ALM pour retranscrire l’anisotropie
réelle. Les trois modèles algébriques fournissent des prévisions très proches.

Une fois encore, la composante longitudinale u′T ′ est largement sous-estimée par le modèle
WJ+WWJ tandis que la composante normale à la paroi est légèrement surestimée comme l’illus-
trent respectivement les figures IV.11e et IV.11f. De même, les prévisions du modèle V ALM pour
les flux de chaleur turbulents sont toujours très satisfaisantes pour chacune des composantes des
flux de chaleur turbulents. La composante longitudinale u′T ′ est très bien prévue par les deux
modèles V ALM excepté une légère sous-estimation (en module) du maximum présent près de la
paroi chaude (à gauche) et une sous-estimation de la valeur de cette composante entre y/h ≈ −0, 4
et y/h ≈ 0, 7. La composante normale v′T ′ est elle une nouvelle fois très bien prévue dans toute
la largeur du canal. Près des parois, les pentes du profil sont bien modélisées. La rupture de pente
en y/h ≈ −0, 6 est le reflet de la rupture de pente intervenant sur v′2. Le niveau satisfaisant
de v′T ′ permet au modèle WJ + WWJ de prévoir un bon profil de température moyenne. Le
modèle V ALM SJG fournit des prévisions moins bonnes que celles du modèle V ALM er. Les
trois modèles algébriques fournissent une meilleure composante longitudinale u′T ′ que le modèle
SST +GGDH. Pour la composante normale, le modèle V ALM er fournit de meilleures prévi-
sions que les modèles SST +GGDH, WJ+WWJ et V ALM SJG qui fournissent des prévisions
équivalentes.

En régime de convection mixte, la figure IV.12a prouve une nouvelle fois l’efficacité des trois
modèles algébriques à reproduire l’énergie cinétique turbulente k. Pour les modèles V ALM , les
deux pics près des parois sont bien obtenus et seule une sous-estimation du profil de la DNS
au centre du canal est à déplorer. Le modèle V ALM er fournit un profil d’énergie cinétique
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turbulente k légèrement plus proche de celui de la DNS que le modèle V ALM SJG. Le modèle
WJ+WWJ fournit un profil plus dissymétrique que le profil de la DNS, avec une surestimation
du pic à la paroi froide et une sous-estimation du pic à la paroi chaude. Le modèle SST+GGDH
sous-estime l’énergie cinétique turbulente dans tout le canal. Les modèles V ALM fournissent les
meilleures prévisions. Le taux de dissipation est encore surestimé par les trois modèles algébriques
près des parois mais les prévisions au centre du canal sont très satisfaisantes, comme l’illustre la
figure IV.12b. Les deux modèles V ALM fournissent des prévisions équivalentes. Les prévisions
satisfaisantes des tensions de Reynolds par le modèle V ALM sont liées aux bons résultats pour
ces deux grandeurs.

La figure IV.12c montre que le profil de demi-variance thermique kθ est en accord avec le
profil obtenu par DNS en régime de convection mixte. Malgré une sous-estimation de cette gran-
deur dans le demi-canal près de la paroi chaude, le profil obtenu par les modèles V ALM près de
la paroi froide est bien estimé. L’ordre de grandeur de la demi-variance thermique ainsi que sa
tendance générale sont respectés. Le modèle WJ+WWJ estime plutôt bien les maxima près des
parois chaude et froide, au contraire du modèle V ALM . Une fois encore, le profil de dissipation
thermique εθ (figure IV.12d) obtenu par chacun des modèles algébriques via l’expression pour r
(équation (III.102), page 147) conduit à un profil erroné près de la paroi mais tout à fait satis-
faisant dans la partie centrale du canal malgré une légère sous-estimation dans la demi-largeur
près de la paroi froide. La relation définie pour le rapport des échelles de temps turbulentes r
(équation (III.102), page 147), très simple du point de vue numérique, permet encore de fournir
un profil cohérent pour la demi-variance thermique kθ et la dissipation thermique εθ en convec-
tion mixte.

IV.B.3 Canal en régime de convection naturelle

Les résultats du calcul en convection naturelle sont présentés sur la figure IV.13. La fi-
gure IV.13a montre que les modèles WJ +WWJ , V ALM er et V ALM SJG ne permettent pas
de reproduire le profil de vitesse moyenne. Si l’allure est bien respectée, le maximum de vitesse
moyenne est sous-estimé. Le fait que le gradient de pression est nul dans ce régime de convection
induit que le seul terme source de l’équation de quantité de mouvement est le terme de flottabi-
lité lié à la température moyenne. Le modèle V ALM er offrent de meilleures prévisions que le
modèle WJ +WWJ . Le modèle V ALM SJG sous-estime plus le profil de vitesse moyenne que
le modèle WJ +WWJ . Les modèles algébriques ont autant de mal à reproduire le maximum de
vitesse moyenne près de la paroi que le modèle SST +GGDH qui lui le surestime largement.

La figure IV.13b montre que le profil de température moyenne est assez bien représenté par le
modèle V ALM SJG. La pente du profil près de la paroi est légèrement trop forte par rapport à
celle de la DNS mais le niveau à partir de y/h > −0, 4 est parfaitement en accord avec la DNS.
Les écarts les plus importants entre les prévisions du modèle et le profil DNS apparaissent au
voisinage du maximum de vitesse moyenne. Le modèle V ALM er et le modèle WJ+WWJ sont
eux en accord avec le niveau de température moyenne dans la partie centrale du canal à partir
de y/h > −0, 8. Pour le modèle WJ +WWJ , la pente du profil est trop élevée près de la paroi
et une forte rupture de pente est nécessaire pour rattraper le bon niveau au centre du canal. Le
modèle SST + GGDH sous-estime la pente du profil de température moyenne à la paroi puis
sous-estime légèrement le niveau au voisinage de y/h ≈ −0, 9 puis reproduit fidèlement le profil
de température moyenne comme les modèles algébriques à partir de y/h > −0, 75.

Les profils du cisaillement turbulent en régime de convection naturelle des trois modèles
algébriques sont en accord avec le profil de la DNS. La figure IV.13c montre que le modèle
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Figure IV.13 – Prévisions des modèles V ALM er et V ALM SJG couplés à un modèle k −
ω− kθ − r et comparées aux modèles WJ +WWJ et SST +GGDH – en régime de convection
naturelle.
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Figure IV.14 – Profils des échelles turbulentes obtenues par le modèle V ALM – régime de
convection naturelle.

WJ + WWJ sous-estime le cisaillement dans toute la largeur du canal mais fournit la bonne
tendance. Le cisaillement est légèrement surestimé par le modèle V ALM er au centre du canal
mais le reste du profil est satisfaisant et reste en accord avec la DNS. Le modèle V ALM
SJG donne un meilleur profil que le modèle V ALM er car il suit exactement la tendance du
cisaillement (hormis près de la paroi). Le modèle V ALM SJG fournit les meilleures prévisions
tandis que le modèle SST +GGDH est au moins aussi performant que le modèle V ALM er et
que le modèle fournit les moins bonnes prévisions WJ +WWJ .

Malgré les bonnes prévisions du cisaillement, la figure IV.13d montre que les modèles algé-
briques pour les tensions de Reynolds diagonales rencontrent des difficultés en régime de convec-
tion naturelle. Le modèle WJ +WWJ est très loin des profils issus des DNS : les niveaux dans
la partie centrale du canal sont très sous-estimés pour chacune des composantes. Les ordres de
grandeur obtenus par les modèles V ALM er et V ALM SJG sont en accord avec ceux de la
DNS au centre du canal, mais les évolutions des différentes composantes issues du calcul sont
très différentes de celles des DNS dans le reste du canal. Le modèle de paroi est pris en défaut
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pour ce régime de convection car les pentes près de la paroi sont différentes de celles des profils
DNS. Au centre du canal, le modèle V ALM er surestime légèrement la composante longitu-
dinale u′2 et sous-estime légèrement les composantes normale v′2 et transverse w′2. Le modèle
V ALM SJG sous-estime chacune des composantes diagonales et donne des niveaux au centre
du canal plus éloignés des DNS que le modèle V ALM er. Les modèles V ALM donnent de
meilleures prévisions que le modèle WJ +WWJ .

Pour le régime de convection naturelle, les profils de la composante longitudinale du flux de
chaleur turbulent u′T ′ obtenus par les modèles est moins en accord avec le profil de la DNS de
la figure IV.13e que pour les autres régimes de convection. Près de la paroi, les prévisions du
flux de chaleur turbulent longitudinal u′T ′ sont négatives jusqu’à y/h ≈ −0, 9 pour le modèle
WJ + WWJ et y/h ≈ −0, 95 pour les modèles V ALM . Dans le reste du canal, le modèle
WJ +WWJ sous-estime la composante longitudinale mais parvient à la bonne valeur au centre
du canal. Le modèle V ALM er surestime cette composante et de façon plus importante que le
modèle V ALM SJG. Le modèle V ALM SJG fournit un niveau de u′T ′ au centre du canal
plus en accord avec l’ordre de grandeur de la DNS que le modèle V ALM er. Les deux modèles
permettent néanmoins de représenter le maximum du profil en y/h ≈ −0, 8 et les profils obtenus
ont la bonne tendance à partir de ce maximum (malgré les surestimations). Les trois modèles
algébriques reproduisent mieux cette composante que le modèle SST +GGDH.

Enfin, la figure IV.13f montre que la tendance de la composante normale du flux de chaleur
turbulent v′T ′ est toujours correctement reproduite par les modèles mais l’ordre de grandeur au
centre du canal varie selon les modèles. La composante normale du flux de chaleur turbulent
v′T ′ est surestimée de près de trente pour-cent par le modèle WJ + WWJ . Ce modèle n’est
pas satisfaisant en convection naturelle au contraire des autres régimes. Les modèles V ALM
permettent d’obtenir un profil satisfaisant. Le niveau au centre du canal est bien estimé par le
modèle er et légèrement surestimé par le modèle SJG. Le modèle de paroi ne fournit néanmoins
pas exactement la bonne pente dans la région de paroi. Le modèle WJ +WWJ surestime plus
cette composante que les modèles V ALM er et SJG. Le modèle SST +GGDH sous-estime la
valeur de la composante normale au centre du canal. Les modèles V ALM possèdent les meilleures
prévisions parmi les modèles testés.

En ce qui concerne les échelle turbulentes dynamiques, les résultats du calcul en régime de
convection naturelle sont présentés sur la figure IV.14a pour l’énergie cinétique turbulente k et sur
la figure IV.14b pour le taux de dissipation ε. Pour ce régime de convection, l’énergie cinétique
turbulente k est sous-estimée dans toute la largeur du canal par les deux modèles V ALM .
Près de la paroi, la pente du profil n’est pas assez élevée et conduit à une sous-estimation du
profil attendu. Cette sous-estimation est due à la mauvaise prévision du terme de production

de l’énergie cinétique turbulente Pk = −u′v′
∂U

∂y
. La sous-estimation du profil de vitesse près de

la paroi et l’erreur commise sur le cisaillement dans la région de paroi induisent une mauvaise
prévision de ce terme. En retour, la sous-estimation de l’énergie cinétique près de la paroi est la
raison des sous-estimations des composantes diagonales des tensions de Reynolds. Au centre du
canal, le modèle V ALM er arrive à prévoir le niveau correct d’énergie cinétique turbulente tandis
qu’il est sous-estimé par le modèle V ALM SJG. Les modèles WJ +WWJ et SST + GGDH
sous-estiment largement l’énergie cinétique turbulente dans toute la largeur du canal et atteignent
la même valeur au centre. Le taux de dissipation ε est quant à lui mal modélisé à la paroi pour
chacun des modèles qui prévoient à un niveau nettement inférieur à la DNS. Néanmoins, le
taux de dissipation ε prévu par le modèle V ALM er est en accord avec celui de la DNS pour
y/h > −0, 6. Les modèles V ALM SJG et WJ + WWJ sous-estiment le niveau du taux de
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dissipation au centre du canal. Les mauvaises prévisions de ces deux grandeurs justifient les
résultats erronés obtenus par les tensions de Reynolds qui, à travers le modèle EARSM , sont
fortement dépendantes de k et ε.

Les prévisions du modèle en convection naturelle présentées sur les figures IV.14c et IV.14d
montrent que l’expression (III.102), page 147, définie pour le rapport r permet d’obtenir uni-
quement les tendances générales des échelles turbulents thermiques. En effet, près de la paroi, la
demi-variance est sous-estimée de plus de trente pour-cent par les modèles V ALM tandis qu’elle
est surestimée de cinquante pour-cent au centre du canal. Ces mauvaises prévisions sont dues
aux erreurs sur la composante normale v′T ′ et sur le gradient de température qui se répercutent
sur le terme de production de l’équation de transport de la demi-variance thermique donné par

Pθ = −v′T ′
∂T

∂y
. Le modèle de WJ +WWJ fournit un profil aplati surestimant le profil DNS

dans une large partie du canal. La figure IV.14d montre que la dissipation thermique εθ est ici
largement sous-estimée à la paroi car la DNS atteint une valeur proche de 50 près de la paroi. Au
centre du canal, la dissipation thermique εθ est légèrement surestimée par les modèles V ALM
tandis qu’elle est sous-estimé par le modèle WJ +WWJ .

IV.B.4 Conclusion concernant les calculs complets

Des calculs complets ayant recours au modèle V ALM couplé au modèle de turbulence
k − ω − kθ − r ont été effectués dans cette section. Les résultats de ce calcul sont comparés
aux résultats de calculs effectués avec le modèle de turbulence k−ω−kθ − r couplé aux modèles
de Wallin et Johansson (2000) et de Wikström et al. (2000) et avec un modèle SST couplé à
une hypothèse GGDH. Les prévisions obtenues par le modèle V ALM sont satisfaisantes car les
résultats sont au moins aussi bons que pour les autres modèles.

Au rang des satisfactions, la vitesse moyenne, toutes les tensions de Reynolds et les flux de
chaleur turbulents longitudinal u′T ′ sont bien reproduits pour les régimes de convection forcée
et mixte. Les allures et les niveaux obtenus par le calcul complet sont très proches des DNS.
Le cisaillement est aussi très satisfaisant dans le cas de convection naturelle. Le flux de chaleur
turbulents normal à la paroi v′T ′ est très satisfaisant au centre du canal malgré des écarts dans
la région de paroi.

Néanmoins, le flux de chaleur turbulent longitudinal u′T ′ est surestimé pour le régime de
convection naturelle et son comportement dans la région de paroi n’est pas en bon accord avec la
DNS. Pour ce régime, les prévisions de la vitesse moyenne, des tensions de Reynolds diagonales
et du flux de chaleur turbulent longitudinal u′T ′ sont moins bonnes que pour les autres régimes
de convection.

De façon générale, la température moyenne n’est reproduite que qualitativement malgré les
bonnes prévisions de v′T ′. Ceci s’explique par le fait que les modèles V ALM possèdent les
meilleures prévisions pour la composante normale des flux de chaleur turbulents v′T ′ sauf près
de la paroi. Cet écart dans la région de paroi conduit à des écarts sur le profil de température.
L’équation de l’énergie (équation (II.1), page 76) donne :

Φ = α
∂T

∂y
− v′T ′ ⇒ T = Tc +

1

α

∫ y

−h

(
Φ+ v′T ′

)
dy (IV.1)

où Φ est le flux de chaleur total dans le canal et est égal au flux de chaleur pariétal. Le fait
de bien représenter v′T ′ au centre du canal montre que le modèle permet d’obtenir un flux de

178



CHAPITRE IV. VALIDATION DU MODÈLE SUR LE CANAL VERTICAL
DIFFÉRENTIELLEMENT CHAUFFÉ

chaleur total cohérent avec la DNS. Néanmoins, les écarts (même faibles) dans la région de paroi
entraine une évolution différente du champ de température : l’intégrale

∫ y
−h

(
v′T ′

)
dy, i.e. l’aire

sous la courbe de v′T ′, est différente. Cette différence explique les écarts observés sur les profils
de température moyenne.

Via les termes de flottabilité, les erreurs sur le profil de température moyenne se répercutent
sur le profil de vitesse moyenne. Ce phénomène est particulièrement marqué en convection natu-
relle, régime pour lequel le seul terme source de l’équation de quantité de mouvement est le terme
de flottabilité. Les erreurs liées au champ de température moyenne près de la paroi empêchent le
modèle d’atteindre la bonne valeur du maximum de vitesse moyenne et expliquent les différences
obtenues en convection naturelle.

Concernant les échelles turbulentes dynamiques, le profil d’énergie cinétique ainsi que le pro-
fil du taux de dissipation sont très satisfaisants en convection forcée et mixte. En convection
naturelle, l’énergie cinétique turbulente et le taux de dissipation des modèles V ALM sont du
bon ordre de grandeur. Néanmoins, les erreurs effectuées sur le champs de vitesse moyenne et le
cisaillement turbulent dans la région de paroi conduisent à une sous-estimation du profil d’éner-
gie cinétique turbulente dans la région de paroi par l’intermédiaire du terme de production Pk.
En retour, ce mauvais résultat nuit aux prévisions des tensions de Reynolds diagonales.

Les prévisions des échelles turbulentes thermiques dépendent de l’expression (III.102), page 147,
définie pour r. Ce modèle permet de représenter qualitativement la demi-variance thermique kθ
et la dissipation thermique εθ. Les ordres de grandeurs sont respectés cependant l’erreur de mo-
délisation peut atteindre cinquante pour-cent dans certaines régions du canal. Ces deux échelles
turbulentes sont cruciales pour le modèle EAHFM et nuisent aussi aux prévisions des flux de
chaleur turbulents.

En ce qui concerne les comparaisons des résultats des modèles V ALM er et du V ALM SJG,
les prévisions sont meilleures avec le modèle V ALM er qu’avec le modèle V ALM SJG pour
chacun des régimes de convection. Dans le cas de convection naturelle, le modèle V ALM SJG
prévoit mieux la valeur du cisaillement turbulent et le profil de température moyenne dans toute
la largeur du canal mais la vitesse moyenne, les tensions de Reynolds diagonales et les flux de
chaleur turbulents sont légèrement mieux décrits par le modèle V ALM er. Toutefois, il faut
garder en mémoire que le modèle er a été développé pour la configuration du canal, ce qui peut
expliquer ses bonnes performances sur cette configuration.

Le modèle V ALM fournit au moins d’aussi bonnes prévisions que le modèle SST +GGDH
pour le champ de vitesse moyenne quel que soit le régime de convection. Il permet aussi de
mieux représenter le cisaillement turbulent et offre une meilleure modélisation des flux de cha-
leur turbulents et des tensions de Reynolds que le modèle SST +GGDH. En ce qui concerne les
comparaisons avec le modèle WJ+WWJ , elles montrent que le modèle V ALM représente mieux
les tensions de Reynolds et les flux de chaleur turbulents pour chacun des régimes de convection et
prévoit des champs de vitesse et de température moyenne plus en en accord avec les profils DNS.
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Conclusion et perspectives

La simulation numérique des écoulements de convection naturelle représente un véritable
challenge pour les logiciels de CFD industriels. De précédentes études (Hanjalić (2002); Ménard
(2005). . . ) ainsi que des tests présentés au cours de ce mémoire ont souligné cette affirmation.
Les modèles de turbulence classiques représentent le plus souvent le champ de température par
un scalaire passif et ne prennent pas en compte les termes de flottabilité dans les équations de
transport, ce qui entrain la mauvaise prévision de ces écoulements.

Afin de pallier ces défauts, l’objectif de cette thèse était de développer un modèle de turbu-
lence adapté à la simulation des écoulements de convection thermique, et plus particulièrement
à la simulation des écoulements de convection naturelle. Le modèle de turbulence devait aussi
être aisément intégrable dans un logiciel de CFD.

Cet objectif a orienté le développement vers le choix des modèles de turbulence de type
RANS qui ont été privilégiés par rapport aux approches DNS et LES très performantes mais
très coûteuses en ressources informatiques.

La simulation des écoulements de convection naturelle est directement liée à la modélisation
de la flottabilité qui introduit une direction préférentielle au sein de l’écoulement. La simple
modification des équations de transport des échelles turbulentes ne permet pas de prendre en
compte l’anisotropie due à la flottabilité. La flottabilité entraîne aussi le couplage des champs
dynamique et thermique : la prise en compte de ce couplage est nécessaire. L’utilisation de
modèles du second ordre couplés conduisant à de lourds calculs (dix-sept équations de transport
à résoudre), le développement du modèle s’est orienté vers le couplage de modèles algébriques.
Ces modèles permettent de représenter l’anisotropie de l’écoulement sans nécessiter les ressources
informatiques des modèles du second ordre.

La démarche conduisant au développement de ce modèle s’est décomposée en trois étapes dis-
tinctes : une étude préliminaire basée sur l’étude de DNS d’un écoulement de canal pour les trois
régimes de convection thermique, une étape de développement d’un nouveau modèle de turbu-
lence prenant en compte la flottabilité et enfin une validation du modèle de turbulence développé.

Bilan de l’étude

La configuration du canal vertical différentiellement chauffé a été choisie en raison des bases
de données numériques existantes aux trois régimes de convection. C’est une configuration simple
mais représentative de configurations plus complexes (annulation du gradient de vitesse, présence
de parois). Tout le mémoire se consacre à l’étude des écoulements soumis à la convection ther-
mique sur cette configuration.

L’étude préliminaire a tout d’abord confronté les modèles de turbulence classiques aux DNS
disponibles. Les relations constitutives à la base des modèles de turbulence couramment utilisés
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dans les logiciels de CFD ont été évaluées via des tests a priori. Pour la dynamique, l’hypo-
thèse de viscosité turbulente n’est pas adaptée à la simulation des écoulements de convection
naturelle car elle ne peut pas représenter l’anisotropie de l’écoulement due à la flottabilité. Pour
la thermique, les hypothèses SGDH et GGDH ne permettent de retranscrire que qualitative-
ment les flux de chaleur turbulents. Enfin, l’hypothèse du nombre de Prandtl constant a aussi
été examinée et est justifiée au centre du canal pour un écoulement donné, mais la valeur de
cette constante n’est pas universelle et varie avec l’écoulement. Ces tests a priori ont ensuite été
suivis par des calculs complets réalisés avec des modèles de turbulence couramment utilisés dans
les logiciels de CFD. Les prévisions de ces modèles ne se sont pas montrées satisfaisantes pour
les régimes de convection mixte et naturelle. Certaines grandeurs sont bien reproduites mais la
qualité de la représentation évolue avec le modèle utilisé et le régime de convection simulé.

Ces conclusions, en accord avec les observations d’Hanjalić (2002), ont montré que la modé-
lisation algébrique était la représentation minimale permettant la simulation des écoulements de
convection naturelle. Néanmoins, l’utilisation de ces modèles est sujette à la validité de l’hypo-
thèse d’équilibre local qui est à l’origine de ces modèles. Cette hypothèse a donc été examinée
sur la configuration du canal. Cette étude a mis en évidence deux régions de l’écoulement dans
lesquelles l’hypothèse d’équilibre local n’est plus valable : au voisinage d’une annulation du gra-
dient de vitesse et dans la région de paroi. Toutefois, cette étude préliminaire a surtout montré
que l’hypothèse d’équilibre local est valide dans une large partie du canal pour les tensions de
Reynolds et les flux de chaleur turbulents pour chacun des régimes de convection.

Cette étude préliminaire s’est conclue sur l’étude des modèles pour les corrélations de pres-
sion des équations de transport des tensions de Reynolds et des flux de chaleur turbulents. Les
confrontations aux profils issus des DNS ont permis de sélectionner le modèle homogène de So
et al. (2004b) pour le terme de redistribution. En ce qui concerne la corrélation pression-gradient
de température, aucun modèle ne s’est vraiment imposé : la qualité des prévisions varie avec le
régime de convection et la composante modélisée. Les modèles homogènes er de Wikström et al.
(2000) et So et al. (2004b) ont été choisis car ils offrent les meilleurs compromis. Les contributions
dues à la flottabilité dans les modèles pour les corrélations de pression ont ensuite été examinées,
permettant de choisir les constantes c6 = 0, 6 et cθ6 = 0, 4. Enfin, les modèles de paroi des corré-
lations de pression ont été comparés aux DNS, mettant en valeur les bonnes prévisions fournies
par le modèle de Manceau et Hanjalić (2002) pour les terme de redistribution et les mauvaises
prévisions du modèle de Shin et al. (2008) pour la corrélation pression-gradient de température.

Le modèle V ALM a pu être développé à la suite de cette étude préliminaire. La prise en
compte de la flottabilité est présente à travers le couplage d’un modèle algébrique aux tensions de
Reynolds (EARSM) et d’un modèle algébrique aux flux de chaleur turbulents (EAHFM) pour
lesquels des traitements spécifiques aux régions de parois ont été définis. Le modèle EARSM
possède une formulation proche du modèle de Wallin et Johansson (2000) mais prend en compte
la flottabilité. Une nouvelle méthode de projection est mise en œuvre. Elle consiste à projeter la
différence entre le tenseur d’anisotropie et la solution de l’équation d’équilibre sans écoulement
dans la base tensorielle usuelle. Cette méthode permet de considérer l’anisotropie due à la flotta-
bilité sans augmenter le nombre de tenseurs utilisés pour la projection. La pondération elliptique
n’a pu être appliquée comme traitement spécifique à la paroi mais une fonction d’amortissement
ayant recours au coefficient de pondération elliptique (provenant du modèle de Karlatiras et
Papadakis (2006)) a été adaptée.

Le modèle EAHFM dispose d’une formulation qui se rapproche du modèle de Wikström
et al. (2000) mais prend en considération la flottabilité. Le vecteur flux de chaleur turbulent
normalisé est obtenu par inversion matricielle. La pondération elliptique a été utilisée comme
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traitement spécifique à la paroi. Un nouveau modèle de paroi permettant au modèle EAHFM de
mieux représenter la composante normale à la paroi des flux de chaleur turbulents a été intégré.

Les modèles EARSM et EAHFM sont couplés par une méthode itérative. Les résolutions
des deux modèles s’inscrivent dans le prolongement de la résolution itérative des différentes
équations de transport réalisée au sein de nombreux codes de calcul.

Un modèle k − ω − kθ − r a été utilisé pour fournir les échelles turbulentes aux modèles
algébriques. Pour la dynamique, ce modèle utilise les équations de transport d’un modèle BSL
dont l’expression du terme de dissipation dans l’équation de transport de k a été modifiée pour
mieux représenter le pic de k près de la paroi. La représentation précise de l’énergie cinétique
turbulente près de la paroi permet au modèle EARSM de fournir de bonnes prévisions. Pour
la thermique, l’équation de transport de la demi-variance thermique est résolue tandis que la
dissipation thermique est obtenue grâce au rapport des échelles turbulentes r. Ce rapport est
évolue entre une valeur égale au nombre de Prandtl Pr à la paroi et la valeur 0, 5 au centre du
canal grâce au coefficient de pondération elliptique α.

Enfin, deux modèles dérivés du modèle V ALM ont été proposés : un modèle couplant le mo-
dèle EAHFM à un modèle DRSM et un modèle couplant le modèle EARSM à une hypothèse
GGDH. Si le premier constitue une alternative fiable déjà mise en œuvre lors de précédentes
études, le second conserve les limites inhérentes à l’hypothèse GGDH.

La campagne de validation s’est ensuite déroulée en deux temps, toujours sur la configuration
du canal. Dans un premier temps, des tests a priori ont été effectués afin de comparer les
prévisions brutes du modèle développé aux prévisions d’autres modèles de turbulence algébriques
existants. Les comparaisons ont mis en évidence les bonnes prévisions obtenues par le modèle
développé qui figure parmi les meilleurs pour chaque régime de convection.

Dans un second temps, des calculs complets ont été réalisés en utilisant le modèle V ALM
avec le modèle k − ω − kθ − r et comparés aux prévisions d’un modèle SST couplé à une hy-
pothèse GGDH ainsi qu’à un calcul réalisé avec le modèle k − ω − kθ − r couplé aux modèles
de Wallin et Johansson (2000) et Wikström et al. (2000). Une fois encore, le modèle V ALM
obtient des résultats au moins aussi bons que les autres modèles et fournit des prévisions très
encourageantes. En convection naturelle, le modèle V ALM offre de meilleures prévisions que les
autres modèles mais ne permet pas de reproduire fidèlement les profils attendus.

Pour conclure, le principal apport de cette thèse est la construction d’un modèle de turbulence
destiné à la représentation des écoulements turbulents soumis à la convection thermique facile-
ment applicable dans un code de calcul. Grâce à la prise en compte des termes de flottabilité, le
modèle permet de représenter les différentes grandeurs moyennes et turbulentes quel que soit le
régime de convection. Toutefois, les améliorations apportées à la simulation de l’écoulement de
convection naturelle ne sont pas assez importantes pour modéliser correctement cet écoulement.

En ce qui concerne les apports indirects, cette thèse a aussi permis d’étudier de nombreux
aspects de la modélisation de la turbulence dans le cas des écoulements de convection thermique :
les régions de validité des modèles algébriques, le choix des corrélations de pression, la formula-
tion des modèles algébriques, la prise en compte de la flottabilité, le recours à des traitements
spécifiques à la région de paroi, le développement d’un nouveau modèle de paroi thermique et
la difficulté à rendre compte du couplage des champs dynamique et thermique par le terme de
flottabilité.
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Perspectives

De nombreuses perspectives existent à la fin de cette thèse. La première est la mise en pratique
du modèle sur de nouvelles configurations qui avaient été envisagées au début de la thèse mais
n’ont pu être examinées à cause du temps important dévolu au développement du modèle :

– la plaque plane chauffée permettrait d’observer le comportement du modèle près de la paroi
et à la limite entre l’écoulement turbulent et l’écoulement laminaire,

– le canal horizontal dans lequel s’établit un écoulement stratifié permettrait aussi de mettre
à l’épreuve le modèle sur une configuration disposant de gradient de vitesse moyenne et de
température moyenne orthogonaux,

– la cavité différentiellement chauffée représente une difficulté supérieure de part sa géomé-
trie bidimensionnelle. D’un point de vue physique, la présence d’écoulements de coins, la
stratification thermique au centre de la cavité et le changement de topologie en fonction
du nombre de Rayleigh sont autant de phénomènes que le modèle doit être capable de
représenter,

– la cavité contenant un élément chauffant, dans le cas bidimensionnel puis tridimensionnel,
représente l’objectif à moyen terme du projet MAEV A.

D’autre part, le modèle a été initialement prévu pour être introduit dans un logiciel de CFD
industriel. À ce titre, le modèle a commencé à être codé dans le logiciel CEDRE de l’ONERA
mais, par manque de temps, n’a pu être évalué. La poursuite du codage du modèle permettra
de le confronter à des configurations plus complexes et à des cas tridimensionnels. Un exemple
d’application industrielle auquel le modèle V ALM va devoir faire face à long terme est la simu-
lation de l’écoulement de convection naturelle autour d’une montgolfière infrarouge (MIR).

Du point de vue modélisation, des améliorations du modèle de paroi thermique pour le
régime de convection naturelle sont nécessaires afin de mieux représenter tous les flux de chaleur
turbulents. Ceci permettra d’améliorer les prévisions du champ de température moyenne qui
lui-même améliorera les prévisions du champ de vitesse moyenne pour ce régime de convection.

L’utilisation d’un couplage entre un modèle v′2 − f et le modèle V ALM développé pour-
rait aussi permettre une meilleure représentation de la composante normale v′2 des tensions de
Reynolds. Le modèle v′2 − f fournit v′2 tandis que les autres composantes sont calculées par le
modèle EARSM . La composante v′2 est très importante vis-à-vis des flux de chaleur turbulents
et notamment pour la composante normale.

Les échelles turbulentes ont un impact important sur les performances des modèles algé-
briques. Une amélioration des équations d’échelles constituerait un apport certain comme l’uti-
lisation d’un modèle k− ω− kθ − ǫθ, via une meilleure modélisation du rapport r ou encore une
modification de l’équation de transport de ω (qui n’a pas été modifiée dans le modèle k−ω−kθ−r).

De même, le modèle de paroi dynamique contient une constante dépendante de l’écoulement
(B2). Le développement d’un modèle de paroi indépendant de l’écoulement serait un avantage
indéniable.

Le couplage des modèles dynamique et thermique pourrait de même être optimisé afin de se
priver de la méthode itérative peut poser des problèmes de convergence.

Enfin, le couplage du modèle EAHFM avec un modèle du second ordre pour les tensions
de Reynolds permettrait de juger la qualité de la représentation du modèle présenté dans ce
mémoire. De plus, cela permettra au modèle EAHFM de se démarquer des ennuis rencontrés
par le modèle EARSM au voisinage de l’annulation du gradient de vitesse moyenne.
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Annexe A

Code de calcul de canal en convection
thermique

Afin de pouvoir mettre en application les modèles de turbulence classiques sur la configura-
tion de canal plan infini vertical différentiellement chauffé, un code de calcul a été développé. Ce
code permet de simuler l’écoulement dans le canal pour tous les régimes de convection thermique
à partir d’un nombre de Reynolds et d’un nombre de Grashof. Une condition de température
imposée à la paroi est prise en compte par le modèle.

Les modèles de turbulence dynamique disponibles sont :
– le schéma à longueur de mélange de Nikuradse (1932),
– le modèle à une équation de Spalart et Allmaras (1992, 1994),
– les modèles k − ε de Launder et Sharma (1974) et de Chien (1982),
– le modèle k − ω de Wilcox (1988),
– les modèles BSL et SST de Menter (1994),
– le modèle k − ε− φ− α de Billard et Laurence (2012).

La représentation des flux de chaleur peut être choisie parmi :
– l’hypothèse SGDH, avec un nombre de Prandtl turbulent constant (à choisir) ou par la

relation de Kays et Crawford (1993),
– l’hypothèse GGDH,
– un modèle kθ et r = 0.5.

Le code de calcul est écrit en langage fortran 90, génère le maillage et résout les équations
du champs moyen (I.21, page 35) et les équations de transports des échelles turbulentes par la
méthode des différences finies. Le programme utilise une méthode pseudo-stationnaire. Il procède
à la résolution des équations via l’algorithme de Thomas. Les différentes équations de transport
sont résolues successivement. La discrétisation des équations est réalisée selon un schéma décen-
tré avant d’ordre un pour le terme temporel et un schéma centré d’ordre deux pour les dérivées
et les termes de diffusion.

Le maillage est créé et réadapté par le code en fonction de la vitesse de frottement. Initia-
lement, le code met en place un maillage de 61 nœuds, plus fin à la paroi et à pas constant au
centre du canal. La taille des mailles suit une progression géométrique de raison 1, 2 dans la zone
pariétale. Ce maillage est ensuite réadapté pour satisfaire une première maille à y+ < 0, 1.
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L’initialisation du profil de vitesse se fait à partir du profil parabolique obtenu dans le cas
laminaire. Le profil de température initiale est linéaire entre les parois. La solution par le schéma
à longueur de mélange est utilisée pour initialiser le calcul avec les autres modèles de turbulence.

Après avoir convergé avec le modèle choisi, le programme effectue un test de convergence
vis-à-vis du nombre de Reynolds cible en ajustant le gradient de pression, puis en cas de succès
un test sur la qualité du maillage. Le nombre de Grashof Gr permet de fixer la différence de
température entre les parois.
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Annexe B

Modélisation terme à terme et
modélisation globale des corrélations de
pression

B.1 Modélisation du terme φij

La modélisation du terme φij,1 repose souvent sur le modèle de Rotta (1951) :

φij,1 = −c1

(

u′iu
′
j

k
− 2

3
δij

)

ε (B.1)

La modélisation du terme φij,2 lié aux gradients du champ moyen repose sur le modèle quasi-
isotrope de Launder et al. (1975) :

φij,2 = − 1

2π

∂Uk

∂xl

∫
∂ul
∂xk

(x+ r)

(
∂u′i
∂xj

(x) +
∂u′j
∂xi

(x)

)
d3r

‖r‖
︸ ︷︷ ︸

ail
jk

+ajl
ik

=
∂Uk

∂xl

(

ailjk + ajlik

)

(B.2)

Le tenseur d’ordre quatre ailjk (à ne pas confondre avec le tenseur d’anisotropie) est représenté
par une combinaison linéaire des tensions de Reynolds :

ailjk = (α1δijδkl + α2δikδjl + α3δilδjk) k (B.3)
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où les αi et les βi sont des constantes. En utilisant les propriétés de symétries de ce tenseur, il
vient :

ailjk = ailkj = alijk (B.4)

De plus, l’équation de continuité conduit à

ailjl = ailik = 0 (B.5)

Enfin, la relation de Green donne :
ailjj = 2u′iu

′
l (B.6)
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Grâce à ces contraintes sur le tenseur ailjk, des relations entre les différentes constantes peuvent
être établies. Les contraintes de symétries imposent α1 = α2 et β1 = β2 = β5 = β6. La contrainte
provenant de l’équation de continuité impose quant à elle :

α3 + 4α1 + 2β1 = 0

5β1 + β3 + β4 = 0

La contrainte provenant de la relation de Green donne :

3α3 + 2α1 + 2β4 = 0

4β1 + 3β3 = 0

Ces relations entre les différentes constantes ne laissent plus qu’un seul paramètre inconnu.
En posant, c2 = β3 la formulation suivante est obtenue :
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avec
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Launder et al. (1975) préconisent de fixer la dernière valeur libre par c2 = 0, 4 tandis que Taulbee
(1992) la fixe à 5/9.

La modélisation globale postule une formule générale à l’aide du tenseur d’anisotropie aij , du
tenseur taux de déformation Sij et du tenseur de vorticité Ωij qui se rapproche de la formulation
obtenue par la modélisation terme à terme.

B.2 Modélisation du terme φiθ

Le terme φiθ,1 est généralement modélisé par un terme de rappel de la forme :

φiθ,1 = −cθ1
ε

k
u′iT

′ (B.9)

La modélisation terme à terme de φiθ,2 peut être réalisée de deux façon. La première est la
méthode d’isotropisation de la production :

φiθ,2 = −cθ2u
′
kT

′
∂Ui

∂xk
(B.10)

La seconde méthode est semblable à celle pour le terme de redistribution, c’est le modèle
quasi-isotrope. Cette modélisation repose sur la définition de φiθ,2 :
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B.3. VALEURS DES CONSTANTES C6 ET Cθ6 ISSUES DE LA MODÉLISATION TERME
À TERME

Le gradient de vitesse moyenne apparaît naturellement dans l’expression de φiθ,2 (Launder
(1978)). De même que pour le cas dynamique, la relation de Green impose :

alkk = 2u′lT
′ (B.12)

L’équation de continuité mène à :
allk = 0 (B.13)

Enfin, pour des raisons de symétrie :
alik = alki (B.14)

L’expression linéaire la plus générale que peut adopter le tenseur alik est donnée par :

alik = β1u′iT
′δkl + β2u′kT

′δil + β3u′lT
′δik (B.15)

Les contraintes précédentes conduisent alors aux équations :

β1 = β2

β1 + 3β2 + β3 = 0

β1 + β2 + 3β3 = 0

qui fournissent les valeurs des constantes : β1 = β2 = −1/5 et β3 = 4/5. L’expression finale pour
le modèle de corrélation pression-gradient de température fluctuante est alors donnée par :
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(B.16)

L’expression finale n’est pas liée au gradient de température qui n’apparaît à aucun moment lors
de la démonstration (Launder (1978)), au contraire du gradient de vitesse moyenne. La plupart
des modèles du tableau I.2, page 52, font intervenir le premier terme de cette expression mais
avec une valeur de β3 moins élevée tandis que le second terme est souvent négligé.

B.3 Valeurs des constantes c6 et cθ6 issues de la modélisation
terme à terme

La modélisation terme à terme de la contribution de la flottabilité au terme de redistribution
φij,3 est réalisée grâce à une approche quasi-isotrope, de la même façon que pour φij,2 :

φij,3 = − 1
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Le tenseur aijk est le même que celui déjà utilisé pour la modélisation de φiθ,2. L’expression finale
de aijk conduit à :
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3
βgku

′
kT

′δij

)

= −3

5

(

Gij −
2

3
Gkδij

)

(B.18)

190
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CORRÉLATIONS DE PRESSION

Il en va de même pour φiθ,3 :

φiθ,3 = − 1

4π

∫ (

βgk
∂T ′

∂xk

)

x+r

(
∂T ′

∂xi

)

x

d3r

‖r‖ = −βgkaik (B.19)

Le tenseur aik d’ordre deux doit respecter une contrainte de symétrie et doit posséder une trace
égale à akk = T ′2. Son expression générale est prise de la forme : aik = β1T

′2δik. Il vient
immédiatement : β1 = 1/3. Le terme φiθ,3 est donc modélisé par :

φiθ,3 = −1

3
Giθ (B.20)
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Annexe C

Comportement asymptotique à la paroi

Le développement asymptotique des différents termes des équations de transport des tensions
de Reynolds u′iu

′
j et des flux de chaleur turbulents u′iT

′ ont été calculés. Les expressions des termes
d’ordre le plus bas sont regroupées dans les tableaux C.1 et C.2. Les termes d’ordre zéro, O (y+)
et O

(
y2+

)
sont intéressants car ils interviennent dans l’équilibre de la région de paroi.
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A
N

N
E

X
E

C
.

C
O

M
P

O
R
T

E
M

E
N

T
A

SY
M

P
T

O
T

IQ
U

E
À

L
A

P
A

R
O

I

Pij Gij φij εij Dν
ij Dt

ij Dp
ij

u′2 O
(
y3

)
O

(
y2

)
2ap

∂bu
∂x

y 2νb2u + 8νbucuy 2νb2u + 12bucuy O
(
y3

)
−2

∂

∂x
(apbu) y

u′v′ O
(
y4

)
O

(
y2

)
apbu + (bubp + 2apbcu) y 4νbucvy 6bucvy O

(
y4

)
−apbu − (2apcu + 2bpcu) y

v′2 O
(
y5

)
O

(
y3

)
4apcvy + (6apdv + 4bpcv) y

2 8νc2vy
2 8νc2vy

2 O
(
y5

)
−4apcvy − 6 (apdv + bpcv) y

2

w′2 O
(
y4

)
O

(
y2

)
2ap

∂bw
∂z

y 2νb2w + 8νbwcwy 2νb2w + 12bwcwy O
(
y3

)
−2

∂

∂z
(apbw) y

Table C.1 – Tableau des comportements asymptotiques à la paroi des termes des équations de transport des tensions de Reynolds pour
chacune des composantes.
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PU
iθ P T

iθ Giθ φiθ εiθ Dm
iθ Dt

iθ Dp
iθ

u′T ′ O
(
y3

)
O

(
y3

)
O

(
y2

)
ap

∂bT
∂x

y (α+ ν) (bubT+ (α+ ν) (bubT+ O
(
y3

)
− ∂

∂x
(apbT ) y

(2cubT + 2bucT ) y) (2cubT + 2bucT ) y)

v′T ′ O
(
y4

)
O

(
y4

)
O

(
y2

)
apbT 2 (α+ ν) bT cvy 2 (α+ 2ν) bT cvy O

(
y3

)
−apbT

(2cTap + bpbT ) y −2 (cTap + bpbT ) y

w′T ′ O
(
y3

)
O

(
y3

)
O

(
y2

)
ap

∂bT
∂z

y (α+ ν) (bwbT+ (α+ ν) (bwbT+ O
(
y3

)
− ∂

∂z
(apbT ) y

(2cwbT + 2bwcT ) y) (2cwbT + 2bwcT ) y)

Table C.2 – Tableau des comportements asymptotiques à la paroi des termes des équations de transport des flux de chaleur turbulents
pour chacune des composantes.
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Annexe D

Variations autour du modèle V ALM

D.1 Modèle EARSM avec pondération elliptique

L’inclusion du modèle de paroi dans le système linéaire (III.8) conduit à l’apparition de
nouveaux termes dans les tenseurs A et b liés au modèle de paroi à pondération elliptique. Ces
tenseurs sont maintenant donnés par :

A =











N ′ +
cα
IIS

(

2µ2 −
µ2
2

2

)

A2
IIS
3

+
cα
IIS

(
µ2IIS

3
− µ2µ3

2

)

−2A3IIΩ +
cα
IIS

(µ2µ4)

2A2 +
cα

II2S/6

(
2µ2IIS

6
− µ2µ3

2

)

N ′ +
cα

II2S/6

(−2µ3IIS
6

− µ2
3

2

)
cα

II2S/6

(−2µ4IIS
3

+ µ3µ4

)

−A3 +
cα

−2IISIIΩ
(µ2µ4)

cα
−2IISIIΩ

(−2µ4IIS
3

+ µ3µ4

)

N ′ +
cα

−2IISIIΩ

(
−4µ3IIΩ − 2µ2

4

)











(D.1)
où cα = 5

(
1− α3

)
afin de simplifier l’écriture de la matrice, et :

b =











−A1 +
η1
IIS

A4

ε
−

[
η1N

′ + 2A2η2 − 2A3η3
IIS

+
5

IIS

(
1− α3

) (

2ς2 −
µ2ς1
2

)]

γ4

6η2
II2S

A4

ε
−

[
6η2N

′

II2S
+

2A2η1
IIS

+
5

−2IISIIΩ

(
1− α3

)
(

2

(

ς3 −
ς1IIS
3

)

− ς1µ3

2

)]

γ4

η3
IISIIΩ

A4

ε
−

[
η3N

′

IISIIΩ
− A3η1

IIS
+

5

−2IISIIΩ

(
1− α3

)
(4ς4 + ς1µ4)

]

γ4











(D.2)
La présence de la trace tr

(
a ·M0

)
dans l’équation (III.32) contribue à la présence de termes

supplémentaires sur la diagonale de la matrice A et pour les composantes A23 et A32 qui ne sont
plus nulles.

Sans l’inclusion du modèle de paroi, le déterminant de la matrice A est donné par N ′
(

N
′2 −Q

)

.

Le calcul de la solution de ce système est réalisable par la relation γ = A−1 · b où A−1 :

A−1 =












N ′

N ′2 −Q

− IIS
3 A2

N ′2 −Q

2IIΩA3

N ′2 −Q
−2A2

N ′2 −Q

N
′2 − 2IIΩA

2
3

N ′ (N ′2 −Q)

−4A2A3IIΩ
N ′ (N ′2 −Q)

A3

N ′2 −Q

− IIS
3 A2A3

N ′ (N ′2 −Q)

N
′2 − 2

3IISA
2
2

N ′ (N ′2 −Q)












(D.3)
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Le vecteur b reste inchangé et est donné par l’équation (III.10). Pour certaines composantes de
cette matrice, le numérateur et le dénominateur ont pu être factorisés par N ′. Le produit A−1 · b
donne donc les solutions du système linéaire qui sont finalement d’ordre O

(

N
′2
)

. Le coefficient

de projection γ1 conduit à l’équation polynomiale d’ordre trois pour le paramètre N ′ via le terme
de production sur dissipation Pk/ε = −γ1IIS − γ4η1. Il est donné par :

γ1 =

3∑

i=1

A−1
1i bi =

(a0 + a1N
′)

(b0 + b1N ′ + b2N
′2)

(D.4)

En multipliant l’expression donnant la définition du paramètre N ′ par le dénominateur de γ1

(d’ordre O
(

N
′−2

)

), l’expression polynomiale d’ordre trois en N ′ est obtenue.

Avec l’inclusion du modèle de paroi, le déterminant de A est un polynôme de la forme
(

b0 + b1N
′ + b2N

′2 + b3N
′3
)

. Cette expression ne peut pas être factorisée par N ′ comme dans

le cas sans modèle de paroi à cause de la présence de terme d’ordre zéro/terme constant prove-
nant du fait que le modèle de paroi apporte des termes sur la diagonale et aux composantes A23

et A32. Cette fois-ci, les composantes de la première ligne de la matrice A−1 ne se simplifient

pas et restent d’ordre O
(

N
′−3

)

, qui vont donner des coefficients de projection du même ordre,

conduisant à une équation polynomiale d’ordre quatre pour N ′.

D.2 Modèle EAHFM avec pondération elliptique

D.2.1 Cas tridimensionnel

Dans le cas tridimensionnel, les tenseurs utilisés au cours du développement du modèle ont
pour formes :

S∗ =








S∗
11 S∗

12 S∗
13

S∗
12 S∗

22 S∗
23

S∗
13 S∗

23 − (S∗
11 + S∗

22)








, Ω∗ =








0 Ω∗
12 Ω∗

13

−Ω∗
12 0 Ω∗

23

−Ω∗
12 −Ω∗

23 0








g∗ =








g∗1

g∗2

g∗3








et Θ =








Θ1

Θ2

Θ3








où pour rappel, S∗ est le tenseur des taux de déformation adimensionné, Ω∗ est le tenseur taux
de vorticité adimensionné, g∗ est le vecteur gravitationnel adimensionné g∗ =

√
k kθ/ε βg et Θ

est le gradient de température moyenne adimensionné Θ = k/ε
√

k/kθ∇T .

Afin de simplifier les équations dans la suite de ce paragraphe, la notation cαn =
(
1− α3

)
(3 + 5cn)

sera utilisée. Dans le cas général tridimensionnel, la matrice inverse A
′−1 est toujours donnée par

le théorème de Cayley-Hamilton et a pour expression :
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A
′−1 =

(

N
′2
θ −N ′

θc
α
n − cαncSη4 − 1

2Q1

)

Id − (N ′
θ + cαn)

(
cSS

∗ + cΩΩ
∗ + cαnM

)
+

(
cSS

∗ + cΩΩ
∗ + cαnM

)2

det
(
A
)

(D.5)
La présence de la matrice M dans l’expression de la matrice A′ conduit à une expression plus

compliquée pour la matrice inverse A
′−1 qui reste dépendante de la matrice M et de M2. La

matrice M possède les propriétés d’un projecteur et notamment M2 = M . Dans le cas général
tridimensionnel, cette matrice à pour expression :

M =








n1n1 n1n2 n1n3

n1n2 n2n2 n2n3

n1n3 n2n3 (1− n1n1 − n2n2)








Dans le cas tridimensionnel, le déterminant de la matrice A′ est donné par :

det
(
A
)
=

(
N ′

θ + cαn
)
(

N
′2
θ − 1

2
Q1 − cSc

α
nη4

)

+
1

2
Q2 + cαn

(
c2Sη5 + c2Ωη6 + cSc

α
nη4

)
(D.6)

avec :

η4 = tr
(
S∗ ·M

)
(D.7)

η5 = tr
(
S∗2 ·M

)
(D.8)

η6 = tr
(
Ω∗2 ·M

)
(D.9)

La présence du modèle de paroi complexifie la formulation des expressions mais la résolution
par inversion matricielle est toujours possible. Néanmoins, le problème de l’équation polynômiale
d’ordre quatre, dans le cas tridimensionnel, qui permet la détermination du paramètre N ′

θ est
toujours présent. Le recours à une méthode itérative pour le calcul de la solution physique de
cette équation est possible mais perd l’attrait de la formulation explicite.

En conclusion, le modèle de paroi ne fait qu’alourdir les expressions du système linéaire mais
la démarche ne change pas entre le cas sans modèle de paroi avec pondération elliptique et le cas
avec modèle de paroi à pondération elliptique.

D.2.2 Cas bidimensionnel

Dans un cas général bidimensionnel qui a servi de cadre d’étude dans le corps du manuscrit,
les tenseurs utilisés pour le développement du modèle se simplifient et sont donnés par :

S∗ =








S∗
11 S∗

12 0

S∗
12 −S∗

11 0

0 0 0








, Ω∗ =








0 Ω∗
12 0

−Ω∗
12 0 0

0 0 0








, g∗ =








g∗1

g∗2

0








et Θ =








Θ1

Θ2

0
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et

M =








n1n1 n1n2 0

n1n2 n2n2 0

0 0 0








Dans le cas bidimensionnel, le déterminant de la matrice A se simplifie grâce à la relation sui-
vante : cαn

(
−1

2Q1 − cSc
α
nη4

)
+ cαn

(
c2Sη5 + c2Ωη6 + cSc

α
nη4

)
= 0 valable dans les configurations

bidimensionnelles. Le déterminant de la matrice A est uniquement donné par :

det
(
A
)
= N ′

θ

(

N
′2
θ +Nθc

α
n − 1

2
Q1 − cSc

α
nη4

)

(D.10)

En comparaison avec le cas tridimensionnel, l’expression est bien sûr plus simple mais surtout le
fait que le paramètre N ′

θ apparaît en facteur dans la définition du déterminant de la matrice A

est un aspect important pour la suite du calcul. La matrice inverse A
′−1 est donnée dans le cas

bidimensionnel par :

A
′−1 =











N ′
θ − cSS11 + cαnn

2
2

N
′2
θ +N ′

θc
α
n − 1

2Q1 − cαncSη4 + cαnn
2
1n

2
2

− (cSS12 + cΩΩ12 + cαnn1n2)

N
′2
θ +N ′

θc
α
n − 1

2Q1 − cαncSη4 + cαnn
2
1n

2
2

0

− (cSS12 − cΩΩ12 + cαnn1n2)

N
′2
θ +N ′

θc
α
n − 1

2Q1 − cαncSη4 + cαnn
2
1n

2
2

N ′
θ + cSS11 + cαnn

2
1

N
′2
θ +N ′

θc
α
n − 1

2Q1 − cαncSη4 + cαnn
2
1n

2
2

0

0 0
1

N ′
θ











(D.11)

Le numérateur de A
′−1 ce simplifie grâce à la relation :

(
−cαncSη4 − 1

2Q1

)
Id + cα2n M +

(
cSS

∗ + cΩΩ
∗ + cαnM

)2
= 0 pour les configurations bidimensionnelles. Le numérateur et le dé-

nominateur des composantes de la matrice A
′−1 sont simplifiés par N ′

θ, aboutissant au fait que

toutes les composantes de la matrice inverse soient d’ordre O
(

N
′−2
θ

)

.

Le membre de droite de l’équation (III.54) n’est lui pas affecté par la présence de la matrice
M . Le calcul du vecteur flux de chaleur turbulent normalisé ξ correspond au produit du tenseur

A
′−1 par le membre de droite de l’équation (III.54). Ce dernier étant indépendant du paramètre

N ′
θ, les composantes du vecteur flux de chaleur turbulents normalisé ξ sont du même ordre que

les composantes de la matrice inverse A
′−1. Or, l’expression de cette matrice dans le cas bidi-

mensionnel montre que ces composantes sont d’ordre O
(

N
′−2
θ

)

.

Les définitions des termes de production sur dissipation de variance thermique Pθ/εθ et
de flottabilité Gk/ε font intervenir le vecteur flux de chaleur turbulents normalisé ξ contracté
avec le gradient de température adimensionnalisé Θ ou le vecteur gravitationnel g. Pour les
deux rapports, Θ et g∗ sont connus et indépendants du paramètre N ′

θ. L’ordre de l’équation
polynomiale du paramètre N ′

θ n’est alors dicté que par l’ordre en N ′
θ du vecteur flux de chaleur

turbulent normalisé ξ. L’équation polynomiale résultant du modèle EAHFM incluant le modèle
de paroi à pondération elliptique reste donc d’ordre trois et permet le calcul explicite et direct
de la valeur de N ′

θ.
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D.3 Modèle EARSM couplé à l’hypothèse GGDH

La modélisation du tenseur de flottabilité via l’hypothèse GGDH permet d’obtenir une for-
mulation uniquement dépendante des tensions de Reynolds u′iu

′
j , du vecteur gravitationnel g et

du gradient de température moyenne adimensionnalisé Θ. Néanmoins, la contraction du terme
de flottabilité avec les tenseurs de la base B va faire apparaître de nouveaux termes :

ζ1 = tr
[(

T1 ·Θ
)

⊗ g
]

ζ7 = tr
[((

T1 ·Θ
)

⊗ g
)

· T2

]

ζ2 = tr
[(

T2 ·Θ
)

⊗ g
]

ζ8 = tr
[((

T2 ·Θ
)

⊗ g
)

· T2

]

ζ3 = tr
[(

T3 ·Θ
)

⊗ g
]

ζ9 = tr
[((

T3 ·Θ
)

⊗ g
)

· T2

]

ζ4 = tr
[((

T1 ·Θ
)

⊗ g
)

· T1

]

ζ10 = tr
[((

T1 ·Θ
)

· g
)

· T3

]

ζ5 = tr
[((

T2 ·Θ
)

⊗ g
)

· T1

]

ζ11 = tr
[((

T2 ·Θ
)

⊗ g
)

· T3

]

ζ6 = tr
[((

T3 ·Θ
)

⊗ g
)

· T1

]

ζ12 = tr
[((

T3 ·Θ
)

⊗ g
)

· T3

]

où T1 = S∗, T2 =
(

S∗2 − 1
3tr

(
S∗2

)
Id

)

et T3 =
(
S∗ · Ω∗ − Ω∗ · S∗

)
. Chacun de ces termes peut

être facilement calculer et est donc considéré comme connu pour le modèle EARSM .
Le système linéaire (III.8) est donné dans le cas bidimensionnel par :

A =










N ′ − CθA4
2ζ4
IIS

A2
IIS
3

− CθA4
2ζ5
IIS

−2A3IIΩ − CθA4
2ζ6
IIS

2A2IIS − CθA4ε
2ζ7

II2S/6
N ′ − CθA4

2ζ8
II2S/6

−CθA4
2ζ9

II2S/6

−A3 − CθA4
2ζ10

−2IISIIΩ
−CθA4

2ζ11
−2IISIIΩ

N ′ − CθA4
2ζ12

−2IISIIΩ










(D.12)

et

b =










−A1 + CθA4
4/3 ζ1
IIS

CθA4
4/3 ζ2
II2S/6

CθA4
4/3 ζ3

−2IISIIΩ










(D.13)

Ces deux termes conduisent au même problème lié à l’ordre de l’équation polynomiale du pa-
ramètre N ′. En effet, à l’image du modèle EARSM incluant le traitement de paroi basé sur
la pondération elliptique, la contraction du terme de flottabilité avec les tenseurs de la base va
compléter la matrice A qui est maintenant pleine. Dans le cas général, les coefficients de projec-

tion, solutions du système linéaire, vont être d’ordre O
(

N
′−3

)

. L’utilisation de ces coefficients

de projection dans la définition du rapport de production sur dissipation d’énergie cinétique
turbulente Pk/ε va mener à une équation polynomiale d’ordre quatre pour le paramètre N ′. La
solution de cette équation peut être déterminée par une méthode itérative mais va à l’encontre
de l’idée initiale du développement qui est de mettre en place un modèle explicite.

Néanmoins, la matrice A et le vecteur b se simplifient pour certaines configurations. Dans le
cas particulier du canal vertical différentiellement étudié au cours de cette thèse, le gradient de
température Θ est orienté dans la direction orthogonale au champ gravitationnel g∗. Les tenseurs
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S∗, Ω∗, g∗ et Θ sont donnés par :

S∗ =








0 S∗
12 0

S∗
12 0 0

0 0 0








, Ω∗ =








0 Ω∗
12 0

−Ω∗
12 0 0

0 0 0








, g∗ =








g∗1

0

0








et Θ =








0

Θ2

0








L’attrait de cette configuration est le fait qu’elle dispose de matrices quasiment creuses et que
les produits tensoriels entre les vecteurs g∗ et Θ∗ vont aboutir à des expressions très simples. En
effet, avec ces tenseurs les termes ζ2, ζ3, ζ4, ζ8, ζ9, ζ11 et ζ12 sont tous nuls. Le tenseur A est
alors donné par :

A =










N ′ A2
IIS
3

− CθA4
2ζ5
IIS

−2A3IIΩ − CθA4
2ζ6
IIS

2A2IIS − CθA4
2ζ7

II2S/6
N ′ 0

−A3 − CθA4
2ζ10

−2IISIIΩ
0 N ′










(D.14)

De même, le vecteur b se simplifie aussi et donne :

b =









−A1 + CθA4
4/3 ζ1
IIS

0

0









(D.15)

La structure de la matrice A et du vecteur b sont les mêmes que celles provenant du modèle
EARSM , seuls les termes non-diagonaux incluent de nouvelles contributions dues à la flottabilité.
La résolution de ce système linéaire est donc faisable, conduira à des coefficients de projections

d’ordre O
(

N
′−2

)

et fournira une équation polynomiale d’ordre trois pour le paramètre N ′.

Les coefficients de projection sont finalement définis par :

γ1 =
N

(

−A1 +
4
3CθA4

ζ1
IIS

)

N ′2 +
[

−1
2Q1 + CθA4

(

A2
4ζ5+4ζ7

IIS
+A3

2ζ10−2ζ6
IIS

)

+ C2
θA

2
4

(
2ζ6ζ10
II2

S
IIΩ

− 24ζ5ζ7
II3

S

)](D.16)

γ2 =

−
(

−A1 +
4
3CθA4

ζ1
IIS

)(

2A2IIS − CθA4
2ζ7

II2S/6

)

N ′2 +
[

−1
2Q1 + CθA4

(

A2
4ζ5+4ζ7

IIS
+A3

2ζ10−2ζ6
IIS

)

+ C2
θA

2
4

(
2ζ6ζ10
II2

S
IIΩ

− 24ζ5ζ7
II3

S

)](D.17)

γ3 =

−
(

−A1 +
4
3CθA4

ζ1
IIS

)(

−A3 − CθA4
2ζ10

−2IISIIΩ

)

N ′2 +
[

−1
2Q1 + CθA4

(

A2
4ζ5+4ζ7

IIS
+A3

2ζ10−2ζ6
IIS

)

+ C2
θA

2
4

(
2ζ6ζ10
II2

S
IIΩ

− 24ζ5ζ7
II3

S

)](D.18)

En intégrant la relation Pk/ε = −γ1IIS et Gk/ε = −1
2Cθ (ζ0 + ζ1γ1 + ζ2γ2 + ζ3γ3), avec

ζ0 = tr
(
g∗ ·Θ

)
, dans la définition du paramètre N ′, l’équation polynomiale d’ordre trois est

donnée par :
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aN
′3 + bN

′2 + cN ′ + d = 0 (D.19)

a = 1

b = −
(

A5 −
A7Cθ

2

(
2

3
ζ0

))

c =

[

−1

2
Q1 + CθA4

(

A2
4ζ5 + 4ζ7

IIS
+A3

2ζ10 − 2ζ6
IIS

)

+ C2
θA

2
4

(
2ζ6ζ10
II2SIIΩ

− 24ζ5ζ7
II3S

)]

+

(

A6IIS +
A7Cθ

2

)(

−A1 +
4

3
CθA4

ζ1
IIS

)

d = −
(

A5 −
A7Cθ

2

(
2

3
ζ0

))[

−1

2
Q1 + CθA4

(

A2
4ζ5 + 4ζ7

IIS
+A3

2ζ10 − 2ζ6
IIS

)

+ C2
θA

2
4

(
2ζ6ζ10
II2SIIΩ

− 24ζ5ζ7
II3S

)]

−A7Cθ

2
ζ2

(

−A1 +
4

3
CθA4

ζ1
IIS

)(

2A2IIS − CθA4
2ζ7

II2S/6

)

−A7Cθ

2
ζ3

(

−A1 +
4

3
CθA4

ζ1
IIS

)(

−A3 − CθA4
2ζ10

−2IISIIΩ

)
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Annexe E

Récapitulatif de la formulation du
modèle V ALM

E.1 Modèle EARSM

Les équations du modèles dynamiques sont tout d’abord rappelées. L’équation d’équilibre
dynamique à la base du modèle algébrique pour les tensions de Reynolds est :

N ′aij = −A1S
∗
ij −A2

(

aikS
∗
kj + S∗

ikakj −
2

3
aklS

∗
lkδij

)

+A3

(
aikΩ

∗
kj − Ω∗

ikakj
)
+

A4

ε

(

Gij −
2

3
Gkδij

)

où

N ′ = A5 +A6
Pk

ε
+A7

Gk

ε

Les constantes Ai sont liées aux constantes du modèle pour le terme de redistribution et sont
données par : A1 = 4/3 − c2, A2 = 1 − c3, A3 = 1 − c4, A4 = 1 − c6, A6 = c∗1 + 1 et A7 = 1.
Les constantes c1, c∗1, c2, c3, c4, c5, c6 sont liées au modèle pour (φij − εij). La constante A5 est
corrigée afin de prendre en compte une contribution due à la diffusion.

A5 = c1 − 1 + CD max

(

1− Pk +Gk

ε
; 0

)

avec CD = 2, 2. Les rapports de production sur dissipation Pk/ε et Gk/ε sont laissés implicites.
Le tenseur d’anisotropie a = u′iu

′
j/k − 2/3 Id est exprimé via les tenseurs

S∗ =
1

2
τ
(
∇U +∇UT

)
, Ω∗ =

1

2
τ
(
∇U −∇UT

)
et Γ =

(

G− 2

3
GkId

)

où

τ = max

(
k

ε
; Cτ

√
ν

ε

)

avec Cτ = 6. Le tenseur d’anisotropie est obtenu par la relation :

a = γ1S
∗ + γ2

(

S∗2 − 1

3
tr

(
S∗2

)
Id

)

+ γ3
(
S∗ · Ω∗ − Ω∗ · S∗

)
+

A4

N ′ε
Γ
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Dans cette expression, les coefficients de projection sont définis par :

γ1 = fα

(

−A1N
′

Q

)

+
A4

ε

(
N ′η1 − 2A2η2 + 2A3η3

QIIS

)

− η1
IIS

γ4

γ2 = f2
α

2A1A2

Q
+

(
1− f2

α

) 3B2 − 4

max
(
IIS ; II

eq
S

)

+
A4

ε

[
6η2

N ′II2S
− 2A2

N ′

(
N ′η1 − 2A2η2 + 2A3η3

QIIS

)]

− 6η2
II2S

γ4

γ3 = f2
α

(

−A1A3

Q

)

−
(
1− f2

α

) B2

2max
(
IIS ; II

eq
S

) (E.1)

+
A4

ε

[
η3

N ′IISIIΩ
+

A3

N ′

(
N ′η1 − 2A2η2 + 2A3η3

QIIS

)]

− η3
IISIIΩ

γ4

γ4 =
A4

N ′ε

où

fα = cf
(
α− α2

)
+ α2

IIS = tr
(
S2∗

)

IIΩ = tr
(
Ω2∗

)

Q = N
′2 − 2/3A2

2IIS − 2A2
3IIΩ

η1 = tr
(
Γ · S∗

)

η2 = tr
(
Γ · S∗2

)

η3 = tr
(
Γ · Ω∗ · S∗

)

avec cf = 0, 5 et enfin :
α− L2∆α = 1 (E.2)

Pour les écoulements bidimensionnels, le paramètre N ′ est solution de l’équation :

aN
′3 + bN

′2 + cN ′ + d = 0

a = 1

b = −
(

A5 +A7
Gk

ε

)

c =

[

A6

(

η1
A4

ε
− fα A1IIS

)

−
(
2

3
A2

2IIS + 2A2
3IIΩ

)]

d =

(
2

3
A2

2IIS + 2A2
3IIΩ

)(

A5 +A7
Gk

ε

)

+A6η1
A4

ε
(2A3η3 − 2A2η2)

La résolution de cette équation est réalisée grâce à la méthode de Cardan. N ′ est alors donné
par :

N ′ =







− b

3 a
+

∣
∣P1 +

√
P2

∣
∣

1

3 +
∣
∣P1 −

√
P2

∣
∣

1

3 , P2 ≥ 0

− b

3 a
+ 2

(
P 2
1 − P2

)
1

6 cos

(

1
3 arccos

(

P1
√

P 2
1 − P2

))

, P2 < 0, P1 ≥ 0

− b

3 a
+ 2

(
P 2
1 − P2

)
1

6 cos

(

−1

3
arccos

(

−P1
√

P 2
1 − P2

)

+
π

3

)

, P2 < 0, P1 < 0
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avec

p = − b2

3a3
+

c

a

q =
b

27a

(
2b2

a2
− 9c

a

)

+
d

a

P1 = −q

2

P2 =
1

4

(

q2 +
4

27
p3

)

L’obtention de ce denier paramètre permet d’obtenir les coefficients de projection, le tenseur
d’anisotropie et donc les tensions de Reynolds.

E.2 Modèle EAHFM

Les équations du modèle thermique sont maintenant rappelées. Le vecteur flux de chaleur
turbulent normalisé ξ = u′iT

′/
√
kkθ est obtenu par la relation

ξ = −A
′−1 ·

(

c′θ4

(

a+
2

3
Id

)

·Θ+ 2c′θ6g
∗

)

où

Θ =
k

ε

√

k

kθ

∂T

∂xi
et g∗ =

√
kkθ
ε

βg

Les constantes sont données par c′θ4 = 1−α3c4, c′θ6 = 1−α3c6. Le paramètre N ′
θ est défini par :

N ′
θ =

1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk +Gk

ε

)

+
1

r

(
1

2
− cθ5

)
Pθ

εθ
+

(
1− α3

)
cn

avec cn = 1/2 (1 + 1/Pr). La matrice A est définie par :

A = N ′
θId + cSS

∗ + cΩΩ
∗ +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)M

où M = n⊗n et cn = 1/2 (1 + 1/Pr), cS = 1−α3c2−α3c3, cΩ = 1−α3c2+α3c3 et cθ5 = α3cθ5.
Les constantes cθ1, cθ2, cθ3, cθ4, cθ5 et cθ6 sont liées au modèle pour (φiθ − εiθ).

La matrice A
′−1 est donnée par :

A
′−1 =

1

det
(
A
)

[(

N
′2
θ − 1

2
Q1 −N ′

θ

(
1− α3

)
(3 + 5cn)−

(
1− α3

)
(3 + 5cn) cSη4

)

Id

−
(
N ′

θ +
(
1− α3

)
(3 + 5cn)

) (
cSS

∗ + cΩΩ
∗ +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)M

)

+
(
cSS

∗ + cΩΩ
∗ +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)M

)2
]

où η4 = tr
(
S∗ ·M

)
avec le déterminant de la matrice A′ est donné par :

det
(
A
)
= N ′

θ

(

N
′2
θ +Nθ

(
1− α3

)
(3 + 5cn)−

1

2
Q1 − cS

(
1− α3

)
(3 + 5cn) η4

)
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Le paramètre N ′
θ est obtenu par la résolution de l’équation :

aN
′3
θ + bN

′2
θ + cN

′

θ + d = 0

a = 1

b =
(
1− α3

)
(3 + 5cn)−

[
1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

+
(
1− α3

)
cn

]

c =
1

2
(Z1 + Z3) +

(
1

2
− cθ5

)

(T1 + T3)−
1

2
Q1 − cS

(
1− α3

)
(3 + 5cn) η4

+
(
1− α3

)
(3 + 5cn)

[
1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

+
(
1− α3

)
cn

]

d =

(
1

2
Q1 + cS

(
1− α3

)
(3 + 5cn) η4

)[
1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

+
(
1− α3

)
cn

]

+
1

2
(Z2 + Z4) +

(
1

2
− cθ5

)

(T2 + T4) +
(
1− α3

)
(3 + 5cn)

(
1

2
(Z1 + Z3) +

(
1

2
− cθ5

)

(T1 + T3)

)

où les termes Ti et Zi ont sont donnés par :

T1 = −c′θ4tr

(

Θ ·
(

a+
2

3
Id

)

·Θ
)

T2 = −c′θ4tr

(

−Θ ·
(
cSS

∗ + cΩΩ
∗ +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)M

)
·
(

a+
2

3
Id

)

·Θ
)

T3 = −2c′θ6tr
(
Θ · g∗

)

T4 = −2c′θ6tr
(
−θ ·

(
cSS

∗ + cΩΩ
∗ +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)M

)
· g∗

)

Z1 = −c′θ4tr

(

g∗ ·
(

a+
2

3
Id

)

·Θ
)

Z2 = −c′θ4tr

(

−g∗ ·
(
cSS

∗ + cΩ · Ω∗ +
(
1− α3

)
(3 + 5cn)M

)
·
(

a+
2

3
Id

)

·Θ
)

Z3 = −2c′θ6tr
(
g∗ · g∗

)

Z4 = −2c′θ6tr
(
−g∗ ·

(
cSS

∗ + cΩΩ
∗ +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)M

)
· g∗

)

Le paramètre N ′
θ est enfin donné par :

N ′
θ =







− b

3 a
+

∣
∣P1 +

√
P2

∣
∣

1

3 +
∣
∣P1 −

√
P2

∣
∣

1

3 , P2 ≥ 0

− b

3 a
+ 2

(
P 2
1 − P2

)
1

6 cos

(

1
3 arccos

(

P1
√

P 2
1 − P2

))

, P2 < 0, P1 ≥ 0

− b

3 a
+ 2

(
P 2
1 − P2

)
1

6 cos

(

−1

3
arccos

(

−P1
√

P 2
1 − P2

)

+
π

3

)

, P2 < 0, P1 < 0

(E.3)
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avec

p = − b2

3a3
+

c

a
(E.4)

q =
b

27a

(
2b2

a2
− 9c

a

)

+
d

a
(E.5)

P1 = −q

2
(E.6)

P2 =
1

4

(

q2 +
4

27
p3

)

(E.7)

L’obtention du paramètre N ′
θ donne accès à la matrice A, au vecteur flux de chaleur turbu-

lent normalisé et donc aux flux de chaleur turbulents. Dans le cas tridimensionnel, l’équation
polynômiale de N ′

θ est d’ordre quatre :

aN
′4
θ + bN

′3
θ + cN

′2
θ + dN

′

θ + e = 0 (E.8)

a = 1

b =
(
1− α3

)
(3 + 5cn)−

[
1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

+
(
1− α3

)
cn

]

c =
1

2
(Z1 + Z3) +

(
1

2
− cθ5

)

(T1 + T3)−
1

2
Q1 − cS

(
1− α3

)
(3 + 5cn) η4

+
(
1− α3

)
(3 + 5cn)

[
1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

+
(
1− α3

)
cn

]

d =

(
1

2
Q1 + cS

(
1− α3

)
(3 + 5cn) η4

)[
1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

+
(
1− α3

)
cn

]

+
1

2
(Z2 + Z4) +

(
1

2
− cθ5

)

(T2 + T4)−
(
1− α3

)
(3 + 5cn)

(
1

2
(Z1 + Z3) +

(
1

2
− cθ5

)

(T1 + T3)

)

+
1

2
Q2 +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)

(

−1

2
Q1 − cS

(
1− α3

)
(3 + 5cn) η4 + c2Sη5 + c2Ωη6 + cS

(
1− α3

)
(3 + 5cn) η4

)

e = −
(
1

2

(

2cθ1 − 1− 1

r
+

Pk

ε

)

+
(
1− α3

)
cn

)[
1

2
Q2 +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)

(

−1

2
Q1 + c2Sη5 + c2Ωη6

)]

+

(
1

2
Q1 + cS

(
1− α3

)
(3 + 5cn) η4

)(
1

2
(Z1 + Z3) +

(
1

2
− cθ5

)

(T1 + T3)

)

−
(
1− α3

)
(3 + 5cn)

(
1

2
(Z2 + Z4) +

(
1

2
− cθ5

)

(T2 + T4)

)

+

(
1

2
(Z5 + Z6) +

(
1

2
− cθ5

)

(T5 + T6)

)

avec

T5 = −c′θ4tr

(

Θ ·
(
cSS

∗ + cΩΩ
∗ +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)M

)2 ·
(

a+
2

3
Id

)

·Θ
)

T6 = −2c′θ6tr
(

θ ·
(
cSS

∗ + cΩΩ
∗ +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)M

)2 · g∗
)

Z5 = −c′θ4tr

(

g∗ ·
(
cSS

∗ + cΩ · Ω∗ +
(
1− α3

)
(3 + 5cn)M

)2 ·
(

a+
2

3
Id

)

·Θ
)

Z6 = −2c′θ6tr
(

g∗ ·
(
cSS

∗ + cΩΩ
∗ +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)M

)2 · g∗
)
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La solution N
′3D
θ exacte dans le cas tridimensionnel est alors approchée au premier ordre par :

N
′3D
θ = N ′

θ −
N ′

θ

(
1
2Q2 +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)

(
−1

2Q1 + c2Sη5 + c2Ωη6
))

+ e

Dw
+O

(
ǫ2
)

(E.9)

où e est le coefficient du terme d’ordre 0 de l’équation polynômiale d’ordre quatre ci-dessus et
Dw est donnée par :

Dw = 3aN
′3
θ + 2bN

′2
θ + cN ′

θ +
1

2
Q2 +

(
1− α3

)
(3 + 5cn)

(

−1

2
Q1 + c2Sη5 + c2Ωη6

)

(E.10)

où a, b et c sont les coefficients respectivement des termes d’ordre 4, 3 et 2 de l’équation polynô-
miale d’ordre quatre ci-dessus. Cette expression permet de calculer N

′3D pour les écoulements
tridimensionnels.

E.3 Équations d’échelles

Les équations de transport des échelles turbulentes du modèle k − ω − kθ − r utilisé lors des
calculs complets sont donnés par :

Dk

Dt
= Pk +Gk − β∗fwωk +

∂

∂xj

(

(ν + σkνt)
∂k

∂xj

)

(E.11)

Dω

Dt
=

γ

νt
Pk − βω2 +

∂

∂xj

(

(ν + σωνt)
∂ω

∂xj

)

+ 2 (1− F1)σω2
1

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
(E.12)

où les "constantes" du modèle prennent la forme φ = F1φ1+(1− F1)φ2 avec β1 = 3
40 , β

∗
1 = 0, 09,

γ1 = 5
9 , σk1 = 0, 5 et σω1 = 0, 5 et β2 = 0, 0828, β∗

2 = 0, 09, γ2 = 0, 44, σk2 = 1 et σω2 = 0, 856.
La fonction de couplage a pour expression :

F1 = tanh
(
arg41

)
, arg1 = min

[

max

( √
k

0, 09ωy
;
500ν

y2ω

)

;
4ρσω2k

CDkωy2

]

CDkω = max

(

2ρσω2
1

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
; 10−20

)

avec y la distance à la paroi. La constante cω3 est fixée à cω3 = 0. Côté thermique :

Dkθ
Dt

= Pθ − εθ +
∂

∂xj

(

(α+ αt)
∂kθ
∂xj

)

(E.13)

εθ =
kθ ε

r k
(E.14)

Le rapport des échelles turbulents r est défini par :

r =
(
1− α3

)
Pr + α3rh (E.15)

Le profil de taux de dissipation thermique nécessaire aux modèles algébriques est obtenue par la
relation :

ε = β∗fwωk (E.16)
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fw =
5

18
+

13

18
tanh









d 4

√
ωk
ν3

42





3



 (E.17)

Enfin, la viscosité turbulente utilisée pour les équations de transport de k et ω défini par :

νt = −1

2
γ1kτ (E.18)

τ = max

(
k

ε
; Cτ

√
ν

ε

)

(E.19)

avec Cτ = 6. La diffusivité turbulente utilisée pour l’équation de transport de la demi-variance
thermique est définie par :

αt = min






∣
∣
∣−u′iT

′ · ∂T
∂xi

∣
∣
∣

(
∂T
∂xi

)2 ; 2
Cµ

Prt

k2

ε




 (E.20)

avec Cµ = 0, 09 et Prt = 0, 85.
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Développement de modèles de turbulence adaptés à la simulation des écoulements
de convection naturelle à haut nombre de Rayleigh

Résumé : Un nouveau modèle de turbulence adapté aux écoulements turbulents soumis à la
flottabilité a été développé en utilisant la configuration du canal plan vertical différentiellement
chauffé comme référence. L’étude des DNS disponibles pour chacun des régimes de convection a
montré les défauts des relations constitutives classiques conduisant à la mauvaise représentation
des écoulements de convection naturelle. Ces modèles ne prennent en compte ni le couplage des
champs thermique et dynamique ni l’anisotropie de l’écoulement, tout deux induits par la flot-
tabilité. Une approche algébrique a donc été utilisées. L’hypothèse d’équilibre local a été validée
dans une large partie du canal sauf dans la région de paroi et au voisinage d’un gradient de
vitesse nul, quel que soit le régime de convection. Les modèles homogènes et pariétaux pour les
corrélations de pression ont été étudiés et sélectionnés. Deux modèles EARSM et EAHFM
prenant en compte les termes de flottabilité ont été développés. Ces modèles intègrent aussi des
traitements spécifiques à la paroi reposant sur la pondération elliptique. Ils sont couplés à un
modèle k − ω − kθ − r corrigé pour mieux représenter le pic d’énergie cinétique turbulente près
de la paroi. Le modèle complet a été confronté aux DNS sur la configuration du canal pour
chacun des régimes de convection à travers des tests a priori et des calculs complets montrant
des résultats très encourageants et de meilleures prévisions que les modèles classiques.

Mots clés : Turbulence, modèles algébriques, EARSM , EAHFM , flottabilité, convection na-
turelle, pondération elliptique, corrélations de pression, analyse de DNS

Turbulence modeling of natural convection flows at high Rayleigh number

Abstract : A new turbulence model dedicated to buoyant flows is developped using the differen-
tially heated vertical plane channel flow configuration as test case. For each convection regime,
the examination of available DNS databases pointed out the failure of classical modeling to
predict buoyant flows. Neither the coupling between thermics and dynamics nor the anisotropy,
both due to the buoyancy, are considered by these models. So, algebraic models are used. The
weak equilibrium assumption is validated in a large part of the channel except in the wall region
and close to zero velocity gradient whatever the convection regime. The wall and homogeneous
models for the pressure terms are investigated and selected. Then, an EARSM and an EAHFM
are developped to include the buoyant terms. These models both include wall treatments. They
are coupled with a k − ω − kθ − r model modified to improve the representation of the turbu-
lent kinetic energy maximum close to the wall. The complete model is finally compared to the
DNS on the channel flow configuration for all convection regime thanks to a priori tests and
complete computations, showing encouraging results and better predictions than classical models.

Keywords : Turbulence, algebraic models, EARSM , EAHFM , buoyancy, natural convection,
elliptic blending, pressure correlations, DNS analysis


