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Introduction générale

1. Motivations

Tl existe toute une classe d’équations elliptiques (ou quasi-elliptiques) qui s’écrit sous une forme opérationnelle
unifiée
u”(z) + 2By (z) + Au(z) = f(z), z € (a,b),

dans un espace général de Banach X, a et b sont finis ou infinis, A et B sont des opérateurs linéaires sur X (non
bornés mais au moins fermés) vérifiant certaines hypothéses (dont Dellipticité de I’équation) et représentant,
par exemple, des actions de dérivation.

On donne a titre d’exemples trois problemes concrets qui peuvent s’écrire sous cette forme.

Exemple .1 Comportement de la solution variationnelle du laplacien dans un céne.
On considére Q un cone de R™ :
Q:={po:p>0,0€G},

ot G est un ouvert de S* 1, la sphére unité de R™.
Soit uw € HL(Q) une solution variationnelle de Au = f avec f € LP(Q), ot p > 2.
On passe en coordonnées sphériques et on pose

p=e", xR,
Douvert de travail Q devient une bande B =R x G. L’équation Au = [ s’écrit
n—1 1
D?*u+ ——Dyu+ —ANu=f,
14 p P p2
ot A est lopérateur de Laplace-Beltrami sur S"~'. En multipliant par p> on obtient
(pDy)?u+ (n—2)(pDp)u+ A'u = p*f =g,

pULs
D?u+ (n—2)Dyu+ A'u = g dans B.

On peut montrer que
feLP(Q) < e'ge LP(B),

oy = g est lopposé du coefficient de Sobolev de W2P(Q).
p
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Afin d’éviter de travailler dans ces espaces a poids, on pose
v=e""u; h=¢e"g,

et on trouve
D2v+ (n—2—2y)Dyv+ (A +y(y —n+2)I)v = h dans B,

que l'on écrit sous la forme
v"(z) + 2BV (2) + Av(x) = h(z), z € R,

en cachant la variable o dans les opérateurs A = AN +~v(y—n+2)I et B=(n—2—2v)I.

Exemple .2 Sur un probléme de Steklov-Poincaré.
On considére un cytoplasme homogéne Q0 centré en (0,0) de bord T' de classe C, et entouré d’une fine
membrane Q0 d’épaisseur 6 > 0 définie par

Q:={z=m+tn(m): meT,tec]0,d[},

oti n(m) est la normale ¢ T' au point m orientée vers lextérieur de .
Le potentiel électrique v dans Q° vérifie Uéquation de Laplace suivante

Av =0 sur Q°
(P) v=¢ sur '’ =T x {0}

v
— =0 surT® =T x {§}.
o {0}
Ici on s’intéresse au probléeme de Steklov-Poincaré dans la couche mince, mais on peut aussi adjoindre le probléme
dans 2 pour obtenir un probléme de transmission. On rappelle la méthode utilisée par Favini et al. dans [19]
pour écrire (P) sous une forme opérationnelle.

Vau la géométrie de Q° (se décrivant par la normale et le plan tangent), on pose

v(z) = v(m + tn(m)) := u(m,t).

Pour v défini sur Q°, on a u défini sur T x ]0,1[. Soit R(m), Uopérateur symétrique du plan tangent T, (T')
(caractérisant la courbure de T' au point m). Alors pour § petit, I +tR(m) est un isomorphisme de T,,,(I"). On
peut écrire

Vou(z) = (I +tR(m)) ' Vru(m,t) + %(m,t)n(m),

_ divr (det(I + tR(m))(I + tR(m))~2Vru(m,t)) + % (det(I + tR(m)) 2% (m, t))
B det(I +tR(m)) ’

Av(x)

ou V et divp désignent respectivement l’opérateur de gradient de surface tangentielle et l'opérateur de divergence
de surface tangentielle sur I.
On a

det(I +tR(m)) = 1 + 2tH(m) + t*G(m),

H(m) =trR(m), G(m)=detR(m).

On note que pour § assez petit, det(I +tR(m)) # 0 et il existe une constante C > 0 telle que

Y(m,t) € T x ]0,6[, |det(I + tR(m))| = |1+ 2tH(m) + 2G(m)| > C.
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On pose X = LP(T") et soit u la fonction vectorielle définie de )0, 4d] dans X par
u(t)(m) = u(m,t).
On définit, pour t €]0,6[, Uopérateur borné de multiplication p(t) par

D(p(t)) = LP(T)
B £ det(I + tR(m))

2H (m) + 2tG(m)
(p(t)p)(m) = det(I +tR(m))

PM) = T i m) 1 26 m) P

et lopérateur elliptique non borné q(t) par

D(q(t)) = W?»(T)
_ divr (det(I + tR(m))(I + tR(m))~2Vrp(m))
N det(I +tR(m)) '

(q(t)p)(m)

Ainsi, le probléme (P) peut s’écrire sous la forme d’un probléme auzx limites pour une équation différentielle
opérationnelle d’ordre 2 :

W) + p(E) () + gt)u(t) = 0, ¢ €10,
u(0) = ¢, u'(§) = 0.

Exemple .3 Le potentiel électrique dans une cellule biologique.

On considére une cellule *¢ = ﬁuﬁ’f constituée d’un cytoplasme homogéne Q* centré en (0,0) de bord T**
de rayon d’un micrométre entouré d’une fine membrane Q5 de bord I''S et d’épaisseur de quelques nanométres
€ > 0. Le potentiel électrique dans cette cellule vérifie le probléme suivant

V. (uVw®) = ph® dans Q*°
awg [ *E
(PE) %:l_i_surr_i_
/ w® (o) do =0,
ot
) p— dans Q%
B py dans S27F,

(généralement environ 1 S/m (Siemens par métre), 5 x 10~7 S/m respectivement) sont les coefficients positifs
de conductivité des deux corps Q0 , Q%F dépendant éventuellement de €, et la densité de charge électrique

he — h_ dans *
| hS dans Q7F,

est prise, par exemple, dans espace LP (*¢), 1 < p < oo, i.e. h_ € LP (Q*_), hs € LP (Qf), et IS est le
champ électrique imposé sur le bord I\°. La condition de bord de Neumann sur I'\® implique la condition de
compatibilité swivante sur 15 et (uh®)

/ (/th) (CE, y) dxdy + ‘/1—\*5 /J+li (O’) do’ = 0
+
La condition de jauge

/*ws(a)daz(),

est imposée pour avoir l'unicité de la solution.
On montrera dans le Chapitre IT que l’on peut réécrire le probléme (P€) sous forme opérationnelle comme
dans les deux exemples précédents.
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Ces trois exemples donnent donc une premiere motivation a I’étude des équations différentielles abstraites
(ou opérationnelles) complétes du second ordre et de type elliptique :

u'(x) + 2By (z) + Au(z) = f(z), » € (a,b), (1)

sur un espace de Banach complexe X, A et B étant des opérateurs linéaires fermés sur X. Plusieurs situations
se présentent :
— Ja,b[ = R : Péquation (1) est étudiée dans deux types d’espaces de Banach de géométrie différente :
e £ = BUC(R; X), 'ensemble des fonctions bornées et uniformément continues de R dans X (voir
Chapitre I, Section 2.2), et alors on s’intéresse aux solutions classiques :

u € BUC*(R; X), Bu/, Au € BUC(R; X).
e F=LP(R;X), 1< p< oo, et on cherche les solutions telles que
u € W*P(R; X), Bu/, Au € LP(R; X).

— [a,b] intervalle fini de R : équation (1) est étudiée avec des conditions aux limites en a et b, de type
Sturm-Liouville non homogenes :

au/(a) — Hu(a) = ug
Bu’(b) + hu(b) = up,

avec uq, up € X, o, B, h, H quatre constantes données (le cas ou h, H sont deux opérateurs bornés
vérifiant certaines conditions de compatibilité avec les opérateurs A et B pouvant étre considéré).
A titre illustratif, on se borne aux conditions de Dirichlet :

u(a) = uq;  u(b) = up.

De méme ici on s’intéresse aux solutions classiques :
e £ = C([a,b]; X), alors on montre que

u € C?*([a,b]; X), Bu', Au € C([a,b]; X),

pour certaines données u,, u, vérifiant des conditions nécessaires de compatibilité.
o £ =1LP(a,b; X), 1 < p < oo, alors on montre que

uwe W?P(a,b; X), Bu, Au € LP(a,b; X),

pour des données u,, u, dans certains espaces d’interpolation (voir Chapitre I, Section 5).
On peut aussi envisager le cas intermédiaire ou (a, b) est une demi-droite de R (utile dans les exemples concrets).

Remarque .4

1. Si f est uniquement dans C([a,b]; X) (a,b finis) ou dans BUC(R; X), la recherche d’une solution classique
pour A et B non bornés est illusoire (voir Baillon [2]). On doit alors se donner un peu plus de régularité
sur f, par exemple [ héldérienne. On récupére alors cette réqularité supplémentaire sur u”, Bu', Au.

2. Pour f € LP(a,b;X), avec 1 < p < o0, on suppose de plus que X posséde la propriété géométrique
supplémentaire UMD (voir Chapitre I, Section 6). On peut aussi se placer dans un espace de Banach
quelconque et prendre plus de régularité sur f, par ezemple f € W9P(a,b; X), 6 €10,1[. On exclut ’étude
sur L'(a,b; X) et L= (a,b; X) qui ne sont pas des espaces UMD.

Remarque .5 Dans toute cette thése, pour un opérateur A sur X et une application u définie de I C R a
valeurs dans X on notera toujours Au au lieu de A(u(-)) pour désigner Uapplication qui d x associe A(u(x)).



Introduction générale

D’autres motivations peuvent étre citées pour I’étude des équations différentielles opérationnelles :

— lapplication aux EDP non linéaires;

— Tunification des travaux existants sur les EDP avec la méthode variationnelle ;

— l’anisotropie : on obtient de la régularité par rapport a la variable z a valeurs dans un espace quelconque
par rapport a la variable y;

2. Historique

Les équations différentielles abstraites (en abrégé EDA) sont des équations différentielles dont les coefficients
sont des opérateurs linéaires sur un espace de Banach. En 1948, E. Hille et K. Yosida résolvent chacun de leur
coOté le probleme de Cauchy abstrait

w'(t) — Au(t) =0, t € [0+ oo,
u(0) = wo,

ol A est un opérateur linéaire fermé sur X, X étant un espace de Banach complexe, et ug € X. Il apparait alors
que, pour résoudre ce probleme, il faut associer & Popérateur A, un opérateur linéaire borné noté e pour tout
t > 0. La famille (etA)t>0 est appelée semi-groupe. De 1930 a 1960, W. Feller, E. Hille, G. Lumer, I. Miyadera,
R. S. Phillips, M. H. Stone et K. Yosida développent intensément la théorie des semi-groupes.

D’autres outils indispensables a 1’étude des EDA sont alors développés. On peut citer, entre autres, les
travaux de J. L. Lions sur les puissances fractionnaires d’opérateurs, les espaces d’interpolation et les équations
opérationnelles (1960-1962).

D’autres se sont intéressés a 1’équation
Au+ Bu = f,

ou A et B sont des opérateurs linéaires fermés sur X, X étant un espace de Banach complexe et f € X. On
considere alors 'opérateur somme L = A + B de domaine D(A) N D(B). La théorie des sommes d’opérateurs
est développée par G. Da Prato et P. Grisvard en 1975 (voir [12]), puis par G. Dore et A. Venni en 1987 dans
le cadre des espaces UMD (voir [15]).

On s’est ensuite intéressé aux EDA du second ordre :
' (x) + 2By (z) + Au(z) = f(z), » € (a,b),

d’abord dans le cas ou B = 0 puis dans le cas général. On cite, entre autres, les travaux récents de Favini,
Labbas, Maingot, Tanabe et Yagi [22-27]. Ils ont étudié cette équation sur lintervalle [0, 1] couplée avec des
conditions aux limites de Dirichlet :

{ u'’(z) + 2Bu/ (z) + Au(z) = f(x), z € (0,1),
u(0) = wo, u(l) = uq,

(2)

ou A et B sont des opérateurs linéaires fermés sur X, X étant un espace de Banach complexe, et ug,u; € X.
Le cadre est commutatif, i.e. que les opérateurs A et B commutent en un certain sens (voir hypothese (5)
ci-dessous). L’étude est réalisée dans deux types d’espaces : les espaces de Holder et les espaces LP (avec X
UMD). Deux cas différents sont étudiés : celui ot B génére un groupe fortement continu sur X et celui o
+B — (B? — A)'/2 géneérent un semi-groupe analytique sur X. On détaille ci-dessous les résultats obtenus.

On suppose toujours 'hypothese d’ellipticité :

B? — A est un opérateur linéaire fermé & domaine dense dans X, R~ C p(B? — A),

c (3)
[((M+B? = A)7H| ) <

4C > 0, VA > 0, < —
> 14




Introduction générale

et aussi
D(A) C D(B?), (4)
Vy € D(B), B(B* — A)~'y = (B* - A)~'By, (5)
D((B* - A)'/?) c D(B). (6)

Les auteurs ont obtenu les théorémes suivants dans [24-27].

Théoréme .6 (Cadre holdérien - B génére un groupe).
On suppose (3)-(6) et

B génére un groupe fortement continu sur X,
B+ (B? — A)'/2 est inversible dans L(X),

A est inversible dans L(X).

Pour tout f € C%([0,1];X), 0 < 0 < 1, et pour tout ug, uy € D(A), le probléme (2) a une unique solution
classique.

Théoréme .7 (Cadre holdérien - +B — (B% — A)'/2 générent un semi-groupe analytique).
On suppose (3)-(6) et

+B — (B2 — A)l/2 génerent un semi-groupe analytique sur X,

A est inversible dans L(X),
D(BA) C D(BY).

1. Soit f € C%([0,1]; X), 0 < 0 < 1, et ug, u; € D(A). Alors le probléme (2) a une unique solution classique.

2. Soit 0 < @ < 1. Le probléme (2) a une unique solution classique u satisfaisant la propriété de régularité
maximale

u", B/, Au e C?([0,1]; X),

si et seulement si f € C?([0,1]; X), ug, u1 € D(A), et
f(l) — Aui c D,(Bz,A)(9/2,OO) = (D(A),X)l,g/gyoo, 1= 0, 1.

Théoréme .8 (Cadre LP - B génére un groupe).
On suppose (3)-(6) et
X est un espace UMD,

B génére un groupe fortement continu sur X,
300 €10, 7[, (B* — A) € BIP(6, X).

Pour tout f € LP(0,1;X), 1 < p < oo, et pour tout ug, uy € (D(A), X)1/2p,p, le probléme (2) a une unique
solution classique.
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Théoréme .9 (Cadre LP - +B — (B2 — A)'/2 générent un semi-groupe analytique).
On suppose (3)-(6) et
X est un espace UMD,

+B — (B2 — A)l/2 génerent un semi-groupe analytique sur X,
A est inversible dans L(X),
D(BA) c D(B?),
301 €10,7/2[, (£B + (B* — A)Y/?) € BIP(6<, X).
Pour tout f € LP(0,1;X), 1 < p < oo, et pour tout ug, u1 € (D(A), X)1/2pp, le probléme (2) a une unique

solution classique.

Les opérateurs BIP sont définis a la Section 3.4 du Chapitre I. Pour les espaces d’interpolation du type
(D(A), X)1-6/2,005 (D(A), X)1/2pp cités ci-dessus, on renvoie & la Section 5 du Chapitre I.

Les auteurs ont ensuite étudié le probléme (2) en utilisant uniquement les racines opérationnelles de I’équation
(lorsqu’elles existent), & savoir —B 4 (B? — A)'/2, dans le cadre ot +B — (B? — A)'/? générent un semi-groupe
analytique sur X. Pour cela ils ont réécrit (2) sous la forme générale suivante

{ u'(z) + (L — M)u/'(z) — LMu(z) = f(z), z € (0,1),

u(0) = uo, u(l) = uy, (7)

ou L et M sont deux opérateurs linéaires fermés sur X vérifiant notamment

L—-McC2B
LM =ML C —A.

En particulier, les opérateurs L et M peuvent étre
L=B—-(B*-A)Y?, M=-B—-(B>-A4)"2
et on retrouve alors le probléme (2).
1. Si f€C%0,1];X), 0 < 6 < 1, u est une solution classique de (7) lorsque
ue C*([0,1];X), (L — M)u/, LMu € C([0,1]; X),
et u satisfait (7).
2. Si feLP(0,1;X), 1 <p< o0, u est une solution classique de (7) lorsque
u € WP(0,1; X), (L — M)u', LMu € LP(0,1; X),
et u satisfait (7).

Si w est une solution classique de (7), alors u sera en particulier une solution classique de (2).

Les auteurs ont obtenus les résultats optimaux suivants dans [22, 23].

Théoréme .10 (Cadre holdérien - L, M générent un semi-groupe analytique).
On suppose (8) et

D(L) = D(M)
D(ML) = D(LM),

L, M générent un semi-groupe analytique généralisé sur X,

L+ M est inversible dans L(X).
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1. Soit f € C9([0,1];X), 0 < 6 < 1. Le probléme (7) a une unique solution classique u si et seulement si
ug, uy € D(LM) et

f(i) — Au(i) € D(LM), i =0, 1.

2. Soit 0 < 0 < 1. Le probléme (7) a une unique solution classique u satisfaisant la propriété de régularité
maximale

u”, (L — M)u', LMu € C%([0,1]; X),
si et seulement si f € C?([0,1]; X), ug, uy € D(LM) et

£(i) — Au(i) € (D(LM), X) i=0,1.

0
1—3,000

Théoréme .11 (Cadre LP? - (-L), (—M) sont BIP).
On suppose (8) et
X est un espace UMD,

D(L) = D(M)
D(ML) = D(LM),

(L + M)™" admet une extension bornée sur tout X,
30,05 €10,7/2[, (-L) € BIP(0,X), (—M) € BIP(0, X).

Soit f € LP(0,1; X), 1 < p < co. Le probléme (7) a une unique solution classique u si et seulement si

u; € (D(M2)7X)1/2p,p = (D(L2)7X)l/2p,p7 1=0,1.

3. Présentation de la thése

On présente d’abord une application concrete en biologie des équations différentielles opérationnelles. Cet
exemple introductif n’utilise que le cadre commutatif, mais certains problémes du méme type nécessitent de
développer le cadre non commutatif.

L’objectif de cette these est donc 1’étude des équations différentielles opérationnelles completes du second
ordre de type elliptique dans un cadre non commutatif. Il s’agit en particulier de prolonger et d’améliorer
les travaux cités ci-dessus [22-27]. On étudiera donc I’équation (2), avec un parametre w positif, d’abord sur la
droite réelle :

v’ (x) + 2By (z) + Au(z) — wu(z) = f(z), v € R, (9)

puis sur un intervalle borné

{ u”(x) + 2Bu/ (x) + Au(z) — wu(z) = f(z), z € (0,1), (10)

u(0) = up, u(1l) = uq,

ou A et B sont deux opérateurs linéaires fermés sur X, X étant un espace de Banach complexe, f est définie
respectivement de R et de [0, 1] & valeurs dans X. Le paramétre w permettra l'existence de solutions de (9) et
(10) pour w assez grand. On note qu’en posant y = (b — a)x + a on peut, & partir de (10), se ramener & une
équation sur un intervalle borné [a, b] quelconque. Comme dans les travaux de Favini et al. [22, 23], on étudiera
une équation plus générale sur la droite réelle

(@) + (L — M) o () + i (e = Mo)? = (L + M) ) ule) = f(2), w € R, (11)
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puis sur [0, 1]

u“(x) + (Lw - Mw) u/(x) + i ((Lw - Mw)2 - (Lw + Mw)2) u(x) = f(x)a T e (07 ]-)a
u(0) = uo, u(1l) = uy,

qu’on montre respectivement équivalentes a
1
u’(x) + (Ly — M) u'(z) — 3 (LM, + M,L,)u(z) = f(z), z € R,

et
u”(z) + (L — M) v/ () — % (LM, + My,Ly)u(z) = f(z), z € (0,1),
u(0) = wo, u(1l) = uy,
ou les opérateurs L,, et M, vérifient notamment
L,— M, C2B
—% (LoMy, + M,L,) CA—wl.
On pensera en particulier au cas ou
L,=B—(B*—~A+wh'?  M,=-B—(B?>-A+wl)?2

11 faut noter que les équations (12) et (13) généralisent (7) car elles coincident dans le cadre commutatif.

On s’intéressera & I’existence et I'unicité de solutions classiques pour I’équation (11) lorsque f € BUC?(R; X),
puis lorsque f € LP(R; X); et pour le probléme (12) lorsque f € C? ([0,1]; X), puis lorsque f € LP(0,1; X),
o €]0,1[ et 1 < p < co. On étudiera de plus la régularité maximale de la solution classique dans le cadre
holdérien pour 1’équation (11) et pour le probléme (12).

L’originalité de ce travail réside particulierement dans le fait d’étudier les équations (9)-(12) dans le cadre
non commutatif, i.e. sans 'hypothese (5) (& titre comparatif, on rappellera quelques travaux effectués sur les
EDA dans un cadre non commutatif, voir Chapitre IV, Section 3.2).

On définira alors le commutateur de deux opérateurs P et () sur X par

{ D([P;Q)) = D(PQ) N D(QP)

[P;Qlp = PQyp — QPy, p € D(PQ) N D(QP). 14

Ici
LyM, # M, Ly,

et en général un opérateur dépendant de M, ne commutera pas avec un opérateur dépendant de L,. On
considerera le commutateur [M,,; L,] qui sera bien évidemment non nul. On le supposera petit en un certain
sens pour w grand. Ceci constituera 'hypothése originale dite de non commutativité, voir (38).

On commencera par étudier I’équation (11) sur toute la droite réelle, d’abord dans le cadre commutatif puis
dans le cadre non commutatif. L’absence de conditions aux limites simplifiera la représentation de la solution.
On pourra ensuite étudier I’équation (12) sur [0, 1] en adaptant les calculs.

Cette these comporte cing chapitres et est organisée comme suit.

Chapitre 1

Il est consacré aux rappels fondamentaux et outils nécessaires a ce travail. Ils concernent les opérateurs
linéaires, les espaces fonctionnels, le calcul fonctionnel de Dunford, les semi-groupes, les espaces d’interpolation
et enfin les espaces UMD.
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Chapitre 2

On reprend "Exemple .3 donné au début de l'introduction. On montre que le probléme (P¢) s’écrit sous la
forme
(eq.1) Aw® (x,y) = h_ (z,y) dans Q*
(eq.2) Awf (x,y) =h5 (z,y) dans Q3°
ows ows,

=== I
S T

(P ) 1. °
(c.j.) /*wi (a)dU:/*wE+ (0)do =0

a €
(c.b.) ;”* =I5 sur [,
n

sous la condition de compatibilité

ccz,) | o) ) dedy + /

O*e

(14hS) (z,y) dedy + /1“*5 pyly (o) do = 0.
+

Par des changements de variables naturels, ce probleme est réécrit sous forme d’un probleme différentiel opé-
rationnel du second ordre posé sur |—oo, d[. Les conditions de bord, de transmission et la condition de jauge,
donnent ’existence et 1'unicité de la solution dans un cadre LP. On revient ensuite au probléme (ngy) pour
obtenir le résultat suivant.

Théoréme .12 Soient I € Wi (Ff) eth_ € LP (Q*_), hs € LP (Qf), 1 < p < oo avec p # 2, satisfaisant
la condition de compatibilité (CC;y). Alors, le probleme (P;'y) admet une unique solution

w - =

. we dans QF
ws dans 27F,
telle que
ws e WP (Qi) , ws € w2p (Qf) .

Chapitre 3

Il s’agit d’étudier une équation différentielle du second ordre sur toute la droite dans deux cas simples : le
cas scalaire puis le cas ou les opérateurs commutent. Ce travail prépare le chapitre suivant.
On étudie donc les équations

u'(x) + 2Bu/(z) + Au(z) = f(x), x € R, (15)

et
u'(x) + (L — M)u'(z) — LMu(z) = f(z), z € R. (16)

Etude de (16) dans un cadre commutatif héldérien

On suppose

D(L) = D(M), (17)
D(LM) = D(ML), (18)
YA€ p(L),Yp € p(M), M — L)™' (uI = M)™" = (ul = M)"' (M - L)™', (19)

10
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L, M sont inversibles dans L(X), (20)
L + M est inversible dans L(X), (21)
L, M génerent un semi-groupe analytique généralisé sur X. (22)

Sous ces hypotheses, le cas scalaire permet d’avoir une représentation explicite de la solution de 1’équation
(16) sous la forme suivante :

x +oo
u(z) = (L+ M) / @M f(5)ds 4+ (L + M) ™" / e f(5)ds. (23)
— 00 x

On montre ensuite ce résultat essentiel.
Théoréme .13 On suppose (17)-(22). Soit f € BUCY (R; X), 6 €]0,1].

1. L’équation (16) admet une unique solution classique u définie par (23).

2. u vérifie la propriété de régularité mazimale

u”’, (L — M)u', LMu € BUC? (R; X).

Etude de (16) dans un cadre commutatif L”

On suppose (17)-(20) et aussi
X est un espace UMD, (24)

30,00 € }o, g { (~L) € BIP(8;,X) et (—M) € BIP(8y, X). (25)
On obtient le résultat essentiel suivant.

Théoréme .14 On suppose (17)-(20) et (24)-(25). Soit f € LP(R;X), 1 < p < oo. Alors, I’équation (16)
admet une unique solution classique u définie par (23).

Etude de (15) dans un cadre commutatif héldérien
On suppose

B? — A est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A),

3C > 0, VA <0, (BQ—A—)\I)_IHL(X) < 1+C|A| (26)
D(A) ¢ D(B?), (27)

D((B*~4)""*) c D(B), (28)

D(BA) c D(B?), (29)

Yy € D(B), B(B* — A) 'y = (B> — A)"'By, (30)

11
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A est inversible dans L(X). (31)
On suppose, de plus, que les opérateurs

Li=B-(B2-A)"*  M:=-B-(B-4)",

vérifient (22).
On peut, de méme que pour 'équation (16), obtenir une représentation de la solution de (15) sous la forme

o) == [ (5= Ay T =)
1

+oo
- 5/ (B* - A)71/2 el (B=v BLA)f(s)ds, r € R

Le résultat optimal est le suivant.

Théoréme .15 On suppose (22) et (26)-(31). Soit f € BUC? (R; X), 6 €10, 1][.
1. L’équation (15) admet une unique solution classique u définie par (32).

2. u vérifie la propriété de régularité maximale

u”, Bu', Au € BUC? (R; X).

Etude de (15) dans un cadre commutatif L”

On suppose (24), (26)-(31) avec

Li=B—(B2-A)"*  M:=-B-(B2-4)"

)

vérifiant (25). On obtient le résultat optimal suivant.

Théoréme .16 On suppose (24)-(31). Soit f € LP (R; X), 1 < p < oo. Alors, ’équation (15) admet une unique
solution classique u définie par (32).

Chapitre 4

On reprend ’étude de 1’équation (16) avec un parameétre w > 0, mais dans un cadre non commutatif : on
ne suppose pas (19) mais plutot ’hypothése de non commutativité (38) donnée ci-dessous. On étudie donc
léquation (11) :

1
W(@) + (Lo = M) ' (@) + 7 (Lo = M)* = (L + Mo)? ) u(@) = f(@), 2 € R.
Etude de (11) dans un cadre non commutatif héldérien

Les hypotheses sont les suivantes. Il existe un réel positif fixé wy tel que

36 >0,3C >0: Vw > wg, Ss C p(Ly,), Ss C p(M,,),

_ C 1 C (33)
L, — 2] 1H < = o, = =1 H <2 2eSs,
H( w=20) Lx) |z (M, = 21) Lx) 2| 2E9
ou Sy := {z € C\ {0} : |Jarg z| < g + 5}. Pour tout w > wp, on suppose également
D(Ly) = D(M.,,), (34)

12
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D (Lo +M.)*) € D (Lo~ M), (35)
L., M,, sont inversibles dans L(X), (36)
L, + M, est inversible dans L(X). (37)

L’hypothese fondamentale de non commutativité est la suivante

Vw 2 wo, 101, M.l x) < X(W), (38)

CL,,m, = (L + M) (Lo — M) 5 (Lo, + MW)_l] (Lo + Mw)_l )
et
X : [wo, oo = RT avec  lim y(w) = 0.

w—r+00

On montre que 'hypothese (38) peut étre rééerite sous la forme suivante

Vw P wo,

M,; L) (L., MW‘QH < x(w).
ML) (Lo + M) 7 <)

1
Dans beaucoup d’exemples concrets en EDP, on trouve x(w) = O <a>, ou a > 0.
w
Pour avoir une représentation de la solution, on utilise celle du cas commutatif, voir (23), et des considérations
heuristiques : on suppose qu’il existe une solution u & I’équation (11) et on remplace la fonction f dans (23) par

1
W+ (Lo = M) + 5 <(Lw M) — (Lo + MW)Q) u.

En effectuant des intégrations par parties, on obtient une équation intégrale vérifiée par v := (L, + M,,)*u écrite
sous la forme

v+ Ry, (v) = F,(f),

ou R, est un opérateur dépendant du commutateur Cr as,, entre autres. On se place alors dans un espace
de Banach adéquat, a savoir BUC? (R; X), pour résoudre cette équation intégrale et en déduire, pour w assez
grand, la représentation suivante

u=(Ly+ M)~ {(I + R (Fw(f))} :

En étudiant la régularité de cette représentation, on obtient, sous les hypothéses citées précédemment, I'exis-
tence, I'unicité et la régularité maximale de la solution classique.

Théoréme .17 On suppose (33)-(38). Soit f € BUCY? (R; X), 6 € ]0,1[. Alors, il existe w* > wy tel que pour

tout w > w*,

1. Uéquation (11) admet une unique solution classique u ;

2. u vérifie la propriété de régularité mazimale

u”’, (Ly — M) ', (L, + M,)*u e BUCY (R; X).

13



Introduction générale

Etude de (11) dans un cadre non commutatif L?

On suppose qu’il existe un réel positif fixé wy tel que pour tout w > wy les hypotheses (34)-(38) sont vérifiées
et aussi :

X est un espace UMD, (39)
Yw = wy, |—00,0[ C p(—Ly), |—00,0[ C p(—My,);
_ C _ C 40
EIC}I,Vw}wO,V)\>O,‘(Lw—/\I) 1H < =, ||, = an 1H <2, (40)
LX) A LX) A
Vw > wo, Vs € R, (—L,)%, (=M,,)* € L(X);
4 is Or|s is O s (41)
02,00 € |0, 5[, 3C > 1, Yoo > wo, ¥ € R, [[(=Lu)™ | ) < O, [[(=DL)|| ) < CePrill

On étudie la régularité LP de la représentation de la solution trouvée dans le cadre holdérien, et on obtient,
I'existence et I'unicité de la solution classique.

Théoréme .18 On suppose (34)-(41). Soit f € LP (R; X), 1 < p < oo. Alors, il existe w* > wg tel que pour
tout w > w*, l’équation (11) admet une unique solution classique u.

On étudie ensuite I’équation (9) :
u’(x) + 2Bu/ (z) + Au(z) — wu(z) = f(z), z € R.

Etude de (9) dans un cadre non commutatif héldérien

On suppose
B? — A, est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A, ),
s -t C (42)
3C >0, YA 0,|(B? = Au, — M) HL(X) <TTv
(i) D (B2~ 4)*) c D(B),
(43)
(i) D (B> — 4) € D (B>~ 4)* B),
1/2 —1
Vo > wo, ||[B: (B2 - 40)'7] (B2 - AL) HL(X) < x(w), (44)
ol

. + - _
X : [wo, +oo[ = R™ avec wEIEoo x(w) =0,

et pour tout w = wy
A, = A—wl.

On suppose, de plus, que les opérateurs
Ly=B-(B2=A+wl)?,  M,=-B- (B> A+wl)"?
vérifient (33) et (36). On obtient alors le résultat optimal suivant.

Théoréme .19 On suppose (33), (36) et (42)-(44). Soit f € BUC? (R; X), 6 €]0,1][. Alors, il existe w* > wp
tel que pour tout w > w*

14
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1. Uéquation (9) admet une unique solution classique u satisfaisant de plus

Vo € R, u(z) € D (B* - A),
Vo € R, u'(z) € D ((B2 - A)1/2> ;

2. u vérifie la propriété de régularité maximale
u”, Bu/, Au, B>u € BUC? (R; X).

Etude de (9) dans un cadre non commutatif L?

On suppose toujours (36), (39), (42)-(44) et aussi que les opérateurs
Ly=B— (B2~ A+wl)'?,  My=-B— (B~ A+wl)”?,
vérifient (40)-(41). On a alors le résultat essentiel suivant.

Théoréme .20 On suppose (39)-(44). Soit f € LP (R; X), 1 < p < oo. Alors, il existe w* > wg tel que pour
tout w > w*, ’équation (9) admet une unique solution classique u satisfaisant de plus

pp.z €R, u(z) € D(B*>—A),
’ 2 1/2
p.p.x € R, u'(x) ED((B —A) ),
et
B*ue L* (R; X).
Chapitre 5

11 est consacré a I’étude du probleme (12) :

u//(x) + (Lw - Mw) u’(m) + i ((Lw - Mw)2 - (Lw + Mw)2) ’LL(:L’) = f(x)a T e (07 1)a

u(0) = uo, u(l) = uy.

dans un cadre non commutatif.

Etude de (12) dans un cadre non commutatif héldérien

On se place sous les hypotheses (33)-(35) et (37)-(38) du précédent chapitre avec de plus

I —ebeeMe ou I — eMeele est inversible dans L(X), (45)

(X, D (Lw))1+9,oo =(X,D (Mw))1+9,oo' (46)

On note que, dans le cas commutatif (L,M, = M,L,), ces deux derniéres hypothéses sont satisfaites. Il est
naturel pour le cas non commutatif de supposer de telles hypothéses supplémentaires (on pourra comparer avec
Da-Prato-Grisvard, voir Chapitre IV, Section 3.2).

On procede alors comme au précédent chapitre : on part de la représentation de la solution du cas commutatif
sur [0, 1] et, aprés de longs et pénibles calculs, on obtient une équation intégrale vérifiée par v := (L, + M,,)%u
et écrite sous la forme

v+ R, (v) = F,(f) + D,

15
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ou R, dépend toujours de Cr,, ar, et D, dépend des données ug et u;. Il ne s’agit évidemment pas des mémes
R, et I, que ceux obtenus précédemment. On se place dans I’espace de Banach complexe :

Car, (10,1]:X) = {@ € €7 ([0,1]5 X) ¢ (L = M) L5 Cropnr, ®(0) € (X, D (L))

0,00

et (L= M)M Croa ®(1) € (X, D (L))}
pour résoudre cette équation intégrale. On en déduit, pour w assez grand, la représentation suivante :
w= (Lo + M) 2 {(T+ Ro) ™ (FL(F) + Da) }.

L’étude de cette représentation permet d’obtenir, un résultat d’existence, d’unicité et de régularité maximale
de la solution dans le cas ou le second membre est dans un espace d’interpolation.

Théoréme .21 On suppose (33)-(35), (37)-(38) et (45)-(46). Soit 6 € |0, 1]. Alors, il existe w* > wy tel que
pour tout w > w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (12) admet une unique solution classique u satisfaisant

u", (Lo — M), (Ly + M) u e €% ([0,1]: X)
(L + M)’ ue €Yy (10,1]5X).

2. feC?([0,1];X) et

ug,u1 € D (LyM,,) N D(M,L,),
M., (Lw+Mw)u0+(Lw+Mw)L<;1f< ) € (X, (LW)>900’
Ly (Lo + My) ur + (Lo + M) MG f(1) € (X, D (L)) o

(L — M,)LSYCr, v (Lo + My,)2ug € (X, D (Ly))y o

3

(Lo, — My,)MS'Cr ., (Lo + My)?us € (X, D (L ))9 oo

Etude de (12) dans un cadre non commutatif L?

Sous les hypotheses (34)-(35) et (37)-(41) du précédent chapitre et sous (45) avec de plus

Yw > wo, ker (Ly) = ker (M) = {0}, Im (L,,) = Im (M,,) = X, (47)

on étudie la régularité LP de la représentation de la solution trouvée dans le cadre holdérien, et on obtient,
Iexistence et I'unicité de la solution classique.

Théoréme .22 On suppose (34)-(35), (37)-(41), (45) et (47). Soit f € LP (0,1; X), 1 < p < oo. Alors, il existe
w* > wg tel que pour tout w > w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (12) admet une unique solution classique u.

2. ug,u; € (X,D ((Lw + Mw)2)) :
1—%,1)

On étudie ensuite le probleme (10) :

{ u’(z) + 2Bu/ (z) + Au(z) — wu(z) = f(x), z € (0,1),

u(0) = up, u(l) = uy.

16
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Etude de (10) dans un cadre non commutatif héldérien

Comme au précédent chapitre, on suppose (33), (42)-(44), avec de plus (45) et
(x.0(B -4 (B (8*=2)"))),., _
= (x.0((B2 = 2)"* (-B - (B2 1)) L

On introduit, pour w > wy, 'espace de Banach complexe CZ}BM ([0,1]; X) des fonctions ® de C? ([0,1]; X)
telles que

B(B-(B*-A,)"" - I)f1 [B: (B2 = 4,)"?] (B2 = A.) 7" 0(0) € (X, D (B> - 4)), .,

B(-B- (B~ A" —I>_1

,O0

(1) € (X,D (B2 - 4)),

1/2
|B; (B2 = 4.)"?] (B2 - AL) 00"
Le résultat essentiel est alors le suivant.

Théoréme .23 On suppose (33), (42)-(45) et (48). Soit 6 € 10,1[. Alors, il existe w* > wy tel que pour tout
w = w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (10) admet une unique solution classique u satisfaisant de plus
vz € [0,1],u(z) € D (B* — A),
Va € [0,1],u/(z) € D ((32 - A)1/2> ,
et la propriété de régularité mazximale

u”, B/, Au e C? ([0,1]; X),
(B> —A+wl)ueCfp,([0,1;X).

2. fe€C?([0,1]; X), ug,u; € D (A) et
(_B_(B2—A+ wi) 1/2)( A+ w)Pug+ (B2 - At w)'? (B—(B2—A+w1)1/2)_1f(0),
(B= (B2 - A+wD)"?) (B2 = A+wn) ! u + (B2 - A+ D) (- B—(B2—A+wl)1/2>71f(1),

B(B-(B*-A+w)'”’ 1[ (B2 = A+w) '] u,

B(-B- (B A+w1)1/2) |B: (B2~ A+ wD)? |,

sont dans (X, D (B? — A)), _.
g

Etude de (10) dans un cadre non commutatif L?
On suppose, comme au Chapitre IV, (39)-(44), et aussi (45) pour obtenir le résultat suivant.

Théoréme .24 On suppose (39)-(45). Soit [ € LP (0,1;X), 1 < p < oo. Alors, il existe w* > wy tel que pour
tout w > w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (10) admet une unique solution classique u satisfaisant de plus
pp.x € (0,1),u(z) € D(B*—A),
pp.x e (0,1),4(z) €D ((32 _ A)I/Q) ,

et
B*u € LP(0,1; X).
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Introduction générale

2. ug,uy € (X,D(32 7A))1_L,p

Perspectives

On donne aussi une liste non-exhaustive de perspectives s’inscrivant dans la continuité de ces recherches.

4. Publications

On donne ici 'ensemble des articles, communications et posters réalisés sur les travaux de cette these.
e L’ensemble de ces travaux a été présenté lors d'un séminaire du LMAH :
— Etude unifiée d’équations auz dérivées partielles de type elliptique régies par des équations différentielles
a coefficients opérateurs dans un cadre non commutatif : applications concrétes dans les espaces de
Holder et les espaces LP, Séminaire du LMAH, 14/06,/2012.
e Les travaux sur la cellule ont fait 'objet d’un article soumis :
— R. LaBBas, K. LEMRABET, K. LiMmAM, A. MEDEGHRI & M. MEISNER, On Some Transmission Pro-
blems Set in a Biological Cell, Analysis and Resolution, soumis (2012) ;
de deux communications :
— On Some Transmission Problems Set in a Biological Cell, Journée des Doctorants SPMII, Rouen,
19/06/2012;
— Problémes de Transmission Dans une Cellule Biologique, Journée de la Fédération Normandie-Mathé-
matiques, Rouen, 13/06/2012;
et d’une présentation de poster :
— Problémes de Transmission Dans une Cellule Biologique, Colloque EDP Normandie, Rouen, 25-26/10/
2011.

e Les travaux du cadre commutatif sur la droite réelle (Chapitre IIT) ont fait I’'objet d’une communication :
— Etude d’Equations Différentielles Abstraites Complétes de Type Elliptique sur Toute la Droite, Cas UMD
et Cas Holdérien, 2¢éme Mini Workshop sur les EDA, Mostaganem (Algérie), 12-16/12/2010.

e Les travaux du cadre non commutatif sur la droite réelle (Chapitre IV) ont fait 'objet d’une publication

[21] :

— A. Favini, R. LABBAS, S. MAINGOT & M. MEISNER, Study of Complete Abstract Elliptic Differential
Equations in Non-Commutative Cases, Appl. Anal. (2011);

d’une communication :

— Etude d’Equations Différentielles Abstraites Complétes de Type Elliptique sur Toute la Droite dans un
Cadre Non Commutatif, Journée de la Fédération Normandie-Mathématiques, Le Havre, 09/06/2011 ;

ainsi que deux présentations de poster :

— FEtudes d’Equations Différentielles Abstraites Complétes de Type Elliptique Dans un Cadre Non Com-
mutatif, Journée des Doctorants SPMII, Rouen, 12/04/2011;

— FEtudes d’Equations Différentielles Abstraites Complétes de Type Elliptique, Colloque EDP Normandie,
Caen, 27-28/10/2010.

e Les travaux du cadre non commutatif sur [0, 1] (Chapitre V) ont fait I'objet d’une publication [20] :
— A. Faving, R. LaBBAS, S. MAINGOT & M. MEISNER, Boundary Value Problem for Elliptic Differential
Equations in Noncommutative Cases, Disc. Contin. Dyn. Syst. (2012).
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Chapitre 1

Rappels

1 Opérateurs linéaires

On va effectuer quelques rappels sur les opérateurs linéaires bornés et fermés afin que les notations utilisées au
cours de cette these soient claires. On donnera aussi une définition des opérateurs sectoriels. Les démonstrations
ne sont pas données, on renvoie par exemple & Dunford-Schwartz [16].

Soient (X, ||| ), (Y, |I-[ly) et (Z,]]-||;) trois espaces vectoriels normés complexes.

Définition 1.1

1. Un opérateur linéaire de X dans Y est une application linéaire A définie d’un sous-espace vectoriel
D(A) C X et a valeurs dans Y, i.e. tel que pour tout x,y € D(A) et pour tout A € C on a :
o Alx+y) = Az + Ay,
o A(Ax) = MAx.
(On note que, par abus, on écrit toujours A(z) = Ax pour tout © € D(A)).

2. D(A) est appelé le domaine de A. On dit que A est a domaine dense (ou densément défini) si

D(A) = X, i.e. si pour tout v € X, il existe une suite (T,,)n>0 d’éléments de D(A) telle que x = lirf T
n—-+0oo

3. On appelle noyau de A le sous-espace de X, noté Ker (A), défini par :
Ker (A):={z € D(A) : Az =0}.
4. On appelle graphe de A le sous espace de X XY, noté G(A), défini par :
G(A) :={(z,y) e X XY :z € D(A), y= Az}.

Définition 1.2 Soient A: D(A) C X =Y et B: D(B) C X — Z deux opérateurs linéaires. On peut définir
Vopérateur BA :
D(BA)={x € D(A): Az € D(B)}
(BA)x = B(Ax), x € D(BA).
On définit, pour tout n € N, A", la n-iéme puissance de A, par :
D(A%) = X et A =1,
D(AY) = D(A) et A' = A,
Vn>2 D(A")={zeD (A" ') : A" 'z € D(A)} et A" = AA""L.

Si A est injectif, on peut définir Uinverse de A, noté A=, par :

AL A(D(A) — D(A)
y — Aly=ux oux € D(A) est défini par Ax = y.
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Définition 1.3 Soient A et B deux opérateurs linéaires de X dans Y. On dit que B est une extension ou un
prolongement de A et on note A C B si

D(A) C D(B) et
Vo € D(A), Ax = Bx.

1.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.4 On dit qu’un opérateur linéaire A défini de X tout entier dans Y est borné s’il est continu,
i.e. st pour tout xg € X

(tim b= anll =0) = ( Jim 142~ Azal =0)
ce qui est équivalent a
lim ||A =0.
tim | Az, =0

On note L(X,Y) lespace des opérateurs linéaires bornés de X dans Y. On pose L(X) := L(X, X).

Proposition 1.5
Ac L(X,Y) & (3M > 0,Vz € X, ||Az|ly, < M ||z| ).

On définit alors une norme sur L(X,Y') notée |||,y y et définie pour tout A € L(X,Y) par :

| Az||
”AHL(X,Y) ‘= sup Y= sup ||Azlly = sup [|Az[ly .
vex,z20 1Zllx  Jel<t 2]l =1

Proposition 1.6 SiY est un espace de Banach alors L(X,Y) est un espace de Banach.

Proposition 1.7 Soit A € L(X). Si || Al (x) <1, alors I — A est inversible dans L(X) et (I-A)"1= Z A",
n=0

1.2 Opérateurs linéaires fermés

Définition 1.8
1. Un opérateur linéaire de X dans Y est fermé si son graphe est un sous-espace vectoriel fermé de X x Y.

2. Un opérateur linéaire est dit fermable s’il admet une extension fermée.
Proposition 1.9 Un opérateur linéaire A : D(A) C X — Y est fermé si et seulement si pour toute suite

(Tn)n>o d’éléments de D(A) telle que

T, — x dans X,
Az, — y dans'Y,

onax € D(A) et Av =y.
Définition 1.10 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. L’ensemble résolvant p(A) de A est défini par :
p(A) :={A e C: (AN — A) est inversible dans L(X)}.
Si X € p(A) on définit la résolvante Ry(A) de A au point X par :
Ry(A) := (M — A)~L.
Le spectre de A, noté o(A), est défini par

og(A) :=C\p(4).
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I.1 Opérateurs linéaires

Proposition 1.11 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. On a la formule de lidentité de la résolvante, i.e.
pour tout A\, p € p(A)
Ryx(A) — R, (A
RA(A)R, () = A=),

Proposition 1.12 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors Uapplication R : X € p(A) — Rx(4) =
(M — A)~L est analytique sur p (A).
Proposition 1.13 Soit A: D(A) C X — Y un opérateur linéaire.
1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B € L(X,Y) Uopérateur A+ B : D(A) C X — Y est fermé.
2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A™" est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé a valeurs dans X et D(A) est fermé dans X alors A est continu de D(A)
dans X (Application directe du Théoreme du graphe fermé).

4. 8i A est un opérateur continu de D(A) dans X, alors A est fermé si et seulement si son domaine est
fermé.

5. Si p(A) # & alors A est fermé.

Définition 1.14 Soit A : D(A) C X — Y wun opérateur linéaire. On peut munir D(A) d’une norme notée
||-HD(A) et appelée norme du graphe, elle est définie pour tout x € D(A) par :

12/l pay = llzllx + [[Az[ly .
Proposition 1.15 Si A est un opérateur linéaire fermé, alors (D, ||~HD(A)> est un espace de Banach.

La proposition suivante est un résultat qui sera beaucoup utilisé dans les chapitres suivants pour justifier
que certains opérateurs utilisés sont bornés.

Proposition 1.16 Soient A € L(X) et B : D(B) C X — X un opérateur linéaire fermé tels que Im(A) C
D(B). Alors BA € L(X).

Preuve. Il est clair que BA est défini sur X. Soit (z,,),,, une suite d’éléments de X telle que

T, — x dans X,
(BA) x,, — y dans X.

Alors comme Im(A) C D(B), (Azy),,5, est une suite d’éléments de D(B) et comme A € L(X) on a

Az, — Az dans X,
B (Az,) — y dans X.

B étant fermé on a, grace a la Proposition 1.9, Ax € D(B) et B (Az) = y. Ainsi € D(BA) et (BA)x =y. BA
est donc un opérateur fermé et défini sur X. D’apres la Proposition 1.13, point 3., on obtient BA borné sur X,
ie. BAe L(X). m

1.3 Opérateurs sectoriels

Il est important de préciser qu’il existe de nombreuses définitions équivalentes pour les opérateurs sectoriels.
On utilisera ici celle donnée dans Haase [37].
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Définition I1.17 Soit 0 < w < g On définit le secteur suivant
Sw :={2€ C\ {0} : |arg z| < w}. (I.1)
1. Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel d’angle w si
a(A) C S,

et
Vw' € Jw, [, M(Aw') := sup H)\(A - )\I)AH < 0.
AES,r

2. On note Sect(w) U'ensemble des opérateurs linéaires sur X qui sont sectoriels d’angle w.

2 Espaces fonctionnels

Soit (X, ||.||) un espace de Banach complexe.

2.1 Intégrales de Bochner

Dans cette these, les fonctions sont définies a valeurs dans X. La mesurabilité utilisée est celle définie au
sens de Bochner. On va donc en donner la définition avant de donner celle d’une intégrale de fonctions a valeurs
dans X.

Définition 1.18 Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f :]a,b] — X.

1. f est dite étagée si pour tout x € |a,b| il existe une famille finie (x;)
finie (A;);c; de parties mesurables de |a, b[ vérifiant

U A; :]a,b[,
iel
Vijelitj, ANA, = o,

i1 A’€léments de X et une famille

telles que
f(x) = in]IAia
iel
ou L4, est la fonction caractéristique de A;.

2. f est dite Bochner-mesurable, i.e. mesurable au sens de Bochner, s’il existe une suite (f,) de

fonctions étagées telle que

neN

Jim fu(z) = f(z) pp.z€labl.

3. f est dite Bochner-intégrable, i.c. intégrable au sens de Bochner, s’il existe une suite de fonctions
(fn)nEN convergeant vers f presque partout et telle que

b
lim [ 1fu(a) = fla) | do =

n— 00

La proposition suivante donne un lien entre I'intégrale de Bochner et 'intégrale de Lebesgue.

Proposition 1.19 Soient a et b deux réels tels que a < b et f : ]a,b] = X une fonction Bochner-mesurable.
Alors f est Bochner-intégrable si et seulement si Uapplication x € |a, b — ||f(z)| est Lebesgue-intégrable.

Remarque 1.20 La Proposition 1.19 implique que les propriétés des intégrales de Lebesgue sont valables pour
les intégrales de Bochner. De plus on a
b
[t
a

b
< / (@) da.
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1.2 Espaces fonctionnels

2.2 Espaces de Holder

Comme il a été énoncé en introduction, on va travailler dans les espaces de Holder : C%([0,1]; X) et
BUC? (R; X), 6 € ]0,1[. On note que BUC signifie “Bounded Uniformly Continuous”. On va donc définir les
espaces de Holder ainsi que les espaces petit-Holder et énoncer quelques propriétés importantes de ces espaces.
On ne donne pas ici de démonstration, celles-ci sont tres classiques.

Définition 1.21 Soient a,b € R tels que a < b, § €10,1] et k € N.

1. L’ensemble des fonctions 0-hdoldériennes de [a,b] dans X est défini par

Y ([a,b]; X) := {cp:[a,b]%X, sup W<oo}.
geelable-g20 €=

2. L’ensemble des fonctions uniformément continues et bornées de R dans X est défini par

¢ :R—= X, sup||p@)] < oo etVe>0,30 >0,
£eR

V6, & eR, (€ -¢'[<0) = ([le€) — (&)l <€)

BUC (R; X) :=

3. L’ensemble des fonctions k fois continiment dérivables a dérivées bornées de R dans X est défini par
BUCK (R; X) = {(p € CF(R; X) : Y0 < i < k@ e BUC (R;X)} .
4. L’ensemble des fonctions bornées et 0-holdériennes de R dans X est défini par

lo(©) = @)l _ oo}.

BUC? (R; X) :=< p: R — X, sup||o(&)| < oo et e
¢€R ceer g0 £ = ¢

5. L’ensemble des fonctions k fois continiment dérivables a dérivées bornées et de dérivée k-éme 0-hdéldérienne
de R dans X est défini par

BUCH (R; X) := {go € BUCKR; X) : o® € BUC? (R;X)} .

Proposition 1.22 Soient a,b € R tels que a < b et 6 € ]0,1[. Alors
BUC? (R; X) ¢ BUC (R; X),
C?([a,b]; X) € C ([a, b]; X).

Proposition 1.23 Soient a,b € R tels que a < b, § €]0,1] et k € N.

1. 0% ([a,b]; X) est un espace de Banach muni de la norme lco ((a,p;x) définie par

l(6) = (N

+ llell %) -
0 C([a,b]; X
geclab], e—e'#0  |€— ¢ ([ab1:)

el oo (fab;x) =

2. BUC (R; X) est un espace de Banach muni de la norme ||-|| gy g, définie par

HSOHBUC(R;X) i=sup [[p(&)]] -
£€R

3. BUCK (R; X) est un espace de Banach muni de la norme ||'||BUck(R;X) définie par
k
H@HBUC"V(R;X) = Z H%O(Z)
i=0

1=

BUC(R;X)
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4. BUCY (R; X) est un espace de Banach muni de la norme Il prrco ;x) définie par

l(§) = (D

+ el srom:x) -
cerer, i-er40 € — ¢ (&%)

el suce ex) =

5. BUC*Y (R; X) est un espace de Banach muni de la norme ”'”BUC”“‘“’(R-X) définie par

(k) ey — ok (g k
‘ ] o™ (&) — ™ (&) (i)
||<p||BUCk+€(R;X) = Sup + ; Hcp BUC(R;X)

€.6'€R, E—¢/#0 € —¢1’
Définition 1.24 Soit A un opérateur linéaire sur X de domaine D(A). On définit
BUC(R; D(A)) :={p € BUC(R; X) : Vx € R,p(x) € D(A) et x — Ap(z) € BUC(R; X)}.
On définit de méme ’espace C(la,b]; D(A)), pour a,b € R tels que a < b.

Définition 1.25 Soient a,b € R tels que a < b, § €10,1] et k € N.

1. L’ensemble des fonctions bornées et 0-petit-holdériennes de [a,b] dans X est défini par

h? ([a,b]; X) := {(p € C%([a,b]; X) : lim ( sup lp(€) = (€l ¢(§/)|> = O} .

0
020 \exerer, [g—¢'|<s  |€— ¢

2. L’ensemble des fonctions k fois continument dérivables a dérivées bornées et de dérivée k-éme 0-petit-
holdérienne de [a,b] dans X est défini par

P ([0, 8] X) o= {9 € CF([a,]; X) s M) € 17 ([a,8]5 X) }

On peut trouver plusieurs propriétés de ces espaces dans Sinestrari [56] ou Lunardi [48]. On a notamment
la proposition suivante.

Proposition 1.26 Soient a,b € R tels que a < b, et §,a € ]0,1] tels que 6 > . Alors
% ([a,b]; X) € R ([a,b]; X) .

2.3 [Espaces de Sobolev

Dans cette these, on va également travailler dans les espaces LP et les espaces de Sobolev dont on donne la
définition ci-dessous.

Définition 1.27 Soient a < b finis ou infinis et k € N\ {0} et p € [1,+0o0].
1. On définit pour p € [1,+00[

LP(a,b; X) :={f :Ja,b[— X Bochner-mesurable, z + || f(x)||’ Lebesgue-intégrable}

et pour p = +00

L>*(a,b; X) := {f :la,b]— X Bochner-mesurable , sup ess| f(x)] < oo} .
z€(a,b)
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2. On définit l’espace de Sobolev
W (a, b X) = { f € L(a,5:X), []Y) € L(a, b5 X), = 0,1,k }

ot pour j = 0,1,....k, [f]U) est la dérivée j-éme au sens des distributions de f et [f]Y) € LP(a,b; X)
signifie qu’il existe g; € LP(a,b; X) tel que [f]U) = [g;].

Proposition 1.28 Soient a < b finis ou infinis, k € N\ {0} et p € [1,+00].

1. LP(a,b; X) est un espace de Banach muni de la norme |- 5, . x) définie par

b 1/p
(/ ||f(fv)|pdw> sip € [L, +oof

sup ess | f(x)] sip=-+oo.
z€(a,b)

||f||Lp(u7b;X) =

2. WkP(a,b; X) est un espace de Banach muni de la norme [t a,p;x) d€finie par

k 1/p
N
nov sip € [1,+00
11 0 I D3 [ [1,+oc]
Wk’p(a,b;X) j=1
(j)H _—
Jfllaka[f] Loy P +00.

Définition 1.29 Soient a < b finis ou infinis et p € [1,+00]. Soit A un opérateur linéaire sur X de domaine
D(A). On définit

L? (a,b; D(A)) :={p € LP (a,b; X) : p(x) € D(A) p.p.z € (a,b) et x — Ap(x) € L (a,b; X)}.

3 Calcul fonctionnel

On va introduire le calcul fonctionnel de Dunford pour les opérateurs linéaires bornés, puis pour les opé-
rateurs sectoriels. On donnera aussi 'extension du calcul fonctionnel. Celui-ci sera appliqué sur les puissances
fractionnaires d’opérateurs. On renvoie pour les démonstrations & Haase [37].

Soit (X, |.||) un espace de Banach complexe. Pour U un ouvert de C, on désigne par H(U) I'ensemble des
fonctions holomorphes sur U.

Définition 1.30 (Formule de Cauchy intégrale) Soient U un ouvert de C, K un compact de U de bord -y
orienté positivement. Soient f € H(U) et zo € K. On a

f(0) = = A 1) 4.,

2w Z— 2o

Le calcul fonctionnel classique s’appuie sur la formule précédente pour construire f(A), ot f est holomorphe
sur un voisinage ouvert de o(A4) et A € L(X).

3.1 Calcul fonctionnel de Dunford-Riesz pour les opérateurs linéaires bornés

Définition 1.31 (Intégrale de Dunford-Riesz) Soient A € L(X), U un ouvert de C, K un compact de
U contenant o(A) et v le bord de K orienté positivement (v est donc finie et entoure le spectre de A). Soit
fe  HU). Alors

FA) = o / f(2) (2 — 4) " d.
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De plus f(A) ne dépend que de la fonction f et non du domaine U. Ceci résulte du fait que la fonction
2+ (2] — A)™" est analytique sur p(A) (voir Proposition 1.12).

Proposition 1.32 Soient A € L(X), U un ouvert de C et K un compact de U contenant o(A). Alors Uappli-
cation ® : H(U) — L(X) définie par

Ve H{U), ®(f) = f(4),

est un homomorphisme d’algébre.

3.2 Calcul fonctionnel de Dunford pour les opérateurs sectoriels

Soient w € ]0,7[ et A € Sect(w). On commence par définir des espaces de fonctions holomorphes sur des
secteurs Sy, ¢ € |0, 7[, définis par (I.1).

Définition 1.33 Soit ¢ €0, 7.

1. DR(S,) est lespace des fonctions f de H(S,) vérifiant
3C 20,35 >0,z €8, [f(2)] < Cmin{\le, IZI_S}-

2. DRo(S¢) est Uespace des fonctions f de H(S,) bornées sur S, admettant un prolongement holomorphe
sur un voisinage de 0 et vérifiant

s >0, |[f(2)] < O(|z| ) (quand |z| — +0).

Définition 1.34 Soient f € DR(S,) UDRy(S,), ¢ € |w,w[. On pose alors

1
T 2m

F(A): /F FO) (M — 4)

ot la courbe T est définie comme suit.

1. Si f € DR(S,), T est le bord orienté positivement de S.y, w' € Jw, ¢l

2. 8t f € DRo(S,), T est le bord orienté positivement de S, U B(0,7), w' € Jw, @[ et r > 0 tel que f est
holomorphe au voisinage de B(0,7).

f(A) ainsi défini ne dépend ni du choix de w' ni de r.
Définition 1.35 Si f € DR(S,) + DRo(S,) alors il existe g € DR(S,,), h € DRy(S,) tels que
f=g+h

On pose alors

f(A) =g (A)+h(4).
Proposition 1.36 Soient f,g € DR(S,) + DRo(S,).

1. f(A) € L(X).
2. Ya,B €C, (af +Bg) (A) = a(f(A)) + B (g9(4)).
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1.3 Calcul fonctionnel

3.3 Extension du calcul fonctionnel

Soient w € ]0, 7| et A € Sect(w).

Définition 1.37 Soit ¢ € ]0,7[. On pose

A(S,) = {f € H(S,): meN, (lffz))n € DR(S,) + mo(sw)} .

On note que A(S,) contient DR(S,) +DRy(S,) et aussi toutes les fonctions rationnelles dont les poles sont
hors de ST(, et en particulier les constantes.

Définition 1.38 Soient f € A(S,), ¢ € |w,n[. On définit

)=+ ar (L2 ) .

On donne les principales propriétés du calcul fonctionnel étendu.

Proposition 1.39 Soient f,g € A(S,), ¢ € Jw, 7.
1. f(A) est un opérateur fermé sur X.
2. Si A est borné alors f(A) est borné.
3. SiT € L(X) commute avec A alors T commute avec f(A).
4 F(A)+ g(A) C (F +)(A) et F(A)g(4) C (fg)(A).
5. 1(A) =1, (z")(A) = A" ot n € N\ {0}.

6. YA ¢ S, <{(_Z)Z> (A) = fF(A) (A — A"

7. Wu € C, (= — W f(2)(A) = (A— ) f(A).

Dans le cas particulier ou A est injectif et dans 'optique de définir les puissances fractionnaires d’opérateurs,
A% ou «a € C, on s’intéresse a une nouvelle classe de fonctions.

Définition 1.40 Soit ¢ € ]0,7[. On définit

B(S,) = {f € H(S,):IneN, (ifgg c m(s@)} .

Si A est injectif, pour tout f € B(S,), ¢ € lw, [, on définit

FA) = (14 4747 <<1+f<>)> ().

Proposition 1.41 Soit f € B(S,), ¢ € |w, 7.
1. f(A) est un opérateur fermé sur X.

2. Si A est borné et inversible alors f(A) est borné.

On note que si f € A(S,) NB(S,), f(A) admet alors deux formules de définition et ces formules coincident.
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3.4 Puissances fractionnaires d’opérateurs

On utilisera dans ce travail les puissances fractionnaires d’opérateurs sectoriels, en particulier les puissances
1/2. On renvoie a Haase [37] pour les démonstrations. On peut également se référer & Komatsu [39] et Balakri-
shnan [3].

On distingue deux cas : les puissances fractionnaires a parties réelles positives et celles a parties réelles
quelconques.

Soient A € Sect(w), ot w € |0,7[, et a € C avec Re(a) > 0. Alors pour ¢ € |w,7[ et n € N tels que

n > Re(a), on a

Za
— D
5o € DR(S),

et donc 2% € A(S,,). Ceci permet de définir
AY = (27)(4). (I.2)

Proposition 1.42 Soient A € Sect(w), ot w € 0,7[, o, € C tels que Re(r), Re(f) > 0.
1. A% est un opérateur linéaire fermé dans X .

Si A e L(X) alors A~ € L(X).

AP = A2 AP = AP A,

Si Re(a) < Re(B) alors D(AP) C D(A).

Si A est injectif, alors A* est aussi et (A=1)* = (A%)~L.

Si 0 € p(A) alors 0 € p(A¥).

NS S

Si0<a< g, alors A® € Sect(aw).

8 Sil<a< E, alors (A%)P = A*P,
w

On note que Balakrishnan [3] fournit une représentation intégrale de A* pour 0 < Re(«) < 1.

Pour A € Sect(w), ot w €0, 7], a € C et p €|w, [, 2% € B(S,) et si A est injectif, alors on définit encore
A® par la formule (I1.2).
Proposition 1.43 Soient A € Sect(w), ot w €0, 7] et o, 8 € C. On suppose A injectif.

1. A% est un opérateur linéaire fermé dans X .

2. AP C A2 AP et D(A*AP) = D(A*18) N D(AP).

3. Si Re(a) < Re(B) alors D(AP) C D(A®).

4. A% est injectif et (A71)* = (A%)~1.

5. 810 € p(A) alors 0 € p(A“).

0

. Sia €R tel que |a| < E, alors A* € Sect(|ajw).
w

7. Si o € R tel que o] < g, alors (A%)P = AP,

On note que Komatsu [39] fournit une représentation intégrale de A® pour 0 < |Re(a)| < 1.

On utilisera également les puissances imaginaires d’opérateurs et en particulier les opérateurs BIP définis
ci-dessous.
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Définition 1.44 Soit A un opérateur linéaire fermé da domaine dense dans X. On dit que A € BIP(«, X), avec
a € [0,7], si

|—00,0[ C p(A), ker(A) = {0}, Im(A) = X et
Je=1,VA>0, [[(A+ AT

_ c
) 1HL(X) S 2\

et

als]

Vs €R, A% € L(X) et
AisHL(x) S ce®Pl

dc>1, Vs e R,

4 Semi-groupes

Dans cette these, on utilisera la théorie des semi-groupes analytiques. On va donc commencer par définir ce
qu’est un semi-groupe puis on étudiera les Cjy semi-groupes et leur générateur infinitésimal. Ceci est nécessaire
puisqu’un semi-groupe analytique est un Cy semi-groupe qui possede des propriétés supplémentaires. On trouve
les démonstrations et d’autres propriétés dans Pazy [51].

Soit (X, ||-]|) un espace de Banach complexe. Dans cette section, on consideére (T'(¢));>o une famille d’opéra-
teurs linéaires bornés définis sur X.

4.1 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.45 La famille (T'(t))i>0 est appelée semi-groupe si on a :
1. T(0) =1,
2. Vs, t e RY, T(s+t) =T(s)T(t).

Autrement dit (T'(t))i=0 est un semi-groupe si et seulement si Uapplication VU définie de RT dans L(X) et
qui a tout t > 0 associe W(t) = T(t) est un homomorphisme du semi-groupe additif (R™,+) dans le groupe
multiplicatif (L(X),0).

Définition 1.46 Un semi-groupe (T'(t))i>0 est dit fortement continu, et est noté Cy semi-groupe, si ¥ est
continue pour la topologie forte d’opérateurs sur L(X), i.e. si on a pour tout x € X

lim ||T(t)z — x| = 0.
Tim [[T(t)z — o
Cette propriété est appelée la forte continuité en zéro.

Proposition 1.47 Soit (T(t))i>0 un Cy semi-groupe. Alors il existe des constantes réelles w € R, M > 1, telles
que

Vt >0, [Tl () < Me™.

Siw=0etM=1, (T(t))i>0 est appelé Cy semi-groupe de contractions.

Corollaire 1.48 Soit (T'(t))i>0 un Cy semi-groupe. Alors pour tout x € X, t — T(t)x est une fonction continue
de RT dans X, i.e. pour tout ty € R™

lim. T (t)x — T(to)x|| = 0.

t—t,
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4.2 Générateurs infinitésimaux

A un Cy semi-groupe (T'(t)):>0 on associe un opérateur appelé le générateur infinitésimal. Celui-ci peut étre
obtenu comme la dérivée & droite en 0 de la fonction ¢ — T'(t).

On sait que les fonctions ¢ — T'(t)x, pour tout x € X, sont continues, mais ne sont pas nécessairement
différentiables. On doit alors se restreindre, pour cette section, aux éléments de X pour lesquels la dérivée
voulue existe. Ainsi on obtient le générateur infinitésimal qui n’est pas défini partout.

Définition 1.49 Le générateur infinitésimal du Cy semi-groupe (T'(t))i>0 est lopérateur A défini par :

T(h)x —
D(A) = {m € X : lim (h)o =z existe dans X},
h—0t h
Az = lim Tz == x’ x € D(A).
h—0+t h

D(A) est non vide (0 € D(A)) et est bien un sous-espace vectoriel de X. A est clairement linéaire de D(A)
dans X.

Proposition 1.50 Soit A, de domaine D(A), le générateur infinitésimal de (T'(t))i>0, Co semi-groupe. Alors
on a les propriétés suivantes.

1 t+h
V>0, , lim - = .

1.Vt>0,Ve e X hh_%hh/t T(s)x ds =T(t)x

¢ t
2.Vt >0,Vx e X, / T(s)x ds € D(A), A </ T(s)x ds> =T(t)x —x.

0 0
3.Vt > 0,Vz € D(A), T(t)x € D(A) et t — T(t)x est différentiable sur RT avec %T(t)x = AT (t)x =

T(t)Ax.
t ¢

4. Vs,t>0,Vo € D(A), T(t)x —T(s)x = / AT (T)x dr = / T(r)Az dr.

Corollaire 1.51 Soit A, de domaine D(A), le générateur infinitésimal du Cy semi-groupe (T'(t))i>o0. Alors
D(A) est dense dans X et A est un opérateur linéaire fermé.

Proposition 1.52 Soient (T'(t))i>0 et (S(t))i>0 deux Cy semi-groupes de générateurs infinitésimaus respectifs
AetB.SiA=B ona
vVt >0, T(t) = S(t).

Proposition 1.53 Soit A, de domaine D(A), le générateur infinitésimal de (T'(t))i>0, Co semi-groupe. Alors
on a

+o00
(] D(A™) = X.
n=1

Définition 1.54 Un semi-groupe (T(t))i>0 est appelé semi-groupe uniformément continu d’opérateurs
linéaires bornés si

li Tt) -1 =0.

t—1>I(IJ1+ 1T(¢) HL(X)

Remarque 1.55 Soit A un opérateur linéaire borné sur X . Alors
—+oo

tA "
_ AN
¢ _ZH!A’

n=0
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I.4 Semi-groupes

eriste et détermine d’une maniére unique un semi-groupe uniformément continu (etA) dont A est le généra-

teur infinitésimal.

>0
1 t

Réciproquement, (T (t))i>0 €tant un semi-groupe uniformément continu, on a pour tout x € X, : / T(s)x ds
0

1 t
converge uniformément vers T(0)x = x quand t — 0%. Donc pour tout t > 0, E/ T(s)x ds est inversible et
0

pour tout y € X, il eviste x € X ett > 0 tel que

donc y € D(A). Ainsi D(A) = X et A est borné.

4.3 Théoréme de Hille-Yosida

On va donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’'un opérateur A soit le générateur infinitésimal
d’un Cj semi-groupe de contractions.

Théoréme 1.56 (Théoréme de Hille-Yosida) Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur
infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions (T(t))i>o sur X si et seulement si

1. A est fermé et D(A) = X;
2. R* C p(A) et, pour tout X >0, on a

1
IBAA) 0 < 5
Voici deux corollaires tres intéressants de ce célebre théoreme.
Corollaire 1.57 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions sur X, (T'(t))¢>o. Alors

(A e C:Re(\) > 0} C p(A),

et pour tout X\ € C tel que Re(\) > 0,
1

< .

Corollaire 1.58 Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe
(T(t))e=0 sur X tel que |[T(t)] 1 x) < e“t si el seulement si

1. A est fermé et D(A) = X ;
2. |w,+oo[ C p(A) et, pour tout X € Jw,+o0[, on a

”R/\(A)HL(X) < N—w

On donne un théoréme analogue pour un Cj semi-groupe quelconque.

Théoréme 1.59 Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe
(T(t))iz0 sur X tel que |T(t)]|x) < Me*t si et seulement si

1. A est fermé et D(A) = X ;
2. Jw,+oo[ C p(A) et, pour tout A € |w, +ool, pour tout n € N\ {0}, on a

M

H(R,\(A))in v S Do)
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4.4 Semi-groupes analytiques

Apres avoir étudier les Cy semi-groupes il est nécessaire d’aborder les semi-groupes analytiques qui seront
utilisés tout au long de la these. C’est un outil tres puissant pour la résolution de certaines équations aux
dérivées partielles.

Dans cette section, on définit, pour tout 0 < a < z, le secteur

Yo:={2z€C\{0}:|argz| < a}.

Définition 1.60 Soit 0 < o < g Une famille (T'(2)),cx.
lytique de type o dans X si elle vérifie les conditions suivantes :
1. T(0) =1,
2. V21,20 € By tels que z1 + 2o € By, T(21 + 22) = T(21)T(22),
3. ¥e>0,Vee X, lim T(z)r=ux,

z2—0,2€EX 4 ¢

d’éléments de L(X) forme un semi-groupe ana-

4. Uapplication z — T(z) est holomorphe sur ¥,
Si, de plus,
1. Ye >0, sup |T(2)| < o0, i.e. (T(2))

Z2€EXq—¢

s, est uniformément borné dans ¥, _.,

alors (T(2)) est appelé semi-groupe analytique borné de type o dans X.

ZEX

On peut aussi définir les semi-groupes analytiques de la maniére suivante.

Proposition 1.61 Soit 0 < a < g Un Gy semi-groupe (T'(t)),, est un semi-groupe analytique d’angle o dans
X si et seulement si

1. T(.) est la restriction d’une fonction holomorphe T : ¥, — L(X),

2. Vz1,29 € 3y tels que 21 + 20 € Xy, T(21 + 22) = T(21)T (22),

3. Ve >0,Vr € X, lim T(2)x==z.

z—0,z€X0 ¢

Théoréme 1.62 Soient A un opérateur linéaire fermé a domaine dense D(A) dans X et 0 < a < g tels que
Z04—0—71'/2 C p(A)v
_ M (1.3)
M > 0,V\ € A,’A—/\I 1H <=
p(A), ||( Vol ST

On définit la famille d’opérateurs linéaires (T(t))t>0, notée (etA)t>O, par

T(0) = I,
Vt>0,Vr € X, T(t)r = etdx = — / M(A - X"z d),
¥

oty C p(A) est un contour non borné dans X, /2 allant de +ooe i T/2Ha) 4 4 oei(m/24a)

Alors (etA)t>0 est un Cy semi-groupe de générateur infinitésimal A. De plus, (etA) se prolonge analyti-

>0
quement en un semi-groupe analytique de type o noté (eZA)zez .

Remarque 1.63 Si A est un opérateur linéaire fermé a domaine dense D(A) dans X wvérifiant (1.3), alors
—Ae Sect(a+7/2),0 < a< g, au sens de Haase (voir Définition 1.17).
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Dans Pazy [51], p. 70, on trouve le résultat suivant.

Proposition 1.64 Soit (€ZA)zez un semi-groupe analytique dans X sur X, de type o et de générateur infi-
nitésimal A. Si A est inversible alors

3C > 0,36 > 0,Vt > 0, | < Ce %,

tA
¢ HL(X)
Ck
k tA —5t
36 > 0,Vk € N\ {0},3C) > 0,Vt > 0, || AFe ||L(X) < e
Le théoréme qui suit est un résultat de Balakrishnan [3]. Il donne un résultat important sur les puissances
fractionnaires d’opérateurs que l’on utilisera ultérieurement.

Théoréme 1.65 Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense D(A) dans X tel que

M
, A) et 3IM A ,’Aﬂ\f‘lH <=
10, +oo[ C p(A) e > 0,VA >0, ||( ) Lo ST
Alors il existe un secteur Xy, 0 < ¢ < g, tel que
By C plA) et VA€ Sy, [[(4- 2D <M
oy - Lx) A

1/

De plus, lopérateur (—A) 2 est bien défini et il existe un secteur Yoy r/2, avec 0 < a < -, tel que

™
2
ZoHrﬂ'/Q C p(_ (_A)1/2)a

et — (—A)l/2 génére un semi-groupe analytique.

4.5 Semi-groupes analytiques généralisés

Définition 1.66 Soit 0 < o < g Un semi-groupe (T'(t)),, est un semi-groupe analytique généralisé
d’angle o dans X si

1. T(.) est la restriction d’une fonction holomorphe T : ¥, — L(X),

2. Vz1,29 € Xy tels que 21 + 20 € Xy, T(21 + 22) = T(21)T(22).

Remarque 1.67 Un semi-groupe analytique est donc un semi-groupe analytique généralisé qui est de plus for-
tement continu en 0.

Dans Sinestrari [56], on trouve de nombreuses propriétés sur les semi-groupes analytiques dont les deux
propositions suivantes. Tout d’abord, on a une représentation sous forme d’une intégrale de Dunford.

Proposition 1.68 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X de domaine D(A) vérifiant (I1.3). Pour tout t > 0,
on peut définir et* € L(X) par une intégrale de Dunford

1
et —/eM(A—M)—ldA,
Y

~ %n

oty C p(A) est un contour non borné dans X r /2 allant de +ooe”UT/24) i 4ooe(™/2H) - On pose de plus
P4 = 1. Alors on a les propriétés suivantes.

1. Vt,s >0, e(tT9)A = ptAgsA,

2.Vt >0, Vr € X, Vk € N\ {0}, etz € D(A).
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3. ¥k €N, 3C, > 0,V > 0, [[tFA%e! | | ) < Cr.

dketA

4. Vk € N\ {0}, Vt > 0, = Akt ¢ L(X) et t — et peut s’étendre analytiquement dans un secteur

T
Yo, 0 <a< 3 contenant le demi-axe réel positif.

5.Vt >0,Vr € D(A), Aetdx = !4 Az
6. Wt > 0, VA € p(A), (A — AI)~letd — A (A — AT)~1.

Le fait que D(A) n’est pas nécessairement dense dans X influence le comportement de t +— et

de 0 comme le montre la proposition suivante.

au voisinage

Proposition 1.69 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X de domaine D(A) vérifiant (1.3).

1. Six € D(A), alors }iné ez = x. Inversement si PH}) e =y, alors x € D(A) ety = 2.
— —

t
2. Ve e X, Vt > 0,/ e ds € D(A) et
0
t
A/ etz ds = etz —
0

t
ainsi / Az ds = e o — x quand s — ||A65Ax|| est dans L'(0,t;R).
0

3. Six € D(A) et Ax € D(A), alors
tA

ety — o
lim ——— = Az.
t—0 t
ety — g [
Inversement, si %HI(]) — =¥ alors x € D(A) et Az =vy.
—

1/t —
4. }irr(l) n ez ds =y si et seulement siy = x € D(A).
- 0

Théoréme I1.70 Soient A un opérateur linéaire fermé sur X de domaine D(A) vérifiant (1.3) et 0 < a < g
Alors (e*4)
de (ezA)

ey, €stun semi-groupe analytique généralisé de type . A est alors appelé le générateur infinitésimal

2€X0 "

Remarque 1.71 Dans le théoréme précédent, A est un générateur infinitésimal de (e Loy, Ou sens du point
3. de la Proposition 1.69. Bien évidemment si le domaine de A est dense dans X, la notion coincide avec la
Définition 1.49.

zA)

5 Espaces d’interpolation

5.1 Espaces de Moyenne

On rappelle ici la notion d’espace d’interpolation développée par J. L. Lions et J. Peetre [45].
Soit (X, ||-]|) un espace de Banach complexe. Il est nécessaire d’introduire les espaces suivants.

Définition 1.72 On définit pour p € [1,+0o0[

oo dt
LP (R X) = {f :RT — X fortement mesumble,/ lFN° 7 < oo} :
0
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et pour p = 400
LY (RT;X) = {f :RT — X fortement mesurable, sup ess||f(t)| < oo} .
teR+

Proposition 1.73 Soit p € [1,+00]. Alors LY (R, X) est un espace de Banach muni de la norme

“+o0o dt 1/p
([ Terd) sive s,
Hf”Lf(RﬂX) = 0
sup ess|| f(t)]| sip=+oo.
teR+

Soient (Xo, [|'|lx,) et (X1, [[[x,) deux espaces de Banach s’injectant continiiment dans un méme espace
vectoriel topologique séparé €.

Proposition 1.74 Xy N X, et Xg+ X1 sont des espaces de Banach muni des normes respectives

111, = max {l1€]lx, 5 €]l x, }» € € Xo N XY,

||§||XO+X1 = acoEXmmEigl(fl,xo-‘raCl:f {HxOHXo + Hle)ﬁ} ) f € Xo + X1

De plus on a
XoNX; C Xo, X1 C Xo+ Xy,

avec injections continues.

Définition 1.75 Soient p € [1,+o0] et 6 € ]0,1[. On appelle espace de moyenne (ou espace d’interpola-
tion) entre X et Xy, Uespace (XO;Xl)Q,p défini par

Z) Vi > 0, HUO(t) e Xy, Hul(t) e Xy f = U()(t) +U1(t),

€ (X, X &
§ € (X0, X1)s, {z‘z‘)t—%oeLi’(R+,X0),t1—9u1eLE(R+,X1).

Proposition 1.76 Soient p € [1,+00] et 0 € ]0,1[. Alors (Xo, X1),, est un espace de Banach muni de la norme

oy = inf (][t uol

w; Rt — X i=0,1:
VE>0,uo (t)+u (t)=¢

+ ||t |

LY(R*,Xo) LE(R+,X1)) ’

De plus on a
XoNnX; C (X()»Xl)g’p C Xo + Xy,

avec injections continues.
Proposition 1.77 Soient p € [1,400] et 6 €]0,1[. Alors
(X0, X1)p, = (X1,X0); 4, -

Pour la définition suivante, on se place dans le cas ot Xy = D(A) est le domaine d’un opérateur linéaire
fermé A sur X; = X.

Définition 1.78 Soient p € [1,4+00], 6 € ]0,1[ et A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X muni
de la norme du graphe. On définit alors

Da(0,p) := (X, D(A))s p-
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Lorsque A vérifie certaines propriétés spectrales, on peut donner des caractérisations explicites de D4 (0, p)
pour p € [1,+o0] et 8 € ]0,1] .
Proposition 1.79 Soient p € [1,+00], 0 €]0,1] et A un opérateur linéaire fermé sur X de domaine D(A).

1. On suppose que

_ C
R* C p(A) et 3C > 0,YA > 0, ||(A — AI) 1HL(X) <7

Alors
Da(0,p) = {¢€ X P A(A—tI)"*¢ e LP (RT,X) }.
(voir Grisvard [34]).
2. On suppose que A génére un semi-groupe fortement continu borné dans X . Alors

Da(0,p)={¢eX:t?(-1)¢el? (RT,X)}.

(voir Lions [{4]).

3. On suppose que A génére un semi-groupe analytique borné dans X. Alors
Dy(0,p) = {¢ € Xt Ae¢ e L2 (RT, X) }.
(voir Butzer-Berens [7]).

Définition 1.80 Soient p € [1,+00], 0 €]0,1[, k € N\ {0} et A un opérateur linéaire fermé sur X de domaine
D(A). On définit alors
Da(0+ k;p) := {§ € D(A*) : A" € Da(0,p)} -

Proposition 1.81 Soient p € [1,+00], 0 € ]0,1], k € N tels que k0 ¢ N et A un opérateur linéaire fermé sur
X de domaine D(A).
1. DA(0 + k,p) = (D(A), D(AF))
2. DAk(97p) = DA(keap)

0,p°

5.2 Espaces de Besov

Dans les applications, on doit souvent expliciter les espaces D 4 (6, p). Ceux-ci peuvent étre, par exemple, des
espaces de Holder, des espaces de Sobolev, ... ou encore des espaces de Besov. On trouve dans Grisvard [32, 33],
les définitions suivantes.

Définition 1.82 Soient n € N\ {0}, s >0 et 1 < p < co. On définit l'espace de Besov

(z) + oly) — 20(=Y)
y|'te

B! (R") = {QQGLP(R”):(x,y)H L4 ELP(R"XR")},

B
puis pour s > 1 entier

B (R") :={p e WP (R"): D% € B} (R"),|a| =5 — 1},
et enfin pour s non entier

By (R") := WP (R").

Définition 1.83 Soient n € N\ {0}, s >0, 1 < p < oo et Q un ouvert de R™. On définit

B (Q):={p=10:¢ € B (R")}.
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Définition 1.84 Soient m,n € N\ {0}, s >0, 1 < p,q < co. On définit les espaces de Besov

1

1 ny .__ p ny . - Hoo —q p %dt ¢
Bp7q(R)'_ ‘PEL(R)~;</O t (/n|<P(l”+f€k)+90($—t€k)—2¢($) dﬂ?) t) <00y,

1
et pour 0 < s <1

. 1
S n P n - +OO —sq P ;dt !
B, ,(R"):=(¢peLP(R )Z ; t n\g@(m—&—tek)—gp(mﬂ dx 7] <o
k=

1

puLs
By, (") := {p € W% (R") : D € B}, (R") Ja] = m — 1}

et enfin pour m < s <m-+1,

By (R") :={pe W™ (R"): D*¢ € By " (R"), |a| =m},
ot (eq, ..., en) est la base canonique de R™.
Définition 1.85 Soient n € N\ {0}, s >0, 1 < p,q < oo et Q un ouvert de R™. On définit

B, ,(Q) = {o=tn:ve By, R™)}.
Dans le cas particulier p = ¢, on a le résultat suivant.
Proposition 1.86 Soient n € N\ {0}, s >0, 1 < p < oo et Q un ouvert de R™. On a
BS, (") = B3 (R,

et
B (Q) =B (Q).

b,p p

6 Espaces UMD

Les espaces de Banach fournissent un cadre de travail parfois insuffisant. Il faut alors se placer dans un
espace ayant des propriétés supplémentaires, il s’agit des espaces UMD (Unconditional Martingale Difference).
A Torigine, ces espaces font intervenir la théorie des martingales a valeurs vectorielles. Cependant, on utilise ici
une autre définition équivalente. Celle-ci utilise la transformée de Hilbert. L’équivalence entre les deux définitions
est démontrée dans Burkholder [6] et Bourgain [4].

Soit (X, [|-]]) un espace de Banach complexe.

Définition I1.87 Soient ¢ € ]0,1] et p € |1, +00[. On définit 'opérateur H. € L(LP(R, X)) par

Vf € IP(R, X), (H.f)(x) = 1/< » F@=9) e pprer

s S

Soit f € LP(R, X). Si 1iI£l+ H.f existe dans LP(R, X)), alors cette limite est notée Hf et est appelée la trans-
E—r
formée de Hilbert de [ sur LP(R, X).
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Définition 1.88 On dit que X est un espace UMD si

Ip e]l,+oo[,Vf e LP(R, X), lir(r)l+ H.f existe dans LP(R, X).
e—
Dans ce cas
H:LP(R,X) — LP(R,X)
f — Hf= lim H.f,
e—0+
est dans L(LP(R, X)), d’aprés le Théoréme de Banach-Steinhaus, et est appelée la transformée de Hilbert
sur LP(R, X).
Proposition 1.89 On suppose que X est un espace UMD. Alors
Vp € ]l,+o0[, Vf € LP(R, X), 111%1+ H.f existe dans LP(R, X).
E—r

Afin de donner une caractérisation géométrique des espaces UMD, on définit la notion de (-convexité.

Définition 1.90 On dit que X est (-convexe s’il existe une fonction ¢ : X x X — R vérifiant
1. ¢(0,0) > 0,
2. Va,y € X, ((x,-) et (-, y) sont convezres sur X,
3. Vo,y € X, ((z,y) < [lz +yl si [lz] = [yl = 1.

Voici le résultat fondamental de Burkholder [5, 6] donnant une caractérisation géométrique des espaces
UMD.

Théoréme 1.91 X est un espace UMD si et seulement si X est (-convexe.

Exemple 1.92
1. Tout espace de Hilbert est un espace UMD.

2. Soient Q@ un espace mesuré o-fini et p € |1,+o00[. Si X est un espace UMD, alors LP(Q, X) est un espace
UMD.

3. Tout sous-espace fermé d’un espace UMD est un espace UMD.

4. Tout espace isomorphe a un espace UMD est un espace UMD.

38



Chapitre 11

Problemes de transmission dans une cellule
biologique

On présente dans ce chapitre une application concrete des équations différentielles opérationnelles. Ce travail
a été effectué en étroite collaboration avec Kheira Limam du Laboratoire de Mathématiques Pures et Appliquées
de Mostaganem (Algérie).

Beaucoup de probléemes de transmission sont posés dans un corps entouré d’une couche mince d’épaisseur
petite € > 0. Par exemple, ceux concernant la conductivité dans une cellule biologique. Par un changement de
variables naturel, on les transforme en problémes de transmission posés dans deux corps cylindriques |—oo, 0] x
|—m, [ et ]0,0] x |—m, 7, (o0 § = In(1+¢)), puis en problemes différentiels opérationnels de type elliptique
<P6)5>0' Le but de ce travail est de donner une étude complete des problémes (P‘S) pour tout 4 > 0. On
prouve 'existence et 'unicité de la solution classique dans le cadre LP.

>0

1 Introduction

On considére une cellule biologique constituée d’un cytoplasme homogene Q* (de bord I'*) centré en (0,0) et
de rayon d’un micrometre entouré d’une fine membrane Q%% (de bord I'}%) et d’épaisseur de quelques nanometres
e > 0. Le potentiel électrique dans cette cellule Q*¢ = Q* U Q% vérifie le probleme suivant

V. (pVw®) = ph® dans Q*¢
(P) / w® (0)do =0

a €

al;; =[5 sur I'}%,
ou

_J p- dans @

B p4 dans Q7F,

(généralement environ 1 S/m (Siemens par metre), 5 x 10~7 S/m respectivement) sont les coefficients positifs
de conductivité des deux corps %, €0%° dépendant éventuellement de ¢, et la densité de charge électrique

h_ dans Q*
h® =
h% dans %F,

est prise, par exemple, dans 'espace L? (2*¢), 1 < p < oo, i.e. ho € LP (%), hS. € LP (Q75°), 8/9n désigne la
dérivée par rapport a la normale extérieure et 5 est le champ électrique imposé sur le bord I'}*. La condition
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de bord de Neumann sur I'}* implique la condition de compatibilité suivante sur [% et (uh*)

/*s (uh®) (z,y) dedy + /F pils (o) do = 0.

*+E
La condition de jauge

/*ws(a)daz(),

est imposée pour avoir 'unicité de la solution. Le probléme (P¢) peut étre écrit sous la forme

(eq.1) Aw® (z,y) = h_ (z,y) dans Q*
(eq.2) Awi (z,y) = h% (v,y) dans QFF

ows owe )
(et) wi=wi, p-g==pig s sul

(Pr) .
(c.j.) / w® (a)daz/ wi (0)do =
a €
(c.b.) g;j =15 sur I''?,

sous la condition de compatibilité

ccs,) [ o) ) dady + /

O*

) (p4h) (z,y) dady —|—/ pyls (o) do = 0.

rae
Pour h_ € LP (Q*_), hs € LP (Q’f), on cherche une solution classique du probléeme (PE ), i.e. une fonction

T,y
R w® dans Q*
v we dans Q*°

+ +

telle que
ws e WP (Q),  wl e WP (QF), (IL.1)

et vérifiant (Pjy)

Cette LP-régularité est essentielle pour résoudre de nombreuses équations d’évolution quasi-linéaires corres-
pondant a (P°). En effet, l'utilisation du Théoréme du point fixe pour résoudre ces problémes non linéaires
nécessite des régularités optimales telles que (IL.1).

Beaucoup d’auteurs se sont intéressés aux problemes de transmission avec différentes conditions de bord
dans des espaces de Hilbert (voir, par exemple, Caloz et al. [8] et Nicaise [50]). Dans [18], Favini et al. ont
considéré des probléemes de transmission posés dans un domaine borné pour un second membre dans un espace
d’interpolation. Ils ont utilisé la théorie des sommes de Da Prato-Grisvard pour les opérateurs linéaires.

Un travail trés intéressant est donné dans Dore et al. [14], ou les auteurs ont considéré des problemes de
transmission dans des domaines cylindriques pour un second membre seulement dans L?, p > 1.

D’autres auteurs ont travaillé sur ce sujet dans plusieurs situations biologiques concretes. On note, par
exemple, Fear et Stuchly [29], [30], ou le cytoplasme est considéré comme un matériel homogene. Dans Poignard
[52], la méthode des expansions asymptotiques est utilisée pour modéliser ce type de problémes.

Dans ce travail, 'approche est différente et utilise la théorie des équations différentielles opérationnelles dans
des espaces LP et le célebre Théoréme de Dore-Venni.

On note que la petite épaisseur de la membrane entourant le cytoplasme pose beaucoup de problémes
numériques. L’essentiel est alors de les éviter tout en prenant en compte 'effet de cette membrane. L’objectif
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est donc de résoudre (P¢) pour tout € > 0 petit et ensuite, dans un travail futur, de faire tendre ¢ — 0 afin de
trouver le probléme limite bien posé sur le cytoplasme Q* avec la bonne condition d’impédance sur I'*. Cette
condition d’impédance décrira alors l'effet limite de cette fine membrane sur le bord de la cellule.

Le chapitre est organisé ainsi.

Dans la Section 2, on montre, par un changement de variables naturel, que le probléeme (P;'y) peut s’écrire
sous forme d’un probléeme différentiel opérationnel du second ordre particulier posé sur une demi-droite réelle.
La Section 3 regroupe quelques lemmes techniques. Dans la Section 4.1, on résout deux problemes auxiliaires
permettant de trouver une formule de représentation de la solution opérationnelle. On donne ensuite un théoreme
essentiel sur le probléeme opérationnel. Enfin, la Section 4 est consacrée au retour au probleme (Pjy) dans la
cellule biologique et on donne le théoréme fondamental d’existence et d’unicité de la solution classique.

2 Formulation opérationnelle

A partir des coordonnées polaires © = rcos, y = rsinf, on considere les changements
ve (r,0) := w= (rcosf,rsinf) et v (r,0) := w (rcosf,rsinf)
k_ (r,0) :== h_(rcosf,rsin®) et k5 (r,0) := h7 (rcosf,rsinf),

ensuite, on a
U:Et (T7 77() = wfﬁ:(irin? 0)7 U:Et (T7 ﬂ-) = wi(ira 0)7

et
ovs. 0wy ovs _ Owg
80 (7“,—71')— r ay ( ’I",O), ae (Taﬂ-)_ r ay ( 7“,0).
Il s’ensuit que
ove ove
U (r—m) =% (rm), S (r-m) = 2 (nm), v e (0,1)
(CBF) e e
vy (r,—m) = v (r,7), +(7",—7T):—+(7“,7r),7"€(1,1—&—5).

00 00
Maintenant, pour presque tout o € I'*¢, on écrit o = (1 + ¢) (cos0,sind), 6 € [—m, +7], et

I5 (o) =15 (1 4+¢) (cosh,sinh)) := L5 (), (I1.2)

ensuite, on a

+m
li(a)da:/ I (1 + &) (cos 0, sin 0)) /(1 + )20

—T

J

16
+7
=(1+¢) / L5 (0)do. (I1.3)
Ainsi, le probléme (Pfy) devient
(eq.1) (ron)*ve (r,
( (

(eq.2)

(c.t.)

1>
ovs.

v
/L,W(LQ):M (179),96(_71',77)

(Pro)

tor
(c.].) v (1,0) d@:/ o (1,6)d6 = 0
(c.b.) anr (14+¢e,60)=L5(0),0€(—m,n),
T
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avec les conditions de bord périodiques (CBPZ) et la condition de compatibilité

+m
(ccsy) /A (k) (r, 0) rdrdd + /A (112 kS) (r, 0) rdrdd + (1 + ) / 1o L7 (8)d = 0;
o 0

ici
Q= (0,1) x (—m,m); QL :=(1,1+¢) x (—m,m).
En utilisant le changement de variables
O: (—00,0) X (—m,m) — (0,14¢€) X (—m, )
(t,0) = @ (t,0) = (¢',0) = (r,0),

ot d = In(1 + ¢), et les fonctions

le probleme (PTE 9> devient

_(¢,0
eq.2 Aui (t,0) = i ,0) dans Q‘i
u® (0,0) =4 (0,0), 0 € (—m,m)
(c.t) oul. aui
(Pté,é‘) M*W (07 ) = :quW (079> ) 0 e (_ﬂ- 7T)
(c.j.) / u® (0,6)df = / ub, (0,0)d6 =0
ou’
(Cb) 87;_ (67 9) = f-(l,;- (0) b€ (7’”; 7T) ’
avec les conditions de bord périodiques
ou? ou?
W (1) =ud (t7), o (t,—7) = == (t,7), t € (—00,0)
(CBPE) 00 tol7}
ous, o,
) _ — 0 -0+ _ _ 7t
ul (t,—m) =ul (t,7), 50 (t,—m) 50 (t,m), t € (0,9),
et la condition de compatibilité
—+
©Cly) [ Gugo) @oyaao+ | (ueal) 0 s+ [ sl @)an o

ici
f2(0) =€ L5 (0); O = (—00,0) x (—m,7); Q% = (0,0) x (—m,7).

On rappelle que I'on veut trouver wi dans W?2? (Q%F) pour le probléme (Pjy) avec hi € LP (Q1F). Cette
derniére hypothese implique que gi appartient a des espaces a poids. En effet,

/ |hi(x,y)}pdxdy=/A k5 (r,0)|" rdrde
Q5 Qs
= / k5 (e',0)]" e*dtdo
oL

:/Q ’gi (t,9)|p62(1_p)tdtd9.

)
+
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En d’autres termes, la bonne hypothese est la suivante
9% € L2, 0y (94, dtd0) .
On traduit les régularités de wi sur u%. On obtient
w € LP (QF, dzdy) < ud. € LY, (Q, dtdo) .

Ensuite, en utilisant le fait que

ows ovs ovs
g’; (z,y) = cosd (;’j (r,@)f%sine 5’; (r,6)
ows ovs oS
g)yi (z,y) =sinf (;): (r,0) + %COS@ ;ﬁi (r,0),
on en déduit
owsg ows
LP *E
9z ay € ( i,dxdy),
si et seulement si
ous. oud

5 a0 € LP oy (Q, dtd) .

De la méme maniere, on obtient

?ws Pwi Pwi
0x2 ' Oydx’ Oy

eL? ( ’f,da:dy) ,

si et seulement si
0*ud. 0%l 0%l
otz 7 0ton’ 062

€ELP 0 (R4, dtdD) .
En résumé, ’espace naturel pour Uft est
E2P (4, dtdf) = {uj: ce(-lalt2/m)tges ¢ [p Q8 dtdd) pour |af < 2}.

Remarque I1.1 On note que le réel

2
wi= 24—,
D

est l'opposé du coefficient de Sobolev de W2P a deuz variables.

Cependant, il est difficile de travailler dans les espaces & poids mentionnés précédemment. C’est pourquoi,
on définit de nouvelles fonctions inconnues

UL (t,0) = e’ (t,0),
et de nouveaux membres a droites du probleme
GoL(t,0) == el g’(t,0).

Remarque I1.2 On observe que, si US est dans l’espace WP ((26 ,dtd@) alors u®. appartient o E*P (95 ,dtd@).
De plus, G%. € LP (Q%, dtdd) si et seulement si g € LP_., (Q., dtd#).
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Ainsi, les équations vérifiées par Ui sont
(eq.1) QU2 (t,0) — 2w U2 (t,0) + w?U° (t,0) + 02U° (t,0) = G_ (t,0) dans Q_
(eq.2) O2US (t,0) — 2w, U (t,0) + w?US (t,0) + 93US (t,0) = G2, (t,0) dans Q.
Ui (079) = U—?— (07 0)7 e (77“71—)

(c.t.)

ou? ouUs
(U.Ptéﬁ) M*W <Oa 9) - :quai; (05 9) =w (M* - /’L+) Ui (07 9) ’ 0 e (_71-7 ﬂ-)
(c.j.) / U° (0,0)do = / US (0,0)d0 =0
ous 5 5
(c.b.) TS (0,0) —wUS (6,0) = F? (0), 0 € (—m,m),
avec les conditions de bord périodiques
ou’ ou’
Ui (ta 7’”) = Ui (tv’fr) T (tv 7”) = — (tv 71—) ,te (70070)
| vt vt . ZE e = 2 ) e 0.9)
+’7T7+77T,8977r78(9 yT0) s Y )
et la condition de compatibilité
—+
(Uccﬁe)u_/ e~ P G (t,0) dtdo +u+/ e =GE (t,0) dtd9+u+e*w5/ FS (0)do =0,
Q Q3 -

- +

ol F?2 (0) :=e™°f3 (0).
On rappelle que E := Li (—m,m) est I'espace des fonctions mesurables et 2m-périodiques sur R avec une
puissance p-ieme localement intégrable et de norme

Il = (/_ |w(9)|pd9)1/p.

Soit P l'opérateur de projection défini par

P LY (-mm) — R
1

P =g _ﬂz/)(G)dH.

Maintenant, on pose
By = Dy (-m,7) = { € Ly (-m.7m) Py = 0} = Ker(P),

ensuite

E =L, (-mn)=E & E,
ou

Ey :=R.fi ={\f1,\ € R},

f1(0) =1 pour 0 € [—7, [
Puisque E est un espace UMD et que Ej est un sous-espace fermé de E, alors Ej est un espace UMD.
On définit les opérateurs suivants

{ DA) ={y e E:y/ € E, ¢ € E} == W,"(—m,m)
(Ap)(0) = 4"(0), ¥ € D(A),
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(IT.4)
(Ao)(0) = ¥"(0), ¥ € D(Ao).

L’opérateur A n’est pas injectif dans F mais Ay est bijectif dans Ej.
On a

{ D(Ao) = { € Eo : ¢ € B, ¢" € Eo} := Wi (—m,)

En posant
US = (I—P)UL & PUS .= W + V2,
et
H_:=(—-P)G_, H} :=(I-P)G%, M} := (I~ P)F,

le probleme (U Pt%) avec les conditions de bord périodiques (UC’BP{;) se divise en deux problémes (le premier

est dans Ey et le second dans Fy)

(eq.1) (W2)"(t) — 2w (Wf)/ (t) + ? WO (t) + AgW? (t) = H_ (t) sur (—o0,0)
(eq:2) (W2)" () — 200 (W2) (t) + w® W2 (1) + AW (t) = HI (t) sur (0,0)
(WPR) () W2 (0) = W2 (0)
- e (W) (0) = g (W) (0) = @ (- — py) WE(0)
(cb) (W) (9) —=wWi(s) = M2,
“ (eq.1) (V)" (1) — 2w (VO) (1) + @2V2 (t) = PG_ (t) sur (—o0,0)

eq.2) (V2)'(t) = 2w (V) (t) + @2V (t) = PGS (t) sur (0,0)

p V2 (0)=V{(0)

VE)Y (et { i (V) (0) = s (V2 (0) = (s — )V 0)

(cg.) V2(0)=Vi(0)=0
(eb) (VD) (6) —=wVP(8) = PF,

sous la condition de compatibilité

0 é
e PG _ (t)dt + M+/o e @' PGS (t)dt — pye " PF2 =0,

veed) u- [

— 00

avec H_ € LP (—0,0; Ey), H_‘i € L?(0,0; Ey), 1 < p < o0, Mi est un élément donné dans Ej.
Maintenant, on spécifie les propriétés spectrales de I'opérateur Ag.

Proposition I1.3 L'opérateur Ay défini par (I1.4) est linéaire fermé densément défini dans Ey et inversible
dans L(Ey) avec les propriétés suivantes

o(4g) = {-n*:n e N\ {0}},

C
—1
ey < TR

3C > 0, VA ¢ ]—00,0], ||(Ag — AT

{ Vs € R, (—Ao)is S L(E()) et

3C>1,3a€0,n[,Vs€R, |[(-4 < Ceolsl,

O)iSHL(EO)
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Preuve. Tout d’abord, il est facile de voir 'inversibilité de Ay avec la formule explicite de représentation de
son inverse dans Fj

1 ™ 6

o / [(6 4+ )t —t2/2)% (t) dt + / @ -t (t)dt, 0 € (—m,m),

—T

At (W)(0) =

qui donne évidemment la continuité de Ay L sur Ey, et par conséquent Ag est fermé. Puisque I'inclusion D(Ag) C
W?2P(—m, ) est compacte, on en déduit par composition que Ay’ est compacte, ainsi le spectre o(4g) est
entiérement constitué de valeurs propres isolées d’ordre de multiplicité fini; voir Kato [38], Theorem 6.29, p.
187. Maintenant, I’équation

Aoy = A,
équivaut a
=
Y(—m) = ()

P'(=m) = ¢! (m);
nécessairement ¢ € C%[—m, 7] et

¥ (0) = Cy sinh VA0 + Co cosh vV A0.

On a deux cas possibles : le premier est C; = Cs = 0, ce qui donne ¥ = 0, et alors il n’y a pas de valeurs

propres; le second est
sinh VAr = 0 = sin iV Ar,

A = —in et donc A = —n?, n € N; mais le cas n = 0 est impossible puisqu’il correspond & 1 = C5 et la
condition P = 0 donne ¥ = 0 qui ne peut étre un vecteur propre. Finalement

={-n*:neN\{0}}.

Ensuite, un calcul explicite pour 1’équation spectrale Agp — Ap = ¢ dans Ey, avec A ¢ |—0o0, 0], donne

o(0) = {(A— A1)} 0) = [ K 55,00 (s) ds,

—T

oll

cosh V(7 — s+ 6)
2v/Xsinh v/ A

cosh V(1 — 0 + 5)
2v/Asinh /A

Il est facile de vérifier que ¢ € D(Ap) et pour tout A ¢ |—00,0], ¥ € Ep, on a par le célebre Lemme de Schur

sif<s<m
K\/X(S,H):—

si —m<s<6.

(Ao — AI)"1y| < <sup / |Kﬁ<379>‘ds> 1l
oe[—m,mw] J—7

et

0
cosh ReVA(m 4 s — 0)ds

4 1
K (s,0)|ds < /
/—Tr K | 2 \)\|1/2 ‘sinh \f)m‘ —

sinh v Am

sinh Rev/Am — sinh Rev/\0
|)\|1/2 Rev/X |sinh \/Xﬂ"

/ cosh ReVA(m — s + 0)ds
2 |)\|1/2 ’
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donc

sinh Rev/ A
\)\|1/2 Rev/A ’sinh \/X’ﬂ"
1

A cos(2EA))”

/_Tr ‘Kﬁ(8,9)|d8 <

Puisque Fy est un espace UMD, on déduit de I'inégalité précédente que D (Ap) est dense dans Ey ; voir Haase
[37], Proposition 2.1.1, p. 18-19.
La propriété des puissances imaginaires de Ay est diie & Priiss-Sohr [53], Theorem C, p. 166. ®
Ainsi, 'opérateur
B:= - (7A0)1/2 )

génere un semi-groupe analytique, (eEB ) >0 ot par le Théoréme de 'image spectrale (voir Haase [37], p. 56),
on en déduit que o(B) = —N\ {0}. D’autre part, il existe deux constantes positives a, M telles que, pour tout
&€ >0, pour tout m € N\ {0}, on a

I T 1 (15)

voir Pazy [51], Theorem 6.13, p. 74.
De plus, 'opérateur (I + 6253)_1 € L(Ey); voir Lunardi [48], Proposition 2.3.6, p. 60.
On considere les deux opérateurs suivants

Bl :=B+wl, B_:=B-wl

On note que, BY de domaine D(B}) = D(B) génére un semi-groupe analytique ; voir Engel-Nagel [17], Proposi-
tion 1.12, p. 164. Il est inversible dans L(Fy) puisque pour tout p € |1, co[, —wo n’est jamais égal & —n, n € N\{0}.
Ce n’est pas la méme chose pour le second opérateur B_ ; puisque pour l'unique cas particulier p = 2, w

coincide avec la valeur spectrale
2
w=-2+4-=-1
p

C’est pourquoi, on suppose dans tout le reste du chapitre que

pE]l,o0f et p#£2.

Remarque I1.4 On note que la situation p = 2 correspond au cas hilbertien et peut étre traitée par la méthode
variationnelle usuelle.

Remarque I1.5 Ici, on considére le probléme (WPE) avec Ao défini par (I1.4). Cependant, on peut aussi
Détudier quand Aq est un opérateur linéaire fermé de domaine D (Ag) dans un espace de Banach compleze Ej
sous les hypotheses suivantes

FEy est un espace UMD,

o(—=Ao) ={Aj};5, avec 0 <Ap <Az < s,

2
v.]>1a2_57é \/)\ja

c

-1

3C > 0, VA € [0, +oo], ||(Ag — AI) HL(EO) < Y
Vs € R, (—Ao)is S L(E()) et
3C > 1, Ja €0, 7], Vs € R, ||[(=A0)™|| ) < Cel.
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Remarque I1.6 Si on considére 0¥ comme étant la sphére unité de R™, par un calcul analogue, on obtient
les équations

(W) (#) = (m =2 = 2w) (W) (t) + w(w — m + 2)W? (t) + AW (t) = H_ (t) sur (—o0,0)
(W) (#) = (m =2 = 2w) (W) (1) + w(ew — m + 2)WS () + AW (t) = H (t) sur (0,4)
(WPf’m) W (0) = W (0)

pe (W) (0) = g (W2)'(0) = (- — py) wWE (0)

(W)’ (6) — =WE(8) = M,

ol w = —2+m/p et Ay est l'opérateur de Laplace-Beltrami sur la sphére S™~L. Ici, on doit supposer que pour
tout 7 > 1
w(w—m+2) = (m—2> <m—m> £ A (IL.6)
p p

Soit E = LP(S™~1Y) et on considére ’espace de Banach X = LP (—o0,8; E), et les opérateurs suivants

D(Ay) = {W?% = (W8, W$) € LP (—00,0; E) x L (0,8; E) : W (0) = W (0),
pe (W2 (0) = g (W) (0) = (n- — ) wWL(0) et (W) (8) — @W2(d) = 0}
A WO = (W3 —(m -2 —2w) (W) + w(w — m+2)W?,

D(Ay) = {W? = (W2, W?2) € LP (—00,0; E) x L? (0,0; E) : W°(t) € D(Ag) p.p.t € (—00,8)}
(A W?O)(t) = AgW?(2).

On peut vérifier que les opérateurs —A; et —Ay sont sectoriels et que leurs résolvantes commutent. On sait

ensuite que lintersection des spectres o(A1) et o(—A2) est vide, ainsi Ay + Ay est fermable. Cette derniére

condition signifie que (I1.6) est satisfait. Ainsi, on peut conjecturer que dans les cas critiques (i.e. quand (I1.6)
n’est pas satisfait), la somme A1 4+ Ao n’est pas fermable.

On veut maintenant étudier l'existence et 'unicité de la solution classique du probleme (VPf), i.e. une
fonction

Vo V? dans ]—o0,0[
| V¢ dans ]0,],

telle que
VS e WP (—00,0;E1),  V2e WP (0,8, F),

et vérifiant (VPt‘;) ; de méme pour le probleme (WPt‘;), une solution classique est une fonction

Wo — W9 dans ]—o0,0[
| W dans 0,4,

telle que
W? € WP (—o0,0; Ey) N LP (—o0,0; D(Ap))
Wﬁ € W2P(0,8; Ey) N LP (0,8; D(Ap)),

et vérifiant (WP7).
L’é¢tude du probleme (W P}) nécessite les lemmes suivants.
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3 Lemmes techniques

Lemme I1.7 Soient Q € {B,B_,BX} et f € LP(0,8; FEg), 1 < p < o0 avec p # 2. Alors
Q/ e(»—s)Qf (s)ds € LP(0,0; Ey) ,
0
5
Q/ 6(3*‘)Qf (s)ds € L?(0,9; Ep) ,

4
Q/O el TR (5)ds € LP (0,6; Ey) .

Preuve. Pour la premiére et la deuxiéme applications, c’est une conséquence du Théoréme de Dore-Venni [15].

Pour la troisieéme, il suffit d’écrire pour presque tout ¢t € (0,0)
s t 5
Q/ e(tts)Q (s)ds zQ/ etts)Q g (s)ds + Q/ e(tH)Q f (s)ds
0 0 t

t 5
:Q/ et=9)@ (ezSQf (s))ds+ thQQ/ eI (s) ds.
0 t

(]
Lemme I1.8 Soient Q € {B,B_,BL} et f € LP (—0,0; Ey), 1 < p < 0o avec p # 2. Alors
0
Q/ els=)Qy (s)ds € LP (—o0,0; Ep) ,

Q/ e('fs)Qf (s)ds € LP (—0,0; Ep) ,

0
Q/_ e (TILf (s)ds € LP (—00,0; Ey) .

Preuve. On écrit pour presque tout ¢ € (—o0,0),

Qf L0 (5)ds = Q / eI (e ar,
t
et on effectue le changement de variables
t=—ux, dt = —dx,
pour obtenir
Qf L0 (5)ds = Q | eees
t
ou f(—-) € L?(0,+00; Ey). Alors, il est clair que i
Q /0 eI f (5)ds € LP (—o0,0; Ey)

si et seulement si

Q/. eCTIRf (—1) dr € LP (0, +00; Eo) .
0

En vertu du Théoreme de Dore-Venni [15], on a

Q e('_T)Qf (=7)dr € L? (0, T; Ep) ,
0
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pour tout T' > 0, et grace a Dore [13], Theorem 2.4, p. 28, on obtient

Q/ _TQf T)dr € LP (0,400; Ey) .

Pour la deuxiéme application, la preuve sera faite a la Proposition I11.27 du Chapitre III.
Pour la troisiéme, on écrit pour presque tout ¢ € (—o0,0)

0 t 0
Q / e (00 (s)ds =e*'9Q / =9 (s)ds +Q / (709 (79  (s)) ds
—00 — 00 t
et on applique les résultats précédents. m

Lemme I1.9 Soient Q € {B,B_,BL} et f € LP(0,0; Ep), 1 <p < oo avec p # 2. Alors

Q/ (=9)Qf (s)ds € LP (0,8; Ep) .

Preuve. On effectue le changement de variables suivant

t=—ux, dt = —dx,

Tt — /_ 05 Q /_ Ooo 1= (5) ds

et on obtient
p

0
Q/ (=)L f (5) ds dx

— 0o

r

P
dx < o0,

voir Lemme I1.8. m

Lemme I1.10 Soient Q € {B,B_,BL} et f € LP (—00,0; Ep), 1 < p < 0o avec p # 2. Alors

s
Q/ eIQf (s)ds € LP (—00,0; Ep) .
0
Preuve. On effectue le changement de variables suivant

t=—u, dt = —dx,

+oo
dt :/ dx
0
) ) “+00
:/ Q/ eGHIQ 1 () ds dx—l—/
0 0 5
5

la premiére intégrale est finie puisque Q/ eI (s)ds € LP(0,0; Eyp), voir Lemme II.7; pour la seconde

pour obtenir

/OOO Q/O&e(St)Qf (s)ds

p p

o
Q/O e(S+I)Qf (s)ds

P

P

s
Q/ et2)Qy (s)ds|| dx,
0

0
intégrale, on utilise les propriétés des semi-groupes et 1'inégalité de Holder

+oo 5 +oo e—a(s—i—l) p
[l [ e syas| de<ar [ / I ()l ds ) da
s 0 s 0 Csta

P
q

Mp e ’ —qal\s+x
géT/a (/0 e aelst )d5> dz”f”iﬁ(()ﬁ;E@

<K Hf||1£p(075;E0) bl

P

avec 1/p+1/g=1. m
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Lemme I1.11 Soient Q € {B,B_, Bt} et 1 < p < oo avec p # 2. Alors
1. p € (Ey,D (AO))%fﬁ,p si et seulement si Qe Qp € LP (0,8; Ep) .
2. ¢ € (Ey,D <A0))17ﬁ,p si et seulement si Q%e’Qp € LP (0,5; Ep) .
Preuve. Comme on le montrera dans la Proposition V.22 du Chapitre V, on a
v € (Ey,D (Qm))lfmip,p si et seulement si Qe @ € LP (0,6; Ep) .
1. En appliquant cette propriété pour m = 1, on obtient
p € (Ey,D (Q))k%’p si et seulement si Qe % € LP (0,6; Ey) ,
et par la propriété de réitération (voir Lions-Peetre [45]), on a

(Eo, D (Q))p%,p = (Eo, D (Q7%)) (Eo, D (Ao))

I-&p 1=5P
2. En appliquant la propriété pour m = 2, on obtient le résultat.

[
Lemme I1.12 Soient Q € {B,B_,BL} et 1 < p < co avec p # 2. Alors

0 € (Fo, D (Ag))1_1 . siet seulement si Qe o € LP (—00,0; Ep) .

1
27 2P

Preuve. La preuve est similaire au Lemme I1.11. =

Proposition I1.13 Soient Ay défini par (I1.4) et 1 < p < 0o avec p # 2.
1. Sil<p<2, alors

2. Sip> 2, alors

(Eo. D(A0); 2, = {w EWS B (crm) i (—m) = (m) et [ (0)do = o}
Preuve. On a
(E()vD(AO))%—%,p = (L;&,O (_ﬂ—aﬂ-) 7Wifl(7) (_Waﬂ—)) .10
27 2p0P
ol Wi’f) (—m, ) est défini par (I1.4). Ensuite, il est bien connu que
WP (~m,7) C (L;O(—w,w) w2n (—w,w))éii C IP (=7, 7)

De plus, dans Grisvard [32], Proposizione 3, p. 683, on a

1—1

(Lp (=, m) ,W2p (—7r,77)) =Bpp” (—m,7) = Wi=sP (—m,m),

=3P
et comme dans Grisvard [32], p. 708, on obtient

(Lgé,o (77“ 7r) ) W;:% (*7(, W))

1
2 " 2pP
us

{wewl_;’p(—w,w): w(G)d(Q:O} sil<p<2

{1/} eW'= P (—m,m) (=) = () et ! Y (0)do = 0} sip> 2.

—T
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Lemme I1.14 Soit v > 0. Alors, lopérateur défini par

1_
D, :=(1+v) (1+ VeQ‘SB),
1+v

est inversible dans L(Ey).

Preuve. On pose

C_zil_VG%B
' 14+v ’
donc pour n € N\ {0}
1—v\"
c" = (=1)" 26nB,
o () ¢
et
n 1—v|" 26nB
16150 = 12| 1" ey
Or
1—-v <1—{—\1/|<17
14+v 1+v

donc en utilisant (II.5), on a
1C™ ) < MeT2em,

d’ou pour n assez grand
1C" Loy < 15

et I — C™ est inversible dans L(Ey), ce qui implique I — C inversible dans L(Ey) puisque

1

I-C)I+CH+..+C"H{I-Cm)
=I+C+..+C"HYI—-Cc™ (I -0).

4 Etude du probleme opérationnel
4.1 Probleme (VP;;)
Pour le probléme (VP{S), on a le résultat suivant.

Proposition I1.15 Soient F_‘f_ € E et G_ € LP(—00,0;F), Gi_ € LP(0,6;E), 1 < p < oo, satisfaisant
(VC’C’?). Alors, le probléme (VPt‘s) admet une unique solution

Ve V3 dans ]—o0,0[
| V2 dans 10,0],

telle que
VO e WP (—00,0;Fy),  V2eW>P(0,0;E).

Preuve. L’équation homogene sur (¢, d), ot —oo < ¢ < d < 400,

y' () — 2wy’ (1) + =y (t) =0,
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I1.4 Etude du probléme opérationnel

admet comme solution générale
yn (t) = (ta +b) e™".

Pour résoudre 1’équation non homogene
y" (t) — 2wy’ (t) + @y (t) = f (1),
on utilise la méthode de variation de la constante

ta’ (t) +V (t) =0,
[(1+wt)d (t) + b (t)] et = f(t).

Une solution particuliére de I’équation non homogene est donnée par

yp (8) = [t / "o (s)ds - / LT () ds] =

On cherche V9 et Vf solutions respectives de (eq.1) et (eq.2) dans (VR{S)7 ce qui suppose l'existence de
a_,ay,b_ by € R tels que pour presque tout ¢t € (—o0,0)

t t

VO () = (ta_ +b_) e=" + <t / =T PG (s)ds — /

— 00 — 00

se”“*PG_ (s) ds) et

et pour presque tout t € (0,9)

5 5
VO () = (tag +by) €™ + (—t/ e PG’ (s)ds + / se” 7 PG’ (s) ds) e™".
t t

On a donc pour presque tout ¢ € (—o0,0)

t

(V) () = ((1+ @t a +wb ) e + ((1 +wt) / T PG (s)ds - @ /_ ; se~ = PG_(s) ds) e,

— 00

et pour presque tout ¢ € (0,4)

) 5 s
(V_f) (t) =((1 + wt) ay + wby) e + ( (1+ wt)/ e*wsPGi (s)ds + w/ se*wsPGi (s) ds> e”t.

On calcule maintenant a_,ay,b_, by en utilisant (c.t.), (c.j.), (¢.b.).
De la condition de transmission V? (0) = V2 (0), il s’ensuit que

0 5
b — / se” 7 PG_ (s)ds = by + / se”“ PGS, (s)ds, (I1.7)
0

— 00

et de la condition d’unicité V2 (0) = V¢ (0) = 0, il vient

0 0
b_ :/ se”"7*PG_ (s)ds, by = / se” PG, (s)ds.
0

—0o0
La condition de bord (V_ﬁ), (6) — wV?2(6) = PF? implique
[(1 —+ w5) G,+ + Wb+} GW(s — W (a+5 + b+) GW(s = PFi,

i.e.
ay =e “PFS. (IL.8)
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La seconde condition de transmission

e (V2 (0) = s (V)

!

(0) =@ (n- — py) V2 (0) = @ (u— — uy) VI (0),

donne

0 0
pe {a + wb_ +/ e~ 7*PG_ (s)ds — w/ se”" 7 PG_ (s) ds}

— 00

é 8
—pt |ay +wby — / efwsPGi (s)ds + w/ sefwspGj_ (s)ds
0 0

— (- — 1) (b - / " e pa (s ds) ,

— 0o

et en utilisant (I1.7), il vient

0 5
7. (a_ +/ e"“*PG_ (s) ds> e <a+ — / e"“*PG4 (s) ds) =0,
—0o0 0

ensuite, la condition de compatibilité (VCC}) avec (I1.8) donne
0 5
p— / e" P PG_ (s)ds + pu4 /0 e PG, (s)ds — pyay =0,
ainsi p_a_ =0, donc a_ = 0.
En résumé, on a

a_ =0, ay = e_w‘SPFﬁ7

0 s
b = / se”F*PG_ (s)ds, by = —/ se” 7 PGS, (s)ds.
0

— 00
La solution du probléeme (VP?) est donc donnée par
¢

0
Vo(t) = / se® ) PG (s)ds + / (t — 5)e® PG _(s)ds, t € (—00,0),

— 00 — 00

5 4
VO (t) = te”O PRI /O 5e®( "I PGY (s)ds — / (t —5)eE =) PGS (s)ds, t € (0,9).
t

4.2 Problémes auxiliaires

Concernant le probleme (WPt‘S), I’approche consiste a résoudre les problemes auxiliaires suivants, le premier
est posé sur (—oo,0)

(X3)" () — 2 (X3)' () + @2 XP (£) + Ao X (t) = H_ (t)
(X2)'(0) = o,

et le deuxieme sur la couche mince (0, 9)

(Aufo) {

(X3)" (1) — 2 (X2)" (1) + @2 X2 (t) + A XL (t) = H (1)
(AuzP]) ¢ X3 (0) =4
(X2)"(9) - wX4 (8) = MY,
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I1.4 Etude du probléme opérationnel

oun H_ € LP (—00,0; Ey), Hf_ € LP(0,0; Ey) et Mjs_, 1, ¢ sont des éléments donnés dans Fy. On s’intéresse aux
solutions classiques pour (AuzP?) et (AuxP_‘f_), i.e. les fonctions X?¢, Xf_ telles que
X% € WP (—00,0; Eg) N LP (—00,0; D(Ap)) (I1.9)
X% € WP (0,8; Eo) N LP (0,8; D(A)), (IL.10)

et satisfaisant respectivement (AuzP?) et (AuzP?).
Maintenant, on considére la représentation suivante pour presque tout ¢ € (0, d)

- 1 ¢ 1 B
X (1) =P+ 0o 4 g5t [  (ds 5B [P () as
t

avec
go=(T+e®B) 4+ B (14¥8) 7 PBanr?
_ %B‘l (T +e5)7 /05 e*B= HY (s) ds — %B‘l (I 4 e28) " 082 /06 e=)BL 0 (s) ds,
et

& Z(I+6263)7165321/) - 371(14_ 62513)71]\455r

1 ’ 1 * B
+ 5371(1 + ez‘sB)*l/ e(éfs)B;Hi (s)ds — 5371(1 + 6263)71663;— / e*B=H79 (s)ds.
0 0

On a le résultat suivant.

Proposition I1.16 Soient Hi € L?(0,0; FEy), 1 < p < o0 avec p # 2. Alors, le probléme (AuxP_i) admet une

unique solution XS satisfaisant (I11.10) si et seulement si MO € (Eg, D (Ao))%7 L et € (Ey, D (Ap))

35:P I—55.p°

Preuve. On peut écrire pour presque tout ¢ € (0, 9)
, 1 _ t
X3 (1) =Py 4 0P 4 B (B2) 7 BE [ PR (9)ds
0

1 - 0 -
+5B7" (B2) 13—/ B> HY (s)ds,

w
t
ou

ethgo _ (I + 6253)—1 etB;w + B! (I + 6253)—1 e&B;etB;Mi
6

1 __ -1 —1 S)BY /25w
BT e (B BE /O CHHIBL (=25 113 ())ds
1__ —1 - -1 0 $)Bt
BT+ e (BE) B /O HHIBL S (5~ g ds,

e(éft)B;El =(I+ 6263)7166326(67t)3;w . BA(IJr 6253)*16(54)B;Mi

1 _ g _
+ §Bf1(I+ezzSB)f1 (B*) 13;/0 6(5’t+3)BW(eQWHi(5—s))ds

w

1 _ J .
—53_1(1—#626’3)_1653;5 (B2) 13;,/0 et 9)Bo [0 (5) ds.
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Donc Xj_ € L?(0,6; Ey) par le Lemme I1.7. Ensuite, en appliquant Ag = —B?, on obtient

1 t
ApX] (t) = — B2e!Pagy — B2 DP=g, — 3B (BL)” B;/O (IBLHY (s) ds

§
— 5B(B;)’le/ e=B= 9 (s) ds,
t

ou
B2etBj;£0 _ (I + 6253)*1 B2etB;¢ + (I + 62513)*1 eéB;BetB;r,Mi
1 _ o 4
_ 5 (I+e25B) 1 B (B;) 1B;/0 e(t+s)Bf§(e—2st§r (S))dS

1 -1 - —1 J SB+
S (1P e (BE) T BY /0 CHHIBE D (5 5) ds,

BQe((;—t)B;é-l :(I 4 6253)_1663; BQe((s—t)B;w _ (I 4 eQﬁB)—lBe((s—t)B;Mi

1 _ 4 _
—|—§(I—|—€26B)_1B (B;) 13;/0 e(é_t+s)Bw(€2stj_((5— 5))ds

1

2

6
(I +e¥B)~ 1eéB$B(B;)*1B;,/ eCt9)B= 119 () ds.
0

De plus, on a

_ 1 t
(x9)' (t) =BZe'P=go — Bge®™" w£1+§B‘1B;/O eIBEHY () ds
1

s
- iBle;/ e(sft)B;Hi (s)ds,
t

t
(Xi)” (t) :(B+)2 tB+€ +( ) €<6_t)B;’51 _;’_%B;B—IB;-/O e(t—s)B;Hi (8) ds

)
—|—QBwB 'BZ /t eC=DB= 19 (s)ds + HI.(t).

Puisque B (Bg)_1 , BEB™1 (I +¢2°B)~1 € L(E,), on peut en déduire, grace aux Lemmes I1.7 et I1.11, que

AoXx3, (Xx3)" € P (0,8; Ey),
si et seulement si
MJ e (Eo, D (Ao))y— 1, et ¥ & (Eo, D (Ao))— -
Enfin, X¢ 9 vérifie le probléme (Au:cPf_) puisque pour presque tout ¢t € (0,9)

(x2)"

) — 2w (X)) (t) + @2 X3 (£) + Ao X3 (1)

(t
+ (( D) = 2wBE 4+ @t - BY) ey + ((BL)” + 2B, + =L - B?) e 0Pag

=HJ (t)
1 ¢ .
+2 ( — 2wBt + @] — B‘Z) B~ / =B 3 (5) ds
0
1 0 -
+§( ? Y 2wBg + w2 — B2)B / eB= 19 (s5)ds
t
_H6 t)?
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et
_ 1 4 N
X5 (0) =& +e*P=& + 53_1/ e B=HY (s)ds = 1,
0
I
(X2)"(8) == X2 (9)
SBL | 553*5 SBL 1 16($B+5
=Bfe’P=¢y — Bo& + 53_ B:_:,/ eC®=)Be Y (s5)ds — we’P=gy — wéy — §wB_ / eC®=)BeHY (s)ds
0 0
sBE I 5—s)BE 176
=Be’"=¢) — B& + 5/ e0=s) =HY (s)ds
0
5

=MY?.

]
De la méme maniere, on consideére la représentation suivante pour presque tout ¢ € (—oo,0)
5 BZ 1 1 0 BZ 1 1 ! BY
X0 () =e P=gy + §B_ / GBS H_ (5)ds + §B_ / =B H_ (s)ds,
t —00
ou
\—1 1 + N1 51 0 —sBt
52:—(Bw) o+ §Bw (Bw) B e *P=H_(s)ds.

Gréace aux inégalités de Holder et a la décroissance exponentielle des semi-groupes analytiques (65332)90, on

a la convergence absolue des intégrales dans X° et &. Par exemple, pour presque tout t € (—00,0)

t q
<M (/ e_qa(t—s)ds) ||H7 “Lp(7m70;E0)

— 00

SCONH- £ (—00,0;0) -

t
H/ et =)BL T (s)ds

avec 1/p+1/q=1.

Proposition 11.17 Soient H_ € LP (—00,0; Ep), 1 < p < 0o avec p # 2. Alors, le probléme (AuxP?) admet
une unique solution X° satisfaisant (11.9) si et seulement si ¢ € (Eo, D (Ap))

1 1
2" 2p0P

Preuve. Pour presque tout ¢ € (—c0,0), on peut écrire

B 1 _ 0 B 1 B t
X5 (1) =Pegy + 1B (B2) ' B / TIBLH (s)ds+ 3B (BE) T BE / U =9BL T (5)ds,
t

— 0o

ou
w

B _ -1 _ 0 NB= 26
e—tBqu _ (B_) 1 e_tBW¢ + 53; (B;) 2 B_lB;/ e—(t+é)Bw (e—waHi (3))d8.
—o0

Ainsi, en appliquant Ay = — B2, on obtient

- 1 _ 0 _ 1 B t
ApX? (1) =~ Be™P=&, - 5B (Bg) ' B2 / e OBSF_ (s)ds — 3B (BL) 'Bf / t=SBLH_ (s)ds,
t —o00
ol
- _ - 1 _ 0 -
B¢ 'P=t, = - B(By) ' Be 'B=¢ + EB;B (B2) : B;/ e~ (F)Ba (e7257H_ (5))ds.
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Chapitre II. Problémes de transmission dans une cellule biologique

De plus, on a

1 0 - 1
,B—lB;/ e(s=t)Bo fr (s)ds + 5Ble;/ e(t)BL (s)ds,

(X0 (0 =~ Boe Py~ L
t

W

- 1 0 _
(X2)" (1) = (B5)? e "B=¢5 + §B;,B*13;,/ eIBZ . (s)ds
t
1 t
+ 53;3—13; / et IBeH_ (s)ds + H_(t).

— o0

Enfin, X? vérifie le probleme (AuzP?) puisque pour presque tout ¢ € (—o0,0)

(X2)" (#) = 2 (X2)" (8) + =* X2 (1) + Ao X" (1)
=H_ (1) + ((Bz)" + 2085 +=°1 - B?) e ™26

1 0 _

+5 ((B;)2 +2wB; + @I — 32) B! / GBI (s)ds
t

1 +)2 + 2 2\ ot [ (t—s)BY,

+5((B2)’ —2wB% +=*1 - B*) B cOBLH (5)ds
=H_(t),
et
/ 1 0 i
(X°) (0) = —B_& + 5B*lB.;,/ e *B=H_(s)ds = ¢.

Par conséquent, en vertu des Lemmes I1.8 et 11.12, on obtient le résultat. m

4.3 Formule de représentation de la solution de (WPE)

On rappelle les conditions de transmission du probléme (WPt‘S)

(0) == (1 —») WL(0),

otv := P En utilisant les représentations X? Xi et en combinant avec (c.t.), on obtient le systéme d’inconnus

R
By +¢=b

—v (I—|— 6253)_1 (B; — B_Ze?B 4 (i — 1) w (I + 6253)> WP+ ¢ = by,

ou

0
b1 :/ e sBaH_ (s)ds,

— 00

B s
by =2v (I + 626B)_1 eB=M$ —v (I+ 626B)_1 / e*B=HY (s)ds — v(I + €*B) e’ B= / e(‘s_s)BgHi (s)ds.
0 0
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I1.4 Etude du probléme opérationnel

Le déterminant formel de ce systeme opérationnel est
_ 1
Am =Bz +v (I +¢*8)7" (B; — BZe®B ¢ ( - 1) w(l + 6253)>
v
(I+ 6253)_1 (B (I+ 6253) +vBEf —vBZe®P 4+ (1 —v)w(I + 6263))
= (I + 6263)_1 (B + Be?B 41 uB — VBeQ‘SB)

- 1—
(1+2) B (I + ¢%5) 1 <I+V€253)
1+v

=B(I+¢*%)7' D,
D, est inversible dans L(FEp) (voir Lemme 11.14), ainsi A_! € L(Ey, D(B)). Par conséquent

0
¢ =—20B"'D; B M} + BT'D; ! (I + €*P) / e *BZH_(s)ds

s s
+vB~'D;! / e*B=H (s)ds +vB~'D, 'e’P= / e(‘s_S)B;Hi (s)ds,
0 0
et
0
¢ =2vB_B'D,'e’B=M} + (I - BLB™'D,* (I +¢*P)) / e B=H_ (s)ds

— 00

5 5
—vBZB7'D;! / e*B=HS (s)ds —vB_B~'D, e’ P= / OB [ (s) ds.
0 0
En insérant ces deux expressions dans &g, &1, &2, et apres quelques simplifications, on obtient pour presque tout

te (075)’

_ 1 t 1 J _
W) =2 50926+ L [ s L [ 052 o,
0

t

et pour presque tout ¢t € (—o0,0)

- 1 0 - 1 ¢
W (t) :e_thgg—i—iB_l/ eBs F_ (s)ds+§B_1/ eIBSH_ (s)ds,

t —0o0
ou

0
¢ =(1—v)B7'D;e?P= M2 + Ble,fl/ e "BeH_ (s)ds

1—v 1—v

2

5 5
B~'D;* / e*B=H3 (s)ds — B™1D;1e’B= / 6(57S)B;Hi (s)ds,
0 0

0
& =—(1+v)B7'D;'M? + B~ Db / e *BEH_ (s)ds

— 00

1-— o 1 5
- VB_lD;leéBf% / e*B=H3 (s)ds + _; VB_lD,jl / e(é_S)B;Hi (s)ds,
0 0

_ 1 0
& =-20B"'D;'eP=M{ + B! (—21 +D,t (I+ 6253)> / e *PEH_(s)ds

— 00

s s
+VB_1D;1/O e*B=H9 (s)ds—i—uB_lD;le‘SB;/O e(‘s_s)B;Hi (s)ds.
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4.4 Reésultat principal
Théoréme I1.18 Soient H_ € LP (—0,0; Ey), Hi € LP(0,0;Ep), 1 < p < oo avec p # 2. Alors, le probleme

(WPt‘s) admet une unique solution

W — W9 dans |—o0,0]
| W2 dans ]0,6],

telle que
WO € WP (—o00,0; Eg) N LP (—o0,0; D(Ap))
WS e W22 (0,6; Eg) N LP (0,6; D(Ay)),

si et seulement si M$ € (Eo, D (Ao))

31—
Preuve. On peut écrire pour presque tout ¢ € (0, )

_ 1 _ t
WE(0) =e'P2gy + e 0Py 1 2B (BL) B [ PR R (5)ds
0

1 _ s -
+ §B71 (B2) ' B;/ e(sft)BWHi (s)ds,
t
ou
0
ePagy =(1—v)B'D; 'e’B=etBz M + B-'D; Y (BE) ™! B;/ eIBSH_ (s)ds

— 00

1l—v — -1 ’ s)BY / —2sw
5B 'D;t (BE) B;/O eUT9B= (727 [ (5))ds

1—v

2

&
B~'D;'e%B= (BE) ™! B;/O eHIBZ 10 (5 — ) ds,

w w

0
O NBzg = — (1+ V)B_lD,jle(‘s_t)B;Mi + B_llele‘SB; (B_)_1 B_ / e(é_t_s)B;(e(‘s_s)wH_ (s))ds

1-— _ s B
_ 2 Vp-ip-1edBt (B2) 13—/ Ot )B2 110 (5)ds
0

2 W w
1+v . -1 ’ S—t+s)BZ (2 s
+ 2B (B B / OB (257 B (5 ) ds.
0

Ainsi, par les Lemmes IL7 et IL.9, on déduit que W3 € LP (0, ; Ep). Puis, en appliquant Ay = —B?, on obtient
_ 1 _ t
AW (1) = — B2e'Prgy — B2el=0P=g, — 3B (B3 B;/ eIBL Y (5)ds
0

1 - b -
- 5B(B2) 13;/ eB= Y (s)ds,
t

ol
0
B2etBagy =(1 — u)D;leéB;BetB;Mi +D,'B (B;;)il B;/ e IBLH_ (s)ds

— 00

1 _ _ o
2”D;IB(B;,) ' B /0 e(tT9)BL (=257 [ (5))ds

1 _ _ _ 5
5 Dy 'e"P= B (B) 1B;/ eHIBZ 1O (5 — ) ds,
0
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I1.4 Etude du probléme opérationnel

0
B2e08Bzg — (1+ V)D;lBe(‘s_t)B;Mi + D;le‘SB;B (B_)_1 B_ / el0—t=9)Bz (e(é_s)wH_ (s))ds

1— _ 4 _
- 2”D;1653$B(B;) 13;/ Ot )Bo 110 (5)ds
0
1 _ 4 _
+ ;”Dng(B;) "Bz / OB (257 [0 (§ — 5))ds.
0

De plus, on a

_ 1 t
(Wj)l (t) :B;_ethfO — BLel Py §B_1B;/ e(t_s)B;Hjsr (s)ds
0

1 o -
- §B*1B;/ e(S*t)BWHf_ (s) ds,
t

_ 1 t
(W) (t) = (BE)? Py + (B5)* e®DB=¢, + 53;3—13;/ e=IBLHY () ds
0

1 J -
+ 5B;,B—lB;/ eCIB= 9 (s)ds + HS (t).
t
Ainsi, par les Lemmes I1.7, 11.9, I1.11 et I1.14, on obtient
WS € WP (0,68; Eo) N LP (0,8; D(Ap))

si et seulement si

M$ € (Eo, D (Ao))

PR
Pour W, on a pour presque tout ¢ € (—o0,0)
4 B 1 -1 0 BZ 1 -1 ! Bt
W?e (t) =e B=gy + 53*1 (B2) B;/ e OB (s)ds + 53*1 (BL) Bg/ e=IB=H_ (s)ds,
t —00

ou
e tP=gy = —2wB7ID, OBz 10

0
+B! (‘§f+ Dy (1 + >) / e FIB= (7T H_(s)) ds

—00

5
+vB~'D; (BZ) B,;,/ e=DB= [0 (s5)ds
0
s
+vBD; 8= (B;)_l B;/O e 0B (2 HI (5 — 5)) ds.
En appliquant Ay = —B?2, on obtient

0
AW () == BPe Py = 5B (B2) " Bo [ € OPRH (s)ds

1 B t
5B (B2 B / ct=9BLE (s ds,

— 00
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ou

_ _ 1 0 _
B?e 'Pegy = — 20D, Be®VP= S + B (—21 +D; 1+ 6253)> / emFI)Be (727 (5))ds

— 00

w

0
+vD,'B (B;)*B*/O e =OB= [0 (s5)ds

w w

5
+vD,;'e’B=B (B*)f1 BZ / e OB< (27 HY (5 — 5)) ds.
0

De plus, on a

_ 1 0 _
e B=¢, — BB / eCIBs H_ (s)ds

w 2 f

W) ()=-B

1 t
+ §B_IB;/ (=B i (s)ds,

—00

— w

0
<W6)// (t) _ (B_>2 e_tB;§2 + %B;B—IB;/t e(s_t)B;H, (S) ds

1 t
+ QB;F,B*lB;/ et =)Bz (s)ds.

— 00

Ainsi, par les Lemmes I1.8, I1.10, I1.12 et 11.14, on déduit que
WS € W2P (—o0,0; Ey) N LP (—o0, 0; D(Ay)),

si et seulement si

MS € (Eo, D (Ao))

1 1 .
27 2p0P

5 Retour au probleme dans la cellule biologique

On veut revenir au probleme de départ (Pjy) dans la cellule biologique. On commence par analyser (U Pté,é) ,

on obtient alors les deux propositions suivantes comme conséquences immédiates de la Proposition I1.15, du
Théoréme I1.18 et du fait que l'opérateur I — P est continu de F dans Ey, de D(A) dans D(Ap) et qu’il
transforme les éléments de (£, D (A))1_ 1 , en éléments de (Eo, D (Ao))%72i v

=

1_ 1
27 2p°

Proposition I1.19 Soient G_ € LP (2_), G‘i e Lr (Qi), 1 < p < 2, satisfaisant (UC’C?)Q). Alors, les deux
assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probleme (UPt‘s,e) muni des conditions de bord périodiques (UCBP) admet une unique solution

7S U dans Q_
N U¢ dans Q°
+ T

telle que
Ul ewrr(Q.), UL eWw? ().

2. F € WiowP (—m,m).
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II.5 Retour au probléme dans la cellule biologique

Proposition I1.20 Soient G_ € LP(Q_), Gi_ S (Q‘j_), p > 2, satisfaisant (UCCgQ). Alors, les deux
assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probleme <UPt579) muni des conditions de bord périodiques (UCBP[S) admet une unique solution

Us — US dans Q_
n U? dans Q°
+ +9

telle que
Ul ew?r (), Ul ew?(Q)).

2. FS e WP (—m, ) et FS (—m) = F? (m).
La Remarque I1.2 et le fait que

F_i eW P (=m,m) @fi ew'l w? (=m,m),
F (=m) = F (v) & f) (-7) = {3 (7),

permet d’établir les résultats pour (Pt‘ia).

Proposition I1.21 Soient f$ € Whiosp (—m,m) et g— € LP_, (Q_,dtdd), g5 € LP... (Q°,dtdf), 1 < p < 2,
satisfaisant (C’C’t‘sﬂ). Alors, le probléme (Pt‘fe) muni des conditions de bord périodiques (CBP/) admet une
unique solution

5 u® dans Q_
u = s s
ud dans 7,

telle que
u’ € E?P(Q0 dtdd),  ul € E*P(Q°,dtdd).

Proposition 11.22 Soient fj‘r € Wl_%’p(*ﬂ,’/'r) tel que f_f_ (—=m) = f_‘f_ (m), et g— € LP_, (Q_,dtdd), gi €
LY., (Qi, dtd9), p > 2, satisfaisant (Cng). Alors, le probléme (Pt‘fe) muni des conditions de bord périodiques

(CBPY) admet une unique solution

5 ud dans Q_
u = 5 5
ud dans Q.

telle que
ul € B?P(Q0 dtdd),  ul € E*P(Q°,dtdd).

Le résultat essentiel du chapitre est le suivant.

Théoréme I1.23 Soient IS € Wi-sw (Fi‘f) et h_ € LP (Qi), he e L? (Q*f), 1 < p < oo avec p # 2,
satisfaisant la condition de compatibilité (CC;)y). Alors, le probléme (Pjy) admet une unique solution

. we dans *
w- =
wS dans 27F,
telle que
ws EW?P(Q), wl e WP (QF).
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Chapitre II. Problémes de transmission dans une cellule biologique

Preuve. Comme on ’a vu dans la Section 2, on a

g% € LP., (9%, dtd0) <hs € LP (1, dady)
ul, € E?P (Qf, dtdf) swl € WP (QfF, dzdy) .

De plus, grace a (IL.2) et (I1.3), on obtient
FLeWrBP (—mm) & L5 € WP (—m, ) & 15 € WP (7)),
et puisque, pour p > 2, on a

[ (=m) = [ (m) L% (—7) = L5 (7)
15 (1 +¢€)(cos(—m),sin(—m)) =I5 ((1 + €)(cos(m),sin(7)) ,

alors [% est seulement dans Wi (Ff). ]
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Chapitre 111

Cadre scalaire et cadre commutatit sur la droite
réelle

L’objectif final de cette these est I’étude des équations différentielles opérationnelles du second ordre de type
elliptique dans un cadre non commutatif. Ce chapitre est un travail préliminaire.

On débute donc par un cas tres simple : I’étude d’une équation différentielle scalaire complete du second
ordre posée sur toute la droite. Ceci permet de proposer ensuite une possible représentation de la solution pour
le cas opérateur. L’étude du cas scalaire est faite dans deux types d’espaces : les espaces de Holder et les espaces
LP.

On continue avec 'étude d’une équation différentielle opérationnelle compléte du second ordre de type
elliptique posée sur toute la droite, et dans un cadre commutatif, c’est-a-dire que les opérateurs commutent
au sens des résolvantes. La aussi ’étude est faite dans les espaces de Holder puis dans les espaces LP. La
représentation de la solution et I’étude de sa régularité sont réutilisées dans le cas non commutatif au chapitre
suivant.

1 Equation scalaire

Dans cette section, on étudie ’équation différentielle scalaire complete du second ordre posée sur toute la
droite. L’existence et 'unicité de la solution classique sont prouvées. L’étude se fait dans I’espace BUC? (R; X),
0 €1]0,1[, puis dans lespace L? (R; X), 1 < p < co. On montre aussi des propriétés de régularité maximale de
la solution dans le cadre holdérien. La représentation de la solution trouvée ici est ensuite adaptée pour le cas
opérateur.

1.1 Introduction

On considere I’équation différentielle scalaire complete du second ordre suivante
o’ (x) 4 20 (z) + au(z) = f(z), z € R, (II1.1)

ou a est une constante réelle strictement négative, b est une constante réelle quelconque et f une fonction définie
sur R & valeurs dans X, (X, ||.||) étant un espace de Banach complexe. On justifiera a la Remarque II1.3 pourquoi
on s’intéresse au cas a < 0.
On pose
l=b—Vb—a e m=-b—+Vb>—a, (I11.2)

et on a le résultat suivant.

Proposition III.1 a < 0 si et seulement si [,m < 0.
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Preuve. On considere trois cas.

1. On suppose d’abord b < 0. On a évidemment
l=b—+b2—a<0,
et de plus

a<0sb?<b?>—a
S —b< Vb2 —-a
S—b—vVb—-a<0

<m < 0.
2. On suppose maintenant b > 0. On a évidemment
m=—b—b2—a<0,
et de plus

a<0sb?<b—a

Sh< Vb2 —a

<Sb—Vb2E—a<0

<l < 0.

3. On suppose b =0. Alors | =m = —+v/—a doncI,m <0< a <0.
(]
L’équation (II1.1) est équivalente a

u(z) + (I —m)u'(z) —Im u(z) = f(z), z € R.
On note que [ et m sont deux constantes réelles strictement négatives vérifiant
l—-m=2b et —Im=a.

Deux cas d’étude se présentent.

(I11.3)

1. On suppose f € BUCY (R; X), ot § € ]0,1[. On cherche une solution classique de (II1.1), c’est-a-dire une

fonction u telle que
u € BUC%*(R; X),

et satisfaisant (IT1.1). On étudie également la propriété de régularité maximale de la solution classique u,

c’est-a-dire
u" € BUCY (R; X)

2. On suppose f € LP (R; X), ot 1 < p < co. On cherche une solution classique de (ITI.1), ¢’est-a-dire une

fonction u telle que
u € W*P(R; X),

et satisfaisant (I11.1).

On définit de méme les solutions classiques de (I11.3). Une solution classique de (IIL.3) est alors une solution

classique de (III.1).

L’étude est organisée ainsi. La Section 1.2 est consacrée a I’équation homogene associée & (II1.1). Ensuite,

on résout (I11.3) dans le cadre holdérien (Section 1.3) et dans le cadre L? (Section 1.4).
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1.2 Equation homogéne
On considére 1’équation homogene associée a (II1.1)
u”(z) + 2bu/ (z) + au(x) =0, x € R. (I11.4)
L’équation caractéristique est
A2+ 2bA+a = 0.

On a le discriminant suivant

A = 4b* — 4a.
Puisque a < 0, on a A > 0, donc m et —[ définis par (II1.2) sont les deux solutions réelles de 1’équation
caractéristique. Les solutions de (I11.4) dans C? (R; X) sont les fonctions

u(x) = Cre ™ 4 Che™ 2 € R,

ou (' et (s sont des constantes dans X. Si on veut de plus u € BUCQ(]R; X), alors nécessairement C; = Cy =0
et la fonction nulle est alors la seule solution.
On obtient aussi u = 0 si on veut u € WP (R; X).

1.3 Cadre holdérien

On considere la représentation suivante

x

—+o0
(@) = (I +m)~! / =M £ (s) ds + (1 +m) ") / =) f(5)ds, o € R. (I1L5)

On pose alors pour une fonction g donnée de R dans X et pour z € R
x +oo
Glo)a) = [ e Imgs)ds, Hgw) = [ e g(s)ds,
L’étude de la régularité de ces deux fonctions donnera la régularité de la représentation (I11.5).

Proposition II1.2 Soit g € BUC? (R; X), 6 €10, 1[. Alors
1. G(g), H(g) € BUC? (R; X) et il existe K > 0 tel que

”G(Q)HBUC‘@(R;X)
||H(g>||BUC9(R;X)

<K HQHBUCG(R;X) ’
<

K ||9||BU00(1R<;X) :

2. G(g), H(g) € BUC* (R; X) et
G(g) =mG(g) + g,
H(g)" = —lH(g) — g

Preuve. On démontre seulement les résultats pour G(g). Pour H(g), en effectuant le changement de variables

on obtient pour tout x € R
Hglw) = [ e g(-a)do.

Or g(—) € BUC? (R; X), donc en échangeant les r6les de [ et m, on applique les résultats de G(g(—-))(—z) sur
H(g)(z).
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1. Soit € R. D’apres les propriétés des intégrales de Bochner on a

16(9) ()| = H | mgtsas
< / OC =™ |lg(5)|| ds

x

< Hg”BUC@(R;X) / elr =M s,

—00

Or m < 0 donc on a

/ 6(asfs)mds _ |:1e(zs)m:| _ (7m)*1 )
m

—o0 —o0
Ainsi on obtient
~1
1G(9)@)[| < (=m)"" |9l preo@.x) -

Donc G(g) est bien défini. Soient x,y € R tels que = # y. Alors en posant

oc=s5—y+uxa, do = ds,

on a
/y WM g(s)ds = /z =M (o 4y — 2)do,
ainsi
Glo)a) = Gla)y) = [ e Img(eids — [ el (st y s
= /m =™ (g(s) — g(s +y — x)) ds.
Dot

1G@)(@) — G )] < H [ e gt~ gts +y - ) ds
< / " @M lg(s) — g(s +y — )] ds

‘ T—s)m 0
gH!JHBUCS(R;X)/ el ds|y — z|
-1 0
<(=m) ||g||BU09(R;X) ly — x|
Ainsi G(g) € BUC? (R; X) et on a

G(g)(x) — G(g)(y
1G(pucomxy = sup IG{9)(=) 9( )W)l + sup [|G(g) ()]
z,y€R, —y#0 |Qj — y| T€R

1
<L2(-=m)" 9l pucom:x) -

2. Soit x € R. Alors
dG(g)

dx

@) = [ el Img(s)ds + g(e) = (o) ) + g(2).
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Remarque II1.3 On a

Lo 400 st m = 0,

+ —1 .
/ o e(s_ac)lds _ (—l) St l <0
x +o0 st =0,

donc la fonction u est bien définie si et seulement sil,m <0, i.e. si et seulement si a < 0.

-1 .
/:c Sm g _ { (—=m)™" sim <0

Théoréme I11.4 Soit f € BUC? (R; X), 0 €]0,1[. Alors, la fonction u définie par (II1.5) est l'unique solution
classique de (II1.3) et vérifie la propriété de régularité mazimale

u" € BUCY (R; X) .
Preuve. On remarque que u peut s’écrire
u=(L+m)"H(G(f) + H(f)).
D’apres la Proposition II1.2, point 2., u est contintiment dérivable sur R et

u' = (L+m) " (mG(f) + f = LH(f) = f),
d’ou
u' = (L +m)~H(mG(f) = LH()).
De méme u' est continfiment dérivable sur R et
v = (I+m)" (m*G(f) +mf + PH(f) + 1f),
d’ott
W= (L m) T (mPG(f) + PH(f)) + f.
D’apres la Proposition I11.2, point 1., v” € BUCY (R; X). Ainsi u € BUC? (R; X).
On montre que la fonction u définie par (IIL.5) vérifie 'équation (II1.3).
u' + (I —m)u —Imu
=f+ U +m) " (m*G(f) + PH(f)) + (L = m)( +m) ™ (mG(f) — LH(f)) — tm(I+m) " (G(f) + H(]))
=f+({+m)~t (m*+ (I —m)m—1m) G(f) + (1 +m)~" (I* = (1 —m)l —Im) H(f)
~f.

Ainsi u est une solution classique de (II1.3) vérifiant la régularité maximale u” € BUC? (R; X).
On montre 'unicité de la solution classique. Soit v une autre solution classique de (I11.3). Alors

v—u € BUC*(R; X),

et est solution de 1'équation homogene (II1.4). On en déduit v = u. ®

1.4 Cadre L?

On considere la représentation (II1.5). Pour une fonction g donnée de R dans X et pour presque tout x € R,

on pose encore
T

+oo
Glo)(x) = / C@=Imy()ds,  H(g)(z) = / =g (s)ds,

— 00

et on étudie la régularité de ces fonctions.

69



Chapitre III. Cadre scalaire et cadre commutatif sur la droite réelle

Proposition II1.5 Soit g € LT(R; X), 1 < p < 0o. Alors
1. G(g9),H(g) € L? (R; X) et il existe K > 0 tel que

”G(Q)HLP(R;X)
”H(Q)HLP(R;X)

<K HgHLP(R;X) )
<

Kllgll e @.x) -

2. G(g9),H(g) e W' (R; X) et

G(g9)' =mG(g) +9,

H(g)' = —lH(g) —g.
Preuve. On démontre seulement les résultats pour G(g). Pour H(g), on peut se ramener a G(g(—-)) par un
changement de variables.

1. On a B

/ e @ de = /- H [ etromgyas| a

— 00 — 00 — 00

On effectue le changement de variables suivant

oc=ux—s, do = —ds,

| T ic@eira= [ [ oot - oo

+o0 +o0 p
<[ ([ emtata-oan) as
—o0 0
+00 +o0 p
</ </ e7™/2e7™m/2 || g(z — o) || da> dz.
—00 0

Soient ®, U définies pour presque tout o € [0, +o0o[ par

et on obtient

p

dx

®(0) = "2 lg(x — o), V(o) =T
Alors @ € LP (0, +00) car m < 0 et en effectuant le changement de variables suivant
u=z -0, du = —do,

on obtient

+oo +ee
/ P72 | g(x — o)||P do g/ lg(z— o) do
0 0

—+oo
< / lg(z — o)|” do

— 00

+oo
< / lg()|? du

— 00

<N9lLr(ex) < o0

1 1
Soit 1 < ¢ < oo tel que — + — = 1. Alors ¥ € L9 (0, 400) car, puisque m < 0, on a
P q

“+o00o “+o0
/ e?™ 24y = |:2€qa'm/2:| = 2 < 0.
0 qm 0 —gqm
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Ainsi (®¥) € L' (0, +00) et d’apres I'inégalité de Holder on a

||(I)\I/||L1 0,400) X ||(I)||LP 0,+00) HleHLq(O +00)
d’ou

2 a
P p
1PWNT1 (0 400) S N1PIZo (0, 400) <_qm) '

Par conséquent, grace au Théoreéme de Fubini et au changement de variables suivant

u=x— o0, du = dx,
on obtient
+oo ) % +oo +oo
[ ie@irar< (Z) [ [T e e - o)l do do
— 00 —q 00 0
9 % o0 o0
() [ et - o as o
—qm 0 0o
2\ oo
() [T [ gt o
qm 0 — o0
< ( 2 > ||g||P /+Ooep0'm/2da,
—q Lr(R;X) o
(2 2
S\ —pm HgHLP(R;X) < 0.

Ainsi G(g) € LT (R; X). Soit
K = <2) <2> > 0.
—qm —pm

1G(g )”LP(RX) K”Q”LP(]RX)

Alors

. Soit p € C (R; X). On a
O'(2)G(g)(x)dx = | ' (z ’ el S)mgsds dz

+o0 T
:/ / ¢ (x)e™=Img(s)ds du.
—c0 J—oc0

On effectue le changement de variables suivant
o=x—s, do = —ds,

et on obtient en appliquant ensuite le Théoreme de Fubini

/R () dz/m/ﬂo "mg(x — o)do da
/+OO /+OO mg(x — o)dx do.

On effectue un nouveau changement de variables

T=x—o0, dr = dz,
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et on applique a nouveau le Théoreme de Fubini
+oo +oo
[e@c@@= [ [ oy ao
R 0 —0o0

+oo +oo
:/ / O (T +0)e’g(T)do dr.
—o0 0

Or ¢ est & support compact donc, & 7 fixé dans R, il existe o, € RT tel que
[z, +oo[ N supp(p(T +.)) = 2,
d’ou
+oo or
[ draemgne = [T ooy
0 0

et par intégrations par parties, on a

Qr

/{:Oo o' (1 +0)e’™g(T)do = — /OQT (1 + o)me”™g(r)do + [QO(T + U)edmg(T)} .

+oo
=— /0 o(T + o)yme’™g(r)do — ¢(1)g(T),

ainsi
—+oo +oo +oo
[e@c@d == [~ [ o+ amemg(ryio ar— [ pnglriar
R —o0 0 —00
et en effectuant les changements de variables suivants dans la premiére intégrale
T =T+ 0, dx =dr,
s =x — o, ds = — do,

on a

[ ¢@o@@ai-- o) ([ ce=mgtegas)ao - [ " oma(rin

— 00 — 00

On obtient donc pour presque tout x € R

G(9) () = mG(g)(x) + g(x).
Ainsi G(g9)' = mG(g) +g € LP(R; X) et G(g) € WIP(R; X).

Théoréme II1.6 Soit f € LP (R; X), 1 < p < co. Alors, la fonction u définie par (II1.5) est unique solution
classique de (II1.3).

Preuve. On rappelle que u peut s’écrire
u=(+m) " (G(f) + H(f)).
D’apres la Proposition II1.5, u est dérivable au sens des distributions sur R a valeurs vectorielles, et

u'= (L +m) " (mG(f) + = H(f) = ),
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d’ou
u' = (L+m)~ (mG(f) — LH(])).
De méme u est dérivable au sens des distributions sur R & valeurs vectorielles, et
W = (L+m)" (m*G(f) +mf + PH(f) +1f),
d’ou
u" = (I +m) " (m*G(f) + PH(f) + [

D’apreés la Proposition IIL5, v” € LP (R; X). Ainsi u € W?? (R; X).
11 est clair que u satisfait (II1.3) (voir Théoréme IIT.4 du cadre holdérien). Ainsi w est une solution classique
de (IIL.3). L’unicité de la solution classique se montre comme au Théoréme I11.4. m

2 Cadre commutatif sur les espaces de Holder

Dans cette section, on étudie les équations différentielles opérationnelles elliptiques et complétes du second
ordre posées sur toute la droite. L’existence, 'unicité et la régularité maximale de la solution classique sont prou-
vées sous des hypothéses naturelles de commutativité des opérateurs. L’étude se fait dans I'espace BUC? (R; X),
0 €10, 1[. Les résultats obtenus ici sont essentiels pour débuter le cas non commutatif.

2.1 Introduction et hypothéses
On considere I’équation différentielle opérationnelle elliptique compléte du second ordre suivante
u'(x) + 2Bu/ (z) + Au(z) = f(x), x € R, (I11.6)

o A et B sont deux opérateurs linéaires fermés sur X, (X, |.||) étant un espace de Banach complexe, [ €
BUCY (R; X), ot 6 € ]0, 1].
On cherche une solution classique de (II1.6), c’est-a-dire une fonction u telle que

u € BUC*(R; X) N BUC(R; D(A)), v/ € BUC(R; D(B)),
et satisfaisant (IT11.6). On étudie également la propriété de régularité maximale de la solution classique u, c’est-
a-dire
u”, Bu', Au € BUC? (R; X). (IT1.7)
Tout comme dans le cas scalaire, on étudie I’équation différentielle suivante
u'(x) + (L — M)u/'(z) — LMu(z) = f(z), z € R. (I11.8)
Une solution classique de (I11.8), est une fonction u telle que
u € BUC?*(R; X)N BUC (R; D (LM)), ' € BUC(R; D(L — M)),
et satisfaisant (IIL.8). La propriété de régularité maximale s’écrit alors
u”, (L — M)u', LMu € BUC? (R; X). (I11.9)

L’objectif est le suivant.
1. Donner des hypotheses naturelles sur L et M pour résoudre (I11.8).

2. Retourner a I'équation (IIL.6), c’est-a-dire résoudre (IT1.8) avec L et M satisfaisant

L-McC2B e —LMCA. (I11.10)
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Dans ce cas, une solution classique de (II1.8) sera a fortiori une solution classique de (II1.6).

On indiquera ultérieurement comment construire L et M satisfaisant (I11.10), voir Section 2.4. On s’inspirera
du cas scalaire.

Les hypotheses sur L et M sont :

L, M géneérent un semi-groupe analytique généralisé sur X, (IT1.11)
D(L) = D(M), (IT1.12)

D(LM)=D(ML), (I11.13)

L, M sont inversibles dans L(X), (I11.14)

L + M est inversible dans L(X). (I11.15)

L’hypothese de commutativité est la suivante
VA€ p(L), Vi e p(M), M — L) " (ul — M) = (ul — M) " (\[—L)"". (I11.16)
Ces hypotheses nécessitent quelques commentaires.

Remarque II1.7 On note que, sous les hypothéses (II1.12)-(I11.13), I’équation (II1.8) est équivalente d

u"(z) + (L — M)/ (z) + i ((L ~ M —(L+ M)Q) u(z) = f(z), z € R. (IIL.17)
En effet sur D(LM) = D(ML), on a
i((L—Mf—(L—i—M)Q) :i (L* = LM — ML+ M? — > = LM — ML — M?)
=— % (LM + ML),

et dans le cas commutatif, i.e. si Uhypothése (II1.16) est vérifiée, on a

1

(=00 = (L +00)*) = —LM = —ML.

En revanche dans le cas non commutatif (voir Chapitre IV) on aura LM # ML donc on étudiera ’équation
(111.17) qui sera équivalente a

u’(z) + (L — M) () (LM + ML)u(z) = f(z), z € R.

1
2
Remarque II1.8 On rappelle que dans le cas commutatif sur LP(0,1; X), avec X un espace UMD, Uhypothése
(II1.15) est déduite de (II1.14) et de quelques hypotheéses sur les puissances imaginaires de L et M (voir Favini
et al. [23, 24]).

Dans lespace de Hélder, la situation est différente. On mentionne quelques résultats importants sur la somme
L+ M :

1. On suppose (III.11), (II1.16) et D(L) = D(M) dense dans X. Alors L + M est fermable et Rt C
p (L + M) ; voir Da Prato-Grisvard [12], Théoréme 3.7., p. 324.
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II1.2 Cadre commutatif sur les espaces de Holder

2. On suppose (II1.11) et (II1.16). Alors il existe une extension L+ M telle que RT C p (m) On peut

construire dans cette situation un contre-exemple avec D (L + M) strictement inclus dans D (L + M)

—~—

On a aussi L+ M = L+ M si et seulement si (L+ M — X\oI) (X) est dense dans X pour un certain
Ao > 0 (voir Labbas [41]).

Remarque I11.9 L’hypothése (II1.14) est nécessaire ici pour avoir la décroissance des semi-groupes d linfini
(voir Remarque II1.10). Elle n'est donc pas utilisée pour une équation sur un intervalle borné comme dans le
Chapitre V.

La Section 2.2 contient quelques lemmes techniques. Dans la Section 2.3, on montrera I'existence, I'unicité
et la régularité maximale de la solution classique. La Section 2.4 est consacrée au retour a ’équation initiale
(II1.6) avec les opérateurs A et B. Dans la Section 2.5, on donnera quelques exemples pour lesquels cette théorie
s’applique.

2.2 Lemmes techniques

Voici deux conséquences immédiates des hypotheses (I11.11)-(I11.16).

Remarque II1.10 Sous les hypothéses (II1.11) et (III.14), d’aprés la Proposition 1.6/, il existe C,§ > 0 tels
que pour tout & > 0 et tout k € N\ {0}

le¢*]] L x) < Ce* < C,
e5¥]] x, <

Remarque III.11
1. On suppose (II1.12) et (II1.13). Alors

D(LM) ={¢ € D(M) : My € D(L)}
={p e D(M): My € D(M)}
=D(M?).

De méme D(ML) = D(L?). Ainsi on obtient
D(LM) = D(M?) = D(L*) = D(ML).
2. De (II.15), on déduit que L+ M et (L + M)* sont fermés.
Lemme II1.12 On suppose (I1I1.12) et (II1.13). Alors, 'hypothése (I11.16) est équivalente d
LM = ML. (IT1.18)
Preuve. On suppose (I11.18). Alors, pour tout ¢ € D(LM) = D(ML) et pour tout A € p(L), u € p(M), on a

(M = L) (ul = M) =Ap — AM o — pLo + LM p
= — AMyp — uLo + MLy
=(ul = M)A - L)y
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Comme (M — L), (uI — M) sont inversibles dans L(X), on a

donc
(M= L) (ul = M) ™" = (ul = M) (A = L)

Inversement, on suppose (I111.16). Alors pour tout ¢ € D(LM) = D(ML), on a
(I = M) (AL = L) (A = L)~" (uI = M)~" (M = L) (u] = M) ¢
= (I = M)A = L) (uI = M) (AL = L)"" (M = L) (u] — M) o,
d’out
(NI = L) (u = M) o = (ul — M)(\I — L)

et en développant on a
A =AM — pLo + LMo = A — AMyp — pLo + M L,

et ainsi
LM = ML.

Le lemme qui suit permet d’établir quelques commutativités d’opérateurs tres utiles.

Lemme II1.13 On suppose (II1.12)-(111.16).
1. M commute avec L sur D(LM) = D(ML) et LM = ML.
2. (L+ M)~ commute avec M sur D(M) et M(L + M)~! € L(X).
3. (L+ M)~ commute avec L sur D(L) et L(L + M)~ € L(X).
4. (L + M)™! commute avec (L — M) sur D(L — M) et (L — M) (L+ M)™" € L(X).
5. (L+M)L™,(L+ M)M~' € L(X).

Preuve.
1. D’apres le Lemme II1.12, on a LM = ML sur D(LM) = D(ML).
2. Pour tout ¢ € D(M), on a en utilisant le point 1.

(L+M)" "M =(L+M)"*"M(L+ M)(L+M) o
4L+M)%ML+M%@+M)
=(L+ M) (LM + M?*)(L + M)~ !
#L+M)%L+M)( )@

—M(L+ M)~
M est un opérateur linéaire fermé sur X, (L + M)~! € L(X) et
(L+ M) (X)c D(L+ M) = D(M),

donc d’apres la Proposition 1.16, M (L + M)~! € L(X).
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3. Pour tout ¢ € D(L), on a en utilisant le point 1.

(L+ M) Lo =(L+ M) 'L(L+ M)(L+M)"*
=L+ M)~ 1(L2+LM)(L+M)
=(L+ M) " (L*+ ML)(L+ M)™"
=L+ M)~ (L+M) (L+ M) 'y

=L(L+M)!
L est un opérateur linéaire fermé sur X, (L + M)~ € L(X) et
(L+ M) (X)c DL+ M)=D(L),

donc d’aprés la Proposition 1.16, L(L + M)~! € L(X).

4. (L + M)~! commute avec M et L sur D(M) = D(L) (points 2. et 3.), ainsi (L + M)~! commute avec
(L— M) sur D(L— M) =D(M)=D(L).
De plus comme M(L 4+ M)~ € L(X) et L(L+ M)™* € L(X),ona (L — M) (L+ M) " € L(X).

5. L + M est un opérateur linéaire fermé sur X, L' € L(X) et

L™ (X)C D(L) = D(L+ M),
donc d’apres la Proposition 1.16, (L + M)L~! € L(X). En échangeant les roles de L et M on obtient
(L+ MM~ e L(X).
[

2.3 Principaux résultats

On introduit deux fonctions qui seront utilisées dans la représentation de la solution classique. On pose pour
une fonction g donnée de R dans X et pour x € R

xT “+o00
Gl = [ Mgsas, @) = [ I glis
Proposition 1I1.14 On suppose (II1.11) et (III.14). Soit g € BUCY (R; X), 0 €]0,1|. Alors
1. G(g) € BUC (R; D(M)) et H(g) € BUC (R; D(L)),
2. MG(g), LH(g) € BUCY (R; X) et il existe K > 0 tel que

||MG(9)HBUCG(JR;X) S KHQHBUCG(R X)>
||LH(9)||BUC’9(R;X) <K ”g”BUC“’(R;X) :

3. G(g), H(g) € BUC' (R; X) et

G(g9)' = MG(g) + g,
H(g)'=—LH(g) —

Preuve. On démontre seulement les résultats pour G(g). Pour H(g), en effectuant le changement de variables
o= —s, do = —ds,

on obtient pour tout z € R

—x

H(g)(x) = / 7= g(—o)do.

Or g(—) € BUCY (R; X), donc en échangeant les roles de L et M, on applique les résultats de G(g(—))(—z)
sur H(g)(x).

On va, dans cette démonstration, utiliser les constantes C' et § définies a la Remarque III1.10.
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1. Soit = € R. Il est clair que e(””*S)Mg(s) est bien défini pour tout s < x. De plus, on a

G@@I < [ [ ats)las

. L(X)
g/ Ce_é(w_s)dsHQHBUCG(]R;X)

< [?eé(zs)] .

C
S5 191l Buce @ix) -

||g||BUCB(R;X)
o0

Ainsi G(g) est bien défini sur R.
Soit € > 0. Puisque g € BUC (R; X), il existe 7 > 0 tel que pour tout x,y € R, avec |y — z| < ), on ait

0

lg(y) — g(2)| < &

Soient x,y € R tels que |y — x| < 7. En posant

c=s—y+z, do=ds,

on a y .
/ eW=IMg(5)ds = / @M (5 4y — z)do.
Ainsi .
I6(6)0) ~ Gl = | [ e (glo 4y )~ ) s
Puisque
(s +y—a)—sl=y—al<n,
on a 5
lg(s +y —2) —g(s)ll < Fe-
Alors
IG@)w) - Gl < [ Mgty ) - gls)] ds

v 1)
g/_oo C’e_‘s(””_s)asds

<e [6_6(3_8)}

€.

€T

— 00

N

Ainsi G(g) € BUC (R; X).
Soit x € R, on prouve que G(g)(x) € D(M). Soit A € p(M). Alors pour r > 0 assez grand

/m e(“"’s)Mg(z)ds :/I (M — M) elz—s)M (N — M)_1 g(x)ds

—r —r

:)\/ @M (XTI — M)~ g(2)ds + / % (ew—s)M (M — M)~ g(;v)) ds

=\ [ e@TIM N~ M) g()ds + (M — M) g(a) — eFIM (A — M) g(x).

-Tr
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x
Par conséquent (/ e(’”_s)Mg(m)ds> € D (M). Comme

-

He(x'”)M (M — M)_1 g(a:)H <Ce0@+m)

—1
A=) glsresgo | 20

L(X) r—4o0

on peut déduire quand r — +oo que
/ e@=IM g(3)ds :)\/ e@=OM (XTI — M) g(z)ds + (M — M)~ " g(z),

et, en appliquant (AI — M), on obtient

€T

(M — M) /I e@=IM g(1)ds = )\/ eT=IM g(1)ds + g(x),

donc .
[ e g(a)ds = —g(a)
On écrit
M [ g opas = [ a0 ) —gtaas + [ MY gte) — g
+ M/w e=IM g(3)ds.
Ainsi

|/ ettt o] < [ et - ot

r—1 C s 0
</ e (@ = 5)" 9]l prn i x) 4

oo T —S

z—1
<C/ e 0 )ds 19l srrce r:x) »

— 00

puisque pour s <z — lon a (z — 5)0_1 < 1; ensuite on obtient

r—1 r—1
—s L _ Tz—s
|[ a9  gonas] <[5 allpvenceny
o —0o0

c _
S3¢ * N9/l puce mox) -

De plus

/il Melo—s)M (g(s) — g(x)) ds

€T
< HMe(I_S)MH s)—g(x)||ds
| o 1969 = 9@

T C :
<[ = lalsucomx ds

SR

z—1 |
C
<7 191l Buce ®;x) »

|g||BUC"(]R;X)
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s [ el ayas| = =gl < lollere, -

On obtient G(g)(z) € D(M) et

c _ C
IMG@@I < (G + 5+ 1) ol sy

Le point 2. donnera MG(g) € BUC (R; X). Ainsi on obtient le résultat.
2. Maintenant on prouve que MG(g) € BUC? (R; X). Soient x,y € R tels que 2 < y. On pose

E=y—a>0.

On peut écrire

z—¢
MG(g)y) - MGlg)(w) = [ M (el — o9 (g(s) — g(a)) ds

— 00

+/:€M (e(y*SW - e(“”S)M) (9(s) — g(x)) ds
+ /: MeW=M (g(s) — g(y)) ds
N M[ (WM — @) g}

Yy
e [ g
Z:I1($,y) + 12(‘%.’ y) + IS(xvy) + I4(m,y) + 15(51/'7:[/)
Ensuite e
Il < [ ot - s gt - g(a)] ds.

Comme y —s>0et z—s>0pourtout s<z—¢ ona

y—s
M?etM gt

r—s

y=s
<f et
Yy—x
c———
(@ —s5)(y—s)

<Cy727
(z —s)

HMe@—s)M _ Me(x—s)MH

L) ‘ L(X)

il en découle que

T—§

el [ o=

c g-11%"¢

< 5 [@= 9" gl sucoqeax =)
C 0

ST73 90l pucomx) (¥ — )"

(%
(@ = 5)" 9l puco @ x) ds
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II1.2 Cadre commutatif sur les espaces de Holder

Pour les autres termes, on a
o)l < [ [|aret o = agele= | o) - ga|ds
r—& L(X)
¥ C C 9
<[ (5+55) @ lolsuermn s

_e\Yy—s x—s

< /’” 2 ¢ (x — 8)0 191l Bucorix) ds

Bk UC? (R; X)
2C 01"

<7 |: (I’ — S) ]x_&_ ||g||BU09(R§X)

2C 0
S 9l pucorix) (¥ — )",

Y
el < [ a2 o) - gwlds

L(X

v )
< [ == =9 laluess o
C 9 Y
<7 [— (y—s) L 190l Burco i)
c 0
<§ HQHBUCG(R;X) (y—x)",

Ii(z,y) = lim M <e(y*S)M - e(I*S)M) g(x)ds,

r—4o00 _r
et
xr x
M/ e(y—s)M _ e(w—s)M g(.T)dS —|_ e(y—s)M _ e(w—s)M g(.l?)
' ) - )o@,
=— (e(y*x)M - I) g(x) + (e(y”)M - e(x”)M) g(z),
or
H <€(y+T)M - E(HT)M) g(x)H <C (6_6(y+r) + 6_6(””) 9l oceeix) , 7.0
donc
) = - (5 ) o)
Enfin ”
I(a,y) = [V Mg(y)| = (=M ~1) g(y),
et
et <6 ]
[14(2,y) + Is(2, y)|| <|le LX) l9(y) — g(@)||

<(C+1) ||9||BUC9(R;X) (y — 37)0 .

Ainsi, il existe K > 0 tel que

IMG(9)(y) = MG(9)(@)I| < K gl prcoesx) (v — )

on en déduit le résultat.
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3. On pose pour tout z € R et pour € > 0 petit

Il est clair que lorsque ¢ = 0, on a G4 () = G(g)(x). De plus

dGg.c

I (z) =eMg(z —¢) + M/ e@=IM g(s)ds

—Mglo— )+ 01 [ Mgl glads — [ 2 (e g(w)) ds

— 00

—ur [ e (g(0) — g(a))ds + M (g(x — &) — g(a)),

qui tend, lorsque € — 0, uniformément vers

M/,z =M (g(s) — g(a))ds = M / " eIV (5)ds 4 g(a)
| |

Remarque II1.15
1. La proposition précédente permet d’établir plus efficacement la régularité de la solution classique.

2. On note que cette proposition ne nécessite pas Uhypothése de commutativité des résolvantes (II1.16) et
pourra donc étre utilisée dans le cas non commutatif au chapitre suivant.

On considere la représentation suivante

xT —+oo
w(w) = (L + M)~ / E=M f()ds + (L + M)~ / DL f(s)ds, @ € R. (II1.19)
D’apres la Proposition I11.14, u(x) est bien défini pour tout « € R. De plus, on a le résultat fondamental suivant.
Théoréme II1.16 On suppose (II1.11)-(II1.16). Soit f € BUC? (R; X), 6 €]0,1[.

1. L’équation (II1.8) admet une unique solution classique u définie par (II1.19).

2. u vérifie la propriété de régularité mazximale (I1I11.9).

Preuve. On note que
u=(L+M)"G(f)+ L+ M) H(f).

D’apres la Proposition II1.14, on a v € BUC (R; X), de plus, pour tout x € R, u(x) € D(M) = D(L), et en
utilisant la commutativité de L et M avec (L + M)~ sur D(L) = D(M), Lemme IIL13, points 2. et 3., on a

Mu=(L+M)""MG(f)+ (L+M)"" MH(f),

donc pour tout x € R, Mu(z) € D(L+ M) = D(L) et en utilisant de plus la commutativité de L avec M sur
D(LM)=D(ML), on a

LMu=L(L+ M) " MG(f)+ M (L+ M) " LH(f), (I11.20)

or L(L+M)™", M (L+M)" e L(X) donc on a u € BUC (R; D(LM)) et LMu € BUC? (R; X).
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II1.2 Cadre commutatif sur les espaces de Holder

D’apres la Proposition II1.14, point 3., u est contintiment dérivable sur R et

W =(L+M) " MG(f)+(L+M)""f—(L+M)""LH(f)— (L+M)"'f
(L+ M) MG(f) — (L+M)™" LH(f),

et, en utilisant la commutativité de L et M avec (L + M)~ sur D(L) = D(M) on a
u' =M (L+M)""G(f)— L(L+ M) "H(f).

D’apres la Proposition IT1.14, on a v’ € BUC (R; X) et pour tout z € R,onaw'(x) € D(L) = D(M) = D(L—M)
et
(L —M)u' = (L—M)(L+M)""MG(f)— (L —M)(L+ M) LH(f), (IIL.21)

or, (L—M)(L+M)"" e L(X) d’aprés le Lemme IIL.13, point 4., donc on a v’ € BUC (R; D(L — M)) et
(L — M)u' € BUC? (R; X). D’apres la Proposition I11.14, point 3., u’ est continiiment dérivable sur R et
w =M (L+M)"" MG(f) +M(L+ M) f+ L(L+M)""LH(f)+ L(L+ M)"'f,
ie.
u'=f+M(L+M)""MG(f)+ L(L+ M) "LH(f). (111.22)
En utilisant (I111.22), (111.21) et (I11.20), on a

w' + (L —M)u — LMu
=f4+M(L+M)""MG(f)+ L(L+M)"LH(f)+ (L —M)(L+M)""MG(f)
—(L—=M)(L+M)""LH(f) = L(L+M)""MG(f)— M (L+ M) LH(f)
=f.
Donc u satisfait (IIL.8).

Puisque
W' =—(L—M)u'+ LMu+ f,

on au” € BUCY (R; X).

u est donc une solution classique de (II1.8) et u satisfait la propriété de régularité maximale (II1.9).

On montre maintenant 'unicité de la solution classique, la méthode choisie ici s’adaptera au cas non com-
mutatif. Pour cela, on considére v une autre solution classique de (II1.8). Alors pour tout x € R

v(z) € D(LM), '(z) € D(L— M),

et
v"(z) + (L — M) (z) — LMv(z) = f(x).
On obtient
u(z) =(L+ M) / e IM f(s)ds + /+°° (L+ M)~ ek f(s)ds

=(L+M)" /j @M (/"(s) + (L — M) v'(s) — LMu(s)) ds
+oo
(L4 M) / =)L (7 (8) + (L — M) v'(s) — LMu(s)) ds

x

=v1(x) + va(x) + v3(x) + va(x) + vs(x) + ve(2),
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Chapitre III. Cadre scalaire et cadre commutatif sur la droite réelle

ou

or(z) = (L + M)~ / @I 1 () ds,

“+o0

UQ( ) L+M -1 S I)L /l S)ds7

vs(z) = (L + M) 1/ @M (1, _ M)/ (s)ds,

“+o0

vg(a) = (L+ M) eI (L — M)/ (s)ds,
vs(z) = — (L + M) 1/ @=)M [ Ny(s)ds,
ve(x) = — (L+ M) (=o)L [ Mu(s)ds.

Alors, par une intégration par parties, on a

v1(z) = [(L + M) e(x_s)Mv’(s)} ’

— 00

+(L+M)! M/ eT=IMy (5)ds
=(L+M)""W(2)+(L+M)""'M / e@=IMy/ (§)ds,

on utilise la continuité de e®=*)™ en s = z, car v'(z) € D(L — M) = D(M), et sa décroissance & s = —00. De
la méme fagon, on obtient

T

vi(x) =(L+ M) (@) + [(L+ M) Me@—s)Mv(s)} +(L+M)""M /z Me@=9My(5)ds

— 00

:(L+M)_1U’(x)—|—(L—|—M)_1Mv(x)+(L+M)_1M/z eT=IM NIy (s5)ds,

car comme v(z) € D(M) on a
Me@=My(z) = @M Nry(z),

et on utilise la continuité du semi-groupe e®=*)™ en s = z, puisque on a Mv(z) € D(L) = D(M), et sa
décroissance a s = —oo. De méme on a

oo =[]

x

—+oo
(L—i—M)*lL/ ey (s)ds

— (L4 M) " (z) - [(L + M)t Le(s_m)Lv(s)} e (L+M)'L /+OO Let=0Ey(s)ds

x

=—(L+M)""W'(x)+ (L+M)"" Lo(z) + (L+ M) L/+Oo e Ly(s)ds.

On utilise deux fois la décroissance de e*~®)L & s = 400 et sa continuité en s = z, puisque v'(z) € D(L— M) =
D(L), v(x) € D(LM) = D(L?) et
LeC=® Ly (z) = e~ Loy(2).

Ainsi

x

v1 () + v (z) =v(z) + (L+ M)"" M/ e@=IM£y(s)ds + (L + M) L /+00 e Ly(s)ds.

— 00
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Maintenant, pour vs(x) et v4(z), une intégration par parties donne

va(a) = [(L+ M) el (L~ hyo(s)]”

— 00

(L M) M/ @M (I, _ AYo(s)ds

=(L+M) " (L-M)v(z)+ (L+M7" M/w @M ([, — M) u(s)ds,

va(x) = [(L + M) el - M)v(s)} (L4 L/+OO eC=L(L — M)u(s)ds

B T

=—(L+M)""(L—M)v(z)— (L—|—M)_1L/Jroo e (L — M) v(s)ds,

ici on utilise encore la décroissance des semi-groupes a 'infini et leur continuité en s = = puisque (L — M)v(z) €
D(L)ND(M) et

M(L — M)v(x) = M Lv(z) — M?v(z),

L(L — M)v(z) = L?v(z) — LMuv(z),
sont bien définis. Ainsi

_ -1 ‘ (x—s)M o _ -1 e (s—z)L _
vz(x) +vg(x) =(L+ M) M e (L—M)v(s)ds— (L+M) "L e (L — M)wv(s)ds.

Ensuite, en utilisant la commutativité de L et M (Lemme III.13, point 1.)

+

vs(x) +vg(x) = — (L+ M)" M/ e@=IM [y(s)ds — (L + M) ™" L/ e £ y(s)ds.

x

Ainsi, pour tout € R
u(z) =v1(x) +va2(x) + v3(x) + va(z) + vs(x) + ve(2)

=v(z) + (L+ M) M/ e@=IM Ny (s)ds

“+o0
+(L+M)"! L/ e L Ly(s)ds

x

+(L+M)"! M/r @M ([, — M) w(s)ds

—(L+M)7! L/+oo e L(L — M) v(s)ds

xT

x
- (L+M)*1M/ e@=IM Ly (s)ds
—o0

+oo
— (L+M)*1L/ DL M (s)ds
x

=v(x).

Par conséquent u = v, ce qui montre I'unicité de la solution classique. m

2.4 Retour a I’équation initiale

On illustre ici la théorie opérationnelle précédente en construisant une paire d’opérateurs (L, M) satisfaisant
(IT1.11)-(IT1.16). L’objectif est ensuite de pouvoir résoudre (I11.6).
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On suppose que les opérateurs A et B vérifient

B? — A est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A),

30 >0, YA <0,|[(B2— A - )\I)_IHL(X) < 1+C|/\| (TIL.23)
D(A) € D(B?), (I11.24)

D((B*-4)""*) c D(B), (IT1.25)

D(BA) c D(B?), (I11.26)

Vy € D(B), B(B? — A)"'y = (B> — A)"' By, (I11.27)

A est inversible dans L(X), (I11.28)

1/2

{ L:i=B- (B2~ A)"* et M:= -B— (B2 - A) (I11.29)

génerent des semi-groupes analytiques généralisés sur X.

On rappelle que 'hypotheése (IT1.23) est la méme que celle utilisée dans Krein [40] représentant 1ellipticité

1/2

lorsque B = 0. Celle-ci implique que l'opérateur —(B? — A)1/2 est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

analytique généralisé uniformément borné sur X.

Le lemme suivant donne plusieurs manieres équivalentes pour définir la commutativité.

Lemme II1.17 On suppose (II1.23).
1. L’hypothése (II1.27) est équivalente a

D (B (B>~ A)) c D ((B? - A) B et
{ Wye D (B (B> A)).B (B>~ A)y = (B> - A) By,

2. L’hypothése (I11.27) est équivalente a

{ Yy e D(B), (B2 — A)*ye D(B) et

B(B2—A) Py =(B2-4)""’By.

3. On suppose de plus (II1.25). L’hypothése (I11.27) est équivalente a

D(B(B2-4)"") cp((B2-4)"B)e

weD (BB -4, B(B - 4)y = (- 2)"

By.

Preuve. Les deux premiers points ont été démontrés dans Favini et al. [26], Lemma 4, p. 426.

86
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Maintenant, on suppose le point 1. Soit yy € D (B (B* - A)l/g) C D(B). Alors (B? — A)_1/2

D(B) et, en appliquant successivement les points 1. et 2., on a

y€eD(B(B*-A))C

—1/2

B(B2— A)"*y =B (B% - A) (B* - A)
(B* = A4) B (B* - 4)
(B - 4) (B2 = 4) By
(

B2 — A)"* By,

—1/2

et D(B(B*-4)"") c D ((B2-4)"B).
Réciproquement, on suppose le point 3. Soit y € D (B (B? — A)) C D (B (B? - A)l/z). Alors (B? — A)l/2 y €
D (B (32 — A) 1/2> et, en appliquant deux fois le point 3., on a

B(B2—A)"?(B*— 4)*y
(B2 = A B (B2 4)'*y
(B* — 4)* (B2 - 4)* By
= (B* — A) By,

B(B A)y

et D (B (B>~ A)) c D((B> - A)B). m
Le lemme qui suit précise, entre autres, les domaines de L et M ; voir Favini et al. [23], Lemma 7, p. 178. 11
précise aussi Uinversibilité de L et M ; voir Favini et al. [26], Lemmas 7-8, p. 431-432.

Lemme II1.18 On suppose (II1.23)-(I11.29). Alors on a

D(M) = D(L) = D (B - 4)*),
LM = ML = —A,
L—M c2B,

et

2 e LX),

1
LMy '=_—-(B2- A
(L + M) 5 ( )
L7t = (B+ (B2 - 4)*) a7t e L(X),
M7= (=B + (B2 4)") At e L(X),
On rappelle que LM = ML est équivalent a (II1.16) d’apres le Lemme II1.12. Ainsi, (II1.23)-(I11.29) im-
pliquent (I11.11)-(TI1.16). On a alors le résultat optimal suivant.

Théoréme II1.19 On suppose (I11.23)-(111.29). Soit f € BUC? (R; X), 0 €]0,1].
1. L’équation (II1.6) admet une unique solution classique u.

2. u vérifie la propriété de régularité mazimale (1I11.7).

Remarque I11.20 D’aprés (I111.19), la représentation de 'unique solution classique de (II1.6) s’écrit
1 [ -
w(z) = — = / (B2 — A) V2 o) (=B—VBT=A) ¢ (5)ds (I11.30)

— 00

“+o0
—1/ (32—14)71/26(57@(37”92 )f( )ds, z € R.
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2.5 Applications

Exemple 1 (Sur l’intervalle fini).
On considére l'espace de Hilbert X = L2(0,1) muni de son produit scalaire usuel < .,. > et I'opérateur
linéaire suivant

{ D(T) = {p € H'(0,1) : ¢(0) = (1)} (IIL.31)

Tp =iy,

duquel on obtient

1

{ D(T?) = {¢ € H*(0,1) : p(0) = (1);¢'(0) = ¢'(1)}
T2<p =—¢".

Proposition IT1.21 On considére lopérateur T défini par (II1.31). Alors on a les propriétés suivantes
1. T est auto-adjoint;
2. T? est auto-adjoint positif.

Preuve.

1. Soient ¢, € D(T). Alors
< T, >=<i¢ i >=< ¢/, —ith >=< p, i)' >=< p,T) > .
2. Soient p, 1 € D(T?). Alors

<T?p,1p >=< =" 1hp >=< p, )" >=< p, T >,
<T?p,p>=< —¢" o >=< ¢, ¢ >=||¢|l120,1) = 0.

]
On peut alors définir A et B comme suit

D(B) = D(T) D(A) = D(T?)
By = ¢, Ap =2¢" — ap, (a > 0).

On note que B = —iT et A= —2T2 —al.
Proposition I11.22 L’opérateur B?> — A = T? +al (de domaine D(T?)) est auto-adjoint et strictement positif.
Preuve. Soient ©,1 € D(T?). Alors en utilisant la proposition précédente on a

< (T? +al)p,p >= < T?p, 1) > + < ap, ¥ >
=<, T* >+ < p,ap >
=<, (T? +al)y > .

Soit ¢ € D(T?) \ {0}. Alors comme a > 0
<(I*+al)p, ¢ >=<T?p,¢ > +a <, >= ¢ l|1200,1) + allllz2(0,1) > 0.

[
On montre maintenant que les opérateurs A et B vérifient les hypothéses (II1.23)-(II1.29).
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e En utilisant la théorie de l'interpolation réelle et complexe (voir Triebel [58], p. 141, 142, 143), on a

=[L%(0,1), D (B* = 4)],
= (L2(0,1), D(T ))1/2,2

= (L*(0,1), D (B* = A)), 5,
=D(1) = D (B2~ 4)'"%),

[L*(0,1), D(T?)] 12

et (32 — A)1/2 est un opérateur auto-adjoint strictement positif. On en déduit (en vertu du Théoréme de

1
Heinz, voir Tanabe [57], p. 45, Corollary appliqué & 0 < oo = 3 <1

o ([ - """) = bz - p-isp )

(ici |T'| = (T?)}/?). Ainsi, grace a Favini-Triggiani [28], Theorem 1.1, p. 94, on a — (B? — A) Y2y i(—iB)
générent des semi-groupes analytiques sur L?(0,1), i.e

1/2 1/2

L=B-(B>-A)"" ,M=-B—(B>-A)"",

géneérent des semi-groupes analytiques sur L2(0, 1), (II1.29) est satisfaite.
Il est clair que (I11.24) et (I11.25) sont satisfaites. De plus

{ D(L) = D(M) =D ((32 - A)”Q) — D(T) = D(B),
D(LM) = D(ML) = D(B? — A) = D(T?) = D(A).

On a

pe D(BA)<pe D(A) et Ap e D(B)
<€D (T?) et 2¢" —ap € D(T)
o€ H?(0,1) et ¢ € H'(0,1);
ep € H0,1) et (0) = o(1);¢'(0) = ¢ (1);
s € D(B?),

5,
S
I
€ €

ainsi (II1.26) est satisfaite.
On prouve qu’il existe ()\I + B? - A)f pour tout A > 0. On doit pour cela résoudre ’équation spectrale

(M+B*—A)p=1€X,

qui est équivalente a
—¢"(y) + (a+ Ne(y) = (y)
©(0) = (1)
¢'(0) = ¢'(1),

ot a > 0, ¥ est donné dans L*(0,1). On a

-1

= [ Ko = (005 - )] W),
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ou
cosh Y42 (25 — 2y 4 1) 0 <<
si0<s<y
2v/a + Asinh —Va;”\
Kl(y7s): NZESY
cosh Y42 (2y — 25 + 1) .
siy<s<1.

2v/a + Asinh —V“QJ”\

On applique ensuite le céléebre Lemme de Schur, voir par exemple Kato [38], p. 144,

|or+B2-2)7"| < /\K1 Y, 5)lds
L(X) 0<y<1

Y cosh ¥4rt2 a; (2s =2y +1) ! cosh —@(Qy —2s+41)
< sup ds + ds
o<p<t \Jo 2+ Asinh Y& v 2va+ Asinh YE
< sup sinh Y4t2 “2"”\ — sinh —V“;”\(l — 2y) — sinh @(23/ — 1) + sinh 7“1;)‘
0<y<1 2(a + ) sinh Y%
1
<
a+ A
max{1; 1}
Sl

on obtient ainsi (II1.23).
e On prouve maintenant (II1.27). Soit ¢ € D(B), alors on a

o= o =5 ([ w00

d ycosh§(2s—2y+1)¢( s+ d /1 cosh Y2 (2y — 25 4 1)
=— s)ds + —
dy Jo 2y/asinh %2 dy 2y/asinh %

Y(s)ds

Y sinh Y2 (25 — 2y + 1 Usinh Y2 (2y — 25 + 1
:_/ sinh 5" (25 — 2y )w(s)ds—i—/ sinh % (29 — 25 )w(s)ds
0 2sinh@ y QSinhé
B cosh % cosh %(1 —2y) Y cosh %(23 —2y+1) ,
e R 1) P NG Dy (s)as
2\/asinh ¥* 2y/asinh ¥ 0 2/asinh ¢
~ cosh @(1 - Qy)w(l) N cosh % W) /1 cosh @(2@/ — 25+ 1)1/)’(s)ds
2y/asinh @ 2y/asinh % y 2y/asinh @
grace a deux intégrations par parties; enfin
- Y cosh 2 (25 — 2y + 1 U cosh ¥ (2y — 25 + 1
BB~ A) )= [ ORI gy [OMS Ym2 A
- a NN
0 2/asinh *5* y 2+/asinh 5%

_ {(32 . A)_le] (¥).

e On montre que A est inversible dans L(X) (hypothese (II1.28)). On doit pour cela résoudre 1’équation
spectrale
Ap =y e X,

qui est équivalente a
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ot a > 0, ¥ est donné dans L?(0,1). On a

:ﬂ/ Ka(y, s)(s)ds = [A~"9] (9),

ou va
cosh Y= (25 — 2y + 1)
232 .
5 < s <
(.5) \/ﬁsmh\f s0<s<y
Ks(y,s) =
cosh 2&(2y—25+ 1)
iy <s<lI.
v/ 2a sinh Va Sysssl

22
Toutes les hypotheses sont démontrées. On peut alors appliquer le Théoreme I11.19 au probleme différentiel
suivant

82u 82 0%u
(x,O) = u(z, 1)7 reR
ou ou

—(2,0) = —(z,1 R
So@.0) = F@ 1), v R
des que f € BUCY (R; L*(0,1)), 6 €]0,1].
Remarque I11.23 On réécrit ce probléme différentiel sous forme opérationnelle (II1.6) en utilisant les opéra-
teurs A et B et leurs domaines. Pour tout x € R, y € (0,1)
0%u 2u 0%u
@(xa y) + 2M(xay) + 267y2(x7y) - au(az,y) = f(‘T,y)a
équivaut a
(u"(2))(y) + 2(Bu(2))(y) + (Au(z))(y) = f()(y).

Les domaines de A et B sont obtenus grice aux conditions auz limites. En effet u(x) € D(A) pour tout x € R
équivaut a

ou ou
= 1 — = —(z,1 R 111.32
u(z,0) = u(z,1), a9y (x,0) a9 (z,1), z € R, (II1.32)
et v'(z) € D(B) pour tout x € R équivaut d
ou _ Ou

qui découle directement de (II1.32) puisque pour x € R fizé on a

ou . u(z+h,0) —u(x,0) )
e =1 =1
5z 0) = oy h ) 2

u(r +h,1) —u(z,1)  Ou
= %(3371).

Exemple 2 (Un probléme quasi-elliptique).
Soit X = LP(Q) avec Q un domaine ouvert borné de R™ a bord régulier et 1 < p < oo. On pose

D(B) = {p € W2P(Q) : ¢ = 0 sur 9Q}
By = Agp,

D(A) = {90 e WP(Q): ¢ = Ap = 0 sur 89}
Ap = —6A%p, avec § > 0.

On montre maintenant que les opérateurs A et B vérifient les hypothéses (II1.23)-(II1.29).
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e Il est clair que B est générateur d’un semi-groupe analytique borné et est inversible dans L(X).
e Ona

D(B?) ={p € D(B): By € D(B)}
={p e W?P(Q): Ap € W?P(Q) et p =0 = Ap sur 9Q}
={p e W"P(Q): p = Ap = 0 sur 90}
=D(4),

(IT1.24) et (IT1.25) sont alors satisfaites.
e On a

p € D(BA) <pe D(A) et Ap e D(B)
S e WHP(Q) et —5AZp € WHP(Q); p = Ap = A%p = 0 sur 09
S e WoP(Q) et o = Ap = A%p = 0 sur N
& e D(BY),
ainsi (II1.26) est satisfaite.
e De plus —B% = A est inversible dans L(X) ((II1.28) est vérifiée).

e Ona
(B)'*=-B, B*-A=(Q+0)B, (B-A)2=-J/0+0)B

Ihypothese (II1.23) est clairement satisfaite.
e Pour tout ¢ € D(B)
B(B* - A)"l¢=(1+0)"'B ¢ = (B*— A)'By,

(IT1.27) est alors satisfaite.
e Il est clair que

B— (B®— A)Y? = (1+m)
~B—(B*- A2 = (—1+\/W)B

génerent des semi-groupes analytiques dans X ((I11.29) est donc satisfaite).
On peut alors appliquer le Théoreme II1.19 au probléme quasi-elliptique suivant

2

0°u
@(ﬂc,y) +2A Vhy (gc,y) - éAiu(m,y) =flz,y), z€R,yeQ

u(z,0) = Ayu(z,0) =0,z € R, o € 09,
des que f € BUC? (R; LP(R2)), 6 €]0,1].

Remarque I11.24 On réécrit ce probléme différentiel sous forme opérationnelle (I11.6) en utilisant les opéra-
teurs A et B et leurs domaines. Pour tout x € R, y € (0,1)

2
O o) +20, 2% ) — 602u(e. ) = f(.).

équivaut a
(u”(2))(y) + 2(Bu () (y) + (Au(z))(y) = f(x)(y)-

Les domaines de A et B sont obtenus grace aux conditions auz limites. En effet u(x) € D(A) pour tout x € R
équivaut a
u(z,0) = Aju(x,0) =0, 2 €R, o € 99, (IT1.33)
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et v'(z) € D(B) pour tout x € R équivaut d

%(x,o)zO,xER,aE@Q,

qui découle directement de (II11.33) puisque pour tout o € I et pour x € R fizé on a

u(x + h,o) —u(z, o)

—u(x,o) = lim =0.

ox h—0

3 Cadre commutatif sur les espaces L?

Dans cette section, on étudie les équations différentielles opérationnelles elliptiques et completes du second
ordre posées sur toute la droite. L’existence et I'unicité de la solution classique sont prouvées sous des hypotheses
naturelles de commutativité des opérateurs. L’étude se fait dans l'espace LP (R; X), 1 < p < oo. On reprend la
méme démarche que dans la section précédente. Les résultats obtenus ici sont essentiels pour débuter le cas non
commutatif.

3.1 Introduction et hypotheses
On considere ’équation différentielle opérationnelle elliptique compléte du second ordre suivante
u'(x) + 2Bu/(z) + Au(z) = f(x), x € R, (I11.34)

ou A et B sont deux opérateurs linéaires fermés sur X, (X,|.||) étant un espace de Banach complexe, f €
LP(R; X), 1 < p < oo. Ici on n’exige pas de régularité supplémentaire sur f, contrairement au cas héldérien,

mais on suppose que
X est un espace UMD. (I11.35)

On cherche une solution classique de (II1.34), c’est-a-dire une fonction u telle que
u € W2P(R; X) N LP(R; D(A)), v’ € LP(R; D(B)),
et satisfaisant (II1.34).

Remarque I11.25 On peut également résoudre (111.34) dans le cas ou X est un espace de Banach quelconque.
Pour cela, il est nécessaire d’avoir un peu plus de régularité sur f, par evemple f € W9P(R; X), 6 €10,1].

Pour ne pas supposer de régularité supplémentaire sur f, une alternative possible est de se placer dans le
cas ot X est un espace de Banach UMD (voir Chapitre I, Section 6), comme dans Favini et al. [23, 24].

On s’intéresse alors a I’équation suivante
u(z) + (L — M)u'(z) — LMu(z) = f(z), z € R. (I11.36)
Une solution classique de (I11.36) est une fonction u telle que
u € W*P(R; X) N LP(R; D(LM)),u’ € LP(R; D(L — M)),

et satisfaisant (II1.36).
L’objectif est le suivant.

1. Donner des hypothéses naturelles sur L et M pour résoudre (I11.36).

2. Retourner au probléme (I11.34), c’est-a-dire résoudre (I11.36) avec L et M satisfaisant

L-McC2B e —LMCA. (I11.37)
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Dans ce cas, une solution classique de (II1.36) sera a fortiori une solution classique de (I11.34).

Comme dans le cas holdérien, on peut construire L et M satisfaisant (II1.37). On y reviendra dans la Section
3.3.

Les hypotheses sur L et M sont :

D(L) = D(M), (IT1.38)
D(LM) = D(ML), (I11.39)
30,00 € }o, g { (—L) € BIP(01,X) et (—M) € BIP(6,, X), (I11.40)
L, M sont inversibles dans L(X). (I11.41)
L’hypotheése de commutativité est la suivante
VA€ p(L), Ve p(M), M\ — L) " (ul — M) ' = (ul — M) " (A\[-L)"". (I11.42)

Ces hypotheses nécessitent quelques commentaires.

Remarque I11.26

1. Les hypothéses (II11.38), (I1I11.39), (II1.41) et (II1.42) ont également été utilisées dans le cadre héldérien,

voir Section 2.
2. L’hypothése (II1.40) implique que L et M vérifient la propriété de sectorialité
J]=00,0[ C p(=L), ker(L) = {0}, Im(L) = X;

—00,0[ C p(~M), ker(M) = {0}, Tm(3) = X;

o C
3C 2 1,90 >0, [[(L= A7 ) <

i s
D’aprés Haase [37], Proposition 1.1, p. 19, X étant un espace UMD, il est réflexif, ainsi D(L) et D(M)
sont denses dans X.

(M — )‘I)_luL(x) S

3. De plus L et M générent des semi-groupes analytiques uniformément bornés sur X, (6§L)£>0 , (egM)oo ;
voir Priss-Sohr [54], Theorem 2, p. 437. En vertu de (II1.41) on peut appliquer la Proposition 1.64, donc
il existe des constantes positives C, § telles que pour tout £ >0 et k € N\ {0}

HegL HL(X)
HGEMHL(X)

kC\*
ey < (56 ) e (.43

kC\*
||Mke§MHL(X) S (5> e %,

4. En utilisant Priss-Sohr [54], Theorems 4 et 5, p. 441 et p. 443, on a

< Ce ¢ L C,
< Ce % < C,

—(L+ M) € BIP(0,X) ot 0 =max(0r,0n).
De plus, grace a (II1.38)-(111.39), on a LM est fermé et par Priss-Sohr [54], Corollary 3, p. 444, on a

LM, ML € BIP(0y + 0y, X).
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5. 1l s’ensuit que L + M génére un semi-groupe analytique uniformément borné sur X, (€§(L+M))£>O_ De
plus L+ M est inversible dans L(X).

6. Sous les hypothéses (I11.35), (I11.38)-(I11.42), le Lemme II1.13 est vérifié.
Dans la Section 3.2, on montrera 'existence et l'unicité de la solution classique. On utilise, pour cela, la

représentation de la solution trouvée dans le cadre holdérien (voir (I11.19)). La Section 3.3 est consacrée au retour
a l’équation initiale (II11.34). Dans la Section 3.4, on donnera un exemple pour lequel cette théorie s’applique.

3.2 Principaux résultats

Comme dans le cadre holdérien, on pose pour une fonction g donnée de R dans X et pour presque tout
reR

— 00

T +oo
Glow) = [ e Mgsds,  Hg) )= [ Iyl
On va s’appuyer sur les techniques utilisées par Dore-Venni [13, 15] pour obtenir les régularités de ces fonctions.

Proposition II1.27 On suppose (I11.35), (II1.40)-(II1.41). Soit g € LY (R; X), 1 < p < co. Alors

G(g) e Whr (R; X) n LY (R; D(M)),
H(g) e W' (R; X) N L (R; D(L)),

et il existe K > 0 tel que
{ ”MG(Q)”LP(]R;X) KHQHLP(R;X)7

<
”LH(Q)HLP(R;X) <

K ||g||LP(]R;X) :
De plus

G(g9)' = MG(g) + g,
H(g)' = —LH(g) — g.

Preuve. On démontre seulement les résultats pour G(g). Pour H(g), on peut se ramener a G(g(—-)) par un
changement de variables.
On vérifie que G(g) € LY (R; X). On a

/ :O Gl e = [ :o H e gtsyas

On effectue le changement de variables suivant

p
dx.

o=1x—s, do = —ds,

/ :O G @I ds = [ +: / e Myl Yo

“+o0 +oo p
<o [ ( [ e ||g<x—o>||da) da
—00 0

“+oo +oo p
SC”/ (/ e 97/2¢7%9/2 || g(z — o) da) dx.
—o0 0

Soient ®, ¥ définies pour presque tout o € [0, +oo| par

et on obtient

p
dx

®(0) = e 2 gx—o)ll,  U(o)=e 7%
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Chapitre III. Cadre scalaire et cadre commutatif sur la droite réelle

Alors @ € LP (0,400) car en effectuant le changement de variables suivant
u=zx— o0, du = —do,

on obtient

400 e
/ e~Poo/2 llg(z — o)|” do g/ lg(z — 0)||” do
0 0

“+ o0
< / lg(z — o) | do

— 00

“+o0
< / o)l du

— 00

< gl @x) < oo
. 1 1
Soit 1 < ¢ < oo tel que — + — = 1. Alors ¥ € L9 (0, +00) car
P q

+oo 2 e g
/ o= 059/2 0 — {_eqérfﬂ] =2 < 0.
0 q(s 0 q6

Ainsi (®¥) € L' (0, +00) et d’apres I'inégalité de Hélder on a
||(I)\I'||L1(o7+oo) < ||(I)||Lp(o7+oo) H\IIHLG(O,Jroo) )
d’ou ,
P P 2\
||(I)\IJ||L1(O,+OO) < ||(I)HLP(0,+OO) q7(5 :

Par conséquent, grace au Théoreme de Fubini et au changement de variables suivant

u=zx—o0, du = dx,
on obtient
+oo ) % +oo +oo
| s as <cr (qé) [ [ e gt — ol do da
—00 —00 0
2 % “+o0 “+o0
< () / / P2 gz — o) dx do
q5 0 — 00
2 % +oo +oo
<cr (qé) | [t i do
P
2 e oo —pdo
<O (Z) Mol [ 0200
2\ 7 2
< (Z)" Lol <

Ainsi G(g) € LT (R; X).

Pour presque tout x € R et pour presque tout s < x, e=9Mg(s) € D(M). On vérifie que MG(g) €
L* (R; X). On procéde comme dans Dore [13], p. 28-29.

On pose pour presque tout z € R

Gilg)w) = 01 [ M g,

Galg) () = M / wl @M ()
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En utilisant (I11.43), on a

+o0 +o0 z—1
| e s [ H [ e g(s)as

+oo x—1 C p
<f ( / e—ba=) ||g<s>||ds) da
—00 —0 L — S
400 r—1 p
<o [ ( [ e ||g<s>||ds) da

“+o0
<cr / | (% 8)(@) [P da,

— 0o

p

dx

o Osiz<1
U(z) = { o(x) = llg(@)|,z € R.

Or ¢ € L*(R) car
+oo +o0 1 +00 6_6
[ v = [ et = [ T = <
—00 1 0 1 5

et ¢ € LP(R) car
+o0 Foo
/ | é(z) P de = / lg(@) P dz = g1 ) < o0
oo

Ainsi ¢ x ¢ € LP(R) et
+oo
/ 1G1(9)(@)IP do < CP |16+ 8], gy < o0

Ainsi, G1(g) € LP(R; X).
Ensuite on a

“+o0 400 7 x P
| ie@ira= 3 | HM [ e mgsyas | da.
—0 e li1 z—1
Pour 57 € N, on pose alors
9 = ILjj-1519,
ott I[jj_y ji est la fonction caractéristique de [j — 1, j[ et
J T P
I; = / M/ e(zfs)ng(s)ds dz,
j—1 j—1
j -1 P
J; = / M/ @My, (s)ds| dx.
j—1 z—1
On effectue les changements de variables suivants pour I;
T=x+1-—7, dr = dz,
oc=s—j+1, do = ds,
ainsi on obtient
1 r—1+j . P
I; :/ M/ e(T_lﬂ_s)ng(s)ds dr
0 j—1
1 T p
:/ M/ =My (g 45 —1)do|| dr
0 0

= ”A(g]( +J- 1))“213(0,1;)() )
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ot A est la fonction définie pour tout g1 € LP(0,1; X) et pour presque tout x € (0,1) par

Aga)(w) = M [ ey (5)ds.
0
D’apreés Dore-Venni [15], A(g1) € LP(0,1; X) et il existe C; > 0 tel que
||A(91)||Lp(071;x) <G ||91||Lp(0,1;x) .
Ainsi, on obtient

I; ngng(ﬂL] )”LPOIX
<CTg5ll7n -1 j:x) -

Puis, on effectue les changements de variables suivants pour J;

T=x+1-—7, dr = dzx,

oc=s5—j+1, do = ds,
ainsi on obtient
P
/ elr—Hi=M g, (s)ds| dr
T—247
P
/ eTIMg (o +j—1)do|| dr

/ ( HMe(T Mg; 1(0+J—1Hd0> dr
AT

1 - P
<CP / (/ I1—1,01(0) lgj—1(c + 57— 1) d0> dr
0 e T—O

<cP /+oo (H (H[ﬂ,o] lgj—1(-+Jj— 1>||LP(—170;X>))pdT’

— 00

P
_(c+j— 1)||da> dr

ou H(¥) désigne la transformée de Hilbert d’une fonction ¥ € LP(R). Comme X est un espace UMD, on en
déduit
H (H[fl,O] ||9j71(' +7 - 1)||LP(—1,0;X)) € LP(R)7
et il existe Cy > 0 tel que
J; <CoCP g1 (- + 5 = DI o)

<20 Nlg-1ll7n (2 1:x) -

Enfin on remarque que

Z ||gJ||LP (—1,:X) — ”g”Lp(R X) s

j=—o00

Z ng*lHLp(J —2,j-1;X) — HgHLp (R;X) *

j=—o0
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IT1.3 Cadre commutatif sur les espaces L”

Ainsi
+o0 oo pd
| el =Y [ (G ds
—00 j=—00 j—1
—+oo
<2t Y I+ )
j=—00
—+o0 —+oo
<2pilc{) Z ||9j||1[?,p(j71,jgx)+2p7102cp Z ||gj—1||ip(j,2$j,1;x)
j=—00 j=—o0

<27 max (C7; C2C?) ||gll7p (g x) < 00
Ainsi, Go(g) € LP(R; X), par somme MG(g) € LP(R; X) et il existe K > 0 tel que
”MG(Q)”LP(R;X) <K HgHLP(]R;X) :
On montre que G(g) € WHP(R, X). Soit ¢ € C= (R; X). On a
[ e@c@@is = [ ¢ [ e Mg(s)ds da
R R —o00
+oo xT
= / ¢ (2)e* =M g(s)ds du.
On effectue le changement de variables suivant
oc=ux—s, do = —ds,

et on obtient en appliquant ensuite le Théoreme de Fubini
+oo +oo
| ¢@c@@dn= [ [ e gta ~o)do da
—00 0

+oo +oo
:/ / ¢ (x)e"™g(z — o)dx do.
0 —o0o

On effectue un nouveau changement de variables
T=x— 0, dr = dr,

et on applique a nouveau le Théoreme de Fubini
“+o00 “+o00
[e@c@@iz= [ [ s aeymar do
R 0 —o0
“+o0 “+o00
= / / ' (r+0)e™Mg(r)do dr.
—o00 0
Or ¢ est a support compact donc, a 7 fixé dans R, il existe a, € R tel que

[y, +oo[ N supp(e(T +.)) = 2,

d’ou N
/ o (7 + 0)e"™Mg(r)do = / o (7 + 0)e”™M g(r)do,
0 0
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et par intégrations par parties, on a

Qr

/0+00 ' (r+0)e™Mg(r)do = — /Oar o(1 + o)Me™g(t)do + {90(7 + U)@UMg(T)] L

+oo
- / o7+ 0)Me™Mg(r)do — o(1)g(7),
+oo  ptoo too
/R o/ (2)Glg) () = — / ) / o7+ ) Me™Mg(r)do dr — /  ena(ryan,

et en effectuant les changements de variables suivants dans la premiére intégrale

T =T+ 0, dx =dr,

s =x — 0, ds = — do,

on a

— 00 — 00

[e@cwwir=- [ o) (o1 [ cmomtgeyas)ae - " org(ryar
—— [ #(@) (MG(o)(@) + (o)) do.
On obtient donc pour presque tout = € R
G(9)' (@) = MG(g) @) + g(a).
Ainsi G(g9)' = MG(g) +g € LP(R; X) et G(g) € W'P(R; X). m

Remarque I11.28
1. La proposition précédente permet d’établir plus efficacement la régularité de la solution classique.

2. On note que cette proposition ne nécessite pas Uhypotheése de commutativité des résolvantes (I11.42) et
pourra donc étre utilisée dans le cas non commutatif au chapitre suivant.

On énonce le résultat fondamental suivant.

Théoréme II1.29 On suppose (I11.35) et (II1.38)-(II1.42). Soit f € LP(R; X), 1 < p < oo. Alors, I’équation
(I11.36) admet une unique solution classique u définie par (II1.19).

Preuve. Dans cette démonstration on utilise les résultats de la Proposition II1.27. Tout d’abord, on note que
w=(L+M)" G(f) + (L+ M) H(f).

Ainsi w € WHP(R; X) N LP (R; D(M)) et en utilisant la commutativité de L et M avec (L + M)~ sur D(L) =
D(M), Lemme II1.13, points 2. et 3., on a

Mu = (L+M)"" MG(f)+ (L + M) MH(f),
donc pour presque tout x € R, Mu(z) € D(L+ M) = D(L) et

LMu=L(L+ M) MG(f)+ M (L+ M) " LH(f), (I11.44)
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or L(L+M)™", M(L+M)" € L(X) donc on a u € LP (R; D(LM)). De plus u est dérivable au sens des
distributions sur R a valeurs vectorielles et
W =(L+M) " MG(f)+(L+M)""f—(L+M)""LH(f)— (L+M)"'f
=(L+M)""MG(f) — (L+ M) LH(f).

En utilisant la commutativité de L et M avec (L + M)~ ' sur D(L) = D(M), on a
u =M (L+M)""G(f)— L(L+ M) "H(f).

Ainsi o/ € W2 (R; X) N LT (R; D(L — M)) car (L — M) (L + M) " € L(X) d’aprés le Lemme II1.13, point 4.,
et
(L —M)u' = (L—M)(L+M)""MG(f)— (L —M)(L+ M) LH(f). (I11.45)

De plus v’ est dérivable au sens des distributions sur R a valeurs vectorielles et
w' =M (L+ M) MG(f) + M(L+ M) f+ L(L+ M) "LH(f)+ L(L+ M)~'f,
ie.
u' = f4+M(L+M) " MG(f)+L(L+M) "LH(f). (I11.46)
Ainsi v’ € L? (R; X).
En utilisant (111.46), (I11.45) et (IT1.44), on a
'+ (L—M)u' — LMu
=f+M(L+M)""MG(f)+L(L+M)""LH(f)+ (L —M)(L+ M)~ MG(f)

—(L—M)(L+M) "LH(f) — L(L+ M) MG(f) — M (L+ M)~ LH(f)

Donc u satisfait (II1.36).

u est donc une solution classique de (I11.36). L’unicité de la solution classique se montre comme au Théoréme
I11.16. m

3.3 Retour a I’équation initiale

Dans cette section, on illustre cette théorie opérationnelle précédente en construisant une paire d’opérateurs
(L, M) satisfaisant (I11.38)-(I11.42) (sous I’hypothése (IT1.35) d’espace UMD). L’objectif est ensuite de pouvoir
résoudre (IT1.34).

On suppose que les opérateurs A et B vérifient

B? — A est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A),
C (I11.47)

30 >0, VA< 0,|[(B2 - A— /\I)_IHL(X) <
D(A) C D(B?), (I11.48)
D((B*-4)"") c D(B), (ITL.49)
D(BA) c D(B?), (I11.50)
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Yy € D(B), B(B* — A)"'y = (B* — A)"' By, (ITL.51)
A est inversible dans L(X), (IT1.52)
30,00 € }o, % { (L) € BIP(0,,X) et (—M) € BIP(0), X), (111.53)

ol
Li=B— (B> A)"" et M:=-B— (B>-4)"*

La démarche est la méme que dans le cadre holdérien. On constate notamment que les Lemmes I11.17 et
II1.18 sont satisfaits. Ainsi, (I11.47)-(II1.53) impliquent (I11.38)-(I11.42). On a alors le résultat essentiel suivant.

Théoréme II1.30 On suppose (I11.35) et (II1.47)-(1I11.53). Soit f € LP (R; X), 1 < p < oo. Alors, I’équation
(I11.34) admet une unique solution classique u définie par (II1.50).
3.4 Application

On va considérer I’ Exemple 2 du cadre holdérien, voir Section 2.5. On rappelle que pour cet exemple, on a
déja prouvé les hypotheses (II1.47)-(II1.52). 1l reste a prouver (I111.35) et (II1.53).

Soit X = LP(Q2) avec 2 un domaine ouvert borné de R™ a bord régulier et 1 < p < oo. Alors X est un espace
UMD. On pose

By = Ay,
{ D(A) = {p € W*P(Q) : ¢ = Ap = 0 sur 90}

{ D(B) = {p € W2P(Q) : o = 0 sur 9Q}

Ap = —6A%p, avec § > 0.

Il est clair que

L:B—(BQ—A)W:(H\/W)B,
M=-B—(B?— A2 = (—HM) B,

satisfont (II1.53) d’apres Seeley [55].
On peut alors appliquer le Théoreme II1.30 au probléme quasi-elliptique suivant

9%u

ou
u(z,0) = Ayu(z,0) =0,z € R, 0 € 0L,

dés que f € L1 (R; LP()), 1 < p,q < 0o, en particulier dés que f € LP (R x Q).

102



Chapitre IV

Cadre non commutatif sur la droite réelle

Dans ce chapitre, on étudie les équations différentielles opérationnelles elliptiques et completes du second
ordre posées sur toute la droite. L’existence et I'unicité de la solution classique sont prouvées sous des hypotheses
naturelles de non commutativité des coefficients opérateurs. L’étude se fait dans I'espace BUC?Y (R; X), 6 €10, 1],
puis dans l'espace LP (R; X), 1 < p < co. On montre aussi des propriétés de régularité maximale de la solution
dans le cadre holdérien. Les résultats obtenus ici sont essentiels pour attaquer ensuite le cas non commutatif
sur [0, 1].

On considere I'équation différentielle opérationnelle compléte du second ordre et de type elliptique suivante
u’(x) + 2Bu/(z) + Au(z) — wu(z) = f(z), = € R, (IV.1)

ot A et B sont deux opérateurs linéaires fermés sur X, (X, ||.||) étant un espace de Banach complexe, w est
un réel positif assez grand et f est une fonction définie de R a valeurs dans X. L’ellipticité de ’équation sera
précisée plus loin, voir (IV.35).

On étudiera, comme dans le cas commutatif, ’équation suivante

() + (Lo~ M) o'(@) + § (Lo = M) — (Lo + M) ula) = f(2), @ € R, (1v.2)

ou L, et M, sont deux opérateurs linéaires fermés sur X dépendant du parametre w.
L’objectif est le suivant.

1. Donner des hypotheses naturelles de non commutativité sur L, et M, qui permettent de résoudre (IV.2)
pour w assez grand.

2. Retourner au probléme (IV.1), ¢’est-a-dire résoudre (IV.2) avec L, et M, satisfaisant

1
Lo—M,C2B et < ((Lw M) — (Lo + Mw)Q) CA-wl

Dans ce cas, une solution classique de (IV.2) sera a fortiori une solution classique de (IV.1). On indiquera
ultérieurement comment construire L,, et M.

L’étude est faite dans deux cadres différents :
e cadre holdérien : on suppose f € BUCY (R; X), 6 €10,1[;
e cadre LP : on suppose f € LP (R; X), 1 < p < 00, avec X un espace UM D.

Le chapitre est alors organisé ainsi.

Les Sections 1 et 2 contiennent I’étude des équations (IV.1) et (IV.2) respectivement dans le cadre holdérien
et dans le cadre LP. Enfin, dans la Section 3, on compare ce travail avec une approche différente, celle des
multiplicateurs de Fourier, et avec d’autres travaux du cadre non commutatif.
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1 Cadre holdérien

1.1 Introduction et hypotheéses

On suppose ici que f € BUC? (R; X), 6 €0, 1[.
Les hypotheéses sur les opérateurs L, et M, sont les suivantes. Il existe un réel positif fixé wq tel que

36 >0,3C > 0: Yw > wo, S5 C p(Ly), Ss C p(M,,),

_ _ v.3
[zo—2], <& on -7 <Esess ()
Lx) || Lx) |z

ou Sy := {z € C\ {0} : |Jarg z| < g + 5}. Pour tout w > wp, on suppose également
D(Lw) - D(Mw)v (IV4)
D (L +Mo)*) € D (Lo = M)?), (IV.5)
L, M,, sont inversibles dans L(X), (IV.6)
L, + M, est inversible dans L(X). (Iv.7)

L’hypotheése de non commutativité est la suivante

Voo > wo, 102 n, ) < X0, (Iv.8)

ou le commutateur est
CYL“,,MLL, = (Lw + Mw) (Lw - Mw) 5 (Lw + Mw)711| (Lw + Mw)il 5

voir (14) dans 'introduction pour la notion de commutateur et Lemme IV.5 pour justifier que Cr, v, € L(X);
et
X : [wo, +oo[ = RT avec  lim y(w) = 0.

w—r+00
On verra que, dans de nombreux cas concrets, x(w) = —,ouC, a>0.
w

D’aprés ’hypothese (IV.5), (L., + Mw)2 est principal sur (L,, — Mw)z. On cherche alors une solution classique
de (IV.2), c’est-a-dire une fonction u telle que

{ u € BUC*(R; X) N BUC (R; D ((Lw N Mw)2>)
' € BUC(R; D(Ly, — M.,)),

et satisfaisant (IV.2). On veut montrer également la propriété de régularité maximale de la solution classique
u, c¢’est-a-dire
W, (Ly — M) !, (L, + M,)* v e BUC? (R; X). (IV.9)

Bien évidemment, la solution classique u vérifiera alors
we BUC (R; D ((Ly - M.)*)),

avec la régularité maximale

(L, — My)*u e BUCY (R; X),
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puisque
(L — M) u = —4u" — 4 (Ly — M) u' 4 (Ley + M) u+ 4f.

Les hypotheéses données précédemment nécessitent quelques commentaires.

Remarque IV.1 On compare ces hypothéses avec celles du cadre commutatif pour les espaces de Holder (voir
Chapitre III, Section 2).

1. Les hypothéses (IV.4), (IV.6), (IV.7) ont également été utilisées dans le cadre commutatif.

2. Sous Uhypothése (IV.3), L,, et M,, générent des semi-groupes analytiques généralisés sur X, (eELW)§>O,

(egM“)£>O. Ainsi (IV.3) et (III.11) sont équivalentes au paramétre w pres.
3. L’hypothése (II1.13) d’égalité des domaines de L,M,, et M, L, implique linclusion des domaines (IV.5).

4. On suppose ici Uhypothése de non commutativité (IV.8) qui est beaucoup plus générale que Uhypothése
forte de commutativité des résolvantes (I11.16).

Remarque IV.2 Concernant (IV.4), on note que si P et QQ sont deux opérateurs linéaires fermés sur X, alors
Uhypothése D(P) = D(Q) n’implique pas D(P?) = D(Q?). En effet, on donne l’exzemple suivant sur E = LP(0,1)

D(P) = {p € W'?(0,1) =0}

{ (P<P)( ) =¢'(y), </>€D(P) p-p-ye(()’l),
D(Q) = {¢ € W'P(0,1) : ¢(0) =0}

{ (Qe)(y) = a(y)¥' (), weD(Q),p-p. y€(0,1),

avec q € C1 ([0, 1]) vérifiant ¢(0) = 0. Alors
D(P?) = {¢ € W?P(0,1) : p(0) = ¢'(0) = 0}
(P)(y) = ¢" (1), <P€D(P2)a p-y€(0,1),
{ D(Q?) = {p e W2P(0,1) =0}
(Q*)(y) = a(y) (d ()¢ (y )+Q( )" (), ¢ € D(Q?), pp. y € (0,1).

Dans le cas commutatif du Chapitre III, Section 2, on a supposé

ce qui entraine
D (M2) =D (12).

Ici cette hypotheése n’est pas faite et on a donc en général
D(M2)#D(L2).

Remarque IV.3 Concernant (IV.7), il y a de bons résultats étendant ceux de la Remarque III.8 dans une
situation non commutative. On suppose (IV.3). Si L,, et M,, vérifient la célébre hypothése de non commutativité
de Da Prato-Grisvard ; voir [12], (6.4) et (6.5), p. 346, alors il existe une extension fermée L, + M,, qui génére
un semi-groupe analytique au sens des graphes ; voir Fuhrman [31], Theorem 5.2., p. 27.
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L’étude est organisée comme suit.

La Section 1.2 contient quelques lemmes techniques. Dans la Section 1.3, on utilise la représentation de la
solution du cas commutatif et quelques considérations heuristiques pour obtenir une équation intégrale, vérifiée
par I’éventuelle solution classique u := (L., + M, ) 2v. Cette équation intégrale est écrite sous la forme

v+ Rw(v) = F,(f),

ou R, F, dépendent de L, et M,, R, dépendant aussi du commutateur Cr ps,. La Section 1.4 contient
létude de F,(f) et Ry, ce qui permet d’écrire pour w assez grand

u=(Ly+ M)~ {(I +Ry) (Fw(f))} :

On analyse ensuite cette représentation afin d’obtenir le théoreme fondamental d’existence, d’unicité et de
régularité maximale de la solution classique. La Section 1.5 est dédiée a quelques exemples auxquels cette
théorie s’applique. Enfin, dans la Section 1.6, on étudie le retour a ’équation initiale (IV.1).

Dans le but de simplifier, quand la dépendance de w n’est pas utile, on omet w dans les notations, par
exemple, on note L., M,,... par L, M...

1.2 Lemmes techniques

Le premier lemme précise les domaines de quelques opérateurs.
Lemme IV.4 On suppose (IV.4)-(IV.5) et (IV.7).

1. D(LM) =D (M?) et D(ML) =D (L?).

2. D ((L v M)2) = D (L) N D (M?) = D(LM)N D (ML).

3. D ((L ~M)? - (L+ M)Q) = D(LM)N D (ML).

Preuve.

1. soit ¢ € D(LM), alors ¢ € D(M) et
M¢ € D(L) = D(M),

d’ott ¢ € D(M?). Inversement, si ¢ € D(M?) alors ¢ € D(M) et
M¢ e D(M) = D(L),

d’ott ¢ € D(LM). On obtient I'égalité D(LM) = D(M?). En échangeant les roles de L et M on a
D(ML) = D(L?).

2. Soit ¢ € D ((L + M)z), alors il existe £ € X tel que
¢ = (L+M)~%,
de plus ¢ € D(L+ M) = D(M) et

=
<
Il
=
~
+
=

2M(L+ M)™") (L +M)~"¢

I—(L+M—2M)(L+M)"")(L+ M) "¢

N~ N RN~

—_~ o~ o~

I—(L—M)L+M)"")(L+M)"'¢

(L+ M)™€ — 2(L— M)(L + M)~%€,
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1
mais y = §(L + M)~1¢ € D(M) et (IV.5) implique

z= %(L — M)(L+ M)™2¢ € D(L — M) = D(M),

dot M¢ =y — 2z € D(M) donc ¢ € D(M?). En échangeant les roles de L et M, on obtient ¢ € D(L?) et
ainsi

¢ € D(L*) N D(M?).
Inversement, soit ¢ € D(L?) N D(M?). Alors
Lé € D(L) = D(L + M) et M¢ € D(M) = D(L + M),

donc Lo+ M¢ € D(L + M), ainsi
e D((L+M)2).

3. Le point 2. et (IV.5) permettent de déduire que
D ((L ~ M) —(L+ M)Q) -D ((L + M)Z) = D(LM) N D(ML).

]
Le lemme qui suit précise que certains opérateurs sont bornés.
Lemme IV.5 On suppose (IV.4)-(IV.7).
L. (L+M)M=' (L+M)L Y M(L+ M), L(L+ M), (L—-M)(L+M)"! e L(X).
2. L(L— M)(L + M)~2 € L(X) et M(L — M)(L+ M)~2 € L(X).
3. (L+M)(L—M)L+M)"2 (L-M?*L+M)2ecL(X)et LM(L+M)"2 ML(L+ M)~2¢€ L(X).
4. Cp.m € L(X).

Preuve.

1. Voir Lemme II1.13 du Chapitre III, Section 2.2, le résultat reste vrai dans ce chapitre puisque la démons-
tration n’utilise pas 'hypothese de la commutativité des résolvantes de L et de M.

2. Le point 1. implique que (L — M)(L + M)~2 € L(X) et, grace a (IV.5), on a
(L —M)(L+ M) *X)c D(L—-M)=D(L)=D(M),

L, M étant fermés, la Proposition 1.16 implique L(L — M)(L + M)~2, M(L — M)(L + M)~2

3. Par somme et par différence du point précédent, on obtient (L + M)(L — M)(L + M)~?2
(L— M)*(L+ M)~2 € L(X). Ensuite, en utilisant les points 1. et 2., on a

€ L(X).
€ L(X) et

LM(L+M)™?= - (L(L+ M)(L+ M)™?—L(L—-M)(L+M)?) € L(X),

DN | =

de méme ML(L + M)~2 € L(X).

4. Par les points 1. et 4., on a
Crpar=(L+M)(L—-M)(L+M)?—(L-M)(L+M)"eL(X).

[
Le lemme suivant regroupe les calculs algébriques utilisés dans ce chapitre.
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Lemme IV.6 On suppose (IV.4)-(IV.5) et (IV.7).
1. (L+M)? =L+ LM+ ML+ M? etpour¢€D((L+M)2)

(L—M)?¢=L*¢— LM¢$p— ML¢+ M?¢.

2. i((L M)? — (L+M)2):—%(LM+ML).
3. [(L—M);(L+ M) =—=2[M;(L+M)"'] =2[L;(L+ M)™].
4. Cpog = 2[M; L] (L+ M),

(AML + (L — M)* = (L+ M)?) (L+ M)~ = Cpu,

(4LM+ (L*]\f)2 — (L+M)2) (L+M)72 = *CL,]\/[.
(L+M)™" M- % (L+ M) Copg (L+ M) = M (L+ M)~}
(L+M) L % (L+ M) Cppg (L+ M) = —L(L+M)"

{M(L+M) M+l (L M) (L + M)~ Cpa (L + M) %M—%(L—M)M(L—%M)’l

L(L+M)"L+-= (L M)(L+M)*1CLM(L+M)=%L+%(L—M)L(L+M)*1

M+ (L=MM(L+M)"+ ((L M)* = (L+M)*) (L+ M)~ =0,
8.
L—(L—M)L(L+ M)~ %( P (L M) (L4 M) =0

Preuve.

1. En vertu du point 2. du Lemme IV 4, on a pour € € {—1,1} et pour ¢ € D ((L + M)2) cD ((L — M)Q)

(L +eM)?(¢) =(L + eM)(Lp + eMp)
=L(Lop+eM¢p) +eM(Lp+ cMo)
=L%¢+eLM¢p+eMLp+ M?¢.

2. C’est une conséquence du point précédent et du Lemme IV.4.
3. Pour ¢ € D(L) = D(M), on a
(L —M); (L + M) = [L; (L + M) ¢ — [M; (L + M)~ '],

et
[L; (L + M) ™+ [M; (L + M)~ o = [(L+ M); (L+ M)~ =0,

donc
[L; (L + M) = —[M; (L + M)~ ¢,

et
(L = M); (L + M) ¢ = =2[M; (L + M)~ '|¢ = 2[L; (L + M)~ ']o.

4. Grace au point 2. du Lemme IV.4 on a pour ¢ € D ((L + M)2>

(L+ M)(L — M)¢ = L*p— LM+ MLé — M2,
(L—M)(L+M)p=L*¢+ LM¢p — MLp — M?¢,
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et ainsi
(L+M)(L-M)—(L—M)(L+M))¢p=2(ML—LM)p=2[M;L|op.

D’ou
Crar =((L+ M) (L—M)—(L—M)(L+M))(L+M)>
=2[M; L] (L+M)">.
5. En utilisant les points 2. et 4., il vient
(AML+ (L — M)*> = (L+ M)*) (L+ M)™? =(4ML —2(LM + ML)) (L + M)™?

=(2ML —2LM) (L + M)~
—2[M; L] (L+ M)
=Cr M-

De méme

(ALM + (L — M)*> = (L + M)®) (L+ M)™? = (4LM —2(LM + ML)) (L + M)™?
= — (2ML —2LM) (L + M)~
= —2[M; L] (L+ M)?
=—CLum.
6. En utilisant le point 3., on obtient
_ 1 _ _ _
(L+ M) M = 5 (Lt M) Croar (L4 M) = (L+ M) M+ [M;(L+M) 1}
=M (L+M)™".
De méme
_ 1 _ _ _
—(L+ M) L= S (L M) O (Lt M) = = (L+ M) L~ [L;(L+M) 1}
——L(L+M)".
7. En utilisant le point 3., on a
_ 1 _
M (L+ M) 1M+Z(L—M)(L+M) " Cpa(L+ M)
=M (L+ M) M- %(L — M) |M;(L+ M)*l]
=M (L+M)"" M- %(L—M)M(L+M)_1 + %(L—M) (L+M)"' M
:%M - %(L — M)M (L+M)™".
De méme

L(L+M)""L+ %(L — M) (L+ M) Cp(L+ M)

=L(L+M)"'L+ 1(L — M) |L; (L+M)™"

2
—L(L+ M) L+ %(L CM)L(L+ M)t - %(L M) (L+ ML
:%L+ %(L — M)L(L+M)™"
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8. On a
M+(L—M)M(L+M)*1+%((L—M)Q—(L+M)2) (L+ M)
(L~ MM (L +M)™ 4+ (L~ MY (L+ M)~ 4 M~ 2 (L+ M)
=%(L—M)(L—M+2M) (L+M)_1—%(L+M—2M)
=5(L=M) = 5 (L— M)
=0.
De méme
L—(L—=M)L(L+M) 1+%<(L—M)2—(L+M)2) (L+M)™!
(L= ML A M)+ (L= MP (L4 M) 4 L L (L+ M)
:%(L—M)(L—M—ZL) (L+M)_1—%(L+M—2L)
== =M+ (M)
=0.
-

Remarque IV.7
1. Le point 2. du Lemme IV.6 permet d’écrire (IV.2) sous la forme

u’'(x) + (Ly — M) u'(z) — % (LM, + M, L,)u(z) = f(z), z € R.

Dans le cas commutatif on retrowve alors ’équation (II1.8) étudiée au chapitre précédent.

2. Le point 4. du Lemme IV.6 permet d’écrire Uhypothése sur le commutateur (IV.8) sous la forme

Yw = wo,

M,: L] (Lo, + M, *QH < (W) V.10
(Mo L) (L M) <) (1V.10)
Remarque IV.8 [ est intéressant de comparer Uhypothése de non commutativité (IV.8) ou (IV.10) avec celle

utilisée par Da Prato-Grisvard ; voir [12], (6.4) et (6.5), p. 346. Si on écrit Uhypothése de non commutativité
de Da Prato-Grisvard pour L, M, satisfaisant (IV.3), on a

(i) (M, — AXI)™*D (L,,) C D (L), X € p(M.,)

(i0) || [Lw; (M = M) 7] (Lo — pI) M| < T |A)1C;(1 - M)g,)\ € p(My), pu € p(Ly),

avec —1 < B << 1.

Dans ce travail, il est clair que (i) est vérifié. On calcule le membre de gauche de (i) pour A = p = 0. On
obtient

[Los MG Lo™h = LM LG = MG,
et

[Lws M LM < Lo M2 ] + (1227

<|
<Cmax (|25, M) -

b
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Dans beaucoup de cas concrets, on a

L5 =0 (vw'?) . Mzt = 0 (1/w'?),
el aussi [Moi L] (Lo + M) = O (1/w1/2> .

1.3 Formule de représentation de la solution

Dans le cas commutatif, la représentation de la solution de (IV.2) est donnée par la formule (II1.19) :

“+ o0

u(m):/w (L+M)*1e<w-S>Mf(s)ds+/ (L+ M)~ e~ f(s)ds

—0o0 xr
pour z € R. Maintenant, on fait le raisonnement heuristique suivant. On suppose qu’il existe une solution
classique u a Iéquation (IV.2) satisfaisant la propriété de régularité maximale (IV.9). On désire trouver une
équation intégrale satisfaite par

= (L+M)*u
Alors, on peut écrire pour tout x € R
x —+oo
/ (L+M)~" @M f(s)ds + / (L+ M)~" et f(s5)ds

= / (L+ M) elemoM (u”(s) + (L — M)u/(s) + i (= M) = (L+20)%) u(s)> ds

— 00

+oo
o AT () (L= M (0) + (£ MY = (L 20 ) ) s
i=uqp () + ug(x) + us(z) + ug(x) + us () + ug(x),

ou

L + M)t eEm My (s)ds,

(L+ M) ey (5)ds,

L+M “lelE=Mr MY (s)ds,

\\\\

- (L+ M) e (L — M)/ (s)ds,
us () i/ (L4 M)~ el (L= M) = (L + M)?) u(s)ds,
e (2) :i / (L4 M) el (L= MY — (L + M)*) u(s)ds.

L’idée principale est d’effectuer des intégrations par parties afin de déduire 1’équation intégrale satisfaite par v.
Puisque u est une solution classique de (IV.2) satisfaisant la propriété de régularité maximale (IV.9), tous les
calculs seront justifiés.

Alors, par intégration par parties, on a

ui(z) = [(L +M)! e@—s)Mu'(s)Koo + / L M) MM (5)ds

—00

=(L+M)"" u’(x)—k/m (L+ M) Me@=5IMy/ (5)ds,

— 00
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ot on a utilisé la continuité de e=*IM en s = x, puisque «'(z) € D(M), et sa décroissance & s = —oco. De la
méme fagon, on obtient
uy (@) = (L+ M) "' (2) + |(L+M)"" Me@*S)Mu(s)] + / (L + M)~ M2e@=5)My(s)ds
T
=(L+ M) (x)+ (L+ M) Mu(z) + / (L + M)™" M2e@=9My(s5)ds,

—oo

car
Me@=My(s) = @M £y (s),

puisque u(s) € D(M), et on utilise la continuité du semi-groupe e(*=*)M en s = z, puisque Mu(z) € D(M), et
sa décroissance a s = —00. De méme on a

—+o0

ug(z) = [(L + M)t e(s_””)Lu’(s)} - /+OO (L+ M) Le=/ (5)ds

oo
(L M) () _/ (L + M)~ Le=)Ly/ (5)ds

=—(L+M) " (z)— [(L +M)7! Le(s_“’)Lu(s)} :DO + /+°° (L + M)~' L2eb=2y(s)ds

“+oo
= — (L+ M) "/ (2) + (L + M) ™" Lu(z) + / (L+ M) " L2eb= Dy (s)ds.
On a utilisé deux fois la décroissance de e(*~#)L & s = 400 et sa continuité en s = x, puisque u'(z) € D(L) et
u(x) € D(L?).
En appliquant (L + M)? & uy(x) + ua(x), on obtient

(L + M)? (uy(2) + uz(x)) = v(x) + (L + M) /x M2e@E=)M ([ 4 M) "2 u(s)ds
e T (Iv.11)
+(L 4 M) / L2eC=DL (L4 M) ™% v(s)ds.

x

Maintenant, pour us(z) + us(x), une intégration par parties donne

s () + ua(z) = [(L M) elemonM M)u(s)} g / L+ MY MM (L MYu(s)ds

—o0 —o0

+oo

+oo
@ L M) - / (L + M)"" Le™L(L — M)u(s)ds

x
x

— (L4 M) (L = M)u(z) + / (L + M)~L MeT9M (L, — Myu(s)ds
(L4 M) (L — M)u(z) /m (L + M)"" LeDL(L — M)u(s)ds;

x
ici on utilise encore la décroissance des semi-groupes a 'infini et leur continuité en s = x puisque (L — M)u(z) €
D(L)N D(M) d’apres (IV.5) et grace au point 2. du Lemme IV.5 on peut écrire

M(L — M)u(x) = M(L — M)(L + M) %(L + M)*u(z),
L(L — M)u(x) = L(L — M)(L + M)™%(L + M)?u(z).
En appliquant L + M & uz(x) 4+ u4(x), on obtient

(L + M) (us (@) + wa(2)) = / " MM (L My (L4 M) u(s)ds

— /m Le (L — M) (L + M)~ v(s)ds.
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IV.1 Cadre holdérien

Or, le Lemme IV.5, point 3., permet d’écrire

Me@=M (L MY(L+ M) % o(s) = e MML (L4 M) ?v(s) — M2 M (L + M) "2 u(s),
LeC= (L — M) (L + M) v(s) = L2~ (L + M) % v(s) — e P LM (L + M) 2 v(s),
ainsi, en appliquant encore L + M, on a

(L + M)? (us(x) + us(z)) = (L + M) / eEIMML (L 4 M) % v(s)ds

— 00

+ (L + M) /+OO eC=DIELM (L + M) v(s)ds
o (IV.12)
—(L+M)/ M2e@=)M ([ 4 M)™2 v(s)ds
ol
—(L+ M) / L2eC=DL (L4 M) v(s)ds.
Enfin, en appliquant (L + M)? & us(x) + ug(z), on a
(E+ M2 (us(e) + o)) = T2+ M) [ eIV (L= 2P (L 22 ()
—i(L + M) / e@=IM (L4 M)? (L 4+ M) % v(s)ds
e (IV.13)

—i&(L + M) /x =L (L MY (L + M)~ v(s)ds
J(L + M) /ﬂo e (L 4 M) (L4 M) v(s)ds.
4

x

Ensuite, en utilisant (IV.11), (IV.12) et (IV.13), on a

(L+ M) /x @M f(§)ds + (L + M) /+O<> e~ f(5)ds

x
x

=uv(z) 4 (L + M) / e@IMML (L4 M) ™% v(s)ds
+ i (L+ M) / e@=IM ([, — M)? (L+ M) ?v(s)ds

_ i (L + M) / @M (4 ANV (L + M)~ v(s)ds
+oo
+(L+ M) / eCOLLM (L + M) % v(s)ds

T
+oo

+ i (L+ M) / e~ (L — M) (L4 M) v(s)ds

x

1 e (s—z)L 2 —2
_Z(L—’—M)/z e (L+ M) (L+ M) “v(s)ds.

En vertu du point 5. du Lemme IV.6, on obtient

1 v 1 e
v(x) + Z(L + M)/ @=IMOL yru(s)ds — Z(L + M) / eCLCy yu(s)ds

x

+

wean) [ e s (L) | I f (),

— 00 x
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Chapitre IV. Cadre non commutatif sur la droite réelle

que 'on peut écrire sous la forme

v+ R(v) = F(f), (IV.14)
ou . oo
F(f)(x) = (L+ M) [ eT=IM f(5)ds + (L + M) / e L f(s5)ds,
et
R(v)(x) :i(L + M) /_93 eT=IMC yru(s)ds — i(L + M) /+OO =IO yu(s)ds.

Maintenant, on fait apparaitre la dépendance de w pour F : F,,; et R : R,,. Pour f € BUC? (R; X), le but

*

est de trouver w* > wq tel que pour tout w > w
1. F,(f) € BUCY (R; X),
2. I+ R, est inversible dans L (BUC? (R; X)).

Dans ce cas, pour w > w*, on peut déduire que s’il existe une solution classique u de (IV.2) satisfaisant la
propriété de régularité maximale (IV.9), alors u est uniquement déterminé par la formule de représentation

w= (LHMW)*Q{(I+Rw)*1(Fw(f))}. (IV.15)

Alinsi, pour obtenir un résultat d’existence et d’unicité pour I’équation (IV.2), il suffit d’étudier la régularité de
cette représentation.

Bien entendu, quand L, et M, commutent, la formule (IV.15) coincide avec la formule (IT1.19) donnée au
Chapitre III.

Remarque IV.9 Concernant (IV.14), on peut aussi utiliser la théorie de Fredholm lorsqu’il n’y a pas de para-
métre w.

1.4 Principaux résultats

On pose pour une fonction g donnée de R dans X et pour x € R

x

+oo
Glo)(x) = / Mg (o)ds,  H(g)(x) = / (5= g (5)ds.

— 00

On remarque que la Proposition I11.14 du Chapitre III est vérifiée et la constante K y est indépendante de w
grace a 'hypothese (IV.3).
On obtient grace a cette proposition les régularités de F,, et de R,,,.

Corollaire IV.10 On suppose (IV.3)-(IV.7). Soit f € BUC? (R; X), 6§ €]0,1[. Alors F,(f) € BUC? (R; X).

Preuve. Il suffit de remarquer que
F(f)=(L+M)M*MG(f)+ (L+ M)L *LH(f). (IV.16)

(L+M)M~1 (L+ M)L™" € L(X) d’apres le Lemme IV.5, point 1., donc on a le résultat par la Proposition
II1.14. m

Corollaire IV.11 On suppose (IV.3)-(IV.8). Soit 6 €10,1[. Alors R, € L (BUC? (R; X)) et il existe w* > wo
tel que pour tout w > w*

1Rl prcemx)) < 1-
Ainsi I + R,, est inversible dans L (BUCY (R; X)) pour w > w*.
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IV.1 Cadre holdérien

Preuve. Soit v € BUCY (R; X). Cpa € L(X), d’aprés le Lemme IV.5, point 4., donc Cr pv € BUCY(R; X).
Alors, en écrivant

1 1
R(v) = Z(L + MYM~*MG(Cy pv) — Z(L + ML 'LH(Cy pv), (IV.17)

on a R(v) € BUC? (R; X) par la Proposition IT1.14. De plus, pour tout w > wp, on a grace & (IV.8)

1 _
[ R (V)| prce ms x) < K | (Lo + M) M, 1HL(X) 1CLu N xy IV Buce rix)

1 _
+ ZK | (Lo + Mw)LleL(X) 1CL N ) IVl Brce m:ix)
<Ox(W) vl gy @.x) -

Or lim x(w)=0, donc il existe w* > wy tel que pour tout w > w
w——+00

[RullLsuce®ix) <1
Ainsi I + R,, est inversible dans L (BUCY (R; X)) pour w > w*. =

Remarque IV.12 En vertu des corollaires précédents, on peut dire que s’il existe une solution classique de
(IV.2) satisfaisant la propriété de régularité mazimale (IV.9), elle s’écrit sous la forme (IV.15) pour w > w*.

On déduit alors lunicité de la solution classique et aussi, pour tout x € R, u(z) € D ((Lw + MW)Q), ce qui
implique, grace a Uhypothése (IV.5), que u(x) € D ((Lw - Mw)2>.

On énonce alors le résultat fondamental de cette section.

Théoréme IV.13 On suppose (IV.3)-(IV.8). Soit f € BUC? (R; X), 6 €]0,1][. Alors, il existe w* > wy tel que
pour tout w > w*

1. Uéquation (IV.2) admet une unique solution classique u ;

2. u vérifie la propriété de régularité mazimale
u', (Lo — M) ', (L, + M,)? v e BUC? (R; X).

Preuve. Soit w > 0 fixé tel que w > w*. On note encore L, = L, M, = M et R, = R, F, = F. On veut
prouver que u défini par (IV.15) est I'unique solution classique de (IV.2).
On pose
vi=(+R)"(F(f)) = (L+M)’ue BUC? (R; X),

grace aux Corollaires IV.10 et IV.11. Puisque (L — M)* (L + M) ? € L(X), on a
(L—M)*u=(L—-M)?(L+M) L+ M)*ueBUC’R;X).

Ensuite
v=F(f) = R(v),
d’out
u=(L+M)F(f) = (L+M) " R(v),
puis en utilisant (IV.16) et (IV.17), on obtient

0= (L4 80) (G + H() = {6(Craro) + {HCLam) ) (IV.18)
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Chapitre IV. Cadre non commutatif sur la droite réelle

w=(L+M)™" (G( £+ H(f) - iG(cL,Mv) + iH(cL,MU)) . (IV.19)

On note que u est (en un certain sens) une “perturbation” de (II1.19) du cas commutatif.
D’apres la Proposition I11.14, point 3., u est continiment dérivable sur R et

u = (L+M)" (MG(f) — LH(f) — %MG(CL,W) — iLH(C’LMv) - ;CL,MU) , (IV.20)

donc pour tout = € R, on a u/(z) € D(L+ M) = D(L — M) et comme (L — M) (L+ M)~ " € L(X) (Lemme
IV.5, point 1.)
(L—M)u' = (L—M)(L+M)""(L+M)u e BUC’ (R; X).

De plus, en remplacant (IV.18) dans (IV.20), on obtient
- 1 1
u' =(L+ M) (MG( f) = LH(f) = ;MG(Crav) = 4LH(CL7MU)>

1 _ 1 1
-3 (L+ M) ! Cry (L+ M) <G(f) +H(f)— ZG(CL’MW) + 4H(C’L7Mv)) . (Iv.21)
Alors, d’apres le point 6. du Lemme IV.6, on a
1

(

(L+M)™ M = 5 (L+ M)™" Cp (L+ M) = M(L+M)™" € L(X),

et de méme )
~(LAM) T L= S (L M) Cra (L M) = —L(L+ M) € L(X),
ainsi (IV.21) devient
w =M (L+M)""G(f)—L(L+M)""H(f)

1 . 1 » (IV.22)
—ZM(L + M) G(Crmv) — iL (L+ M) " H(Cr,mv).

D’apres la Proposition I11.14, point 3., v/ est continiment dérivable sur R et
W' =f+M(L+M)""MG(f)+L(L+M) "LH(f)
- iM (L+ M) MG(Cp o) + iL (L+ M)~ LH(Cp, \v)
+ i(L — M) (L+ M) Cp v
=f+M(L+M)""MG(f)+ L(L+ M) " LH(f)
_ iM (L+ M)~ MG(Crav) + iL (L+ M)~  LH(Cy arv)

1 _ 1 1
# (= M) L+ 0) 7 Cuay (14 80) (GU1) + HU) = {6 (Crae) + {H(Coarn))
Alors, en utilisant le point 7. du Lemme IV.6, on a

_ 1 _
S1:=M (L+ M) 1M+1(L_M)(L+M) 1CL,M(L+M)

1 1 _
=5 M — S(L = M)M (L + M) L
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IV.1 Cadre holdérien

et
Ty :=L(L+M) "L+ i(L — M) (L+ M) Cpm(L+ M)
:%L+ %(L—M)L(LﬂLM)_lv
d’ou

1 1
u' = f+ S1G(f) +ThH(f) — ESIG(CL,]V[U) + ZTlH(CLMU)' (IV.23)
En utilisant (IV.19), (IV.22) et (IV.23), on a

W’ + (L — M) + ((L ~M)? (L + M)Q) u

1
4
=f+ SG(f)+ ToH(f)— 352G(CL7MU) + iTgH(CL,MU%

ou
S, ::%M — %(L —~ MM (L+ M)+ (L—MM(L+M)""+ i ((L —M)?— (L + M)Q) (L+M)" =0,
et
Ty ::%L—i— %(L — M)L(L+ M) = (L—M)L(L+M)"+ i ((L — M)* — (L +M)2) (L+M)"" =0,

d’apres le point 8. du Lemme IV.6. On obtient enfin
1
u’ (L= M + 5 ((L—M)Q—(L+M)2>u:f.

Or (L — M)/, (L —M)*u, (L4 M)*>u et f sont dans BUC? (R; X) donc on peut déduire de cette dernidre
formule que u” € BUC? (R; X).

On vient de montrer que u défini par (IV.15) est une solution classique de (IV.2) vérifiant la propriété de
régularité maximale (IV.9) et I'unicité de cette solution classique résulte de la Remarque IV.12. =

1.5 Applications

On va considérer trois exemples. Pour le premier exemple, on se place dans un espace X = LP(2), ou
Q = ]e¢,d[. Le second exemple généralise le premier en prenant 0 un ouvert régulier borné de R™. Le dernier
exemple reprend le premier en conservant les mémes actions d’opérateurs mais en se plagant dans le cadre
héldérien X = CP([e,d)), B €10, 1].

Exemple 1.
On considére sur X = LP (¢,d), 1 < p < 00, les opérateurs définis par
D(L.) = D(M.,) = {p € WP (c,d) : p(c) = p(d) = 0}
Luo(y) = ¢"(y) + a(y)¢'(y) —we(y), y € (c,d)
Mup(y) =¢"(y), y € (¢,d),
ou w >0, a > 0 et avec, pour plus de simplicité,
a € C*([c,d)), a(c) = a(d) = 0, Im(a) # {0}. (Iv.24)

On remarque que L, = Ly — w*I et M, = My, ou

D(Lo) = D(My) = {¢ € W??(c,d) : p(c) = ¢(d) = 0}
Low(y) = ¢"(y) +a(y)¢'(y), Mop(y) =¢"(y), ye€(cd).

On va montrer que les opérateurs L,,, M, vérifient les hypotheses (IV.3)-(IV.8).
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Chapitre IV. Cadre non commutatif sur la droite réelle

e D’aprés Lunardi [48], Theorem 3.1.3, p. 73, L,,, M, générent des semi-groupes analytiques. De plus, il
existe § > 0 et Cy > 0 tel que pour tout z € S5 = {z e C\ {0} : Jarg 2| < g +5}

o=t < @ o=t < .
L(x) |z Lx) |z
dont on déduit pour tout w > 0
- Co —1 Co
L, — 2] 1” <0 H M, — I H <20 V.25
Jze =207, o ot == <5 (IV.25)
Ensuite si [w® 4 z| > |z| alors
_ C _ C
T L N TP
L(x) = |2| L(x) = |2

sinon Re(z) < 0 et
W + 2| > cos(|arg 2| — g) 2] > cos(d) |2|.

C
Donc il existe Cp = ﬁ > Cy > 0 tel que pour tout w > 0 et pour tout z € Ss
cos
ooty oot <
Lx) 2| Lx) |7

e M, est inversible dans L(X). En effet, on résout I’équation spectrale
Myp =1 € X,

qui est équivalente a
¢"(y) =v(y), y € (c,d)
¢(c) =0
e(d) =0,

ot p € W2P(c,d) et 9 est donné dans X. On obtient alors que pour presque tout y € (c, d),

_ d c— d
My (y) = M 9(y) = o(y) :%/c tz/;(t)dt—i—d(d_cy)/c P(t)dt (IV.26)

+ /d tp(t)dt + y/cy W(t)dt.

Maintenant, en posant
D(P)=D(Q) =W"? (c,d)
Po(y) =¢'(y), y € (¢, d)
Qe(y) = a(y)¢'(y), y € (¢, d),
on a
L, =My+Q —wI.

D’aprés Engel-Nagel [17], Example 2.2, p. 169, l'opérateur P est My-borné, et, grace a (IV.24), on en
déduit que @ est My-borné. De plus, w* € p(My), donc il s’ensuit du Lemma 2.6 de [17], p. 173, que
w® € p(My + @), autrement dit L, est inversible dans L(X).
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IV.1 Cadre holdérien

e En vertu de (IV.24), on a

D(MyL.) = {¢ € D(L.) : Lup € D(M.)}
={p e WP (c,d) : p(&) =0 et ¢ +ap’ —w*p € WP (c,d) avec
¢"(§) +a(§)¢'(§) —w (&) =0, £ € {c,d}}
={p e W (c,d) : ¢" +ayp’ € WP (c,d),¢"(c) = ¢"(d) = p(c) = p(d) = 0}

)
={peW??(c,d): " € WP (c,d),¢"(c) = ¢"(d) = p(c) = p(d) = 0}
={o e W' (c,d): ¢"(c) = ¢"(d) = p(c) = p(d) =0},
d’ott
{ D(My,Ly) = {p € Wh? (¢, d) : ¢"(c) = ¢"(d) = ¢(c) = p(d) = 0}
(Mo Lo)e(y) = o™ (y) + aly)e® (y) + 24 ()" (y) + a”" ()¢’ (y) — w" (y), y € (c.d),
D(LuM,) = {p € W (¢,d) : ¢"(c) = ¢"(d) = ¢(c) = ¢(d) = 0}
(Lo M.o)e(y) = oW (y) + aly)e® (y) — w*¢"(y), y € (c,d)
D([My; L)) = { € WP (¢,d) : ¢"(c) = " (d) = @(c) = (d) = 0}
[My; L) @(y) = 2d' ()" (y) + " (y)¢' (y), y € (¢, d).
De plus

{ D(Ly — M,,) = {¢ € WP (c,d) : p(c) = p(d) = 0}

(Lo — M., )w(y) =a(y)¢' (y) —w(y), y € (c d),

{ D(Ly + M,,) = {¢ € WP (c,d) : ¢(c) d) =0}
(Lo + Mo)e(y) = 2¢"(y) + (y)so’(y)—w w( ),y € (c,d),

ce qui implique que L, — M, est fermé, L, + M, est inversible dans L(X) (méme démonstration que pour
L,,) et, comme pour (IV.25), il existe C' > 0 tel que pour tout w > 0
c

ROl A S LA
wa

C
w2’

N

LX)  w

e On a, en utilisant (IV.24),

D ((Ly+Mo)?) ={p € D (Lo + M) : (L + M) ¢ € D (L + M)}
={p e WP (c,d): go(f)—Oet 20" 4+ ap’ —wp € WP (c,d) avec
20" (&) + a(§)¢'(§) — we(£) =0, §€{Cd}}

={p e W' (c,d): @'() ¢"(d) = ¢(c) = ¢(d) = 0},
et
D ((Lw —Mw)2> —{peD(Ly—M): (L, — M) g€ D (Lo — M)}

={pe W?2P (¢, d) : (&) =0 et ap —wp € WP (c,d) avec

a(§)¢'(§) —wp(§) =0, § € {c,d}}
={p e W??(c,d) : p(c) = p(d) = 0} ;

e D ((Lw T Mw)2) cD ((Lw . Mw)2) .
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Chapitre IV. Cadre non commutatif sur la droite réelle

e De plus, on a pour tout ¢ € D ((Lw + Mw)2> et pour presque tout y € (¢, d)

i (Lo = MY = (L + M) ) ()

:i ((a(y))2 ©"(y) — 2w%a(y)¢ () + a(y)d' (y)¢' (y) + w**o(y)
— 4o (y) — da(y)e® (y) — 4a’ (v)¢" (y) — 20" ()¢’ (y) + 4" ()
—(a(y)® " (y) + 2wa(y)¢' (y) — a(y)d' ()¢’ (y) —w %(y))
e () — aly)e® (y) — d'(y)¢" (y) — %a”(y)w (y) +w¢" (y).

Proposition 1V.14 I existe C' > 0 tel que pour tout w > 0,

_9 C
¥ B (L 22| <
. { 20 51 0 <w < 1,
oty = ,
a stw > 1.
Preuve. On pose, pour f € X = LP (¢, d)
(Lo + Mw)_2 =g
(Lw + Mw)_1 f = W
alors
(Lw + Mw)il 1/1 =9,
geD ((Lw n Mw)2> — D (LoM.,) N D(M,Ly,) et ainsi
g € WHP (¢, d)
{ g"(c) =g"(d) = g(c) = g(d) =0 (IV.27)
"(y) + aly)g' (y) — wg(y) = ¥ (y).

On a
{[Ms; L] g} (y) = 2d"(y)g" (y) + a" (y)g' (y) = 2a’(y) Mog(y) + a” (y) Pg(y),
or P est My-borné et, grace a (IV.27), on a

I[Mo; Lo gl <C ([ Mogll + [1Pgll)
<C1 ([[Mogll + llgll)
<C1 (9"l + Nlglh) (IV.28)

1
<Ca (Il + < 1w

De plus, de (L, + Mw)_1 f =1, on déduit
€ W2P (¢, d)
¥(c) =1(d) =0
2" (y) + a(y)y'(y) —w*Y(y) = f(y),
et c
ol < 5 11 (Iv.29)
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IV.1 Cadre holdérien

Il s’ensuit (de (IV.28) et (IV.29)) que
1Ma; Ll gl = (Mo o] (Lo + 22) 7 |
<¢ (= + ) 11
<1

Par conséquent, toutes les hypotheses sont vérifiées, on peut appliquer le Théoreme IV.13 au probléme aux
limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant pour w > 0 assez grand

0%u 0%u . Ou 0ty u
@(Ly) + a(ﬂ)m(ﬂy) —w %(Ly) - @(%M - a(y)aTJg(ﬂ?,Z/)
0%u 1 ou 0%y
7a/(y)87y2(may) - ia//(y)@(xay) +Wa87y2(xay) = f(x,y)v HAS Ra Yy € (Ca d)
0%y 0%u
u(z,c) = u(z,d) = oy (z,c) = RYE (z,d) =0,z € R,

deés que f € BUC? (R; LP (c,d)), 6 €]0,1].

Remarque IV.15 On réécrit ce probléme différentiel sous forme opérationnelle (IV.2) en utilisant les opéra-
teurs L,,, M, et leurs domaines. Pour tout x € R, y € (¢, d)

(@) + (L~ M)W @)+ 5 (Lo~ M) — (Lo + M) ula) = f),

équivaut a

0%u 0*u o Ou o*u Pu
o2 ('T7 y) + a(y) 8y83§ (I7 y) —w %(Iy y) - ay4 (I, y) - a’(y) ayg (l‘, y)
9%u 1 ou 0%u
o / - 1 7 83 J—
a (y)fay2 (z,y) = 5a"(y) a9 (z,y) +w e (z,y) = f(z,9).

D(L,,) et D(M,,) sont obtenus grice aux conditions auz limites. En effet u(xz) € D ((Lw — M,)? — (L, + MM)Q)
pour tout © € R équivaut a

0%u 0%u
= = — = — = R I .
u(z, c) = u(x,d) 52 (z,¢) R (z,d) =0, z € R, (IV.30)

et u'(x) € D(L, — M,,) pour tout x € R équivaut d

ou ou
(ZL',C) - %(xad) - 07 T € R,

ox

qui découle directement de (IV.30) puisque pour x € R fizé on a

ou B u(x +h,c)—ulx,c) . 0-0

or ) = 1 h =T =
de méme 5 hd g

u(x,d):lim u@+hd) -, ):hmH:O

0 h—0 h h—0
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Chapitre IV. Cadre non commutatif sur la droite réelle

Remarque IV.16 On peut aussi appliquer Lunardi [48], Theorem 3.2.5., relativement ¢ Mu — Au = ¢ et
l’estimation

Alllull, + MY | Dull, + | D], < Cp 3 — Aull,, (IV.31)
p

donne

H[Mme] (LerMw)ngHp
:H(za'DMa"D)(Lw+Mw)*1(L + M) gH
<c“(D2(Lw+Mw) )(L + M) gH +01H( (Lo + M)~ )(L M) gH

<

(L, + M,,) gH +C"w *O‘/QH (Lo, + M,,) g”

1
<C (g5 + zara ) b,

C’
= lgll,-

Remarque IV.17 On montre que Uhypothése (IV.24) est nécessaire dans cet exemple. Pour cela, on suppose
que a € C*([c,d]) avec (a(c),a(d)) # (0,0). Alors

D(M,L,) ={¢ € D(Ly) : L, € D(M,)}
={peW??(c,d): (&) =0 et ¢ +ap’ —w*p € WP (c,d) avec
¢"(6) + a(§)¥'(§) —w¥(§) =0, € € {c,d}}
={o e W' (c,d) : ¢"(c) + alc)¢'(c) = ¢"(d) + a(d)¢'(d) = 0 et p(c) = p(d) =0},
et
D(Lwa) = {<P € D(Mw) cMyp e D(Lw)}
={e e W' (c,d) : ¢"(c) = ¢"'(d) = ¢(c) = p(d) = 0},
ainsi D(M,, L) et D(L,M,) sont différents, de plus
D([My; L)) = {p € WP (¢,d) : ¢"(c) = ¢"(d) = p(c) = ¢(d) = 0 et a(c)¢'(c) = a(d)¢'(d) = 0} .
D’autre part, on a
D ((Lw + Mw)2> ={p €D (Ly+M,): (Lo +My,)p€D(L,+ M,)}
={@ e W?P(c,d) : (&) =0 et 2¢" + ap’ —w*p € WP (¢,d) avec
2¢0"(€) + a(§)¢'(§) —wp(§) = 0, £ € {c, d}}
={p e W (c,d) : 29" (c) + a(c)¢'(c) = 2¢"(d) + a(d)¢'(d) = 0 et p(c) = p(d) = 0},
et
D ((Lw - Mw)2> —{p €D (Ly— M) : (Ly — M,)p € D (L, — M)}
={pe W2P (c,d) : p(€) =0 et ap’ —w*p € WP (¢,d) avec
a(§)¢’(§) —wp(§) =0, £ € {c,d}}
={p e W?P(c,d) : a(c)¢’(c) = a(d)¢'(d) = p(c) = p(d) = 0};

ainsi la condition (IV.5) n’est pas satisfaite.
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Exemple 2.

Soit 2 un ouvert régulier borné de R™, n > 2. On considére sur X = LP(Q), 1 < p < oo, les opérateurs définis

o D(Ly,) = D(M,,) = {¢ € W?P(Q) : ¢ = 0 sur 00}

Loo(y) = Ayo(y) + Z a;(y) Diply) — wo(y), y €

Mue(y) = Ayp(y), y € Q,

ouw >0, a>0 et avec
a € C*Q), ap = 0sur 99, Im(ay) # {0}, k=1,...,n.

On va montrer que les opérateurs L, M,, vérifient les hypotheses (IV.3)-(IV.8).

(1V.32)

e L, M, sont inversibles dans L(X) et générent des semi-groupes analytiques vérifiant (IV.3) (comme dans

I’Exemple 1).
e De plus on a

n

(MyLo)o(y) = Alo(y) + Ay (Z ai(y)Dm(y)> —w*Ayp(y), y € Q
(L M) o(y) = Ale(y) + Z ai(y)Di(Ayp)(y) — w*Ayp(y), y € Q

[Mo; Lol (y) = A, (Z ai(y)Dw(y)> =2 aiy)Di(Ayp)(y).y € 2.

i=1

D’autre part
D(Ly, — M,,) = {¢ € W*P(Q) : ¢ = 0 sur 00}

(Lo — My)o(y) = Zai(y)Dw(y) —wo(y), y €,

D(Ly, + M,,) = {¢ € W?P(Q) : ¢ = 0 sur 00}

(L + Mu)p(y) = 28,0(y) + Zai(y)Diw(y) —w¥(y), y € Q,

alors L, + M, est inversible dans L(X) et
c

- c
Lo, + M, 1” <= <=
H( + M) o L(x) w2

|z 27
LX)  w

e On a, en utilisant (IV.32),

D ((Lw + Mw)2) —{p €D (Ly+M,): (Ly+ M) g€ D(Ly,+ M)}

D(M,,L,,) = D(L,M.) = D([M.; L,]) = {¢ € W*P(Q) : ¢ = Ay = 0 sur 00}

= {90 € W2P(Q) : ¢ = 0 sur 9Q et 20,0 + ZaiDiSD —w¥p € W?P(Q) avec
i=1

20,0 + Z a;Dip — wp = 0 sur GQ}

i=1

={peW"P(Q): ¢ =Ayp=0sur 00},
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et
D (Lo = Mo)*) = {9 € D (L = M) s (L = M) ¢ € D (L = Ma)}
= {50 € WP(Q) : ¢ = 0 sur 9Q et ZaiDigo — w¥p € W?P(Q) avec
i=1
ZaiDigo —w% =0 sur 89}
i=1
= {go e W2P(Q) : ZaiDigo € W2P(Q), ¢ = 0 sur 89} .
i=1
Ainsi

D ((Lw n Mw)Q) cD ((Lw _ Mw)2> .
e De plus, on a pour tout ¢ € D ((Lw + Mw)2) et pour presque tout y € Q)
1
4
1 n
:—Aiw(y)—§ﬁy (Zai(y) >—Zaz ) (y) +w*Ayp(y)

i=1

((Lw - Mw)2 - (Lw + Mw)z) ‘P(y)

l\DM—l

= - A;Q@(y) - Zaz(y) Z Dkaz DszSD Z Dkaz z‘p ) + waAy@(y)'

i=1 i,k=1 i,k=1

e Maintenant, pour tout g € LP(Q)

(M L) (L + M) 2g=| Y (Dia;) Di+2 Y (Dya;) DiD; Lo+ M) g
i k=1 k=1

et, comme dans 'Exemple 1 (en utilisant les mémes arguments et (IV.31)), il existe C' > 0 tel que pour
tout w > 0, il existe v > 0
M 2] (2 + ) 0] < S

Par conséquent, toutes les hypotheses sont vérifiées, on peut apphquer le Théoreme IV.13 au probleme aux
limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant pour w > 0 assez grand

0%u " ou " )
; A2u( 1
32 (@Y +;a 8%8,@ z,y) — w2 (2,y) = Aju(,y) ;a 8% (z,y)
8a1> 1 — <82ai) ou
- = z,y) + w*Ayu(z, flz,y),zeR, yeN
> 1<ayk ot~ 3 3 () e (e,9) = f(,9)

u(z,0) = Ayu(z,0) =0,z € R, 0 € 09,
des que f € BUC? (R; LP (Q)).

Exemple 3.
On considere X = Coﬁ ([e,d]), B € 10,1, Pespace de Banach des fonctions g, S-holdériennes, & valeurs complexes,
telles que

g9(c) = g(d) = 0. (IV.33)
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On définit
D(L,) = D(M.) = {p € C¥([e,d]) : ¢ € CF (e, d]) et (e) = p(d) = 0}
Loe(y) = ¢"(y) + ay)¢'(y) —we(y), y € [c,d]
Mop(y) = ¢"(y), y € [e.d],
avec a vérifiant
a € C%([e,d]),d" € Cg([c, d)), a(c) = a(d) = 0, Im(a) # {0}. (IV.34)
Alors, on peut vérifier toutes les hypotheses comme dans le premier exemple.
e D’apres Lunardi [48], Proposition 0.2.1, p. 4, la fermeture dans la norme holdérienne des domaines D(L,,) =

D(M,,) coincide exactement avec 'espace du petit S-Holder hg([c, d]) défini au Chapitre I, Section 2.2.
Ainsi, L,,, M, génerent des semi-groupes analytiques généralisés, non fortement continus en 0 puisque

D(L.) = D(M..) = hq([e,d]) # X;

voir Lunardi [48], Corollary 3.1.32, (i), p. 110.
e M, est inversible dans L(X) et admet (IV.26) pour inverse. De plus, en utilisant Engel-Nagel [17], p. 171,

et le méme raisonnement que dans I'Exemple 1, on obtient que L, est inversible dans L(X).
e En vertu de (IV.34), on a

D(M,Ly,)
:{QO € D(Lw) : Lw@ € D(Mw)}

—{p e C¥le.d)) : ¢ +ap' —wp € CXle,d)), ¢, (9" +ag’ —wp)" € Cf(led)

P(€) = (&) + a(§)¢/(§) — wp(€) = 0, £ € {e,d}}
={p e Cled) : 9" +a¢ € C¥([e,d), (¢ +ag’ —w)" € CF (le,d)), ¢"(€) = (€)= 0, € € {e,d} |
= {w € C([e,d)) : p* + d"¢ + 209" + ap® — wQ" € Cf ([e,d]), ¢"(€) = p(§) =0, £ € {c, d}}

={peCile.d): o' € CF(le.d)),¢"(€) = p(§) = 0, € € {e,d} },

dont
D(M,,L,) = D(L,M,) = D([M,; L)) =
[ OM(lead)) 6 € Cf(e.d)) et ¢/(c) = ¢'(d) = o(c) = p(d) = 0}
(MyLy)p(y) =<p(4) (v) + a)e® (y) + 2d' (v)¢" (y) + a”" ()¢ (y) — " (y), y € [c,d]
(Lo M) e(y) = ¢ (y) + aly)e® (y) — w¢"(y), y € [¢,d]
[My; Lo] ¢(y) = 2d/ (y)¢" (y) + a" (9)¢' (y), y € [c,d].
De plus

{D<Lw—M> {peced):¢" e Clle.d) et ple) = o(d) = 0}
(Lo = Ma)p(y) = aly)¢'(v) — "¢ (y), y € [e,d],
{D<LW+M> {peCed): " e Chlle.d)) et ple) = o) = 0}
(Lo + Ma)o(y) = 20" (9) + a(y)¢' (v) — w0 (), v € e,

ce qui implique que L, — M, est fermé, L, + M, est inversible dans L(X) et, comme pour (IV.25), on
obtient 'inégalité suivante

_ _ C
RRTE BNCEA IRSTE K A
H( + M) LX) w® (Lo + M) LX)  w2e
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e On a, en utilisant (IV.34),

D (Lo +M)*) = {p € CHle.d)) : o) € C (e d]) et @"() = ¢"(d) = ple) = (d) = 0}

et

D (L= M.)*) ={p € C¥le.d)) : 92 € G (e d]) et ¢ (c) = "(d) = ple) = p(d) = 0}
s D ((Lw + Mw)2) cD ((Lw - Mw)z) .
e Il existe C' > 0 tel que pour tout w > 0

_ (&
Mo L] (Lo + M) 2| <=
H[ ML+ ) L(x) w7

. 2081 0 < w < 1,
ol y = .
asiw>1.
Par conséquent, toutes les hypotheses sont vérifiées, on peut appliquer le Théoreme IV.13 au probléme aux

limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant pour w > 0 assez grand

0% 0% ou o*u Ou
@(I,y) + a(ﬂ)m(l’,y) - Wa%(m,y) - 57/4(937@ - a(y)aiyg(z7y)
0%y 1 ou 0%u
o v Y/ e a” @ _
a'(y) 92 (z,y) = 5a"(y) ay (z,y) +w 052 (z,y) = f(z,y), v € R, y € [¢,d]
9%u 0%y
u(z,c) = u(z,d) = RIE (x,c) = oy (x,d) =0,z R,

dés que f € BUCY (R; C? (e, d])), 6 €10,1].

Remarque IV.18 De la méme maniére, on peut considérer la situation analogue dans X = C’g(ﬁ), Q un
ouvert régulier borné de R"™, n > 2, sous des conditions de bord de Dirichlet ou Neumann (ou mélées). On
applique ensuite les résultats de Campanato [9] et [10] pour avoir Uanalyticité des semi-groupes générés par les
opérateurs L, et M,,. On remarque que (IV.33) est essentiel puisque l'espace C’g () ne peut pas étre remplacé
par CB(Q) ; voir Lunardi [{8], Example 8.1.33, p. 110.

1.6 Retour a ’équation initiale

On illustre ici la théorie opérationnelle précédente en construisant une paire d’opérateurs (L, M,,) satisfai-
sant (IV.3)-(IV.8). L’objectif est ensuite de pouvoir résoudre (IV.1).

Dans toute cette section, pour un opérateur linéaire P sur X et pour A € C, on note P\ = P — Al

On suppose qu’il existe un réel positif fixé wy tel que les opérateurs A et B vérifient

B? — A, est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A,,),
C (IV.35)

3C >0, VA <0,| o<
Lx) ~ 141A

(B2~ Ay, — M)~

(i) D ((B2 . A)”Q) c D(B),

V.36
(i)) D (B>~ A) < D (B~ 4)* B) | (V30

Yw = wo,

B (B2 - a) ] (B2 - au) 7| X(@), (IV.37)

<
L(X)
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ol
X : [wo, +oo[ = RT avec WEIEOO x(w) =0.
On suppose que les opérateurs
L,:=B—(B*—A,)"",
M, :=-B - (B*- 4,)"?,

vérifient les hypothéses suivantes

36 >0,3C >0: Yw > wy, S5 C p(Ly), Ss C p(M.,,),
IV.38
|o—=n|, < S an -7 <Ciies (1V:3%)
Lx) |2 Lx) |4
ou Ss = {ZG(C\{O} s |arg 2] < g—&-é};et
L., M, sont inversibles dans L(X). (IV.39)

Voici quelques commentaires sur ces hypotheses.

Remarque IV.19

1. L’hypothése d’ellipticité (I1V.35) est de type Krein [40]. D’aprés (IV.35), il existe 61 € }0, g [, 0o > 0 petit

tel que le secteur
Y:={ze€C\{0}:|argz| > 20, U{z € C: |z| < 202},
vérifie
ECP(BQ_AwU)a

30> 0, e, [(B7 - A, -0 Y| < ¢

Lx) 1T+ |A

2. Pour tout w > wg, A, = Aw, — (w —wo)I, donc (IV.35) implique que

B? — A, est un opérateur linéaire fermé dans X, ¥ C p(B% — A,),

>0, A€, (B2 A, - A0 ¢

ST T
Lx) 14N+ wo—w|

ot C est la constante, indépendante de w, définie dans (IV.35). Ainsi Uopérateur —(B? — A,)Y/? est le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique généralisé uniformément borné sur X.

. L'hypothése (IV.36) est nécessaire puisque Uopérateur
B (B2 = 40)'?] (B2 = Au) ™
de Uhypothése (IV.57) est défini sur X tout entier si et seulement si
D(B*-4)c D (B (B -4)"),
D (B>~ 4)cD((B*-4)"B),

donc si et seulement si (IV.36) est vérifiée.

De plus, dans le cas ou X est un espace de Hilbert, si B> — A et B? sont des opérateurs auto-adjoints positifs
sur X, d’aprés le Théoréme de Heinz (voir Tanabe [57], Corollary, p. 45), Uhypothése (i) de (IV.36) est
déduite du fait qu’on a toujours D (B2 — A) cD (BQ).
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4. L’hypothese (IV.38) implique que L, et M, générent des semi-groupes analytiques généralisés sur X,
(eng) (eEMW)£>O. Dans le cas ou B =0, cette hypothése est déduite de (IV.35).

Remarque IV.20 On compare ces hypothéses avec celles du cadre commutatif pour les espaces de Hélder (voir
Chapitre III, Section 2.4).
1. Les hypothéses (IV.35) et (IV.38) sont équivalentes d celles du cadre commutatif au paramétre w pres.
2. Concernant (IV.36), (i) est Uhypothése (II1.25) utilisée dans le cas commutatif et implique (ii) si (II1.27)
est vérifice.
3. L’hypothése de non commutativité (IV.37) supposée ici est beaucoup plus générale que Uhypothése de
commutativité des résolvantes (II1.27).
4. L’hypothese (IV.39) était déduite de (II1.23)-(I11.28) dans le cadre commutatif.

£>07

On veut montrer que les opérateurs L, = B — (B2 — Aw)1/2 et M, = —B — (32 — Aw)l/2 vérifient les
hypotheses (IV.3)-(IV.8).

Lemme IV.21 On suppose (IV.35)-(IV.36).

1. Les domaines des opérateurs sont

)
D((Le—M.)?*) =D ((B* - 4)"*) nD((B2-4)""B),
D(Lwa) _D ((32 —A)1/2 (7B . (BQ 7A)1/2)) ’
D(MyL,) =D ((B2 —A)" (B - (B2~ A)m)) ’

et

2. L’opérateur L,, + M, est inversible dans L(X) et

1
(Lw + Mw)71 = _5 (B2 - AW)

e Lx).

3. On a les extensions d’opérateurs suivantes

1
1 ((Lw - Mw)2 - (Lw + Mw)z) C Awa
L., — M, C 2B.

Preuve.
e En vertu de (IV.36), on obtient les domaines suivants

D(L.) = D(M,)) = D(B)n D ((32 - A)”Q) =D ((32 - A)”Q) .

e D’autre part
D(Lo, + M,) =D ((32 . A)”Z)
(L + Mu)p = —2(B* = A,) o,
et, d’apres (IV.35), L, + M, est inversible dans L(X) avec

1 _
(LWJF]MW)A:i5 (BQwa) 1/2.
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e De méme
{ D(L, — M,) =D ((32 - A)1/2)
(Ly — M,)p = 2By,

et, en vertu de (i) de (IV.36), L, — M,, C 2B.
e De plus

peD((Lo+M.)) wpeD((B2-a)") ev —2(B - A.) "o e D ((B2 - 4)"7)

speD(B*—A),

{ D (L +Mo)*) = D (B2 — 4)
(L, + M,)?p =4 (32 — Aw) ®.

Il est clair que (L, + Mw)2 =4 (B2 — Aw).
e De méme, on a

¢ €D ((L-M)) wpeD((B2-4)'"?) et 2Bp e D (B2~ 4)")

speD((B2-0)"")nD((B2-4)""B) c D(B?),

grice a (i) de (IV.36), et on en déduit

{ D ((Lo—M)*) =D ((B*-4)"*)nD (B2~ 2)"" B)
(L, — M,)%p = 4B%p.

Il est clair que Popérateur (L, — Mw)2 admet 482 pour extension.
e De plus, grice a (i7) de (IV.36), on obtient

D ((Lw + Mw)Q) cD ((Lu - Mw)2> .
e On a

p € D(L,M,) <peD(M,) et M,pe D(Ly,)

speD((B2=4)"7) et — By (B2~ A.)"pep((B2-4)")

SpeD ((32 —A)1/2 (—B— (B2 _A)1/2>> 7
donc
D(LuM) =D (B2 - 4) (-B~ (B2~ 0)'%))
{ L,M,p = (B_ (32 —AW)I/Z) (—B— (BQ_AW)1/2> o

e De la méme maniere on obtient

D(M,L,) =D ((B2 _A)1/2 (B— (B _A)1/2))
{ M,L,p = (—B— (BQ_AW)1/2> (B— (BQ_Aw)uz)w
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o On remarque que D(L,,M,) n’est pas nécessairement égal a D(M,, L) puisque pour ¢ € D ((B2 —a)Y 2)
~Bp— (B2- ) o e ((B2- 1)),
'implique pas nécessairement
Bo— (B2 4)" o= (~Bo— (B2 = 4) " o) +2Bp e D ((B2 - 4)'7).
Mais
peD ((32 f A)1/2>
o € D(MyL,) N D(L,M,) &{ —Bo— (B2—A)"?¢eD ((32 — A)”Q)
Bo— (B2 - )" pen((B2-4)"")
peD((B-4)")
¢ BpeD ((32 - A)1/2)
(B2~ 4)"pen((B2- 1))

peD(B?—A)
(:){ B@GD((B2—A)1/2)

“peD(B2-A)nD((B*-4)"B).

De plus, grace a (ii) de (IV.36), on a

D (B~ 4)nD((B*~4)""B) =D (B~ 4),
et pour tout ¢ € D (B> — A) C D ((32 - A)1/2 B) NnD (B (B* - A)l/z)

MoiLao = (=B - (B - 4.)"7) (B - (B2 - 4.) ) ¢
(B -a)") (B (8- 40" ¢
:—Bzg0+B(B2 —Aw)l/Q@— (B2 _Aw)l/QBQD-F (B2—Aw)90
+BQSO+B(B2_AM)1/QQO— (BQ_Aw)l/QBSD_ (BQ_AW)SO
=2 [B; (B? - Aw)m] o

Ainsi
{ D([My; L)) =D (32 — A)

[M; L) =2 {B; (B* - Aw)l/z} @

e Pour tout ¢ € D ((Lw — M,)* — (L, + Mw)z) = D(B? — A) C D(A), on a
1 2 2 2 2
4 ((Lw_Mw) _(Lw+Mw) )@:B Y= (B _Aw)WZAwQOa
on en déduit
((Lw ~ M)~ (Lo + Mw)Z) C A

A~ =
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Lemme IV.22 On suppose (IV.35)-(IV.537). Alors, le commutateur est

1/2

Cpoa, =4 [B; (B - A,) } (B2 - A,) e L(X),

et (IV.8) est satisfaite.
Preuve. Pour tout ¢ € X, on a ¢ = (B2 — A,) " ¢ € D(B2 — A) et, grice & (i) et (ii) de (IV.36), on a
ven (BB -4)"")nD((B*-4)"B).
Donc
4B (B2 = 4,)"7] (B2 = A0) ™" =2 [Mus Lu] (L + M)
=Cl, M,

De plus, d’apres (IV.37), on a
Yw > wo, ||CquMw||L(X) < X(w),

donc (IV.8) est satisfaite. m

D’apres ces lemmes, il est clair que les hypothéses (IV.35)-(IV.39) impliquent (IV.3)-(IV.8). On applique
alors le Théoreme IV.13 pour obtenir le résultat principal de cette section.

Théoréme IV.23 On suppose (IV.35)-(IV.39). Soit f € BUC? (R; X), 6 € ]0,1][. Alors, il existe w* > wy tel
que pour tout w = w*

1. Déquation (IV.1) admet une unique solution u telle que
{ u € BUC2(R; X) N BUC (R: D (A)),
v’ € BUC (R; D(B)),
satisfaisant
Vz € R, u(z) € D (B* — A4),
Vo € R, W/(x) € D ((B2 - 4)""?);
2. u vérifie la propriété de régularité mazimale
u”, Bu/, Au, B>u € BUC? (R; X).

On termine cette section en donnant deux méthodes d’inversibilité des opérateurs L, et M,,. Il s’agit de
conditions suffisantes. La premiere nécessite le lemme suivant.

Lemme IV.24 On suppose (IV.35)-(IV.36) et

C

9 1
3C,e >0, VA € p(B? — Ay,), M) HL(X) < NG

B(B*— A, — (IV.40)

Alors il existe K > 0 tel que pour tout w > wy + 202
_ K
IR
LX)  (w—wo)

ot 9o est défini au point 1. de la Remarque IV.19.
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Preuve. 1l est clair que B (B? — Aw)_l/2 € L(X). En notant que z — z~'/? est holomorphe sur C \ R~ et en
utilisant les notations et les résultats du point 1. de la Remarque IV.19, on a

a1

2 —
B(B* - A,) 50

/zfl/QB (B® — Auy — (wo —w—|—z)])_1 dz,
.

ou 7 est la courbe orientée positivement du secteur
{z e C\{0}: |argz| =2 61} U{z € C: |z]| < b2},

ou 20y < dy < .
On pose v := v Uy U~s, ou

v o= {re_i‘sl 0 <1 < +oo} ,
Yo = {626“9 : 751 0 < 61},
V3 1= {rei61 0 KT < —l—oo}.

NN

Ainsi, en posant w’ 1= w — wy, il vient

2 1
T um

-1

B(B* - A,) /z—1/2B (B? = Ayy — (2 —w)I) " dz.
v

D’apres (IV.40), on a

/ :7V2B(B? — Ay — (2 — w’)])_l dz
st

oo —1/2|,. —i6 | —1/2—¢
<C r |7’e T—w | dr
b2

too —1/2—¢
_ 19— | T _;
gC/ r 1/2(w/) 1/2—¢ —e 001 71’ T,
85 w
on pose
r dr
S=o B

et on obtient

la derniére intégrale est convergente car il existe K > 0 tel que pour s assez petit

+o0 ) C1/9—e
/ 27V2B(B? — Ay, — (2 —Ww)) Yz gC(w/)*E/ 5712 gm0 1|72 ds,
7 0

s~1/2 |se*i51 — 1|71/27€ < Ks™1/2,
et pour s assez grand
571/2 |$€7i51 o 1|71/27€ < stlfe.
Ainsi
—1/2 2 o)1 C
27VPB(B? — Ay, — (= w')) " dz|| < ,
0 (w/)e
71
et de méme
—1/2 2 noy L C
27VPB(B? — Ay, — (= w')I) " dz|| < .
0 (w/)e
3
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Enfin, pour w’ > 20,

—-1/2—¢
<0o0y*( ’)’1/2*5/ %el" 1 do
—5

81 1 —-1/2—¢
<C§é/2(w/)—l/2—e/ 5 do
_5

Ainsi il existe K > 0 tel que pour w’ > 205
K
(w)e

|2 - a7, <
L(X)
[

Proposition IV.25 On suppose (IV.35)-(1V.36) et (IV.40). I existe wq > wo tel que pour tout w > wy, les
opérateurs L, M,, sont inversibles dans L(X) et
-1

L;l _ (BQ _Aw)_1/2 (I_B(B2 _Aw>_1/2) c L(X)7

—1/2

_ ~1/2 -1
MGt = (B2 - AT (T4 B (B2 - 407 e LX),

Preuve. Pour tout ¢ € D (L) =D ((B2 —A) 1/2> C D(B), on a

Ly =Byp— (B2 — A,)"?

=~ (1-BB-a,)") (B2 4) e

D’apres le lemme précédent, on a pour tout w > wpy + 282

- K
R .

Lx) ~ (w—wo)
Dong, il existe wy = wp + 2d2 tel que pour tout w > wy,

|B(B2 a7 <1,
L(X)

et Popérateur (I - B(B* - Aw)_1/2) est inversible dans L(X) pour w > wy. Ainsi, L, est inversible dans L(X)
et
—1/2

L71:7(327Aw)—1/2 (IfB(Bzwa) )_IGL(X).

De méme, pour tout ¢ € D (M,,) = D ((32 - A)1/2> C D(B), on a

Mg =—-Bp— (B>~ A)"?¢

=— (I—&-B(BQ—AW)*I/Q) (B2_Aw>1/2

L’opérateur (I + B (B* - Aw)_1/2> est inversible dans L(X) pour w > w;. Ainsi, M, est inversible dans L(X)
et
-1 _ ( —1/2

M B2 4,)" (14 B (B - A) )71 € L(X).
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Proposition IV.26 On suppose (IV.35)-(1V.38) et

D(A) c D(B?), (IV.41)

D((B*- ) (-B-(B2-4)"")) =D ((B* - 0)”* (B~ (B2 1)), (IV.42)
[w07 +OO[ - p(A),

{ 3C >0, YA > 0, ||(Au, — )\I)_1HL(X) < 14% (IV.43)

Alors il existe w1 > wy tel que pour tout w > wy, les opérateurs L, M,, sont inversibles dans L(X) et
L5t = (B4 (B2 - 40)77) A5+ € e LX),

MGU= (=B + (B2 A) ) agt (1 - co) 7t e LX),

ot G, = [B; (B? - Aw)lﬂ ASt e L(X).

Preuve. De (IV.43), on déduit que, pour tout w > wy, A, est inversible dans L(X) et

C

<———. V.44
LX) 14+w—wp ( )

458 ) = (A = o =)
Maintenant, en utilisant le point 1. du Lemme IV.21 et (IV.42), on a
D(L,M,) = D(M,Ly),
et, en vertu de (IV.41), on obtient
D(A) = D(B* — A) = D(L,M,) N D(MyLy,) = D(L,M,) = D(M,Ly).
Pour ¢ € D(L,M,) = D(A), on a
peD(B(B-4)"")nD((B-4)"B),
grice & (IV.36), et de plus
LuMup = - [B; (B2 - A.)*| o — Augp
- (1 + [B; (B2 - Aw)m} A;l) Ay
=~ (I+C.) Aug,
et
Co =B (B2 = 4)"7] (B2 = A0) 7" (B2 = Au) AL
En utilisant (IV.44), on obtient
1(B* - Au) =[[(B* A Auo A" = Dl x,
<IB2AL ) 1 Awo AS ) +1
<K ||(Aw + (w— wo)I)A;1|}L(X) +1
<K ||+ (w—wo) AL ||L(X) +1
<SK(1+C)+1,

A L)
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et avec (IV.37), on en déduit

ICulloo) <||[Bs (B2 = 40) 2] (B2 = a0) 7| (B2 = Au) A2 |

L(X)
(K + KC+ 1)x(w),

or, lim x(w)=0, donc il existe wy > wp tel que pour tout w > wy
w——+00

1CullLxy <1,

et V'opérateur (I + C,,) est inversible dans L(X) pour w > w;. Ainsi LM, est inversible dans L(X) pour
w = wy et
(LoMy) ' =—A I+ C,) 7"

De méme pour ¢ € D(M,L,) = D(A), on a
MyLup = | B (B2 = 4,)7*| ¢ — Augp

== (1= [B: (B2 = 4) '] A0") Aug
=—(I—-Cy)Aue.
Ainsi M, L,, est inversible dans L(X) pour w > w; et
(ML)t =-A (I -C,) "
Maintenant, pour ¢ € X
Lo Mo(LoMo) "o =,

donc M,,(L,M,)~* € L(X) est I'inverse a droite de L,,. Pour construire I'inverse a gauche, on remarque que
pour ¢ € D(M,L,,)
(MwLw)_lewa = 1%

et, d’apres (IV.38), 1 € p(L,,), donc pour ¢ € D(Ly), (L, —1)"tp € D(L%) = D(M,L,,), ce qui permet d’écrire
(L = I)(My L) " My(Ly — I) ™' Ly =(Ly — I)(MyLyy) ™ My L (L, — )l

=(Lo =D)Ly, = D)7y

=¥,
donc L, est inversible dans L(X) pour w > w; et

Lyt =M, (L, M)
=(B+ (B2 -4 ast 1+ co)
De méme pour p € X
MyLo(MoLo) "o = ¢,

donc Ly, (M,L,)~! € L(X) est I'inverse a droite de M,,. Pour construire I'inverse & gauche, on remarque que
pour ¢ € D(L,M,)
(Lwa)_leMww = 1%

et, d’apres (IV.38), 1 € p(M,,), donc pour ¢ € D(M,), (M, — I)"tp € D(M?2) = D(L,M,), ce qui permet
d’écrire
(My — I)(LoMy) 'Ly (My, — I) ™" My =(M,, — I) (L M) ' Lo My (M, — )"ty
=(My, — I)(M,, = I)"'p
=%,
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donc M, est inversible dans L(X) pour w > w; et

MY =L,(M,L,)™*
= (=B+ (B - A7) A (- )

Remarque IV.27 La Proposition IV.26 généralise le Lemma 7, p. 431 de Favini et al. [26].

2 Cadre [P

2.1 Introduction et hypotheéses

On suppose ici que f € LP (R; X), 1 < p < co. On n’exige pas de régularité supplémentaire sur f, contrai-
rement au cadre holdérien, mais on suppose que

X est un espace UMD. (IV.45)

Les hypotheses sur les opérateurs L, et M, sont les suivantes. Il existe un réel positif fixé wq tel que
Yw = wo, ]—0070} C p(—Lw)v ]_0070] C p(—Mw) ;

B C
Lo — M 1H <<,
( ) LX) A

(IV.46)
3C > 1, Yw = wg, YA >0,

B c
M, — A 1H <<,
( ) L(X) A

et
Vw > wo, Vs € R, (—Ly,)%, (—M,)* € L(X);

30,00 e}o,g[,30> 1, Vo > wo, Vs € R, (IV.47)

is 0r|s is On s
H(_Lw) HL(X) < Celrl I’ (—M,) HL(X) < Cefmlsl,
Pour tout w > wp, on suppose également
D(L,) = D(M.,,), (IV.48)
D (Lo +M)*) € D (L= MY?), (IV.49)
L, + M, est inversible dans L(X). (IV.50)
L’hypotheése de non commutativité est la suivante
Vw = wo, ||CLWMW||L(X) < x(w), (Iv.51)

ou le commutateur est
C1LW,]\/[W = (Lw + Mw) (Lw - Mw) 5 (Lw + Mw)_1j| (Lw + Mw)_l 5
et
X : [wo, +oo[ = RT avec  lim x(w) = 0.

w—r+00

On rappelle que, dans de nombreux cas concrets, y(w) = —,ouC, a>0.
o
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D’aprés Phypothése (IV.49), (L., + M,,)* est principal sur (L,, — M,)>. On cherche alors une solution clas-
sique de (IV.2), c’est-a-dire une fonction u telle que

{ ue W2P(R; X)N LP (R; D ((Lw + Mw)2)>
W' € LP(R; D(L, — M,)),

et satisfaisant (IV.2).
Bien évidemment, la solution classique u vérifiera alors

we LP (R;D ((Lw - Mw)2>> :
puisque
(Ly — M) u= —4u” —4(Ly — M) u' + (Lo + My)* u+ 4f.

Les hypotheéses données précédemment nécessitent quelques commentaires.

Remarque IV.28 On compare ces hypothéses avec celles du cadre commutatif pour les espaces LP (voir Cha-
pitre III, Section 3).

1. Sous les hypotheses (IV.46)-(IV.47), on a (—L,) € BIP(01,X), (—M,,) € BIP(0y,X) et sont inversibles
dans L(X). Ainsi (IV.46)-(IV.47) est équivalent a (I11.40)-(II1.41) au paramétre w prés.

L’hypothése (IV.48) a également été utilisée dans le cadre commutatif.
L’hypothése (I11.59) d’égalité des domaines de L,M,, et M, L,, implique l'inclusion des domaines (IV.49).
Dans le cadre commutatif, I'hypothése (IV.50) était déduite de (IV.48) et de 0 € p(Ly) N p(M,,).

On suppose ici Uhypothése de non commutativité (IV.51) qui est beaucoup plus générale que l'hypothése
forte de commutativité des résolvantes (I11.42).

Remarque IV.29
1. Les hypothéses (IV.48)-(IV.51) ont également été utilisées dans le cadre holdérien, voir Section 1.
2. L’hypothése (IV.46) implique que D(L,,) et D(M,,) sont denses dans l’espace UMD X (qui est réflexif) ;
voir Haase [37], Proposition 1.1, p. 19.
3. Les hypothéses (IV.46)-(IV.47) impliquent que, pour tout w > wg, (—L,) € BIP(01,X) et (—M,) €
BIP(0p, X) donc Ly, et M, générent des semi-groupes analytiques uniformément bornés sur X, (eng)
(eéMW)OO ; voir Priss-Sohr [54], Theorem 2, p. 437. Puisque 0 € p(Ly,) N p(M,,), on peut appliquer la

Proposition I.64, donc il existe des constantes positives C, 6 (indépendantes de w d’aprés (IV.46)-(1V.47))
telles que pour tout w > wg, & >0 et k € N\ {0}

§20’

e 0y < Ce < C,
et HL(X) <Ce <G,
kC\* _
I8ty < () e av.52)
k
ket < () e

4. 8i on suppose 0 € p(L,,) N p(M,,) et une hypothése de non commutativité différente de (IV.51) de type
Labbas-Terreni [42], alors (IV.50) est satisfaite ; voir Monniauz-Priss [49], Theorem 1, p. 4790.

5. Sous les hypothéses (IV.45)-(IV.51), la Proposition II1.27, les Lemmes IV.4, IV.5 et IV.6 ainsi que la
Remarque IV.7 sont vérifiés.
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L’étude est organisée comme suit.

Dans la Section 2.2, on montre l'existence et l'unicité de la solution classique. On utilise, pour cela, la
représentation de la solution trouvée dans le cadre holdérien (voir (IV.15)). On donne ensuite une application
de cette théorie dans la Section 2.3. Enfin, dans la Section 2.4, on étudie le retour a I’équation initiale (IV.1).

Dans le but de simplifier, quand la dépendance de w n’est pas utile, on omet w dans les notations, par
exemple, on note L., M,,... par L, M...

2.2 Principaux résultats

On rappelle la démarche adoptée dans le cadre holdérien, et qui est également valable dans notre cadre LP.
Si w est une solution classique de (IV.2), alors v := (L, + Mw)2 u vérifie I’équation intégrale suivante

v+ Ry (v) = Fu(f),

ou pour presque tout x € R

x +oo
FL(f)@) = (Lo + M) / e@=Me £(9)ds + (L, + M) / =)L f(5)ds,
et
1 * (x—s) M, 1 e (s—z)L
R, (v)(x) :Z(Lw + M,) e “Cr,.m,v(s)ds — Z(Lw + M,,) e “Cr.,.m,v(s)ds.

*

Pour f € L? (R; X), le but est de trouver w* > wy tel que pour tout w > w
1. F,(f) € LP (R; X),
2. I+ R, est inversible dans L (L? (R; X)).

*

Dans ce cas, pour w > w*, on peut déduire que 8'il existe une solution classique u de (IV.2), alors u est

uniquement déterminé par la formule de représentation (IV.15) :

u= (L, + M,)"? {(I +R,)! (Fw(f))} :

Ainsi, pour obtenir un résultat d’existence et d’unicité pour I’équation (IV.2), il suffit d’étudier la régularité de
cette représentation.

On pose alors pour une fonction g donnée de R dans X et pour presque tout x € R

x —+o0
Glo)(x) = / Mg (s)ds,  H(g)(x) = / =Dk ().

— 00

On rappelle que la Proposition I11.27 du Chapitre III est vérifiée. De plus, la constante K y est indépendante
de w.
On obtient grace a cette proposition les régularités de F,, et de R,,.

Corollaire IV.30 On suppose (IV.45)-(IV.50). Soit f € LP? (R; X), 1 < p < o0. Alors F,,(f) € L? (R; X).

Preuve. On rappelle que
F(f)=(L+MM *MG(f)+ (L+ M)L *LH(f). (IV.53)

(L+ M)M~', (L+ M)L™! € L(X) d’apres le Lemme IV.5, point 1., donc on a le résultat par la Proposition
II1.27. m
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Corollaire IV.31 On suppose (IV.45)-(IV.51). Soit 1 < p < co. Alors R, € L (LP (R; X)) et il existe w* > wy
tel que pour tout w > w*

[ Beoll 1o s xy) < 1-
Ainsi I + R, est inversible dans L (L? (R; X)) pour w > w*.

Preuve. Soit v € L? (R; X). Cp am € L(X), d’apreés le Lemme IV.5, point 4., donc on a Cp yv € LP(R; X).
Alors, en écrivant

1 1
R(v) = (L + MYM™*MG(Cp pv) — 1L+ ML 'LH(Cp ), (IV.54)

on a R(v) € L? (R; X) par la Proposition III.27.
On fait apparaitre la dépendance de w. Pour tout w > wyp, on a grace a (IV.51)

1 _
||Rw(v)||[,?(]R;X) gZK ||(Lw + Mw)Mw 1||L(X) ||CLwaMw ||L(X) ”U”LP(R;X)

1 —
. ZK H(Lw n Mw)LleL(X) ||CLWMW||L(X) ”U”LP(R;X)
SOX(W) 1Vl o rsx) -

Or lim x(w) =0, donc il existe w* > wy tel que pour tout w > w
w—r+00

[ Beoll o rsxy) < 1-
Ainsi I 4+ R,, est inversible dans L (L? (R; X)) pour w > w*. ®

Remarque IV.32 En vertu des corollaires précédents, on peut dire que s’il existe une solution classique de
(1V.2), elle s’écrit sous la forme (IV.15) :

u= (Lo + M) 2 {(T+ R (L))

pour w > w*. On déduit alors lunicité de la solution classique et aussi, pour presque tout x € R, u(x) €
D ((Lw + Mw)2), ce qui implique, grace a Uhypothése (IV.49), que u(x) € D ((Lw - Mw)Q).

On énonce alors le résultat fondamental de cette section.

Théoréme IV.33 On suppose (IV.45)-(IV.51). Soit f € L (R; X), 1 < p < oo. Alors, il existe w* > wy tel
que pour tout w > w*, équation (IV.2) admet une unique solution classique u.

Preuve. Soit w > 0 fixé tel que w > w*. On note encore L, = L, M, = M et R, = R, F,, = F. On veut
prouver que u défini par (IV.15) est I'unique solution classique de (IV.2). On réutilise, pour cela, la méthode de
la démonstration du Théoreme IV.13.
On pose
vi=(I+R)"(F(f) = (L+M)?ue LF(R;X),

grace aux Corollaires IV.30 et IV.31. Puisque (L — M)* (L + M) * € L(X), on a
(L—M)?u=(L—-M)?>(L+M)>(L+M)>uelLP(R;X).

Ensuite

v="F(f) - R(v),
d’ou
w=(L+M)PF(f)~ (L+M)>R(v),
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puis en utilisant (IV.53) et (IV.54), on obtient
v=(L+ M) (G( £+ H(f) — iG(CLMv) + iH(oL,Mw) , (IV.55)
et ) )
w= L+ 37 (GO + HU) = {6(Crar) + {H(Carn) ) (v 56)

D’apres la Proposition I11.27, u est dérivable au sens des distributions sur R & valeurs vectorielles et
, 1 1 1 1
u = (L + M) MG(f) — LH(f) — EMG(CL,MU) - ZLH(CLM’U) — ECL’MU R (IV.57)

donc pour presque tout = € R, on a u/(z) € D(L + M) = D(L — M) et comme (L — M) (L+ M) " e L(X)
(Lemme IV.5, point 1.)

(L—M)u' = (L—M)(L+M)""(L+M)u e L”(R; X).

De plus, en remplacant (IV.55) dans (IV.57), on obtient

o =(L+ M) (MG( f)—LH(f)— EMG(CL,MU) — iLH(cL,Mv)>

_ % (L+ M) Cpar (L+ M) <G( £+ H(f) - EG(CL,Mv) + iH(CLva)> .

On obtient alors en utilisant le point 6. du Lemme IV.6
W =M (L+M)""G(f)—L(L+M)""H(f)

. B ) » (IV.58)
_ZM(L +M) " G(Cp,mv) — ZL (L+M) " H(Cpmv).

D’apres la Proposition I11.27, v’ est dérivable au sens des distributions sur R & valeurs vectorielles et
W' =f4+M(L+M)""MG(f)+L(L+M)""LH(f)
— iM (L+M)"" MG(Cp o) + iL (L+ M)~ LH(Cp o)
+ i(L — M) (L+ M) Cpav
=f+M(L+M)""MG(f)+ L(L+ M) " LH(f)
- %M (L+ M) MG(Cp o) + %L (L+ M)~ LH(Cp pv)
1

T3

_ 1 1
(L= M) (L4 8) Caag (14 30) (GUP) 4 HUP) = {G(Crare) + {H(Crart))
On obtient en utilisant le point 7. du Lemme IV.6

u' = f+S1G(f) + T H(f) - %SlG(OL,Mv) + iTlH(C’LMv), (IV.59)

ou
1 1 _
Sy =M — S (L—M)M (L+ M) 't

et
1 1 _
Ty = 5L+ 5(L—M)L(L+ M) '
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De plus, en utilisant (IV.56), (IV.58) et (IV.59), on a
u”—|—(L—M)u’—|—i ((L—M)Q—(L+M)2)u:f,

grace au point 8. du Lemme IV.6. De plus (L — M)u', (L — M)*u, (L + M)*u et f sont dans L? (R; X) donc
on peut déduire de cette derniére formule que v’ € L? (R; X).

On vient de montrer que u défini par (IV.15) est une solution classique de (IV.2) et 'unicité de cette solution
classique résulte de la Remarque IV.32. m

2.3 Applications

On va considérer les exemples du cadre holdérien, voir Section 1.5. Pour le premier exemple, on se place dans
un espace X = LP(Q), ot Q = ]e,d[. Le second exemple généralise le premier en prenant 2 un ouvert régulier
borné de R™. On rappelle que dans ces exemples, les hypotheéses (IV.48)-(IV.51) ont déja été prouvées dans la
Section 1.5. Il reste a prouver (IV.45)-(IV.47).

Exemple 1.
On considere sur X = LP (¢,d), 1 < p < oo, qui est un espace UMD (d’aprés Exemple 1.92, Chapitre 1), les
opérateurs définis par

D(Ly) = D(M,) = {p € W?P (c,d) : p(c) = p(d) = 0}

Lop(y) = ¢"(y) + a(y)¢'(y) —we(y), y € Q

Mup(y) = ¢"(y), y €,

ol w > 0, a > 0 et avec, pour plus de simplicité,

a € C*([c,d]), a(c) = a(d) = 0, Im(a) # {0}.

D’apres Seeley [55], L, et M, vérifient (IV.46)-(IV.47).
On peut appliquer le Théoreme IV.33 au probleme aux limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant
pour w > 0 assez grand

2 2 4 3
G 000+ a5 () = 0 G ) = G ) = al) 5 (,0)
0? ou 0?
/(1) G 0.0) = 50" 0) 5 0,0) + 0 S5 ) = Flay), v € Ry € ()
u(z, ¢) = u(z,d) = ‘;27;( ¢) = ‘327;(:3 d)=0,z€R,

dés que f € L1 (R; L? (¢,d)), 1 < p,q < o0, en particulier dés que f € L? (R x (¢, d)).

Exemple 2
Soit © un ouvert régulier borné de R™, n > 2. On considére sur X = LP(Q2), 1 < p < oo, qui est un espace
UMD, les opérateurs définis par

D(L,)=D(M,) = {go € W2P(Q) : ¢ = 0 sur 9Q}
Luo(y) -1-2:612 Dio(y) —wo(y), y € Q

Mye(y) = Ayp(y), y € Q,

ouw >0, a>0 et avec
acC*Q), ap = 0sur 09, Im(ay) # {0}, k=1,..,n
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D’apres Seeley [55], L, et M, vérifient encore (IV.46)-(IV.47).
On peut appliquer le Théoreme 1V.33 au probléme aux limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant
pour w > 0 assez grand

0?u = o 0u
Sz (@) + ) aiy) 8y8x z,y) — w5 (2,y) — Aju(,y) Zaz ay ) (7 )
i=1 k2 1

da 02 - 0%a;\ Ou
: - : A R,y €0
M(ayk)aykay 3 2 () o0+ Bnlen) = Sl 2 € By €

u(z,0) = Asu(z,0) =0, z € R, o € 99,

des que f € LY (R; LP (), 1 < p,q < oo, en particulier dés que f € LP (R x Q).

Remarque IV.34 On ne peut pas ici reprendre I’Exemple 3 de la Section 1.5 puisque l’espace C’g([c7 d]) n'est
pas un espace UMD.

2.4 Retour a I’équation initiale

On illustre ici la théorie opérationnelle précédente en construisant une paire d’opérateurs (L, M,,) satis-
faisant (IV.46)-(IV.51) (sous 'hypothese (IV.45) d’espace UMD). L’objectif est ensuite de pouvoir résoudre
(IV.1).

Dans toute cette section, pour un opérateur linéaire P sur X et pour A € C, on note Py = P — Al

On suppose qu’il existe un réel positif fixé wq tel que les opérateurs A et B vérifient

B? — A, est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A,,),

(B~ Ay, —AT) c (IV.60)

- ST/
Lx) 14X

3C>0,VA <0

(i) D ((32 . A)l/Q) c D(B),

V.61
(i) D (B* — 4) < D ((B* - 4)"* B), oy

Yw > wy,

B (12— AL (B2 - Aw)_lHMX) < x(w), (IV.62)

ol
X : [wo, +oo[ = RT avec hm x(w) = 0.

w400
On suppose que les opérateurs
L,=B- (B2~ A,)"*,
{ M, :=-B— (B*-4,)"?,
vérifient les hypotheses suivantes

Yw Z wo, ]*0070} c p(iLw) ]700 0] - p( Mw)a
C

c (IV.63)
S )

)

3C > 1, Yw > wp, YA > 0, <Mw—”le S

L(X)

(Lo — AI)™ H

et ) ]
Yw > wo, Vs € R, (—Ly,)", (—M,,)" € L(X);

301, 0, € } [ 30 > 1, Yw > wp, Vs € R, (IV.64)

< Cefrlsl ||(= M) < Cefulsl,

||(_Lw HL(X) ‘ HL(X) =

Voici quelques commentaires sur ces hypotheses.
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Remarque IV.35 On compare ces hypothéses avec celles du cadre commutatif pour les espaces LP (voir Cha-
pitre 2, Section 3.3).

1. Les hypothéses (IV.60), (IV.63) et (IV.64) sont équivalentes d celles du cadre commutatif au paramétre w
pres.

2. Concernant (IV.61), (i) est Uhypothése (II1.49) utilisée dans le cas commutatif et implique (ii) si (II1.51)
est vérifice.

3. L’hypothése de non commutativité (IV.62) supposée ici est beaucoup plus générale que Uhypothése de
commutativité des résolvantes (I11.51).

Il est clair que sous les hypotheses (IV.60)-(IV.62), la Remarque IV.19 et les Lemmes IV.21-1V.22 sont
vérifiés. Ainsi, les hypotheéses (IV.60)-(IV.64) impliquent (IV.46)-(IV.51). On applique alors le Théoréme IV.33.

Théoréme IV.36 On suppose (IV.45) et (IV.60)-(IV.64). Soit f € LP (R; X), 1 < p < oo. Alors, il existe
w* > wyp tel que pour tout w > w* , l'équation (IV.1) admet une unique solution u telle que

ue W2P(R; X)N LP (R; D (A)),
u' € LP (R; D (B)),

satisfaisant

p.p.x € R u(z) € D (32 —A),
pp.x €R, W(z) €D ((32 — A)l/Q) ,

et
B*ue L* (R; X).

3 Comparaison avec d’autres travaux

3.1 Approche par les multiplicateurs de Fourier

On rappelle que dans Arendt et al. [1], les auteurs ont utilisé la théorie des multiplicateurs de Fourier pour
I’équation (IV.1) avec B = 0 et w = 0 dans un cadre commutatif sur un espace de type C.

On veut montrer que cette théorie ne peut pas s’appliquer pour ce cadre non commutatif.

Comme f est bornée et donc f € 8'(R, X), on peut utiliser la transformée de Fourier pour I’équation (IV.1)
afin d’obtenir formellement

o~

(A— (w+y?) I+2iyB)ay) = f(y),

ou la transformée de Fourier est définie par

fo = [ e
Ainsi, si on suppose que
(A~ (w+y?) I +2iyB) " € L(X), (IV.65)

on peut écrire
~ . -1 5
u(y) = (A— (w+y?) I +2iyB) " fly),
et donc

u="7 (m(.)f(.)) .
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Cette derniere formule suggere d’utiliser les multiplicateurs de Fourier dans le cas Holder (voir Arendt et al.
[1]). Ces hypotheses sur L, et M, permettent d’avoir pour tout y € R

-1
(B— (B2 = a+wn)'”? £iyl) e L(X),
9 /2, . N\t
(-B- (B —A+w) P 2iyl) e L(X),
dont on peut déduire, seulement dans le cas commutatif entre (32 —A+4wl ) 12 et B, que
9 . 9 /2 . 9 1/2 .
A—(w+y)[+22yB:—(B—(B — A+ wl) +zy>(—B—(B — A+ wl) —zy),

et cette derniere égalité implique (IV.65).
Mais cette approche ne s’applique pas ici puisque L, et M, ne commutent pas.

3.2 Rappel de travaux dans le cadre non commutatif

Certains travaux ont déja été réalisés dans un cadre non commutatif. On peut alors comparer les hypotheses
de non commutativité utilisées dans cette these avec celles de ces travaux.

Da Prato-Grisvard
En 1975, Da Prato et Grisvard [12] ont étudié I’équation suivante posée sur un espace de Banach complexe

X dans le cas parabolique
Az 4+ Bx — Az =y, (IV.66)

oy € X, A >0, Aet B sont des opérateurs linéaires fermés sur X vérifiant H(64) et H(0p) respectivement
avec 04 + 0 < w. L’hypothese classique de commutativité des résolvantes des opérateurs A et B est remplacée
par U'hypothese plus faible H(A, B, ¢).

On dit qu'un opérateur P linéaire sur X vérifie H(0), 0 € [0, 7], si

Yp={zeClargz| <m—0} C p(P),
et 8l existe une fonction numérique paire convexe Cp définie dans | — w + 0,7 — 6] telle que

Cr(9)
|

|z

H(P—z])_1H < pour argz = o.

On dit que A et B vérifient H(A, B, ) si
YA € p(A), (A— AD)"H(D(B)) € D(B),

et §'il existe deux fonctions numériques C' et ¢ définies dans |+ 04,7 — 04 X |m + 0,7 — 0] et ]0,4+00[ X
10, +o0] respectivement, avec C' convexe et paire dans les deux variables telles que

Jlim / 12+ N5 2)d]2] = 0,

[[B; (A= 2'T)" (B = 2"1)7H|| < C056")e(2']; |2")),
pour 0 = arg?’, 0" = argz”, |0'| < 7™ — 04, |0”] < 7 — Op; v désigne ici une courbe simple joignant oo~

oo™ en demeurant dans (¥4 — \) N (Xp) avec O < 0y < 7 — 0. Ils supposent de plus

10B; (A= 21 7N(B = 217 o 0y < CO307)0(12'1 27, (IV.67)

Le théoreme principal est le suivant.
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Théoréme IV.37 Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X wvérifiant respectivement H(04) et
H(0p) avec 04 +0p < w, H(A, B, ) et (IV.67). Alors, il existe w > 0 tel que pour y € Dg(0;p), le probléme
(IV.66) admet une unique solution classique x telle que Ax, Bx € Dg(0;p) pour tout A > w.

Labbas-Terreni

En 1987, Labbas et Terreni [42] ont étudié I’équation (IV.66) dans un espace de Banach complexe X avec
A>0,y€X.

Le probleme est posé avec des hypotheses de type parabolique, i.e. A et B sont des opérateurs linéaires
fermés sur X a domaines non nécessairement denses dans X, tels que (A — 2I)~! et (B — 2/I)~! existent pour
tout z € ¥ 4 et pour tout 2’ € X g, ol

Ya={z€C:larg(z)|<m—04},
Yp={zeC:larg(z)| < m—0p},

tels que 04 +6p <, et
C

[E]
C

2]

Vz € Xa,

)

(A - ZI>_1HL(X) S

Ve € ¥B,

|(B—2'T <

)_1HL(X)

Une hypothese sur le commutateur est donnée : il existe \g > 0 tel que

h
SOY e[ |77 e DA, € X p, (IV.68)

i=1

ou

Z(A- Nl (A== [(A=xD T BD 7|

Ogl—a2<51<2,V2:17,h

Ils ont obtenus des résultats dans le cas non commutatif : en particulier ils ont démontré pour A assez grand
lexistence et la régularité maximale d’une solution x € D(A) N D(B), si on choisit la donnée y dans un espace
intermédiaire convenable entre D(A) et X (ou entre D(B) et X) (i.e. un espace d’interpolation). L’idée de
régularité maximale signifie que si y € Dp(0,00) (respectivement D4 (o, 00), Dg(o,p), Da(o,p), 1 < p < o0)
alors (A — M)z et Bz sont dans Dg(o,00) (respectivement D (o, 00), Dg(o,p), Da(o,p), 1 < p < o0). La
solution est obtenue sous la forme d’une intégrale de Dunford, la technique utilisée est analogue a celle de Da
Prato-Grisvard [12], ot cependant ’équation (IV.66) est étudiée sous une hypothese différente de (IV.68).

Autres travaux

Il existe d’autres travaux réalisés dans un cadre non commutatif. On cite, entre autres Monniaux et Priiss
[49] qui ont étendu le Théoréme de Dore-Venni au cadre non commutatif et ot le commutateur vérifie une
condition de type Labbas-Terreni (IV.68).

On cite aussi Lunardi [46] et [47] ou elle étudie la somme A + B de générateurs de semi-groupes qui ne
commutent pas dans un espace de Banach. Cependant leur commutateur doit admettre une extension fermée
commutant avec les opérateurs A et B au sens de la résolvante.
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Chapitre V

Cadre non commutatif sur un intervalle borné

Dans ce chapitre, on étudie les équations différentielles opérationnelles elliptiques et completes du second
ordre posées sur I'intervalle borné [0, 1], munies de conditions de Dirichlet. L’existence et I'unicité de la solution
classique sont prouvées sous des hypotheses naturelles de non commutativité des coeflicients opérateurs. L’étude
se fait dans I'espace C? ([0,1]; X), 6 €0, 1[, puis dans I'espace L? (0,1; X), 1 < p < co. On montre aussi des
propriétés de régularité maximale de la solution dans le cadre héldérien.

On considere le probleme différentiel opérationnel complet du second ordre et de type elliptique suivant

u”’(z) + 2Bu/ (z) + Au(z) — wu(z) = f(x), z € (0,1),

ot A et B sont deux opérateurs linéaires fermés sur X, (X, ||.|) étant un espace de Banach complexe, w est
un réel positif assez grand, ug,u; sont donnés dans X et f est une fonction définie de [0, 1] a valeurs dans X.
L’ellipticité de I’équation sera précisée plus loin, voir (V.39).

Comme dans le chapitre précédent, on commence par étudier le probleme différentiel suivant

() (Lo~ Mo) o/ (@) + 1 (Lo = M) — (Lo + M) () = f(2). 2 € (0.1),
0

u(0)

u(l)

ou L, et M, sont deux opérateurs linéaires fermés sur X dépendant du parametre w.
L’objectif est le suivant.

1. Donner des hypothéses naturelles de non commutativité sur L, et M, qui permettent de résoudre (V.2)
pour w assez grand.

2. Retourner au probleme (V.1), c’est-a-dire résoudre (V.2) avec L, et M, satisfaisant

1
Lo—M,C2B et 5 ((Lw — MJ)? — (Lo + Mw)2> CA-wl
Dans ce cas, une solution classique de (V.2) sera a fortiori une solution classique de (V.1). On indiquera
ultérieurement comment construire L, et M,,.

L’étude est faite dans deux cadres différents :

e cadre holdérien : on suppose f € C? ([0,1]; X), 6 €]0,1][;
e cadre LP : on suppose f € LP (0,1; X), 1 < p < 0o, avec X un espace UMD.
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1 Cadre holdérien

1.1 Introduction et hypotheses

On suppose ici que f € C?(]0,1]; X), 0 €]0,1].
Les hypotheses sur les opérateurs L, et M, sont les suivantes. Il existe un réel positif fixé wq tel que

36 >0,3C >0: Vw > wp, Ss C p(Ly,), S5 C p(M,,),

_ C _ C V.3
|o==] < S or -7 <Ciess (V3)
Lx) 2| L(x) = |2

o S5 := {z € C\ {0} : Jargz| < g + 5}. Pour tout w > wyg, on suppose également
D(L.,) = D(M.,), (V.4)
D ((Lw n MM)Q) cD ((Lw - Mw)Q) , (V.5)
L., + M,, est inversible dans L(X), (V.6)
I —elweMe ou I — eMeele est inversible dans L(X), (V.7)
(X,D (Lw))1+9,oo =(X,D (Mw))1+9,oo : (V.8)

L’hypotheése de non commutativité est la suivante

Yw = wo, ||CLWMW||L(X) < x(w), (V.9)

ou le commutateur est
Cr,,m, = (Lo + M) (L — M) 5 (L + Mw)_l] (Lo + Mw)_l )

et
. + - —
X : [wo, +oo[ = RT avec wlllf x(w) =0.

On rappelle que, dans de nombreux cas concrets, y(w) = —, ou C,a>0.
w
On note que, sous ces hypotheses et comme au chapitre précédent, le probleme (V.2) est équivalent &

u”(z) + (L — My,) v/ () — % (LM, + MyL,)u(z) = f(x), z € (0,1),

D’apres 'hypothese (V.5), (L, + Mw)2 est principal sur (L, — Mw)z. On cherche alors une solution classique
de (V.2), c’est-a-dire une fonction u telle que

{ we c2(0.11:%)n 0 (10.10:D (Lo + M%) )
u' € C([0,1]; D(Ly, — My)),
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et satisfaisant (V.2). On veut montrer également la propriété de régularité maximale de la solution classique wu,
c’est-a-dire
u", (L — M)/, (L, + M) u e €% (0,1]; X). (V.10)

Bien évidemment, la solution classique u vérifiera alors
we € (10,1);D (Lo - M))),
avec la régularité maximale
(Lo — M) ue ¢ ([0,1]; X),

puisque
(L — M) u=—4u" — 4 (Ly — My)u' + (Lo + M) u + 4f.

Les hypotheses (V.3)-(V.6) et (V.9) sont les mémes qu’au Chapitre IV, Section 1. Les Remarques IV.2
et IV.3 concernant ces hypotheses sont donc encore valables ici. On note que les hypotheses (V.7) et (V.8)
n’apparaissaient pas au Chapitre IV ; elles sont dies aux conditions aux limites. Voici quelques remarques
concernant ces nouvelles hypotheses.

Remarque V.1 On suppose (V.3).

1. Alors I — elweMe est inversible dans L(X) si et seulement si [ — eMvelw [est et dans ce cas

(1= eeee) = e (1= eeet) ot

voir Haak et al. [36], Lemma 3.1, p. 209.
2. L’hypothése (V.7) peut-étre déduite d’une des hypothéses suivantes (obtenues dans beaucoup de cas concrets)

B c

30, a > 0,Yw > wo, V2 € S5, ||(M,, — 21) 1H <—
LX) |w™+ 2|

3C,a > 0,Yw > wo, Vz € S, (wazf)*lH < ¢
LX) |w® + 2|

En effet, si on suppose la premiére, on a alors

1 -
Mo = f/ez(Mw—zl) 'dz,
2w J,

ot vy est la courbe orientée positivement du secteur de p (M) suivant

S = {ze(C\{O} - Jarg(2)] <g+61}u{ze(C: 2] < a1},
ot 61 > 0, 6o > 0 sont donnés.
On remarque que, pour tout z € vy, il existe a > 0 tel que

|€Z| _ eRe(z) < €7a|z|.

Ainsi o
M., Re(z)
el < K [ 5 el

mais sur 7y, il est clair que
1 C
- <=
lwe + 2| T we’
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d’otu c o
e ) < g [ e Hlalel < 5
et on peut supposer wg assez grand tel que pour tout w = woy
||€Mw|‘L(X) <1
et grace a (V.3) on a
C C
leMeb |l ) < <1 lebeMe |l < <L

On en déduit que I — elweMe et I — eMwele sont inversibles dans L(X).

On note que, dans cette remarque, C' désigne différentes constantes indépendantes de w.
Remarque V.2 On note que sous Uhypothese (V.4), on a

(X, D (Li))g,00 = (X, D (M)

0,00 *

Remarque V.3 On suppose (V.4)-(V.5). Si, de plus
D(L,M,) = D(M,L,),

alors (V.8) est satisfaite.
En effet, d’aprés le Lemme IV.4, on a

w

D(L,M,) =D (M2) = D(M,L,) =D (L),
donc pour tout 0 € ]0,1[ on obtient

(X, D(L2)), .. = (X, D(M2))

6,00’

et par la propriété de réitération (voir Lions-Peetre [45]), il s’ensuit

(X, D(L))1 goe = (X, DI2)) o = (X, DOMZ)) 1o = (X, D(Ma)y -

Remarque V.4 On suppose (V.3), (V.4), (V.6) et on considére le cas commutatif (L,M, = M,L,). Alors
les hypothéses (V.5), (V.7) et (V.8) sont vérifiées.
1. Soit p € D ((Lw + MW)Q), alors ¢ € D(Ly, + My,) = D(Ly — M) et (Lo + M) € D(Lo, + M) =
D(L, — M,,), de plus

(L — M) =(Ly — My,) (L, + Mw)_l(Lw + My)p
=(Ly, + M) (Ly — M) (Ly, + M,,)p € D(L,, + M,) = D(L,, — M,,),

ainsi, o € D ((Lw - Mw)2> et (V.5) est satisfaite.

2. L,+ M, génere un semi-groupe analytique sur X, (ef(LW+MW)) et I —eletMe gdmet un inverse borné

£>07
en vertu de Lunardi [48], p. 60, de plus on a

oLt M, Lo M,

v = e we w:eM Ly,

we ,

ainst Uhypothése (V.7) est satisfaite.
3. On a D(L,M,) = D(M,L,) donc d’aprés la Remarque V.3, Uhypothése (V.8) est satisfaite.
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L’étude est organisée comme suit.

La Section 1.2 contient quelques lemmes techniques. Dans la Section 1.3, on utilise la représentation de la
solution du cas commutatif et quelques considérations heuristiques pour obtenir une équation intégrale vérifiée
par I’éventuelle solution classique u := (L., + M, ) 2v. Cette équation intégrale est écrite sous la forme

v+ Ry, (v) = F,(f) + D,

ou Ry, F,, D, dépendent de L, et M,, R, dépendant aussi du commutateur Cr_ »r, et D, des données
ug, u1. Bien évidemment les opérateurs R, et F,, sont différents de ceux du précédent chapitre. La Section 1.4
contient I’étude de F,(f) + D, et R,, ce qui permet d’écrire pour w assez grand

w= (Lo + M) {(T+ R) ™ (FL(f) + D)}

On analyse ensuite cette représentation afin d’obtenir un théoreme fondamental d’existence, d’unicité et de
régularité maximale de la solution classique. Dans la Section 1.5, on donne des exemples auxquels cette théorie
s’applique. Enfin, la Section 1.6 est dédiée a I’étude du retour a I’équation initiale (V.1).

Dans le but de simplifier, quand la dépendance de w n’est pas utile, on omet w dans les notations, par
exemple, on note L, M,... par L, M...

1.2 Lemmes techniques

On note que les Lemmes IV.4, IV.5 (points 2. a 4.) et IV.6 sont vérifiés sous les hypothéses de ce chapitre.
Puisque 1 € p(L) N p(M), on a (L — 1)~ (M —I)"' € L(X) et, d’aprés la Proposition 1.16, on a aussi
M(L-1)"Y L(M—-1)"Y, (L+M)(L—1)"Y, (L+M)(M—1)"%, (L-M)(L—-1)"%, (L-M)(M—1)"' € L(X).

Lemme V.5 Sous les hypothéses (V.3),(V.4) et (V.7), on a
(I- eLeM)fl =TI+eleM(I- 6L€M)71,
{ (I—eMel) =T+ eMeb (1 —eMel) ™,
et M (I —e=eM) ™ (L—1)"Y, L(I—eMeE)™ (M~ 1)~ € L(X).
Preuve. On a
(1= eFeM) (T4 ke (1 - ehe) ™)
=I —eleM 4 eleM (I — eLeM)_l —ebeMeleM (I — eLeM)_l
=1 —eleM 1 ele (IfeLeM) (], eLeM)_l
=1,
de méme
(I—l—eLeM (I- eLeM)A) (I—eLeM) =1,
d’ou
(I— 6L6M)_1 =T+eleM (I—eLeM)_l.
En inversant les roles de L et M, on obtient
(I— eMeL)_l =T 4 eMek (I—eMeL)_l.
11 suffit ensuite d’écrire
M (I— eLeM)_l (L-D'=ML-I)""+ML-1)""(L-TI)e"eM (I- eleM) (L - 1)t e L(X),
L(I—eMeP) (M =1 = L(M = I)™" + L(M — )" (M — I)eMeb (I —eMeP)™ (M — 1) € L(X).
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Lemme V.6 Sous U'hypothése (V.4), (V.8) est équivalente a

M(L - I>_1 (X7D(L))0,oo C (X7D(L))0,oo7 (V 11)
L(M = 1) (X, D (M))g o, C (X,D(M)) '

0,00 *

Preuve. On suppose (V.8). Soit p € (X, D(L)), ., = (X, D(L — 1)), . Alors
(L—D)lpi=ge (X, D(L-T)

donc ¢ € D(L) et (L — Iy € (X,D(L—1)), ..
Lw € (X’D(L))e co? Le. ¢ S (X D(L))1+000

= D(L))g os Or ¥ € (X7D(L))9#Oo donc par somme
(
ce qui prouve la premiere ligne de (V.11

(X,
z)>< Dispme. Ainsi M(L — 1) € (X, D(M))g,, =

, 00

(X, D(L))epo’ La seconde ligne est obtenue en échangeant les roles
de L et M.
Inversement, on suppose (V.11). Soit ¢ € (X, D(L)), 4 - Alors (L —I)¢p = Ly — ¢ € (X, D(L)), ., donc

Mo =M(L—1)"'(L-1I)¢ € (X,D(L))g o = (X,D(M))

6,00 7

ainsi p € (X, D(M)), 4 - De la méme maniere si ¢ € (X, D(M)),,, ., alors p € (X, D(L)) ]

146,00

1.3 Formule de représentation de la solution

Dans le cas commutatif, la solution donnée par Favini et al. dans [22], formule (9) p. 977, peut s’écrire sous
la forme ¢ + ¢ + d, o, pour = € [0, 1]

o(x) = (L+M)"" /Ox @M p(5)ds + (L + M) " /1 DL (s)ds, (V.12)

G(w) = — (L+ M) em™ ([ —eleM) ™ /O L f(s)ds

1

+(L+ M) "M (I - eLeM)_1 eL/ UM £(5)ds
° (V.13)

—(L+ M) e-a)L (I- eMeL)fl/ =M f(5)ds
0

1
+(L+ M)~ e=2)E (1 — eMeL)fl eM / el f(s)ds
0

)= () (1 (15— Y (1 ),

Maintenant, on fait le raisonnement heuristique suivant. On suppose qu’il existe une solution classique u au
probleme (V.2) satisfaisant la propriété de régularité maximale (V.10). On désire trouver une équation intégrale
satisfaite par

= (L+M)*u

Ici, dans ce cas non commutatif, on considére ¢ défini par (V.12) et on écrit pour tout x € [0, 1]
r _ 1
oa) = [ (1 20)7 el (w0 (2= b))+ (2= 300" = (Lt 00 () ) s
0

* / (L+ M) et (“”(s) F(L= M)+ g (L= M) = L+ M) u<s>) o
=y (x) + us(z) + us () + ua(x) + us(x) + ug(x),
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ou

(L+ M) " e@=My (5)ds,

L+ M) e=21y/ (5)ds,

(L+ M)~ e (L — M)u/(s)ds,

A
A=«
_ / (L+ M) @M (L — M) u/(s)ds,
= ¢

/ (L+ M) @M (L= M)* = (L+ M)*) u(s)ds,
0

»JM»—‘

(@) = /x (L4 M) el (L= MY — (L + M) u(s)ds.

L’idée principale est d’effectuer des intégrations par parties afin de déduire 1’équation intégrale satisfaite par v.
Puisque u est une solution classique de (V.2) satisfaisant la propriété de régularité maximale (V.10), tous les

calculs seront justifiés.
Alors, par intégration par parties, on a

ui(z) = [(L + M) e<$*s>Mu’(s)]Z + /0 (L M) MM () ds
=(L+ M) (z) = (L+ M) ™™/ (0)
+ @+ Me@*S)Mu(s)K + /Om (L+ M)~ M2e@=5My(5)ds
=(L+M)""(x) = (L+ M) "™/ (0) + (L + M) Mu(z)
— (L +M)™" Me™Mug + /O (L M) MMy (s)ds,

ot on a utilisé deux fois la continuité du semi-groupe e~ en s = x, puisque u'(z) € D(M) et u(x) € D(M?).

De méme, on a
up(z) = (L + M)~ e =L/ (1) — (L + M) ™"/ () — /1 (L + M) Le=4/ (s)ds
= (L+ M) ey (1) — (L+ M) "/ (z) + (L + M)™" Lu(z)

1
—(L+ M) Let oy, 4 / (L+ M) L2t~y (s)ds,

ot on a utilisé deux fois la continuité du semi-groupe e*~#X en s = z, puisque u'(z) € D(L) et u(z) € D(L?).
Comme ug, uy € D ((L ~ M) —(L+ M)2) = D(LM) N D(ML), on a
(L+ M)  Me™™ug = (L + M) ™" e™ Mug,
(L+ M) Le = yy = (L4 M) el =90 Ly

En appliquant (L + M)? & uy(x) + us(x), on obtient
(L + M)? (uy(x) + ug(z)) = — (L + M) e*™ (' (0) + Mug) + (L + M) =L (v/ (1) — Luy)
Fo(@) 4+ (L + M) /0 M2eE=9M (L4 M) 2 o(s)ds v

1
+(L + M) / L2~ (L 4+ M) 2 v(s)ds.

x
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Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

Maintenant, pour us(x) + ug(x), une intégration par parties donne
(us(2) + ua(x)) = (L + M)~ (L = M)u(x) = (L+ M)~ (L — M)u(x)
—(L+ M) e"™(L — M)ug+ (L+ M) e =25(L — M)u,

+ /m (L+ M) Me@=M(L — M)u(s)ds
0
1
- / (L + M)™" LeC=L(L — M)u(s)ds;

ici, on utilise encore la continuité des semi-groupes en s = x car (L — M)u(x) € D(L) N D(M) d’apres (V.5) et
grace au Lemme IV.5, point 2., on peut écrire

M(L — M)u(z) = M(L — M)(L + M)™*(L 4+ M)?u(x),
L(L — M)u(x) = L(L — M)(L + M) (L + M)?u(z).
En appliquant L + M & us(x) + u4(x), on obtient
(L4 M) (us(z) + ug(z)) = — e*M(L — M)ug + =D (L — M)y

+ /w Me@=M (L — M) (L + M) % v(s)ds
0
1
— / Le® (L — M) (L + M) % v(s)ds.

Or, le Lemme IV.5, point 3., permet d’écrire

Me@ =M (L — M) (L4 M) 2 v(s) = e®IMMEL (L + M) ?v(s) — M2e@M (L 4+ M) u(s),
L= (L — M) (L + M) v(s) = L2eC~9L (L + M) 2 v(s) — e LM (L + M) 2 v(s),

ainsi, en appliquant encore L + M, on a
(L + M)? (us(z) + us(z)) = — (L + M) "™ (L — M)ug + (L + M) e L(L — M)uy

+(L+ M) / e@IMME (L 4+ M) ™% v(s)ds
0

1
+(L+ M) / eCDLLM (L + M) % v(s)ds

x

(V.15)
—(L+ M) /Ow M2e@=M ([, 4 M) v(s)ds

—(L+ M) /1 L2~ (L + M) v(s)ds.

x

Enfin, en appliquant (L + M)? & us(x) + ug(z), on a

(L + M)? (us(2) + ug()) = i(L +M) / TTIM(L — M)* (L + M) v(s)ds
—i(L + M) / @M ([ 4 MY (L + M) % v(s)ds

. o (V.16)
F(L+ M) / =L ([ _ MY2 (L + M) 2 v(s)ds

—i(L + M) / 1 DL (L 4+ M)? (L + M) ™% v(s)ds.

€T
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Ensuite, en utilisant (V.14), (V.15) et (V.16), on a
(L4 M)?¢(z) =v(x) — (L+ M) e™ (u/(0) + Lug) + (L + M) =)L (4/ (1) — Muy)

+ (L+ M) / e@IMNL (L4 M) "% v(s)ds
0
+ i(L + M) / @M ([, — M)?* (L + M) 2 v(s)ds
0

_ i(L_i_M) /:e(x—s)M (L-}-M)2 (L+M)72U(S)d8

1
+ (L + M) / eCOLLM (L + M) "% v(s)ds

+ = (L+ M) /1 eI (L — M) (L + M) v(s)ds

»JM»—* =

(L+ M) /1 eI (L4 M) (L + M) v(s)ds.

xT

En vertu du point 5. du Lemme IV.6, on obtient

(L+ M) = vle) + (L +00) | IOy u(s)ds — (L + M) |t
— (L4 M)e™™ (w/(0) + Lug) + (L + M) eM=E (v/(1) — Muy).

On consideére ensuite 1) défini par (V.13). Tout d’abord, on note que (V.17) pour z =0 et 2 = 1 donne

1 e
/ el f(s)ds = —u'(0) + eFu' (1) + Mug — e Muy — 1 / et O arv(s)ds;
; 0

1 1
1
/0 UM f(5)ds = —eMu/(0) + ' (1) — e Lug + Luy + 1/0 eI=IM O 3 ru(s)ds.

Ainsi, on obtient I’équation intégrale suivante

(L+ M)*(x) = — (L + M) "™ (1 —eLeM) " (' (0) + M (1) + Mug — e M)
+(L+M)e™™(1- ) 16L< eMu/(0) + /(1) — eMLug + Luy)
—(L+M)el™ ””)L( el)” 1( eMu/(0) + /(1) — eM Lug + Luy)
+(L+M)et=mE (1 eMeL) L eM (- (0)+6Lu’(1)+Mu0—eLMu1)

1 _ 1
+ 1 (L+ M) e*M (I — eLeM) 1/ eSLC’L,MU(s)ds
0

1 B 1
+3 (L + M) e™ (I —ele) ' eL/ UM Oy u(s)ds
0

1 B 1
~1 (L + M)et—oE (I —eMeh) 1/ eI=IM Oy ru(s)ds
0

1 B 1
~1 (L+ M) o)L (I — eMeL) ! eM/ ESLCLMU(S)CZS.
0

Cette derniére équation sommée avec (V.17) permet de poser

v+ R(v) = F(f)+ D,
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ol pour tout x € [0, 1]
1 e 1 !
R(v)(r) = (L + M) / MOy sro(s)ds — (L + M) / G=DLCy L u(s)ds
0 T

1 o
+ Z(L—’_M) ™M (I —eke) 1/ et O pv(s)ds
0

1
+ i (L+M)e™ (I- eLeM)_l eL/ eI=IM O s u(s)ds (V.18)
0
1 o
~1 (L+ M) 1oL (I — eMeL) 1/ 6(175)MCL7M’U(8)CZS
0

1 B 1
~ 7 (L4 M)el—oL (I —eMet) LM / e Lo av(s)ds,
0

F(f)(@) = (L + M) / "M f(5)ds + (L + M) e s

— (L4 M)e™M (I—eLeM)71 /1 el f(s)ds
0

1
+(L+M)e™ (1 - eLeM)_1 eL/ =M f(5)ds (V.19)
0

1
— (L + M)et—oE (I- eMeL)_l/ eU=IM £(5)ds
0

1
+ (L + M) =5 (1 - eMeL)71 eM/ e*L f(s)ds,
0

I— eMeL)_1 (—eMu'(0) + /(1) — M Lug + Luy )

(
— (L + M) =05 (1 — eMeL)_1 eM (= (0) + e"u/ (1) + Mug — e" Mu,),
de plus, en factorisant, D peut s’écrire
D(z) = (L+ M)e™ (I - eLeM)71 (I —e"e™) (W (0) + Lug) — u'(0)
+Mug + e"eMu/(0) + e*e™ Lug — e* (L + M) u4]
+ (L + M)k (I- eMeL)_l [— (I —eMeP) (W' (1) — Muy) +u'(1)

+Luy — eMelu/ (1) + eMel Muy — e™ (L + M) uy],

d’ou
D(x) = (L + M) e™™ (I —ebe™) ™ ((L+ M) ug — ¢* (L + M) uy) (V.20)
+ (L + M) 0L (T — MDY (L 4+ M) uy — M (L + M) ) .

Finalement, si u est une solution classique de (V.2) satisfaisant la propriété de régularité maximale (V.10),
alors v = (L 4+ M)? u satisfait 'équation intégrale

v+ R(v) = F(f)+ D,
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avec R, F(f), D donnés par (V.18), (V.19) et (V.20).

On fait apparaitre la dépendance de w pour F : F,,; R : Ry; et D : D,. Pour f € C?([0,1];X), le but
est de trouver w* > wy tel que 'on peut construire, pour w > w* donné, un sous-espace Y,, de C? ([0,1]; X)
satisfaisant

1. F,(f) 4+ D, €Y, sous quelques hypothéses sur les données ug, ui, f(0) et f(1),
2. I+ R, est inversible dans L(Y,,).

Dans ce cas, pour w > w*, on peut déduire que s’il existe une solution classique u de (V.2) satisfaisant la
propriété de régularité maximale (V.10), alors u est uniquement déterminé par la formule de représentation

w= (Lw+Mw)*2{(I+Rw)*1(Fw(f)+Dw)}. (V.21)

Ainsi, pour obtenir des résultats d’unicité et d’existence pour le probleme (V.2), il suffit d’étudier la régularité
de cette représentation.

Bien entendu, quand L, et M, commutent, la formule (V.21) coincide avec celle donnée dans Favini et al.
[22], p. 977.
1.4 Principaux résultats

L’étude de la représentation (V.21) nécessite les résultats suivants sur la régularité holdérienne.

Proposition V.7 Soit Q un générateur infinitésimal de semi-groupe analytique sur X, (egQ)OO, non néces-

sairement continu en 0.
1. Soient 0 €]0,1] et p € X. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(a) eQp e C?([0,1]; X).
(b) v € (X,D(Q))gcc-
2. Soient 0 €10,1] et g € C?(]0,1]; X). On pose

wy(x) = / TRy (s)ds, = € 0,1].
0
Alors wy € C%([0,1]; X), et il eviste K > 0 tel que

leHcB([o,1];X) <K ”9”09([071];)() )

3. Soient 0 €10,1] et g € C?(]0,1]; X). On pose
wal) = [ €92 (gls) - g(0))ds, € [0.1].
0

Alors wy € CH0 ([0,1]; X) N C? ([0,1]; D(Q)).
4. Soient 0 €]0,1[, g € C? ([0,1]; X) et ¢ € X. On pose

ws(z) = e*?p +/ TR (s)ds, = € 0,1].
0

Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(a) wy € CHY([0,1];X) N C?([0,1]; D(Q))-
(b) e D(Q) et g(0) + Qe € (X, D (Q)) oo
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En particulier, si ¢ = 0x et g(0) € (X, D (Q))g . alors il existe K > 0 tel que
1Qwsll o o,11,x) < K lgllcoo,1y:x) -

5. Soient 0 €10,1] et g € CY([0,1]; X). Alors

Q / 9(0)) ds € (X, D (Q)) o

Q/ 1799 (g(s) — g(1)) ds € (X, D (Q)).oc -
0

Le point 3. est obtenu en appliquant la théorie des sommes de Da Prato-Grisvard [12]. Le point 4. qui
améliore le point 3. est dii & Sinestrari [56], voir aussi Da Prato [11]. On trouve dans Guidetti [35], une preuve
simple de ces résultats, voir Proposition 2.5 p.132, Corollary 2.1 et Theorem 2.4, p. 136.

On pose pour une fonction g donnée de [0, 1] dans X et pour z € [0, 1]

Glg)(x) = / T Mag(o)ds,  H(g)(x) = / (=D g(5) s,

Proposition V.8 On suppose (V.3)-(V.8). Soit f € C?([0,1];X), 6 €]0,1][. Alors
Fy(f) + Do € C°([0,1]; X),

st et seulement si

ug,u1 € D (LyM,)ND(M,L,),
My (L + M) uo + (Lo + Me,) (Lo = I)7H(0) € (X, D (L)) o » (V.22)
Lw (Lw + Mw) uy + (Lw + MW) (Mw - I)_lf(l) € (X7 D (Lw))e,oo .

Preuve. On note L, = L et M,, = M... En utilisant le Lemme V.5, on écrit pour tout = € [0, 1]

F(f)(x) + D(x)
=(L+M)(M —1)~'(M — DG(f)(x)
)

+(L+M)(L—-1)"Y(L—-DH(f)(x)

+(L+ M) (M — 1)~ 'e"™(M = 1) (L + M) ug — ( )(0))

+(L+ M) (M =D~ e™(M - 1) (L - I)"Y(L = De" (G(f)(1) = (L + M) u)
+(L+M)(L—1) e DL = 1) (L + M)uy — G(£)(1))

+(L+ M) (L— 1)L = I)(M = I)"H (M — I)e™ (H(f)(0) — (L + M) ug)
+ (L + M) (M =) ™™ (M — I)(L — )" (L — D)%™ (I — eLeM) ™

((L+ M)uo — H(£)(0) + e“G(f)(1) — ¥ (L + M) u)
(L + M) (L= 1) 0L — T)(M — )™ (M — I)eMel (I - eMeb) ™
((L+ M)us = G(f)(1) + ™ H(f)(0) — ™ (L + M) uo)
=(I)(x) + (II)(z) + (ILI)(z) + (IV)(2) + (V)(2) + (VI)(z) + (VII)(z) + (VIII)(z).

On rappelle que (L + M) (M —1)"*, (L+ M) (L—1)~! € L(X). De plus, pour tout = € [0,1], G(f)(z) € D(M),
H(f)(x) € D(L) puisque f € C?([0,1];X), 6 €]0,1].
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Alors, pour (I) et (II), on a
(D)(x) = (L + M) (M — I)lM/Om TN (f(s) = f(a) ds
+(L+ M) (M — I)_lM/Ox @ IM f()ds — (L + M) (M — ) G(f)(x)

=<L+M><M—f‘1/IM€(””‘S’M<f<s> F(@))ds — (L+ M) (M — 1)~ f(=)

+ (L4 M) (M —1)7'e"™M (f(x) — £(0)) = (L+ M) (M — I)~'e*™(L — 1)~ f(0)
+(L+M) (M-I ML(L—1)"" f(0) = (L+ M) (M - I)"'G(f)(x)
=0 (z) + L(x) + Is(z) + Lu(x) + Is(z) + Is(x),

de méme

(II)(z) =(L+ M) (L—I)‘lL/ eI (f(s) = f(x))ds
+(L+ M) (L - 1)1L/1 DL f(a)ds — (L + M) (L — 1) H(f)(z)

—LA M) (LD [ LI () = fla)) ds — (L M) (L~ 1) (@)
+(L+M)(L—-1)" e 5 (f(x) — f(1)) = (L+ M) (L - 1)~ e (M - 1)~ (1)
+ (L4 M) (L—1)" e EN (M - 17 f(1) — (L+ M) (L—1) " H(f)(z)

i=I7(x) + Is(x) + Io(x) + Lio(x) + 11 (@) + T12(x).

Il est clair que I, I3, Ig, Iy € C?([0,1];X); I, Iy € C?(]0,1];X) par la Proposition V.7, point 1.; I,
I5 € C%(]0,1]; X) par la Proposition V.7, point 2.; I, Iy € C? ([0,1]; X) par la Proposition V.7, point 5.
Pour (II1) et (V), on utilise

1
LH(f)(0) = /O Le*® (f(s) = f(0)) ds + ¢" £(0) — £(0), (V.23)

MG(f)(1) = [ MeP=M (f(s) — f(1))ds + €M f(1) — £(1),
LM (M — I)(L — 1) / Let (£(s) — £(0)) ds

1ewM(M I)(L— 1)~ (H()(0) —e" f(0))
Ye™ ((L+ M)uo + (L — I)~" f(0))
Ye™ (M (L + M)ug+ M(L—1I)"'£(0))

et
1
(V)(@) == (L+ M) (L= 1)~ e =L~ T)(M — 1) ’1/ Ml =M (f(s) = f(1)) ds
)~ (G(

eI L - (M - T Ny —er)
0L (L4 M)uy + (M - 1) £(1))
N7 (L(L+ M)uy + L(M - I)7' f(1))

h
|
~
=
|
= = »—-
“A

159



Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

Gréce a (V.11) et a la Proposition V.7, point 5., on a
1
(M =D(E=D7 [ L (7(6) = F0)ds € (X, D(L))y

6,00

0
(L—I)(M-1)~! ; MM (f(s) — f(1)) ds € (X, D (M))

dont on déduit K, K5 € C?([0,1]; X) grice a la Proposition V.7, point 1. En utilisant encore (V.11), on a

(M —=I)(L—1)"" (H(f)(0) — " f(0)) € (X, D (L))g o »
(L+M)ug+ (L—1)""f(0 )) (L>C( (L))aoo,
(L—D)(M—=1)""(G(f)(1) —e™ f(1)) € (
(L+M)uy + (M —-I)""f(1)) e D(L) C ( (L))e,oo,

donc Ko, K3, K¢, K7 € C?(]0,1]; X) par la Proposition V.7, point 1.

En vertu de (V.11) et de la Proposition V.7, point 1., il est clair que (IV), (VI), (VII), (VIII) €
C? ([0,1]; X).

On pose

0007

N=h+L+L+L+Ig+I;+Is+ 1o+ Lo+ T+ K+ Ky + K3+ Ks + Kg + Ky
+{IV)+ (VI)+ (VII)+ (VIII),

alors

F(f)(z) + D(z) =A(z) + (Is(z) + Ka(x)) + (111(w> + Kg(x))
=A(z)+ (L+ M) (M —I)""'e"™ (M (L+ M)ug + (L+ M) (L—1)""£(0))
+(L+M)(L -1 e (L(L+ M)w + (L+ M) (M —1)" £(1)).

L’étude précédente montre que A € C? ([0,1]; X), de plus

x> (L+M)(M—1)""e"™™ (M (L+ M)ug+ (L+ M) (L—1)""f(0))
+(L+M)(L—1)~ e (L(L+ M)uy + (L+ M) (M —1)"' (1)),

est dans C? (0,1]; X) si et seulement si (V.22) est satisfaite. On obtient ainsi le résultat. m
On pose pour w > wg

ng,Mw ([Ov 1] ;X) = {U € CG ([O’ 1] ;X) : (Lw - Mw) (Lw - I)ichw,MwU(O) € (XvD (Lw))

0,00 7

(L = M) (M, = 1)~ Cpar0(1) € (X, D (Lo))g oo |-

Or (Ly — M) (Ly = 1), (L — My) (My, = 1), Cp, o, € L(X). Ainsi, il est clair que C§_, ([0,1]; X) est
un espace de Banach complexe.
Proposition V.9 On suppose (V.3)-(V.9). Soit 6 € ]0,1].

1. Ry,(v) € C%([0,1]; X) si et seulement sive C]_,, (0,1];X).

2. Ry(v) € C} 1y ([0,1];X) si et seulement siv e C}_, ([0,1]; X).

3. R, e L(C]_ . (10,1];X)).
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4. 1l existe w* > wq tel que pour tout w > w*

Rallz(ey o qomx) <1
Ainsi I + R, est inversible dans L (Cszw (10,1]; X)) pour w = w*.

Preuve. On note L, = L et M, = M... Soit v € Cf ), ([0,1]; X). Cp.; € L(X), donc Cp prv € CP([0,1]; X).
On effectue une analyse similaire a celle de la démonstration de la Proposition V.8. En utilisant le Lemme
V.5, on écrit pour tout x € [0,1]

AR(v)(x)
=(L+ M)(M —I)"(M — I)G(Cpnmv)(x)

—(L+M)(L-1I)" ( — D H(Cp mv)(x)
+(L+ M) (M- 1) 'e"™(M = I)(L — 1)~ (L = 1)H(Cp, av)(0)
+(L+M)(M— 1)~ e"™™(M = I)(L - 1)~ (L = 1)e"G(Cpav)(1)
—(L+M) (L—I)‘1 “ DL —1)(M = 1)" (M = G(Cpav)(1)
—(L+M)(L-1) e U(L )M - 1)~ Y (M — I)e™ H(Cp v)(0)
+ (L+ M) (M =) e™™(M — I)(L - )" (L — T)e"e™ (I — ")~

(H(Cp,mv)(0) + e“G(Cp mv)(1))

— )7L - ) (M - I)7N (M — D)eM el (1 —eMek) T
(G(CLav)(1) + M H(CLav)(0))
=()(2) + (D) (2) + (L) (z) + (IV)(z) + (V)(z) + (VI)(z) + (VI)(z) + (VII)(z).
Alors, pour (I) et (IT), on a

(I)(z)=(L+M)(M-1)"'M /O : eT=IM (O yu(s) — Cpao(x)) ds
+(L+M)(M - I)*lM/z @=IMOy yru(z)ds — (L + M) (M — I)7rG(Cp av)(x)
0

=(L+M)(M—-1)""! /x Me==)M(Cp yv(s) — Cpao(x))ds — (L + M) (M — )20 arv(z)
+ (L4 M) (M = 1)~ ™ (Cp yv(x) — Crv(0) = (L+ M) (M = 1)~ "™ (L — 1) Cp arv(0)
+(L+M)(M— 1) e™ML(L - 1) Cpav(0) — (L + M) (M — 1) 7' G(Cp,av)(2)

=0 (x) + L(x) + I3(x) + Ls(z) + Is(x) + Is(z),

de méme

(IT)(x) =— (L +M)(L—-1I)""
—(L+ M) (L-1)

L/:
_L/w

e(s_x)L (CL’MU(S) - CL7MU(‘7:)) ds
1
=IO aro(@)ds + (L + M) (L= I)7 H(Crv) ()

—(L+M)(L-D7! / Le™L (O arv(s) — Cpoagv(a)) ds + (L + M) (L — 1) 720 av(x)

— (L4 M) (L —1)"te=2L(Cp po(a) — Cpoarv(1))

+(L+ M) (L -0t =25 — D~1Cp po(1)

— (L4 M) (L -1 DEM (M — D7 CL (1) + (L + M) (L — I) "L H(Cp av) ()
1217(.’17) =+ Ig( ) + Ig(ﬂ?) =+ [10(1‘) + 111(1‘) + 112(.%').

161



Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

Il est clair que I, I3, Ig, Iy € C?([0,1];X); I, I1,o € C?(]0,1]; X) par la Proposition V.7, point 1.; I,
I € C%(]0,1]; X) par la Proposition V.7, point 2.; I, I; € C? ([0,1]; X) par la Proposition V.7, point 5.
Pour (III) et (V), on a

1
(ITT)(z) =(L+ M) (M - I)"'e"™(M — I)(L - I)~ 1/0 Le*t (Cp yv(s) — Cpav(0)) ds
—(L+M)(M —1)" e"™M(M —I)(L - 1)"" (H(Cp,mv)(0) — e“Cr av(0))
+ (L + M) (M = 1)~ e™(L - 1)~ Cp o (0)
—(L+M)(M —1)"'e"™M(L — I)~'Cp av(0)
=K (2) + K () + Ks(z) + Ka(2),

et

(V)(z)=—(L+ M) (L - I)fle(lfm)L(L —I)(M - I)*1 / Me(—9M (Cr,mv(s) — Cr mv(1))ds
+ (L4 M) (L—-1)"tel ’”)L(L (M —I)™" (G(Crmv) (1) — eMCpav(1))
— (L + M) (L - 1)t L(M — 1)71Op ao(1)
+(L+M)(L—-1)"teDEL(M — 1)~1Cp po(1)
=Ks5(z) + Ko () + K7(z) + Ks(z).

Gréce a (V.11) et a la Proposition V.7, point 5., on a

0,00

1
(M —-1)(L—-1)"! / Le*t (Cp prv(s) — Cpav(0)) ds € (X, D (L))

6,00 7

0
(L—1)(M—1)"" i MM~ (Cp po(s) — Cpov(1)) ds € (X, D (M)

dont on déduit Ky, K5 € C? ([0,1]; X) grace a la Proposition V.7, point 1. En utilisant encore (V.11), on a

M —I)( 1 (H(Cp,mv)(0) — e“Cp av(0)) € (X, D (L))
L—1)" 1OL Mv(O) D(L) c (X D (L))o -

L—I)(M “(G(CrLav)(1) = eMCpL (1)) € (X, D (L)) o »
M-1)" 1CL,Mv(l) €D(L) C (X,D(L))

( 8,00
(

(

( 0,00

donc Ko, K3, K¢, K7 € C?(]0,1]; X) par la Proposition V.7, point 1.

En vertu de (V.11) et de la Proposition V.7, point 1., il est clair que (IV), (VI), (VII), (VIII) €
C?([0,1]; X).

On pose

AN=h+DL+i+1Is+1le+ 17+ 1s+ Ig+ Lo+ L2+ K1+ Ko+ K3 + K5 + K¢ + Ko
+{IV)+ (VI)+ (VII)+ (VIII),

alors

4R(v)(z) =A(z) + (I5(x) + K4(x)) + (11 (z) + Ks(z))
=A(x)+ (L+M) (M —I)"'e"™™M (L - M) (L —I)"*Cp pv(0)
+(L+ M) (L—D"te=2L (L — M) (M — I)"*Cp av(1).
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L’étude précédente montre que A € C? ([0,1]; X), de plus

= (L+M)(M—T)" "™ (L - M) (L—1)"'Cpamv(0)
+ (L + M) (L—1)"te=2L (L — M) (M - I)"*Cp av(1),

est dans C% ([0, 1]; X) si et seulement si

(L—=M)(L—1)"'CpLumv(0) € (X,D(L))g o -
(L—M) (M —I)"'Crmv(l) € (X, D (L))

6,00

donc si et seulement si v € CY ; ([0,1]; X).
On a donc R(v) € C?([0,1]; X) si et seulement si v € C ), ([0,1]; X). De plus, on a

R(v)(0) = — 1 (L + M) H(Cppv)(0) + i (L+M)(I- eLeM)‘1 H(Cp av)(0)

4
+ i (L+M)(I- eLeM) e"G(Cppmv)(1) — i (L+M)el (1- eMeL) G(Cr,mv)(1)
- i (L + M) el (I—eMeL)71 eMH(Cp 0v)(0),
donc
R(v)(0) = — i (L+ M) (I— (I—eLeM)71 + eF (I—eMeL)71 eM) H(CL mv)(0)
- i (L+ M) (eL (I—eMeL) — (I —e"eM)” eL> G(Cr.mv)(1),
I— (IfeLeM)_1 +eF (IfeMeL)_1 eM
—(I ele ) 1(([ LeM)—I—|—(I—eLeM)eL(I—eMeL)_leM>
:(I eLeM 1eL( I+ I—e e) l—eMeL(I—eMeL) l)eM
:(I eLeM 1eL( I+ I )(I—eMeL)71> eM,
I—(I- 6L€M)71 + eF (I- eMeL)71 eM =0, (V.24)
et
el (I— eMeL)_l — (I—eLeM) eL
= (I—eLeM)71 ((I—eLeM) L (I— eMeL)71 —eL>
:(I—eLeM)ileL ((I—eMeL) 1—eMeL (I—eMeL) I)
— (I—eLeM)_leL ((IfeMeL) (I —eMeh) fI) )
d’ou
el (I- eMeL)71 —(I- eLeM)71 el =0, (V.25)
donc
R(v)(0) = 0. (V.26)
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De méme

R(v)(1) = 0. (V.27)

Ainsi, R(v) € Cf ,,([0,1];X) si et seulement si v € CY ;,([0,1];X) et R est un opérateur linéaire de
C? 3 ([0,1]; X) dans lui-méme.

On fait apparaitre la dépendance de w. Alors, par la Proposition V.7, points 2. et 4., et par I’hypothese
(V.9), on a pour tout w = wy

HRW(U)chw,Mw([Ov”?X) <C HCLW,MWHL(X) HU”cgme([o,l];X)
<Ox(w) [lvll o

Lw,]\/jw([ovlhx) :

*

Or lim x(w)=0, donc il existe w* > wy tel que pour tout w > w
w——+00

1RullLics o) <1

Ainsi I + R, est inversible dans L (C]_ ,, ([0,1]; X)) pour w > w*. m
On note qu’il est nécessaire de considérer R, dans C? .., ([0,1]; X) puisque I + R, n’est pas inversible
dans C? ([0, 1]; X) ou dans C ([0,1] ; X).

Proposition V.10 On suppose (V.3)-(V.8). Soit f € C? ([0,1];X), 0 €]0,1]. Alors
Fo(f) + Dw € CL a, ([0,1]5.X)

st et seulement si

ug,u1 € D (LyM,,) N D(M,L,),

My, (L + M) uo + (L + M) (L — 1)1 f(0) € (X, D (Lu))g oc »
Ly (Lo + M) uy + (Lo, + My,) (Mo, — )71 f(1) € (X, D (L)) g o »
(Lo — M) (Lo — 1) Cry s, (Lo + Mo)?uo € (X, D (L)) oo »
(Lo — M)(My, — 1)1 Cry iz, (Lo + Mu)?us € (X, D (L)) o -

Preuve. On note L, = L et M, = M... Par la Proposition V.8, il suffit de calculer F'(f) + D en 0 et en 1.

(F(f)+D)(0):(L+M)H(f)(0)—(L+M)(I—6L6M) H(f)(0)
+ (L + M) (I —eleM)™ LG(f)(l) —(L+ M) (I—eMeb) ™ G()(1)
+(L+M)e* (I- eMeL) eMH(£)(0)
+(L+ M) (I—eeM)” 1((L+M)u0—eL(L+M)u1)
+(L+M)e" (I- ML) (L+M)uy —eM (L+ M)up),
donc
(F(f) + D)(0) = (L + M) (I — (T —ebe™) T ek (1= eMel) ™! eM) H(f)(0)
+(L+ M) (I My~ eLfeL(IfeMeL)_l)G(f)(l)

(
+(L+M) ((1 P I—eMeL)_leM> (L + M) uo

(
+(L+ M) (eL (I—eMeL)71 — (I—eLeM)71 eL) (L+ M)us,
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ainsi, en vertu de (V.24) et (V.25), on a
(F(f)+ D)(0) = (L+ M) I(L+ M)ug=(L+ M)u. (V.28)
De méme
(F(f) +D)(1) = (L + M)*uy. (V.29)

On obtient ainsi le résultat. m

Remarque V.11 Par les propositions précédentes, on peut dire que s’il existe une solution classique de (V.2)
satisfaisant la propriété de régularité mazimale (V.10), elle s’écrit sous la forme (V.21) pour w > w*. On déduit

alors lunicité de la solution classique et aussi, pour tout x € [0,1], u(x) € D ((Lw + Mw)2), ce qui implique,

grace a Uhypothése (V.5), que u(x) € D ((Lw - Mw)2>.
On énonce alors le résultat fondamental suivant.
Théoréme V.12 On suppose (V.3)-(V.9). Soit 0 € 10,1[. Alors, il existe w* > wy tel que pour toult w > w*,

les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (V.2) admet une unique solution classique u satisfaisant

u”, (Ly — M) !, (L + M) u e % (]0,1]; X),
(L + M)’ ue €Yy ([0,1]5X).

2. fe€C?([0,1];X) et

ug,u1 € D (L,M,) N D(MyLy),
M (Lo + Mys) o + (L + Moy) (s = 1)1 f(0) € (X, D (L)) g o »

Ly (Ly + My)uy + (Lo, + M,,) (M, — 1)~ f(1) € (X, D (Lw))&Oo , (V.30)
(Lw - MW)(Lw - I)ichw,MW(Lw + Mw)2UO € (X,D (LW))G,oo )

(Ly — M) (M, — )7 CL, i, (Lo + My)?uy € (X, D (L))

6,00 *

Preuve. Soit w > 0 fixé tel que w > w*. On note encore L, =L, M, = M...

Tout d’abord on prouve que 2. implique 1. Pour cela, on suppose (V.30) et f € C? ([0, 1]; X), on veut prouver
que u défini par (V.21) est 'unique solution classique de (V.2). On pose

vi=(I+R)""(F(f)+ D),

alors
v="F(f)+D—R(v),
d’ou
uw=(L+M) > (F(f)+D)— (L+M)>R(@). (V.31)

On note que (L + M)’ u=wv € C9 1 ([0,1]; X) par les Corollaires V.9 et V.10. Puisque (L — M)* (L+M)? e
L(X), on a

(L—M)?u=(L—-M)?*(L+M)*L+M)?>uec’(0,1];X).
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De plus, en utilisant (V.18), (V.19) et (V.20), dans (V.31), on obtient pour tout x € [0, 1]
u(z) =(L+M)" G(f)(z) + (L+M)_1H(f) x)
L+ M) e (I —eleM)™ (f (0)

=}

)
(L M) M (- eteM) T et (1)

—( )"

( )

—(L+ M) ek (1 —eMe L) G(f)(1)
(L+ M)~ et=0L (1 — ML) T eMH(£)(0)
(L+ M)~ le ( eLeM)_l ((L+M)uo—eL(L+M)u1)
(

_|_
_|_
(L4 M) 0L (T — MDY T ((L 4+ M) uy — e™ (L + M) )

(L M) GO @)+ (L M) H(Cr o))
_ i (L+ M)~ LM (I— eLeM)_l H(Cr,mv)(0)
a1 ) GO )

+ i (L+ M) " el=2)L (I—- eMeL)71 G(Cr,mv)(1)

1 _ _
+ 3 (L M)l (1= eMel) M H (O ) (0),
que 'on peut écrire

u(z) = (L+ M) G(f)(z) + (L + M) H(f)(x) - i (L+ M)~ G(Cp,nv)(x)

1 (V.32)
+5 (L + M) H(Cp ) (x) + (L + M) e fo 4 (L+ M)~ eO-0Lf
fo = (I —e"eM) ™ (“H(£)(0) + e“G(f)(1) + (L + M) ug — e* (L + M) uy
~{H(CLA)0) = G )
et
fro= (T —eMeP) ™ (=G Q) + eMH(F)(0) + (L + M) uy — M (L + M) ug
%G(CL,MU)(U + ieMH(C’L,MU)(O)> :
On a donc pour tout x € [0, 1]
o(e) = (L + M) G(P)() + (L + M) H(P)() ~ (L + M) G(Crarm)(a) )
J& (L+ M) H(Cpav)(z) + (L+ M) e™ fo + (L + M) e =2Ef) '
D’aprés la Proposition V.7, point 4.,
ue 0 ([0,1]; X)nC% ([0,1]; D (L)),
si et seulement si
fo. fr € D(M) = D(L),
£(0) = §Coarv(0) + Mo € (X, D (M), o = (X, D (L)) . (V.34)
£1) + icL,Muu) +Lfi1 € (X,D(L)),...
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Or, en écrivant
fo= (M =170 =) (T = ebe™) ™ (L= 1)7HL = 1) (“H(F)(0) + e GN(1) + (L + M)
—eM (L + Myus — iH(CL,Mv)(O) - ieLG(CL,Mv)(1)> ,
il est clair que fo € D(M) = D(L), grice notamment au Lemme V.5, et de plus
£(0) = CLaro(0) + Mfo =(0) — 3Crarv(0)

+ M(L—1)™" (~LH(f)(0) + L (L + M)ug — iLH(CL,MU)(o))

CM(L—1)! (H(f)(o) (L4 Myug + iH(CL,Mv)(oO
ML= D= De (G — (L4 M) ur = {G(CLar)(D)

+ M(L—1)"Y(L —I)eleMf,

et en utilisant (V.23), on obtient
£(0) = 3Caarv(0) + Mfo =M (L + M)uo + (L + M)(L ~ 1) (0) — (L~ M)(E ~ 1)~ Cr,ar0(0)
(=07 (50) - 1))
e =0 ([ e 16 - 50 s+ e40)
— iM(L —I)7! (/01 Le*t (Cp av(s) — Crparv(0)) ds + eLCL,Mv(O))
+M(L-1)"" (H(f)(o) —(L+M)ug+ iH(CL,Mv)(O))
ML - 1)L - D)t (G(f)(l) (L4 M) — iG(CL,Mv)(1)>

+ M(L— 1)L — I)ekeM fy.

D’apres (V.11), (V.30) et la Proposition V.7, point 5., on a

£(0) = 3CLar0(0) + Mo € (X, D (),

de méme )
F@) + 7 Crav(1) + Lfr € (X, D (L))g o -
Ainsi
we O (0,1]; X) N C? ([0, 1];D ((L + M)2>> .

Ensuite, on obtient pour tout x € [0, 1]
1 1 1
(L+ M) (x) =MG(f)(z) = LH(f)(z) — ZMG(CL,MU)(CC) - ZLH(CL,MU)@) - §C’L,MU($)
+ Me™™ fo — LeCt=)E g,
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donc pour tout = € [0,1], on a v/(z) € D(L+ M) = D(L — M). De plus, en insérant (V.33) dans cette derniere
formule, et en utilisant le Lemme IV.6, point 6., on obtient pour tout = € [0, 1]

W (@) = M(L+ M) Gf) (@) - L(L+ M) H(f)(z) - iM (L + M) G(Cpav) ()
—%L (L+ M) " H(Cp ) (@) + M (L+ M) e*Mfo — L(L+ M) " e(=2Lf,
En vertu de (V.34) et de la Proposition V.7, point 4., on a
u' e CH0([0,1]; X)NCY ([0,1]; D (L — M)).
On a pour tout = € [0, 1]
() =f(x) + M (L+M)" MG(f)(z) + L(L+ M)~ LH(f)(z) - %M (L+ M) MG(Cpyv)(z)
- iL (L+ M)~ LH(Cp, po)(z) + i(L — M) (L+ M) Cp ()
+ M (L+ M) Me™ fo + L(L+ M)~ Le(t=2L
Puis, on insére (V.33) dans cette derniere formule, et on a
W'(2) = f(2) + SIG)E) + TH()(E) — 1$i6(Crpo)(w) + TH(Coarm) (@)
+S1e"M fo 4+ Tret =o)L fy,

(V.36)

ou
Sy =M (L+ M) M+ i(L— M) (L+ M) Cpa(L+ M)
:%M - %(L—M)M(LJrM)_lv
et

~ 1 -
Ty :=L(L+ M) 1LﬂLg(L—M)(LJrM) FOLm(L+ M)
1.1
:§L+§<L_M)L(L+M)*17

d’apres le point 7. du Lemme IV.6.
En utilisant (V.32), (V.35) et (V.36), on a pour tout z € [0,1]

W (x) + (L — M) (z) + % (2= M) = (L4 20)%) u(x)
=1(@) + S2G(N)@) + TH(D)@) = 1S:6(Crar)(@) + {TaH(Cram)(w) + Sae™ fo + Tae -1,
1 1 1 -1, 1 2 2 -1
Sy =5 M = S (L= M)M (L+M)™" + (L= M)M (L+M)"" + (2= M) = (L4 2a)%) (L+ )~ =0,
et

T ::%L + %(L ~M)L(L+M)"'—(L—-ML(L+M)""+ i ((L —M)*—(L+ M)2> (L+M)"" =0,

168



V.1 Cadre holdérien

d’apres le point 8. du Lemme IV.6. On obtient enfin
u”—l—(L—M)u’—i—i ((L—M)Q— (L+M)2)u:f.
De plus, par (V.26), (V.27), (V.28) et (V.29)
(0) = (L+ M) (F(f) + D) (0) = (L + M)"* R (v) (0) = uo,
(1) = (L+M)"*(F(f) + D) (1) = (L + M) *R(v) (1) = uy.
Donc u défini par (V.21) est une solution classique de (V.2) vérifiant la propriété de régularité maximale

(V.10) et (L+ M) u € €9 3 ([0,1]; X) ; I'unicité de cette solution classique résulte de la Remarque V.11.
Inversement, on suppose le point 1. D’une part, on a

u
u

u”+(L—M)u’+i (L~ M)~ (L4 M) =1,
dont on déduit f € C?([0,1]; X). D’autre part, u est uniquement déterminé par la formule (V.21) et
(L+M)*u=(I+R)"" (F(f)+ D) € C{  ([0,1]; X),
et en appliquant I + R € L (Cg)M ([0,1] ;X))7 voir Proposition V.9, il s’ensuit
F(f)+ D € Cpa ([0,1]; X),
ainsi par la Proposition V.10, (V.30) est satisfaite. m

1.5 Applications

On va considérer les exemples traités dans la Section 1.5 du chapitre IV. Pour le premier exemple, on se
place dans un espace X = LP(Q), ou Q2 = ]¢, d]. Le second exemple généralise le premier en prenant {2 un ouvert
régulier borné de R™. Le dernier exemple reprend le premier en conservant les mémes actions d’opérateurs mais
en se placant dans le cadre holdérien X = Cg ([e,d]), B8 € ]0,1[. On rappelle que dans tous ces exemples, les
hypotheses (V.3)-(V.6) et (V.9) ont déja été prouvées dans la Section 1.5 du chapitre IV. Il reste & montrer les
hypotheses (V.7) et (V.8).

Exemple 1.
On veut traiter le probléme suivant

0%u 9%u ou 0t B 0%u

@(%y) +a(y) 990z (z,y) — w“%(:ay) - @(x, y) — a(y)aT,g,(w,y) - a’(y>37y2(w7 Y)

1 ou 0%u
_ia”(y)aiy(xay) +wa87y2(1',y) = f(xay)a T e [07 1] » Y € ]C7d[
92u 9u (V.37)
U(I7C) = U’(xad) = aiyg(xvc) = aiyg(zvd) = 07 T E [07 1}

U(O,y) =1Up, Y € ]C,d[
U(Ly) =u, Yy e ]Cad[v

ouw>0,a>0,et
a € C*([c,d)), a(c) = a(d) = 0, Im(a) # {0}.
On définit les opérateurs Lo et My sur X = LP(c,d) par
D(Lo) = D(Mo) = { € W?P(c,d) : p(c) = p(d) = 0}
Lop(y) = ¢"(y) + a(y)¢'(y), Mop(y) = ¢"(y), y € (c,d).

Le probléme (V.37) s’écrit sous la forme opérationnelle (V.2) avec L, := Ly — w®I, M,, := M.
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Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

— Il existe Cp > 0 tel que, pour tout z € S5 = {z € C\ {0} : |Jarg 2| < g + 5}, on a

_ Co

Lo—=0)"|| <7

H( 0= =1 Lx) |z

dont on déduit o
|zo =207 :

< —.
LX) |w* + 2|
Ainsi, la Remarque V.1, point 2., donne

I —elweMo [ — eMoele sont inversibles dans L(X).
— On a D(L,M,) = D(M,L,) donc la Remarque V.3 donne

(X, D (L)) 149,00 = (X, D (M) 14,0 -
Alinsi, toutes les hypotheses sont satisfaites. On peut alors appliquer le Théoréme V.12 au probleéme (V.37).
En particulier, dans les points 1. et 2. de ce théoréme, il est aisé de voir qu’ici on peut remplacer L, et M, par

L, M. Le domaine d’interpolation (X, D (L)) est défini dans la proposition suivante.

6,00

Proposition V.13 Soient 6 € ]0,1] et 1 < p < co. Alors

B2 (e,d]) si 0 < 0 < %
(LP(c,d), D (L))gn. = 4 Bi(le,d]) 5i 0 = %

1
{o € B2 (le,d]) : (c) = p(d) =0} si » <6 <1
Preuve. En utilisant Grisvard [32], Proposizione 3, p. 683, on a

(LP(e.d). WP (c,d)), . = B2, (Je.d]).

1
Les éléments de Bgeoo(]c, d[) ont une trace en ¢ et d si et seulement si 6 > 5 On utilise Triebel [58], p. 321. Si
' p

0 #+ i7 alors 260 — = # 0 donc
2p p

1

B20 (Je.d[) si 0 < < %
(LP(e,d), D (L)) o = P )

{oe B2 (le,d]) : o(c) = (d) =0} si%<9<1.

Sif= 1 alors 26 — 1o 0 donc (LP(¢,d), D (L))

2p7 p ) b w

Exemple 2
On veut traiter le probleme aux limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant

0?u < 0%u . 0u - O(Ayu
@(m,y) + Zai(y)m(%y) —w %(%y) — Au(z,y) - Zai(y) (L) )
i=1 i=1
"/ da; 9%u 1 & (82%)
— = (z,y) + w*Ayu(x
;1 y ) Y T 2 %::1 a2 ) oy ') yu(@,y)

V.38
= f(z,y), 2 €[0,1],y € Q ( )

£
—
8

Q
—

Il

Ayu(z,0) =0,z €[0,1], o0 € 00
U(O7y) =ug, Yy € Q2
U(l,y) =u1, Y€ Qv
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ou () est un ouvert régulier borné de R™, n > 2, w > 0, a > 0, et
a € C?(Q), ap = 0sur 9Q, Im(ag) # {0}, k=1,...,n.
On définit les opérateurs Ly et My sur X = LP(§2) par
D(Log) = D(My) = {¢ € W?P(Q) : ¢ = 0 sur 90}

Lop(y) = Ayp(y) + Z ai(y)Dip(y), y €

Mop(y) = Ayp(y), y € Q.

Le probleme (V.38) s’écrit sous la forme opérationnelle (V.2) avec L, := Ly — w®I, M, := Mj. De la méme
maniére qu’a I'Exemple 1, on obtient les hypotheses (V.7) et (V.8).

On peut alors appliquer le Théoreme V.12. En particulier, dans les points 1. et 2. de ce théoréeme, on peut
encore ici remplacer L, et M, par L, M. Comme dans 'Exemple 1, on a le résultat suivant.

Proposition V.14 Soient 6 € 10,1[ et 1 < p < oo. Alors
1
26 :
Bppo(Q) si0<6< %

1 1
=< Bp(Q) sif=—

(179, D (L)) o %

1
6 o :
{gaeBgyoo(Q).cp—Osur(‘?Q} sz%<0<1.

Exemple 3.
On veut encore traiter le probleme (V.37) ot w > 0, o > 0, et

a € C*(e,d), alc) = a(d) = 0,a” € CP([e,d)), Im(a) # {0},
mais en définissant les opérateurs Lo et My sur X = Coﬁ([c, d]), B €]0,1], par

{ D(Lo) = D(My) = {p € C2((e.d)) : ¢ € Cle.d)) et p(e) = o(d) = 0}
Lop(y) = ¢"(y) +a(y)¢'(v), Mop(y) =¢"(y), v € l[cd].
Le probléme (V.37) s’écrit sous la forme opérationnelle (V.2) avec L, := Ly — w®I, M, := M.

De la méme maniére qu’'a I'Exemple 1, on obtient les hypotheses (V.7) et (V.8). On peut appliquer le
Théoreme V.12. Dans les points 1. et 2. de ce théoréme, on peut encore remplacer L, et M, par L, M. On a
aussi le résultat suivant.

Proposition V.15 Soient 0,5 €10,1].
1. 81204 B > 2, alors
(COUed), D (L), ={p e C**(e.d)) : ¢"(c) = 9"(d) = ¢(e) = p(d) = 0}
2. 510 <20+ 5 <2, alors
(CEed). D(L)), = {p €™ (e.d): plc) = ¢(d) = 0}.
Preuve. D’apres Triebel [58], Theorem 1, p. 201, on a
(CB([Cv d])’ C2+B([Cv d]))g 0o C20+B([Ca dD

On a 20 + B > 0, donc pour ¢ € C?**5([¢,d]), les traces ¢(c) = ¢(d) = 0 sont bien définies.
Ensuite, pour ¢ € C20%8([¢,d]), les traces ¢”(c) = ¢ (d) = 0 sont bien définies si et seulement si 20+ 3 > 2.
[
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Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

1.6 Retour a I’équation initiale

On illustre ici la théorie opérationnelle précédente en construisant une paire d’opérateurs (L, M,,) satisfai-
sant (V.3)-(V.9). L’objectif est ensuite de pouvoir résoudre (V.1).

Dans toute cette section, pour un opérateur linéaire P sur X et pour A € C, on note P\, = P — AI.

On suppose qu’il existe un réel positif fixé wy tel que les opérateurs A et B vérifient

B? — A, est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A,,),
C (V.39)

1
30> 0,72 <0, | . <=
L(x) 14 A

(B? — Ay — )"

(i) D (B2~ 4)*) c D(B),

(V.40)
(i) D (B>~ 4) < D ((B* ~ 4)"* B),
. 2 1/2 . . . 2 1/2
(X,D (B (B2 — A) ))Hem — (X,D ( B - (B*— A) ))Hem, (V.41)
> (B2 - A,)?] (B2 - ”H < .
Vo > wo, ||| Bs (B2 - )] (B2 - AL) Ly S X@). (V.42)
ol
. + : _
X : [wo, +oo[ = RT avec WEI_EOO x(w) =0.
On suppose que les opérateurs
L,:=B-(B*—A,)"",
M, :=-B—(B*-A,)"*,
vérifient les hypotheéses suivantes
36 >0,3C >0: Yw > wo, S5 C p(Ly), Ss C p(M.,,),
_ C _ C V.43
lo—2n] < S or - <Ziiess V)
L) e Lx) ||
ou Ss := {ZE(C\{O} s arg z] < ﬁ—&—é};et
2
I —elweMe ou I — eMeele est inversible dans L(X). (V.44)

Les hypotheses (V.39)-(V.40), (V.42)-(V.43) sont les mémes que celles utilisées au Chapitre IV, Section 1.6.
Par conséquent, la Remarque IV.19 et les Lemmes IV.21-IV.22 sont encore valables ici. Voici une remarque
concernant ’hypothese (V.44).

Remarque V.16 Dans le cas ot B =0, Uhypothése (V.44) est déduite de (V.39).

1/2

On veut montrer que les opérateurs L, = B — (32 - Aw) et M, = —B — (B2 - Aw)l/2 vérifient les

hypothéses (V.3)-(V.9).

Lemme V.17 On suppose (V.39)-(V.40).

1. On a le domaine d’interpolation

(X, D (L))o = (XD (B* = A)), -

2. L’hypothése (V.41) est équivalente a (V.8).
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Preuve.

1. D’apres le Lemme IV.21, point 1., on a
D(L.) =D ((B2 = 4)").
Comme 0 < 6 < 1,0na
(X.D (L))o = (X.D (B2 - 4)7)), .
et on applique ensuite la propriété de réitération pour obtenir |

(X, D (L))o = (X.D (B> = 4))s.

2. Par la propriété de réitération, il s’ensuit que (V.41) est équivalente a

(X,D ((B — (B - A)”Q)z))lggm = <X,D ((—B — (B —A)1/2>2)>1§9700

De plus, on a
D(M2) =D ((B — (B2 A)”Z)Q) ,
D(L2)=D ((B — (B2 —A)1/2>2> .

1+6
Comme 0 < % < 1, 'hypothese (V.41) est équivalente &

(XD (L)) 150 o = (X, D (MZ)) 150

,00
et par la propriété de réitération, il s’ensuit que (V.41) est équivalente a
(X,D (Lw))1+9,oo =(X,D (Mw))1+9,oo :

Lemme V.18 Sous les hypothéses (V.39)-(V.40), Uhypothése (V.41) est équivalente d

(-B-(B*-2)") (B~ (B2~ )" - 1)_1 (X.D(B*=4)), , C (X, D(B>=A4)), _. )
(B 2)") (B (=) ) (DB ), (DB )
Preuve. Tout d’abord, par la propriété de réitération et par (i) de (V.40), on a
(XD (B2~ 1)), = (x.D((B*- A)l/z))m = (%0 (4B~ (B>~ A)l/z))m . (V.46)
On suppose (V.41). Alors, pour ¢ € (X, D (B* — A))gm = (X,D (B - (B? - A)1/2 — I))(9 oona
(B (B2-2)" 71)_1g0 =ve (X, (B-(B-4)" 71))1%’00,
donc € D (B~ (B2 - 4)"/) et
(B- (B~ -1)ve(x.p(B-(B2-a)"- 1))9,00 = (x,p(B- (B~ A)”Q))Gm, (V.47)
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Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

)
6,00

e (XD (B-(B-4)"))
ie.ve (X,D (B~ (B~ A)1/2)>,

donc par somme (B —(B* - A)1/2> (/NS (Xv D (B —(B* - 4) UQ))

= <X,D (—B — (B2 — A)1/2)> , par (V.41), donc,

146,00 146,00

(-B-B-2") (B-(B2-4)"" ff)_lcp e(x,p(-B-(B2-4)"")) = (X.D(B*-4))

A )
0,00 2,0

ce qui prouve la premiere ligne. En échangeant les roles de B — (B2 — A) 1/2 et —B — (32 — A)l/z, on obtient
la seconde ligne.
Inversement, on suppose (V.45). Alors, pour ¢ € (X7 D (B - (32 — A)I/Q)) boo’ on a
140,00

(B= (B =) ~1)pe(x,D(B- (B2~ 4)"")) = (X,D(B*-4))

8 )
6,00 2,0

donc, par (V.45), on obtient

(-B-(B2-4)"") (B~ (BQ—A)1/2—I>_1 (B-(B2= )" ~1)pe (X,D(B - 4))

§r00”
ainsi 12 1/2
o 2 2 _ B _ 2 _
(-B-(B-2")pe (XD (B2~ 1), = (X.D(-B- (- 2)""))
d’out 12
2
pe (X, (-B- (B - 4) ))Hem.
De la méme manicre si ¢ € (X,D (—B - (32 — A)I/Q))l 5o’ alors ¢ € (XvD (B - (32 - A)I/Q))l P u
+6,00 +0,00
On introduit, pour w > wp, espace C4 5 , ([0,1]; X) des fonctions v de C? ([0,1]; X) telles que
B (5= (12— A" 1) 352 - 40)"°] (B2 - ) ) € (XD (B2 - )
B (—B— (B2 — 4,)"? —I)_l [B; (B2 —Aw)m} (B2 - Ay) (1) € (X,D (B2 - 4)), _.

Alors, il est clair que
Chpe (10,1);X) = CF, ay, ([0,1]3 X),
et est un espace de Banach complexe.
D’apres les Lemmes IV.21, IV.22 et V.17, il est clair que les hypotheses (V.39)-(V.44) impliquent (V.3)-(V.9).
On applique alors le Théoréeme V.12.

Théoréme V.19 On suppose (V.39)-(V.44). Soit 8 € 10, 1[. Alors, il existe w* > wq tel que pour tout w > w*,
les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (V.1) admet une unique solution u telle que

u e C*([0,1]; X)NC([0,1]; D (4)),
u' e C([0,1];D(B)),

satisfaisant

vz € [0,1], u(z) € D (B* — A),

V€ [0,1], W/(z) € D ((32 - A)1/2> :
et la propriété de régularité maximale

u", Bu', Au, B?u € C° ([0,1]; X),
(B* - Au)ue Chp,(0,1];X).
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2. feC9([0,1];X), up,us € D (B? — A) et

(B (B2~ 4)") (B2~ 40) P + (82— 4) 7 (B (B2~ 4.)"” ~ 1) f0)

(B (52— 4)"%) (B2 - 4) 2w+ (B - 4)* (<B— (B2 = )" 1) s, -
B(Bf (B2 - A, 1/2 ) {B 1/2} g,

B(—B—(BQ—Aw )2 -1) 1{ 4,)" |,

sont dans (X, D (B? — A)), o

On souhaite comparer ce résultat avec le Théoreme 3 p. 975 de Favini et al. [22] dans le cas commutatif
(avec w = 0). Cela nécessite le lemme suivant.

Lemme V.20 On suppose (V.39)-(V.41). Sous Uhypothése de commutativité (II1.27), on a

(B2 - )" (B~ (B2 )" —1)71 (X.D (B~ 4)), . = (X.D (B>~ 4)), .

(B2 ) (-8 (B~ 4)"” 1) (X.D (B2~ A)), = (X.D (B - 4))

6 2] .
E,OO E,OO

Preuve. Soit ¢ € (X, D (32 — A))Q - Alors
2

—1

(B=(B2-0)") (B- (B>~ )" ~1) p=¢+(B- (B2—A)1/2—I>_1g0€ (X, D (B~ 4)), .,

et d’apres le Lemme V.18, on a

(-B-(B-2)") (B~ (8- 2)"* 1) pe (x.D (B - 1))

) .
E,OO

Par somme, on obtient

2824 (B (B~ 4)"" 1) o (x.D(B - 1))

2] ’
E,OO

doi (B2~ 4)* (B~ (B2~ 4)'* - I)_1 p e (X,D (B2 - A))
Réciproquement, soit ¢ € (X, D (32 - A)) . Alors

0 .
2,00

2]
5,00

o= (B2-A)"" (Bf (B2 —A)"? 71)_1 (Bf (B2—A)"? 71) (B2—A) .

De plus

—1/2

(B2-4)pe (x,D (B~ 4)"7) = (X,D (B~ 4)) s .,

146,00

par la propriété de réitération. Or d’apres les Lemmes IV.4 et IV.21, points 1.,
9 9 1/2)2
D(LM) =D (M?) =D ((-B - (B2 4)"*)"),

D(ML) =D (L?) =D <(B — (B2 - A)1/2)2> :
D (ML) N D(LM) = D (B2 — A),
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et d’apres le Lemma 7 p. 178 de Favini et al. [23], on a D(LM) = D(ML) = D (B? — A), donc
2 2
D(B*~A)=D ((B - (8- )" ) =D ((B - (B2-4)"?) > : (V.49)
Ainsi puisque 0 < 1%9 <1,on a

(52— A) e (X’D((B_ (BQ_A)1/2)2)>1900: (x.0 (B~ (B2~ 4)"))

3

146,00 ’
par la propriété de réitération, donc

vi= (B= (B2 =) 1) (B2 - 2) Py (x.D(B- (B2~ 1)) ,

= (X,D(B*-A))

6,00

vl

o0

par (V.46), et
o= (B _ ) (B— (B2 _A)1/2 —I)iliﬂ e (B _ ) (B— (B2 _ ) —I)il (X.D (B>~ A)), .

1/2

ce qui prouve la premiere ligne. En échangeant les roles de B — (32 — A) 1/2 et —B — (32 — A) , on obtient

la seconde ligne. m
Dans le cas commutatif et avec w = 0, c¢’est-a-dire lorsque [B; (B — A) 1/2} =0 sur D (B (B* — A)l/Q) C

D ((32 - A)l/2 B) (voir point 3. du Lemme II1.17), la condition de compatibilité (V.48) est équivalente a

(-8 (B~ )Y (B2~ ) g+ (B2 ) (B (B2 )7 1) f(0) € (X.D (B - 4))

(B (82— 2)) (B2~ ) 4 (B2 ) (-B— (B2~ ) 1) f1) € (XD (B2~ 4)), .
Or
(-B— (B = 4)"%) (B2~ 4) o + (B2 - 4)"* (B - (BQ—A)l/Q—I)ilf(O)
= (B2 =) (B (B~ 4)"? —1)71 (B- B2 =) ~1) (=B~ (B- 4)""*) wo+ 1(0))
— (B2 4)"" (19*(17327/1)”271)_1 (£(0) - Au)
- (B2 =) (B~ (132—14)”2—1)_1 (-B- (B2 = 0)"*) u,
de méme

(B= (B2 = 0)"7) (B2 = 0) P uy + (B2 - ) (-B - (B2 - 4)"? —I)ilf(l)
—(B* =) (-B- (B2~ )" - I>_1 (f(1) — Auy)

— (B2 =) (-B- (B2 =) -1)  (B- (B~ 4)")u,

et, puisque ug,u; € D (32 — A)7 on a (—B — (B2 — A)1/2) UuQ, (B — (32 — A)l/z) uy € D ((32 — A)1/2) par
(V.49), puis en utilisant le Lemme V.20, on obtient

oo’

Nl

(B2~ )" (B~ (B2~ )" - 1)_1 (-B- (B2~ 4)"*)u € (X,D (B* - 4))

(B2= )" (-B— (B2 = 4)"" = 1) (B= (B~ 4)"")u € (X,D (B - 4))

[

)
Ne o)
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ainsi (V.48) est équivalent a

(B2~ )" (B~ (B>~ a)"? 71)_1 (£(0) — Aug) € (X, D (B* - A)),

)
E,OO

(B2 A) (B (B2~ )" 1) (1) - Aw) € (X.D (B2 - 4))

) .
5700

De plus, d’apres le Lemme V.20

(B2-4)"* (B~ (B>~ a)"? —1)71 (f(0) = Aug) € (X, D (B> = A)),
& f(0) — Aug € (X, D (B*> — A)),

et
(B2 A) (B (B2~ )" 1) (1) - Aw) € (X.D (B - 4))

& f(1) — Auy € (X, D (B* — A))

,O0

9
2
[

5,00

donc (V.48) est équivalent a

[SI5)

)
,00

£(0) — Aug € (X, D (B2 — A))
{ F(1) = Auy € (X, D (B2 — A))

[SIEY

,00 "

On retrouve alors le Théoreme 3 p. 975 de Favini et al. [22].

2 Cadre [P

2.1 Introduction et hypotheses

On suppose ici que f € LP(0,1;X), 1 < p < oo. On n’exige pas de régularité supplémentaire sur f,
contrairement au cadre holdérien, mais on suppose que

X est un espace UMD. (V.50)

Les hypotheses sur les opérateurs L, et M, sont les suivantes. Il existe un réel positif fixé wq tel que

C (V.51)

{ Yw > wo, |—00,0] C p(—Ly) Np(—=M,,), ker (L) = ker (M) = {0}, Im(L,,) = Im (M,,) = X;
DilHL(X) S A

3C > 1, Yw > wo, YA > 0,

(Lo — AI)’lH

-, (Mw _

LX) A

et ) .
Yw > wo, Vs € R, (—Ly,)", (—M,,)"” € L(X);

301,00 € |0,2[,3C > 1, o > wo, ¥s € R, (V.52)

is 0r|s is On s
H(_Lw) HL(X) < Celrl I’ H(_Mw) HL(X) < Cefmlsl,
Pour tout w > wp, on suppose également
D(L.) = D(M.,), (V.53)
D ((Lw + Mw)2> cD ((Lw - MW)Q) , (V.54)
L, + M, est inversible dans L(X), (V.55)
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Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

I —ebeeMe ou I — eMwele est inversible dans L(X). (V.56)
L’hypotheése de non commutativité est la suivante
Vw 2 wo, [CL, o) < X(W), (V.57)
ol le commutateur est
Ot 3= (L + M) | (L = M) (L + M) 7| (L + M)
et
X : [wo, +oo[ = RT avec  lim x(w) = 0.

w—r+00

On rappelle que, dans de nombreux cas concrets, x(w) = —,ouC, a>0.
w
On note que, sous ces hypothéses et comme au chapitre précédent, le probleme (V.2) est équivalent a

u”(x) + (Lw - Mw) u/(x) - % (Lwa + MwLw) u(x) = f(x)a S (07 1)a

D’aprés Uhypothese (V.54), (L, + M,,)? est principal sur (L,, — M,,)?. On cherche alors une solution classique
de (V.2), c’est-a-dire une fonction u telle que

w0 (L (e 10 7)
ul = L;D(O, 1,D(Lw - Mw))’

et satisfaisant (V.2).
Bien évidemment, la solution classique u vérifiera alors

uwe LP (0, 1;D ((Lw - Mw)2>> )

puisque
(L — M) u = —4u" — 4 (Ly — M) w4 (Ly + M) u+ 4f.

Les hypotheses (V.52)-(V.55) et (V.57) sont les mémes qu’au Chapitre IV, Section 2. La Remarque IV.29
concernant ces hypothéses est donc encore valable ici. Concernant ’hypotheése (V.56), on renvoie & la Remarque
V.1.

Remarque V.21 L’hypothése (V.51) est plus faible que Uhypothése (IV.46) du précédent chapitre puisqu’on
suppose que L, et M, sont injectifs a images denses sans étre nécessairement inversibles. On a précisé a la
Remarque II1.9 pourquoi l'inversibilité de ces opérateurs n’étaient pas nécessaires dans ce chapitre.

L’étude est organisée comme suit.

Dans la Section 2.2, on montre existence et I'unicité de la solution classique. On utilise, pour cela, la
représentation de la solution trouvée dans le cadre héldérien (voir (V.21)). On donne ensuite des applications
de cette théorie dans la Section 2.3. Enfin, dans la Section 2.4, on étudie le retour & ’équation initiale (V.1).

Dans le but de simplifier, quand la dépendance de w n’est pas utile, on omet w dans les notations, par
exemple, on note L,,, M,,... par L, M...
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V.2 Cadre LP

2.2 Principaux résultats

On rappelle la démarche adoptée dans le cadre holdérien, et qui est également valable dans notre cadre LP.
Si u est une solution classique de (V.2) telle que wug,u; € D(Ly) = D(M,,), alors v := (L, + M,)* u vérifie
I’équation intégrale suivante
v+ Ry(v) = Fu(f) + Do,
ol pour presque tout = € (0,1)

1

1 * 1
Rofo)@) = (L + M) [ emMeCy o v(s)ds = (L +00L) [ ey ag ()

1 ot
+ y (Lo, + M) €M (I — elweMe) ' / eSte Oy v v(s)ds
0
1 _ 1
+ 1 (Lo, + M) "M (I — ePveMe) tele / =M 0p o w(s)ds
0

1 _ 1
~1 (Ly + M) et =2k (I —eMeele) 1/ eI=IMa0p o w(s)ds
0
1 B 1
~1 (L + M) elt=®)Le (I - eM“’eL“) b Mo / este Oy, v(s)ds,
0

Fo(H)(@) = (Lo + M) /Ox elr =M f(s)ds + (Lo + Mw)/ elm0be f(s)ds

1
— (Lo + M,,) e"Me (I — eL“eM“)_l/ el f(s)ds
0

1
+ (Lo + M) "M (I — eL“eM“)_1 el / =M £(5)ds
0

1
— (Ly + M) et =0k (I- eM“eL“)fl/ el=Mo £(5)ds
0

1
+ (Ly + M,,) et=2)Le (I- eM”eL“)_l eMe / el f(s)ds,
0

et
Dy () = (Ly + M) €M (I — ebeeMe) ™ ((Ly + M) ug — €5 (Lyy + M) uy)
b (Lo + M) 0080 (1 — Meelo) ™ (L + My)uy — e (Ly + M) uo) .

*

Pour f € L? (0,1; X), le but est de trouver w* > wy tel que pour tout w > w
1. F,(f)+ D, € L?(0,1; X) sous quelques hypotheéses sur les données ug et uy,
2. I + R, est inversible dans L(L? (0,1; X)).

Dans ce cas, pour w > w*, on peut déduire que s’il existe une solution classique u de (V.2), alors u est uniquement
déterminé par la formule de représentation (V.21) :

w= (Lo M) {(I+ Ro) ™ () + Do) |

Ainsi, pour obtenir des résultats d’unicité et d’existence pour le probleme (V.2), il suffit d’étudier la régularité

de cette représentation.
Bien entendu, quand L, et M, commutent, la formule (V.21) coincide avec celle donnée dans Favini et al.

[23], p. 170.
L’étude de la représentation (V.21) nécessite les résultats suivants.
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Proposition V.22 Soit Q un générateur infinitésimal de semi-groupe analytique sur X, (egQ)

£20

X, 1<p<ooetmeN\{0}.
1. eQpe LP(0,1; X).

2. QmeRp e LP (0,1;X) & eQp e WP (0,1;X) & ¢ € (X, D(Q™)),_

Preuve.
1. On a

1 .
g P

1
/ HerapHp dr <C' o] < cc.
0

2. On a pour tout 0 € 10, 1]

oo 9 P dx
(X,D (Qm))&p = {<,0 cX: H‘,L,m(lf )QmezQQOH — < OO} ,
0

(voir Triebel [58], p. 96). Soit ¢ € (X, D (Q™)),_ L ,, alors

P dx

TP Qe || —
T

1 1
[ereeopa= [ |
0 0

0 X

< ||90||(X,D(Qm))1,4 v < o0
mp’

Réciproquement si Qme @y € LP (0,1; X), alors

Or

D’ou

e m-—L P dx ' p e p
/ Hx memezQ@ . :/ ||Qmechp|| dz+/ ||QmezQ<p|| dr
0 0 1

+oo
= ||Qme.QSDH§P(O,1;X) +/1 HQmeIQSOHp dx.

+o00 p +oo 1
| leretel s <o [T el s

P

T B
<O ll? | et
1

< el < oo.
mp—1

p€e(X,D(Q™);_ 1, Qe e IP(0,1;X) @ eQp e W™P(0,1; X).
mp

On pose pour une fonction g donnée de (0,1) dans X et pour presque tout x € (0, 1)

Glo)(a) = [ e egs)is, (o)) = [ I Eg(s)as

0

Le résultat suivant est dii & Priiss-Sohr [54].
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V.2 Cadre LP

Proposition V.23 On suppose (V.50)-(V.52). Soit g € L¥(0,1; X), 1 < p < co. Alors

G(g) e WP (0,1; X)N LY (0,1; D(M,)),
{ H(g) € WP (0,1; X)n L7 (0,1; D(L,,)),
et il existe K > 0 tel que
HG(g)HLP(O,I;X) <
HH(Q)HLP(O,I;X) <
||MwG(g)HLP(0,1,X)
||LwH(9)||LP(o,1,X

K ||9||LP(0,1;X) )
K ”g”LP(o,l;X) )
<K ”g”LP(o 1;,X)
<K ||g||LP 0,1;X)

De plus

G(g) = M,G(g) + g,
H(g)' = —L,H(g) —

Proposition V.24 On suppose (V.50)-(V.53). Soit g € L¥(0,1;X), 1 < p < co. Alors les applications

Uy (g) == Mo (I — ePeeM=) ™" H(g)(0),

Wa(g) = M (1 = eheetle) T e Glg) (1),
Uy(g) = 10w (I — eMocke) T G(g)(1),

Uy (g) = e (I — eMocle) ™ Mo H(g)(0),

sont dans LT (0,1; D (L)) et il existe K > 0 tel que

[Wi(g )HLP 0,1:X) S K”g”LP(OlX) i=1,2,3,4,
[ M., ¥i(g )”LP(O,I X)X KHQHLP 0,1; X)’ =12,
”quji(g)”LP(O,l,X S K ||g||LP 0,1;X) i =34

Preuve. On note L, = L et M,, = M... Pour i = 1,2,3,4, il est clair que ¥;(g) € L (0,1; X) avec

W (g )HLP(O,LX) K”gHLP(O,l,X)

En effet, par exemple, pour ¥ (g), on a

[ 1w ||de—/01
-,
< [ e - ey
<o([ ||g<s>||ds)

Or |lg(+)|| € L? (0,1) € L' (0,1) et par I'inégalité de Hélder

1 P 1
</0 ||9(8)||d8> </0 lg()II” ds = llgllz00,1.5) -

/ 191(9) ()P d <K 9]l e 0105 -

M (I - eLeM)71 H(g)(O)Hp dx

P

1
M (IfeLeM)_l/ e*Lg(s)ds| dx
0

p 1 . »
L(X) (/0 ||e® HL(X) ||g(s)||d5> de

Ainsi
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1. Pour M¥4(g), on a

p

dzr

1
Me™M (I — eLeM)71 e*Lg(s)ds
eng

1
/ 1MW (g ||de—/
0 0
1 1 x
<2”_1/ Me*M (I— eLeM) /
0 0

1
+2P‘1/
0

p

dr =

p

dx

(s)ds

p

1
MeM (I—eLeM)il/ e*lg(s)ds|| dx.
T

Pour la premieére intégrale, on a

1 T
/ Me™M (I — eLeM)il/ el g(s)ds
0 0

p

(z— 5)M sM (I—eLeM) 163Lg(8)d8 dx

/ HMG M1 eFeM) T etg()) )| de

_ P
=|MG(eM (I ebeM) etyg(-
H (e ( ec ) ¢g()) LP(0,1;X)’
et en utilisant la Proposition V.23, on obtient
1 T p
/ Me™M (I—eLeM)il/ e*lg(s)ds|| dx
0 0
_ P
<KP |leM (1 — eLeM 1 7 ‘
eM(I—ebe™) etg() P (0.1
1
<Kp/ ™M (I—eLe H
xM —1 aL||P
< [ e [ ) L B gy oI
<0 [l az
0
<Cligltr1.x) -
Pour la seconde intégrale, on a
1 L P
/ Me™M (I —ele) / esLg(s)ds|| da
0 T
1 . 1 P
:/ MM (I —e"e™) (L—I)_lewL(L—I)/ e g(s)ds|| dx
0 x

:/1 MM (I — eleM) ™ (L — 1) e E(L - 1) (g)(x)dex

< [ 21 (1= ety @=n ) et 1 = DEG@) @) do

1 1

<2 [ L@@l dr+ 2 [ |HG @) i
0 0

<2 ONLHG)r 0,150 + 27 CIH @ 2 0.1, 5)

<2PKC |9l ro1.x) -

Ainsi, il existe une constante Ky > 0 telle que

||M\I’1(9)||LP(0,1;X) <K ||9||LP(0,1;X) :
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V.2 Cadre LP

2. Pour MWs5(g), on procede de la méme maniére

1 1
/ | MWy (g) ()| do —/ Me™M (I — eLeM)71 eL/ =M g(5)ds
0 0

1
<or! /
0

1
+2r7! /
0

Pour la premieére intégrale, on a

1 T p
/ Me™M (IfeLeM)_leL/ =M g(5)ds
0 0
1
:/ / Mel@—)M sM (I eLeM)—leLe(ks)Mg(s)ds
0

= [ [pae - ey ety an

p

p
dx

dzx

x p
Me™M (I — eLeM)71 eL/ e1=9IM g(5)ds
0

p

1
Me™™ (1 — eLeM)71 eL/ =M g(5)ds|| da.

dx

p
dx

= HMG(@'M (I- eLeM)_1 el =IMg (1))

LFP(0,1;X)
<O HgH:zP(oJ;X) ’

comme pour la premiere intégrale de MWy (g). Pour la seconde intégrale, on a de méme

1 1
/ Me™™M (I — eLeM)71 eL/ =M g(5)ds
0 T
1

1
:/ My (I e eM)*l (L — I)—lemL(L _ I)/ e(s—w)Le(l—s)Le(l—s)Mg(s)dS
0

x

p

dx

p
dx

1
:/ e MM (I = ebeM) ™ (L= D)7l (L — DH( M g()) )| do

1
<C [ - DrE M) @) ds
0
< L — DH(e(I—)L(=)M !
S e .

gKO Hg|‘12P(071;X) .
Ainsi, il existe une constante K5 > 0 telle que
[ M P2 (g )”LP(O 1,X) X < Ko ||9||LP(0 1;X) "

3. Pour LV¥3(g), on effectue les changements de variables suivants

et on obtient
p

1
Le(l—2)L (I—eMeL)_l/ =M g(5)ds|| dx
0

1
/ |L%s(g) (@) do = /
0

1 1

:/ Le™ (I - eMeL)il/ eMg(1 - 0)do
0 0

<K [lg(1 -

p

dr

')”121’(0,1;)() ’
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Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

grace au point 1. et en échangeant les roles de L et M. On en déduit
||L‘I’3(9)||LP(0,1;X) < Ky ||9||LP(0,1;X) :
4. Pour LU,(g), on effectue les changements de variables suivants

oc=1-s, do = —ds

)

T:l—x’ dT:_dm7

et on obtient de méme

1

/ LW (g dex—/
0

1

-/

<Kz lg(1 = )Ipro.x) -

1
Lel—2)L (I _ eMeL)*1 eM/ e*Lg(s)ds
0

1
Le™" (I - eMeL)_1 eM [ =Dl — 0)do
0

grace au point 1. et en échangeant les roles de L et M. On en déduit
||L‘I’4(9>||LP(0,1;X) < Ko ”g”LP(O,l;X) :
11 suffit ensuite de prendre K = max{K;, K5} pour conclure. m
Proposition V.25 On suppose (V.50)-(V.56). Soit f € L? (0,1; X), 1 < p < oo. Alors F,,(f) € L? (0,1; X).
Preuve. On note L, = L et M,, = M... En utilisant les notations de la Proposition V.24, on peut écrire

F(f)=(L+M)(M =1~ (M = DG(f) + (L + M) (L~ 1)~ (L~ 1)H(f)
— (L+M) (M~ 17N M = 1)U (f) + (L + M) (M — )" (M — I)¥s(f)
—(L+M) (L= D)L= DWs(f) + (L+ M) (L~ 1)L~ D)Wa(f).

On rappelle que (L+ M) (M — )Y, (L+ M) (L — I)~t € L(X). Ainsi F(f) € LY (0,1;X) en vertu des
Propositions V.23 et V.24. m

Proposition V.26 On suppose (V.50)-(V.56). Soit 1 < p < co. Alors
D, € L?(0,1; X),
si et seulement si
wo,ur € (X, D (Lo + Mo)?)) .
1—55.p
Preuve. On note L, = L et M, = M... En utilisant le Lemme V.5, on écrit pour presque tout x € (0, 1)

D(x) =(L+ M) (M —I)"Y(M — I)e®™ (L + M) ug

—(L+M)(M—I1)""(M — D)e"™Mel (L + M) uy
+(L+M)(L-1)"YL - 1)L (L 4+ M)u,
—(L+M)(L—1)"YL—=1)e LM (L 4+ M) ug
+ (L + M) (M —I)" (M = D)e"™MeLeM (I —ebe™) ™" (L + M)ug — e (L+ M) uy)
+ (L + M) (L— 1) (L= D)e® = EeMel (1 — eMeb) ™ (L+ M)uy — e™ (L + M) up)
=) (z) + (1) (z) + (L) (z) + (V) (z) + (V)(2) + (VI) ().
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V.2 Cadre LP

On rappelle que (L + M) (M —I)71, (L+ M) (L —1I)~! € L(X). I est clair que (I1), (IV), (V) et (VI) sont
dans LT (0,1; X) si et seulement si ug,u; € D(L + M) par le point 2. de la Proposition V.22.
Ensuite, (1) et (I11) sont dans L (0,1; X) si et seulement si

(L+M)uo € (X,D (M), 1,
T
(L+Myu € (X, D(L); s,
et, comme 0 < 1 — — < 1, en utilisant (V.53), cette derniére est équivalente a
p
(L+ M)uo,(L+M)ur € (X,D(L+M)),_ 1,
qui est équivalente a
ug,ur € (X, D(L+M))y_ 1 Do
.,
qui est encore équivalente a
wo, U1 € (X,D ((L T M)2)) :
11

2p P
par la propriété de réitération. m
Proposition V.27 On suppose (V.50)-(V.57). Soit 1 < p < co. Alors R, € L (L (0,1; X)) et il existe w* > wy
tel que pour tout w > w*
IRl (2e(0,153)) < 1-
Ainsi I + Ry, est inversible dans L (LP (0,1; X)) pour w > w*.

Preuve. On note L, = L et M,, = M... Soit v € LP (0,1; X). Cp p € L(X), d’apres le Lemme IV.5, point 4.,
donc on a Cp, pv € LP(0,1; X). En utilisant les notations de la Proposition V.24, on peut écrire

AR(v) = (L + M) (M = 1" (M — )G(Cppv) — (L + M) (L~ 1) (L — )H(Cp, 110)
+(L+M)(M—1)"Y(M — 1)V (Cparv) + (L+ M) (M — 1) (M — I)Uy(Cp arv)
—(L+M)(L—=1)""L = DW3(Cppv) — (L+M)(L—1)" (L —1)U4(Cp prv).

On rappelle que (L+ M) (M — I)7Y, (L+ M) (L — I)~' € L(X). Ainsi, R(v) € LP(0,1;X) en vertu des
Propositions V.23 et V.24.

On fait apparaitre la dépendance de w. Alors, griace a ces mémes propositions, il existe une constante K > 0
tel que pour tout w > wy

”RW(U)HLP(OJ;X) <K ||CLWMw||L(X) ||U||Lp(o,1;x) ’

puis, grace a 'hypothese (V.57), on a

HRw(U)HLP(o,l;X) < Kx(w) ||UHLP(0,1;X) ’

Or lim x(w) =0, donc il existe w* > wy tel que pour tout w > w*
w——+400

1Bl Lzr 0,15y < 1-
Ainsi I 4+ R,, est inversible dans L (L (0,1; X)) pour w > w*. m

Remarque V.28 Par les propositions précédentes, on peut dire que s’il existe une solution classique de (V.2),
elle s’écrit sous la forme (V.21) pour w > w*. On déduit alors lunicité de la solution classique et aussi, pour

presque tout x € (0,1), u(z) € D ((Lw +Mw)2), ce qui implique, grace & Uhypothése (V.54), que u(x) €
D ((Lw . Mw)2>.
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On énonce alors le résultat fondamental suivant.
Théoréme V.29 On suppose (V.50)-(V.57). Soit f € L? (0,1; X), 1 < p < co. Alors, il existe w* > wy tel que
pour tout w = w*, les deuxr assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (V.2) admet une unique solution classique u.

2. up,u; € (X,D ((Lw +Mw)2))

L
1—571)

Preuve. Soit w > 0 fixé tel que w > w*. On note encore L,, = L, M,, = M... On réutilise la méthode de la
démonstration du Théoreme V.12.
Tout d’abord on prouve que 2. implique 1. Pour cela, on suppose

U, uy € (X, D ((L + M)2>) = (X,D(L+M)), . (V.58)

15
1—5=.p »P

par la propriété de réitération. On veut prouver que u défini par (V.21) est 'unique solution classique de (V.2).
On pose
=(I+R)Y(F(f)+D)=(L+M)*uelLl(0,1;X),

par les Propositions V.25, V.26 et V.27. Puisque (L — M)* (L 4+ M)™* € L(X), on a
(L—M)*u=(L—M)?*(L+M)>(L+M)?>ueLP(0,1;X).
Ensuite
v=F(f)+D—R(v),
d’ou
u=(L+M)>(F(f)+D)— (L+M) >R (v).
On rappelle que pour presque tout z € (0, 1)
u(z) = (L+ M) G(f)(x) + (L+M) 1H(f)(ﬂﬁ)
— (L+ M) e M (1 kM) T H(f)(0)
(L+ M)~ e (1= ele) ™ LGN
— (L + M) el (I—eMeL) G(f)(1)
(L+ M)~ el=0L (1 — ML) eMH(£)(0)
( )"
(

1 e

+(L+M

_|_
4 (L4 M) e ™M (T —ePe™) T ((L+ M)ug — " (L+ M) uy)
+(L+ M) e (1~ eMel) ™! (L+M)uy —e™ (L + M) ug)
- M) G (Crar)(@) + § (L + M) H(Crar)(@)
- i (L+ M)~ e (1 — e M) ™ H(Cparv)(0)

1

— LM e M (T PeM) T G ) (1)

i (L+ M)~ 008 (T — MeB)™H G(Cp o) (1)
i (L+ M)t Q=L (1 — ML) M E(Cp ) (0),
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que 'on peut écrire

u(z) = (L 4+ M) GH) + (5 + M)~ HP)) ~  (L+ M) GCrar0) x) s
+% (L4 M) H(Cp o) (2) + (L + M) M fo + (L + M)~ et=oL gy
ol
for= (T —e“e™) ™ (“H(£)(0) + e G(f)(1) + (L + M) ug — ¥ (L + M) uy
—TH(CLam)(0) - ieLG(oL,Mv)(l)) ,
et

fri= (1= eMeh) T (=G ) + MH(F)O0) + (L+M)u — M (L+ M) ug

ieMH(CL,MU)(O)) .

1
+ZG(CL’MU)(1) +
On a donc pour presque tout x € (0, 1)

1

v(z) = (L+M)G(f)(z) + (L + M) H(f)(2) = 7 (L+M)G(Crmv)(z)

X (V.60)
1 (L + M) H(Cp o) (@) + (L + M) e fo + (L + M) e =9 f.

Maintenant, en utilisant le Lemme V.5, on a
1 1
fo==H(f)(0)+e"G(f)(1) + (L + M) ug — e* (L + M) us — ZH(CL,M'U)(O) - ZeLG(CL,MU)(l) +eleMfo,

et par (V.58), il est clair que (L + M)ug € (X, D (L + M)), 1 ,, de plus en vertu de la Proposition V.23, on a
T
H(f)(0), H(Cp,amv)(0) € D(L) = D(M), dou

foe (X, D(M)), .

_;7p .
De méme
fre(X,D(D), 1,

Ainsi, d’apres les Propositions V.22 et V.23, u € W1 (0,1; X) et pour presque tout = € (0,1)
1 1
(L+ M)W/ (@) =MG(P)(@) ~ LH(f)(@) - *MO(Cy0)@) - LHCa)@) (V6D
1
— §CL7MU(.Z‘) + Me™M £y — Le(l_”)Lfl.

Par conséquent, on a (L + M)u' € L?(0,1; X). Ainsi pour presque tout = € (0,1), on a v'(x) € D(L+ M) =
D(L — M) et comme (L — M) (L + M)~ " € L(X) (Lemme IV.5, point 1.)

(L—M)u' = (L—M)(L+M)""(L+M)u €L (0,1; X).

Ensuite, en insérant (V.60) dans (V.61), et en utilisant le Lemme IV.6, point 6., on obtient pour presque tout
z € (0,1)

w'(x) =M (L+M) ' G(f)(x) — L(L+ M) H(f)(x) — %M (L+ M) G(Cp o) (x) v.62)
—iL (L+ M) " H(Cp ) (@) + M (L+ M) e"™Mfo — L(L+ M) " et=2Lf, '
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Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

D’aprés les Propositions V.22 et V.23, u' € WP (0,1; X) et pour presque tout z € (0, 1)
o (z) =f(x) + M (L+ M) MG(f)(z) + L(L+ M) LH(f)(z)

- %M (L+ M)"  MG(Cparo)(@) + iL (L+ M)  LH(Cpar0)()

1 _ _ _
+ 5 (L= M) (L+ M) YCpov() + M (L + M) Me®™ fo + L(L+ M) " Lel=2)Lf)

Ainsi w” € LP (0,1; X). Puis, on insére (V.60) dans cette derniére formule, et on a pour presque tout = € (0, 1)

W(x) = F(@) + $iC() @)+ TH()(w) — 751G(Coarm)@) + (T H(Craro)a)

1 (V.63)
+81eM fo 4+ Tye=2) L f)

ou
Sy =M (L+M)"" M+ i(L — M) (L+ M) Cp (L + M)
_%M - %(L — M)M (L +M)™",
et

- 1 -
Tyi=L(L+M)" Lt (L= M) (L+M)" Cpu(L+M)

1.1 _
=L+ 5(L=M)L(L+M) L

d’apres le point 7. du Lemme IV.6.
En utilisant (V.59), (V.62) et (V.63), on a pour presque tout = € (0, 1)

u"(z) + (L — M)/ (z) + i (2= M) = (L4 M)?) u(x)
=f(2) + S2G(f)(x) + ToH(f)(z) — ESQG(CL,MU)(@‘) - %TQH(CL,W)(Q:) + Soe™ fo + Toe =L fy,
ot
S, ::%M _ %(L MM (L+ M) 4+ (L — M)M (L + M) + % (2~ 80~ (L4 M) (L 4+ M) =0,
et
7, ::%L + %(L CM)L(L+ M) = (L—M)L(L+ M) + i (2~ M)~ (L4 M) (L + )" =0,
daprés le point 8. du Lemme TV.6. On obtient enfin
u”+(L—M)u’+i (L= M) = (L+M))u=r.

De plus, il est clair que
et

voir la démonstration du Théoréme V.12.
Donc u défini par (V.21) est une solution classique de (V.2) et I'unicité de cette solution classique résulte de
la Remarque V.28.
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V.2 Cadre LP

Réciproquement, on suppose le point 1. Alors u s'écrit sous la forme (V.21) :

w=(L+M){(I+R) " (F()+ D)},
On a
(L+M)*u=(I+R)""(F(f)+D)€LP(0,1;X),
et en appliquant (I + R) € L (L? (0,1; X)), voir Proposition V.27, il s’ensuit
F(f)+DeL?(0,1;X),
de plus comme F(f) € L? (0,1; X) par la Proposition V.25, on obtient
DeLP(0,1;X),

ainsi par la Proposition V.26, le point 2. est satisfait. m

2.3 Applications

On va considérer les exemples traités dans la Section 2.3 du Chapitre IV. Pour le premier exemple, on se
place dans un espace X = LP(£2), ou Q = (¢,d). Le second exemple généralise le premier en prenant 2 un
ouvert régulier borné de R™. On rappelle que dans tous ces exemples, les hypotheses (V.50)-(V.57) ont déja été
prouvées dans les Sections 2.3 du Chapitre IV et 1.5 de ce chapitre.

Exemple 1.
On veut traiter le probleme aux limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant
0%u 0%u o Ou dtu Pu N
@(%y) +a(y) dydr (z,y) —w %(%?J) - @(%Z/) - a(y)a—yg(x,y) —a (y>87y2(‘/1"7y)
1 ou 0%u
_ia”(y)aiy(xay) +wa87y2($,y) = f(xay)7 T e (Oa 1) sy € (Ca d)
92u 9u (V.64)

u(z,¢) = u(z,d) = 8—y2(x,c) = a—y2(z,d) =0,z € (0,1)
U(O,y) =1Up, Y € (Cv d)

U(Ly) =u, Yy e (C7d)7

outw>0,a>0,et
a € C%([e,d)), a(c) = a(d) = 0, Im(a) # {0}.
On définit les opérateurs Lo et My sur X = LP(c,d) par
D(Lo) = D(My) = {p € W*P(c,d) : (c) = p(d) = 0}
Lop(y) = ¢"(y) + aly)¢'(y),  Mop(y) = ¢"(y), y € (¢.d).

Le probleme (V.64) s’écrit sous la forme opérationnelle (V.2) avec L, := Ly —w®I, M, := M.

On peut appliquer le Théoreme V.29 deés que f € L9(0,1;LP (¢,d)), 1 < p,q < oo, en particulier pour
f € LP((0,1) x (¢,d)). De plus, il est aisé de voir qu’ici, dans les points 1. et 2. du théoréme, on peut remplacer
L, et M, par L, M. On a aussi le résultat suivant.

Proposition V.30 Soit 1 < p < co. Alors

(Lp(c,d),D ((Lw+Mw)2)) =
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Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

Preuve. En utilisant Grisvard [32], Proposizione 3, p. 683, on a

(Lp(ca d)aW4’p(Ca d))]_? 1 = B;lp

55D

'U\m

(e,d]) = By * (Je, d]).

En utilisant Triebel [58], p.321, on obtient

3 2 1
1. Sip> —,alors4— - — - > 2 donc
2 p P

(Led), D ((Lo+00))) | = {w € B, (e.d]) : 9(e) = ¢'(d) = wle) = pld) = o} :

1—5=.p

2. Sil<p<§,alors()<4—g—1<2donc
2 P p
4—2
(Pean (@ rmnr)), , ={oen  lad: e = pa =0},
2 1
3. Sip—§ alors 4 — — — — =2 donc
2’ P P
4—1 2
(e d), D (Lo +00)7)) | ={pe By *(edl): ¢" € B (e,d]) w(c) = p(d) =0}
1‘%71’ 2 2

w\»-A

(Je,d), on a " € W2=5:3(]¢, d[) donc ¢ € §(}c df).

wleo >J>

puisque pour ¢ € B;

Exemple 2
On veut traiter le probleme aux limites et quasi-elliptique d’ordre quatre suivant

ou A2 i
(@) +Zaz a ax z,y) — w5 (3,y) - yU(Ly)—;ai(y)

6a1> 1 < /9%a;\ Ou

- E ( (@) =35 > ( ) (z,y) + w*Ayu(z,y)

0 0 8 2 o2 ) Oy, 4

Yk YLOYi Yk Y (V.65)

ik=1 ik=1
= f(z,y), z€(0,1),y € Q
w(z,0) = Asu(z,0) =0,z € (0,1), 0 € IN
u(0,y) = uo, y € Q
u(l,y) = w1, y €9,

ou €2 est un ouvert régulier borné de R, n > 2, w >0, a > 0, et
a € C*(Q), ap = 0sur 99, Im(ax) # {0}, k=1,....,n

On définit les opérateurs Ly et My sur X = LP(2) par
D(Lo) = D(My) = {cp € W2P(Q) : p = 0 sur 00}

Lop(y) —&—Zaz Dip(y), y € Q

Mop(y) = Ayp(y), y € Q-
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V.2 Cadre LP

Le probleme (V.65) s’écrit sous la forme opérationnelle (V.2) avec L, := Ly —w®I, M, := M.

On peut appliquer le Théoreme V.29 des que f € L7(0,1;LP (), 1 < p,q < oo, en particulier pour
f € LP((0,1) x Q). De plus, il est aisé de voir qu’ici, dans les points 1. et 2. du théoréme, on peut encore
remplacer L, et M, par L, M. De méme que pour I’Exemple 1, on a le résultat suivant.

Proposition V.31 Soit 1 < p < co. Alors
4-2 . 3
{goeBp Q) =0 suraﬁ} sz1<p<§

-4, {gpéBﬁ_p(Q)i@:Ay@ZO surﬁQ} sz'p>;

2.4 Retour a I’équation initiale

On illustre ici la théorie opérationnelle précédente en construisant une paire d’opérateurs (L, M,,) satisfai-
sant (V.51)-(V.57) (sous ’hypothese (V.50) d’espace UMD). L’objectif est ensuite de pouvoir résoudre (V.1).

Dans toute cette section, pour un opérateur linéaire P sur X et pour A € C, on note Py = P — Al.

On suppose qu’il existe un réel positif fixé wq tel que les opérateurs A et B vérifient

B? — A, est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A,,),

9 —1 C (V.66)
3C >0, VA <0, |(B2 — Ay, — M) Lo STHI
) D ((B2 =A%) c D(B),
() D (B2~ 4)"%) c D(B) - -
(i)) D (B>~ A) < D (B~ 4)"* B),
2 1/2 9 -1
Vo > wo, ||[B: (B2 - 40)"?] (B2 - AL) HL(X) < x(w), (V.68)

ou
. + : _
X : [wo, +oo[ = R™ avec wgrfoo x(w) =0.
On suppose que les opérateurs
L,:=B-(B*—A,)"*,
M, :=-B - (B*-A,)"?,

vérifient les hypotheses suivantes

Yw > wo, |—00,0] C p(—Ly) Np(=M,,), ker (L) = ker (M) = {0}, Im(L,,) = Im (M,,) = X;
30 > 1, Vw > wo, YA > 0 ‘(L —)\I)’IH <%l _M)AH _C (V.69)
o L Lx) A . Lx) A

Vw = wo, Vs € R: (_Lw)isa (_Mw)is € L(X)’
36,00 € [0.5[,3C > 1, Yo > wo, Vs € R, (V.70)

=L)< O (=M

)stL(X) < 060M|s\’

et
I —elweMe ou I — eMoele est inversible dans L(X). (V.71)

Les hypotheses (V.66)-(V.70) sont les mémes que celles utilisées au Chapitre IV, Section 2.4. L’hypothese
(V.71) a été utilisée dans le cadre holdérien, Section 1.6. Par conséquent, les Remarques 1V.19, V.16 et les
Lemmes V.21, IV.22 sont encore valables ici.
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Chapitre V. Cadre non commutatif sur un intervalle borné

Lemme V.32 On suppose (V.66)-(V.67). On a le domaine d’interpolation

(X.0((Le+M%)) |, = (X.D(B - 4))

1, -
7%717 1_2p7p

1
Preuve. Puisque 0 < 1 — 5, < let D ((Lw + Mw)z) = D(B? — A), Lemme IV.21, point 1., on a
p

(X,D ((Lw T Mw)Q)) = (x.D(B*-4), .

1-55p 2p P

[
Ainsi, les hypotheses (V.66)-(V.71) impliquent (V.51)-(V.57). On applique alors le Théoréme V.29.

Théoréme V.33 On suppose (V.50) et (V.66)-(V.71). Soit f € LP(0,1;X), 1 < p < oo. Alors, il existe
w* > wg tel que pour tout w > w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (V.1) admet une unique solution u telle que

uweW2(0,1; X) N LP (0,1; D (A)),
W € LP(0,1;D(B)),

satisfaisant
pp.x € (0,1), u(x) € D (B> — A),
pp e (0,1), ' (x) e D((B2-4)"),

et
B*u € LP(0,1; X).

2. ug,uy € (X,D(B2 —A))

1—55.p°

Remarque V.34 Ce théoréme généralise le Theorem 5 p. 178 de Favini et al. [23] dans le cas commutatif et
avec w = 0. En effet, sous hypothése de commutativité (I11.27), on a d’aprés les Lemmes IV.4 et IV.21, points
1

*)

D(LM) =D (M?) =D ((—B — (B2 - A)1/2)2> :

2
D(ML) =D (L?) =D <(B - (B2- )" ) :
D (ML) N D(LM) = D (B? — A),
et d’aprés le Lemma 7 p. 178 de Favini et al. [23], on a D(LM) = D(ML) = D (B* — A), donc

D(B*~A)=D ((—B— (B? —A)1/2)2) =D ((B— (B2 —A)1/2)2> :

Ainsi, puisque 0 < 1 — ﬁ < 1, on obtient
(X,D (B* - A))

1—L L 1 50

et on retrouve le résultat.
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Conclusion générale et perspectives

Cette these présente ’étude des équations différentielles opérationnelles completes du second ordre de type
elliptique dans un cadre non commutatif. Elle prolonge en particulier les travaux de Favini et al. [22-27]. On
a donc étudié I’équation

u’(x) + 2By (z) + Au(z) — wu(z) = f(2),

sur toute la droite réelle, puis sur un intervalle borné (en particulier [0,1]) muni de conditions aux limites de
Dirichlet. Ici A et B sont deux opérateurs linéaires fermés sur X, X étant un espace de Banach complexe, f
est définie respectivement de R et de [0, 1] & valeurs dans X. Le parametre w permet 'existence de solutions
classiques pour w assez grand.

On a étudié I'équation plus générale
1
W (@) + (Lo = Mo) ' (@) + 7 (Lo = M)* = (L + Mo)? ) u(@) = (@),
sur la droite réelle et sur 'intervalle [0, 1]. Ici les opérateurs L, et M, vérifient notamment
L,— M, C2B
1
3 ((Lw ~M)? — (L, + Mw)Q) CA-wl
En particulier, on peut choisir
L,=B—(B*—A+wh'? M,=-B—(B*—A+wl)'2
On a montré l'existence et 1'unicité de solutions classiques lorsque f € BUC?(R; X), puis lorsque f €
LP(R; X) pour les deux équations sur R; et lorsque f € C? ([0, 1]; X), puis lorsque f € L?(0,1; X), pour les
deux problémes sur [0, 1], avec § € |0,1] et 1 < p < co. On a également montré la régularité maximale de la
solution classique dans le cadre holdérien. Pour le cadre LP, on s’est placé dans un espace UMD X.
L’originalité de ce travail réside particulierement dans le fait d’étudier ces équations dans le cadre non
commutatif. Le commutateur proposé est bien évidemment non nul et supposé petit pour w grand en un certain
sens. Ceci constitue 'hypothese originale dite de non commutativité.
On donne maintenant une liste non exhaustive de perspectives.
1. On peut reprendre les mémes équations avec des conditions aux limites de type Robin
u’(z) + 2Bu/ (z) + Au(z) — wu(z) = f(z), z € (0,1),
au'(0) = Hu(0) = ug, Bu' (1) + hu(l) = uy,
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ou «, (3, sont deux constantes données, H et h sont deux opérateurs linéaires sur X. Le cadre de travail
restera le méme (non commutatif). Bien siir, on étudiera 1’équation associée avec les opérateurs L, et
M,,. Le probléme général quand L, M, H et h ne commutent pas entre eux étant tres délicat, il faudra
certainement commencer par des cas intermédiaires : par exemple H ou h égal a v1, v € C. 1l faudra alors
trouver un ou plusieurs autres commutateurs. Ce type de probléme est trés intéressant puisque liés aux
problemes physiques issus de problemes de transmission.

On peut reprendre ces équations avec des opérateurs A et B dépendant de x

{ u”’(z) + 2B(z)v/ (z) + A(z)u(x) — wu(z) = f(z), = € (0,1),
u(0) = wo, u(l) = uy.

Il est intéressant de noter que les opérateurs

Lo(z) := B(z) — (B(x) — A(z) +wI)"?,
M,(z) := —B(z) — (BX(x) — A(z) + wl)"/*,

vérifient toujours
D (Ly(z)) = D (My(z)) .

Il faudra commencer par étudier I’équation sur toute la droite réelle (plus simple). Mais quels seront les
commutateurs a utiliser ?

L’équation d’ordre 4 peut étre abordée dans le cadre non commutatif. Elle permettra de résoudre des
problémes elliptiques ot apparait notamment le bilaplacien (trés physique).

L’application proposée au Chapitre II peut étre poursuivie. Il reste a faire tendre ¢ — 0 pour avoir le
probléme limite sur le cytoplasme. Il faudra trouver la bonne condition d’impédance posée sur le bord I'*
qui décrira 'effet de la couche mince sur le cytoplasme.

Il faudra ensuite regarder les majorations d’erreurs entre la solution du probléeme limite w et la solution
w® du probleme (P?).

D’autres applications similaires connues mais nécessitant le cadre non commutatif pourraient étre traitées
en utilisant les méthodes développées dans cette these.
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Résumé

L’objectif de ce travail est ’étude des équations différentielles completes du second ordre de type elliptique a
coefficients opérateurs dans un espace de Banach X quelconque.

Une application concréte de ces équations est détaillée, il s’agit d’un probléeme de transmission du potentiel
électrique dans une cellule biologique ot la membrane constitue une couche mince.

L’originalité de ce travail réside particulierement dans le fait que les opérateurs non bornés considérés ne
commutent pas nécessairement. Une nouvelle hypothese dite de non commutativité est alors introduite. L’analyse
est faite dans deux cadres fonctionnels distincts : les espaces de Holder et les espaces LP (avec X un espace
UMD). L’équation est d’abord étudiée sur la droite réelle puis sur un intervalle borné avec conditions aux limites
de Dirichlet.

On donne des résultats d’existence, d’unicité et de régularité maximale de la solution classique sous des condi-
tions sur les données dans des espaces d’interpolation. Les techniques utilisées sont basées sur la théorie des
semi-groupes, le calcul fonctionnel de Dunford et la théorie de I'interpolation.

Ces résultats sont tous appliqués a des équations aux dérivées partielles concretes de type elliptique ou quasi-
elliptique.

Mots clés : équation différentielle opérationnelle du second ordre de type elliptique, cadre non commutatif,
condition aux limites, régularité maximale, semi-groupe analytique, calcul fonctionnel de Dunford, espace d’in-
terpolation, espace UMD, probléme de transmission, couche mince, cellule biologique.

Abstract

The aim of this work is the study of complete elliptic differential equations of second order with operator
coeflicients in a Banach space X.

A concrete application of these equations is detailed, it concerns a transmission problem of electric potential in
a biological cell where the membrane is considered as a thin layer.

The originality of this work is the fact that unbounded operators which are considered do not commute ne-
cessarily. A new noncommutativity hypothesis is then introduced. The analysis is performed in two distinct
functional frameworks : the Holder spaces and the LP spaces (X being a UMD space). First, the equation is
studied on the whole real line and secondly in a bounded interval with Dirichlet boundary conditions.
Existence, uniqueness and maximal regularity of the classical solution are proved under some conditions on the
data in interpolation spaces. The techniques used are based on semigroup theory, Dunford functional calculus
and interpolation theory.

All the results are applied to concrete partial differential equations of elliptic or quasi-elliptic type.

Keywords : second order operational elliptic differential equation, noncommutative framework, boundary condi-
tion, maximal regularity, analytic semigroup, Dunford functional calculus, interpolation space, UMD space,
transmission problem, thin layer, biological cell.




