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Résumeé

Lestimation fonctionnelle basée sur les espaces de Hilbert a noyau reproduisant a récemment
conduit & des avancées majeures dans le domaine de lidentification des sys&mes non linéaires.
Toutefois, I'ordre des modeles identifiés est égal au nombre de couples entrée-sortie, ce qui rend
cette méthode inadéquate pour une identification en ligne. Pour surmonter cet incon\vénient, plusieurs
méthodes de parcimonie ont été proposées afin de controler I'ordre du modele. Parmi ces méthodes, le
critere de cohérence qui est d’'une grande importance, vu sa simplici& et son faible cot calculatoire. Par
conséquent, le modele est alors défini a partir d’'un dictionnaire de faible taille.

Le dictionnaire est donc formé par les fonctions noyau les plus pertinentes qui forment le mocele.
Une fonction noyau introduite dans le dictionnaire y demeure méme si la non-stationnaritt du systéme
étudié rend sa contribution faible dans I'estimation de la sortie courante. Il apparait alors opportun
d’adapter les éléments du dictionnaire pour obtenir un dictionnaire amélioré afin de réduire I'erreur

guadratique instantanée résultante et/ou mieux contrdler I'ordre du modele.

D’autre part, les algorithmes adaptatifs utilisant le crittre de cohérence sont développés pour
identifier des modéles a sortie unique. La généralisation de ces algorithmes pour couvrir les cas des
modéeles a sorties multiples est une nécessité. Pour ces modeles, le dictionnaire est commun pour toutes
les sorties et parsuite les mémes heuristiques développées pour les modeles a sortie unique seront
applicables dans ce cas.

La premiere partie de ce manuscrit traite le sujet des algorithmes adaptatifs utilisant un criere de
parcimonie et spécifiguement le critere de cohérence. Ladaptation des éléments du dictionnaire en
utilisant une méthode a gradient stochastique est abordée pour deux familles de fonctions noyau. Les
heuristiques proposées varient suivant la fonction noyau utlisée et la faisabilitt de cette approche est
prouvée par des simulations variées. Cette partie a un autre objectif qui est la dérivation des algorithmes
adaptatifs utilisant le critere de cohérence pour identifier des modeles a sorties multiples ainsi que

I'adaptation des éléments du dictionnaire commun a toutes les sorties.

La deuxieme partie introduit d’'une maniere abrégée le palier magnétique actif (PMA) avec une
exploration des aspects pour contrbler son fonctionnement. La proposition de contdler un PMA
par un algorithme adaptatif a noyau est présentée pour remplacer une méthode utilisant les réseaux
de neurones a couches multiples. Cette approche est testée a travers des simulations et des essais réels.

En résumé, nous examinons des heuristiques pour I'adaptation des éléments d'un dictionnaire

afin de contréler davantage I'ordre du modéle estimé et/ou minimiser I'erreur instantanée. De méme,



2 Résumé

les algorithmes adaptatifs sont généralisés pour identifier des systemes a sorties multiples. Plusieurs
expérimentations validant la justesse des méthodes proposées sont conduites sur des benchmarks réels
et artificiels.



Abstract

Function approximation methods based on reproducing kernel Hilbert spaces (RKHS) are of great
importance in kernel-based regression methods and led to major advances in the identification of
nonlinear systems. However, the order of the identified model is equal to the number of observations
(input-output pairs), which makes this approach inappropriate for online identification. To overcome this
drawback, several sparsification methods have been proposed to control the order of the model. Among
these sparsification methods, the coherence criterion is of great importance due to its simplicity and
reduced calculation cost. It has been shown possible to select a subset of the most relevant passed input
vectors to form a dictionary to identify the model.

A kernel function, once introduced into the dictionary, remains unchanged even if the non-stationarity
of the studied system makes it less influent in estimating the current output of the model. This observation
leads to the idea of adapting the elements of the dictionary to obtain an improved one with an ob-
jective to minimize the resulting instantaneous mean square error and/or to control the order of the model.

Furthermore, adaptive algorithms using the coherence criterion are developed to identify single
output models. The generalization of these algorithms to cover the case of multiple outputs models is
a necessity. Since all outputs of the model share the same dictionary, the same heuristics developed
for the single-output models must be handled to become applicable in the case of multiple outputs models.

The first part of this thesis deals with adaptive algorithms using a sparsification criterion and specifi-
cally the coherence criterion. The adaptation of the elements of the dictionary using a stochastic gradient
method is presented for two categories of kernel functions. The proposed heuristics vary depending on
the used kernel function and the feasibility of this approach is proved by various simulations. Another
topic is covered in this part which is the implementation of adaptive algorithms using the coherence
criterion to identify Multiple-Outputs models as well as the adaptation of the dictionary elements.

The second part introduces briefly the active magnetic bearing (AMB) with an exploration of the
aspects to control it. A proposed method to control an AMB by an adaptive algorithm using kernel methods
is presented to replace an existing method using multi-layer perceptrons neural networks. This approach
is tested through simulations.

In summary, we consider heuristics for adapting elements of a dictionary to further control the order of the
estimated model and/or minimize the instantaneous error. Similarly, adaptive algorithms are generalized
to identify systems with multiple outputs. Several experiments to validate the accuracy of the proposed

methods are conducted on different benchmarks.






Introduction

La modélisation des systemes non lingéaires et non-stationnaires a été récemment largement
étudiée. Face a ces systemes, la simplicitt des méthodes d'identification linéaires s’estompe dans
le cas des systemes non stationnaires en laissant la place a des méthodes adaptatives comme par
exemple les méthodes des filtres de Volterra [Sch80, Wie66] et les réseaux neuronaux [Hay08]. Lune
de ces méthodes adaptatives, qui a connu beaucoup d'attention, est la méthode d’approximation
fonctionnelle basée sur les espaces de Hilbert a noyau reproduisant (RKHS) H. Cette aproche constitue
un prolongement des méthodes linéaires simples en remplacant le calcul de certains produits scalaires
par un noyau de Mercer. Les méthodes adaptatives ont pour but de suivre évolution des systemes
non-stationnaires avec le temps en se basant simplement sur des observations (des entées avec des
sorties désirées du modéle). Ce processus s'appelle I'apprentissage supervis.

En apprentissage supervisé, I'existence de couples d’entrée-sortie est obligatoire. Généralement
'espace d'entrée U est un sous espace Euclidien de R, et I'espace de sortie est un sous ensemble de
R. Lorsque I'ensemble de sorties est dénombrable, on parle dans ce cas d’'un probEme de “classifica-
tion”, dans le cas contraire, le probleme sera un probleme de "régression”. En supposant qu’une relation
entre les entrées et la sortie existe, I'objectif d’'un algorithme d’apprentissage est de trouver cette relation.

La théorie des noyaux reproduisants a permis le développement de plusieurs algorithmes adaptatifs.
La capacité adaptative de ces algorithmes est basée sur le principe d'apprentissage par correction de
I'erreur entre la sortie désirée et la sortie actuelle du modele estimé. Lidée de base des méthodes a
noyau consiste a projeter non linéairement les données de I'espace d’entrée dans un espace vectoriel
de dimension élevée, appelé "espace transformé”, dans lequel les méthodes linéaires peuvent étre
appliquées. Lavantage des méthodes a noyau est que le calcul des grandeurs a évaluer se fait dans
I'espace initial independamment de la dimension de I'espace transformé [Aro50].

Les exigences des calculs pour l'application des algorithmes adaptatifs utilisant les méthodes a
noyau sont basées sur des matrices dont la taille augmente avec le nombre d'observations; ce qui
rend ces méthodes inadéquates pour les applications en ligne [KSWO04]. Plusieurs approches ont
été proposées pour remédier a cet inconvénient. Lidée principale derriere ces approches consiste
a introduire un nouvel échantillon au modele s'il contribue de maniere significative a la réduction de
I'erreur d’approximation. Ces méthodes sont appelées criteres de parcimonie ou de sparsification.
Les échantillons obtenus apres I'application d'un critere de parcimonie forment ce qu'on appelle un
dictionnaire dont la taille n’est autre que I'ordre du moctle obtenu. Le critere de cohérence est I'un
des critere de parcimonie les plus importants vu sa simplicitt et son co(t calculatoire réduit. De plus,
I'application de ce critere montre que la taille du dictionnaire reste finie avec le temps [RBHO09] d’ou la
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possibilité de I'adoption des algorithmes adaptatifs utilisant ce critre pour les applications en ligne.

Un élément, une fois introduit dans le dictionnaire, reste inchangé méme si la non-stationarité du
systeme minimise sa contribution dans I'estimation du modele. De ce fait, I'idée de I'adaptation des
éléments du dictionnaire d’'une facon instantanée semble étre une solution pour réduire la taille du

dictionnaire, en conséquence,l'ordre du modele et/ou la réduction de I'erreur quadratique instantarée.

L'objectif de ce manuscrit est de proposer des heuristiques d’adaptation deséléments du dictionnaire
obtenu en appliquant le crittre de cohérence. Ces heuristiques, basées sur le gradient stochastique de
I'erreur quadratique instantanée, sont dérivées pour des familles differentes de fonctions noyau telles
gue les noyaux radiaux et les noyaux polyndmiaux. Les algorithmes adaptatifs utilisant le crittre de
cohérence sont utilisés pour identifier des modeles a sortie unique (scalaire). Une généralisation de
ces algorithmes semble utile pour aborder I'identification des moceles a sorties multiples. De plus, une
adaptation des éléments du dictionnaire en utilisant les mémes heuristiques appliquées dans le cas des
modeles a sortie unique est proposée. Pour I'application des algorithmes dérivés, on propose le controle
d’'un palier magnétique actif (PMA) qui est un systeme fortement non-linéaire. Des simulations et des
essais en temps réel sont menés pour faire une comparaison entre les algorithmes adaptatifs utilisant
les méthodes a noyau avec les autres méthodes de contrdle déja utilisées.

Plan du manuscrit

Le manuscrit est composé de deux parties. La premiere partie qui s'étend du chapitre 1 au Cha-
pitre 3, traite les algorithmes adaptatifs a noyau avec adaptation du dictionnaire, y inclus l'identification
des modeles a sorties multiples. La deuxieme partie qui est formée du Chapitre 4, introduit le palier
magnétique actif avec les méthodes proposées pour le contrbler en conduisant des simulationsVoici la
description abrégée du contenu des chapitres.

Chapitre 1 : Méthodes a noyau, critéres de parcimonie et algorithmes adaptatifs

Ce chapitre est consacré aux méthodes a noyau pour l'identificaton des modeles dont I'ordre croit
avec le temps et on s’intéresse particulierement au théoréme de représentation. Les principaux criteres
de parcimonie sont aussi explorés ainsi que les algorithmes d’apprentissage en ligne. On cécrit deux al-
gorithmes, le premier est celui des moindres carrés récursif a noyau (KRLS) et le second est la projection
affine a noyau (KAPA).

Chapitre 2 : Adaptation du dictionnaire pour les algorithmes de prédiction en ligne

Les heuristiqgues de I'adaptation des éléments du dictionnaire obtenu en appliquant le criere de
cohérence sont explicitement décrites dans ce chapitre. Lidée essentielle pivote autour de I'efficacité de
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'adaptation et sur le fait que chaque type de fonctions noyau nécessite une heuristique différente, en
particulier la famille des noyaux radiaux et celle du noyau polyndmial. Des simulations diversifiées sont

faites pour confirmer les propositions adoptées.

Chapitre 3 : Algorithmes adaptatifs en ligne pour les modeéles multi-sorties

La généralisation des algorithmes adaptatifs utilisant le critre de cohérence pour identifier des
systemes a sorties multiples (MIMO) est exploitte dans ce chapitre. En particulier, Les algorithme
KAPA et KRLS sont ciblés. Et puisque toutes les sorties partagent le méme dictionnare, I'adaptation
des éléments de ce dernier en utilisant les mémes heuristiques développées dans le Chapitre 2, est
appliquée en minimisant la norne du vecteur des erreurs instantanées.

Chapitre 4 : Contréle d’un palier magnétique actif

On introduit dans ce chapitre le palier magrétique actif (PMA) d’'une fagcon abrégée avec les méthodes
utilisées pour le contréler, en particulier, la méthode des réseaux neurones multi-couches étudiée dans
[ANDMCO06]. Une méthode utilisant les méthodes a noyau est proposée pour le controle du PMA. Leffi-
cacité de la méthode proposée est vérifiee par des simulations.

Annexes A et B

Dans les annexes A et B, les calculs détaillés pour I'obtention des algorithmes adaptatifs KRLS et
KAPA sont présentés..
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CHAPITRE 1

Méthodes a noyau, criteres de parcimonie
et algorithmes adaptatifs
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L'objectif de ce premier chapitre est de faire une présentation des méthodes a noyau et des criteres de
parcimonie. Nous allons définir ce qu’est qu’un noyau, ses caractéristiques ainsi que celles des espaces
associés aux noyaux. Les notions de critere de cohérence ainsi que de dictionnaire seront détaillées
en décrivant l'intérét qu’ils portent pour l'identification en ligne de sysemes non linéaires. Le théoréme
de représentation sera étudié conjointement avec le critere de cohérence. Enfin, quelques algorithmes
adaptatifs a noyau, utilisés et développés dans notre étude, seront présentés.
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1.1 Introduction

Les modeles linéaires sont aisés a étudier par le simple fait gu'ils peuvent étre entierement
déterminés par la connaissance de leur reponse impulsionnelle. Les modeles non linéaires sont d'une im-
portance primordiale pour résoudre certains problemes de la vie réelle, en particulier dans les domaines
du traitement des signaux, de I'ingénierie biomédicale ou encore de I'analyse des séries chronologiques,
voir par exemple [Sch80, Wie66]. Lune des possibilitts pour obtenir un modeéle non linéaire consiste a
transformer les données initiales dans un espace convenable dans lequel les méthodes linéaires peuvent
étre appliquées. En général, cela conduit a une difficulté liée a la trés grande dimension du nouvel espace
de travail. Dans le cadre non linaire, les réseaux neurones artificiels comme le perceptron multicouches
[Hay08] ont fait I'objet d’une littérature abondante. Le probleme essentiel qui se pose lors de I'utilisation
de ce type de méthodes est de déterminer I'architecture appropriée, a priori, pendant le processus d’ap-
prentissage ou encore a posteriori. Ceci résulte du fait que la fonction co(t utiliste ne contient pas, en
général, de terme de contrdle de la complexité de la solution.

Au cours des dernieres années, des méthodes d'identification dites a noyau, ont été développées
[Aro50, Vap95]. Ces méthodes a noyau fournissent des solutions non lingaires avec un co(t calculatoire
réduit. L'idée de base est de projeter non linéairement les données dans un espace de dimension élevée
et d’effectuer un traitement linéaire dans ce nouvel espace. Lavantage des méthodes a noyau est que,
dans la mesure ou les traitements lingaires reposent sur les calculs de produits scalaires, effectuer la
projection des données dans un espace de Hilberta noyau reproduisant permet de calculer les grandeurs
a évaluer dans I'espace initial, les calculs devenant alors independants de la dimension de I'espace dans
lequel les données ont été projetées.

Dans ce chapitre, on présente la théorie des noyaux reproduisants et les outils mathématiques qui
accompagnent cette théorie. Dans le cadre de la sélection de modele, 'intérét du critére de cohérence

est présenté pour l'identification en ligne des systemes.

1.2 Notions de base

Lidée essentielle des méthodes a noyau consiste a projeter les données de I'espace des entrées U

dans un espace vectoriel, de dimension plus grande, a I'aide d’'une fonction non linéaire telle que :

o:U — H
u = éu)

Aprés cette projection, des algorithmes linéaires peuvent étre appliqués dans H.

Définition 1.1. Un noyau est une fonction x : U x U — R telle que pour tout u, u’ € U :

kU, 07) = (o(u), o(u")) (1.1)
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ol ¢ est une transformation de I/ dans un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire (-, - ).

La fonction noyau x ne peut étre choisie arbitrairement mais elle doit \érifier certaines conditions,

détaillées dans le paragraphe suivant.

1.3 Qualification des fonctions noyaux

Cette section est consacrée aux caractéristiques que doit posséder une fonction noyau, afin qu'il
puisse vérifier les propriétés d’un produit scalaire et aux définitions utiles pour la suite de ce document.

Proposition 1.1. Une fonction noyau est une fonction symétrique si :
k(u,u’) = k(u,u) Yu,u el (1.2)

Cependant, la condition citée ne garantit pas I'existence d’un espace H assocké a .

Définition 1.2. (Produit scalaire - Espace préhilbertien) Un espace H est muni d’'un produit scalaire
s'il existe une forme bilinéaire (-,-)3; symétrique et a valeur réelle telle que pour tout f € H, on a

(f, f)n = 0, avec I'égalité obtenue uniquement pour f = 0. On dit que H est un espace p€hilbertien.

Un produit scalaire vérifie les propriétés suivantes pour f,g,h € Heta € R:

- (fi9)n =9, n

- (f+g,mu="(fh)u+{g.hn
- (af,9)n = a(f, 9)n
-(fiflu=0sf=0

Définition 1.3. (Espace de Hilbert) Un espace H est muni d'un produit scalaire (-, -)3; est un espace de
Hilbert s'il est complet pour la norme associée au produit scalaire || f||Z, = (f, f)# (ce qui signifie que
toutes les séries de Cauchy convergent dans H).

Par exemple, I'espace R"”, 'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a n et I'espace
des fonctions de carré intégrable sur lintervalle [a, b], £2([a, b]), sont des espaces de Hilbert. Lespace
des fonctions intégrables £!([a, b]), ainsi que I'espace £>([a, b]) des fonctions bornées sur l'intervalle

[a, b], ne sont pas des espaces de Hilbert.

On peut munir un espace de Hilbert H d'une base orthonormée permettant de représenter les
éléments de H a partir de leurs coordonnées. Le noyau associé est supposé normalisé, si tel n'est

pas le cas, il convient de le normaliser.

Définition 1.4. (Espace de Hilbert a noyau reproduisant - RKHS) On appelle espace de Hilberta noyau
reproduisant un espace de Hilbert 7 de fonctions définies sur U, a valeurs réelles, tel que pour tout
u € U, les fonctions d’évaluation Fy, définies par F,(f) = f(u), Vf € H, sont bornées :
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Yu e U, Jay tel que |£(u)] < aullfllx (1.3)

Lespace R", I'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a n sont des espaces de Hilbert a
noyau reproduisant tandis que I'espace £?([a, b]) ne I'est pas.

Définition 1.5. (Matrice de Gram) On appelle matrice de Gram de dimension (n x n), la matrice semi-
définie positive dont le terme général peut étre écrit K;; = x(u;,u;) avec

n

Z i aiajKij > 0 (1.4)

i=1 j=1
pour toute séquence de nombres réels {a;}!" ;.

Définition 1.6. (Fonction définie positive) Une fonction « : U x U — R qui, pour tout n € N et pour tous

ui ---u, € U, donne une matrice de Gram semi-définie positive est dite définie positive.

Il faut noter que tout produit scalaire est défini positif.
En se basant sur les définitions précédentes, le théoréme suivant fournit une condition nécessaire et

suffisante d’admissibilité d'une fonction noyau.

Théoreme 1.1. (Théoréme de Moore-Aronszajn [Aro50]) A toute fonction x semi-définie positive sur

U x U, il correspond un RKHS unique de fonctions a valeurs réelles définies sur U, et réciproquement.

Démonstration. Dans le but de construire I'espace de Hilbert a noyau reproduisant associé a k,

considérons la transformation ¢ suivante :

o: U — H

u — k(u,.)

ol ¢(u) = k(u, .-) désigne une fonction semi-définie positive sur I/, obtenue en fixant le premier argu-
ment de k a u, et H I'espace engendré par les fonctions «(u, -) avec u € U. Etant donné deux fonctions
de H

n n’
FO) = air(u,),  gl) = Bir(uy,-) (1.5)
i=1 j=1
avecn,n’ € N, o;, 5; € Retu;,u’; € U, on considére la forme bilinéaire suivante :
n n
(fo9)m =Y ciBjr(u;,u) (1.6)
i=1 j=1

dont on cherche a démontrer qu'il s’agit bien d’'un produit scalaire dans . On note en premier lieu qu’'en
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utilisant les définitions de f, g et la symétrie de x, on peut mettre cette expression sous la forme :

(foa)m = Bif(wy) = aig(u;) (1.7)
j=1 i=1

De (1.7), il est clair que (-, -)% est a valeur réelle, symétrique et bilinéaire. Par ailleurs, comme « est

semi-définie positive, on a :

(f, flmn = Z Z%Oéjﬁ(ui,uj) >0 VfeH (1.8)

i=1 j=1

Par conséquent, pour des fonctions fi - - - fi et des coefficients v; - - - vy € R, on a

N N
ZZ%'YJ fz;f] H = <Z’YzfzaZ'Y]f]> >0 (1.9)

i=1 j=1 i=1

ce qui montre bien que (-, -); est semi-défini positif. Il reste de prouver la propriété
(fL,in=0&f=0 VfeH (1.10)

pour démontrer que (1.6) est un produit scalaire. Or d’apres (1.7) toute fonction f € H vérifie :

(foR(u, ) =Y aik(u,ug) = f(u) (1.11)
i=1
en particulier
(k(u,-), k(U )y = K(u,u7) (1.12)

Des équations, (1.23), (1.11) et (1.12), on déduit

F)? = (f,k(u,)3 < (f, fHa w(u,u) (1.13)

qui prouve la propriété (1.10). Ainsi (-, -)% est bien un produit scalaire sur H. Afin de transformer H en
un espace de Hilbert, il suffit de le compléter conformément a [Aro50] de maniére a ce que toute suite de
Cauchy y converge. En vertu de (1.11), H est un espace de Hilbert a noyau reproduisant. D'apres (1.12),

la fonction ~ représente un produit scalaire dans . Elle est appeke noyau reproduisant de .

La réciproque du théoréme peut étre démontrée en s’appuyant sur le théoréeme de représentation
de Riesz [RS80]. D'aprés ce théoreme, il existe pour tout u € U, une fonction x(u,-) € H qui Vérifie
(1.12). Or, il résulte de (1.12) que la fonction x(u, u’) définie de U x U dans R est symétrique. Elle vérifie
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également
n n n n n 2
Zzaz‘aﬁ(ui,ug‘) = <Zaz‘f€(uz‘,'),zag‘f”v(ug‘7')> = Zam(uz‘,') >0 (1.14)
i=1 j=1 i=1 j=1 M i=1 H
pour tout oy, - - - ay, € R. Par conséquent, x est semi-définie positive. O

Lespace RKHS associé a « est appelé espace caractéristique canonique et x(u, -) sa fonction de
mapping canonique. Il faut noter que les noyaux peuvent étre également complexes, en I'occurrence
I'espace associé est un espace Hilbert complexe a noyau reproduisant [BCR84]. La seule condition que
doit vérifier I'espace des observations U/ est qu'il doitétre non vide. Par ailleurs, il est possible d’'appliquer
certains noyaux sur des données non vectorielles [Hau99, Wat99, GLF02, LSST+02, Ver02, CFV05], par
exemple des chaines de caracteres ou des graphes. Cette propriété trés importante reflete I'importance
des méthodes a noyau.

1.4 Théoreme de Mercer

Dans cette section on va introduire le thtoreme de Mercer qui permet de s’assurer de la construction
de I'espace induit par une fonction noyau semi-céfinie positive. Considérons un espace d’entrées fini
U = {u; ---uy,}, et supposons que x(u;, u;) est une fonction symétrique dans /. Soit K la matrice telle
que :

K= (rk(us, uj))ivjzlmn (1.15)

puisque K est symétrique, il existe une matrice orthogonale V telle que K = VAV, avec A une matrice
diagonale qui contient toutes les valeurs propres ), de K, et les vecteurs propres vy, qui sont les colonnes
de V.

D’apres la théorie de Hilbert-Schmidt [CH53], toute fonction continue et symétrique x(u,u’) admet

une décomposition de la forme :

k(u,u’) = Z)\ivi(u)vi(u’) (1.16)
=0

En supposant que toutes les valeurs propres sont non-négatives et en adoptant par exemple une trans-

formation ¢ telle que :

¢:ui = (VAVii),_,. €ER™ i=1-n (1.17)
On a alors "
(B(ui), (U))2 = > ApVaiva; = (VAV')ij = r(u;, uj) (1.18)
h=1

ce qui implique que «(u, u’) est bien une fonction noyau correspondanta I'espace transformé.

La condition nécessaire est que les valeurs propres de K soient toutes non-négatives. Or, si I'on a
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une valeur propre négative )\, associée au vecteur propre v, le point
n
z= szm(ui) = vV AVlv, (1.19)
i=1

dans 'espace transformé aura une norme carrée
Iz||?> = (z,2) = VIVWAVAViv, = VIVAViV, = ViKv, = A\, < 0 (1.20)
ce qui est contraire a la géométrie de I'espace considéré.

Théoréme 1.2. (Théoréme de Mercer)[Mer09, CST00] Soit I/ un sous ensemble compact de R"™. Sup-
posons que x est une fonction symétrique continue de telle fagon que I'opérateur intégral T}, : £ Uu) —
L),

(T£)6) = [ nlu,)f)de (1.2
u
est positif :
//m(u,u’)f(u)f(u’)dudu’20 (1.22)
uJu

Vf € L2(U). On peut donc développer #(u,u’) en une série uniformément convergente en fonction des
fonctions propres de Ty, ¢; € L2(U), étant normalisée (||¢;|| -2 = 1), avec les valeurs propres associées

positives A; > 0.

1.5 Construction d’'un noyau

On a vu que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction soit un noyau reproduisant est
gu’elle soit semi-définie positive. Dans cette section nous présentons quelques aspects de l'ingénierie
des noyaux. On peut trouver plus d’exemples et de propriétés dans [Vap95, STC04].

Théoréme 1.3. Soient k1 et ko deux noyaux reproduisants de I/ x I dans R. La fonction x : U xU — R
est un noyau reproduisant s'il est défini par 'une des expressions ci-dessous pour tout u,u’ € .

- k(u,u") = aqry(u,u’) + agka(u,u’) Vag,ae € Ry.
- k(u,u’) =k1(u,u’) +c¢ VeeR,.

- k(u,u’) = k1(u,u’)ka(u,u’).

- k(u,u’) = k1 (u,u)P Vpe Ny.

- k(u,u’) =exp(k1(u,u’)/20%) Vo €R.

r1(u,u)

- H(U, u') - m(u,u)m(u’,u’)'
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Proposition 1.2. Une fonction noyau « doit satisfaire I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

(u,u)? = (6(u), B )3, < o) 31613, = (B(U), d(u))r(d), o(w))s = Ay, u)s(u’,u)
(1.23)
1.5.1 Noyau normalisé

La derniere proposition du théoréme (1.3) exprime la normalisation d'une fonction noyau. La validié

du noyau normalisé est révélée dans le corollaire ci-dessous.

Corollaire 1.1. (Transformation isogone) Etant donné 1 un noyau et f une fonction a valeurs réelles, la
fonction :

H(U, U’) = f(U)f(U’)Hl(U, U’) (1.24)
est une fonction noyau.

On parle dans ce cas de noyau (quasi)-isogone. Un noyau isogone conserve les angles entre les
vecteurs transformés. En particulier, le noyau normalisé est un noyau isogone avec f(u) = 1/4/£(u, u).

1.5.2 Classes de noyaux

IL existe deux grandes familles de noyaux reproduisants : les noyaux radiaux et les noyaux projectifs.

2/20%), ot o est sa bande

/o)

Le noyau Gaussien est un noyau radial donré par x(u, u’) =exp(—|lu—u’

passante. Il est normalisé, c’est a dire x(u,u) = 1. Le noyau Laplacien k(u,u’) =exp(—|ju — u’
est aussi un noyau radial normalisé.

Le noyau projectif le plus connu est le noyau polynomial x(u,u’) = (u,u’)’ et le noyau polynomial
complet x(u,u’) = ((u,u’)+c)? avec c € R, etp € N, Cette famille inclut le noyau linéaire ~(u,u’) =
(u, u’). Ces deux catégories sont tres vastes, mais nous restreignons volontairement celles-ci aux noyaux

qui seront utilisés dans cette these.

1.6 Modeles non linéaires par méthodes a noyau

Les méthodes a noyau permettent d'étendre aisément les traitements linéaires au cas non linéaire,
grace a ce que l'on appelle astuce du noyau (en anglais kernel trick) [ABR64] et au théoreme de
représentation [Wah90, SHSWO0OQ].

1.6.1 Astuce du noyau

Le corollaire suivant est une propriété primordiale des noyaux reproduisants et des méthodes a

noyau.
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Corollaire 1.2. (Astuce du noyau) Tout noyau reproduisant « d'un espace de Hilbert H peutétre écrit
sous forme d’un produit scalaire dans cet espace, c'esta dire :

k(u,u’) = (k(u,-),k(U",))xn (1.25)

Yu,u' e U.

Par conséquent, le noyau ~(u, u’) fournit le produit scalaire dans # des images (u, -) et k(u’, -) de
n’importe quelle paire de vecteurs d’entrée u,u’ € U, sans qu'il soit nécessaire d’expliciter ces images.
Cet astuce est trés important car il transforme les méthodes linéaires de traitement d'information en
méthodes non-linéaires sous condition que les calculs puissent s’exprimer seulement en fonction du
produit scalaire des observations. En d’autres termes, il suffit de remplacer le produit scalaire (u, u’), qui
est un noyau linéaire, par un noyau non linéaire x(u, u’). Les algorithmes utilisés restent inchangés. Le
co(t calculatoire dii a I'évaluation des noyaux reste négligeable [HonO7].

A titre indicatif, on prend par exemple la fonction du noyau Gaussien, dans ce cas, I'espace H est
de dimension infinie. Par conséquent, sans la mise en oeuvre de I'astuce du noyau, la determination du
produit scalaire dans cet espace sera impossible.

1.6.2 Théoreme de représentation

Le corollaire ci-dessus permet d'utiliser des algorithmes lintaires dans le cas des modeles non-
linéaires. En pratique, pour la mise en oeuvre de ce corollaire, il faut le lier au treoréme de représentation,
ce dernier étant introduit dans les travaux de Kimeldorf et Wahaba dans le domaine de la théorie de I'ap-
proximation [KW71, Wah90]. De méme, ce théoreme a été utilisé dans I'estimation des fonctions, 'iden-
tification des systémes et dans les machines a supports vecteurs (SVM) [SS03, SV99]. La formulation
suivante du théoreme de représentation ainsi que sa démonstration pour differentes fonctions co(t sont
dues a Scholkopf et coll [SHSWO0O].

Théoreme 1.4. (Théoreme de représentation) Soient I/ l'espace des observations, A =
{(u1,91) -+ (Un,yn)} un ensemble d’apprentissage donné tel que u; € U représentent les vecteurs
d’entrée et y; € R sont les sorties correspondantes, C une fonction co(t arbitraire et g(-) une fonction
monotone croissante sur R, . Soit H I'espace de Hilbert induit par le noyau x semi-defini positif sur /.
Toute fonction ¢* € H minimisant la fonctionnelle de risque régularisée

LS (e m) + ColllB) 1.26)
=1

peut s'écrire sous la forme

Pr(-) = Z ajr(ug, ) (1.27)
j=1
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Démonstration. Soit H,, le sous-espace de H engendré par les fonctions {x(uy, ), -+ , k(up,-)}, c'est-
a-dire :

Hn:{¢€H2@Z)('):ZO¢jI€(UJ’,-), Ozl,...,OénER}
=1

Toute fonction ) de H admet une et une seule décomposition en deux contributions, I'une appartenanta
I'espace H,, et l'autre qui lui est orthogonale. On peut en effet écrire

Y=ty

avec ¢* € H et ¢ la composante orthogonale telle que (¢, x(u;,-))% = 0 pour touti = 1,--- ,n.
La propriété reproduisante permet d'évaluer ¢ en u; selon I'expression

n
W(u) = (W, wlui, ) = Y agllug, ), mlui, )+ 0w, -))u
j=1
Le dernier terme s’annule par orthogonali& et on obtient
n
Y(ui) =Y ar(uj,u)
j=1

La fonctionnelle du risque (1.26) ne dépend pas de la composante orthogonale @/}L vu que les évaluations
de 1 en chaque point de I'ensemble d’apprentissage ne cépendent que des coefficients {ay, ..., a,}.
En minimisant la fonctionnelle du risque, on obtient la classe des fonctions équivalentes dans H telle
que deux fonctions 1) et ¢ appartiennent a la méme classe si et seulement si ¥(u;) = ¢(u;) pour
touti = 1,--- ,n. Il reste & déterminer 1" pour une classe donnée de fonctions équivalentes afin de

minimiser le terme régularisant. En appliquant le théoreme de Pythagore a i) dans H

113 = 1™ 1, + o113,

le terme régularisant g(||4||3,) dans (1.26) s'écrit :

g(I115) = g (Il D agmlus, I3 + w115

j=1

Comme la fonction g(-) est monotone croissante, la fonction qui minimise I'expression ci-dessus, pour

une classe donnée de fonctions équivalentes, doit vérifier ||y |3, = 0. O

Limportance de ce théoreme réside dans I'existence d’une solution unique a une fonctionnelle de
co(t régularisée, celle-ci pouvant s’exprimer comme un développement en série finie de fonctions noyau.
La minimisation de la fonction co(t (1.26) se raméne a un probléme d’optimisation a n inconnues, celui
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*eR.

de la détermination des coefficients optimaux of, . . ., o,

1.7 Parcimonie et notion de dictionnaire

Le théoreme de représentation, appliqué a un ensemble d’apprentissage, conduit a trouver une so-
lution unique exprimée sous forme d’'une série de fonctions noyau. La taille de I'ensemble d’appren-
tissage est souvent trés grande, voire infinie dans le cadre d’'une acquisition en temps €el. Dans le
cas d'identification en ligne d’'un systtme dynamique non-stationnaire a I'aide des méthodes adapta-
tives, le développement de la solution conduit a une série dont la taille croit infiniment avec le temps.
De ce qui précede, on déduit I'impossibilité de I'utilisation du modéle a noyau dans le cas des appli-
cations en ligne et méme dans le cas ou I'ensemble d’apprentissage est de dimension tes grande.
Pour surmonter cet obstacle, plusieurs méthodes ont été développées en décomposant le probleme
en plusieurs sous-problemes, comme par exemple la technique de segmentation (chunking) Vap82], la
décomposition [OFG97, OG99], I'approche de contraction (shrinking) ou la sélection de sous-ensembles
optimaux [Joa99]. Lactualisation d’'un ou de deux coefficients du modele a chaque itération est pro-
posée respectivement par I’Adatron a noyau basé sur I'algorithme de descente de gradient stochastique
[FCC98], et I'approche d'optimisation par minimisation séquentielle [Pla99]. La plupart les méthodes
précédentes ont été présentées dans le cadre des SVM, dont la fonction codt (incluant un terme de
régularisation) favorise la parcimonie de la solution.

Le principe délagage (pruning) a été proposé dans plusieurs travaux relatifs aux méthodes a
noyau. Le controle de complexité varie alors entre I'€limination des fonctions noyau les plus anciennes
[VVVSO06], I'elagage aléatoire [CCBGO07], I'élagage de la fonction avec le plus petit coefficient [DSsS05]
et I'élimination des fonctions noyau a faible contribution dans le modéle. De méme, Burges a introduit
dans [Bur96] une technique avancée pour construire un modele de faible ordre en appliquant une regle
de décision simplifiée pour les SVM.

Toutes les approches précédentes exigent la résolution d’'un probleme d’optimisation menant a la
manipulation et l'inversion d’'une matrice de taille identique a celle de la base d’apprentissage. Pour
surmonter ce probleme, plusieurs techniques de sparsification (parcimonie) ont été utilisées pour
approcher la matrice de Gram par une matrice de rang infrieur. La sparsification est le processus
qui consiste a sélectionner, parmi I'ensemble d’apprentissage, le sous-ensemble utile qui entraine
la réduction du modele. Deux stratégies sont principalement utilisées, I'élimination et la construction
[LPH10]. Lélimination consiste a prendre en considération tous les échantillons d'apprentissage et
ensuite, en résolvant le probleme d’optimisation, a éliminer les échantillons dont les coefficients
deviennent nuls. Des exemples sur I'€limination se trouvent dans [Vap95, EPP00, SLV0O0, Tip01]. Dans la
méthode de construction, les échantillons qui sont pris en considération dans l'identification du modele
sont sélectionnés a chaque itération de I'algorithme d’optimisation. Ces algorithmes utilisent plusieurs
technigues de sélection de type glouton (greedy) comme dans [SWL03, SB01, QnCRO05].
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Notion de Dictionnaire

Considérons U/ un compact de R! et x : U x U/ — R un noyau reproduisant associé a I'espace de
Hilbert H de produit scalaire (-,-)3. En raison de la propriété reproduisante, toute fonction v(-) de H
peut étre évaluée en tout u; € U tel que ¢ (u;) = (P(-), k(u,, )y et la fonction noyau x(u;, -) est telle
que pour tout u; € U on a x(u;, uj).

On s'intéresse a trouver la fonction () qui minimise une fonctionnelle de risque égale a I'erreur
guadratique moyenne qui est un co(t lié a la différence entre la sortie désirée d; et la réponse du modele

P(uy), .
S wlw))? + el (1.28)
=1

avec ( le paramétre de régularisation. Selon le théoreme de représentation, la fonction optimale ¢*(-)
appartient a I'espace engendré par les fonctions noyau des données d’'apprentissage, soit

) = ajk(ug,-) (1.29)
j=1

Ce modele optimal, comme on le sait déja, n'est pas adapté aux applications en-ligne car I'ordre du
développement croit infiniment avec n. La solution de ce probEme sera I'application d’'une méthode de
parcimonie pour réduire I'ordre du modele en sélectionnant m (m < n) fonctions noyau parmi celles

disponibles pour définir le modele, qui devient :
m
Un() =Y ajr(uy,, ) (1.30)
j=1

ou l'indice n indique le temps et {Uy; }j=1...n C {Ui}i=1...n-

Définition 1.7. On appelle dictionnaire dordre m a [linstant n, désigné par D, =
{k(Uw,,), -+ ,K(Uw,,, )}, 'ensemble des m fonctions noyau les plus pertinentes utilistes pour
élaborer le modéle.

Compte tenu du fait que la solution obtenue est sous-optimale (car elle appartient au sous-espace
engendré pas les m fonctions noyau), le but est alors de contrdler le choix des éléments du dictionnaire.
La question qui se pose maintenant est de définir la procédure permettant d’aboutir a cet objectif dans le
cas d'apprentissage en-ligne.

Tout d’abord il faut choisir un critere de parcimonie. A l'instant n + 1, et a I'arrivée d’'une nouvelle
observation u,,41, une décision doit étre faite s'il faut introduire la fonction x(u,,+1, -) au dictionnaire ou
non. On a deux cas possibles :

1. si k(u,41,-) ne satisfait pas le critere de parcimonie, elle ne sera pas introduite dans le diction-
naire. Le dictionnaire reste inchangé.
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2. si k(up41,-) satisfait le critere de parcimonie, elle sera ajoutée au dictionnaire suivant I'une des
deux stratégies :

— dans le cas d'une sparcification par élimination, I'ordre du dictionnaire reste égal a m en
éliminant une autre fonction noyau du dictionnaire (par exemple celle la plus ancienne, ou la
moins influente dans le modéle, ou encore celle qui a le coefficient le plus petit).

— dans le cas d'une sparcification par construction, I'ordre du dictionnaire est augmeng d'une

unité (I'ordre devient m + 1).

Dans la suite on développe les criteres de parcimonie les plus connus et leurs proprétés. Nous arrivons
naturellement a celui que nous utilisons dans les chapitres suivants, le criere de cohérence.

1.8 Critéres de parcimonie

De ce qui précede, on peut déduire que les criteres de parcimonie sont d’une grande importance vu
gu’ils permettent I'application du thoreme de représentation pour I'identification en-ligne des systemes.
De plus, le choix des fonctions noyau qui doivent étre introduites dans le dictionnaire est crucial car la
qualité du modeéle prédit est en jeu. Dans ce paragraphe on donne les principes et les caracéristiques
de quelques criteres de parcimonie.

Soit U un compact de R! et x : U x U — R un noyau reproduisant de norme unité associé a 'espace
de Hilbert H et soit, a linstant n, D, = {k(Uy,,"), - , K(Uw,,, )} le dictionnaire d'ordre m dont les
fonctions noyau sont linéairement indépendantes et forment ainsi une base d’'un sous espace H,, de
dimension m de ‘H (H,,, C H).

Lobjectif est de trouver une fonction ¢(-) qui minimise une fonctionnelle de risque de la forme :

LS ewtun).m) + vl as1)
=1

avec C une fonction co(t arbitraire, y; la réponse désirée du modele et ¢ un paramétre de régularisation.
D’aprés le théoreme de représentation et grace a I'application d’'un critere de parcimonie, et pour une

entrée u, € U a linstant n, la fonction cherchée est de la forme :
m
%(Un) - Z aj'%(uw]-a un) (1.32)
j=1

Le vecteur optimal des coefficients & = (o, ... ,am)t est obtenu par la résolution du le probleme
d’optimisation de la fonctionnelle du risque (1.31) en utilisant un algorithme adaptatif.
ATinstant n 4 1, une nouvelle entrée u,,; est présentée a I'entrée du modeéle. Le critere de parci-

monie permet de déterminer quand u,, 1 doit étre introduite ou non dans le dictionnaire.
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FIGURE 1.1: lllustration de la méthode des projections orthogonales

1.8.1 Critere de projection orthogonale

La méthode des projections orthogonales a été introduite par Dodd et coll. [DH02, DKH03, DMHO03,
DNHT05]. Lidée de base de ce critére est la suivante. A l'instant n + 1 et lors de I'arrivée d’une nouvelle
observation u,,1, on effectue la projection de la fonction 1,11 (-) sur H,, engendré par les m fonctions
noyau {x(Uy,, ) }i=1..., comme indiqué dans la figure (1.1). Soient @Z)ﬁH(-) la projection orthogonale
de 1,+1(+) sur H,, et~y une constante positive fixée qui détermine le niveau de sparsification du diction-

naire. Si la condition suivante est vérifiée

[ns1() = Y O3 > (1.33)

alors la nouvelle fonction noyau k(U,41,-) est introduite dans le dictionnaire D,y; et on aura
K(Uw,yirs) = K(Up1,-) avec un modeéle 1,11 (+). Si la condition (1.33) n'est pas vérifiée, la fonction
K(Un+1,-) N'est pas introduite dans le dictionnaire et ce dernier reste inchangé c’est a dire D, 41 = D,
et le modéle est ¢, ; (-).

Pour vérifier si la condition (1.33) est satisfaite ou non, on doit tout d’abord déterminer wéﬂ(-).
Puisque ¥y 41(-) — i1 () L Hm,ona:

(F(Uw,, ) g1 () = Y (e =0 i=1-m (1.34)
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Dapres la propriété 1r,+1(u) = (Yn41(:), k(u,-))3 ona:
V1 (Uw;) — V1 (Up,)) =0 i=1---m (1.35)

On a donc
Uni1(Un;) = Y (U,)  i=1--m (1.36)

Or 1,,+1(+) est obtenue lors de I'introduction d’'un nouvel élément dans le dictionnaire qui devient de taille

m 4+ 1, donc :
m+1
Upp1() = Y (U, ) (1.37)
j=1
a noter que le vecteur des coefficients a = (aq, ..., an,11)" est obtenu en optimisant la fonctionnelle

de colt, et comme 1/)7%“(-) € Hm, elle peut étre écrite sous la forme :

m
wTJliFl(') = Z BIH(Uw“ ) (138)
=1
avec B3 = (B1,...,0Bm)! le vecteur des m paramétres inconnus & déterminer. De (1.36) on déduit :
m m+1
Z,Bm(uwl, Uy, ) = Z K Uy, 5 Uy, ) i=1---m (1.39)
=1 j=1

En posant Z’]@f @jK(Uy;, Uy, ) = ¢, 0na:

m
Zﬁm(uwl, Uw,) = ¢ t=1---m (1.40)
=1
qui est un systéme de m équations & m inconnus. En posant ¢ = (cy, .. ., ¢, )?, la solution du probléme
est:
B=K,'c (1.41)

ol K,, est la matrice de Gram des éléments du dictionnaire D,,

H(UUH ) UUJ1) e R(uwm7 u'wl)

K(Uwy s Uy, ) o K(Uuy, s Unyy,)
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sachant que ¢ = Q41 0U Q,, 41 est une matrice m x (m + 1) telle que :

K/(uw17 uwl) U H(uwm-ﬂ? uwl)
Qn+1 = :
H(uwlv uwm) e K‘(uwm+17 uwm)
Aprés la détermination de v, (+), il reste & évaluer ||¢,11(-) — 1;- 1 (-)||? pour décider si la fonction

noyau £ (U, , -) doit étre introduite dans le dictionnaire ou non.

Inr1() = Y OIF = W1 () = Yrr (s ¥nr1 () = Y ()
= (W10, Y1 () = Y (D) = (Wira (), Pnaa () = s (e

OF (thns1 () = 41 () L by () done (3 (), g () — 14 ()a = 0, par conséquent

11 () = Y OIF = @ () ¥nra () = Ypia ()
= (Vns1(), Ynr1 () — Gna1 (), Yo () (1.42)

En combinant les expressions (1.37), (1.38) et (1.42), on obtient

st () — 2 OIF = <m§j (s S g ->> —<m§j (S Byl ->>
n+1 n-+1 Q;R(Uy; s *), AR (Uy;, QK \Uy; s ° )y iR (Uw;
i=1 j=1 H i=1 j=1

m+1m+1

H

m+1l m
= Z Z Q0 K (U, s Uy ) — Z Zaiﬁjm(uwi,uwj) (1.43)
i=1 j=1

i=1 j=1

La réécriture de (1.43) conduit a :

uwnH(-)—m(-)H?—at[ o KalUn) ]a—at[ o ],a (L.44)

K (Uns1)  A(Ung1,Unyg1) K., (Unt1)

ol K (Up11) = (K(Upt1,Uw,)s -+ 5 K(Ups1, Uy, ). A chaque instant et en comparant I'expression
(1.44) a une valeur positive -, on decide si on doit introduire ou non I'observation en question dans le
dictionnaire. Notons que, lors de l'introduction d’'un nouveau élément dans le dictionnaire, pour trouver
le vecteur des coefficients 3 il faut déterminer I'inverse de la matrice K,, aprés concaténation. Ceci peut
étre fait itérativement en utilisant le lemme d’inversion matricielle suivant :

—1
A b 1|dA '+ A 'bbtA~1 A b
=7 (1.45)

A —bptA-! 1

oid=c—bA"1b.
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1.8.2 Critére de dépendance linéaire

Ce critere a été développé par Engel et coll [EMMO02, EMMO04]. Lidée de base de ce critere est
que, a un instant donné, lors de la présentation d’une nouvelle observation a I'entrée, si la fonction noyau
correspondante a cette observation est approximativement linéairement dépendante des fonctions noyau
du dictionnaire, elle n’est pas introduite dans ce dernier. Dans ce cas les coefficients du mockle seront
mis a jour en optimisant la fonctionnelle de co(t. Si la fonction noyau de la nouvelle observation n'est
pas approximativement linéairement dépendante des fonctions du dictionnaire, elle est introduite dans le

dictionnaire.

A Tinstant n + 1, pour que la nouvelle fonction noyau «(u,+1, ) ne soit pas ajoutée au dictionnaire
D,,, il faut que la condition d’approximation de dépendance linéaire (Approximate Linear Dependence -

ALD) soit satisfaite :
2

d .
On+1 ief min <r (1.46)
«

Z O‘j“(uwja ) - ’i(unJrla )

J=1

ol T est un parametre de précision qui détermine le degré de la parcimonie du dictionnaire. Sila condition
(1.46) est satisfaite, ceci implique que x(u,+1,-) peut étre approchée par une combinaison linéaire
des éléments du dictionnaire D,, avec une erreur quadratique limitte par 7. Le vecteur optimal des
coefficients a = (v, . .., oy, )t est obtenu en minimisant le terme de gauche de inégalité (1.46).

m m m
5n+1 = moizn { Z Z aio‘jﬁ(uwia uwj) -2 Z O‘i’i(uwia Un+1) + H(unJrlp Un+1)}

i=1 j=1 i=1

= min {a'Kpa = 20k (Uny1) + Fng1 st } (1.47)

ol K, est la matrice de Gram des m éléments du dictionnaire D,, dont I'élément (4, j) est £ (Uw,, Uy, ),
Kp(Upt1) est un vecteur tel que Ky(Upt1) = (K(Unt1,Uwy), s K(Ung1, Uy, )t € Kpgt g1 =
K(Up41,Un+1). Par la résolution de (1.47) on obtient le vecteur « et la condition pour I'approximation
de dépendance linéaire :

a = K Ky (Ung1) (1.48)

et

5n+1 = Rn+1n+1 — kﬁl(unJrl)a (1.49)

Si d,+1 > T, le dictionnaire doit étre augmenté en vy introduisant la fonction (u,1,-) qui sera
désigné par m(ume, -) et l'ordre du dictionnaire devient m + 1. En d'autres termes D,+1 = D, U
{k(Up+1,)}. En utilisant le dictionnaire étendu, x(u,+1, -) sera représentée.Cette approche produit un
modele réduit avec une faible erreur d’approximation mais Iévaluation du critere nécessite I'inversion
de la matrice de Gram du dictionnaire, ce qui peut augmenter la complexi€ calculatoire, bien que cette
derniere peut étre réduite en inversant cette matrice iterativement a chaque fois qu’un élément est ajouté

au dictionnaire. A noter qu’en choisissant 7 suffisamment petit, on peut duire I'erreur d’approximation
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de la dépendance lingaire d’une fagon significative, au détriment d’une augmentation du co(t de calcul
liee a la croissance de la taille du dictionnaire.

1.8.3 Critére de cohérence

La cohérence est une grandeur qui caractérise aussi la parcimonie d'un dictionnaire. Elle désigne la
plus grande corrélation entre les éléments du dictionnaire, ou mutuellement entre les éléments de deux
dictionnaires [Hon07].

Lidée initiale a été introduite dans [MZ93] et a été reprise dans [DHO1, DEQ2]. Ce critére a été utilisé
en traitement du signal dans [GMS03, TGMS03, GV06]. La cohérence a été explicitement utilisée dans le
cadre du filtrage adaptatif et de I'identification des systmes dans [HR07, HRBO7, RHO7, Hon07, RBHO9].

Soit un dictionnaire D,, = {K(Uyw;,*), - ,K(Uy,,, )} d'ordre m, la cohérence du dictionnaire est
définie par :
wo= Ig?}.x‘(H(uwml)?’%(uwj'?'»'?‘[‘ Z?jzlv , N
= max |K(Uy;, Uw, )| ,j=1,---,m (1.50)
i#]

Cette grandeur correspond au plus grand élément, en valeur absolue, hors diagonale, de la matrice de
Gram du dictionnaire. GEométriquement, la cohérence représente le plus petit angle entre deux fonctions
noyau (associées aux éléments du dictionnaire) dans H. De ce qui précede, la cohérence est nulle pour
un ensemble de fonctions orthonormées et vaut 1 pour un ensemble qui contient au moins deux fonctions
identiques. Le dictionnaire est dit incohérent si i est faible. Il faut signaler qu’un dictionnaire de cohérence
w est formé de fonctions noyau qui vérifient le critere d’approximation linéaire avec [Hon07]

(m — 1)

r=1—/———J0
1—(m —2)uo

(1.51)

Le critéere de parcimonie basé sur la cohérence est appelé critere de cohérence. En choisissant un
seuil uo pour la cohérence tel que py € [0, 1], a l'instant n 4+ 1 quand une nouvelle observation U1
se présente a I'entrée du modéle, la fonction noyau x(u,+1,-) est introduite dans le dictionnaire si la
condition suivante est vérifiée :

“max  |K(Uy,, Up+1)| < o (1.52)
=1, ,m

De la condition (1.52) on peut déduire que le choix du seuil pg détermine la cohérence du dictionnaire
et le niveau de parcimonie du modele résultant. En conséquence la taille du dictionnaire est directement
liee a la valeur de L.

Une conséquence importante du critere de cohérence est que son utilisation conduit au fait que la
taille du dictionnaire reste finie lorsque le temps tend vers l'infini, ce qui est une proprété tout a fait
souhaitable et que nous démontrons ici.
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Proposition 1.3. Soit I/ un sous-espace compact d’'un espace de Banach, et soit x : U x U — R
un noyau reproduisant. Pour toute série temporelle {u;}:°; et g € [0, 1], le dictionnaire résultant en
appliguant le critere de cohérence (1.52) est de taille finie.

Démonstration. Le sous-espace U étant compact et la continuité de la fonction noyau produit un en-
semble {k(u;, ) buews- Il existe alors un ensemble de boules de rayons non-nuls, définies selon la norme
L2 pouvant couvrir ces fonctions noyau. Pour toute paire de fonctions noyau du dictionnaire de cotérence

Mo On a:

H’i(uww ) - ’i(uwjv )Hg-t = ’i(uwm uwi) - Q’Q(uwm uwi) + H(uwjv uwj)
= 2 — 26Uy, , Uy, )

= 2(1 = po) (1.53)

De cette borne (1.53) on peut déduire que le nombre de boules est fini et donc que la taille du dictionnaire

reste nécessairement finie quand le temps n tend vers l'infini. O

Ce résultat important justifie I'utilisation de ce critere pour I'identification en-ligne des systtmes. Dans
ce qui suit, on va utiliser ce critere avec les algorithmes d'identification en-ligne des mockles non-linéaires

en raison de son faible co(t calculatoire et de la proprété précédente.

1.9 Algorithmes d’identification adaptatifs non-linéaires

Limportance de l'utilisation des méthodes a noyau pour identifier des systtmes non-linéaires réside
dans le fait que le modéle estimé sera écrit sous forme d’une combinaison lingaire de fonctions noyau.
Le modéele est mis a jour a chaque itération en optimisant une fonction codt choisie préalablement et, en
général, liée a I'erreur entre la réponse désirée et la sortie du modéle. La figure (1.2) illustre I'identification
des systemes en utilisant des algorithmes adaptatifs, ou u, est I'entrée a l'instant n, y,, la sortie du
modele, d,, la sortie désirée et e,, = d,, — y,, représente I'erreur entre la sortie désirée et la réponse du
modéle.

A chaque instant n, la procédure d’apprentissage est réalisée en deux phases consécutives. En
premier lieu on applique le critere de parcimonie pour décider sila nouvelle observation doitétre introduite
dans le dictionnaire. Dans la deuxieme phase, on procede a la mise a jour des coefficients du modele en
minimisant la fonctionnelle de co(t.

Une grande variété d'algorithmes adaptatifs existe [Say03]. Comme étudié souvent dans la littérature,
on distingue ici les deux catégories : les algorithmes des moindres carrés récursifs et les algorithmes de
gradient stochastique. Dans la suite, on présente les versions a noyau, comme préconisé dans [HonQ7,
LPH10]
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dn

Up, )»  Systeme

A

% Modéle

Yn

FiGURE 1.2: lllustration pour I'identification des systemes en utilisant des algorithmes adaptatifs.

1.9.1 Algorithme de moindres carrés récursif a noyau (KRLS)

Cet algorithme, qui appartient a la premiere catégorie des algorithmes adaptatifs (algorithmes des
moindres carrés récursifs), cherche a minimiser la somme des erreurs quadratiques instantarées avec
la possibilitt de négliger les erreurs correspondantes aux donrées les plus anciennes (pondération).
Lalgorithme KRLS (Kernel Recursive Least Squares) a été largement étudié dans [EMMO04, HRBO7,
LPH10].

Le probleme original d’optimisation s'écrit :

n

: L )2 2
in z‘:l(dz (i)™ + Cllll3 (1.54)

ol ¢ est un parametre positif de régularisation, d; la réponse désirée du modele a linstant i et ¥ (u;)
désigne la sortie correspondante du modéle a I'observation u;. En introduisant le facteur d’oubli 6 € ]0, 1]

et pour une résolution récursive du probleme, la nouvelle formulation est :

n
. — 2 2
min » 6" (d; — ¥ (ui))” +¢0"|[¥[|% (1.55)
YEH “
=1
La résolution d'un tel probleme d’optimisation pour l'identification en ligne d’'un moctle est impossible
lorsque n — oo. Mais en appliquant un critere de parcimonie (tel que le crittre de cohérence) pour
obtenir un dictionnaire D,, = {k(Uy,, ), - , K(Uw,,, )} eten s’inspirant du théoreme de représentation,

le modeéle a I'instant n est :

%() = Z O‘n,jﬁ(uwjv ) (1-56)
j=1
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ol oy, = (an,l, e ,amm)t est le vecteur des coefficients du modele a I'instant n. En introduisant (1.56)
dans (1.55), la solution optimale du probleme dual pour trouver c, est :

a, = argmin (d, — H,)'©,(d, — Hya) + 0 'K, (1.57)
«

avec K,, la matrice de Gram des éléments du dictionnaire de taille m x m dont le (i, 7)™ terme est
K (U, , Uy, ), Oy une matrice diagonale de taille n x n dont le (4, i ™ élément est 6", H,, une matrice
de taille n x m dont le (7, j)*™ élément est (u;, U, ) et d,, est un vecteur de taille n x 1 qui représente
les réponses désirées jusqu'a l'instant n, d,, = (dy, -+ ,dy,)".
En posant P,, = (HZ@an + CH”Kn)_l et supposant que P,, existe, la solution du probleme (1.57)
est:
o, = P,H.©,d, (1.58)

Alinstant n 4+ 1, une nouvelle observation u, 41 se présente a I'entrée du modele et I'algorithme se
déroule de la fagon suivante, selon les deux cas ci-dessous :

* Sila fonction noyau x(uy,+1, -) ne vérifie pas le critére de parcimonie, le dictionnaire reste inchangé
(D41 = Dy), en conséquence K, reste inchangée, mais la matrice diagonale ®,, augmente de

taille pour devenir ®,, 11 de taille n + 1 x n + 1 et dont le (i, i)eme élément est 6" 17, le vecteur

dn+1 estdonné par d, 11 = (dy,--- ,dyy1) et la matrice H,, est augmentée d’une ligne :
H
Hpt1 = t "
hn+1
avec hy, 11 = (K(Upt1,Uw, ), -+ 5 K(Upt1, Uy, ). Dans ce cas, la mise a jour des coefficients du

modele est réalisée selon :

Opy1 = o + Pn+1hn+1(dn+1 - th_lan) (1.59)

ou . .
0~ Pnhn+1hn+1pn

1+ 6?_1h]7t14r1pnhn+1

Por1 =01 P, (1.60)

Il est important de noter que le terme (d,,+1 — hfwlan) correspond a l'erreur a priori a I'instant
n+1, ce qui implique que ¥, 41 (Up4+1) = thlan n'est autre que la réponse du modele a I'instant
n+ 1.

* Sila fonction noyau (uy,+1, -) vérifie le critére de parcimonie, donc elle doitétre introduite dans le
dictionnaire dont la taille augmente d'une uni& pour devenir Dy, 1 = {K(Uw; 5 ), 5 K(Uwyyrs )}

OU K (Uuw,,y 15 ) = K(Unt1, ). Lincrémentation de I'ordre du dictionnaire conduita :

H, O Kn  hoit d
Hnt1 = tn " Knt1 = tn " dpy1= 1|
hns1 To hoi1r ho dn+1
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N _ t _
ot hyy1 = (K(Ups1, Uy )s 5 6(Ung1, Uy, )’ ho = K(Uwyyyy s Uw, 1) €t O, est un vecteur
colonne de n zéros. La mise a jour du modele se fait en deux phases. La premiére phase consiste

a trouver |5n+1 et a,41 exactement comme dans (1.59) et (1.60).

dnJrl =oan + |5n+1hn+1(dn+1 - h%Jrlan) (1.61)
et . ;
- 0~*P,h,.1ht P
Poi1=0"" [Pn — = il ngd n } (1.62)
140~ hn+1pnhn+1
Dans la deuxieme phase, le modele est mis a jour selon la procédure suivante :
a hod — (ho +COMHNL & -
g = | O 0dnt1 — (ho : ¢om ) yits ntl |—0Q (1.63)
0 (ho + ¢ 1) (ho — hy,4 1) 1
|5n—|—1 On 1 —q t
P, = - — 1 1.64
[ o
ou
q = (ho+ (0" )Pryihng
s = (ho+¢0" ) (ho —h}q0q)

Pour plus de détails du calcul, se référer a I'annexe A.

Avant de terminer la présentation de cet algorithme récursif, il faut signaler, pour des raisons de
simplification des expressions, que si I'on néglige le coefficient de régularisation (( = 0), les expressions
(1.59) et (1.60) deviennent :

Pnhn+1

« = a,+ d —hl 1.65
n+1 n 1+ th_anthrl( n+1 n+1 n) ( )
Pnhpiihl P
Pny1 = Pn— 1 _T_ :t I: h = (1.66)
n+1" nllnt+1
ainsi que (1.63) et (1.64) qui deviennent :
o dpt1 —h o Phi1h
QAni1 = n+1 + n+i _ n+1%n n+1Mn41 (1.67)
0 1=y 1 Pogihngr | 1/ho

P lsn-l—l 0n 1 y —|5n+1 hn+1
1 = _
m of 0| 1—ht Puiih,e 1/hg

] [— (Ppiihns1)t 1/ho|(1.68)
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1.9.2 Algorithme de projection affine a noyau (KAPA)

Cet algorithme fait partie de la catégorie des algorithmes de gradient stochastique. La minimisation de
I'erreur quadratique est toujours notre objectif. Le probEme d’optimisation, en ne faisant pas apparaitre

le terme de régularisation, est :
n

: b (u))2
min i:1(dz ¥(u;)) (1.69)

d; est la réponse désirée du modéle a linstant i et ¢)(u;) est la réponse du modéle a la i®me ob-
servation u;. En appliquant un critere de parcimonie, a l'instant n nous disposons d’'un dictionnaire
Dy, = {k(Uw;, ) }j=1,-.. ,m d'ordre m, le modeéle a I'instant n est donc :

m
Un() =) an kU, ") (1.70)
Jj=1
ol oy, = (Oén,1, cee ,amm)t est le vecteur des coefficients optimaux du modéle a l'instant n. La combi-

naison de (1.70) et (1.69) méne au probleme suivant :
o, = argmin ||d,, — H,a|? (1.71)
«

oud, = (di,--- ,dy)" estle vecteur des réponses désirées jusqu’a l'instant n et H,, est une matrice n x
m dont le (i, j)éme élément est x(u;, Uy, ). En supposant que (HE H,,) ! existe, la solution du probléme
(1.71) est donnée par :

o, = (HLH,) 'HEd,, (1.72)

Lidée de base de I'algorithme de projection affine (Affine Projection Algoritm - APA) est de prendre en
considération les p dernieres observations seulement {uy, - - - ,U,_p4+1}, c.a.d. en utilisant une fenétre
glissante de largeur p [Say03]. Ici, p désigne le nombre de collecteurs (manifolds). Dans ce cas, d,
devient un vecteur colonne de p éléments, d,, = (dy,, - - ,dn_p+1)t, et H,, une matrice de taille p x m

dont l'élément (7, j) est x(Up—i+1, Uy, ), donnée par :

K(Up,y Uy, ) e K(Up,y Uy, )

K(Un—pt1,Uwy) - K(Un—pi1,Un,,)

Le vecteur des coefficients optimaux ,+1 est déterminé a linstant n + 1, en minimisant ||ag,+1 —
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o, ||? sous la contrainte de nullité des erreurs a posteriori pour les p derniéres observations.

: 2
min ||a,+1 — ay| (1.73)
Qn1
sous contrainte d,,+1 = Hy410041 (1.74)
ot dpt1 = (dpt1,--- ,d )t = ( )t et H,41 est toujours une matrice
udpiy1 n+1, y n—p4+2)" Cnt1 Ap+1,1, y Ant+1m n+1 ujours u

p X m dont I'élément (i, j) est k(Up—i12, Uy; ). GEOmétriquement, a1 est obtenu par la projection de

a, sur l'intersection des p sous-espaces affines S; définis par :
S; = {Of eR™: hfl_i+2a —dp—jto = O}izl,--- P (1.75)

avec hy, 1o = (K(Up—is2,Uw, ), K(Un_ir, Uy )L
Il estimportant de remarquer que m indique I'ordre du mockle (qui n'est autre que la taille du diction-
naire) et que la valeur de m peut changer selon le sultat de I'application du critere de parcimonie. En
effet, lors de la présence d’'une nouvelle observation u, 1, celui-ci conduit & décider si la fonction noyau
correspondante a cette observation doit étre introduite ou non dans le dictionnaire selon :
* Si k(up+1,-) ne vérifie pas le critere de parcimonie, elle est bien représentée par les fonctions
existantes du dictionnaire et ne doit pas étre introduite dans ce dernier. Lordre du mockle reste
inchangé et la mise a jour des coefficients du modele est faite comme suit :

01 = oy +1H 2-1—1(5' +HpiH fH—l)_l(dn—i—l — Hpt100) (1.76)

Dans I'expression ci-dessus, 7 est appelé parametre de contrdle du pas de convergence et ¢l est
le terme de régularisation.

* Si k(Upy1,-) vérifie le critere de parcimonie, on [lintroduit dans le dictionnaire dont la
taille augmente d'une unitt (m = m + 1) et K(Uw, ,') = K(Upt1,-). La ligne
(F(Up+1,Uw;)s -+ 5 K(Ups1, U, ,)) €St concaténée a la matrice H,, qui devient de taille p x
m + 1. La dimension du vecteur des coefficients du modele augmente d’une unité et sa mise a

jour devient :

8 70)

Ant1 =
0

0

_ (87
+nHL (el HopHE ) Ydps1 — Hpst [ n] ) (1.77)
Pour les détails du calcul se référer a 'annexe B.

1.9.3 Algorithme de moindres carrés normalisé a noyau (KNLMS)

La version instantanée de I'algorithme KAPA n’est autre que I'algorithme de moindre cars norma-
lisés a noyau (Kernel Normalized Least Squares Algorithm - KNLMS). En considérant un nombre de

collecteurs p = 1 et suivant la satisfaction ou non du crittre de parcimonie, on obtient les mises a jour a
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linstantn 4 1 :
* Si la fonction noyau x(u,+1, -) n'est pas introduite dans le dictionnaire on a :

Ui

= ——(d —ht h 1.78
Opt1 oy + P th—f—IH2( n+1 n+1an) n+1 ( )
avec hy, 1 = (H(un-f—lv le), T 7/€(un+17 uwm+1))t'

* Si la fonction noyau r(u,+1,-) est introduite dans le dictionnaire, la taille de ce dernier est
incrémentée d’'une unité (m = m + 1). La mise a jour devient :

= |0 +% dns1 =ty (77 ) o (1.79)
0| &+ |[hngll 0
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2.1 Introduction

Lidentification en-ligne des systemes non-linéaires reste toujours un sujet important de recherche.
Parmi les méthodes les plus connues, les filtres de Volterra et de Wiener [Wie66, Sch06] ou encore
des réseaux de neurones [Hay08] ont fait I'objet d’'un nombre important de travaux. Chacune de ces
méthodes possede ses atouts et ses limitations. Par exemple, dans le cas des filtres de Volterra, le
nombre de paramétres a estimer dépend de I'ordre du filtre et de la complexite de celui-ci. Ceci implique
potentiellement une grande complexit en termes de nombre de parametres [RLCSO03]. Les Filtres de
Wiener ont été définis pour des signaux stationnaires et sont mathématiquement exigeants [Ogu07]. Le
point faible des réseaux de neurones multicouches réside dans le choix de la structure du réseau. Par

ailleurs, le critere de performance n’est pas convexe en les paramétres du réseau.
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Dans le chapitre précédent, on a exposé l'identification des modeles non-linéaires a l'aide des
méthodes a noyau. Grace au théoréme de représentation, I'estimation du modéle est obtenue sous la
forme d’'un développement linéaire de fonctions noyau. Pour les applications en-ligne, I'ordre du mocktle
est réduit en appliquant un critere de parcimonie. Le critere de cohérence est d’une importance majeure
vu sa simplicité calculatoire et son influence sur la réduction de I'ordre du modele. En conséquence, la
fonction noyau d’'une nouvelle observation est introduite dans le dictionnaire si elle \érifie la condition
de cohérence définie dans (1.52). Une conséquence directe du critere de cohérence est que la taille du
dictionnaire reste finie avec le temps. Cependant, lorsqu’on introduit unélément dans le dictionnaire, cet
€lément reste en permanence, sans changement, méme s'il devient moins influent dans I'estimation du
modéele. Notre objectif est d’adapter les éléments du dictionnaire, a chaque itération, sans enfreindre la
contrainte de cohérence de celui-ci. Le but de I'adaptation est de reduire davantage I'erreur d’approxima-
tion et/ou I'ordre du modele.

On présente tout d’abord l'idée de base de I'adaptation des éléments du dictionnaire. Le principe
de l'adaptation est développé sous forme d’'une décente de gradient pour difféerentes classes de fonc-
tions noyau tout en respectant le critere de cohérence qui sera adoptte comme critere de parcimonie.
Lheuristique adoptée pour le choix du pas de I'algorithme de gradient utilist pour adapter les éléments
du dictionnaire sera exposée de maniere détaillée. Les performances obtenues seront présentées sur la
base de simulations et de modeélisation de signaux réels montrant I'efficacité des techniques proposées.

2.2 Adaptation du dictionnaire

Considérons un probléme d'identification en-ligne et soient u,, € U le vecteur d’entrée du modéle a
linstant n et d,, est la sortie désirée correspondante. « : U x U — R est une fonction noyau associée
a un RKHS H. Lalgorithme des moindres carrés consiste a déterminer la fonction #(-) qui minimise une
fonction codt qui prend en compte la moyenne des erreurs quadratiques instantarees.

mm—§:M<— uj)? + ¢l (2.1)

ol (|0]|? est un terme de régularisation. Le théoréme de représentation et la monotonicité de [|¢||? sur
[0, +00[ menent & une solution optimale /*(-) du probleme :

() =) = D ar(ug) (2.2)
j=1

Les a; € R sont les coefficients du modele. Puisqu'il s’agit d’'une identification en-ligne, I'adaptation du
modele devient de plus en plus difficile en raison de I'augmentation du nombre des observations avec le
temps. Une solution est d'utiliser le crittre de cohérence. Soit D, = {x(., uy;)}jL, le dictionnaire, de

taille m, des fonctions noyau pertinentes sélectionnées parmi toutes les observations jusqu’a l'instant n.



2.2. Adaptation du dictionnaire 39

dn
1
U3 U —>H Ly 5 Uw) / ey S §+—Ie” Adaptation: g k(.,uf ) iy gAYy gy pef
j=1.m optirhal ¥n() dictionnaire’ ~ j = 1..)m o () "
Algorithme.,
Adaptatif |

FIGURE 2.1: Algorithme global d’adaptation du dictionnaire.

Le modele (2.2) devient :

m
Un(.) = Z QK (5 Uw]-) (2.3)
Jj=1
o, = (an,l, e ,amm)t le vecteur des coefficients optimaux du modele a I'instant n.

A linstant n + 1, un nouveau vecteur d’entrée u,4; se présente a I'entrée du modele. Si la fonc-
tion x(., un4+1) Vérifie le critere de cohérence (2.4) elle est introduite dans le dictionnaire dont la taille
augmente d’'une unité.

ufjlg%n [(£ (- Un1), K(, uwj)>7‘l| = ufjlg%n |5 (Unt1, uwj)| < Ho (2.4)

Le seuil ig € [0, 1[ détermine le niveau de parcimonie du dictionnaire et il contdle 'ordre du modele. I
est important de noter que la fonction noyau utiliste dans (2.4) doit étre de norme unité ; si ce n’est pas

le cas, il faut faire une normalisation en substituant (u;, u;) par (u;, u;)/v/k (Ui, u;)k(uj, uj).

Définition 2.1. Un dictionnaire D,, de taille m est dit py-cohérent si toutes les fonctions noyau qui y
appartiennent vérifient la condition :

max ’H(uwiv u’LUj)‘ < o (2.5)
i#£]

2.2.1 Principe de I'adaptation du dictionnaire

Lidée de départ pour adapter le dictionnaire est motivee dans la suite : Une fonction noyau, une
fois introduite dans le dictionnaire, reste sans aucun changement méme si la non-stationarité du modéle
a identifier rend la contribution de cette fonction noyau faible pour I'estimation de la sortie courante. Il
apparait alors opportun d'adapter les éléments du dictionnaire D,, pour obtenir Dg‘. A chaque instant n,
le processus d’optimisation du (2.1) se fait en 2 phases. La premiere consiste a trouver le vecteur des
coefficients optimaux du modele «,, en appliquant un algorithme de prédiction en-ligne. La deuxieme
phase a pour but d’adapter les éléments du dictionnaire sans que ce dernier ne perde sa cohérence.

Ladaptation des éléments du dictionnaire a pour but la minimisation de I'erreur quadratique instantarée
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en = dp — Pp(Un) = dn — D _ i K(Un, Uny,) (2.6)
=1

tout en respectant la contrainte du cohérence du dictionnaire (2.5). Lalgorithme d’adaptation du diction-
naire est représenté dans la figure (2.1).

Le 7¢me élément du dictionnaire est adapté suivant le principe suivant :

uf‘ui = Uy; — VnQy, Vi=1..m (2.7)

A

u

w, indique I'élément du dictionnaire aprés adaptation, g, est le gradient de I'erreur quadratique ins-

tantanée par rapport a u,,; et v, indique le pas du gradient utilisé pour adapter tous les éléments du
dictionnaire. Bien sdir, le choix de 1, n’est pas arbitraire mais il est soumis a des contraintes strictes per-
mettant de préserver la cohérence du dictionnaire. Ces idées sont détaillées dans les sous-paragraphes
suivants qui sont spécifiques au type de fonction noyau choisie.

En utilisant (2.6), le gradient par rapport a I'élément u,,; du dictionnaire est :

gwi = vuwi (6727,)

— 20, (dn _ ia”’i K (Un, uwi))Vuwi (/ﬁ(un, uwi)>

=1

= —2epn an,i Vu,, (H(Un, uwi)> (2.8)
La combinaison de (2.7) et (2.8) donne
uﬁi = Uu; + 2Vnepn an i Vu,, (H(Un, uwi)> Vi=1..m (2.9)

D’aprés (2.9), il est clair que I'adaptation des éléments du dictionnaire dépend de la fonction noyau
choisie. Pour cette raison, on explore les deux types les plus Epandus de fonctions noyau : les fonctions
noyau radiales (Radial Basis Functions-RBF) et les fonctions noyau polynomiales.

2.2.2 Cas d’un noyau radial (RBF)

Cette catégorie de fonctions noyau comprend les deux fonctions les plus utilistes : le noyau Gaussien
et le noyau Laplacien. Les fonctions noyau qui appartiennenta cette catégorie peuvent étre exprimées
sous la forme :

kU, ug) = f(llu; — uill), (2.10)
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ou f € C*™ (C est I'espace de Banach des fonctions continues). Une condition suffisante pour que cette
fonction noyau soit définie positive est sa monotonicité, c’est a dire :

—D*f®r)y >0,  vr>o0 (2.11)

o f*) indique la k¢me dérivée de la fonction f(.) [CS02]. En incluant (2.10) dans (2.8), on obtient :
Vi, 5(Un, Uw,) = —2(Un — Uy,) FO(|un — Uy, 1) (2.12)
Donc, le gradient de I'erreur quadratique instantarée par rapport a u,,, est
— ) _ (1) i 2
Qu, = 4€n o i(Un — Uu,) [ ([lup — Uy, [|7) (2.13)

La contrainte essentielle que I'on doit respecter lors de I'adaptation deséléments du dictionnaire est la
cohérence de ce dernier. En d'autres termes, un dictionnaire pp-cohérent avant adaptation doit rester
Lo-cohérent apres adaptation, c’est a dire :

max w(uf U )| < po Vi = Lem (2.14)
7]

Cette contrainte fait apparaitre explicitement le type de fonction noyau, c’est pourquoi nous cetaillons
dans la suite les expressions du gradient et de la contrainte de cohérence pour le noyau Gaussien, d’'une
part, et le noyau Laplacien, d’autre part.

2.2.2.1 Gradient et condition de cohérence pour un noyau Gaussien

La 7¢me fonction noyau du dictionnaire est :

” © Uy,

(e U,;) = eXp(—T>

ol ¢ est la bande passante du noyau. A l'instant n, en prenant en consiceration la dérivée de cette

fonction noyau par rapport a u,,,, le gradient de I'erreur quadratique instantanée définie dans (2.8) et
(2.12) est :

€n Oln g

O, = —2——5= K(Un, Uw;) (Up — Uy, ).

g

La condition de cohérence entre deux éléments quelconques du dictionnaire (2.14) s'écrit sous la forme :

lug, —up lI* > —20"In(ug)  Vi#j=1.m (2.15)

w;

ot ona —2021In(ug) > 0 car ug € [0,1].
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2.2.2.2 Gradient et condition de cohérence pour un noyau Laplacien

Pour Le noyau Laplacien, la #™e fonction noyau du dictionnaire est :
|- —uwiH>
K\, Uy ) = X _——
L p( 202

ou o est la bande passante du noyau. Le gradient instantaré de I'erreur quadratique par rapporta u,,, a

I'instant n est :
€n Onj

gwi = H(Un, uwi) (Un - uwi)

02 ||up — Uy, ||
De cette expression on peut déduire qu'il existe une condition restrictive ||u, — Uy, || 7 0. Ceci implique
que lorsque I'on introduit un nouvel élément dans le dictionnaire, celui-ci ne peut pas étre adapté.

La condition de cohérence sur les éléments du dictionnaire dans le cas d’'un noyau Laplacien est :

luf —ul |2 > (~ 207 (o)) (2.16)

wy —

2.2.2.3 Valeurs possibles pour le pas du gradient pour une fonction noyau radiale

Lors de I'adaptation des éléments du dictionnaire, il ne faut pas enfreindre la cohérence de ce dernier.
Pour toute paire d’éléments du dictionnaire et en se basant sur (2.7) on a :

uéi — uéj = Uw, — Uw; — Vn(Qy, — Gu,) = 0U —1dg  Vi,j=1.m (2.17)

ol dU = Uy, — Uy, €t 0g = 9uw; — Gu;- D’une fagon générale, pour une fonction noyau radiale, en
combinant (2.10) et (2.17) on obtient :

FlI6u = v, 5g]1%) < pao. (2.18)
Le développement en série de Taylor du terme de gauche de cette inégalité autour de v, ~ 0 donne :
(160 = vabg]?) = F([8ul]®) = 20 (8u’dg — v||5a*) FI[[u]1?) + O(vi)

En utilisant cette approximation, la condition (2.18) devient :

—(2]16g]*v2 — 2v,0utsg) FO[|6ull?) + 1o — f(|lou][?)

>0
—2|ag|* £ M(llou]|?) vz + 26u'sg f P [|8ull*)vn + po — f(lI6u]?) =0

(2.19)

Le discriminant de I'équation du second degré associée est :

A = (6utog FOI8ul®)? + 2ll0g2FD18u)12) (1o — £(]|6u]?)
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Si A < 0, I'équation du second degré associée a (2.19) ne possede pas de racines et il n'y a pas de
contraintes sur le choix du pas de gradient 1, entre le i#me et le jéme élément du dictionnaire. Si A > 0,

alors I'équation du second degré associée a (2.19) possede deux racines v; ;_ et v; j, données par :

—sutsg fO(su]]?) = VA
~Jlag]O(oul?)

Le domaine des valeurs possibles de 1, est | — oo, v; j—| U [1; 4, +00], car le terme de gauche de
(2.19) doit étre positif :

Vivjf Vi7j+
+ 1 - 1+

Il convient de faire deux remarques importantes :

1. Les deux racines v; j_ et v; ;1 sont de méme signe vu que la fonction noyau satisfait la condition
de validité (2.11) fM)(||6u|?) < 0 et que I'on a toujours g — f(||dul[?) > 0 pour un dictionnaire

cohérent a tout instant n.

2. ll est clair que, pour chague paire d'éléments du dictionnaire (U, Uw;), la valeur v, = 0 appartient
toujours a l'intervalle des valeurs acceptables | — oo, ym-,] U [Vi,jJr, +oo[ puisque, dans ce cas, il

n'y a pas adaptation du dictionnaire et qu'il est r-cohérent.

A noter également que, si I'équation du second degré associée a (2.19) admet une racine double
Vij— = Vij+, Vp peut prendre n'importe quelle valeur entre | — o0, +00[ y compris 1, = Vij— =
v; j+- Il est aisé d'interpréter géométriquement le type d'intervalle des valeurs acceptables pour 1, : en
adaptant deux éléments du dictionnaire, les deux bornes (1; ;, v; j4) doivent étre respectées pour éviter
le chevauchement des régions d’influence des fonctions noyau. La figure (2.2) donne une illustration en
dimension 2 de cette contrainte sur le choix de 14,.

Nous présentons maintenant I'heuristique de choix d'un pas du gradient convenable pour adapter
tous les éléments du dictionnaire. On choisit un pas de référence 1y de maniere similaire a tous les
algorithmes adaptatifs a pas fixe. Apres le calcul de m(m + 1)/2 intervalles [(; ;—, V4 j+ )] entre les m
éléments du dictionnaire, v, est choisi selon la procédure suivante :

- Simaxv;j+ <0 = v, =1
iJ

Si0<miny; ;- <vy = v, =miny; ;_
2,] 2y

- Si0<yy<minv; ;- = v, =1y
Z7]

Si0 < min(v; ;)" <vy = v, =min(y;;-)*
1,J vJ

- Si0 <y <min(y;-)" = v, =1
Z7]
La notation (Vm-,)+ indique les valeurs positives des 1; ;. Il faut attirer l'attention sur le fait qu'il faut
choisir vy petit. A défaut, les observations qui ont formé le dictionnaire risquent d'étre dispersés sur des
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Vij+
- i % _ulyi_ —Qu,

FIGURE 2.2: lllustration en 2D montrant la contrainte sur le choix de 14, < v; j_ ou v, > v; ;1 pour éviter
le chevauchement entre les régions d'influence de uﬁi et uﬁj.

régions inutiles de I'espace des entrées et entrainer une augmentation de la taille du dictionnaire sans
réduction de I'erreur quadratique.

Remarque. On peut ne pas utiliser le développement en série de Taylor, mais on développe I'expression
(2.15) (respectivement (2.16)) pour obtenir :

(U, = tw,) = vn (9w, = Q) = (=20% In(1u0))
1u — v 6g]* > (—20% In(40))

apres développement on obtient :
6g*v2 — 20u'dg v + ||0u]|® + 202 In(1o) > 0 (2.20)
qui est une inéquation quadratique en 14,. Le discriminant réduit est :
A = (5u'6g)? — [16g]2(|I6ul + 207 In(j10)) (2.22)

Dans le cas ol A < 0, il 'y a pas de conditions sur le choix du pas de gradient et si A > 0, les racines

seront :
(6utsg)? £ VA

it = 2.22
" ol =2

Le terme ||6ul|? 4+ 202 In(p) est toujours positif pour un dictionnaire cohérent avant I'adaptation, ce qui
entraine que les deux racines sont de méme signe. Les mémes discussions faites dans le cas ou on a
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utilisé le développement de Taylor sont toujours valables ici, et I'algorithme utili$t pour le choix du pas de
gradient afin d’adapter tous les éléments du dictionnaire est encore le méme.

2.2.3 Cas d’'un noyau polynomial
Le noyau polynomial est de la forme :
r(us,up) = f(ujuy) = (1+auju;)” (2.23)

ou 5 > 0. La norme de ce noyau n'est pas égale a 'unité, d’ol la nécessité le normaliser en remplacant

r(uj,u;) par
H(UZ‘, Uj)

VR, U)K (uj, uj)

Nous effectuons la méme démarche que précédemment. Nous présentons d’abord le calcul du gradient

de 'erreur quadratique instantanée par rapport aux éléments du dictionnaire.

2.2.3.1 Calcul du gradient d’un noyau polynomial

Puisque la fonction noyau a été normalisée, le modeéle réduit (2.3) a l'instant n devient :

m

_ ‘ #(Up, Uy, )
Un(.) = ; Qn i \/H(Un, un)\/m(uwi, ™) (2.24)

En posant
#(Up, Uy, ) _ K(Un, Uy, )

h(Un, Uy,) = VE(Uns Un) /5 (U Uny) (U U,

I'erreur instantanée devient :

n=dn— Y 0 h(Un, Uy,) (2.25)
=1

D'aprés (2.25), le gradient de ¢2 par rapport & I'élément Uy, du dictionnaire est :

oey, Oh(Up, Uy, )
=2e,—— = —2e,0, j ———2 2.26
ng nauwi n“n; 5Uwi ( )
AR(Un U, ) . .
Le calcul de % se fait de la maniere suivante :
8R(Un,uwi) o as(unvuwi)
ah(unv uwi) _ Ouu; S(UT“ Uwi) H(Un, Uwi) Ouw, (2.27)

O, (s(un, uwi))2
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Sachant que (U, Uy,) = (1 + auu,,)?ona:

o )
9k (Un, Uw;) _ aBu, (1 + aulu,, )’
Ouy,
1+ autu i)ﬁ
_ aﬁun(“r—r;w
CLUnu’wi
/{(un, Uw~)
oy iU U 2.28

$(Up, U, ) = /K (Un, Up ) /£ (U, Uy, ) cONAuit & :

an(““}ivuil)i)
05(Up, Uy,) TR i,
= ny YUn
8uwi 2 K‘(uwmuwi)

1 VE(Un, Un) 9K (U, Uy,) (2.29)

2 K (U, s Uy, ) Ouy,

or, par similitude avec (2.28), (2.29) se met sous la forme :

05(Un, Uus) _ 1 v/ A(Un, Un) aﬁuwiiﬁ(uw"’tuwi) _2b uwiis(u”’tu ) (2.30)
Ouy, 2 #(Ugp; » U, ) 1 + aug, Uy, 2 1 + auj, Uy,
(2.27),(2.28), et (2.30) nous donnent :
K(Un,Uw; ) af 5(un,Uw;)
8h(un, uw-) (I,B Uy, (1+aU$lU_wi) S(Unu Uwi) - Ii(unp Uwi)T Uwi (1+GUZ,.Uwi)
> i) _ y : (2.31)
U, (s(un, UwJ)

en simplifiant :

Oh(Up, Uy, )
Ouy,

=af

K(Up,y Uy, ) ( Up 1 Uu; )

5(Up,Uw;) \ 1+ aubuy, 214 aul, uy,

= a B (up, Uwi) < o . D, > (2.32)

1+autu,, 21+ aut, Uy,
posons k*(u;, u;) = (14 aulu;) cesta dire £*(u;, u;) = k(u;,u;) pour B = 1, (2.32) devient :

Up, 1 Uy,

i ) (2.33)

Oh(Uy, Uy,)
E*(UpyUy;) 2 K*(Uy,, Uy,)

OUy,

= a f h(uy, uwi)<

en utilisant (2.33), I'équation (2.26) devient :

Uy, 1 U,

d > (2.34)

K (U ) 2 K7 (U, Uy

O, = —2afBey, Qn.i h(una uwi) (
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ou encore
K(Up, Uy,) Up 1 Uy,
Oy, = —2afenan; ” - - (2.35)
VEUn, Un) V/E (U, U ) \E*(Uns Ui 2 6% (U, s U, )
2.2.3.2 Condition sur les valeurs possibles du pas du gradient
La condition de cohérence (2.14) appliquée a la fonction noyau polynomiale donne :
1+ au?, uy,)?
(1 +auf,u,)” i .36

\/(1 + aufﬂiuwi)ﬁ\/(l + aul,, uy,)?

Pour éliminer la condition sur la parité de 3 et sur le signe du produit scalaire u’fuiuwj, on éléve au carré
I'expression précédente qui devient :

(1+ aul, uy,,)?
(1 + aul, uy,)? (14 aul, uy;)

2
ﬁﬁﬂo

La condition sur la cohérence du dictionnaire a I'instant n devient :

(14 aul, uy,)?
(1+ alluw, ) (1 + alluw, [?)

< (p)*/? (2.37)

Dans la suite, et comme c’est le cas dans la plupart des articles issus de la litérature, nous considérons
que a = 1. Ceci n’affectera pas les conditions sur le choix du pas du gradient pour adapter le diction-
naire. En considérant (2.37), on déduit qu'il est difficile d’adapter simultanément tous les éléments du
dictionnaire a chaque itération tout en respectant la contrainte de cohérence. En conséquence, nous
proposons d'adapter un seul élément du dictionnaire a chaque itération. Le choix de cet élément sera
présenté ultérieurement.

Supposons que I'élément & adapter soit u,,,, alors l'introduction de (2.7) dans (2.37) donne :

(1 + (u, Uw,)?
(1 fugg 1) (1 + (o, 1)
(1+ (Uu, = VG, Uu,))?
(1 fugg 1) (1 + (o, 1)

< (o)? Vji#i, j=1.m

< (uo)*"? (2.38)

or,

<uwi - Vngwia uw]-> = <uwi7 uwj> — Un <gwi’ uwj> = ufuiuw]- —Un ufngwi
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Lexpression du numérateur de (2.38), apres développement est :

(1 + ( w; 7uwg>)2 = (1 + Ui)iuwj)2 - 2Vn ui}jg’wi(l + ui}iuwj) + V?%, (uiujgwi)Z
2
= £ (Uy,, ij) —2u,ul .gw'ﬁ;*(uw” ij) + Vg (u’fngwi)2
%2
= Kj; = 2un Ul Gy K+ v (U 0,,)° (2.39)
ol ki = K* (Uy,, Uw;) = (1 + UL, Uy,). D'autre part,

I

lutp, 1 = lluw, 17 = 200, 0, + 7 190,12

Le dénominateur de (2.38) prend la forme :

(L4 flug %) (1 Huw, [1%) = (1 g [P+ Juw, |1 = 20Ut Gu, + 23 [190, 1)
;]( 2Vnuwlng + Vn ||gw1H ) (2-40)

La combinaison de (2.38), (2.39) et (2.40) méne a :

%2 2
Kf; = 2Un Uy, Gy, Kl + Vi (UG, 9,

‘;kj( - 2Vnut gw VTQL ngz ||2)

< (u0)*? Vj#i, j=1.m (2.41)
En posant D = m (uo)Q/ﬁ I'expression précédente mene a :

2
((ufujng) - D”ng”2>y - 2("4‘1] w ng - DU ng>l/n + <K‘>ikj - DHZ) S 0 (2-42)

de la forme :
Av? + 2By, +C >0

avec

2
A= DH@JMH2 — (ul,9u,)
B = — Du!

z] w gw wzng

C = Dxj; — ij

Le discriminant de I'équation du second degré correspondante est :
A=B?-AC

2
* 2 * *2
A= (kwuw]gwl - Duwzng> - (DngiHQ — (ufujgwi) > <Dkii — /-gij> (2.43)

(' est toujours > 0 pour un dictionnaire cohérent, et ceci est dii au respect de la contrainte de cohérence
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atoutinstant n. On a :

Le signe du discriminant ainsi que l'intervalle des valeurs acceptables de 1, dépend donc du signe de

A. Etudions maintenant les différentes possibilités suivant le signe de A :

*siA<0 = A>0cardanscecasona—AC > 0 (voir (2.43))

Dans le cas ou A > 0, les deux racines sont de signes opposés eton a :

~B+ VA
A
—(kful, 9., — Dul,9,,) £ VA

Dlg,|I2 — (ut,,g,,)°

VijE =

avec :
Vij— Vi,j+

_ ‘ + ‘ _
Un € [Vij—,vij+] tel que v; j;— < 0 < v; ;4 car 0 € toujours a l'intervalle des valeurs admis-
sibles de v,.
Dans le cas ou A = 0, on a une racine double v; j_ = v; j; = _TP- La contrainte de positivité
du polyndme n’est jamais vérifiée ici, mais le polyndme peut étre égal a z&ro pour cette racine
double qui n'est autre que v, = v; ;- = v; j+ = 0.
Preuve :

Pour que A soit égal & zéro, il faut que B> = AC. sachant que A < 0 et C' > 0, nous obtenons

une condition nécessaire : il faut que C' = 0 et donc que B = 0. En conséquence,

A2 =0etA<0 =v,=0

C = 0 indique que ﬁ = Lo, C'est a dire que les deux zones d'influence des fonctions
ii Kjj
B . . . * t o t
noyaux des éléments u,, et U, se touchent. B = 0 implique que kijuwjgwi = Duy,.9,, =
t __ L* Lkt t _ te t
U, w; = KijkiUuw,Guw, = Uy, Guw, = C* % uy, g,,,- donc les deux vecteurs uy, et U, sont
colinéaires.
*siA>0
— si A > 0, on a deux racines qui sont de méme signe car AC > 0 avec :
Viyj— Viyj+
+ 0 - | +

et v, €] —o0,v; ;-] U [V j+,+00[. La encore, v, = 0 est toujours dans l'intervalle des valeurs

acceptables.

si A < 0, il n’existe pas de racines de I'équation du second degré mais le signe du polynome
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est toujours positif, donc il n’existe pas de contraintes pour le choix de 14, qui peut appartenir a

] — 00, +o0.

- siA =0 = onaune racine double v ;_ = v; ;4 =

contraintes sur le choix de v,.

*siA=0,onav;> %. Donc il faut choisir v, > 0 si

*ng. Dans ce cas encore il n’existe pas de

e —C o —C
ﬁSOOUVnZﬁSIWEO.

Ce calcul doit étre fait pour un u,,, fixé avec les m — 1 éléments restants u,,, i # j = 1...m. On obtient

ainsi m — 1 valeurs possibles pour 14, que I'on appelle {Vijn}i;éj:l...m. La valeur de v, choisie pour

adapter I'élément u,,, du dictionnaire sera v, = min{VZ‘jn}i;ﬁj:l...m.

A chaque instant, avant I'arrivée d’'une nouvelle observation, on adapte un seul élément du diction-

naire, cet élément étant choisi préalablement. Lheuristique de choix du pas de gradient 14, d’adaptation

de cet élément est présentée ici. On fixe un pas de gradient initial o > 0. Pour un élément u,,, fixé et

tout autre élément u,,;, on a l'un des cas ci-dessous :

1.siA>0etA >0

sivij— < vij+ <0 = v, =1

si0 < Vi j— <y < Vij+ = Vij, = Vij—

-si0< Vi j— < Vi j+ <yy = Vij, = Vo Ou bien Vijn

2.siA>0etA <0

— on prend toujours v;;, = g
3.siA<O0etA>0

dans ce cas on a toujours v j— < 0 < v; ;4

= SVijp S Vo = Vij, = Vi

—siyy < Vi j+ = Vij, = Vo OU bien Vij, = Vij+

4. siA<0OetA=0

— on prend toujours v;;, = 0

5. siA=0
. =C _
—S|ﬁ§0 :>Vijn—V0

i =e o= =C
_SIOSﬁSVO :>V1]n_2B

—Sil/()S% = Vij, = 10

si0 <1y < Vi j— < Vi j+ = Vij, = Vo OU bien Vij, =

= V’LJ*

l/i,j—
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2.2.3.3 Choix de I’élément a adapter

On sait d’apres ce qui précede comment choisir le pas du gradient pour adapter un seul élément du
dictionnaire a chaque itération. Le probleme est maintenant de procéder au choix de I'€lément a adapter.
Plusieurs approches sont possibles, nous étudions deux possibilités reposant sur des idées tres simples.

La premiére approche consiste a choisir I'élément qui possede le plus petit coefficient oy, ; (en valeur
absolue) dans le modéle 1, () défini en (2.24). La deuxiéme consiste a calculer les gradients de I'erreur
guadratique instantanée par rapport a chaque élément du dictionnaire et a retenir celui qui donne la
plus grande norme du gradient. Lavantage de la premere méthode est sa simplicité, la deuxieme étant
plus colteuse du point de vue calculatoire. Cette dernire présente toutefois la possibilité d’aller dans
la direction locale de la plus grande réduction de I'erreur. Les résultats des simulations pour les deux

approches sont présentés dans les paragraphes suivants.

2.3 Expérimentations

Dans cette section, nous montrons l'efficacité de I'adaptation du dictionnaire. Nous effectuons des
simulations pour comparer les courbes d’apprentissage sans et avec adaptation. Les algorithmes adap-
tatifs utilisés sont I'algorithme de moindres carrés récursifs a noyau (KRLS), I'algorithme de projection
affine a noyau (KAPA) et I'algorithme de moindres carrés normalisés a noyau (KNLMS), avec des séries
temporelles types utilisées dans plusieurs références et avec des séries réelles. La taille finale du diction-
naire, tout comme l'erreur quadratique moyenne normaliste (Normalized Mean Squared Error - NMSE),
sont systématiquement utilisees comme criteres de performance pour réaliser les comparaisons. Rappe-
lons que I'erreur quadratique moyenne normaliste est calculée en utilisant les derniers 500 échantillons

du signal utilisé selon la relation :

2
{ Z]Z:NfSOO (dn - %(Un)) }
NMSE = E (2.44)

N 2
> n=N—-500 9n

ou N représente la taille de I'échantillon.

2.3.1 Prédiction de la série temporelle de Henon
Cette premiere expérimentation a pour but de prédire la série temporelle de Henon :
dy =1 —mdy_y + Y2dn—2

o dy = —0.3,dy = 0,7 = 1.4, et y9 = 0.3. Le modeéle considéré est de la forme ¢, (d,—1, dn—2),
étudié sur une suite de 2000 échantillons temporels. Les résultats obtenus avec adaptation sont com-
parés a ceux obtenus dans [HRBO7, Hon07] sans adaptation. Pour cela, on a utilisé I'algorithme KRLS
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et le noyau Gaussien avec une bande passante ¢ = 0.35 et les mémes parametres de réglage. Le
méme seuil de cohérence est utilisé avec 1y = 0.6. Pour I'adaptation on a choisi, aprés une recherche
grossiere permettant avoir de bons résultats, le pas du gradient de référence vy = 0.05. Pour les résultats
de simulation, voir figures (2.3) et (2.4).

La taille du dictionnaire a diminué de 17 éléments sans adaptation a 16 éléments avec adaptation.
Malgré une faible réduction de cette taille, on observe un gain important sur I'erreur quadratique moyenne
normalisée. Celle-ci chute de 0.01036 sans adaptation a 0.001628 avec adaptation ce qui correspond a
une diminution de 84.29%.

Cette premiere simulation atteste du fait que I'on peut diminuer la taille du dictionnaire et ©eduire
I'erreur quadratique en méme temps.

2.3.2 Prédiction de la série logistique

Lobjectif de cette simulation est de prédire la série logistique (Logistic map) qui est un mocdele
déterministe chaotique non linéaire de la forme :

dpt1 = pdn(1 — dy)

avec la condition initiale dy = 0.2027 et p = 4. Un bruit blanc Gaussien d'écart-type 0.25 est ajouté a la
sortie désirée. Rappelons que dans le cas de ['utilisation des fonctions noyaux radiales, on adapte tous
les éléments du dictionnaire avec le méme pas du gradient. L'algorithme KAPA est utilisé avec un seuil de
cohérence fixé a uy = 0.3. Une série de taille N = 3000 échantillons est utilisée et I'erreur quadratique
instantanée est moyennée pour les derniers 500 échantillons de la série.

Dans un premier temps, le noyau Gaussien de bande passante ¢ = 0.418 est utili$¢ en conjonction
avec un pas de gradient de référence 1y = 0.2. La taille finale du dictionnaire est m = 2 éléments
avec et sans adaptation. Lerreur quadratique moyenne normalise passe de 0.0060538 sans adaptation
a0.0016778 avec adaptation ce qui correspond & une diminution de 72.285%. Les courbes d’apprentis-
sage sont montrées sur la figure (2.5).

Le deuxieme essai est réalisé avec le noyau Laplacien de bande passante ¢ = 0.5 et le pas de
gradient de référence utilisé est 5 = 0.01. On aboutit a la méme taille finale du dictionnaire m = 2. Sans
adaptation, I'erreur quadratigue moyenne normaliste est de 0.01601, mais avec adaptation cette erreur
devient 0.009911 ce qui correspond a une diminution de 38.09%. La figure (2.6) montre les résultats
obtenus.

Le choix des parameétres n'est pas aisé. Nous avons procédé par essai et erreur avec differentes
valeurs de la bande passante des noyaux tout en changeant le seuil de colérence et le pas référence
du gradient. Par exemple, si I'on fixe la bande passante du noyau Laplaciena o = 0.418, la taille du
dictionnaire devient m = 3 avec adaptation au lieu de m = 2, mais le gain en erreur quadratique
moyenne est important. En effet, I'erreur est de 0.036957, sans adaptation, et devient 0.0076908 avec

adaptation. Donc pour une augmentation de la taille finale du dictionnaire de 50% l'erreur quadratique
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FIGURE 2.3: Modélisation avec KRLS de la série de Hénon avec un noyau Gaussien o = 0.35, pp = 0.6
etvg = 0.05

moyenne décroit de 79.19%. Ce gain est visible sur la figure (2.7).

2.3.3 Simulations avec l'algorithme KAPA pour un signal de référence issu de la
littérature

Le signal de référence (benchmark) utilisé dans cette partie a été étudié dans [RBH09, HonQ7] pour
tester le critere de cohérence. Il est de la forme :

sp = L.lexp(—|sp—1|) + un

_ 2
dn = s;,

ou u,, et d,, sont respectivement I'entrée et la sortie désirée du modele a I'instant n. Les données ont été
générées a partir de la condition initiale sy = 0.5. Les entrées u,, suivent une distribution Gaussienne
de moyenne nulle et d'écart type 0.25. La sortie du modele est noyée dans un bruit blanc Gaussien
de moyenne nulle et de variance unité. Lalgorithme KAPA est utilisé dans ces simulations avec les pa-
rameétres suivants : nombre de collecteurs p = 3, paramétre du controle de pas n = 0.01 et facteur de
régularisation € = 0.07. Pour les détails relatifs a ces parameétres voir I'annexe B. A noter que les valeurs
des parametres sont identiques a celles utilisées dans [RBH09], ceci pour pouvoir comparer les résultats.


./Chap2/exper_chap2/henon2.eps

54 Chapitre 2. Adaptation du dictionnaire pour les algorithmes de p#diction en ligne

m T |
— Sans adaptation
107 — Avec adaptation | _|
[0}
=] B o
g
8
B 1077 E
=} C ]
O B o
5 [ 1
9 B o
Llj B o
10 ]
C | | | | | | | | | 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
itération

FIGURE 2.4: Erreur quadratique pour la modélisation avec KRLS de la série de Hénon avec un noyau
Gaussien 0 = 0.35 - ug = 0.6 ety = 0.05
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FIGURE 2.5: Prédiction de la série logistique avec un noyau Gaussien o = 0.418, g = 0.3 et vy = 0.2

Un ensemble de 200 séries chronologiques de 3000 échantillons chacune est utilise pour comparer les
résultats de simulation de I'algorithme KAPA sans adaptation avec celles obtenues en utilisant le méme
algorithme mais avec adaptation (on utilisera I'acronyme AKAPA pour indiquer I'algorithme KAPA avec
adaptation du dictionnaire). Les criteres de performance sont la taille moyenne finale du dictionnaire ()
et le NMSE dont les espérances ont été estimées en moyennant sur les 200 séries temporelles utilisées.
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FIGURE 2.6: Prédiction de la série logistique avec un noyau Laplacien o = 0.5, yg = 0.3 et g = 0.01
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FIGURE 2.7: Prédiction de la série logistique avec un noyau Laplacien o = 0.418, g = 0.3 ety = 0.01

Dans les paragraphes suivants on va exploiter les simulations obtenues lors de I'utilisation des fonctions
noyau RBF et polynémiales.
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TaBLE 2.1: Configurations et performance de l'algorithme AKAPA pour noyaux RBF, avec p = 3, n =
0.01, and € = 0.07

Noyau Gaussien (o = 0.418) Noyau Laplacien (o0 = 0.35)
Algorithme | Parameétres m NMSE || Parametres m NMSE
KAPA 10=0.3 2.655 0.1597 || po=0.3 5.135 0.1521
AKAPA 10=0.2, 19=0.02 2.63 0.1099 || p0=0.24, v4=0.05 529 0.1385
AKAPA 10=0.3, 1p=0.04 3.29 0.0903 || p0=0.3, 1p=0.015 5.665 0.1259
AKAPA 10=0.2, 1p=0.033 2.865 0.0940 || 1¢=0.25,1(=0.001 491 0.1268

2.3.3.1 Simulations avec les noyaux RBF

Le modeéle a prédire est de la forme 1), (u,, ). Les simulations avec une fonction noyau Gaussienne
de bande passante ¢ = 0.418 sont montrées en figure (2.8) et celles avec une fonction Laplacienne de
bande passante o = 0.33 sont montrées en figure (2.9). Le choix des parametres i et 1 a été fait apres
un nombre important d’essais, ceci dans le but de retenir les meilleures combinaisons afin de montrer
clairement les performances atteignables, tandis que le choix des bandes passantes des fonctions noyau
(Gaussienne et Laplacienne) a été repris de la littérature pour faciliter la comparaison. Le tableau 2.1)
résume les parametres utilisés et les résultats obtenus. On peut faire les conclusions suivantes :

— Pour le méme seuil de cohérence iy et apres adaptation, la taille moyenne du dictionnaire m a

augmenté de 23.92% pour une diminution du NMSE de 43.45% pour le noyau Gaussien (respec-
tivement 10.32% et 17.24% pour le noyau Laplacien), voir lignes 1 et 3 du tableau @.1).

— Pour la méme taille moyenne du dictionnaire 7 en changeant le seuil de cotérence et apres
adaptation, on obtient une baisse de 31.18% du NMSE pour le noyau Gaussien (respectivement
8.95% pour le noyau Laplacien), voir lignes 1 et 2 du tableau 2.1).

— Pour un NMSE approximativement constant et en jouant sur les parametres de cohérence et sur
le pas du gradient, on peut diminuer la taille moyenne du dictionnaire 7 de 12.91% pour le noyau
Gaussien (respectivement 13.33 pour le noyau Laplacien). Voir lignes 3 et 4 du tableau @.1).

2.3.3.2 Simulations avec le noyau polynomial

Le modele a identifier dans ce cas est de la forme v, (uy, u,—1). Rappelons que dans le cas du
noyau polynomial, on adapte, a chaque itération, un seul élément du dictionnaire. Rappelons aussi que,
dans notre étude, cet élément peut étre celui qui correspond a la plus petite valeur, en valeur absolue,
des coefficients {c, ;}i=1..., du modéle 1), () (choix 1) ou celui qui donne la plus grande norme du
gradient de I'erreur quadratique instantanée (choix 2 ). Les résultats des simulations pour ces deux choix
sont montrés dans les figures (2.10) et (2.11) et le tableau (2.2) donne une récapitulation des résultats
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FIGURE 2.9: Comparaison avec et sans adaptation pour un noyau Laplacien avec ¢ = 0.35 -
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obtenus. Lanalyse des résultats de simulation nous permet de faire les conclusions suivantes :

— Pour le méme seuil de cohérence, et aprés adaptation, une augmentation de 7 de 76.46% meéne
a une diminution de 50.85% du NMSE dans le cas du choix 1 (respectivement 76.23% et 74.246%
dans le cas du choix 2). Voir lignes 1 et 3 du tableau (2.2).
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TABLE 2.2: Configuration et performance de I'algorithme AKAPA pour le noyau polynomial avec p = 3,
n=0.01lete =0.07

Noyau polynomial du troisiéme ordre 5 = 3
Adaptation de I'élément qui correspond au

a la plus petite valeur de |ovy, ;|

Noyau polynomial du deuxiéme ordre 5 = 2
Adaptation de I'élément avec le plus grand

gradient en valeur absolue de e2

Erreur Quadratique Moyenne

Algorithme | Paramétres m NMSE Parameétres m NMSE
KAPA 10=0.3 2.315 0.21308 10=0.3 1.62 0.27649
AKAPA 10=0.2,19=0.02 2.32 0.12203 10=0.01, 1p=0.005 1.73 0.09078
AKAPA 110=0.3, 19=0.75  4.085 0.10473 110=0.3, /p=0.05  2.855  0.071207
AKAPA 10=0.1, 1p=0.03 2.055 0.10584 10=0.25,19=0.073 2.495 0.070121
10° ‘
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FIGURE 2.10: Comparaison avec et sans adaptation pour un noyau Polynomial avec 5 = 3 et adaptation
de I'élément qui correspond au min; o | - KAPA/AKAPA

— Pour la méme taille moyenne du dictionnaire (m), et en changeant le seuil de cohérence, apres
adaptation on obtient une réduction du NMSE de 42.73% pour le choix 1 et de 67.17% pour le
choix 2. Voir lignes 1 et 2 du tableau (2.2).

— Pour un NMSE comparable, en faisant varier le seuil de cohérence et le pas du gradient, la taille
moyenne du dictionnaire 72 a diminué de 12.92% dans le cas du choix 1 et de 13.38% dans le cas

du choix 2. Voir lignes 3 et 4 dans le tableau (2.2).
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FIGURE 2.11: Comparaison avec et sans adaptation pour un noyau Polynomial avec 5 = 2 et adaptation
de I'élément qui correspond au plus grand gradient de éL en valeur absolue - KAPA/AKAPA

2.3.4 Simulations avec les algorithmes KNLMS et KRLS pour un signal de référence
issu de la littérature

Le deuxieme signal de référence que I'on va tester avec les algorithmes KNLMS et tKRLS a été utilisé
dans [DKHO03, RBH09, Hon07]. Son expression est :

dy = (0.8 — 0.5¢ %—1)d,_y — (0.3 — 0.9¢~%1)d,,_5 + 0.1 sin(d,_7)

Les conditions initiales sont (0.1 ;0.1). La sortie est noyée dans un bruit blanc de moyenne nulle et décart-
type 0.1. Le modele a prédire est de la forme v, (dy,—1,d,,—2). On a généré 200 séries temporelles de
3000 échantillons chacune pour les simulations. Les mémes critéres de performances que ceux utilisés
précédemment ont été utilisés dans ces essais, a savoir la taille finale moyenne du dictionnaire m et
I'erreur quadratigue moyenne normaliste NMSE. Nous avons utilisé la méme configuration que dans
[RBHO09], avec n = 0.09, ¢ = 0.03. Lalgorithme KNLMS est testé en premier lieu avec le noyau Gaussien
de bande passante 0 = 0.37. Les résultats des simulations sont montrés en figure (2.12). Le deuxiéme
essai est réalisé avec le noyau Laplacien de bande passante 0 = 0.5. Les courbes d’apprentissage
sont présentées en figure (2.13). Lacronyme AKNLMS est utilisé pour indiquer I'algorithme KNLMS avec
adaptation du dictionnaire. Un résumé des résultats est donné dans le tableau (2.3). Les remarques que
I'on peut faire a partir de I'examen du tableau (2.3) sont les suivantes :
— Pour un méme seuil de cohérence et aprés adaptation, le noyau Gaussien montre une diminution
de la taille moyenne du dictionnaire de 15.51% ainsi qu’une duction du NMSE de 73.47%. Pour
le noyau Laplacien, la taille moyenne du dictionnaire a augmene de 8.32% et le NMSE est réduit
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de 84.45%. Voir les lignes 1 et 3 du tableau (2.3).

— Pour approximativement la méme taille finale moyenne du dictionnaire, le NMSE est réduit de

65.24% pour le noyau Gaussien et de 74.45% pour le noyau Laplacien, voir les lignes 1 et 3 du
tableau (2.3).
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TABLE 2.3: Configurations et performance de l'algorithme AKNLMS pour noyaux RBF, avec n = 0.09,
and ¢ = 0.03

Noyau Gaussien (o = 0.37) Noyau Laplacien (o = 0.5)
Algorithme | Paramétres m NMSE Parametres m NMSE
KNLMS 10=0.5 16.895 0.006269 || 1£0=0.3 9.495 0.019287
AKNLMS 10=0.55, 1p=0.1 16.64 0.002179 || po=0.25,19=0.25 9.085 0.004928
AKNLMS 10=0.5, 1p=0.2 14.275 0.001663 || 1£p=0.3, 1p=0.2 10.285 0.002998
AKNLMS 10=0.52, 1p=0.225 15.05 0.001649 || ©=0.35, 1(=0.1 12.08  0.002996

— Pour un NMSE a peu prés identique, la taille moyenne du dictionnaire est éduite de 5.15% pour
le noyau Gaussien et de 14.86% pour le noyau Laplacien, voir les lignes 3 et 4 du tableau @.3).

Avant de terminer les simulations menées dans ce paragraphe, une comparaison entre les algo-
rithmes KRLS et KNLMS avec et sans adaptation semble nécessaire. On a choisi le noyau Gaussien et
le méme jeu de données que précédemment pour effectuer cette comparaison. La stlection de la bande
passante du noyau a été fixée a ¢ = 0.5 et ceci apres un grand nombre d’essais. On a retenu un seuil
de cohérence pg = 0.5. Notre objectif est d’aboutir approximativement au méme NMSE sans adaptation
pour les deux algorithmes et encore au méme NMSE apres adaptation. Les résultats des simulations sont
présentés en figure (2.14). Pour un pas de gradient de référence vy = 0.2, on a obtenu une réduction de
la taille moyenne du dictionnaire de 21.40% pour I'algorithme KRLS et pour un pas 1y = 0.085, on a pu
réduire la taille moyenne du dictionnaire de 14.50% avec I'algorithme KNLMS.

De ce qui précede, nous pouvons déduire que la taille finale du dictionnaire m peutétre réduite en fai-
sant une bonne sélection du seuil de cohérence i et du pas du gradient de référence 1. Parallélement,
le colt de calcul de I'adaptation sera raisonnable car il est proportionnela la taille m.

2.3.5 Prédiction des taches solaires (sunspots) en utilisant le KAPA

Nous appliquons maintenant notre heuristique d’adaptationa une série temporelle réelle pour prédire
le nombre mensuel de taches solaires (sunspots) entre Janvier 1749 et Février 2012. Les données ont
été obtenues du site officiel de la NASA [Hat12], il s’agit de 3158 échantillons.

Pour cette série on a utilisé I'algorithme KAPA avec un noyau Gaussien de bande passante 0 =
0.418. Le modele utilisé est de la forme ), (uy—1, Up—2,u,—3). Les parametres de I'algorithme sont
n = 0.1, ¢ = 0.07, et p = 3. Lerreur NMSE est calculée sur les derniers 300 échantillons de la série.
Le but est de comparer le NMSE en réglant les algorithmes (seuil de cohérence et pas du gradient)
afin d’obtenir la méme taille finale du dictionnaire m = 536. Avec adaptation, en ajustant un seuil de
cohérence 9 = 0.1 et un pas de gradient de référence vy = 0.0175 nous avons obtenu un NMSE
de 0.0033112. Sans adaptation, il a fallu retenir g = 0.12415 pour obtenir un NMSE de 0.016839 qui
correspond a un gain de performance de 80.336%. Les résultats sont montrés en figure (2.15).
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FIGURE 2.14: Comparaison AKNLMS et AKRLS en utilisant un noyau Gaussien de bande passante
o =0.37

100 E T T E|
r Sans adaptation ]
L 110=0.12415 ]
107t n m=535, NMSE=0.016839 _
| ‘~ I il

- 4

|
w

\ \wx“}Jﬁ\hﬂih

Avec adaptation
110=0.1, 1p=0.0175

Erreur Quadratique
=
o

=
o

|
A

10°F m=536, NMSE=0.0033112 ]
10°® ‘ \ \ ! ! !
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
itération

FIGURE 2.15: Prédiction des taches solaires en utilisant un noyau Gaussien de bande passante o =
0.418 avec l'algorithme KAPA
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La majorité des approches utilisées pour l'identification des systemes se focalise sur le cas des
systemes a sortie unique qui forment un cas particulier des probemes réels. On considere alors qu’'un
systéme a sorties multiples n'est autre que plusieurs systtmes a sortie unique disposés en paralléle.
La spécificité des modeles utilisés dans ces travaux (modeles a base de dictionnaire) fait qu’'un modele
unique a sorties multiples implique que toutes les sorties partagent le méme dictionnaire. Compte tenu
des algorithmes d’adaptation proposés dans le chapitre précédent, nous étudions, dans ce chapitre, I'inci-
dence de cette contrainte sur I'adaptation du dictionnaire et sur les performances obtenues. La colerence
sera a nouveau utilisee comme critere de parcimonie pour les mémes raisons que précédemment, a sa-
voir sa simplicité et son faible codt calculatoire.
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3.1 Introduction

Lidentification des systemes basée sur I'espace de Hilbert a noyau reproduisant est d'une grande
importance et a été introduite dans régression a support vecteur (SVR) [SS03, TSY11]. Les modeles
étudiés sont essentiellement a entrées multiples et a sortie unique (MISO : Multiple Inputs Single Output).
En réalité, plusieurs applications nécessitent des modeles a entrées multiples et sorties multiples (MIMO :
Multiple Inputs Multiple Outputs) [SBT12, AHIO8]. Lidentification de ces derniers repose principalement
sur les réseaux de neurones [Jan04, Hay08]. Linconvénient de ces méthodes est leur complexité qui
croit avec le nombre de sorties. D’autres méthodes d'identification MIMO non lingaires existent tels que
les algorithmes MIMO adaptatifs et la multiregression adaptative dans RKHS [SBT12].

Les algorithmes d’identification en-ligne comme le KRLS et le KAPA, permettent d’identifier des
systemes a sortie unique (scalaire, a chaque instant). Utilisant la réduction du co(t calculatoire de ces
algorithmes [LZS04, LCW™11], il devient opportun d’envisager I'adaptation de ces algorithmes a des
modeles a sorties multiples.

Comme il a été dit en introduction de ce chapitre, il est important de constater que, pour identifier
un modele a plusieurs sorties, on peut utiliser plusieurs modeles a sortie unique disposés en parallele,
chacun d’eux étant soumis aux mémes entrées. Cette approche est tres complexe surtout dans le cas
ou chaque sortie (modéle) posséde son propre dictionnaire et son propre seuil de cohérence.

Dans ce chapitre on propose I'adaptation des algorithmes precédents au cas MIMO en utilisant un
dictionnaire commun. Nous montrons que ce dernier peutétre adapté a chaque itération comme dans le

cas d'une sortie unique et avec le méme codt calculatoire.

3.2 Présentation du probleme

Avant de présenter en détails les algorithmes adaptatifs pour les modeles MIMO, une explication
des notations doit étre faite. Le modéle que I'on va étudier est a [ entrées et k sorties. Considérons

comme entrées [ séries chronologiques {ugz))}rzl...l. Lexpression "entrées multiples” signifie que, a

chaque instant n, I'entrée du modéle est un vecteur u,, € R! avec u,, = (u%l) e ug))t et dont chaque

composante ugf) est la néme valeur de la série uE;)) (r = 1---1). Soient, a l'instant n, ygj) la jéme sortie
) la jéme sortie désirée avec j = 1---k. On a e$$'> = dq(f) — yq(zj) I'erreur instantanée

du modeéle et dq(zj
pour cette jeme sortie. Le schéma qui symbolise le modele MIMO est illustré en figure (3.1).

Considérons la fonction numérique wq(zj)(-) qui correspond a la jéme sortie du modéle et qui est la
solution du probleme d’optimisation suivant :

n

min S (d? — D)2 + ¢ j=1--k (3.1)
PP eH =1

ou (¢ est un parametre de régularisation. En s'inspirant du théoréeme de représentation et
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dy
) - 47* = o)
— 5
ljn Modele d%k)
: = u %JF (k)
M

FIGURE 3.1: Modéle a multiples entrées et multiples sorties (MIMO).

suite a l'application d'un critere de parcimonie qui conduit, a l'instant n, au dictionnaire D, =

{k(-; Uy, ), k(- Uy,,)} dordre m (m < n), la jé™ sortie du modele est de la forme :
m .
yD =09 () =Y o) k(U uw) =1k (3.2)
i=1
ot o) = (aV) af),)t est le vecteur optimal ici eme. sorti :
n = nol - Qnm ptimal des coefficients de la 7™ sortie du modele. Le

dictionnaire D,, est le méme pour le calcul de toutes les sorties. Pour controler I'ordre du modele on va
utiliser le critere de cohérence. Aprés avoir présenté les algorithmes adaptatifs pour le cas des sorties
multiples, nous présentons I'adaptation des éléments du dictionnaire en nous inspirant des résultats du
chapitre 2.

3.3 Algorithme KAPA pour sorties multiples (MOKAPA)

Le premier algorithme que nous présentons est I'algorithme de projection affine déja étudié dans
le cas linéaire [Say03] et dans sa version a noyau [LP08, ST08, RBH09]. Dans cette section, nous
adaptons l'algorithme KAPA au cas des sorties multiples. Celui-ci est désigné par MOKAPA (Multiple
Outputs Kernel Affine Projection Algorithm).

3.3.1 Le probléme d’optimisation

Lidée de base de I'algorithme KAPA est de ne prendre en consiceration que les p derniéres observa-
tions. p est appelé le nombre de collecteurs (manifolds) et p < n. En ne faisant pas apparaitre le terme
de régularisation, la solution du probleme d’optimisation, a I'instant n, pour chaque sortie du modele (3.1)
et en accord avec (3.2) donne :
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ou dgzj) = (d%j) dfﬁpﬂ)t (j = 1---k) estle vecteur des p dernieres sorties désirées pour la jéme

sortie du modele et H,, est la matrice p X m définie par :

’i(una uwl) Tt ’i(unp me)

H(un—p-i-l’ Upy) -- “(Un—p—i—l’ Uuw,, )

Puisgu’on a un dictionnaire unique, cela implique que H,, est la méme pour toutes les sorties du modele.

Soient A,, = (a%l) a%k)) la matrice des coefficients optimaux du modele dont la taille est m x k,
D, = (d%l) e dfzk)) la matrice des sorties désirées du modéle de taille p x k et E,, = (eg) S eq(zk))

la matrice des erreurs dont la taille est p x k. On a donc :

1 k 1 k 1 k
o o o) FORESNN O W
(1) (k) (1) (k) (1) (k)
Anm ' Qnam dnprrl T dnprrl Cn-p+1 7 Cn—pt1
Par similitude au cas d’une sortie unique, le probeme d’optimisation est :
A, = argmin ||D,, — H,A|% (3.3)
A
Notons que || - ||% est la norme de Frobenius. La solution de ce probEme d'optimisation est donnée par
la résolution de :
D,=H,A, (3.4)
Si (H! H,,)~! existe, la solution du probléme est :
A, = (H'H,)'H D, (3.5)

Avec une approche adaptative, la matrice A,,;1 est déterminée a l'instant n+1 a partir de I'estimation
précédente A,,. Comme dans le cas de la sortie unique, le principe de fluctuation minimale est appliqé
par la minimisation de || A, 1 — A, ||%. En se basant sur ce qui précéde, le probléme devient :

. 2
min ||A,+1 — Anll% (3.6)
An+1

sous contrainte D, 11 = Hp41An11 (3.7)

Dans ce qui suit, nous dérivons la solution de ce probleme tout en utilisant le critere de cohérence pour
maitriser la taille du dictionnaire a chaque instant.
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3.3.2 Obtention de I'algorithme MOKAPA avec critére de cohérence

A Tlinstant n 4 1, I'objectif est toujours de trouver la matrice des coefficients optimaux du modele
A, +1. Quand un nouveau vecteur U, se présente a I'entrée du modéle, un des deux cas suivant se
produit :

— Simaxj=1,. . m |K(Unt1,Uw,)| > Lo
Si c’est le cas, ceci signifie que la nouvelle fonction noyau (-, U,+1) peut étre représentée avec
une faible erreur d’approximation par les fonctions noyau du dictionnaire actuel 1,. Cette fonction
n'est pas introduite dans le dictionnaire et I'ordre de ce dernier reste égal a m. La solution du
probléme (3.6) sous contrainte (3.7) est trouvée en minimisant le Lagrangien :

J(AA) = [|A = Ap||} +1, (A© (Dnt1 — Hy1A)) 1 (3.8)

ou © est le produit de Hadamard, A est la matrice diagonale des multiplicateurs de Lagrange et
1. =(1, -, 1)t un vecteur de taille & x 1. En dérivant le Lagrangien par rapporta A et A et en
annulant ses dérivées en A,,+1, et A1 on obtient les expressions suivantes :

0J(A, A

% =0 = 2(A—A))=H A
0J(A, A

% =0 = D1 =Hpi1An+

Si Hf | |Hy41 est non singuliére, on obtient :
An+1 = 2(Hn+1Hfz+1)_1Hn+1(An+1 - An) = Q(Hn-l-leH-l)_l(Dn-i-l - Hn—l—lAn)
La matrice des coefficients du modele est mise a jour de la maniéere suivante :
Any1 = A, + Hly (el + Hy HY ) (Dyg1 — Hy1 Ay) (3.9)

Le terme ¢l est un facteur de régularisation avec | est une matrice identite de taille p x p.

— Simax;—1,.. m |~ (Unt1, Uw,)| < to
Dans ce cas la fonction (-, u,+1) ne peut pas étre représentée correctement par les fonctions
noyau du dictionnaire, d'ou la nécessité de l'introduire dans le dictionnaire dont la taille aug-
mente d’une unité. Le nouveau dictionnaire devient Dy, 11 = {K(,Uw,), -, K(*, Uw,y,)} OU
K(*s Uiy ) = K( Upy1). La matrice H 1 devient de taille p x (m + 1) suite a la concaténation
de la colonne (K(Un41,Uw,yp) " £(Un—p+2, Uy, ,))". De méme la matrice A,,;; augmente de
taille pour devenir (m + 1) x k. La matrice D,,;; reste toujours de taille p x k et le probleme
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d’optimisation (3.6) devient :

2
A
min || A, — | (3.10)
An+1 Ot F
sous contrainte D41 = Hp+1An11 (3.11)

ot 0 = (0,---,0)" est le vecteur nul de taille k x 1.

La procédure utilisée précédemment peut étre appliquée ici aussi pour aboutir a la mise a jour de
la matrice des coefficients du modele a I'instant n + 1 :

n
¢

An+1 = t

A
+H2+1(€I + Hn+1HZ+1)_1(Dn+1 - H, [On] ) (3.12)

On appelle les expressions (3.9) et (3.12) par I'algorithme de projection affine a noyau a multiples sorties
MOKAPA.

3.4 Lalgorithme KNLMS pour multiples sorties (MOKNLMS)

Lalgorithme de moindres carrés normalisé a noyau (KNLMS) appartient a la famille des algorithmes a

gradient stochastique et il est la version instantanée de I'algorithme KAPA. La version a multiples sorties

de cet algorithme sera nommée (Multiple Outputs Kernel Normalised Least Mean Squared algorithm :

MOKNLMS) et elle est dérivée de I'algorithme MOKAPA en prenant le nombre de collecteurs p = 1. Les

mises a jour a I'instant n+ 1 de la matrice des coefficients du modele sont obtenues de la fagon suivante :

- Si max;—1,...m ’ﬁ(un-l—la uwi)’ > o

Dans ce cas la fonction «(+, u,+1) n'est pas introduite dans le dictionnaire qui reste de taille m. La
mise a jour se fait de la fagon suivante :

hpt1
n+1 n + £+ th+1H2( n+1 n+1 Tl) ( )
h = . tqg ill letd — d(l) L. d(k?) t
avec Np41 (H(un-i-lv uwl)a ) K‘(un-l—lv uwm)) etalllem x 1 et n+1 ( n+1 ) n+1)

de taille k x 1.

Si max;=1,...m ’ﬁ(un-l—la uwi)’ < Ko
Dans ce cas la fonction x(-, u,1) est introduite dans le dictionnaire qui devient de taille m + 1.
Laugmentation de I'ordre du modele impose la mise a jour comme suit :

hy 1 ( ¢ ¢ A,
—= {4 —h ) 3.14
et g P\ T L g (3.14)

Ay

h,+1 devient de taille m + 1 x 1 tel que : hyo1 = (K(Upa1, U, ), 5 K(Upt1, Uy, +1))! et
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0 = (0,---,0)" un vecteur de taille k x 1.

3.5 Lalgorithme KRLS pour multiples sorties (MOKRLS)

Cette section est dédiée a la présentation de I'algorithme de moindres carrés récursif a noyau pour les
modeles a plusieurs sorties (Multiple Outputs Kernel Recursive Least Squares algorithm). Cet algorithme
est une extension de l'algorithme KRLS, étudié pour une simple sortie scalaire dans [EMMO04, HonQ7,
HRBO07, LPH10], revisité ici pour des modeles a sorties multiples.

3.5.1 Le probléme d’optimisation

Les algorithmes MOKNLMS et MOKAPA présentés ci-dessus se basent sur une approximation ins-
tantanné pour le premier et a fenétre glissante pour le second. Lalgorithme étudié ici, par analogie avec
le RLS en sortie scalaire, permet une meilleure approximation, en consicerant toutes les observations
précédentes jusgu’a l'instant actuel.

Lintroduction d’'un facteur d’oubli permet de régliger les observations les plus anciennes pour per-
mettre l'identification de systémes non-stationnaires. Apres I'introduction de ce facteur d'oubli 6 € 0, 1],
la jéme sortie du modele est obtenue par la résolution du probléme d’optimisation suivant :

min 30" (dY — @ (u)? + Com[e DN, G=1-k (3.15)
) eH —

Pour simplifier les calculs, un facteur d’oubli identique est utilis2 pour toutes les sorties. A l'instant n,
en se basant sur le théoreme de représentation, la jéme sortie du modele est toujours obtenue par (3.2)

ou a(j) = (Ofg,)p .. ,a%)t est le vecteur optimal des coefficients de cette jme sortie du modéle. Soit
dgf) = (d(f) e dgf))t (j = 1---k) le vecteur des sorties désirées du modéle j jusqu'a l'instant n.

En se basant sur (3.15), le probléme dual se met sous la forme :

A, = argmin (D, — H,A)'©,,(Dyy — Hy A) + (6" A'K, A (3.16)
ou A, = (ag) a%k)) est la matrice des coefficients optimaux du modéle (de taille m x k),
D, = (d%l) e dgf)) la matrice des sorties désirées du modéle de dimension n x k, K,, est la matrice

de Gram des éléments du dictionnaire de taille m x m, ©,, est une matrice diagonale carrée de taille
n x n dont le (i,7)éme élément est "~ et H,, une matrice de taille n x m dont le (i, j)eme élément est

K (Ui, Uy )



70 Chapitre 3. Algorithmes adaptatifs en ligne pour les moceles multi-sorties

La solution de (3.16) est :

H!.©, (D, —H,A,) = (0"K, A,
= (H\©®,H, + (0"K,) A, =H,0,D,

En posant P,, = (H%@an + CH”Kn)_1 et supposant que P,, existe, la solution du probleme est :
A, =pP,H ©,D, (3.17)

La recherche d’une solution récursive implique gue I'on exprime la solution du probEme a l'instant n + 1

a I'aide de celle trouvée a l'instant n. Ceci est donné dans la suite.

3.5.2 Algorithme MOKRLS avec le critére de cohérence

Lordre du modele est toujours controlé par le critere de cohérence en choisissant a priori le seuil 1.
Alinstant n + 1, lorsqu’une nouvelle observation u, 1 se présente a I'entrée du modele, I'application du
critere de cohérence conduit aux deux cas suivants :

— Simaxj=1,. . m |£(Unt1,Uw,)| > Lo

Dans ce cas, la contribution de la fonction noyau (-, u,+1) & tout modele est faible et elle n’est
pas introduite dans le dictionnaire D,,. Lordre de ce dernier reste m et la matrice de Gram reste
de taille m x m alinstant n + 1, avec K, 1.1 = K,,. La matrice ©,,11 est de taille (n+1) x (n+1)
et dont le (i,4)eme élément est " 1= H, .1 devient de taille (n + 1) x m et la taille de D,
devient (n + 1) x k.

Hin 90, 0, D,
Hpt1 = [ht ] ®n+1 = [ ] Dn-‘rl = [ t ]

n+1 sz 1 6n+1
0 hpyy = tet iy = (dV,, - d¥ )t La solution d
oU hpy1 = (K(Unt1,Uwy )5 o s K(Unt1, U, )" €8 01 = (dpiq, n+41)'- La solution du

probleme (3.16) a l'instant n + 1 est :
Ay =PpiHL 1001 D5 44 (3.18)
P,+1 est une matrice carrée de taille m x m et peut étre écrite sous la forme :
Pni1 = (H)41Ons1Hni1 + C‘9n+1Kn+1)_1

t -1
H, 00, 0, H,
hn+1 On 1 hn+1

_ -1
(0P, + hypahl ) (3.19)
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En se basant sur (A.10), (A.11)et (A.17) de I'annexe A et sachant que :

t
H 0O, O D
Ht ® D _ n n n n
+19Yn+18n41
" [h%H] [ 0, 1] [0

= 0H!©,,D,, + hp 410}, 4 (3.20)
Les équations (3.18) et (3.20) entrainent

An+1 - Pn+1 (HHZG)TLDTL + hn+15n+1)
6P,y ht Py

- H.©,D, +P,i1h, 16 3.21
n 1 + 0_1h£l+1pnhn+1 nIntIn + n+1"n+19n+1 ( )

Lexpression précédente mene a :
An+1 = An + Pn+1hn+1(6n+1 - hferlAn) (3.22)

ou P, est calculée d'apres I'expression (A.11) :

_ 07'Pyhngihl Py
14+0-thl Pyhnp

Pl =01 P, (3.23)
— Simaxj—1,_m |K(Un+1, Uw,;)| < Lo
Dans ce cas k(-, U,+1) doit étre introduite dans le dictionnaire D,, ;1. Lordre de ce dernier devient
m~+1avec K(-, Uy,,,,) = K(*, Uns1). la matrice de Gram K, | devient de taille (m+1) x (m-+1).
Lélément (7, j) de K est k(Uy,, Uy, ), la matrice ®,, 11 devient de taille (n 4 1) x (n + 1) et son
(i,7)eme élément est 0" 1% H,, . | devient de taille (n + 1) x (m + 1) et la taille de D, devient

(n+ 1) x k. Ces matrices sont données par :

H 0 K hpt1 00, 0 D
Hn+1 _ tn n Kn+1 _ tn n+ ®n+1 _ tn n Dn+1 _ ) n
h! 1 ho hi' 1 ho of 1

N 1 k
o Myt = (5(Unst, U)o s ilUngt, U, )Y Ssn = (d)y, oo df)L o =
m(ume, me+1) et 0,, est un vecteur colonne de n zéros. Lexpression (3.18) s'applique tou-
jours pour déterminer la matrice des coefficients optimaux du modele et P, reste identique au

cas d'une sortie unique car toutes les sorties partagent le méme dictionnaire. P, est donnée

par (A.17)
ISnJrl Om 1 qqt —q
Pl = - 3.24
n+1 [ Ot 0 ] + s [qt 1 ( )

m
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ou 0, est un vecteur colonne de m zéros et

Pri1 = (0P, + hypahl )7}
q=(ho+ C¢9n+1)|5n+1hn+1
s = (ho +¢0"* 1) (ho — hl 4 10)

~ . . ~ ~ ~1 <
Pn+1 existe dans la solution A, ;1 = P, 1H,, 10, 1D, du probléeme :

A, = arg mAin (Dn+1 — |:|n+1A)t@n+1 (Dn+1 — |:|n+1A) + C@nAtKn_HA

~ t
OUH,4+1 = [Hfl hn+1} . La mise a jour de la matrice des coefficients optimaux du modele se fait

donc en deux phases. La premiére phase consiste de trouver A,, 11 et ﬁ’n+1 de la méme maniere
gue dans le cas ol on n’a pas introduit un nouvel élément dans le dictionnaire, c.a.d.

_ 07'Pyhngihl Py
1+ 6?_1h]7t14r1pnhn+1

|5n+1 =6t |:Pn
et
An+1 = A, +Ppiihpi1(0p41 — h%+1An)

Dans la deuxiéme phase, A, 1 est calculée d’'apres I'expression (3.18) :

t
An+1 - Pn+1 Hn+1®n+1Dn+1

_ |Put1 Om| [HL hppi| |60, 0, | Dy
loh, ooy ke ||oO, 1o,

N 1 qq® —ql| |HY hus1| |60, 0,| | D,
s|—qt 1|0 ho of 1] |6\,
— A"+ AP (3.25)

)

nt1 donne :

Or, et en se basant sur (3.20), le développement de A

1 |5n+1(‘9H%®ndn + hn+16;+1 . lsn+1Hf.L+1®n+1Dn+1 _ AnJrl
An+1 - ot = ot = (3.26)
k k
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En développant Aﬂl on obtient :

a® 1 qa’ (OH!,©, D, + hy,118% 4 1) — hoadl,
T s | —gt(OHL @, Dy + N1 8L y) + hodt

_ 1 _qqt(Hsz@nHDnH) — hoadl,,y
S _qt(Hfz-i—l@n-i-an—f—l) + h05%+1
_ 1 —q(hodt,q — (ho + O™ AL Ayly)
5| ho®nq1 — (ho +COMHN] L Ap
1 _—q n -
=3, ] (hor41 = (ho + CO" )N 1 Ang) (3:27)

En combinant (3.26) et (3.27), on obtient :

An—l—l 1 —q + 1 ~
Apiq = + ho6% 1 — (ho + CO™THRE LA,
o [ 0, ] (ho + CO™¥ 1) (ho — N, 1q) [1 ] (hodny = (ho (61 Ani)

(3.28)
Pour simplifier les expressions trouvées ci-dessus, on peut négliger le parametre de régularisation ¢ = 0
et prendre un facteur d’oubli # = 1. Dans ce cas, les expressions (3.22) et (3.23) deviennent :

P,hyi1
A1 =A nont 8 —ht A 3.29
n+1 n+ 1+ hﬁl+1pnhn+1 ( n+1 n+1 n) ( )
P,h,41ht P
Ppp1 = Py — LT (3.30)
L+ hy 1 Prhpg
et les expressions (3.24) et (3.28) deviennent :
|5n+1 Om 1 _|5n+1hn+1 |: ~ t
Pny1 = + = X — (P +1h +1) 1/h0 (3.31)
! [ 0, O ] L—hl ., Poiihni [ 1/hg ne
At 1 Prtihnt1 -
App = - (01— Nps1Ant) (3.32)
" [ oL 1—h!, Popihgsr | 1/hg Sa

3.6 Adaptation du dictionnaire dans le cas multiples sorties

Ladaptation du dictionnaire dans le cas de sortie unique a prouvé son efficacité pour diminuer I'ordre
du modele et/ou I'erreur quadratique instantanée, comme étudié dans le chapitre 2. La méthode d'adap-
tation est basée sur le gradient stochastique de I'erreur quadratique instantarée par rapport aux éléments
du dictionnaire. Dans le cas de la sortie unique, eta l'instant n, on a une seule erreur instantanée qui est
la difference entre la sortie désirée du modele et la sortie actuelle du modele. Dans ce chapitre, on traite
le modeéle a sorties multiples ou désormais on a k erreurs instantanées de la forme eﬁf) = dﬁf) —ygj) avec

j =1---k.Donc, a l'instant n, on a un vecteur d’erreurs instantanées tel que §,, = (eg), e ,e%k))t et
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il est de taille k£ x 1. Lidée est donc I'adaptation du dictionnaire en utilisant le gradient de la norme 4 de

&,, par rapport aux éléments du dictionnaire dans le but de réduire I'erreur quadratique.

Le modéle a multiples sorties, on a un seul dictionnaire et les éléments de ce dernier sont choisis
tout en respectant un critere de cohérence. Quelque soit I'heuristique d’adaptation, le dictionnaire doit
rester cohérent. Un élément du dictionnaire est toujours adapté suivant le principe (2.7) :

A .
Uy, = Uw, — VnGQ,,,  Vi=1l..m

vp, est le pas du gradient et la seule difference ici c'est que g,,, est le gradient de la norme f du vecteur
d’erreurs instantannées §,, par rapport a I'élément u,,, :

9w, = Vau, €0l (3.33)

puisque [|€, ]2 = (dY — yi))2 + - + (dF) — y%)2 et en se référant a (3.2), (3.33) devient :

oy ouy'? ouk)
= oM%Y %Y (DY
u 2<€” Ouy, Ten OUy, Tt 8uwi>
_2<€%1)a7(1172 4t egzk)ag‘:g) W (3.34)

Lheuristiqgue d’adaptation differe avec le type de la fonction noyau. Par exemple, dans le cas d’'une fonc-
tion noyau RBF on adapte tous les éléments du dictionnaire a chaque itération, mais si on a une fonction
noyau polynomiale, a chaque itération on adapte un seul élément du dictionnaire.

3.6.1 Lexpression du gradient dans le cas d’un noyau radial (RBF)
3.6.1.1 Noyau Gaussien

La fonction du noyau Gaussien est de la forme :

2

_ [Jui — ujl
k(Ui uj) = exp( — 572
avec o est la bande passante du noyau. A l'instant n, pour une entrée u,, on a :

0K (U, Uy, 1
% = ﬁ(un — Uy, )K(Unp, Uy, ) (3.35)

Parsuite, I'expression du gradient (3.34) devient :

Qu, = _—22 (eﬁzl)a(l). +-+ eg")aglk)»i(un, Uy, ) (Up, — Uy, ).
0’ ’

n,t 7
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3.6.1.2 Noyau Laplacien

La fonction du noyau Laplacien est de la forme :

[Jui — ujll
(s ug) = e (g )
avec o est la bande passante du noyau. A l'instant n, pour une entre u,, on a :

8H(Unauur) 1
T = — Uy, : 3.36
D, 207 u =t U T U)o Uy (3.36)

Ceci conduit a un gradient de la forme :

(eg)a(l) +--+ eﬁlk)agfb

n,t

gwi = - H(unv uwi) (UTL - uwi)

202 ||u, — Uy, ||

3.6.2 Lexpression du gradient dans le cas d’un noyau polynomial
La fonction noyau polynomial est de la forme :
r(ui,up) = f(ujuy) = (1+ auju;)” (3.37)

avec a une constante et 5 > 0 est la puissance du noyau. Rappelons que cette fonction noyau doitétre

normalisée comme suit :
H(UZ‘, Uj)

V(Ui ui)y/k(uj, uj)

en utilisant le méme calcul fait dans le paragraphe (2.2.3.1) du chapitre 2, on obtient :

. 1 Uy,
w, = —2a eaM) + - —I—e(k)oz(k? . ) < » 2 . >
u; 5( n” n n,z) /(U Un) v/ (U, Unor) K (Uny Uw;) 2 65 (U, Ung, )
(3.38)

avec £*(u;, u;) = (1 + aulu;) cesta dire k*(u;, uj) = K(u;, u;) pour = 1.

3.6.3 Les heuristiques pour I'adaptation du Dictionnaire

Lheuristique de I'adaptation du dictionnaire est baste sur le respect de la contrainte de la cohérence
du dictionnaire. Puisqu’on a un seul dictionnaire pour toutes les sorties du mockle, les mémes heuris-
tiques trouvées dans le paragraphe (2.2.2.3) pour les fonctions noyau radiales et dans le paragraphe
(2.2.3.2) pour les fonctions noyau polynomiales seront adoptes dans le cas du modele a sorties mul-
tiples. La seule difference dans ce cas est I'expression du gradient de la norme 4 de &,,.
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TaBLE 3.1: Performance MOKAPA avec g = 0.3 et g = 0.05

Sortiel  Sortie2  Sortie 3 Sortie 4 Sortie5 Sortie6  Sortie 7  Sortie 8
NMSE (Sans adaptation) | 0.21691 0.11548 0.62603  0.03242  1.00880 0.69114 1.03240 1.20270
NMSE (Avec adaptation) | 0.10505 0.07601 0.25562 0.022164 0.50270 0.44475 0.52830 0.69226
Diminution 51.57% 34.18% 59.17% 31.63% 50.17% 35.65% 48.83% 42.44%

3.7 Expérimentations

Dans cette section nous réalisons des simulations pour identifier des modeéles a plusieurs sorties,
avec et sans adaptation du dictionnaire. Le critere de performance utilisé est toujours I'erreur quadratique

moyenne normalisée qui est calculée en utilisant les derniers 500 échantillons de chaque sortie suivant

ery:NfE)OO (dgzj) - yg))Q
ZnN:N—5OO (d%j)) i

La taille du dictionnaire reste toujours une grandeura controler. Les simulations sont réalisées en utilisant
les deux algorithmes MOKAPA et MOKRLS. Rappelons que l'algorithme MOKNLMS n’est autre que

la formule :

NMSEV) = j=1--k (3.39)

I'algorithme MOKAPA en considérant le parametre (nombre de collecteurs) p = 1.

3.7.1 Prédiction de signaux EMG

La simulation dans cette partie consiste a identifier huit signaux d'électromyogramme pour actions
physiques (EMG Physical Action Data Sets) pris de [BL13] (Subset 1 - normal - running). On peut trouver
les détails concernant ces signaux sur le site (UCI Machine Learning Repository - EMG Physical Action
Data Set Data Set). Ces huit signaux (séries temporelles) sont considérés comme sorties du modele a
identifier et on a considéré seulement les premiers 2000 échantillons de chaque série.

3.7.1.1 Résultats avec I'algorithme MOKAPA

Lalgorithme MOKAPA est utilisé avec un noyau Gaussien de bande passante ¢ = 0.42. Le seuil de
cohérence choisi est 1ip = 0.3. Les parametres de 'algorithme sont : p = 3 (hombre de collecteurs), € =
0.09 et le pas de référence pour I'adaptation est 1y = 0.05. Tous ces paramétres ont été choisis apres
un trés grand nombre d’essais rigoureux pour trouver la meilleure combinaison. Une autre contrainte qui
a influencé la sélection des paramétres est le but d’obtenir d’un dictionnaire essentiellement de méme
taille avec et sans adaptation.

Avec adaptation, la taille du dictionnaire obtenu est de 148 éléments contre 151 €léments sans adap-
tation (pratiquement on peut considérer qu’on a la méme taille car la réduction est de 1.99% par rapport
a la taille sans adaptation). Les courbes d’apprentissage sont montiées dans la figure (3.2) et les gains

résultant des erreurs quadratiques moyennes normalistes pour les huit sorties sont montrés dans la


http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/EMG+Physical+Action+Data+Set
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TaBLE 3.2: Performance MOKRLS avec g = 0.3 et g = 0.05

Sortiel  Sortie2  Sortie3  Sortie 4 Sortie 5 Sortie 6 Sortie 7 Sortie 8
NMSE (Sans adaptation) | 0.39397 0.43833 0.26720 0.70404 0.077164 0.10241 0.07745 0.12580
NMSE (Avec adaptation) | 0.19617 0.25243 0.05901 0.48677 0.03004 0.03999 0.029872 0.03654
Diminution 50.21% 42.41% 77.91% 30.86% 58.07% 60.95% 61.43% 70.96%

TaABLE 3.3: Comparaison entre les criteres ALD (seuil 0.856) et cohérence (1o = 0.3) en utilisant I'algo-
rithme MOKRLS.

Sortie1l  Sortie2 Sortie3  Sortie 4 Sortie 5 Sortie 6  Sortie 7 Sortie 8
NMSE (Cohérence) | 0.39397 0.43833 0.26720 0.70404 0.077164 0.10241 0.07745 0.12580
NMSE (ALD) 0.38944  0.46527 0.25078 0.72381 0.0.07779 0.1110 0.08226 0.12773
différence -1.15% +6.15% -6.15% +2.80% +0.81% +8.39% +6.21% +1.53%

table (3.1). A noter que les courbes sont tracées en lissant avec une fenétre de largeur 50 pour mieux
visualiser les résultats.

3.7.1.2 Résultats avec I'algorithme MOKRLS

Pour I'algorithme MOKRLS, on a utilisé le noyau Gaussien avec la méme valeur de bande passante
o = 0.42. Sans adaptation, I'ordre du modele (taille du dictionnaire) est de 382 éléments, alors que
cette taille devient 376 éléments avec adaptation. On peut toujours supposer qu’'on a la méme taille
car la réduction est minime (1.57%). Les essais sont faits en négligeant le coefficient de régularisation
¢ = 0 et en prenant le paramétre d’'oubli # = 1. On a choisi le méme seuil de cohérence oy = 0.3
et le méme pas du gradient référence pour I'adaptation 1y = 0.05 que dans le cas de I'algorithme
MOKAPA. Les courbes d'apprentissage sont exposées dans la figure (3.3) et les gains résultant des
erreurs quadratiques moyennes normalistes pour les huit sorties sont montrés dans la table (3.2). De
méme, les courbes sont tracées apres lissage avec une fenétre de largeur 50 pour mieux visualiser les
résultats.

Lalgorithme MOKRLS est aussi testé dans le cas du critere de dépendance linéaire [EMMO04] (voir le
paragraphe (1.8.2) en utilisant un seuil 0.856 pour obtenir approximativement la méme taille du diction-
naire (378 éléments). Lalgorithme sans adaptation avec le critere ALD est aussi étudié et les courbes
d’apprentissage sont montrées dans la figure (3.3). Le tableau (3.3) sert a faire une comparaison entre
les erreurs quadratiques moyennes normalisées pour le critere de cohérence et pour le critere ALD. La
comparaison montre les performances rapprochées des deux criteres, ceci justifie I'adaptation du diction-
naire en se basant sur le critere de cohérence vu sa simplicité et son co(t calculatoire réduit par rapport
au critere ALD.
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TABLE 3.4: Performance MOKAPA avec 1o = 0.4 et vg = 0.125 pour la prédiction des signaux EEG

Sortie 1  Sortie2 Sortie3 Sortied4 Sortie5 Sortie6  Sortie 7
NMSE (Sans adaptation) | 0.12725 0.06932 0.06853 0.11307 0.16237 0.09944 0.10357
NMSE (Avec adaptation) 0.0471  0.01404 0.03187 0.02817 0.04355 0.01504 0.04305
Diminution 62.90% 79.74% 53.50% 75.08% 73.18% 84.88% 58.43%

Sortie 8 Sortie9 Sortie 10 Sortie 11  Sortie 12  Sortie 13
NMSE (Sans adaptation) | 0.15305 0.11212  0.14998 0.08821 0.08821 0.02205
NMSE (Avec adaptation) | 0.05106 0.02720 0.03731 0.02585 0.02585 0.00646
Diminution 66.64%  75.74% 75.12% 70.69% 70.69% 70.69%

3.7.2 Prédiction de signaux EEG

La diversification des simulations en utilisant des fonctions noyau diferentes nous conduit a
changer le sujet de I'expérimentation. Dans cette section, on cherche a identifier treize signaux
d’éléctroencephalogram (EEG - Planning Relax Data Set) pris de [BL13]. Les détails concernant ces
signaux peuvent étre trouvées sur le site (UCI Machine Learning Repository - Planning Relax Data Sef).
Ces treize séries temporelles sont considérées comme sorties du modele a identifier et elles sont de 182
échantillons chacune.

Lalgorithme MOKAPA est utilisé avec la configuration suivante : p = 3 et ¢ = 0.09. Un noyau poly-
nomial de puissance 5 = 3 est adopté avec un seuil de cohérence de 1 = 0.4. Sans adaptation I'ordre
du modele est 10 tandis qu’avec adaptation (pas du gradient férence vy = 0.125) la taille du diction-
naire augmente a 12 éléments, ceci implique une augmentation de 20%. Les courbes d'apprentissage
sont montrées dans la figure (3.4) et les erreurs quadratigues moyennes normalistes avec leurs gains

résultants sont montrées dans la table (3.4).


http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Planning+Relax
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vp = 0.125 - MOKAPA
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Controle d’un palier magnétique actif
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Les machines tournantes soufrent toujours des probEmes techniques dont le reméde n’est pas
évident. Lorigine de ces problemes est principalement dlie aux contraintes liées aux paliers. Parmis
ces problemes il y a le frottement qui entraine de 'échauffement, la limitation de la vitesse de rotation et
la dégradation des paliers mécaniques. La lubrification est le seul moyen pour reduire ces effets nuisibles
mais d’autres problemes surgissent tels que I'étanchéité, par exemple.

Le palier magnétique actif (PMA) est une solution prometteuse pour surmonter les probEmes des
machines tournantes surtout pour assurer une grande vitesse de rotation et ceci est dia I'absence de
frottement. Il est également trés utile pour les machines tournantes placées dans des conditions spéciales
telles que les milieux a température élevée et le vide [MY86]. Cependant, le contrble d’'un PMA reste
toujours une tache difficile car il s’agit d’assurer une bonne Evitation de la partie tourante (rotor) pour
éviter le contact de cette derniére avec la partie fixe (stator), en présence de perturbations induites. Les
forces électromagnétiques qui assurent la levitation sont contr6lées en-ligne et instantanément. Etant des
modéeles non-linéaires a entrées multiples et sorties multiples (MIMO), les PMA peuvent étre controlés
par plusieurs méthodes dont chacune possede ses propres avantages et inconvénients. Dans ce chapitre
on va utiliser les méthodes a noyau pour controler les PMA en utilisant le critere de cohérence comme
critere de parcimonie, et on propose d’adapter le dictionnaire obtenu par les néthodes explorées dans le
chapitre 2.
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FIGURE 4.1: Représentation schématique d'un actionneur [Mir98].

4.1 Introduction

Le contrdle d'un Palier Magnétique Actif (PMA) représente un défi pour obtenir une bonne sustenta-
tion de la partie tournante de la machine (rotor) pour éviter tout contact entre cette partie et la partie fixe
(stator) [JD85] éliminant ainsi les frottements d{is au contact. La sustentation est assurée par des forces
électromagnétiques créées par des électro-aimants et ceci en modulant le courant qui traverse leur
bobinage. Plusieurs défauts et perturbations menent a la non-coincidence de I'axe géometrique du PMA
avec l'axe d'inertie [ANDMCO06, AN10]. Pour éliminer ces défauts, plusieurs types de contrdle ont &té
utilisés comme le contréle en mode glissant [TCK04, SN98, ARMNAHQ9], la linéarisation entrée-sortie
[CC92, CDMC96, SW95], et le contrdle a logique floue [NY91, CDMC96, MC96]. Plus réecemment, les
réseaux de neurones ont été utilisés pour contréler un PMA [ANDMCO06, AN10, HMA10].

Dans ce Chapitre, nous proposons une nouvelle méthode pour contréler un PMA en utilisant les
méthodes a noyau avec un algorithme adaptatif en ligne. Les avantages de la méthode proposée sont
multiples : d’'une part, elle ne comprend pas les phases ptéliminaires d'apprentissage, et d’autre part,
les méthodes a noyau atteignent le minimum global du crittre de performance, au contraire de celles
a réseaux neurones qui, a titre d’exemple, risquent d’étre piegées dans des minima locaux. Des algo-
rithmes adaptatifs avec le critere de cohérence sont étudiés, avec et sans adaptation du dictionnaire, pour
comparer I'amélioration des courbes d’apprentissage qui indiquent les performances du moctle estimé.
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4.2 Le palier magnétique actif

4.2.1 Notions de base

Le contrdle d'un PMA est basé sur le principe d'un Actionneur. Cet actionneur est représenté
par un électro-aimant fixé sur le stator de la machine et qui agit sur le rotor en exercant une force
électromagnétique sur ce dernier. Le stator et le rotor sont séparés par un intervalle appelé entrefer dont
la valeur nominale est notée e. Lélectro-aimant est constitué par une bobine associée a un amplificateur
de puissance qui assure son alimentation par un courant modulant (ou une tension) afin d’exercer une
force d'attraction sur le rotor. La position de ce dernier est mesue par un capteur de position qui sert
comme entrée pour commander |'électro-aimant. Voir figure (4.1) pour une illustration de cet actionneur.
Puisqu’un électro-aimant exerce seulement une force d’attraction sur le rotor, il n'est pas ggnéralement
utilisé seul, mais comme élément d’'un axe de contréle [Bon08]. Voici dans la suite quelques définitions

utiles.

Définition 4.1. Axe de contrdle

Un axe de controle est formé par deux actionneurs en vis-a-vis couplés pour exercer des forces positives
et négatives par rapport a leur axe de symétrie dans le but de garantir un bon positionnement du rotor
suivant la direction de cet axe de contrdle.

Définition 4.2. Plan de contrdle, Centreur

Un plan de controle est constitué de deux axes de controle perpendiculaires (voir l'illustration dans la
figure 4.2). Ce groupe est appelé aussi centreur, sa fonction étant de maintenir le rotor a une position
donnée, soit le centre figuré par I'origine, soit de lui faire suivre une trajectoire généralement circulaire
[Mir98]. En général, les commandes des deux axes de contrdle sont indépendantes, mais on peut tou-
jours coupler les commandes pour mieux éliminer les perturbations dles aux défauts géométriques de
I'arbre de rotation [MC98].

Définition 4.3. Butée
Une butée est une suspension magnétique axiale permettant de maintenir le rotor le long de son axe
principal [Bon08]. On peut I'assimiler a un axe de controle suivant la direction de I'axe x.

Définition 4.4. Broche
Une broche est formée généralement de deux plans de contrdle et d’'une butée dont le but est de controler
cing degrés de liberté. Les figures (4.3) et (4.4) donnent une illustration d’'une broche.

4.2.2 Défauts et perturbations d’'un PMA

La broche d’'un PMA présente des défauts qui ménent a des perturbations dans le fonctionnement
du systeme et I'idée fondamentale derriere le contréle d’'un PMA est d’éliminer ces perturbations. Voici
les trois défauts les plus génants d’'un PMA.
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FIGURE 4.2: lllustration d’un plan de controle (y — z).

Le balourd : Le balourd est un défaut qui résulte de la non-coincidence de I'axe d’inertie et de
I'axe géométrique du rotor. En rotation, le rotor tend a tourner autour de son axe d'inertie, ce qui introduit
des perturbations dans les mesures de position, car les capteurs de positions mesurent celles de 'axe
géométrique. Pour éliminer ces perturbations, il faut contrbler la rotation du rotor afin qu'il tourne autour
de son axe géomeétrique.

Le faux rond : La mesure des positions a pour référence la surface du rotor qui peut présenter des
irrégularités. En rotation, les mesures présentent des variations dles a ces irrégulatités. Ceci se traduit
par un bruit de mesure variable suivant la vitesse de rotation du rotor. Ce defaut devient de plus en plus
moins influencant avec les progrés technologiques dans la fabrication des PMA.

La flexibilité du rotor : Le rotor présente des fréquences de résonnance qui sont amorties par
I'environnement mais qui peuvent rendre le syseme instable si elles sont excitées par les actionneurs
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FIGURE 4.3: lllustration en 2D d’'une broche du PMA.

FIGURE 4.4: lllustration en 3D d’'une broche du PMA.
[Bon08]. Cette perturbation est importante et doit étre controlée comme dans le cas d'un balourd.

4.2.3 Geénéralités sur le fonctionnement d’'un PMA

Le principe de fonctionnement d’'un PMA est basé sur les électro-aimants pour stabiliser le rotor dans
la position désirée tout en éliminant les perturbations. Ces perturbations sont contdlées suivant les deux
plans de contrdle (y1, z1) et (yo, z2) ainsi que suivant la butée de I'axe x. Un courant injecté dans un
électro-aimant créé une force électromagnétique proportionnelle au carré de ce courant et inversement

proportionnelle a I'entrefer entre le rotor et le stator [ BDMV12].
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Lensemble du PMA est complexe, de plus il est fortement non lingaire. De ce fait, la majorité des
méthodes proposées pour contrbler un PMA sont basées sur des modeles simplifiés en faisant des
approximations, comme par exemple, la supposition que les contdles des axes d’'un plan sont découplés

et que l'induction mutuelle entre les électro-aimants n’est pas prise en considération.

Une section plane est représentée sous forme de disque tournant autour de I'axe x (voir schema
(4.2)) ou O deésigne le centre du repere référence (x,y, z) attaché au stator et G désigne le repéere
(x,y, 2') attaché au rotor avec les coordonnées (0,dy,0z). Ce repére mobile tourne avec un angle w par
rapport au repére fixe. ey indique I'entrefer entre I'electro-aimant (fixé au stator) et le rotor. Les courants
typ €t iy, (respectivement i, et i.,,) sont les courants de controle des électro-aimants suivant I'axe y
(respectivement z). Lobjectif du contréle est de rendre oy = 0 et 6z = 0.

Le systeme PMA est non linéaire ce qui exige l'utilisation des méthodes de contrle non linéaires.
Ceci impligue plusieurs avantages comme par exemple I'utilisation non simultarée des actionneurs sur
un méme axe et ceci méne a la division par deux de I'énergie nécessaire pour sustenter le rotor suivant
cet axe et par suite I'énergie totale nécessaire sera divisée par dix (sur les cing axes) [CC92, CCL92,
SW95, CDMC96, Ach08]. D'autres avantages pour le controle non linéaires sont cités dans [Ach08].

La démarche proposée par [CDMC96] pour commander un systtme PMA commence par le choix de
la cinématique désirée du systeme qui mene a I'obtention des forces devant étre appliquées, et parsuite
aux courants nécessaires pour créer ces forces. Ces courants sont obtenues a partir du vecteur forces
régularisé par un PID non lingaire. Les équations qui lient les forces aux courants sont donrées par :

2

. Vi, 1 wvi?,

T 2(w—eg)? 2(x 4+ eg)?
o v izlp B v izlm

s (_260lc + 2yllc - dcayl + dcay2)2 (2€0lc + 2yllc - dcayl + dcay2)2
o v izlp B v iglm 1)

e (—QGOZC + 22:1lc — dcazl =+ dcaZQ)2 (2€0lc =+ 221lc — dcazl + dcaZQ)Q
o v 22217 B v iim

e (_260lc + 2y2lc - dcayQ + dcayl)2 (2€0lc + 2y2lc - dcaZ/Q + dcayl)2

.9 .9
V1 U1

Ezg — 22Pp _ zom

(—QGOZC + 222lc - dcaZQ + dca21)2 (260lc + 222lc - dcaZQ + dcazl)2
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l. = Distance entre le centre géométrique et les capteurs
d., = Distance entre le capteur et I'actionneur correspondant
QONQS
2
¢y = Perméabilité de l'air

v =

N = Nombre de spires de I'électro-aimant

S = Surface vue par I'entrefer

Lobtention des équations (4.1) est détaillée dans [Mir98]. Ces cingq équations contiennent dix inconnues
(deux courants pour chaque axe de contdle) d’'ou la nécessité de fixer, sur chague axe, un courant
comme parametre pour calculer l'autre. Puisqu’on alimente un seul électro-aimant sur chaque axe a
chaque instant, le courant parametre sera fixé a zéro. Le choix du courant parametre sera comme sulit : si
la force désirée est positive (respectivement négative), c’est le courant qui crée une accélération négative
(respectivement positive) qui est mis a zéro.

Linconvénient de cette méthode est que lorsque la force désirée tend vers zéro, le courant corres-
pondant qui généere cette force tend vers zéro et donc la tension appliquée a I'électro-aimant, qui est
proportionnelle a la dérivée de ce courant, tend vers l'infini. Dans un tel cas, il devient impossible aux
circuits de controle de générer cette tension. La solution a ce probleme est la suivante : on fixe une force
limite Fy;,, choisie d’une facon arbitraire. Si la force désirée Fjj.sirce €St SUpérieure a la force limite, on
appligue le calcul précédent mais dans le sens contraire, le courant paramétre est alors calculé a partir
du polyndme d'interpolation suivant (la force désirée est supposée positive, le calcul du polynébme pour
une force désirée négative est alors obtenu d’'une fagon symétrique) :

, 2
im = CQFdesiree + chdesiree + ¢o 4.2)

Co = # 1 = — # cn = % et FiL. = B
*TNBEE R T NV 2RmE 0V 8R T

4.2.4 Schéma bloc en boucle fermée pour le contréle d’'un PMA

avec

Le schéma bloc en boucle fermée utilisé dans les simulations est montré dans la figure (4.5).
Dans ce schéma, on a le vecteur q; = (0,0,0,0,0)t des cing positions désirées du rotor par
rapport aux deux plans de contole (y1,21), (y2.22) et 'axe z, le vecteur des positions obtenues a
la sortie du modele q, et le vecteur e qui représente I'erreur entre les positions désirées et les
positions instantanées. F = (Ex,Fiyl,EZl,EyQ,FiZQ)t est le vecteur des forces désirées pour
controler le PMA. Les vecteurs précédents sont tous de taille 5 x 1 tandis que le vecteur | =
(ixp,z’xm,iylp,iylm,izlp,z’zlm,iy2p,iy2m,i22p,iZ2m, )t qui n'est autre que le vecteur des courants ap-

pliqués sur les électro-aimants, est de taille 10 x 1. Le contrdle unique dans ce schéma est réalisé en



92 Chapitre 4. Controle d'un palier magnétique actif

dq * e w F I . q
d PID —»@—» T Modéle —1—

FIGURE 4.5: Schéma bloc en boucle fermée [Ach08].

utilisant un bloc PID classique (proportional-integral-derivative controller) qui a comme entgée le vecteur
e et comme sortie le vecteur w. Le bloc G représente un amplificateur de gain G.

Le but est de minimiser la norme du vecteur

de
W:kpe%—kd%—kki/edt

Les paramétres k,, kq et k; indiquent les gains du PID. Le bloc T (Forces/Courants) represente la
linéarisation entrée-état décrit dans (4.1) et le bloc Modéle n’est autre que le modéle du PMA. A signaler,
gue le modele utilisé pour le PMA est celui dérivé dans [Ach08] avec toutes les approximations faites et
toutes les linéarisations adoptées. Plus de détails sur le fonctionnement du PMA en boucle fermée, et

toutes les équations qui gouvernent la cinématique du PMA se trouvent dans [Mir98, Ach08, Bon08].

4.2.5 Les caractéristiques de la broche utilisée pour les expérimentations

Dans le but de conduire des essais expérimentaux ainsi que pour faire des simulations, on a uti-
lisé le banc d’essais appartenant au laboratoire Heudiasyc de I'UTC (Universieé de Technologie de
Compiegne). Le banc de test est une broche classique dont le rotor est centé par dix actionneurs :
deux plans de controle comportent chacun les deux axes y et z (huit actionneurs au total); I'axe = est
controlé indépendamment par une butée axiale. Un capteur inductif, de mesure de position, est coupk
avec chacune des bobines, légerement décalé selon = d'une valeur d.,. Chacune des dix bobines est
indépendamment alimentée par une alimentation a découpage inversible en tension (mais pas en cou-
rant) de tension maximum 50 Volts et de courant maximum 6 Amperes. Elle est commandable en tension
et en courant. Un moteur asynchrone est inclus dans la broche pour assurer I'entrainement en rotation du
rotor avec possibilité de réglage des consignes manuellement. Les paramétres mécaniques et électriques
de la broche, tels fournis par le constructeur, sont rapporiés dans le tableau (4.1). Les positions initiales
durotorsontx = y; = 21 =¥y = 29 = 2 10~*m qui correspondent au déplacement maximal du rotor

tel gqu'il est limité par le stator.

4.3 Simulations en utilisant un algorithme adaptatif a noyau

Dans cette section, une nouvelle méthode pour contrbler le palier magnétique actif sera exposée.
L'objectif du controle est d’amener tous les axes de contrle a des positions désirées (x = y; = 21 =

yo = zo = 0) a partir des positions initiales (rt = y1 = 21 = Y2 = 29 = 2 10*4m) en I'absence de
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TABLE 4.1: Paramétres constructeur de la broche expérimentale

Parametres mécaniques

M 3.097kg masse du rotor
[ 8.589 10~*kg.m? Moment d'inertie du rotor selon I'axe
ly 2.146 10~ *kg.m? Moment d’inertie du rotor selon 'axe y
I, 2.146 10~*kg.m? Moment d'inertie du rotor selon I'axe z
€o 0.4mm entrefer nominal des actionneurs
dea 18mm Distance entre les capteurs et I'actionneur correspondant
Winaz 30000tr/mn Vitesse de rotation maximale

Parametres électriques

R 0.2Q Résistance des actionneurs des plans de controle
L 3mH Inductance des actionneurs des plans de contrdle
- N2 . ~
v 1.2107%mH.m v = = pour les actionneurs des plans de contrdle, avec

Go = Perméabilité de I'air, N = Nombre de spires de I’ électro-

aimant et S= Surface vue par I'entrefer

R, 1.692 Résistance des actionneurs de la butée principale
L, 5.8mH Inductance des actionneurs de la butée principale
Vg 2.32107%mH.m v des actionneurs de la butée principale

Parametres capteurs et entrées

Capteurs 410V correspond a un déplacement de £25mm
Entrée en tension 0 210V correspond a une tension de —50 a 50V
Entrée en courant 0 a 10V correspond a un courantde 0 a 6A

rotation. La méthode proposée est basée sur les algorithmes adaptatifs utilisant les méthodes a noyau.
Mais avant d’exposer cette méthode, il faut revoir la méthode proposée dans [ANDMCO6] pour contrdler
le PMA a I'aide des réseaux de neurones multicouches (MLP pour Multi-Layer Perceptrons).

Le bloc MLP proposé dans [ANDMCO06, Ach08] est intégré dans le schéma en boucle fermée comme
indique la figure (4.6). Ce bloc a pour entrée le vecteur | des dix courants plus un biais et a pour sortie
un vecteur @ (de taille 5 x 1). Le modele MLP contient trois couches : une couche pour I'entrée formée
de onze neurones (dix courants + un biais), une couche cachée formée de P neurones et une couche de
sortie formée de cing neurones. Le vecteur de sortie @ est ajoutt au vecteur Vj, qui n’est autre que la
sortie du bloc PID (accélération) amplifiée par le gain G pour donner le vecteur des cing forces F. Le but
de l'introduction du bloc MLP est de minimiser la norme de I'erreur e entre les positions cesirées ¢, et

les positions actuelles g,. Minimiser la norme de e revienta minimiser le module du vecteur V,, = F — ®.
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FIGURE 4.6: Schéma bloc en boucle fermée avec MLP [Ach08].
Démonstration. [Ach08]
F = Vp+® et I=TF=TN,+®)=TV,=1-T®
d
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= G(kpe+kd%+ki edt) =T 1-TT - &
de
= G(kpe + kd% +ki [edt)y=F—®
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Le probléme d’optimisation a donc pour but de minimiser la fonction objective g = 3||V,||? et les
poids des couches MLP sont ajustés en fonction du gradient instantané de g. A noter que les paramétres
et les configurations utilisés pour les simulations sont les suivants [Ach08, ANDMCO06] :

Le nombre de neurones dans la couche cachée est choisi égal a cing.

Le facteur d’oubli est choisi égal a 0.1.

Le taux d’apprentissage est choisi égal a 0.001.

La fonction d’activation choisie est une sigmoide a valeurs négatives.

Les poids synaptiques sont choisis initialement de faibles valeurs et uniformement distribiees.

Le nombre de répétitions des cycles d'apprentissage (Epoques) est égale a 15.

A chaque instant n on a deux passages : direct et rétrograde et ceci pour améliorer 'apprentissage.

Les résultats de simulation obtenus en adoptant cette approche sont utilisgs pour faire une compa-
raison avec ceux obtenus par la méthode proposée en utilisant les algorithmes adaptatifs a noyau.

Les méthodes d'identification par réseaux neurones ont leurs inconvénients comme par exemple
la complexité du modeéle qui augmente avec le nombre d’entrées et de sorties et avec le nombre ne
neurones dans les couches cachées. De plus ces méthodes nécessitent des phases d’apprentissage
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FIGURE 4.7: Schéma bloc en boucle fermée avec Algorithme Adaptatif a Noyau (KAA).

préliminaires qui induisent des inconvénients dans I'identification en-ligne des modeles non-stationnaires.
Ceci s'ajoute a leur inconvénient classique qu'ils risquent d'étre piegés dans des minima locaux. De ce
qui précede, surgit la nécessité d'essayer d’'autres méthodes d’identification telles que les méthodes a
noyau pour estimer des modeles MIMO fortement non-linéaires et non-stationnaires comme le palier
magnétique actif.

Le schéma bloc proposé pour la substitution du bloc MLP par un algorithme adaptatifa noyau (Kernel
Adaptive Algorithm - KAA) est exposé dans la figure (4.7). Les algorithmes adaptatifs a entrées et sorties
multiples et utilisant les méthodes a noyau sont explorés dans le chapitre 2. Le bloc KAA proposé a pour
entrée, comme dans le cas du bloc MLP, le vecteur des dix courants, et a pour sortie un vecteur ® de
taille (5 x 1). Le but reste toujours la minimisation de la norme de I'erreur instantarée e résultant de la
différence entre les positions actuelles et celles désirées. Comme c’est déja démontré dans le cas MLP,
la minimisation de la norme de e revienta minimiser la norme de vecteur F — ®. La fonction objective
pour I'algorithme adaptatif & noyau est donc la minimisation de ||e|[> = ||F — ®]|? qui méne certainement
a la minimisation de |e||%.

4.3.1 Algorithme MOKNLMS
4.3.1.1 Sans adaptation

Une premiére simulation est faite en utilisant I'algorithme MOKNLMS (MOKAPA avec p = 1). La
prédiction est faite instantanément et en temps réel sans aucune phase d'apprentissage hors-ligne.
La fonction noyau utilisee est le noyau Gaussien de bande passante 4.18 et la cohérence utilisée
est up = 0.3 avec ¢ = 0.09. Les parametres k,, k; et k; pour les cing axes (respectivement
x, Y1, 21, Y2, 22) sont adoptées comme dans [Ach08] tels que k, = (1000, 9400, 9400, 9400, 9400),
k; = (400,120000,40000, 120000, 40000) et k; = (50,600,500,600,500). En fixant la période
d’échantillonnage a 0.5ms avec approximativement 2000 échantillons, les simulations conduites donnent
une taille finale de dictionnaire de m = 3. Les courbes de positions mont€es dans la figure (4.8)
décrivent comment les positions désirées sont atteintes & partir des positions initiales (2 10~%m). Le
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FIGURE 4.8: Courbes des positions des axes - comparaison entre MLP et KAA (MOKNLMS)
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TABLE 4.2: Tableau comparatif entre MLP et KAA (MOKNLMS).

Position x

Position y;

Position z;

MLP  KAA Gain (%)

MLP  KAA Gain (%)

MLP  KAA Gain (%)

Temps de réponse

Temps de stabilisation

0.1266 0.0754 67.90
0.2381 0.1152 106.68

0.0654 0.0679 -3.68

0.5355 0.4031 32.85

0.0656 0.0719 -15.24

0.6094 0.5582 9.17

Position y,

Position zo

MLP  KAA Gain (%)

MLP  KAA Gain (%)

Temps de réponse

Temps de stabilisation

0.0646 0.0679 -4.86

0.4674 0.4031 15.95

0.0668 0.0719 -7.09

0.5045 0.5582 -9.62

tableau (4.2) donne une comparaison entre les temps de reponse et de stabilisation pour les courbes de
réponse dans les deux cas MLP et KAA (algorithme MOKNLMS).

4.3.1.2 Adaptation des éléments du dictionnaire

Dans cette section une adaptation des éléments du dictionnaire est faite en utilisant les mémes
parametres pour le noyau Gaussien. La cohérence et le pas de gradient sont choisis de telle fagon
a obtenir la méme taille du dictionnaire apres adaptation (m = 3). Ces parametres sont ug = 0.05
et v9p = 0.01. La figure (4.9) montre les courbes de positions obtenues apres adaptation comparées
a celles obtenues sans adaptation. Le tableau expost dans la figure (4.10) donne une comparaison
entre les différentes caractéristiques des courbes de réponses dans le cas de I'utilisation d’'un réseau de
neurones (MLP) et dans le cas de I'utilisation de I'algorithme adaptatif MOKNLMS avec et sans adaptation
des éléments du dictionnaire. Un autre schéma peut révéler I'éfficacité de I'adaptation c’est celui exposé
dans la figure (4.11) qui compare la norme quadratique de I'erreur instantarée avant et apres adaptation.
Rappelons que I'erreur instantanée est la difference entre les positions désirées et les positions obtenues

en appliquant l'algorithme d’apprentissage.

4.3.2 Algorithme MOKRLS

Lidée de base concernant Il'utilisation d'un algorithme adaptatif en-ligne a la place du réseau de
neurones (MLP) prouve sa éfficacité. Dans cette section et pour vérifier davantage les résultats des si-
mulations, un autre algorithme adaptatif est utilisé. Il s’agit de I'algorithme de moindres carrés récursif a
noyau a plusieurs sorties (MOKRLS). Un noyau Gaussien est utilisé avec une bande passante o = 0.6
et les paramétres k,, kg et k; pour les cing axes (respectivement x, yi, 21, Y2, 22) sont adoptées de
la fagon suivante k, = (1000, 9400, 9400, 9400, 9400), k; = (400, 120000, 40000, 120000, 40000) et



98 Chapitre 4. Controle d'un palier magnétique actif

x10

—— Sans adaptation (M0:0-3)
—— Position désirée X
—— Avec adaptation (;10:0.05 & VO:O.Ol)

-0.5 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8
-4 -4
3 x 10 | | | | o5 x 10
2
2
1.5}
= 1 <1
0.5 1
0
-1 -0.5 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
-4 -4
1 1
3x 0 | | | | 2.5x 0
2
2
1.5}
9 1} N 1
0.5
0
V" 0 ba_f
-1 ‘ ‘ ‘ ‘ -0.5 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

FIGURE 4.9: Courbes des positions des axes - comparaison avec et sans adaptation - MOKNLMS.
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MLP

Sans adaptation (m=3)

Avec adaptation (m=3)

position x:
RiseTime: 0.1266
SettlingTime: 0.2381
SettlingMin: -8.0578e-006
SettlingMax: 1.7276e-005
Overshoot: 170.8096
Undershoot: 6.7217e+003

position y1:
RiseTime: 0.0654
SettlingTime: 0.5355
SettlingMin: -7.6446e-005
SettlingMax: 1.9749e-005
Overshoot: 8.0443e+004
Undershoot: 3.0786e+004

position z1:
RiseTime: 0.0656
SettlingTime: 0.6094
SettlingMin: -2.3216e-005
SettlingMax: 1.8904e-005
Overshoot: 8.0570e+003
Undershoot: 7.0271e+004

position y2:
RiseTime: 0.0646
SettlingTime: 0.4674
SettlingMin: -7.5289e-005
SettlingMax: 1.9461e-005
Overshoot: 8.3789e+004
Undershoot: 2.2284e+005

position z2:
RiseTime: 0.0668
SettlingTime: 0.5045
SettlingMin: -3.8096e-005
SettlingMax: 1.9537e-005
Overshoot: 7.9854e+003
Undershoot: 4.2448e+004

position X:
RiseTime: 0.0754
SettlingTime: 0.1152
SettlingMin: -3.6153e-006
SettlingMax: 1.8680e-005
Overshoot: 190.7975
Undershoot: 1.6087e+004

position Xx:
RiseTime: 0.1289
SettlingTime: 0.1901
SettlingMin: -2.1483e-006
SettlingMax: 1.8078e-005
Overshoot: 8.9939
Undershoot: 1.0147e+004

RiseTime: 0.0679
SettlingTime: 0.4031
SettlingMin: -5.9403e-005
SettlingMax: 1.8905e-005
Overshoot: 1.5460e+004
Undershoot: 5.2387e+004

RiseTime: 0.0657
SettlingTime: 0.5161
SettlingMin: -4.2845e-005
SettlingMax: 1.9968e-005
Overshoot: 1.5001e+005
Undershoot: 3.2158e+004

RiseTime: 0.0719
SettlingTime: 0.5582
SettlingMin: -3.1532e-005
SettlingMax: 1.6487e-005
Overshoot: 805.6276
Undershoot: 5.7443e+003

RiseTime: 0.0725
SettlingTime: 0.6798
SettlingMin: -1.7190e-005
SettlingMax: 1.6761e-005
Overshoot: 405.2484
Undershoot: 5.8785e+003

RiseTime: 0.0679
SettlingTime: 0.4031
SettlingMin: -5.9415e-005
SettlingMax: 1.8899e-005
Overshoot: 1.5452e+004
Undershoot: 5.2351e+004

RiseTime: 0.0657
SettlingTime: 0.5161
SettlingMin: -4.2854e-005
SettlingMax: 1.9957e-005
Overshoot: 1.5000e+005
Undershoot: 3.2161e+004

RiseTime: 0.0719
SettlingTime: 0.5582
SettlingMin: -3.1546e-005
SettlingMax: 1.6478e-005
Overshoot: 805.9706
Undershoot: 5.7437e+003

RiseTime: 0.0725
SettlingTime: 0.6798
SettlingMin: -1.7196e-005
SettlingMax: 1.6749e-005
Overshoot: 405.3906
Undershoot: 5.8780e+003

FIGURE 4.10: Tableau comparatif entre MLP - KAA avec et sans adaptation
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FIGURE 4.11: Courbes de la norme quadratique de l'erreur instantarée - comparaison avec et sans
adaptation - MOKNLMS.

kg = (100, 1200, 1000, 1200, 1000). La méme période d’échantillonnage est considérée, 0.5ms avec
approximativement 4000 échantillons. A signaler encore que les essais sont faits en négligeant le coeffi-
cient de régularisation (¢ = 0) et en prenant le parametre d’oubli § = 1.

En fixant la cohérence pip a 0.6 et sans adaptation des éléments du dictionnaire, la taille de ce dernier
estm = 3.

Pour adapter le dictionnaire, une sélection soignée conduit a fixer la cohérence p a 0.05 et le pas
de gradient 19 a 0.01 et ceci pour obtenir la méme taille du dictionnaire (m = 3).

La figure (4.12) donne les courbes des positions des axes, avec et sans adaptation du dictionnaire
et le tableau (4.13) permet la comparaison des differentes caractéristiques de ces courbes de positions.
Les courbes de la norme quadratique de I'erreur instantarée sont montrées dans la figure (4.14).

4.4 perspectives

Les résultats obtenus ne sont pas optimaux car il y a plusieurs paramétres a régler. Ces parametres
concernent soit I'algorithme d’apprentissage (cohérence, coefficients de régularisation, pas de gradient,
...) soit le systéme (gains du PID, fréquence d’échantillonnage,...). Donc, ce n’est pas facile de trouver la
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FIGURE 4.12: Courbes des positions des axes -

comparaison avec et sans adaptation-MOKRLS.



./Chap4/comparaison-sans-avec-adapt.eps

102

Chapitre 4. Controle d'un palier magnétique actif

Sans adaptation (m=3)

Avec adaptation ( m=3)

position x:
RiseTime: 0.4898
SettlingTime: 1.0080
SettlingMin: -6.1300e-006
SettlingMax: 1.4478e-005
Overshoot: 0
Undershoot: 3.2626e+003

position y1:
RiseTime: 0.1182
SettlingTime: 1.0128
SettlingMin: -6.3519e-005
SettlingMax: 1.9516e-005
Overshoot: 3.1626e+004
Undershoot: 9.9895e+004

position z1:
RiseTime: 0.2145
SettlingTime: 1.0534
SettlingMin: -3.6519e-005
SettlingMax: 1.8970e-005
Overshoot: 3.4983e+003
Undershoot: 1.9707e+004

position y2:
RiseTime: 0.1183
SettlingTime: 1.0128
SettlingMin: -6.3517e-005
SettlingMax: 1.9554e-005
Overshoot: 3.1577e+004
Undershoot: 9.9742e+004

position z2:
RiseTime: 0.2146
SettlingTime: 1.0536
SettlingMin: -3.6532e-005
SettlingMax: 1.9011e-005
Overshoot: 3.4960e+003
Undershoot: 1.9687e+004

position X:
RiseTime: 0.1467
SettlingTime: 0.4992
SettlingMin: -7.1847e-006
SettlingMax: 1.8033e-005
Overshoot: 257.8204
Undershoot: 9.9606e+003

position y1:
RiseTime: 0.0776
SettlingTime: 0.9786
SettlingMin: -7.7001e-005
SettlingMax: 2.6757e-005
Overshoot: 2.7110e+006
Undershoot: 1.0438e+006

position z1:
RiseTime: 0.0834
SettlingTime: 0.8755
SettlingMin: -3.9382e-005
SettlingMax: 1.9621e-005
Overshoot: 2.1268e+006
Undershoot: 4.1881e+005

position y2:
RiseTime: 0.0776
SettlingTime: 0.9786
SettlingMin: -7.6996e-005
SettlingMax: 2.6757e-005
Overshoot: 2.6777e+006
Undershoot: 1.0309e+006

position z2:
RiseTime: 0.0834
SettlingTime: 0.8757
SettlingMin: -3.9383e-005
SettlingMax: 1.9589e-005
Overshoot: 2.0354e+006
Undershoot: 4.0082e+005

FIGURE 4.13: Tableau comparatif pour MOKRLS avec et sans adaptation
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FIGURE 4.14: Courbes de la norme quadratique de l'erreur instantarée - comparaison avec et sans
adaptation-MOKRLS.

bonne combinaison de ces parameétres qui donne des résultats optimaux. Une perspective pour I'exten-
sion de ce travail sera peut étre de trouver les relations qui lient les differents paramétres pour optimiser
les résultats.
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Conclusion générale et perspectives

Le contenu de ce mémoire de thése tombe dans le cadre de l'identification en ligne des sysemes
non linéaires par le moyen des algorithmes adaptatifs utilisant les méthodes a noyau. Nous avons ex-
ploré une technique d’amélioration du dictionnaire, obtenue par I'application du criere de cohérence, qui
mene a I'estimation de la sortie d’'un modele. La technique de I'adaptation des éléments du dictionnaire
est basée sur le gradient stochastique de I'erreur quadratique instantarée tout en respectant le critere
de cohérence. Les heuristiques proposées, qui sont basées sur cette technique, dépendent du type de
la fonction noyau adoptée. Léfficacité de ces heuristiques était prouvée a travers des simulations diver-
sifiées. En changeant le seuil de cohérence, les parametres de I'algorithme d’adaptation et ceux du noyau
et en choisissant le pas du gradient convenable, I'objectif d’améliorer le dictionnaire est atteint suivant la
stratégie suivante :

— En fixant I'erreur quadratique a une certaine valeur acceptable, la taille du dictionnaire, et donc

I'ordre du modele, peut étre réduite.

— Ataille du dictionnaire comparable, I'erreur quadratique peutétre réduite d’une facon considérable.

Un autre sujet traité dans ce manuscrit gest I'adaptation des algorithmes adaptatifs utilisant le criere
de cohérence pour l'identification des systtmes a sorties multiples. Les mémes heuristiques utilisées
pour I'adaptation des éléments du dictionnaire ont été appliquées mais en utilisant le gradient de la
norme du vecteur des erreurs.

Comme application, on a choisi le palier magrétique actif qui a été décrit ainsi que les moyens pour
le contréler. Une méthode de contrdle basée sur les algorithmes adaptatifs a noyau a été proposée et

des simulationspour prouver l'éfficacité de cette méthode.

Perspectives

Une des perspectives qui peuvent étre envisagées c’est d’essayer de trouver une relation liant les
différents parametres de l'algorithme spécifiguement une relation qui lie le seuil de cohérence choisi
avec le pas du gradient qu'il faut adopter. Une des extensions possibles de ce travail, sera de éduire
la complexité des calculs qui est fortement liée au nombre d'éléments du dictionnaire - variant dans le
temps - et de réfléchir a I'application d’autres criteres de sparsification mesurant la dépendance linéaire.
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ANNEXE A
Algorithme de moindres carrés récursif a
noyau (KRLS)

Lalgorithme KRLS (Kernel Recursive Least squares) appartient a la catégorie des algorithmes des
moindres carrés récursifs. Le probleme d’optimisation a traiter est de la forme :

n

min > = () + oy (A1)

ol ¢ est un parametre positif de régularisation, d; la réponse désirée du modele a linstant i et ¥ (u;)
désigne la sortie correspondante du modeéle a I'observation u;. Pour une résolution récursive du probleme
et en introduisant un facteur d’oubli 6 € ]0, 1], la reformulation du probEme sera de la forme :

n

mip ) 0" (di = () + CO" [y 13 (A.2)

Le facteur d’oubli permet la négligence des anciennes données tout en accordant une importance aux
données les plus récentes, ce qui permet une convenable évolution du modele dans le cas de l'iden-
tification des systéemes non-stationnaires. En se basant sur le théoreme de représentation, la solution
optimale du probleme a l'instant n s’écrit :

Un(-) =Y ajr(uy,-) (A-3)
j=1

Les {C“j}j=1,---,n € R représentent les coefficients du modele. En combinant (A.3) et (A.2), on obtient le
probléme dual :
min (d — Ka)'©(d — Ka) + ¢0"a'Ka (A.4)

«

avec ® une matrice carrée diagonale dont le (i, 7):me élément est 6"~ et K est la matrice de Gram de
toutes les observations a priori. Elle est de taille n xn et dont le (7, j ™ élément est x(u;, u;). La taille de
la matrice K croft avec n ce qui rend la solution du probeme impossible dans le cas de I'identification en-
ligne des modeles. Pour surmonter ce probléeme, on doit appliquer un critere de parcimonie pour réduire
I'ordre du modele en considérant seulement les observations les plus pertinentes afin de construire le
dictionnaire. Le critere de cohérence avec un seuil yg est le plus favorable, vu sa simplicité et son faible
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co(t calculatoire par rapport aux autres criteres.

En supposant que D,, = {k(Uw;,*), -, K(Uy,,,)} est le dictionnaire de taille m a l'instant n, Le
modéle estimé sera :
m
¢n() = Z O‘n,j’i(uw]w ) (A5)
j=1
an = (ap1, " ,anm)t est le vecteur des coefficients du modéle a linstant n. En introduisant (A.5)

dans (A.2), et conformément a (A.4), le vecteur o, sera obtenu en résolvant le probleme d’optimisation
ci-dessous :
a, = arg min (dn - Hna)t(an (dn — Hna) + ("o K, o (A.6)
[0

avec K,, la matrice de Gram des éléments du dictionnaire de taille m x m dont le (i, 7)™ terme est
K(Uw;, Uy, ), O une matrice diagonale carrée de taille n x n dont le (i, 7)me élément est 6"~ H,, une
matrice de taille n x m dont le (7, j)*™ élément est x(u;, Uy, ) et d,, est un vecteur de taille n x 1 qui
représente les réponses désirées jusqu’a linstant n, d, = (dy,--- ,d,)!. La solution de (A.6) en o,

meéene a :

H!.©, (d, — Hya,) = (0"Kpay,
= (H,©,H, + (0"K,) v, = H.,©,,d,,

En posant P,, = (H%@an + CH”Kn)_1 et supposant que P,, existe, la solution du probleme devient :

o, = P,H! ©,d, (A.7)

Lagorithme KRLS est récursif ceci consiste donc a déduire la solution du probleme d’optimisation
a linstant n + 1 a partir de la solution trouvée a l'instant n. A l'instant n + 1, et pour une nouvelle
observation u,,1 a l'entrée du modéle deux cas peuvent se produire. Sila fonction noyau correspondante
a la nouvelle entrée k(un,+1,-) ne vérifie pas le critere de parcimonie, elle ne sera pas introduite au
dictionnaire. Mais si elle vérifie le critere de parcimonie, on l'introduit dans le dictionnaire qui augmente
de taille d’'une unité. Dans les deux cas, le modeéle est mis a jour convenablement :

— Silafonction noyau (u,+1, -) ne vérifie pas le critere de parcimonie, le dictionnaire reste inchangé
(Dn+1 = D), parsuite K, reste inchangée, mais la matrice ®,, augmente de taille pour devenir
©,,11 de taille (n + 1) x (n + 1) avec le (i, 7)me &lément est 6”1~ on doit ajoute un élément
au vecteur dy, 11 et une ligne a la matrice H,, comme suit :

H 0®, O d
H"“:[htn] 9n+1=[0tn 1”] dn+1=[dn]
n+1 n n+1

avec hy, 11 = (K(Upt1,Uny)s  , K(Unt1, Uy, ). Dans ce cas, la solution du probléme a linstant
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n + 1 se fait par analogie a (A.7) :
Qny1 = PryiH  1©n 104 (A.8)
En supposant que P, ne soit pas singuliere,

-1
Pot1 = (H) 1 Oni1Hnt1 + (0" Kpgr)

_ -1
= (epnl + hn+1hfz+1) (A.9)

L'expression précédente est évaluée sans inversion en utilisant I'identitt de Woodbury connue sous
le nom de lemme d'inversion matricielle :

(A+BcD) '=A"t—A"lB(c"' + DA !B) " 'DAT!
en posant B = D = | avec | est une matrice identité, I'expression précédente devient :
A+C)t=At—Alct A HIaTt (A.10)
En appliquant (A.10) a (A.9) on obtient :

Pni1 = 0Py — 0 2Py ((hnythl )t +071P,) 7P,
0~ 'Pphyaht Py

=0"t|P, — (A.11)
" + 6Flh;&wrll:)nhn+1
= 6Py (A.12)
1+ 67 hl 1 Pphyyt '
Notons que :
Hy, 4 1©ng1dpp1 = OHL,Opdy 4 My 1dingy (A.13)

Les expressions (A.13) et (A.8) donnent :

nt1 = Pria (QH%@ndn + hn+1dn+1)

=P, h,1hl P,
— |p, — ntl H! ©,,d,, + Pyt1hy1d A.14
n 1+9_1h2+1pnhn+1 n“nYn n+11n+10n41 ( )

En se reférant a (A.7) et (A.17), 'expression précédente devient :

Opy1 = o + Pn+1hn+1(dn+1 - h%Jrlan) (A.15)

Dans la mise a jour de ay,41 on retrouve l'erreur a priori e,+1 = dpy1 — thlan car
Yn41(Ung1) = h, o, nest autre que la réponse du modéle a l'instant n + 1.
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— Silafonction noyau (u,+1, -) vérifie le critére de parcimonie, donc elle doitétre introduite dans le
dictionnaire qui augmente de taille d’une uni& pour devenir Dy, ;1 = {K(Uw;5 "), 5 K(Uwnyrs )}

avec K(Uw,, ;) = K(Uny1,-). Lincrémentation de l'ordre du dictionnaire mene a :

H, O Ko  Nngt 00, 0 d
Hop =1, " Knt1i=1, Q=] " " dpy1=|

o1 ho hoy1 ho 0, 1 dnt1
o0 hyt1 = (K(Unt1,Uw,), 5 K(Unt1, Uy )t ho = K(Uuw,, i, Uw,, ) €t Oy est un vecteur

colonne de n zéros. L'équation (A.8) reste toujours valide pour trouver les coeficients optimaux du

modele a l'instant n 4 1, mais P4 est devenue :

1
Prt1 = (Hhy1©nt1Hny1 + 0" ' Kpp)

-1
_ HI hpy1l| |00, 0,| | Hy O L et Kn hpit
oL ho of 1| |nh ho hi . ho

-1
(ho +¢CO™ M)t 1 (ho + C0™ ) ho
Pour calculer P,, 1 on utilise I'identité ci-dessous pour assurer une inversion par bloc :
-1
A B Al 0o -A"'B -1 .
= + (b—cA™'B) [—CA— |]
C D 0 O I
En appliquant I'identité précédente a (A.11) on obtient :
Isn-i-l Om 1 —q t
P = + - - 1
n+1 [ Ofn 0 ] S [ 1 [ q ]
P 0 1|qq" —
_ n:rl L qqt q (A.17)
0, O s|1—q° 1

Pry1 = (6P, +hypahl )"
qg=(ho+ C9”+1)|5n+1hn+1
S = (ho + C9n+l)(h0 — hthlq)

. ~ . L ~ ~ R
A souligner que P, 1 existe dans la solution &, 11 = Py, +1H,,,1©,,11d;, 1 du probléme

~ . ~ t ~
Qn+1 = argmin (dpt1 — Hn1) Opp1 (dns1 — Hyg1a) + (0" 'K
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- t -
avec Hy 1 = [Hfl hn+1} . Donc dans une premiére phase, on détermine P, et &, d'une
facon similaire a celle appliquée dans le premier cas (ou on n'a pas introduit un nouvel élément
dans le dictionnaire).

~ 5 t
Apt+1 = Qp =+ Pn+1hn+1(dn+1 — hn+1an) (A18)

e_lpnthrlh%Jran :|

- - (A.19)
1+ 60-Th!  |Pyh, i

Isn-l—l = 9_1 |:Pn

Dans une deuxiéme phase, la mise a jour des coefficients du probleme optimal est obtenue en

utilisant P, trouvée dans (A.17) comme suit :

t
Opy1 = Pn+1 Hn+1 en+1dn+1

_ Png1 O [HL hoyr| |00, 0, | dy
ot oot hy || O 1] |dip

+1 aq® —ql| |H, h,e1] |00, 0,] | dn
S —qt 1 0% ho Ofl 1 dn+1
— ol +a?, (A.20)

Aprés développement

~ -t -
ar,(l];l’),]_ _ [PnJrl(erl@ndn + hn+1dn+1)] _ [Pn+1Hn+1en+1dn+1] _ [anJrl] (A.Zl)
0 0 0

a(2) . l qqt(engndn + hn+1dn+1) - hOdnJrlq _ 1 —Q(hodn+1 - (hO + C9n+1)h;+1dn+l)
" s | =g (OHL©,dy + hygrdngr) + hodnia S | hodns1 — (ho + CO™ )N G

1 . _
g(hodn+1 — (ho + ¢O™ MR, &ny1) [ 1q] (A.22)

Les expressions (A.20), (A.21) et (A.22) conduisent a :

(A.23)

o — |Gt hodn+1 — (ho + CO" DR épr [—q
”+ 0 (ho + €O T1)(hg — hE, 1q) 1

Pour simplifier les expression trouvées ci-haut, on peut négliger le terme de régularisation dans la
fonction co(t initiale en assumant { = 0. Les expressions (A.11) et (A.15) deviennent :

+ Pnthrl
" 1+h Pyhyg

_ Puhngih) 4Py
L+h,  Pohngy

a1 = « (dp+1 — hflﬂan) (A.24)

(A.25)

Pn+1 = Py
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et (A.17) et (A.23) deviennent :

a dpi1 —hl Pniih
Qni1 = n+1 4 n+i _ n+19n n+1Mn+1 (A.26)
0 1 —hy 1 Pagihngr | 1/ho

_ lsn-l—l Om 1 % _Isn-l—lhn—l—l
1/ho

Pn+1

] [— (Ppiihnst)! l/hO}AZ?)

L= hfz+1|5n+1hn+1




ANNEXE B

Algorithme de projection affine a noyau
(KAPA)

La deuxieme catégorie des algorithmes adaptatifs est celle a gradient stochastique. Lalgorithme
de projection affine a noyau (Kernel Affine Projection Algorithm - KAPA) fait partie de cette catégorie.
Lobjectif de I'agorithme est toujours la minimisation de I'erreur quadratique. La formulation du probéme

en négligeant le terme de régularisation est :

. 2
min (dZ — @Z)(UZ)) (B.l)
d; est la réponse désirée du modele a l'instant 7 et ¢)(u;) est la réponse du modéle a la i®me observation

u;. A linstant n, si D,, = {ﬁ(uwj, ')}jzl,--.,m est un dictionnaire de taille m obtenu en appliquant un
critere de parcimonie, le modéle a l'instant n sera :

m
¢n() = Zan,j"&(uwﬁ’) (BZ)
j=1
avec o, = (aml, e ,an,m)t le vecteur des coefficients optimaux du modéle a I'instant n. La combinai-

son de (B.2) et (B.1) donne le probleme dual suivant :
o, = argmin ||d,, — H,a? (B.3)
«

oud, = (di,--- ,dy)" le vecteur des réponses désirées jusqu’a l'instant n et H,, est une matrice n x m
dont le (4, 7)™ élément est x(u;, Uy,;). En supposant que (HLH,,)~! existe, la solution du probleme
(B.3) est :

o, = (HEH,) 7 HE d, (B.4)

La taille de la matrice H,, augmente avec n ce qui crée une charge calculatoire qui croit avec le temps. Le
principe de I'algorithme est de prendre seulement en consicération les p dernieres observations (p < n)
{Up, -+ ,un_p+1}. En d’autres termes, il s’agit d’'une fenétre glissante de largeur p pour sélectionner les
observations [Say03]. Le parametre p est appelée nombre de collecteurs (manifolds). Le vecteur d,, est
alors un vecteur colonne de taille p x 1 tel que d,, = (d,,, - - - ,dn_p+1)t, et H,, une matrice p x m dont
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le (i, j)eme élement est K (Up—i 41, Uy, ) telle que :

K(Upy Uy, ) e K(Up,y Uy, )
K(Un—pt1,Uwy) - K(Un—pi1,Un,,)

La solution optimale du probleme o, 41 a linstant n + 1 est déterminée en utilisant la méthode a gra-
dient stochastique. Pour cette raison, le principe de fluctuation minimale est appliqie en minimisant
lotns1 — @, ||?. Des contraintes sur annulation de I'erreur a posteriori des p dernres observations,

sont imposées a cette fonction objective. Ceci implique que le probeme devient :

. 2
min ||, 11 — o | (B.5)
Qn41
sous contrainte d,,+1 = Hp4100,41 (B.6)
ot dpt1 = (dpt1, »dn—pt2)t, @nt1 = (@nt11, + ,Qnt1m)" €t Hyy1 est toujours une matrice

p x m avec le (i, j)*me élément est £ (U, —i42, Uy,). Il S'agit d'une projection affine puisque, oy, 1 est
obtenue par la projection de o, sur l'intersection des p sous-espaces affines S; définis par :

Si={aeR™:h,_, sa—dyit2=0}_1., ®.7)

avec hy, 190 = (K(Up—i12,Uw, ), -+, K(Up_it2, Uy, ). Lordre du modéle, qui n’est autre que la taille
du dictionnaire m, est susceptible d’augmenter a chaque instant suivant I'introduction ou non d’un nouvel
élément au dictionnaire. Lors de I'application du criere de parcimonie a 'instant n + 1, deux cas peuvent

se présenter

— Si la fonction noyau x(u,+1,-) correspondante a I'observation u,,.1 ne vérifie pas le critére de
parcimonie, alors elle ne sera pas introduite dans le dictionnaire. Le probeEme d’optimisation (B.5)

sous contrainte (B.6) est obtenue en minimisant le Lagrangien :
L(an+1,A) = [[ong1 — o |* + A (dpg1 — Hyg1any1) (B.8)

avec A\ est le vecteur des multplicateurs de Lagrange. En dérivant £(cv,+1, A) par rapport a o, 11
et A et annulant ces dérivées, on obtient :

0L (x 1,)\

% = 2(@p41 — ) —Hy A =0y = 2(cp1 — ) =Hy A (B9
AXp41

0L (x 1,)\

O(ems1,2) _ dnt1 — Hnp1app1 =0 = Huriomp =dyp41 (B.10)

oA
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I'équation (B.9) donne

2Hp 41 (01 — @) = Hpp 1 HY g A

2(Hn410tn41 — Hng106,) = HypHY A
de ce qui précéde et en supposant que HnJrlH;EHr1 est non singuliére on obtient :
A =2(Hpr1H 1) H(dpg1 — Hopio,) (B.11)

En mettant I'expression de X dans (B.9), la mise a jour des coefficients du modéle a 'instant n 4 1
est comme suit :

Qpnt1 = oy +1H %+1(5l + Hp+1H %+1)71(dn+1 —Hpi10,) (B.12)

ou le pas n contrble la convergence et le terme ¢l est pour la régularisation (I est la matrice
identité). L'évaluation de I'expression (B.12) nécessite I'inversion de la matrice (¢l 4+ H,,+1H fzﬂ)
qui est de taille p X p qui a normalement un codt faible.

Si k(Up41, ) Vérifie le critére de parcimonie, on l'introduit dans le dictionnaire dont la taille aug-
mente d'une unité (m = m + 1) et £(Uw,,, ) = K(Up+1,-). La matrice H,, 11 est alors de taille
p x (m+1) telle que :

H(unJrlv uwl) T ’i(unJrl? uwm+l)
Hn+1 -
“(Un—p—i—?’ Uwy) --- H(un—p—i—?v uwm+1)
et o, 41 estun vecteur (m+1) x 1 tel que a1 = (Qnt1.1, 5 Ant1,m+1)". Le probléme (B.5)
et (B.6) se transforme en :
2

. (877
min ||op4+1 — [ ] (B.13)

Qnt1 O
sous contrainte d,,+1 = Hp+10041 (B.14)

La méme procédure utilisée dans le premier cas, mene a la solution du probleme d’optimisation
(B.13) sous contrainte (B.14) pour obtenir la mise a jour des coefficients du modéle :

(a7
0

_ (8%
+nHY (el + HoprHE ) 7 (g1 — Hp [ ”] ) (B.15)
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Doctorat : Optimisation et Sireté des Systémes

Filtrage adaptatif a I’aide de méthodes a
noyau. Application au contrle d’un
palier magnétique actif

L’estimation fonctionnelle basée sur les espaces de
Hilbert a noyau reproduisant demeure un sujet de
recherche actif pour Pidentification des systéemes
non linéaires. L'ordre du modéle croit avec le
nombre de couples entrée-sortie, ce qui rend cette
méthode inadéquate pour une identification en ligne.
Le critere de cohérence est une méthode de
parcimonie pour contrdler I'ordre du modéle. Le
modele est donc défini a partir d'un dictionnaire de
faible taille qui est formé par les fonctions noyau les
plus pertinentes.

Une fonction noyau introduite dans le dictionnaire y
demeure méme si la non-stationnarité du systeme
rend sa contribution faible dans I'estimation de la
sortie courante. Il apparait alors opportun d'adapter
les éléments du dictionnaire pour réduire I'erreur
quadratique instantanée et/ou mieux contrdler
I'ordre du modéle.

La premiéere partie traite le sujet des algorithmes
adaptatifs utilisant le critere de cohérence.
L'adaptation des éléments du dictionnaire en
utilisant une méthode de gradient stochastique est
abordée pour deux familles de fonctions noyau.
Cette partie a un autre objectif qui est la dérivation
des algorithmes adaptatifs utilisant le critére de
cohérence pour identifier des modeéles a sorties
multiples.

La deuxiéme partie introduit d'une maniére abrégée
le palier magnétique actif (PMA). La proposition de
controler un PMA par un algorithme adaptatif a
noyau est présentée pour remplacer une méthode
utilisant les réseaux de neurones a couches
multiples.

Mots clés : séries chronologiques - filtres adaptatifs
- noyaux (analyse fonctionnelle) - Hilbert, espaces
de - apprentissage automatique - systemes a
entrées multiples et a sorties multiples — paliers
magnétiques.

Adaptive Filtering using Kernel Methods.
Application to the Control of an Active
Magnetic Bearing

Function approximation methods based on
reproducing kernel Hilbert spaces are of great
importance in kernel-based regression. However,
the order of the model is equal to the number of
observations, which makes this method
inappropriate for online identification. To overcome
this drawback, many sparsification methods have
been proposed to control the order of the model. The
coherence criterion is one of these sparsification
methods. It has been shown possible to select a
subset of the most relevant passed input vectors to
form a dictionary to identify the model.

A kernel function, once introduced into the
dictionary, remains unchanged even if the non-
stationarity of the system makes it less influent in
estimating the output of the model. This observation
leads to the idea of adapting the elements of the
dictionary to obtain an improved one with an
objective to minimize the resulting instantaneous
mean square error and/or to control the order of the
model.

The first part deals with adaptive algorithms using
the coherence criterion. The adaptation of the
elements of the dictionary using a stochastic
gradient method is presented for two types of kernel
functions. Another topic is covered in this part
which is the implementation of adaptive algorithms
using the coherence criterion to identify Multiple-
Outputs models.

The second part introduces briefly the active
magnetic bearing (AMB). A proposed method to
control an AMB by an adaptive algorithm using
kernel methods is presented to replace an existing
method using neural networks.

Keywords: time series analysis - adaptive filters -
kernel functions - Hilbert space - machine learning -
multiple-input multiple-output systems — magnetic
bearings.
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