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Introduction

Cette thése porte sur certains aspects de théorie ergodique en mesure infinie. Les objets d’étude
de la théorie ergodique sont des systémes dynamiques préservant la mesure, c’est-a-dire des triplets
(9, u, T) formés d’un espace polonais, d’'une mesure p positive et o-finie, et d’une transformation
mesurable T : Q — . Ici, on supposera que T préserve la mesure p, et l'on s’intéresse en
particulier au comportement des processus (f o T"),>0, o f : € — R est une observable. Des
problémes similaires se posent pour des systémes dynamiques en temps continu.

La majeure partie de la discipline se concentre sur des systémes finis, pour lesquels p est une
mesure de probabilité.

Théorie ergodique en mesure finie

Rappelons quelques résultats de théorie des probabilités. Soit (X, ),>0 une suite de variables
aléatoires indépendantes, identiquement distribuées et a valeurs réelles. Si X est intégrable, alors
le comportement moyen de cette suite est capturé par la loi forte des grands nombres :

n—1

1
lim — Z X = E(Xp) presque stirement.
k=0

n—+4oo N

Cependant, si I'espérance de X est nulle, ce théoréme annonce que (X,,),>¢ converge en moyenne
de Césaro vers 0. Cela revient & dire que l’on ne regarde pas la suite (X,,),>0 & la bonne échelle,
et que 'on ne voit pas les comportement intéressants. Le second résultat fondamental qui vient &
notre aide est le théoréme central limite. Si X est d’espérance nulle et de carré intégrable, alors :

—1
1 n
lim — X = || X loi
e S e
ot N suit une loi normale, centrée en 0 et de variance 1. Quitte & changer de renormalisation et
d’objet limite, il existe des résultats similaires quand X n’est pas de moyenne nulle, mais est dans
le bassin d’attraction d’une loi stable de Lévy.

Revenons aux systémes dynamiques mesurés. Le comportement moyen du processus (foT™),>0
est décrit par un théoréme fondamental de la théorie ergodique, dia & G.D. Birkhoff [12] :

Théoréme 0.0.1 (Théoréme ergodique de Birkhoff).
Soit (0, 1, T) un systéme dynamique muni d’une mesure de probabilité invariante et ergodique.
Soit f € LY(X, ). Alors :

1 n—1
lim — Z foTF = / f du p presque strement.
n—+oo N pard Q

Sous ces hypothéses, les moyennes temporelle et spatiale des observables sont presque stirement
égales. On peut voir ce résultat comme une loi forte des grands nombres pour la suite (f o T™),>0
pour toute fonction intégrable f; en fait, on peut déduire la loi forte des grands nombres en
appliquant ce résultat a des systémes dynamiques bien choisis.

Si f est d’intégrale nulle, les choses se compliquent. En théorie des probabilités, on peut obtenir
un théoréme central limite pour une suite (X,,),>0 sous des hypothéses bien plus générales qu’étre
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une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées. Par exemple, on peut obtenir
un théoréme central limite pour des martingales [44], ou pour des processus ayant une propriété de
mélange forte (¢-mélange, a-mélange) ou faible (S-mélange), pourvu que ce mélange soit suffisam-
ment rapide [40, théorémes 1.5, 1.6 et 1.7]. De fagon générale, un théoréme central limite demande
néanmoins une certaine forme de décorrélation. La situation est la méme en théorie ergodique :
il faut que le processus (f o T™),>o vérifie une certaine forme de décroissance des corrélations.
Pour cela, le systéme dynamique sous-jacent (€2, u, T') doit étre chaotique, et la fonction f doit étre
suffisamment réguliére.

Ceci dit, la situation est assez bien comprise, et on sait montrer pour de nombreux systémes
chaotiques et des classes d’observables suffisamment larges que n~'/2 ZZ;& foT* converge en loi
vers une gaussienne, dont on peut méme calculer la variance. C’est le cas, par exemple, si (2, u, T)
est une application uniformément dilatante d’un intervalle et f est & variation bornée. Il existe
plusieurs méthodes pour démontrer un théoréme central limite dans ce contexte. Par exemple,
on peut utiliser des méthodes de martingales, et montrer que la suite (f o T™),>¢ est, & 'ajout
d’un cobord prés, une suite inversée de différences de martingales pour une filtration bien choisie.
On dispose aussi de critéres spectraux sur 'opérateur de transfert qui assurent ’existence d’un
théoréme central limite. Les résultats connus ne se limitent pas au théoréme central limite, mais
incluent aussi des principes des grandes déviations, des principes d’invariance presque sire, des
résultats similaires pour des observables de variance infinie, etc.

Théorie ergodique en mesure infinie

Les systeémes ergodiques en mesure finie sont récurrents positifs. La situation est cependant trés
différente si la mesure considérée est o-finie, mais infinie : dans ce cas, on est face & un phénomeéne
de type récurrence nulle. Si on se donne un ensemble mesurable A tel que p(A) > 0, les itérés
T™x vont revenir (presque siirement) un nombre infini de fois dans ’ensemble A, mais le temps de
retour moyen en A est infini.

Le probléme se rapproche de I’étude du temps local en un point pour des marches aléatoires
récurrentes : ce sont bien des systémes récurrents nuls, et le temps local en 0 est la somme de
Birkhoff de la fonction valant 1 en 0, et 0 ailleurs. Une adaptation naive du théoréme de Birkhoff
ne fonctionne pas :

Proposition 0.0.2.
Soit (X, u,T) un systéme dynamique conservatif muni d’une mesure infinie, invariante et er-
godique. Soit f une fonction de L*(X, u). Alors :

n—1

1
lim — Z foT* =0 pu presque sirement. (0.0.1)
k=0

n—+oo n

Les sommes des observations successives croissent donc & une vitesse sous-linéaire. On peut
chercher une suite (an)n>o telle que a;?! Zz;é o T* converge en un certain sens. Cependant,
d’aprés un résultat de J. Aaronson [1], méme avec des hypothéses trés faibles sur la suite (a,,)n>0,
on ne peut pas avoir de bonne convergence presque partout. Pour aller plus loin, il va falloir faire des
hypothéses supplémentaires sur les systémes étudiés, qui devront étre en un certain sens chaotiques.
On va alors découvrir un phénoméne un peu plus subtil, ou la convergence se fait d’une certaine

facon en loi. Par exemple, pour la marche aléatoire simple sur Z :

Proposition 0.0.3.
Soit (Sp)n>0 une marche aléatoire simple sur Z, dont la loi du point de départ est v € P(Z).
Soit f € (1(Z). Alors :

n—1

. m .

dim g /% > F(SK) =D f(k) - [N en loi, (0.0.2)
k=0 kEZ

ot N suit une loi normale centrée en 0 et de variance 7 /2.

Ce type de proposition existe pour des classes assez larges d’applications en mesure infinie,
qui incluent des marches aléatoires sur Z ou Z? plus générales, le flot géodésique sur des surfaces
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hyperboliques périodiques, des billards périodiques, ou dans un autre registre des applications
hyperboliques avec un point fixe neutre, comme les applications de Pomeau-Manneville. Les renor-
malisations dépendent du systéme, de méme que la loi limite, qui dans tous ces exemples est une
loi de Mittag-Leffler. Afin d’étudier ces systémes munis d’une mesure infinie, on induit sur un
sous-systéme de mesure finie (par exemple, pour une marche aléatoire, on induit en 'origine). Ces
propriétés de convergence en loi se démontrent par le biais d’une théorie du renouvellement, dont
les versions les plus récentes sont formulées en termes d’opérateurs de transfert.

La situation en mesure infinie est donc relativement bien comprise, bien que plus parcellaire
qu’en mesure finie; il existe par exemple des systémes dynamiques non hyperboliques, qui vérifient
des propriétés de convergence en loi similaires, mais vers des lois qui ne sont pas de Mittag-Leffler.

De méme qu’en mesure finie, ces résultats sont précis tant que 'intégrale de 1’observable est
non nulle. Si I'observable est d’intégrale nulle, on va devoir trouver une nouvelle renormalisation,
et un nouvel objet limite. Il n’y a malheureusement presque aucun résultat précis sur ce probléme.
Citons cependant un résultat da & R.L. Dobrushin [24, théoréme 2] :

Théoréme 0.0.4 (Dobrushin, 1955).

Soit v une mesure de probabilité sur Z. Soit (Sy)n>0 la marche aléatoire simple sur Z telle que
la loi de Sy soit v. Soit f une fonction définie sur Z, a valeurs réelles, a support fini, et de somme
nulle. Alors :

1= 2\ 1
lim — Z f(Sk) =d(f) <> VNN en loi,
n—+o0o n1 —o e
ot N sont N indépendantes, ou N suit un loi normale standard, ou N’ suit une loi normale
centrée de variance w/2 (de telle sorte que E(JN'|) = 1), et ou :

d(f)* =4 kfP(k)+8 Y kFR)F(O) =D F2(R).
keZ (k,g)ez‘? kEZ
k<t
Le cas des marches aléatoires est en fait bien compris, notamment grace & des travaux récents
de E. Csaki et A. Foldes [22] [23], qui sont néanmoins moins explicites.

L’objectif de cette thése est d’étendre ces résultats a différentes classes de systémes dynamiques
ergodiques en mesure infinie, et & des ensembles de fonctions suffisamment larges sur ces systémes
dynamiques. On montrera par exemple, vers la fin de cette thése, une proposition que ’on peut
formuler ainsi :

Proposition 0.0.5.
Soit N un Z-revétement connezxe d’une variété riemannienne compacte et de courbure section-
nelle strictement négative. Soit uy la mesure de Liouville sur TTN.

Soit f une fonction définie sur T'N, a valeurs réelles, a support compact et hildérienne. Sup-
posons que leNf duny = 0. Alors il existe un réel positif K(f) tel que, pour toute mesure de
probabilité v < uy,

1 t
. li+m tT/ fogs(z,v)ds = K(f)\/IN'|N en loi dans (T* N, un),
—+oo t1 Jo

ou N sont N indépendantes, ot N suit un loi normale standard, et ouw N’ suit une loi normale
centrée de variance 7/2 (de telle sorte que E(JN'|) = 1).

De plus, K(f) =0 si et seulement si f est un cobord.

Délimitation du probléme

Comme son titre l'indique, le sujet de la thése est I’étude des propriétés asymptotiques de
sommes de Birkhoff d’observables d’intégrale nulle définies sur des systémes dynamiques munis
d’une mesure infinie. On se donne donc un systéme dynamique (2, 4, T') qui soit ergodique, con-
servatif, et qui préserve la mesure, ainsi qu’une fonction f définie sur Q0 d’intégrale nulle, et on
cherche & connaitre le comportement limite des sommes partielles ZZ;S foT*. Nous allons faire
trois importantes restrictions au sujet de cette étude.
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Premiérement, les systémes dynamiques étudiés sont, en un certain sens, hyperboliques. Plus
précisément, on supposera qu’en induisant sur un sous-ensemble de mesure finie (ou sur une section
bien choisie) A, on peut se ramener & un systéme dynamique (A, pa,T4) qui vérifie une condition
trés contraignante : celle d’étre Gibbs-Markov. En particulier, le systéme induit est chaotique. Cette
hypotheése trés forte, ou certaines propriétés proches, est vérifiée par une variété de systémes in-
téressants, tels que les applications de Pomeau-Manneville, le flot géodésique sur certaines surfaces,
le modéle du gaz de Lorentz... Ces systémes sont les mieux compris en théorie ergodique en mesure
infinie. Cette restriction exclut cependant d’autres classes de systémes. Citons en particulier les
travaux récents réalisés par O. Sarig sur des cocycles au-dessus de systémes d’entropie nulle : étude
du flot horocyclique sur des surfaces périodique avec F. Ledrappier [50] [51] [52], limite distribu-
tionnelle pour des cocycles au-dessus d’odométres avec J. Aaronson [5] (pour lesquels la limite en
distribution du temps local est notoirement différente du cas hyperbolique), récurrence de cocycles
au-dessus d’une rotation avec A. Avila, D. Dolgopyat et E. Duriev [7]...

Deuxiémement, la plupart de nos résultats porteront sur une certaine forme de convergence en
loi (la convergence forte en loi) des sommes de Birkhoff. Nous établirons au passage d’autres types
de propriétés limites, telles que des bornes sur la taille des sommes de Birkhoff valables presque
partout, mais ce n’est pas ’objet central de cette thése.

Troisiémement, les observables dont on étudiera les sommes de Birkhoff seront d’intégrale nulle
au sens le plus fort. Les observables f étudiées seront non seulement dans L', mais de plus satisfer-
ont des conditions d’intégrabilité plus contraignantes (telles que l'intégrabilité P de ’observable
induite par | f| sur un sous-systéme). Ces observables devront aussi étre réguliéres. En pratique, les
classes de fonctions les plus explicites que nous parviendrons & étudier sont des fonctions holdéri-
ennes & support compact. Ceci exclut notamment des fonctions qui seraient de moyenne nulle en
un sens plus faible. Citons par exemple, pour une marche aléatoire sur Z, la fonction signe sur 7Z
(d’intégrale nulle au sens ot Y., f(k) = 0 pour tout n), pour laquelle le comportement asymp-
totique des sommes de Birkhoff est donnée par la loi de I’arcsinus [59, théoréme 9.11]. On pourra
penser aussi a des travaux récents sur les marches aléatoires en paysage aléatoire, pour lesquelles
la suite (f(n))nez peut étre une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées de
moyenne nulle (d’intégrale nulle au sens ot E(f(n)) = 0 pour tout n, et o >p_ . f(k) = o(n'/2+)
pour tout € > 0) [18] [19] [20]. La renormalisation que 'on doit appliquer aux sommes de Birkhoff
dépend fortement du cas considéré : pour la fonction signe, on renormalise par la suite a(n) = n;
pour les marches aléatoires en environnement aléatoire, la suite de renormalisation est typiquement
comprise entre n'/? et n. La loi limite dépend elle aussi du type d’observable considéré. On peut
imaginer d’autre types d’observables, pour lesquelles les suites de renormalisation, les lois limites
et les méthodes utilisées différent, d’ou 'intérét de cette restriction.

Composition de la thése

Le contenu de cette thése est, pour I’essentiel, compris dans trois articles [69] [70] [71]. La thése
est divisée en trois chapitres, mais le découpage choisi est différent du découpage correspondant &
ces trois articles.

Le chapitre 1 rassemble ’ensemble du contexte mathématique et des outils nécessaires par la
suite. Il sert d’introduction condensée a la théorie des applications Gibbs-Markov, aux méthodes
d’induction et temps de retour, aux fonctions & variation réguliére, et a la théorie ergodique en
mesure infinie (en particulier appliquée a des systémes hyperboliques). Un certain nombre d’exem-
ples sont aussi présentés. Une grande partie de ce matériel est commune aux trois articles sus-cités.

Le chapitre 2 traite des systémes non inversibles en temps discret. Il regroupe I’ensemble de I’ar-
ticle [69], ainsi que la premiére partie de article [70], qui offre un certain nombre de généralisations
des résultats principaux de [69] telles que I’étude des observables de faible régularité.

Le chapitre 3 traite des systémes en temps continu : flots de suspension au-dessus d’un systéme
Gibbs-Markov, Z¢ extensions de tels flots, et extensions naturelles de celles-ci. Il se finit sur quelques
résultats sur le flot géodésique sur des variétés hyperboliques périodiques. L’essentiel du contenu de
ce chapitre vient de la deuxiéme partie de I’article [70], excepté la partie 3.2, qui contient ’ensemble
du troisiéme article [71]. Notons que ce troisiéme article, et par la méme la partie 3.2, contient
un certain nombre de résultats plus généraux, et ne porte pas que sur les systémes induisant une
application Gibbs-Markov. Il est aussi de nature assez différente : les méthodes employées dans



INTRODUCTION )

[71] sont uniquement des méthodes spectrales, alors que le reste de la thése contient surtout des
méthodes de nature plus probabiliste.
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Chapitre 1

Outils employés

Sommaire
1.1 Applications Gibbs-Markov . . ... ... ... ... 000000 10
1.1.1 Définition et propriétés élémentaires . . . . . . . . . . . ... ... ... 10
1.1.2 Propriétés spectrales des applications Gibbs-Markov . . . . ... .. .. 11
1.2 Induction, tours, et accélération . . ... .. ... ..., 15
1.2.1 Induction . . . . . . . . . . e e 15
1.2.2 Toursde Rokhlin . . . . .. .. .. ... . . o 16
1.2.3 Flotsdesuspension . . . . . . . . . .. ... L 17
1.2.4 Tempslocal . . . . . . .. . 18
1.2.5 Accélération . . . . . . ... 19
1.3 Fonctions & variation réguliére . . ... ... ... ....... ..., 20
1.3.1 Définition et propriétés élémentaires . . . . . . . . .. ... ... ... 20
1.3.2 Théorémes taubériens . . . . . . . . .. ... Lo L 21
1.3.3 Inverse géméralisé . . . . . . . ... ... ... ... 22
1.3.4 Quelques applications en théorie des probabilités . . . . . . . .. .. .. 24
1.4 Théorémes limite en mesure infinie. . . . . .. ... ... ....... 26
1.5 Exemples fondamentaux . . . . . . . .. vttt ittt 29
1.5.1 Une chaine de Markov . . . . . . . . ... ... .o 29
1.5.2 Applications de Pomeau-Manneville . . . . . ... ... .. ... .... 30
1.5.3 Marches aléatoires et Z-extensions . . . . . . . . . . ... ... .. ... 33
1.5.4 Flot géodésique . . . . . . ... ... . 36

Ce premier chapitre regroupe des notions et outils qui sont communs aux trois articles publiés,
et seront utilisés dans le reste de la thése. Nous rappelons d’abord quelques concepts de théorie
ergodique, avant d’aborder des sujets plus spécialisés. Nos travaux se concentrent sur les systémes
dynamiques qui induisent une application Gibbs-Markov, et dont le temps de premier retour a des
queues a variation réguliére.

La premiére partie présente les applications Gibbs-Markov, ainsi qu’un certain nombre de ré-
sultats utiles & leur propos. Les techniques de perturbation de ’opérateur de transfert ne sont
cependant pas abordées : elle ne seront utilisées que dans la partie 3.2, et les techniques relatives
seront énoncées & ce moment-la.

La seconde partie traite des techniques d’induction et de construction de tour. Elle permet
de définir ce qu’est un systéme dynamique induisant une application Gibbs-Markov. Les systémes
dynamiques en temps continu sont aussi discutés, via la notion de (semi-)flot de suspension. Nous
en profitons pour présenter la technique de saut de Schweiger, qui sera utile pour le traitement de
systémes non mélangeants, et pour les marches aléatoires.
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La troisiéme partie porte sur les fonctions & variation réguliére, et regroupe certaines de leurs
propriétés les plus importantes. Nous utiliserons des propositions élémentaires, telles que le théoréme
de convergence uniforme ou le théoréme de Karamata, mais aussi des théorémes taubériens.
Quelques applications des fonctions & variation réguliére en théorie des probabilités, en partic-
ulier les lois stables de Lévy, sont aussi présentées.

La quatriéme partie exploite les notions définies dans les trois premiéres parties pour exposer
quelques résultats de théorie ergodique en mesure infinie. Une attention particuliére est portée
aux théorémes donnant une limite distributionnelle pour les sommes de Birkhoff d’observables
intégrables.

Finalement, la cinquiéme partie expose quelques exemples, qui motivent la direction que nous
avons choisie pour cette thése. Ces exemples sont classés en deux catégories, les applications avec
un point fixe neutre (ou systémes similaires), et les marches aléatoires (ou systémes similaires).

Quelques rappels de théorie ergodique générale

Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous allons rappeler quelques définitions fondamentales de
théorie ergodique (voir par exemple [35, chapitre 4]). Celle-ci est, en bref, I’étude des systémes
dynamiques mesurés. On distinguera deux situations, les systémes en temps discret et les systémes
en temps continu. Le premier cas correspond & des actions du semi-groupe N (pour les systémes
non-inversibles) ou du groupe Z (pour les systémes inversibles). Le second cas correspond & des
actions du semi-groupe R ou du groupe R. Pour simplifier, nous allons commencer par présenter
diverses définitions dans le cadre des systémes en temps discret.

Un systéme dynamique mesuré en temps discret est la donnée d’un triplet (Q, u, T'), ou :
e () est un espace polonais, c’est-a-dire un espace topologique métrisable tel qu’il existe une
distance le rendant complet ;
e 1 est une mesure o-finie, positive et non nulle sur 2;
e T est une application mesurable de 2 dans lui-méme, définie partout ou éventuellement -
presque partout, et non singuliére.
On notera T,p la mesure image de p par T, c’est-a-dire la mesure définie sur Q par T,u(B) =
w(T~1B) pour tout borélien B. Un systéme préserve la mesure si Ty = p. Un sous-ensemble
borélien est dit errant si les ensembles (T~ B), >0 sont deux & deux disjoints, et un systéme est dit
conservatif si tout ensemble errant est de mesure nulle. Un systéme est ergodique si tout ensemble
borélien B tel que T~'B = B modulo p vérifie u(B) = 0 ou u(Q2 — B) = 0, autrement dit si tout
ensemble invariant par T est trivial pour la mesure p (remarquons que nous ne supposons pas
qu’un systéme ergodique préserve la mesure).

Finalement, une fonction f définie sur ) et & valeurs réelles est un cobord s’il existe une fonction
u, mesurable et & valeurs réelles sur €2, telle que :

f=uoT —u.

Si la mesure p est finie, on peut la multiplier par une constante pour qu’elle soit de masse 1;
ainsi, on peut supposer sans perte de généralité que p est une mesure de probabilité. On dit alors
qu’un tel systéme qui préserve la mesure est mélangeant si, pour tous boréliens A et B,

lim pw(ANT™"B) = pu(A)u(B).
n—-4o0o
La propriété de mélange s’exprime aussi d’un point de vue fonctionnel : un systéme est mélangeant
si et seulement si, pour toutes fonctions f et g dans L?(€, i),

lim /f-goT”du=/fdu-/gdu,
n—-+oo Q Q Q

autrement dit, les observables f et goT"™ sont asymptotiquement de covariance nulle. En appliquant
cette propriété a ho f et h' og, ou h et h’ sont des fonctions continues bornées sur R, on s’apercoit
que f et goT™ sont en fait asymptotiquement indépendantes. En prenant A = B dans la définition
du mélange, on peut vérifier que le mélange implique ergodicité.

En mesure finie, la notion de conservativité est souvent redondante :



Théoréme 1.0.6 (Théoréme de récurrence de Poincaré).
Considérons un systéme dynamique mesuré en temps discret. Supposons que ce systéme préserve
une mesure de probabilité. Alors ce systéme est conservatif.

Remarque 1.0.7.

Le théoréme 1.0.6 n’est plus vrai si l’on ne suppose pas que la mesure [ est finie : par ezemple,
la transformation n — n 4+ 1 définie sur Z muni de la mesure de comptage préserve la mesure et
est ergodique. Cependant, ce systéme n’est pas conservatif.

La raison de cette différence entre théorie ergodique en mesure finie et théorie ergodique en
mesure infinie est qu’il y a en fait deux définitions de Uergodicité. Par l'absence de “sous-ensemble
invariant non trivial”, on peut entendre l’absence de sous-ensemble B non trivial tel que B =T~ ' B,
mais aussi l’absence de sous-ensemble B non trivial tel que B C T~ B. Pour un systéme dynamique
préservant une mesure de probabilité, il n’y a pas de différence entre ces deuz définitions (voir [2,
proposition 1.2.2], [2, proposition 1.1.3] et le théoréme de Birkhoff). Cependant, en mesure infinie,
ces deuz définitions différent sensiblement.

Le théoréme 1.0.6 reste vrai en mesure infinie si [’on utilise la seconde définition de 'ergodicité.
Cependant, c’est la premiére définition qui est utilisée en pratique [2], et donc c’est celle-ci que nous
adoptons. Ceci qui explique que nous parlerons souvent de systémes “ergodiques et conservatifs” ou
bien parfois “récurrents”, au lieu de se contenter de systéemes ergodiques.

Enfin, si la majeure partie de cette thése est dédiée & des systémes non inversibles, nous
traiterons quelques systémes inversibles. Afin de passer de la premiére situation a la seconde, nous
utiliserons la notion d’extension naturelle, définie par exemple dans [36]. Pour cela, donnons-nous
un systéme dynamique mesurable surjectif (A, d, T4) sur un espace métrique polonais borné. Soit
A la limite projective de la suite (A,)nen, o A, = A pour tout n et T% : A,ym — A, En
d’autre termes, R

A= {(zn)nen € AV ¢ Tazp 1 = x,Yn > 0}.

L’ensemble A est métrisable, par exemple en posant cf((xn), (Yn)) = >_,, 27 "d(2n, yn) ; en pratique,
nous choisirons d’autres distances ayant de meilleures propriétés. Enfin, nous disposons d’une
transformation T4 sur A définie par T4 (zy,)nen = (Tazo, o, X1, . ..). Le systéme dynamique (A, T4)
est alors une extension inversible de (A, T4). Elle vérifie une propriété universelle : toute extension
inversible de (A,T4) est une extension de (21\, fA). De plus, si (A,T4) préserve une mesure de
probabilité 4, alors par le théoreme d’extension de Kolmogorov, il existe une mesure de probabilité
fta sur A préservée par T4 et dont la projection sur A est pia-

Passons maintenant aux systémes dynamiques en temps continu, qu’ils soient inversibles (on
parle de flots) ou non-inversibles (on parle alors de semi-flots). Un systéme dynamique mesuré
inversible en temps continu est la donnée d’un triplet (€2, u, (g¢)ter), OU :

e () est un espace polonais, c’est-a-dire un espace topologique métrisable tel qu’il existe une

distance le rendant complet ;

e 1 est une mesure o-finie, positive et non nulle sur 2;

e (g¢)ter est un groupe de transformations mesurables et non singuliéres de €.

Pour obtenir la définition des semi-flots, il suffit de remplacer (g;):er par (g¢)icr, , et “groupe” par
“semi-groupe”.

Les définitions des propriétés de préservation de la mesure, d’ergodicité et de mélange peuvent
étre modifiées de fagon élémentaire pour s’adapter au contexte des (semi-)flots. La notion de cobord
est un peu plus délicate; pour éviter de faire appel & une sorte de “générateur infinitésimal” du
flot (comme par exemple un champ de vecteurs sur une variété), le plus simple est d’adopter une
définition intégrale. En temps discret, une fonction f définie sur € et & valeurs réelles est un cobord
s’il existe une fonction u, mesurable et & valeurs réelles sur €, telle que, pour tout n :

n—1
ZfOTk:uOT"—u.
k=0

En s’inspirant de cette définition, en temps continu, on dit qu’une fonction f mesurable bornée sur
Q et & valeurs réelles est un cobord s’il existe une fonction u, mesurable et & valeurs réelles sur €2,
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telle que, pour tout ¢ :
t
/ fogsds=wuog —u.
0

Suivant les situations, I’hypothése selon laquelle f doit étre bornée peut étre affaiblie; étre locale-
ment intégrable suffira le plus souvent. Ce type de définition s’adapte & des actions de groupes plus
généraux.

1.1 Applications Gibbs-Markov

Les applications markoviennes avec un espace d’états fini et une condition de régularité (condi-
tion d’Adler ou condition de distortion bornée) ont été étudiées en détail. Elles se retrouvent par
exemple quand on étudie le flot géodésique sur des surfaces compactes de courbure négative. Le fait
qu’un systéme dynamique ait un sous-systéme induit (ou une section) qui est markovien apporte
donc beaucoup d’informations sur le systéme initial : décroissance des corrélations, mesures de
Gibbs, etc.

Cependant, si le systéme dynamique peut passer un temps arbitrairement long au voisinage d’un
point fixe ou au voisinage de 'infini, on ne peut pas se ramener & une telle application markovienne
- ou alors, le temps de premier retour ne serait pas régulier. Afin de contourner ce probléme, on
peut travailler avec des applications markoviennes avec un espace d’états dénombrable. Cependant,
le fait qu’il existe une infinité d’états possibles peut engendrer des phénoménes pathologiques. On
rajoute alors une hypothése supplémentaire sur le systéme, la propriété de grande image. La famille
d’applications ainsi obtenue est celle des applications Gibbs-Markov. Nous renvoyons le lecteur au
livre de J. Aaronson [2, chapitre 4] pour une présentation détaillée de ces applications.

1.1.1 Définition et propriétés élémentaires

Avant toutes choses, voici la définition d’une application Gibbs-Markov.

Définition 1.1.1 (Applications Gibbs-Markov).

Soient (A,d) un espace métrique polonais et borné, B la tribu borélienne associée, une partition
dénombrable w de A, un mesure de probabilité pua sur A et une application mesurable Tx de A dans
A. Le systéme dynamique (A, 7,d,B,ua,Ta) est Markov si :

o Pour tout élément a de 7, l’image de a par T4 est une réunion d’éléments de 7 (G un ensemble

de mesure nulle prés) ;

o Pour tout élément a de w, lapplication T4 est un isomorphisme de a sur son image ;

o Le complété de la tribu \/ . T, "7 pour pa est la tribu borélienne B ;

o L’application Ty préserve la mesure pa.

Ce systeme dynamique est Gibbs-Markov si, en plus, il vérifie les propriétés suivantes :

o Propriété de la grande image : inf,cqr pa(Taa) > 0;

e Dilatation locale uniforme : il existe un X\ > 1 tel que, pour tout a € 7 et pour presque tous
x,y dans a, Uon ait d(Taz, Tay) > Ad(z,y) ;

o Distorsion lipschitzienne : il existe une constante C' telle que, pour tout a € w, pour presque
tous x,y dans a :

dMA d,uA d,uA
_ e ———— < _ . 1.
5 x) (y)| < Cd(Tx,Ty) 5 (x) (1.1.1)

D’aprés cette définition, un systéme dynamique Gibbs-Markov est la donnée des siz objets
(A, m,d, B, pa,Ta). Cependant, par abus de notation, on omettra le plus souvent une partie des
données quand celles-ci ne prétent pas 4 confusion.

Dans toute cette partie, (A, 7, d, ua, Ta) désigne une application Gibbs-Markov.
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Propriété de distorsion
Si T est une application de classe C2 d’un intervalle I, alors la propriété de distorsion lipschitzi-

enne est impliquée par la propriété suivante [2, chapitre 4.3] :

"
su
Ip |T/|2

< +00.

Cette condition, appelée condition de Rényi ou condition d’Adler, apparait fréquemment dans des
travaux sur les transformations dilatantes de classe C? de I'intervalle, par exemple [16]. La condition
de distorsion lipschitzienne peut étre vue comme une extension de la condition de Rényi quand
I’espace € n’est pas une variété ; en effet, nous aurons souvent & changer la distance et la topologie
sur €2, qui pourra avoir une structure d’ensemble de Cantor (en d’autres termes, étre parfait et
totalement discontinu).

Pour presque tout = dans A, on notera g(x) := (z) Yinverse du jacobien de T4 en x, et

dp
dpoTy
par ¢ () := H?;()l g(T%z) Iinverse du jacobien de T%. La propriété de distorsion lipschitzienne
peut aussi étre reformulée en : il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout a € 7, pour
presque tous z,y dans a,
| Ing(2) — Ing(y)| < Cd(Tw, Ty).

Cylindres et temps de séparation

Un cylindre de longueur n est un sous-ensemble @ = [ag, - ,an—1] de A tel que les a; soient
des élément des m, et :
n—1
a = ﬂ T;laz
i=0

Soit A > 1 un facteur d’expansion compatible avec 'application Gibbs-Markov. Pour tous points
x et y dans A, on appelle temps de séparation de x et y pour la partition 7 et 'application T4 la
quantité :

s(z,y) :=1inf{n >0 : Tz et Ty n’appartiennent pas au méme élément de 7} .

En d’autres termes, s(z,y) est la longueur du plus long cylindre qui contienne & la fois = et y. La
propriété de distorsion lipschitzienne peut étre renforcée de la facon suivante :

Lemme 1.1.2 (Lemme de distorsion).
Soit (A, m,d,pua,Ta) une application Gibbs-Markov. Il existe une constante C telle que, pour
presque tous z,y dans A, pour tout n < s(z,y),

g™ (@) — g™ ()| < Cd(Tha, Thy)g™ (x), (1.1.2)
et, pour tout cylindre @ de longueur n et pour tout x € a :
9" (z) < Cp(@). (1.1.3)
De plus, pour tout x > 1, on peut définir une distance ultramétrique d, sur A par :
d(z,y) == k@),

Si k € (1, A], alors 'application (A, m, d,,ua,Ta) est encore Gibbs-Markov. On supposera parfois
que la distance sur A est de la forme d, par un certain paramétre x, auquel cas on dira que
(A, 7, K, pa, Ta) est Gibbs-Markov.

1.1.2 Propriétés spectrales des applications Gibbs-Markov

La théorie spectrale de I'opérateur de transfert (ou d’opérateurs de transfert généralisés) joue
un role central dans I’étude des systémes dynamiques hyperboliques. Tout d’abord, définissons
I'opérateur de transfert et montrons quelques-unes de ses propriétés élémentaires.
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Propriétés de 'opérateur de transfert

L’opérateur de transfert, ou opérateur de Perron-Frobenius, que ’on notera L, est défini sur
LY(A, pa) comme le dual de 'opérateur de composition par T4 :

/ h-Lf dua :/ hoTs-fdua YV feLY A pa), VheEL®(A, pa).
A A
Grace 4 la formule du changement de variable, 'opérateur de transfert est aussi défini par :

Lf@) = > gWf(y) VfeL'(Ana) (1.1.4)

{y : Tay=z}

Cette derniére formule se généralise aux itérés de 'opérateur de transfert. Pour tout n > 0, pour
toute fonction f € IL'(A, 114) et pour presque tout z € A,

Lrf@) = > d"wfw.

{y : Thy==}

La mesure p4 étant Ty-invariante, 1 est une valeur propre de L et le sous-espace propre corre-
spondant contient les fonctions constantes. On en déduit par 'inégalité de Jensen que 'opérateur
L est une contraction sur LP(A, pu4) pour tout p € [1,00], et que son rayon spectral est de 1.

Quasi-compacité

L’un des caractéres remarquables de cette théorie est que les opérateurs de transfert, agissant
sur des espaces fonctionnels bien choisis, sont parfois quasi-compacts. C’est notamment le cas pour
les applications Gibbs-Markov.

Définition 1.1.3 (Quasi-compacité).
Soient B un espace de Banach complexe, et L un opérateur agissant continiment sur B.

Le rayon spectral essentiel de L est le plus petit réel r > 0 tel que, pour tout € > 0, le spectre
de L hors de la boule centrée en zéro et de rayon r + € est constitué d’un nombre fini de points,
qui sont des valeurs propres de multiplicité finie. En d’autres termes, pour tout p dans le spectre
de L et hors de la boule centrée en zéro et de rayon r + €, l'opérateur L — pld est inversible sur un
sous-espace de codimension finie.

L’opérateur L agissant sur B est dit quasi-compact si son rayon spectral essentiel est strictement
inférieur a son rayon spectral.

Remarquons qu’un opérateur compact a un rayon spectral essentiel de 0, et donc est quasi-
compact si son spectre n’est pas réduit a {0}. Si l’action d’un opérateur £ sur un espace de
Banach complexe B est quasi-compacte, alors on peut trouver un sous-espace vectoriel propre
V' de dimension finie tel qu’au premier ordre, pour tout vecteur f € B — V, le comportement
asymptotique de la suite (L£" f) ne dépend que de la projection canonique de f sur V. Autrement
dit, si ’on cherche a étudier le comportement en temps grand de (L" f), alors tout se passe comme
en dimension finie.

Pour démontrer qu’un opérateur est quasi-compact, I’'un des outils les plus employés consiste
& démontrer tout d’abord une inégalité dite de Lasota-Yorke, aussi appelée inégalité de Ddoblin-
Fortet. Pour cela, on fait agir un opérateur £ sur deux espaces de Banach complexes B et B’ tels
que :

e L : B— B est compact;

e 1l existe deux suites de réels positifs (r,)nen et (Rp)nen telles que, pour tout n et pour tout

[ €B,
1L fllg < llfllg + Ba [l £l -

D’aprés une résultat de H. Hennion [37, corollaire 1], le rayon spectral essentiel de £ agissant sur

B vaut alors au plus r := liminf,,_, | 7‘,1/ ", 1l suffit alors de montrer que r est strictement plus
petit que le rayon spectral de L. Si L est 'opérateur de transfert et si les fonctions constantes
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appartiennent & B, cela revient & montrer que r < 1. De plus, en pratique, la premiére hypothése
est remplacée par “L agit continiment sur B et 'inclusion B — B’ est compacte”.

Le résultat de H. Hennion est une amélioration d’un théoréme de C.T. Ionescu-Tulcea et
G. Marinescu [42], qui rajoutaient '’hypothése sup,, [|£L"||z 5z < 400 et ne concluait qu’a la
quasi-compacité de 'opérateur, sans donner de borne supérieure sur le rayon spectral essentiel.

Dans le cadre des applications Gibbs-Markov, on peut trouver des espaces de Banach B et B’
convenables, puis démontrer une inégalité de Lasota-Yorke [2, chapitre 4.7].

Fonctions localement lipschitziennes

Pour tout sous-ensemble w C A, on note |, () la semi-norme des fonctions lipschitziennes
sur w : pour toute fonction sur w & valeurs dans un espace métrique (F,d’) :

d'(f(x), f(y))

A1) : (x,y)Ew,a:;éy}.

|f|Lipd(w) := Esup {

On définit de plus une application :

Do { C(A,E) — C(ARyU{+0c0})
md f — Zaeﬂ ‘f|Lipd(a) 1a

Par exemplea HDﬂ,d(f)”oo = SupaEﬂ' |f|Lipd(a) et E#(D‘ﬂ’,d(f)) = ZQET{' ,[L(CL) |f|Lipd(a)'

Pour toute fonction f & valeurs dans un espace métrique, la fonction Dy 4(f) joue le role de la
valeur absolue de la dérivée de f. Comme d’habitude en analyse, les contraintes sur la régularité
de f seront exprimées en tant que contraintes sur 'intégrabilité de D(f). L’emploi de I’application
Dr.q, au lieu de emploi direct de quantités telles que _, . 11(a) | fli;, (), nous donne plus de
flexibilité dans la manipulation des contraintes de régularité. Ce sera utile dans les parties 2.5 (étude
de conditions faibles de régularité) et 3.3 (étude de Z?-extensions d’applications Gibbs-Markov).

Enfin, on note Lipg~ 'espace des fonctions & valeurs réelles sur A telles que la norme ||-||Lipgc =
-l ee + | Dx.a(-)]l ., est finie. L’injection canonique Lipg~ < LL°° est compacte.

Soit h € (0,1]. Comme il existe une constante C' telle que d < Cdy, on a d" < Chd} =
C"dyn. Par conséquent, pour tout x € (1, \"], toute fonction h-héldérienne pour la distance d est
lipschitzienne pour la distance d.. Tout résultat exprimé pour des fonctions lipschitziennes est en
fait valable pour des fonctions héldériennes.

De méme que l'on peut noter une application Gibbs-Markov avec son facteur de dilatation
(A, 7, A\, ua,Ta), ou omettre une partie des données, en 'absence d’ambiguité, on pourra noter
Lip, ou simplement Lip au lieu de Lip;. De méme, on notera D, y ou simplement D au lieu de
D, 4, ainsi que Lip3” ou Lip™ au lieu de Lipg”.

Action de 'opérateur de transfert sur Lip™

Finalement, on fait agir l'opérateur de transfert sur l’espace des fonctions globalement lips-
chitziennes Lipg°.

Lemme 1.1.4.

Soit (A, m,d, pa, Ta) une application Gibbs-Markov, et soit A son facteur de dilatation. Alors
le rayon spectral essentiel de l'opérateur de transfert L agissant sur Lipy~ est d’au plus 1/\. En
particulier, cette action est quasi-compacte.

Les propriétés élémentaires du systéme dynamique (A, m,d, pua,T4) se lisent sur le spectre de
L. Pour tout entier p > 1, notons U, I’ensemble des racines p-iémes de I'unité.

Corollaire 1.1.5.

Soit (A, m,d, ppa, Ta) une application Gibbs-Markov. Alors il existe un entier N > 1 et un N-
uplet d’entiers strictement positifs (p1,--- ,pn) tels que ensemble des valeurs propres de module 1
de L agissant sur Lipy~ est Uiv:1 U,,, et pour tout p dans cet ensemble, la multiplicité (algébrique
et géométrique) de p est Card{k : p €U, }.
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Le systéme est ergodique si et seulement si N = 1. Il est mélangeant si et seulement si N = 1
etpp =1.

Si une application Gibbs-Markov est ergodique mais pas mélangeante, alors 'un de ses itérés
aura une décomposition en composantes ergodiques mélangeantes. Plus précisément, si ’on a une
application Gibbs-Markov ergodique (A, 7, A\, pa,Ta), alors il existe un unique entier M > 1 et une
partition (Ag)rez/mz de A en M sous-ensembles tels que :

e La partition (Ay)rez/mz est moins fine que 7;

e Les sous-ensembles Ay, sont invariants par T} & un ensemble de mesure nulle prés;

e Ty(Ay) = Agy1 pour tout k € Z/MZ;

e Les M systémes dynamiques (Ay,d, T}) sont topologiquement mélangeants.

L’entier M est égal a l’entier p; du corollaire 1.1.5.

Propriétés de décorrélation

Si lapplication Gibbs-Markov (A, 7, d, ua,T4) est mélangeante, alors l'opérateur £ agissant
sur Lip™ a un trou spectral. En effet, la valeur propre 1 est de multiplicité 1, et correspond a la
projection f — [, f dpua sur Pespace des fonctions constantes. Le reste du spectre de £ est inclus
dans un disque centré en 0 et de rayon strictement plus petit que 1. Par conséquent, il existe deux
constantes C' > 0 et p € [0,1) telles que, pour toute fonction f € Lipg®, pour tout entier n > 0,

Hc"f—/AfduA

Le trou spectral peut étre exploité pour donner des versions quantitatives de la propriété de
mélange, et montrer que le systéme dynamique posséde des caractéristiques chaotiques. En parti-
culier, pourvu que la fonction f ait de bonnes propriétés d’intégrabilité et de régularité, la suite
(f,foTa, foT3,---) ressemble & une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées.

<Cp" Hf”Lip;C :
Lipg®

Nous citons ici quelques conséquences plus avancées de ce trou spectral, en commencant par la
décroissance des corrélations a vitesse exponentielle.

Proposition 1.1.6 (Décroissance exponentielle des corrélations).
Soit (A, 7,d, pa,Ta) une application Gibbs-Markov mélangeante. Il existe deux constantes C >
0 et p € [0,1) telles que, pour toutes fonctions f € Lip™ et h € LY(A, ua), pour tout entier n > 0,

‘/ﬁhoT}{duA—/fduA-/hduA
A A A

La deuxiéme proposition que nous rappelons est un théoréme central limite pour des fonctions
réguliéres, qui peut étre prouvé aussi bien par des méthodes de perturbation de 'opérateur de
transfert ([31, Theorem 3.7], des techniques proches sont utilisées dans la partie 3.2) que par des
méthodes de martingales (voire les parties 2.5 et 2.6).

< Cpn ||fHLip<x> HhH]Ll . (1.1.5)

Proposition 1.1.7 (Théoréme central limite).
Soit (A, 7, d, ia, Ta) une application Gibbs-Markov mélangeante. Soit f € L2(A, ua) une fonc-
tion telle que [, f dua =0 et E(D(f)) < +oc. Alors :

-1
15 ,
—= > [oTh—a(fIN,
v i=0
ot la convergence est en loi, N est une variable aléatoire gaussienne standard, et :

+oo
U(f)2/AfzdﬂAJFQ;/Af'fOTXdMA-

De plus, o(f) =0 si et seulement si f est un cobord.
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Avec des hypothéses un peu plus fortes, on dispose de I'inégalité de Burkholder-Rosenthal, qui
se démontre par des méthodes de martingales. Des versions proches de celle que nous proposons
sont nombreuses dans la littérature sur le sujet (voir par exemple [33, Proposition 4.1] pour une
inégalité presque aussi forte, et en faite suffisamment forte pour toutes nos applications). Nous en
démontrerons une généralisation dans la partie 2.5.

Proposition 1.1.8 (Inégalité de Burkholder-Rosenthal).

Soit (A, 7,d, pa, Ta) une application Gibbs-Markov. Soientp > 2, et f une fonction de LP(A, p4)
telle que [, f dua =0 et E(D(f)) < +o0. Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout
entier positif n,

< Cn?.
LP(A,pa)

n—1
Z fo TZ‘
=0

Le processus stochastique (f o T%),>0 étant stationnaire, I'inégalité de Burkholder-Rosenthal
peut étre utilisée en conjonction avec un théoréme de R.J. Serfling [62, théoréme B] pour montrer
que, sous les mémes hypothéses, il existe une constante C' telle que, pour tout entier positif n,

k—1
. 1
sup g foTy < Cn>2.
o=hsnfizo LP(A,pa)

1.2 Induction, tours, et accélération

Nous décrivons dans cette section un ensemble de techniques permettant de manipuler I’écoule-
ment du temps dans un systéme dynamique.

1.2.1 Induction

Soit (2, u, T) un systéme dynamique mesuré ergodique, conservatif et préservant la mesure pu.
Dans le contexte de la théorie ergodique en mesure infinie, on s’intéresse principalement au cas o
1t est une mesure infinie et o-finie. L’outil le plus puissant dont nous disposons pour étudier de tels
systéme est 'induction. Soit A une partie mesurable de €2 de mesure strictement positive et finie.
Si la mesure p est infinie, on peut la multiplier par une constante; ainsi, on peut supposer sans
perte de généralité que u(A) = 1.

On définit alors le temps de premier retour en A, et on note 4, 'application définie pour tout
x € Q) par :

pa(xz) =inf{n >0 : T"z € A}
Cette application est & valeurs dans NU {+o00}. Le systéme dynamique étant supposé ergodique et
conservatif, ¢4 est finie presque partout.

L’application induite en A, que ’on notera T4, est 'application définie pour tout x € A par :
Taz :=T¢2@) g

Cette application est bien définie pour presque tout = € A. On notera de plus p4 la mesure p
restreinte & A. Le résultat suivant (voir [2, proposition 1.5.3]) est fondamental pour les techniques
d’induction.

Théoréme 1.2.1.

Soit (Q,u, T) un systéme dynamique ergodique, conservatif et préservant la mesure p. Soit A
un sous-ensemble de mesure strictement positive de Q. Alors (A, pua,Ta) est un systéme dynamique
préservant la mesure 4.

De plus, si (2, p, T) est ergodique alors (A, ua, Ta) Uest aussi.

De plus, la formule de Kac [45] relie les mesures 4 et u, et application 4.



16 CHAPITRE 1. OUTILS EMPLOYES

Théoréme 1.2.2 (Formule de Kac).
Soit (Q, u, T) un systéme dynamique ergodique, conservatif et préservant la mesure . Soit A
un sous-ensemble de mesure strictement positive de Q. Alors :

u(Q)=/A<pA dpa.

En particulier, si ) est de mesure infinie, alors ¢ 4 n’est pas intégrable. Les conditions que ’on
imposera sur ¢4 utiliseront la notion de variation réguliére, qui sera introduite en partie 1.3.

Soit (2, i, T') un systéme dynamique mesuré ergodique, conservatif et préservant la mesure p.
On dit que (Q, u, T) induit un systéme Gibbs-Markov s'il existe un borélien A de mesure 1 tel que
le systéme dynamique induit (A, ua,T4) puisse étre muni d’une partition 7 et d’une distance d
telles que :

e Le systéme (A, 7,d, pa,Ta) est Gibbs-Markov ;

e La restriction du temps de premier retour ¢4 & A est o(7)-mesurable.

Quitte & renormaliser la mesure p, on peut adapter cette définition au cas o A est de mesure
strictement positive et finie.

Finalement, étant donnés un systéme dynamique mesuré (Q,pu,T) ergodique, conservatif et
préservant la mesure, un borélien A de mesure strictement positive et une observable f définie
presque partout sur €2 et a valeurs dans un groupe abélien, on appelle observable induite en A par
f, et I'on note Xy, la fonction définie pour presque tout x € A par :

pa(z)—1

Xs(z) = Z foTka.
k=0

L’observable induite X; est un cobord pour I’application T4 si et seulement si f est un cobord
pour I’application 7. Le sens indirect est facile & montrer : si f = uoT —u, alors Xy = uoTy —u.
Pour montrer le sens direct, supposons que Xy = @ o T4 — @ presque partout sur A. On pose :

palz)—1

u(z) = a(T4®g) — Z f(T*x),

k=0

et alors f =uoT — u.

Dans cette thése, on s’intéresse aux systémes dynamiques munis d’une mesure infinie, mais
tels que 'application induite en un sous-ensemble bien choisi puisse étre munie d’une structure
la rendant Gibbs-Markov, et pour lesquels la queue du temps de premier retour est & variation
réguliére. On renvoie le lecteur a la partie 1.5 pour des exemples de tels systémes.

1.2.2 Tours de Rokhlin

L’opération inverse de 'induction en un sous-ensemble est la construction de tours de Rokhlin
au-dessus d’un systéme dynamique. On se donne maintenant un systéme dynamique préservant la
mesure (A, pa,T4), et une fonction mesurable ¢4 définie presque partout sur A et a valeurs dans
N*.

Posons © := {(z,n) € AXxN : n < @a(x)}; un point de Q est décrit par ses coordonnées
(z,n) € A x N. Définissons alors une application T sur 2 par :

f (n+1) st n<epa(z)-1
Tla,n) _{ (Tax,0)  si nzgo::(x)—l

Finalement, définissons une mesure p sur € par u(B x {n}) := pa(B) pour tout n > 0 et pour
tout B C {¢4 > n} mesurable. Le systéme dynamique (2, u, T') est alors ergodique, conservatif, et
préserve la mesure p. Le systéme (A, ua,T4) est la base de la tour, et la fonction ¢ 4 est la hauteur
de la tour. Informellement, I’application T fait monter d’un étage tant que c’est possible, et sinon
renvoie au pied de la tour et applique T4.
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La construction de tours de Rokhlin commute avec I'induction en la base : si (2, 4, T") est la tour
de Rokhlin de base (A, 14, Ta) et de hauteur @4, alors (A, pa, Ta) ~ (A x {0}, Tax{o}, hax{o}), et
les fonctions ¢4 et ¢ 4x (0} sont égales une fois que l'identification canonique est faite. La technique
d’induction accélére le temps : pour presque tout x € A, en une seule itération, ’application T4
effectue la méme chose que 'application T itérée w4 (x) fois. A I'inverse, la technique de construction
de tours ralentit le temps : pour presque tout x € A, la suite de points (T™z) reste un temps @4 (x)
a la verticale de x avant que ’on applique T4 pour la premiére fois.

De fagon générale, si (2, u,T) est un systéme dynamique mesuré ergodique, conservatif et
préservant la mesure p et si (A, pa,Ta) est le systéme induit sur un sous-ensemble mesurable non
trivial A, alors (€, u, T') est isomorphe a la tour de Rokhlin de base (A, pa,Ta) et de hauteur ¢ 4.
L’étude des systémes dynamiques induisant une application Gibbs-Markov est donc équivalente a
I’étude de tours au-dessus d’applications Gibbs-Markov. Pour des systémes dynamiques en temps
discret, on utilisera les deux formulations. Pour des systémes dynamiques en temps continu (c’est-a-
dire des flots et semi-flots), les deux approches existent, mais on favorisera l’approche correspondant
a la construction de tours, qui est plus facile & formuler. C’est ’objet de la prochaine sous-partie.

1.2.3 Flots de suspension

Les deux sous-sections précédentes portaient sur des systémes dynamique en temps discret, c’est-
a-dire du semi-groupe N ou du groupe Z. Des constructions équivalentes sont possibles en temps
continu, c’est-a-dire pour des actions du semi-groupe R ou du groupe R. La notion correspondant
a celle de systéme induit est celle de section, et la notion correspondant a celle de tour de Rokhlin
est celle de (semi-)flot de suspension.

De méme qu’en temps discret, les notions de section d’un flot et de flot de suspension sont
deux points de vue différents d’'un méme objet. Par simplicité, on ne traitera que des semi-flots de
suspension, méme si la notion de section apparaitra briévement dans certains exemples.

Informellement, pour définir un (semi-)flot de suspension, on se donne une fonction donnant la
hauteur du flot ; le flot monte alors & vitesse constante, jusqu’a ce qu’il atteigne le haut de la tour.
Il est alors renvoyé sur la base.

Plus rigoureusement, on se donne un systéme dynamique préservant la mesure (A, T4, pa), et
une fonction mesurable 4 définie presque partout sur A et & valeurs dans RY. Le semi-flot de
suspension de base (A,Ta, pa) et de hauteur @4 est le systéme dynamique (€2, i, (g¢)e>0), ou :

o () est I’espace quotient de ’espace topologique A x R, par la relation d’équivalence ~ définie

par (z,pa(z)+1t) ~ (Ta(x),t) pour presque tous (z,t) € A x Ry ;

o le semi-flot (g;);>0 agit sur A x R4 par translation sur la seconde coordonnée, et sur 2 par

la projection canonique de cette action (qui est bien définie) ;

e i = pa ®Leb sur A X Ry, et est définie sur € par restriction au domaine fondamental

{(z,t) e AxRy: t>pa(x)}.
Le systéme dynamique (£, (g¢)¢>0) préserve alors la mesure . De plus, un semi-flot de suspension
est ergodique si et seulement si sa base ’est.

Une autre facon de définir un semi-flot de suspension est de partir du domaine fondamental.
Posons A x [0, 4] :={(z,t) € Ax Ry : t€[0,04(x)]}, et définissons une relation d’équivalence
~sur A x [0,¢4] par (z,04(z)) ~ (Ta(z),0) pour tout x dans A. L’espace (2 peut alors étre vu
comme l’espace quotient de A x [0, 4] par ~. Le flot est défini par translation verticale & vitesse
unitaire le long de la seconde coordonnée, en recollant (x,pa(x)) et (T'a(z),0) quand il le faut.

On identifiera parfois I'ensemble A avec le sous-ensemble A x {0} de Q, et la mesure p4 avec
la mesure définie sur Q par pa(B) := pa(x € A: x x {0} € B) pour tout sous-ensemble borélien
B de Q. La fonction hauteur ¢4 peut étre étendue & Q2 par v 4(z,t) :==inf{s >0 : gqs(x,t) € A};
en d’autres termes, pour tout € A et pour tout t < pa(x), on a wa(x,t) = pa(z) —t.

Quand le systéme (A,Ta,ua) peut étre muni d’une structure Gibbs-Markov, on parlera de
semi-flot Gibbs-Markov. De tels semi-flots apparaissent quand l'on étudie le flot géodésique sur
des Z ou Z? revétements de variété compactes de courbure sectionnelle négative, ou des billards
hyperboliques qui sont Z ou Z2?-périodiques.
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Finalement, pour toute fonction mesurable f définie sur €2, & valeurs réelles et telle que I'intégrale

O‘PA(QJ) |f(x,t)| dt soit finie pour presque tout x € A, on appelle observable induite en A par f la
fonction X; définie presque partout sur A par :

X, - A — R
U T = OwA(w)f(Lt)dt

En particulier, si f appartient & L!(, u), alors par le théoréme de Fubini la fonction X est bien
définie sur A et appartient & L'(A, u4). L’observable induite X est un cobord pour lapplication
Ty si et seulement si f est un cobord pour le flot de suspension. Une fois encore, le sens indirect
est facile & montrer. Pour montrer le sens direct, supposons que Xy = % o T4 — @ presque partout
sur A. On pose pour presque tout (z,t) € Q) :

vpa(z)
u(x,t) == u(Tyx) — /t f(z,s) ds.

Alors, pour tout ¢t > 0,

SN

/fogsds:uogt—u.
0

1.2.4 Temps local

Aux trois types de systémes présentés ci-dessus - les systémes induits, les tours de Rokhlin et
les flots de suspension - on peut associer deux fonctions & deux paramétres, le temps local et les
temps de retour. Une fois encore, nous commencons par présenter ces définitions en temps discret,
dans le cadre des systémes induits.

Définition 1.2.3 (Temps local et temps de retour).
Soit (Q, u, T) un systéme dynamique ergodique, conservatif et préservant la mesure. Soit A C
un borélien de mesure strictement positive, et soit (A, pua,Ta) le systéme induit en A.

Le temps local en A est la fonction :

¢ OxN — N
(z,N) — én(x) =N 1g0Tz=Card{l <i<N : Tize A}

Le temps de passage en A est la fonction :

{ AxN — N
T _ ‘
(z,N) — 7n(z):= Zij\iol paoTx

La fonction “temps de passage” est souvent vue comme une suite de fonctions de N-iéme passage
(Tos T1y- o)

La fonction “temps local en A” évaluée en (x, N) compte le nombre de fois ou le systéme initial
(Q, 1, T), partant de x, passe par ’ensemble A. La fonction “temps de passage en A” évaluée en
(z, N) renvoie le temps auquel le systéme initial (Q, p, T'), partant de z, revient en A. Pour presque
tout x € A, les fonctions N — &y (x) et N — 7 (x) sont en quelque sorte I'inverse 'un de autre.
En particulier, pour presque tout x € A, pour tout N € N, on a :

i gTN =N;

® Tey <N Ten+1-

Ces définitions et propriétés élémentaires se transposent aisément aux flots de suspension.

Définition 1.2.4 (Temps local et temps de retour en temps continu).
Soit (2, 1, (g¢)e>0) un semi-flot de suspension de base (A, pa,Ta) et de fonction hauteur @ 4.
Le temps local en A est la fonction :

) OxRy — N
¢ { (z,t) — & (z) = Card{s € (0,t] : gsx € A} ~
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Le temps de passage en A est la fonction :

{ A x N — R+
T : _ )
(¢, N) — 7n(z):= Zf\iol paoThx

Une fois encore, ces fonctions sont presque inverses 'une de l'autre au sens suivant : pour
presque tout « € A, pour tout NV € N et pour tout t > 0, on a :

b é-TN =N;

o Tg, St < Tgq1-
Au passage, ces relations permettent de montrer que le temps local est bien défini pour presque
tout z € Q et pour tout ¢t > 0. En effet, sans perte de généralité, on peut supposer que x € A. Le
risque est que la fonction ¢ — & (x) explose, c’est-a-dire tende vers I’infini en temps fini. Cependant,
la fonction ¢ — &;(x) est croissante, et £, = N pour tout N > 0. Le temps local explose donc
si et seulement si la fonction N — 7x(z) est bornée. D’aprés le théoréme de Birkhoff, c’est un
événement de probabilité nulle.

La notion de temps local définie ci-dessus est une généralisation de la notion de temps local
utilisée pour les marches aléatoires. Nous expliciterons en sous-partie 1.5.3 la maniére de retrouver
le temps local probabiliste & partir de cette définition.

1.2.5 Accélération

Quand nous travaillerons sur des Z%-extensions d’applications Gibbs-Markov au chapitre 3, il
sera utile d’avoir un autre outil pour manipuler les itérées T d’une application Gibbs-Markov,
ou ¢ est une fonction potentiellement non constante : les temps d’arrét. Les résultats que nous
présentons ici seront aussi utilisés pour passer de théorémes demandant des applications Gibbs-
Markov mélangeantes & des théorémes demandant des applications Gibbs-Markov ergodiques en
partie 2.4.

Le type d’accélération que nous allons définir est aussi appelé saut de Schweiger. Nous ren-
voyons le lecteur & l’article [61] pour la construction originelle, et & [2, Section 4.6] pour une autre
présentation de cette méthode dans le cadre des applications Gibbs-Markov.

Définition 1.2.5 (Temps d’arrét).

Soit (A, B, (Fn)n>0) un espace mesurable filtré. Une fonction ¢ : A — NU {+o0} est un temps
d’arrét si {p < n} € F, pour tout entier positif n. La tribu du passé jusqu’a linstant o, que l'on
notera F,, est définie par :

Fo={AeB: An{p <n} e F, Vn>0}.

La filtration naturelle pour une application Gibbs-Markov (A, 7w, A, ua,T4) est la suivante :

n—1
Fni=o0 <\/ T;kﬂ'> .

k=0

Pour cette filtration, F{ est la tribu triviale. Par conséquent, tout temps d’arrét ¢ est ou bien
nul presque siirement, ou bien strictement positif presque strement. La premiére possibilité étant
inintéressante, on supposera dans la suite que ¢ > 0 presque strement. De plus, comme nous
voulons travailler avec 'application 7', nous devons aussi supposer que le temps d’arrét ¢ est fini
presque stirement.

Si ¢ est presque strement fini, nous désignerons par 7, la partition dénombrable de A telle que
F, = o(my,), par s, le temps de séparation de points de A pour la partition 7, et application T,
par d, la distance A\~°¢, et par D, 'application Dy, 4,-

Gréace a cette construction, ’application accélérée est potentiellement Gibbs-Markov :

Lemme 1.2.6.

Soit (A, m, A\, pa, Ta) une application Gibbs-Markov. Soit ¢ un temps d’arrét pour la filtration
naturelle. Supposons que ¢ est presque sdrement strictement positif et fini, et que T préserve la
mesure pa. Alors (A, 7y, A\, pa, Ty ) est une application Gibbs-Markov.
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Démonstration.

Etant donné que ¢ > 1, la partition 7, est plus fine que 7, et a fortiori la partition \/?:_O1 (T3) 'y
est plus fine que \/?;01 (T4)~'m. Par conséquent, la partition 7, engendre la tribu borélienne sur A
sous laction de T'.

Soit @ un élément de 7. Alors il existe un entier n > 1 et un n-uplet (ag, - - - , ap—1) d’éléments de
mtels que @ = [ag, - -+ , an—1] et que ¢ = n sur a. Par récurrence, on montre que %@ = [a;, - -+ , an_1]
pour tout entier ¢ < n; ainsi, 7% est un isomorphisme de @ sur [a;, - - ,@n—1]. En prenant i = n—1,

on obtient T;{‘la = a,—1 € 7. On applique T4 une fois de plus, ce qui montre que Tha = T @ est
une union d’éléments de 7, que T est un isomorphisme de @ dans son image, et que (A, 7w, pa, T )
a la propriété de grande image.

La nouvelle distance sur A est d, = A%, donc dy,(T5z, Thy) = Ady(z,y) dés que = et y
sont dans le méme élément de 7,. Finalement, la propriété de distorsion lipschitzienne pour la
nouvelle application découle du lemme de distorsion (lemme 1.1.2) appliqué au systéme initial
(A, m, A, 4, Ta), en s’aidant du fait que d, > d. O

1.3 Fonctions a variation réguliére

Il est tres fréquent en probabilités et en théorie ergodique en mesure infinie de travailler avec des
suites ou des fonctions & variation réguliére, qui se comportent bien pour diverses opérations : renor-
malisation, intégration, transformées de Laplace ou de Fourier, inverse généralisé... La référence la
plus compléte sur le sujet est le livre de N.H. Bingham, C.M. Goldie et J.L. Teugels [11]. Nous
présentons ici leur définition, et quelques-unes de leurs propriétés les plus importantes, qui sont
abordées avec plus de détails dans le livre sus-cité.

1.3.1 Définition et propriétés élémentaires

Pour tout nombre réel 8, on définit des fonctions & variation réguliére d’indice 3, en 0 ou
en linfini, qui se comportent d’un certain point de vu comme des fonctions de la forme Cz? au
voisinage du point choisi.

Définition 1.3.1 (Fonction a variation réguliére).
Soit 5 un nombre réel. Une fonction 1 définie sur un voisinage de +oo dans Ry, d valeurs
strictement positives et mesurable est dite a variation réguliere d’indice B a l'infini si, pour tout

z >0, -
Play) 8
yotee Ply)

Une fonction v définie sur un voisinage de 0 dans Ry, a wvaleurs strictement positives et
mesurable est dite & variation réguliére d’indice 5 en zéro si, pour tout x > 0,

. ¢(353/)_ 8
ylgg* Y(y) -

ou, de fagon équivalente, si ¥(1/x) est a variation réguliére d’indice —f a Uinfini, .

)

Une fonction a variation réguliére d’indice O est aussi dite a variation lente.

En ’absence d’ambiguité, on omettra le plus souvent de préciser si une fonction est & variation
réguliére en l'infini ou en zéro.

Si 'on omet I’hypothése de mesurabilité, il existe des fonctions & variation réguliére exhibant un
comportement pathologique ; en particulier, aucun des résultats présentés dans cette partie ne sont
valables. L’hypothése de mesurabilité permet de renforcer de beaucoup la qualité de la convergence
dans la définition des fonctions & variation réguliére [11, théoréme 1.5.2].

Théoréme 1.3.2 (Théoréme de convergence uniforme).
Soit 5 un nombre réel. Soit ) une fonction 4 variation réguliére d’indice § en +oo. Alors :

Y(zy) 2B

yotoo Ply)

9
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ot la convergence est uniforme en x sur tout compact de (0,400).
Le théoréme de Potter [11, théoréme 1.5.6] en découle :

Théoréme 1.3.3 (Théoréme de Potter).
Soit 5 un nombre réel. Soit 1) une fonction a variation réguliére d’indice 8 en +oo. Alors pour
tout A > 1, pour tout € > 0, pour tous =, y suffisamment grands :

B+e B—e
W) ¢ A max )™ . ()L
¥(x) x x
Les fonctions & variation lente en l'infini les plus fréquemment rencontrées sont les fonctions

constantes, la fonction logarithme, et parfois la fonction logarithme itéré. Une fonction v & variation
réguliére d’indice § en l'infini peut toujours s’écrire sous la forme :

() = 274(z),

ou / est une fonction & variation lente en 'infini. En particulier, I’archétype de la fonction & variation
réguliére d’indice /3 en I'infini est la fonction 2”. Ceci explique la forme des primitives de fonctions
& variation réguliére qui suit.

Primitives

Soit B > —1. Une primitive de la fonction 2” sur R, est la fonction (1 4+ B)~'z'*#; plus
généralement, toutes les primitives de z? sont équivalentes en I’infini, et & variation réguliére
d’indice 1 + 8. Le résultat suivant [11, Proposition 1.5.8] étend cette propriété a l’ensemble des
fonctions & variation réguliere.

Théoréme 1.3.4 (Théoréme de Karamata).
Soit f > —1. Soit 1 une fonction a variation réguliére d’indice 5 en Uinfini, et soit M > 0 tel
que ) soit localement intégrable sur [M,+00). Alors, au voisinage de linfini :

w r(e)
[ vy~ 352

Ce théoréme échoue pour S < —1 car la fonction ¢ est alors intégrable au voisinage de I'infini
par le théoréme de Potter, et échoue pour 8 = 1 pour la méme raison que les primitives de 1/x ne
sont pas des fonctions constantes. Par changement de variable, on dispose d’un théoréme similaire
pour les fonctions a variation réguliére de parameétre 8 < —1 en 0.

1.3.2 Théorémes taubériens

L’une des forces de la théorie des fonctions & variation réguliére est qu’elle forme un contexte
confortable pour des théorémes taubériens. En particulier, on peut sous certaines conditions relier le
comportement asymptotique d’une fonction & variation réguliére en I'infini avec le comportement
asymptotique de sa transformée de Laplace en zéro. C’est l'objet, entre autres, des théorémes
taubériens de Wiener-Ikehara [48, théoréme 2.2], de Hardy-Littlewood [48, théoréme 15.1] et de
Karamata [11, théoréme 1.7.1]. Ces théorémes ont de nombreuses applications, que ce soit en théorie
des nombres (par exemple pour obtenir le théoréme des nombres premiers), en analyse harmonique
et en probabilités.

Le théoréme taubérien de Karamata se formule de la facon suivante :

Théoréme 1.3.5 (Théoréme taubérien de Karamata).

Soit 8 > 0. Soit ¢ une fonction positive, croissante sur Ry et nulle en 0. Alors ¢ est a variation
réguliere d’indice B en l'infini si et seulement si la fonction A — fR+ st dy(t) est a variation
réguli¢re d’indice —f en zéro. De plus, dans ce cas,

/R e "t dy(t) ~ T(1+ B)(1/s) en 0.
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Classiquement, le théoréme taubérien de Karamata est exprimé & l’aide d’une intégrale de
Stieltjes. Au cours de notre travail, il sera plus aisé de travailler avec les mesures 1 ~1(¢) dt, ce qui
revient & intégrer v~!. Le controle de I'intégrale de ¢»~! étant donné ¢~ se fait grace au théoréme
de Karamata. Le chemin inverse, afin de controler ¢~ !, étant donnée l'intégrale de !, se fait a
Paide du théoréme de densité monotone [11, théoréme 1.7.2]. Cependant, le théoréme de Karamata,
qui permet de controler I'intégration, ne permet pas de traiter le cas § =0 (ou 8 = 1 ci-dessous),
que nous laissons & part.

Théoréme 1.3.6 (Théoréme taubérien de Karamata, 8 < 1).

Soit < 1. Soit 1 une fonction strictement positive et croissante sur R. Alors les propositions
sutvantes sont équivalentes :

e ) est a variation réguliére d’indice 8 en linfini;

D fR+ P(t)"te=st dt est a variation réguliére d’indice B — 1 en 0.
De plus, si ces propositions sont vérifiées, alors :

I'(1-5)

1
— e tdt ~ ——"2 en 0.

r, (1) sip(1/s)

Théoréme 1.3.7 (Théoréme taubérien de Karamata, § = 1).
Soit ¢ une fonction strictement positive, croissante sur Ry et a variation réguliére d’indice 1
en linfini. Alors :

1 —st 1/ 1
——e tdt ~ ——dt en 0,
/R+ ¥(t) o ¥(t)

et le membre de droite est a variation lente en 0.

Il existe plusieurs méthodes pour évaluer la vitesse a laquelle I’aire sous la courbe de la fonction
1 croit en l'infini. La méthode la plus simple consiste & évaluer ’aire entre 0 et x, et & faire tendre x
vers l'infini, ¢’est-a-dire & regarder la limite en l'infini de fR+ Y~1(t)1)p 4 (t) dt. Une autre méthode
consiste a “lisser” les fonctions de la forme 1jp ,), en prenant a la place des fonctions exponentielles
e (qui elles aussi convergent vers 1 uniformément sur tout compact quand s tend vers 0). Les
théorémes ci-dessus affirment que, pour des fonctions & variation réguliére, ces deux méthodes
donnent le méme résultat.

Ces théorémes s’obtiennent directement pour des fonctions de la forme z#, grace 4 un change-
ment de variable. En effet, pour tout 8 < 1, pour tout s > 0,

1 1 1 1 I'(l-—
/ —Be*‘qt dt = =0 / Be*St d(st) = 5 / tA=A 1=t gt = ra=-s 1—/36)'
R, t s r, (st) s R, s

On se servira de ces théorémes taubériens en partie 3.2. On déduira de relations algébriques
entre les transformées de Laplace de différentes fonctions, des relations entre leur comportements
asymptotiques.

1.3.3 Inverse généralisé

Les bijections monotones & variation réguliére se comportent bien quand on prend leur inverse.
Par exemple, pour tout 8 > 0, I'inverse de la fonction z° est la fonction 2/#, qui est & variation
réguliére d’indice 1/0. Si les fonctions avec lesquelles on travaille ne sont pas bijectives, on va devoir
utiliser la notion d’inverse généralisé.

Définition 1.3.8 (Inverse généralisé d’une fonction cadlag).

Soit 1 une fonction positive, définie sur un voisinage de +0o dans Ry, continue a droite avec
des limites a gauche (ou cadlag), croissante et non bornée. On appelle inverse généralisé de 1, et
on note ¥*, la fonction définie sur Ry par :

Y*(y) :=inf{x >0: ¢¥(x) > y}.
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Avec les conditions que on a imposées a la fonction ¢, son inverse généralisé est lui aussi une
fonction positive, définie sur un voisinage de +o0o dans R, cadlag, croissante et non bornée. Si ¢
est de plus a variation réguliére d’indice 8 > 0, alors ¢* est & variation réguliére d’indice 1/5 [11,
Theorem 1.5.12].

Etant données ces conventions, les inégalités suivantes sont toujours satisfaites, pourvues qu’elles
aient un sens :

o Y*ou(x) > x;

e Ypoy*(y) > y.
Les inégalités réciproques ne sont en général pas vraies. On utilisera & la place les propriétés
suivantes :

e Six < y*(y), alors ¥(z) < y;

e Si ¢ est & variation réguliére, alors pour tout C' > 1, pour tout y suffisamment grand,

Yoyt(y) < Cy.

Si ) est & variation réguliére d’indice 8 > 0, cette derniére propriété vient du fait que, la constante
C > 1 étant fixée, pour tout y suffisamment grand,

U (y) < CBY*(y) < &*(Cy).

Dans le cas § = 0, l'inverse généralisé ¢* est une fonction a variation rapide (“a variation réguliére
d’indice +00 ), et cette propriété est encore satisfaite.

Gestion des termes polynomiaux

Soit ¢ une fonction positive, définie sur un voisinage de +o0o dans R, cadlag, croissante, non
bornée et & variation réguliére. On verra souvent apparaitre dans cette thése des expressions du
type Cy*(z7) ou z"*(x7). Afin de les manipuler plus aisément, on voudrait absorber le terme
constant ou polynomial dans la fonction )*.

Un terme constant se gére facilement. Soit S l'indice de variation de . La fonction ¢* est a
variation réguliére d’indice strictement positif (si > 0) ou a variation rapide (si § = 0). Par le
théoréme de convergence uniforme (Théoréme 1.3.2), pour tout C' > 1, pour tout € > 0, pour tous
~v* >~ > 0, pour tout y suffisamment grand,

Oy (y7) < " (C7Fey") <9 (y7). (1.3.1)

Les termes d’ordre polynomial sont plus délicats & gérer. Ils sont I’objet du lemme technique
suivant.

Lemme 1.3.9.

Soit 1 une fonction positive, définie sur un voisinage de +o0o dans Ry, cadlag, croissante, non
bornée et & variation réguliére d’indice B > 0. Soient v* > ~v > 0 et k > 0. Alors, pour tout y
suffisamment grand,

YRt (YY) < Uty ).

Démonstration.
Soit 7" € (7,7"). On pose € := T—1-. Alors, par le théoréme de Potter (Théoréme 1.3.3), pour
tout y suffisamment grand,

Gy (y7) <y PTIet (y7)).
Si y est suffisamment grand, alors ¢*(y7) < 1*(y"), et donc 1(¢o*(y7)) <y . Ainsi, on obtient :

YY) <y
On applique 'inverse généralisé 1* des deux cotés de I'inégalité :

Y (YY) S P T(Y7) < 9Ty, 0
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1.3.4 Quelques applications en théorie des probabilités

Présentons maintenant quelques applications de la théorie des fonctions & variation réguliére
en théorie des probabilités. La premiére concerne les lois stables de Lévy, et une généralisation du
théoréme central limite. Le contenu de cette sous-partie peut étre trouvé dans le livre de L.A. Ibrag-
imov et Y.V Linnik [41].

Lois stables de Lévy

Les lois stables de Lévy sont une famille & quatre paramétres de lois de probabilités, dont
certaines propriétés sont réminiscentes des lois normales (qui sont des lois stables de Lévy pour des
paramétres bien choisis). Elles sont définies par leur transformée de Fourier.

Définition 1.3.10 (Lois stables de Lévy).
Soient a € (0,2], B € [-1,1], v € R et ¢ > 0. Soit sgn(t) la fonction signe sur R, avec
sgn(0) = 0. Posons, pour tout t € R :

_ [ sgn(t)tan (%) si a#1;
w(o?) '—{ Zn)lnld]  si a=l.

On dit qu’une variable aléatoire & valeurs réelles X suit une loi stable de Lévy de paramétres
(v, B,7,¢) si, pour tout t € R :

]E(eitX) — 6i'ytfc|t|“(lfiﬁw(oz,t)) )

Si a = 2, la fonction w(a,-) est identiquement nulle. Une loi stable de Lévy de paramétres
(2,0,7,c) est une loi normale d’espérance ~ et de variance 2¢. Une loi stable de Lévy de parameétres
(1,0,7,c¢) est une loi de Cauchy centrée de ~y. Les lois de Lévy sont absolument continues par
rapport a la mesure de Lebesgue ; hors de quelques parameétres, leur densité ne s’exprime pas avec
des fonctions usuelles, mais est analytique et entiére si a > 1.

Le paramétre v décrit le point ou la variable aléatoire est centrée; en particulier, si « € (1, 2],
le paramétre ~ est ’espérance de la variable aléatoire. Le paramétre ¢ décrit la dispersion de la
variable aléatoire, et le paramétre 8 son asymeétrie.

Les lois stables de Lévy sont infiniment divisibles et stables, au sens suivant. Soit X une variable
aléatoire qui suit une loi stable de Lévy de paramétres («, 8,7, c). Supposons que « # 1 ou que
a = 1et g =0. Pour tout entier N > 1, soient Xg, ..., Xy_1 des variables aléatoires indépendantes,
identiquement distribuées et de méme loi que X. Alors ZkN:_Ol X, suit une loi stable de Lévy de
parameétres («, 3, Ny, N'/%¢). Si a = 1 et § # 0, alors Z,JCV;OI X}, suit une loi stable de Lévy de
paramétres («, 3, N(v + 2BcIn(N)/7), Nc).

Une des propriétés les plus importantes des lois stables de Lévy est qu’elles permettent de for-
muler un équivalent du théoréme central limite pour des variables aléatoires de variance infinie.
Chaque loi stable a un certain bassin d’attraction, et la suite des sommes de variables aléatoires in-
dépendantes et identiquement distribuées dans le bassin d’attraction d’une loi stable, correctement
renormalisée, converge vers cette loi stable.

Définition 1.3.11 (Bassin d’attraction d’une loi stable de Lévy).
Soient g € [-1,1], yER et ¢ > 0.

Si o € (0,2), on dit qu’une variable aléatoire X est dans le bassin d’attraction d’une loi stable
de Lévy de paramétre « s’il existe des réels positifs C1, Co non tous deuz nuls et une fonction a
variation réguliére v d’indice o en l'infini tels que :

P(X>z) ~ -G
= D)’ 5. .
P(X < —2) ~ 52 en linfini,

¥ ()

avec la convention P(X > +x) ~ 0 si et seulement si P(X > +x) = o(h(z)71).
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Une variable aléatoire X est dans le bassin d’attraction d’une loi normale si elle est de variance
finie, ou s’il existe une fonction a variation réguliére ¥ d’indice 2 en l'infini telle que :

P(X > z) + P(X < —2) ~

1
en linfini.
Y(2)
Une telle variable aléatoire est dite dans le bassin d’attraction non standard de la loi normale si
elle est dans le bassin d’attraction de la loi normale, et est de variance infinie.

La principale application du bassin d’attraction non standard de la loi normale est ’étude du
modéle du gaz de Lorentz a horizon infini. Les variables aléatoires dans ce bassin ne satisfont pas le
théoréme central limite habituel (il n’est satisfait que par les variables aléatoires de variance finie),
mais vérifient un théoréme central limite avec une renormalisation non standard.

D’apreés [41, théoréme 2.6.5], si « € (1,2) et X est une variable aléatoire d’espérance nulle,
alors X est dans le bassin d’attraction d’une loi stable de paramétre « si et seulement s’il existe
B € [-1,1] et une fonction 1/;, A variation réguliére de paramétre a en 0, telle que E(e!X) ~
1 —(|t))(1 — iBw(a,t)). De plus, la fonction ¥ et la constante 3 sont données par :

B(t) ~ (Cr+Co)I(1—a)cos (52) 1 (1);
{6 = &3

Pour a = 2, si X est une variable aléatoire d’espérance nulle dans le bassin d’attraction non
standard de la loi normale, alors il existe une fonction v, a variation réguliére de paramétre 2 en
0, telle que E(e*X) ~ 1 —1(|t|). De plus, la fonction 1/ est donnée par :

2
¢(t) ~ %E<X21|X|§1/t)~

Dans les deux cas, on peut supposer sans perte de généralité que 1L est au voisinage de 0 une
injection continue. Soient (X,,),>0 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de méme loi que X. Alors la suite de variables aléatoires ¥*(1/n) Zz;é X}, converge
en loi vers une loi stable de Lévy de paramétres («, 3,0, 1). C’est une généralisation du théoréme
central limite, qui se montre elle aussi en manipulant les transformées de Fourier des variables
aléatoires considérées.

Variables aléatoires a queue épaisse

Les fonctions & variation réguliére apparaissent aussi en théorie des probabilités via les variables
aléatoires a queue épaisse, qui seront omniprésentes dans cette thése. Comme nous 1’avons remarqué
en sous-partie 1.2.1, & cause de la formule de Kac, le temps de premier retour en un sous-ensemble
mesurable est non intégrable si le systéme initial est muni d’une mesure infinie et le systéme induit
d’une mesure finie. La notion de variation réguliére va entre autres nous servir & formuler des
hypothéses sur le temps de premier retour.

Soit ¢ une variable aléatoire positive. La premiére condition dont on se servira est la suivante :
Ve >0, P(p >z) < 1/¢(x), (1.3.2)

ou la fonction v est croissante, non bornée, cadlag, et a variation réguliére d’indice 8 € [0,1] a
Iinfini.

On aura aussi besoin d’une condition plus forte sur les queues de ¢, comme par exemple :
Ve >0, P(p>x)=1/¢(z), (1.3.3)

ou la fonction ¢ est a variation réguliére d’indice 8 € [0,1] a linfini (par construction, 1 est
automatiquement croissante, non bornée et cadlag).
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1.4 Théorémes limite en mesure infinie

Nous allons maintenant présenter quelques éléments de théorie ergodique en mesure infinie;
pour simplifier, nous n’allons travailler ici qu’avec des systémes en temps discret. Notre but dans
cette partie est de présenter le comportement limite des sommes de Birkhoff de fonctions d’intégrale
non nulle. L’essentiel du matériel est issu du livre de J. Aaronson [2].

Remarquons pour commencer que le théoréme de Birkhoff suppose que le systéme dynamique
que 'on étudie soit de mesure finie. Il n’est donc pas utilisable directement quand les mesures
considérées sont infinies. En revanche, on dispose d’une généralisation du théoréme de Birkhoff qui
reste valable dans ce contexte : le théoréme ergodique de Hopf [39, $ 14, Individueller Ergoden-
satz fiir Abbildungen] (voir [39, $ 14, Individueller Ergodensatz bei Strémungen| pour un résultat
similaire en temps continu).

Théoréme 1.4.1 (Théoréme ergodique de Hopf).

Soit (Q,pu, T) un systéme dynamique ergodique, conservatif, préservant la mesure o-finie L.
Alors, pour toutes fonctions f et g dans L'(Q, u) telles que ng du # 0, presque partout pour la
mesure [,

o ZkeofoT* _ Jofdn
ntoo ST goTE fogdu

Pour retrouver le théoréme de Birkhoff & partir du théoréme de Hopf, il suffit de choisir g = 1.
Le théoréme ergodique de Hopf implique qu’en mesure infinie, la renormalisation utilisée dans le
théoréme de Birkhoff produit un résultat trivial.

Corollaire 1.4.2.
Soit (Q,pu, T) un systéme dynamique ergodique, conservatif, préservant la mesure o-finie et
infinie p. Alors, pour toute fonction f € LY (2, u), presque partout pour la mesure i,

ln—l
lim — " foT*=0.
k=0

n—4oo M

Démonstration.

Soit M > 0. Soit A un borélien tel que u(A) > M ; la mesure p étant infinie, un tel ensemble
existe toujours. Alors, pour toute fonction f € L1(£2, i), pour tout n > 0 tel que les expressions
ci-dessous soient bien définies,

n—1 n—1 k n—1 k
1 T T 1 1
LS o] < mnlfIoT0 o Zuco FIo T2 [iftan< g [ 101 dn
" =0 k=0 10 Tk ko LA © Tk w(A) Jo M Jq
Cette majoration est vraie pour tout M > 0, d’ou le résultat. O

L’étape suivante consiste & chercher une suite de renormalisation (a,) mieux adaptée au pro-
N —1 51 k ! ~

cessus, c’est-a-dire telle que a, "> ") f o T" converge en un certain sens vers un objet non
trivial. Une premiére possibilité est de choisir une fonction positive et intégrable g, et de poser
an = ZZ;& goT*(x) pour un point = générique. Cependant, le choix du point = n’est pas évident,
et une suite (a,,) ainsi construite peut étre vue comme aléatoire. Or, on préférerait travailler avec
une suite (a,) facile a calculer et dont le comportement est simple. Avec des hypothéses trés faibles
sur une telle suite (a,), la suite a;, 1 ZZ;& oT* ne peut pas converger presque sirement vers un
objet non trivial [2, théoréme 2.4.1]. Pour pouvoir aller plus loin, il faut définir de nouveaux objets
limites, formuler d’autres modes de convergence vers ces objets, et renforcer les hypothéses sur le
systéme pour démontrer ce nouveau type de convergence.

Objets limites

Dans le cadre qui nous intéresse, les objets limites font intervenir une famille de lois de proba-
bilité : les lois de Mittag-Leffler. Elles sont caractérisées par leurs fonctions génératrices.
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Définition 1.4.3 (Lois de Mittag-Leffler).
Pour tout B € [0,1], on dit qu’une variable aléatoire Yz G valeurs positives suit une loi de
Mittag-Leffler standard de paramétre (3 si :

+oo
(1 T
E(e*Y?) = Z IE 1+5) z 7
2 T(1+ pn)
ot ’égalité est vraie pour tout complexe z si 5 € (0,1], et pour tout z dans le disque unité ouvert
centré en 0 si B = 0.

D’aprés [10, théoréme 30.1], les lois de Mittag-Leffler sont caractérisées par leurs moments. Une
telle loi de Mittag-LefHler est dite standard car elle est normalisée pour que son premier moment
soit de 1. Pour § € [0, 1), la loi de Mittag-Leffler standard de paramétre S a pour support R, et
est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue. En général, la densité ne s’exprime
pas avec des fonctions usuelles, mais trois cas particuliers sont remarquables :

e Une loi de Mittag-Leffler standard de paramétre 0 est une loi exponentielle de paramétre 1,

et a pour densité la fonction t — e~ ¢;

e Une loi de Mittag-Leffler standard de parameétre 1/2 correspond a la valeur absolue d’une

variable aléatoire gaussienne de variance /2, et a pour densité la fonction ¢ — 2e=t*/™ /7

e Une loi de Mittag-Lefller standard de paramétre 1 est une mesure de Dirac en 1.

Remarque 1.4.4.
Les lois de Mittag-Leffler sont appelées ainsi parce que leur fonction caractéristique s’exprime
a laide de la fonction de Mittag-Leffler E, définie par :

“+o0 z”
B2 =2 5y

Pour tout 8 € (0,1], il est aussi possible de définir une mesure de probabilité sur Ry en imposant
que sa fonction de répartition soit 1 — E(3, —z?). Ces lois de probabilités ainsi définies sont aussi
appelées, dans un autre contexte, lois de Mittag-Leffler. Nous enjoignons le lecteur de ne pas con-
fondre ces deuz familles homonymes.

Les queues des lois de Mittag-Leffler peuvent se calculer rapidement.

Proposition 1.4.5.
Soit § € (0,1). Soit Y une variable aléatoire qui suit une loi de Mittag-Leffler standard de
paramétre 3. Alors, pour tout C > 1, pour tout t suffisamment grand,

C s
P(Ys > t) < Ee—cﬂf ’

ou :
1

g7 — BT
T(1+8)™

™|

Cp=—

f

Démonstration.
II suffit d’utiliser une borne de Chernov. Soient ¢ > 0 et A > 0. Alors :

P(Ys > t) =P (M > M) < e ME (M) = e ME(B,T(1+ B)A).

D’apres [27], pour tout 8 > 0,on a E(S,z) ~ B’lezl/ﬁ. Soit C' > 1. Alors, pour tout A suffisamment
grand,

Mm>os%gmeW“M
Afin d’optimiser cette majoration, on choisit :
A= (B)TET(1+ B) "7,

ce qui donne la majoration souhaitée pour tout ¢ suffisamment grand. O
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Mode de convergence

On ne peut pas utiliser immédiatement la convergence en loi quand le systéme est muni d’une
mesure infinie, car il n’y a pas de mesure de probabilité naturelle sur I’espace sous-jacent. Une
solution possible est de démontrer la convergence pour toute mesure de probabilité raisonnable;
c’est la notion de convergence forte en loi, aussi appelée convergence forte en distribution.

Définition 1.4.6 (Convergence forte en loi).

Soit (2, 1) un espace polonais mesuré, et soit E un espace polonais. Soit (X, )n>0 une suite de
fonctions mesurables & valeurs dans E. Soit X une variable aléatoire 4 valeurs dans E. On dit que
la suite (X,,)n>0 converge fortement en loi vers X si, pour toute mesure de probabilité v < p, la
suite (Xp)n>0 vue comme suite de variables aléatoires sur (2, v) converge en loi vers X. Autrement
dit, si px est la loi de X, alors pour toute mesure de probabilité v < u,

X,V — px pour la topologie faible.

Limite en loi du temps local

Dans ce qui suit, (Q,u,T) est un systéme dynamique ergodique, conservatif et préservant la
mesure, et f est une fonction intégrable sur . On cherche une suite (a,) qui soit & variation
réguliére, et telle que a,, ! ZZ;& foT¥ converge fortement en distribution vers une certaine variable
aléatoire.

Comme il a été mentionné dans l'introduction, sans hypothése supplémentaire sur le systéme
dynamique, celui-ci peut trés bien n’avoir aucune bonne renormalisation avec ces propriétés. C’est
le cas quand le systéme n’a pas de loi des grands nombres généralisée (voir [2, proposition 3.6.3]).
Ce probléme apparait par exemple pour le flot horocyclique sur une surface périodique de période
compacte et de courbure négative constante, si la mesure p est 'une des mesures invariantes
ergodiques qui n’est pas la mesure de Liouville [50]. Une autre possibilité est que la loi limite ne
soit pas une loi de Mittag-Leffler, comme par exemple dans [5].

Notons T* l'opérateur sur L'(£2, ) défini comme dual de I'opérateur de composition par 7'
agissant sur L°°(Q, u). La proposition qui suit est entre autres |2, corollaire 3.7.3].

Proposition 1.4.7.

Soit (Q, 1, T) un systéme dynamique ergodique, conservatif et préservant une mesure infinie.
Supposons qu’il existe une suite (an)n>0 G variation réguliére d’indice 5 € [0,1] telle que, pour
toute fonction f € LY(Q, u),

n—1

1
— E (T*)*f — / f dp p-presque partout sur €.
Qp, Q

k=0

Alors, pour toute fonction f € LY(Q, ),

n—1

Z foTk — / f dp - Ys fortement en loi,
k=0 @

1

an
o Yg est une variable aléatoire qui suit une loi de Mittag-Leffler standard de parameétre (3.

Remarquons au passage que, si 8 = 1, d’aprés cette proposition et [2, Théoréme 2.4.1], le pro-
cessus (a;; ! ZZ;& foT*) sous une loi ¥ < j est un rare exemple “naturel” de processus convergeant
en probabilité, mais pas presque strement.

Certains systémes dynamiques qui induisent une application Gibbs-Markov vérifient les hy-
pothéses de cette proposition. Ce ne sont pas les seuls ; citons comme autre exemple les applications
dites AFN (nommées ainsi par R. Zweimiiller [73] [74]), qui sont des applications induites par une
transformation dilatantes de ’intervalle ayant un point fixe neutre, et vérifiant quelques hypothéses
supplémentaires raisonnables (telles que la condition d’Adler). La convergence presque partout peut
alors étre améliorée en convergence uniforme sur tout compact de l'intervalle, pourvu que la fonc-
tion f satisfasse une condition de régularité minimale (&tre intégrable au sens de Riemann suffit)
[55, théoréme 1.1].
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Ces hypothéses additionnelles peuvent aussi s’exprimer en termes d’existence d’un systéme
induit ayant certaines propriétés. Le résultat suivant décrit le comportement asymptotique du
temps local pour des transformations induisant un systéme Gibbs-Markov. Pour un paramétre
B € [0,1) et un systéme induit mélangeant, ce résultat peut se déduire de diverses propositions du
livre de J. Aaronson [2]. La version ci-dessous est un peu plus générale. On note sinc(x) := sin(z)/z
le sinus cardinal.

Proposition 1.4.8.

Soit (2, u, T) un systéme dynamique ergodique, conservatif et préservant la mesure, qui induit
un systéme Gibbs-Markov sur un sous-ensemble borélien A. Supposons que la variable aléatoire v 4
remplit la condition (1.3.3) pour un indice B € [0,1] et une fonction auxiliaire 1.

Si 8 €[0,1), alors, pour toute fonction f € L*(Q, p),

N-1

Z foTt — /f du - Yy fortement en loi, (1.4.1)
k=0

v
sinc(Bm) B (V)

ot Yg suit une loi de Mittag-Leffler standard de paramétre (3.
Si B =1, alors, pour toute fonction f € LY (Q, i),

LN\ Nl
~ <Z w(l)> Z foT* — /f du fortement en loi. (1.4.2)
i=0 k=0

Démonstration.

D’aprés [30, lemme 6.5], la famille analytique d’opérateurs de renouvellement T'(z)(v) = L(z%4v)
agissant sur un espace de Banach bien choisi se comporte bien sur le disque unité ouvert centré
en 0. Par conséquent, les hypotheéses (H1’) et (H2) de [55] sont satisfaites. Les conclusions de [55,
théoréme 3.6] sont donc valides. Il reste a appliquer la proposition 1.4.7. Dans le cas § = 1, la
variable aléatoire Y7 n’apparait pas pour la simple raison qu’elle vaut 1 presque stirement. O

Cette proposition est aussi un corollaire du travail que nous ménerons en partie 3.2, et en
particulier du corollaire 3.2.13 appliqué aux résultats de la table 3.2.4 pour d = 0.

La proposition 1.4.8 relie la suite (a,) utilisée au début de cette partie avec la fonction . Si
B € [0,1), alors a, ~ sinc(Bm)y(n). La renormalisation dans le cas § = 1 est plus compliquée,
pour la méme raison que nous avons di donner une version distincte du théoréme taubérien de
Karamata dans ce cas (théoréme 1.3.7).

Au passage, la proposition 1.4.8 justifie le but de la présente thése. Si la fonction f est d’intégrale
nulle, alors on n’obtient qu’une convergence forte en loi vers 0 : la limite est triviale.

1.5 Exemples fondamentaux

Nous allons enfin présenter quelques exemples de systémes que notre travail nous permettra,
dans une certaine mesure, de traiter. Dans les deux premiers exemples, une structure de tour de
Rokhlin avec une base Gibbs-Markov est facile & mettre en évidence ; en particulier, le calcul de la
hauteur de la tour ainsi que le controle de I'intégrabilité des observables se font assez facilement.
Nous donnerons les résultats correspondants a la fin du second chapitre. Les autres exemples sont du
type “marche aléatoire”, et demanderont plus de travail. Nous donnerons des résultats partiels, dans
le cas des vraies marches aléatoires, a la fin du second chapitre, mais les systémes plus complexes
ne seront traités que dans le troisiéme chapitre.

1.5.1 Une chaine de Markov

L’exemple le plus simple que nous pourrons manipuler est celui d’une chaine de Markov de type
“échelle”. Il s’agit d’une processus défini sur les entiers positifs. Quand le processus est en zéro, il est
renvoyé A hauteur aléatoire ; sinon, il descend d’une unité. Plus précisément, on fixe un paramétre
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a > 1, et on se donne une chaine de Markov (M,,) sur N dont la matrice de transition est donnée
par :

P()}n = W Vn 2 1 ;
Pona1 =1 Vn>1;
Py =0 sinon.

Cette chaine de Markov est ergodique. Elle admet donc & multiplication prés une unique mesure
stationnaire sur N, que ’on notera p. Sans perte de généralité, on peut supposer que p(0) = 1. On

calcule alors :
p(l) = 1;
p(n) = p(n+1)+<(a71)naVn21,

ce qui permet par récurrence de calculer la suite p(n) : pour tout n > 1,

1 =1 1 1
) = 2 ™ o @ T

En particulier, si o € (1,2], alors la suite p(n) n’est pas sommable : 'unique mesure invariante
pour cette chaine de Markov est infinie.

Comme toutes les chaines de Markov, un tel systéme est exprimable dans le vocabulaire de
théorie ergodique. Posons Q := {(a,) € NY : P, . .. #0Vn > 0}, et utilisons la topologie sur {2
induite par la topologie produit (c’est-a-dire la topologie des cylindres) sur NN, Soit 7' le décalage
sur 2, défini pour tout a € Q et tout n > 0 par :

(Ta)p := any1.

Pour tout n > 0, soit u, la mesure de probabilité sur €2 définie comme la loi de la chaine de Markov
(M,,) sachant que My = n. Posons p := Z:i% p(n)pn. Alors le systéme dynamique (Q,pu,T) est
ergodique, conservatif, et préserve la mesure. De plus, la mesure p est infinie si et seulement si
a € (1,2).

L’ensemble sur lequel on a envie d’induire ce systéme est la base. Posons A := {a € Q : a¢ = 0}.
Alors A peut étre vu comme ’ensemble des excursions a partir de la base. De plus, par la propriété
de Markov forte, ces excursions sont indépendantes et identiquement distribuées. L’ensemble A est
donc isomorphe & {(0,n,n—1,--- ,1) : n > 1} et I'application induite est le décalage de Bernoulli
sur ce dernier ensemble. On partitionne A en sous-ensembles selon la premiére excursion (qui est
ici caractérisée par sa longueur). Grace a I'indépendance, le fait que cette application induite est
Gibbs-Markov est évident ; en particulier, la distorsion est nulle, donc n’importe quelle constante
de dilatation A > 1 convient. Le temps de premier retour est constant sur chaque élément de la
partition, et sa loi est donnée par P(p4 = n) = p(n — 1).

Le systéme induit correspondant & une suite d’excursions indépendantes et identiquement dis-
tribuées, la méthode des articles [22] et [23] fonctionne, ce qui évite les complications présentées
dans cette thése.

On peut étudier, avec les mémes outils, des matrices de transitions un peu plus générales, pour
lesquelles la suite (P, ,—1) est & variation réguliére d’indice a € [1, 2]. Il suffit d’utiliser le théoréme
de Karamata pour obtenir les résultats annoncés ci-dessus.

1.5.2 Applications de Pomeau-Manneville

La classe des systémes hyperboliques avec un point fixe (ou périodique) indifférent a été par-
ticuliérement étudiée ces derniéres années. Méme si la plupart des recherches ont porté sur des
applications ayant une unique mesure de probabilité invariante et absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue, certains résultats restent valables en mesure infinie.

Les applications de Pomeau-Manneville, aussi appelées applications de Liverani-Saussol- Vaienti,
représentent un classe d’exemples combinatoirement trés simples, et qui servent & étudier les
phénomeénes qui apparaissent dans les systémes hyperboliques ayant un point fixe neutre. Ce sont
des transformations de l'intervalle (0, 1] avec un point fixe neutre en 0. Nous renvoyons le lecteur
aux articles de M. Thaler [67] [68] et de C. Liverani, B. Saussol et S. Vaienti [53] pour leurs
propriétés élémentaires.
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Définition et propriétés élémentaires

Posons © := (0, 1], que 'on munit de la topologie usuelle. Pour tout « > 0 et pour tout x € €,
on pose :
[ 2(1+ (22)*) Ve (0,1/2];
Tow = { 2 —1 vz € (1/2,1]. (1.5.1)

La transformation T est 'application dyadique, qui préserve la mesure de Lebesgue. Quand
on augmente le paramétre «, le systéme (2, T, Leb) reste ergodique, mais la mesure de Lebesgue
n’est plus préservée. Il existe cependant toujours, & constante prés, une unique mesure invariante
par T, absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, positive et ergodique. Sous
celle-ci, le systéme est conservatif. La densité de cette mesure a un poéle d’ordre « en 0 [67], et
peut étre supposée continue (et méme localement lipschitzienne sur (0, 1]). Cette propriété refléte
I’idée selon laquelle, quand o augmente, la premiére branche de T, est de plus en plus proche de
la premiére bissectrice, donc le processus met de plus en plus de temps & s’éloigner de l'origine, et
donc passe de plus en plus de temps prés de l'origine.

Si a € (0,1), cette mesure est finie, et on peut sans perte de généralité supposer que c’est
une mesure de probabilité. Si « > 1, en revanche, cette mesure est infinie; on la normalisera en
imposant que l'intervalle (1/2, 1] soit de mesure 1. On notera p,, la mesure obtenue, et h,, la densité
continue correspondante.

Pour tout @ > 0, le systéme induit sur A := (1/2,1] peut étre muni d’une structure Gibbs-
Markov. Pour cela, on définit par récurrence une suite (z,),>0 de la fagon suivante : si Ty, 1 est la
branche de Ty, sur l'intervalle (0,1/2], alors :

i) = 1 )
1 = 1/2 X
Tprl = Toj}(xn) Vn > 0.

On pose A, :={x € A : Tyx € (xp41,2,]} pour tout n > 0. C’est vis-a-vis de cette partition
que Dapplication induite en A est Gibbs-Markov, et de plus {94 = n} = A,,_1 pour tout n > 1.
D’aprés [53],

hao(1/2

palpa = n) ~ Del02).

4(an)=
En d’autres termes, la condition (1.3.3) est satisfaite, et l'indice de variation de la fonction ¢ est
1/a.

Remarquons au passage que les applications de Pomeau-Manneville sont aussi des exemples

d’applications AFN, qui ont été évoquées en partie 1.4.

Applications de Holland

La définition des applications de Pomeau-Manneville peut se généraliser, donnant plus de liberté
quant au comportement de la transformation au voisinage du point fixe neutre. On peut alors
obtenir des applications de Holland [38]. Initialement, ces applications étaient destinées a étudier
la décroissance des corrélations en mesure finie dans le cas critique o = 1, mais leurs définitions et
propriétés élémentaires restent valable en mesure infinie. La présentation que nous en donnons est
proche de celle de [32].

Posons €2 := (0,1], que 'on munit de la topologie usuelle. Soit « > 0, et soit h une fonction
deéfinie sur (0,1/2] et & variation réguliére de parameétre 1 + a en 0. Supposons que h est positive,
de classe C2, que h(1/2) = 1/2, que h"(z) = O(z=2h(z)) en 0, et que A’ > 0. On pose alors pour

tout x € Q) :
Top — x+h(z) Vae(0,1/2];
MU= w1 Ve (1/2,1).

Une telle application est dite de Holland. C’est un cas particulier d’application AFN, pour lequel
le systéme induit sur (1/2,1] peut étre muni d’une structure Gibbs-Markov. Les applications des
Pomeau-Manneville se retrouvent en prenant h(z) = 2%z,
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Ces applications ont toujours, & constante prés, une unique mesure invariante, ergodique et
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue. Si o > 1, cette mesure est infinie; si
a =1, cela dépend de la fonction h choisie. En effet, si h(x) = z(x/€(1/z))%, les queues du temps
de premier retour en (1/2, 1] vérifient :

C
P(@A > Tl) ~ nl/af#(nl/a)’

ot £# est la conjuguée de de Bruijn de ¢ [11, partie 1.5.7]. On en déduit que, si a = 1, les mesures
invariantes absolument continues sont infinies si et seulement si fol/ ? x/h(z) de = 4o0.

L’un des intéréts de ces applications est que I’on peut obtenir toutes les queues possibles pour
le temps de premier retour en A, sauf celles & variation lente. Dans la sous-partie 2.7.2, nous ne
traiterons que le cas des applications de Pomeau-Manneville, mais le cas plus général des applica-
tions de Holland est similaire.

Point de vue physique : le chaos intermittent

Nous donnons ici un bref point de vue historique sur les applications de Pomeau-Manneville.
Celles-ci ne sont pas dues & Y. Pomeau et P. Manneville. Sous leur forme actuelle, elles ont été
définies dans l’article de C. Liverani, B. Saussol et S. Vaienti en 1999 [53]. Une famille proche de
transformations a été étudiée par P. Gaspard et X.J. Wang [28], qui ont établi certaines propriétés
combinatoires et procédé a une étude numérique.

Ces applications devaient, initialement, modéliser en partie le phénoméne de turbulences inter-
mittentes. Ce phénoméne se manifeste par exemple avec le modéle de Lorenz :

z = o(y—2z2);
Yy = —xz+rr—y;
z = xzy—bz.

Prenons o = 10 et b = 8/3. Pour r proche de 166, le systéme est stable et présente des oscillations
périodiques. Pour des valeurs de r assez grandes, le systéme est chaotique. Le passage du régime
stable au régime turbulent se fait via un régime de chaos intermittent : il existe des intervalles de
temps pendant lesquels le systéme oscille de fagon réguliére, et ces intervalles sont entrecoupés de
périodes de turbulence [58]. Notons rp le paramétre critique (numériquement, rr ~ 166, 06).

En prenant une section de Poincaré du flot, on se rameéne a une application de la forme T)(z) =
h(z) 4+ A sur [0, 1], out le paramétre A dépend de r et h est convexe croissante, nulle en 0 et propre.
Pour de petites valeurs de A, 'application T a au moins deux points fixes, dont un point fixe
attractif, ce qui correspond a un régime stable. Si A est grand, le graphe de T) est strictement au-
dessus de la premiére bissectrice, ce qui laisse la possibilité d’un régime turbulent. Entre les deux,
il existe une valeur de A (correspondant & rr) pour laquelle la premiére bissectrice est tangente
au graphe de T) ; la transformation T a alors un point fixe neutre répulsif. Les applications de
Pomeau-Manneville modélisent le comportement de cette application critique, & la bifurcation entre
régime stable et régime turbulent (dans ce modéle précis, il s’agit d’une bifurcation de type selle-
nceud, aussi appelée de type I). Les périodes de stabilité correspondent a des intervalles de temps
ol le systéme est proche du point fixe neutre.

Au passage, cela souligne I'importance de I’étude des applications de Pomeau-Manneville en
mesure infinie. En effet, si h est de classe C2, alors a la bifurcation, on a Ty (z — x¢) = (z — x0) +
R (x0)(z — 20)? + o((z — x0)?), ot 7 est le point fixe de T). Ainsi, génériquement dans C?, le
comportement de Ty a la bifurcation est celui de 'application de Pomeau-Manneville pour o = 1,
pour laquelle la mesure invariante intéressante est infinie.

Autres exemples

Il existe, dans le bestiaire mathématique, d’autres exemples de transformations hyperboliques
ayant un point fixe neutre, et préservant a constante multiplicative prés une unique mesure absol-
ument continue par rapport & la mesure de Lebesgue. Citons-en quelques unes.
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La transformation de Boole est I'application :

T:{R_)Rl. (1.5.2)
X — x_g

Cette application préserve la mesure de Lebesgue, vis-a-vis de laquelle elle est ergodique et conser-
vative. On peut y penser comme une application ayant un point fixe neutre en +oco. Pour rendre
cette intuition rigoureuse, on peut conjuguer cette transformation avec la transformation de Mébius
z+— (2 —14)/(z + i) pour obtenir une transformation du cercle unité, qui aura alors deux branches
hyperboliques et un point fixe neutre en 1 [2, chapitre 6]. On peut induire cette transformation par
exemple sur [—1, 1] ou sur [0,1]. La condition (1.3.3) est satisfaite, avec |2, exercice 1.3.4] :

Un autre exemple intéressant, cette fois-ci sur R, est 'application T qui & = associe 1/x
sixz € (0,1, et z — 1 si & > 1. Cette application préserve & constante multiplicative prés une
unique mesure invariante et absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, qui est de
plus infinie, ergodique et conservative. L’application induite sur 'intervalle (0, 1] est ’application
de Gauss x — 1/x — |1/z], d’'une grande importance en théorie des nombres. Celle-ci n’est pas
Gibbs-Markov, car elle est de dérivée égale & —1 en 1. Cependant, ce point neutre n’est pas fixe.
Si l'on induit le systéme sur lintervalle (0,1/2], on obtient bien une application Gibbs-Markov.
L’induction sur (0, 1] permet cependant de vérifier facilement que la condition (1.3.3) est satisfaite,
avec :

Terminons par la transformation de Farey. Elle aussi est d’un grand intérét en théorie des
nombres : on peut relier les propriétés spectrales de I'opérateur de transfert de cette transformation
au lieu des zéros de la fonction Zeta de Riemann, et les préimages successives de 0 forment une
suite de Farey modifiée. Elle est définie sur [0,1] par Tx = z/(1 —z) si z € [0,1/2], et Tz =
(1 —2a)/x si x € [1/2,1]. Le point 0 est un point fixe neutre; pour cette application, la mesure
dz/z est & constante multiplicative prés I'unique mesure invariante et absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesgue, qui est de plus infinie, ergodique et conservative. On obtient une
application Gibbs-Markov en induisant par exemple sur l'intervalle A := [1/2,1]. Cette fois-ci, la

condition (1.3.3) est vérifiée avec :
1

nin(2)

Notons au passage que, si T%4 est I’application induite en A par la transformation de Farey, alors
T#a+1l est Iapplication de Gauss. De plus, il n’est pas étonnant que certaines des propriétés de
la transformation de Farey soient proches des propriétés de la transformation précédente. Si ’on
pose :

$(n) =

;[ x—1 Vze(l,+o0);
Tx_{;—l vz € (0,1],

alors hoT' =T oh, ot h(z) =1/(1 + z).

1.5.3 Marches aléatoires et Z%-extensions

Une autre grande classe de systémes dynamiques munis d’une mesure ergodique infinie est
composée de marches aléatoires et, plus généralement, de Z%extensions de systémes dynamiques
munis d’une mesure de probabilité.

Soit d > 0, et soit (X,)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement
distribuées, et a valeurs dans R%. Alors le processus (S, )n>0 = ( Z;é Xk)n>0 est une marche
aléatoire a valeurs dans R? partant de 0. On appelle la loi de X, le noyau de transition de la
marche aléatoire associée. Si Xy est de variance finie, la loi forte des grands nombres et le théoréme
central limite décrivent le comportement asymptotique global de la loi de S,,. Plus généralement,



34 CHAPITRE 1. OUTILS EMPLOYES

si X est dans le bassin d’attraction d’une loi stable de Lévy de paramétre «, alors il existe des
suites (A,) et (B,,) & variation réguliére telles que (S, — A,,)/B,, converge vers une loi stable de
Lévy de paramétre « (voir la sous-partie 1.3.4) ; si « € (1,2], alors A,, = nE(Xj).

Dans cette thése, on se limitera aux marches aléatoires dont les sauts (X,,) sont & valeurs dans
un sous-réseau de R%. Sans perte de généralité, on peut supposer que ces sauts sont a valeurs dans
7% (quitte & changer la valeur de d). Cette hypothése simplifiera I’analyse, et la rapprochera de
modéles plus évolués que nous présenterons par la suite, tels le flot géodésique sur des surfaces
périodiques.

Supposons que « € (1,2], que d = 1, et que les pas X,, sont d’espérance nulle et dans le bassin
d’attraction d’une loi stable de Lévy de paramétres (a, 3,0, c¢). Alors il existe une suite (B,)n,>0 &
variation réguliére d’indice 1/« telle que S,,/B,, converge vers une loi stable de Lévy de paramétres
(v, 8,0,1). Soit pa,p,0,1 la densité d’une telle loi par rapport & la mesure de Lebesgue sur R. Au
premier abord, pour de grandes valeurs de n, la loi de S,, est donnée par Bglpaﬁ,o,l(x/Bn) dz,
d’ou :

B(S, = 0) ~ P01 (0) (1.5.3)
B,
Cette heuristique est fausse, comme en témoigne la marche aléatoire simple sur Z partant de 0 :
pour tout entier n impair, S,, # 0. Pour éviter ce probléme, on va imposer une condition de non
dégénérescence. Dans le cadre des marches aléatoires, on parle aussi d’apériodicité forte.

Définition 1.5.1 ((Non) dégénérescence d’une marche aléatoire).

Soit d > 0, et soit (Sp)n>0 une marche aléatoire sur Z4 de sauts (Xn)n>0. La marche aléatoire
est dite dégénérée si Xy prend ses valeurs dans un translaté d’un sous-réseau strict de 72, et non
dégénérée sinon.

Cette définition de la dégénérescence recouvre deux problémes distincts : le cas ou (Sy)n>0
prend ses valeurs dans un sous-réseau strict de Z? (auquel cas la marche aléatoire sur Z? n’est
pas ergodique), et le cas ot la marche aléatoire prend ses valeurs dans tout Z¢, mais a une péri-
ode, comme la marche aléatoire simple sur Z. Cette notion de période est liée & la période d’une
application Gibbs-Markov ergodique mais non mélangeante.

Sous I’hypothése de non dégénérescence, I’équation (1.5.3) peut étre rendue rigoureuse (voir
par exemple [41, théoréme 4.5.1]).

Théoréme 1.5.2.

Soit (Sy)n>0 une marche aléatoire sur Z de sauts (X,,)n>0. Supposons que X est dans le bassin
d’attraction d’une loi stable de Lévy de paramétre (a, 3,0,1) ; soit (By,) la suite de renormalisation
associée. Supposons que la marche aléatoire n’est pas dégénérée. Alors :

Pa,5,0,1(0)
IP) S pr— 0 ~Y —_—,
(S ) B,
Remarquons que, si a € (1,2], ces hypothéses contraignent E(Xj) & étre nul.

Si la marche aléatoire est dégénérée et non identiquement nulle, alors quitte & prendre un sous-
réseau, on peut supposer que la marche aléatoire est a valeurs dans Z. De plus, si la période de la
marche aléatoire est M, alors :

n+M-—1

1 . Pa,,0,1(0)
i k; P(S) = 0) T

Dans tous les cas, si la série de terme général 1/B,, diverge, alors :

n—1 n—1 n—-1
1
E (Z 1{0}(Sk)> = > P(Sk=0) ~pap01(0) > B
k=0

k=0 k=0

Le théoréme de Karamata permet de décrire précisément le comportement de la série de terme
général 1/B,,. Ce théoréme admet des variantes en dimension supérieure, méme si la suite (B,,) ne
sera pas la méme.
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Si la série de terme général 1/B,, converge, alors le temps passé en 0 est fini presque strement,
et donc, par invariance par translation de la marche aléatoire, le systéme est transient. Réciproque-
ment, on montre que la marche aléatoire est récurrente si et seulement si la suite de terme général
1/B,, diverge.

En particulier, en dimension 1, cela contraint le paramétre o & étre dans U'intervalle [1,2]; de
plus, si a > 1, la marche aléatoire est automatiquement récurrente. Si o = 1, la situation dépend
des queues de X(. En dimension 2, si la marche aléatoire est récurrente alors (w, Xy) appartient
au bassin d’attraction d’une loi normale pour tout w € T?. Cette derniére condition n’est pas
suffisante ; 14 encore, la situation dépend des queues de (w, Xy). En dimension supérieure ou égale
& trois, une marche aléatoire non dégénérée n’est jamais récurrente.

Il reste a reformuler les marches aléatoires dans le contexte de la théorie ergodique en mesure
infinie. Une premiére méthode, proche de la méthode de la sous-partie 1.5.1, consiste & voir la
marche aléatoire comme un décalage unilatére sur (Z4)N. Il sera cependant plus prolifique de voir
une marche aléatoire sur Z¢ comme une Z? extension d’un systéme dynamique hyperbolique. Pour
cela, donnons nous un alphabet dénombrable A et une fonction F' : A — Z? (par exemple,
A = 7% et F est I'identité). Soit Tp le décalage sur A := AV, et 1o une mesure sur A correspondant
A une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Alors le processus
(A, po, Tp) peut étre muni d’une structure Gibbs-Markov. Posons (2 := A x Z?, étendons la mesure
o en une mesure g sur § par pu(B x q) = po(B) pour tout borélien B C A et tout ¢ € Z%, et

posons :
| Q —
r { (2,9) = ((Zn)nz0,0) = (Tox,q+ F(zo))

Le vocabulaire des marches aléatoires est alors la traduction du vocabulaire des systémes dy-
namiques. Par exemple, considérons une marche aléatoire (S,) sur Z?, et un point ¢ € Z%. Le
temps local de la marche aléatoire en ¢ est le processus stochastique défini, pour tout entier n > 0,
par :

n

&a(q) = Z 14(Sk) =Card{0 <k <n : S, =q}.
k=1

Soit (A x Z%, u, T) le systéme dynamique correspondant a la marche aléatoire (S,,). Posons A, :=

A x {q}. Alors le temps local de la marche aléatoire en ¢ (au sens probabiliste) est conjugué au

temps local du systéme dynamique en A, (au sens de la théorie ergodique). La méme traduction

fonctionne pour le temps de premier retour, les temps de retour successifs, etc.

La construction ci-dessus se généralise pour donner les Z% extension de processus Gibbs-Markov,
qui peuvent se voir comme des “marches aléatoires” dont les sauts ne sont pas nécessairement
indépendants, mais sont générés par un processus Gibbs-Markov sous-jacent.

Définition 1.5.3 (Z¢ extensions de processus Gibbs-Markov).

Soit (A, 7,da, B, na,To) une application Gibbs-Markov ergodique. Soit d un entier positif, et soit
F une fonction définie sur A, a valeurs dans 7 et o(r)-mesurable (c’est-a-dire presque stirement
constante sur chaque élément de la partition 7).

La 7% extension de base (A, m,da,B,ua,T) et de fonction de saut F est le systéme dynamique
(Q, 1, T) défini de la fagon suivante :

e N =Ax7Z%;

o u(B x q) = uo(B) pour tout borélien B C A et tout ¢ € Z%;

o T(x,q) = (Tox,q+ F(x)) pour tout (x,q) € Q.

Une telle extension est dite dégénérée si F' peut étre écrite comme la somme d’un cobord et
d’une fonction a valeurs dans un translaté d’un sous-réseau propre de 7°.

Si une Z% extension d’un processus Gibbs-Markov est ergodique et conservative, alors le temps
de premier retour @4 en A x {0} est fini presque s@rement. De plus, pour tout n > 0, ’événement
“le temps de premier retour en A x {0} est inférieur ou égal & n” ne dépend que des n premier sauts,
c’est-a-dire de F(zg), ..., F'(zn—1). La fonction F' étant supposée o(m)-mesurable, cet événement
ne dépend que de zq, ..., ,_1. Le temps de premier retour en A x {0} est donc un temps d’arrét
strictement positif et presque stirement fini pour la filtration naturelle sur A. De plus, 'application
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induite en A x {0} préserve la mesure 4. D’aprés le lemme 1.2.6, on peut donc munir le systéme
dynamique induit (A, 4, T4) d’'une structure Gibbs-Markov. La Z? extension est alors un facteur
de la tour de Rokhlin de base (A, pa,T4) et de hauteur ¢ 4. Les observables de la 7% extension
se relévent naturellement en des observables de cette tour de Rokhlin, dont nous devrons vérifier
lintégrabilité et la régularité. Les mesures de probabilité absolument continues sur la Z¢ extension
se relévent aussi en des mesures de probabilité absolument continues sur cette tour de Rokhlin : il
suffit de relever les densités.

Si le systéme est une marche aléatoire, alors, de méme qu’en sous-partie 1.5.1, par la propriété
de Markov forte, les excursions sont indépendantes et identiquement distribuées. Le systéme induit
(A, pa,Ta) est donc mélangeant.

Le cas des vraies marches aléatoires est bien compris, et sera traité au cours du chapitre 2.
Pour les Z? extensions d’applications Gibbs-Markov en général, méme si le comportement du
temps local est bien connu grace entre autres aux travaux de J. Aaronson et de M. Denker [3] [4],
la question de la régularité et de l'intégrabilité des observables est plus délicate. En fait, I’étude
des Z? extensions d’applications Gibbs-Markov ne sera pas faite explicitement, pour éviter la
redondance avec la théorie des Z? extensions de semi-flots au-dessus d’applications Gibbs-Markov
du chapitre 3. Cependant, la théorie en temps continu est plus complexe, et recouvre notamment
la théorie en temps discret. Nous laissons au lecteur intéressé le soin de déduire les théorémes en
temps discret des théorémes en temps continu.

1.5.4 Flot géodésique

Soit M une variété riemannienne, de fibré tangent T M. Une géodésique est une courbe x
I — M, ou I est un intervalle réel, qui est de vitesse constante. En d’autres termes, le vecteur
vitesse d’une géodésique est invariant par transport paralléle le long de la méme géodésique, ou,
plus formellement,
Vit =0.

Ceci est une équation différentielle ordinaire du second ordre portant sur . En particulier, la valeur
de x en tout temps est déterminée par sa valeur et la valeur de sa dérivée en un temps donné.
Autrement dit, on dispose d’un systéme dynamique qui agit sur TM de la fagon suivante : & un
point (x(0),2(0)) € TM on associe sa géodésique (z(t),2(t)) € TM qui est bien définie sur un
petit voisinage de 0 dans R. Pour tout ¢t € R, soit g; I’application qui, & une position et une vitesse
d’une particule (z(0),#(0)) € TM a linstant 0, associe la position et la vitesse (z(t),4(t)) € TM
de cette méme particule & I'instant ¢.

A t fixé, I'application g, n’est pas forcément définie sur tout TM. Elle Pest si le flot géodésique
est complet ; c’est le cas si et seulement si la variété M est compléte. Alors (g;)¢cr est un groupe
de difféeomorphismes lisses de T'M pour la composition.

Cependant, le transport paralléle préserve la norme des vecteurs vitesse, et donc le flot géodésique
la préserve aussi. Pour tout r > 0, le sous-ensemble {(z,4&) € TM : ||| = r} est préservé par le
flot géodésique ; on dispose donc (si ’on ignore les courbes de vitesse nulle) d’un feuilletage trivial
invariant de ’espace des géodésiques. Pour étudier les propriétés d’ergodicité du flot géodésique,
on peut sans perte de généralité se limiter aux courbes de vitesse unitaire. Soit 7'M le fibré tan-
gent unitaire de M. Alors le flot (g;)ier préserve TPM, ainsi que la mesure de Liouville jg sur
T'M. En d’autres termes, si M est une variété riemannienne compléte, alors le systéme dynamique
(T*M, o, (9¢)ter) préserve la mesure.

En général, ce systéme dynamique n’est pas ergodique; par exemple, le flot géodésique sur
le fibré tangent unitaire d’une sphére a une infinité de composantes ergodiques supportées par
les grands cercles. On s’intéressera dans cette thése aux flots hyperboliques sur des variétés de
courbure sectionnelle strictement négative. Rappelons quelques faits fondamentaux [6].

Proposition 1.5.4.

Soit M une variété riemannienne connexe, compacte, et de courbure sectionnelle strictement
négative. Alors, il existe un parameétre k > 0 ayant la propriété suivante. En tout point x € T M,
lespace tangent en x est somme directe de trois sous-espaces E_(x), Ey(x) et Eyo(x), tels que :

o (s trois sous-espaces sont préservés par les difféomorphismes g; pour tout t € R;



1.5. EXEMPLES FONDAMENTAUX 37

o La direction E_(x) est contractée & vitesse exponentielle : pour tout t > 0, lapplication
linéaire D,, : E_(x) — E_(g:(x)) contracte d’un facteur au moins e~ "* ;
e La direction E(x) est dilatée & vitesse exponentielle : pour tout t < 0, Uapplication linéaire
Dy, : Ey(x) = Ey(gi(x)) contracte d’un facteur au moins e~ "Il ;
o L’espace Ey(x) est de dimension 1, et engendré par ’évaluation en x du champ de vecteurs
engendrant le flot géodésique sur T M.
En d’autres termes, un tel flot géodésique est un flot d’Anosov. Il est de plus ergodique et mélangeant

pour la mesure de Liouville.

Si la variété M est de volume fini, mais n’est pas compacte et est de courbure variable, alors la
situation est plus compliquée. On se restreindra alors au flot géodésique sur des surfaces de courbure
strictement négative et constante : dans ce cas, une telle surface peut étre vue comme un quotient
de SLo(R) par un sous-groupe Fuchsien. On pourra aussi traiter le cas du flot géodésique sur des
orbifolds, tels que la surface modulaire SLy(R)/SL2(Z) ; de tels flots ne sont pas définis partout,
mais presque partout pour la mesure de Liouville (il suffit d’éliminer les trajectoires passant par
un point singulier).

Les flots que nous avons définis jusqu’a présent sont ergodiques, mais la mesure associée est
finie. Pour obtenir des flots en mesure infinie, nous allons procéder comme dans la sous-partie
précédente : nous allons considérer le flot géodésique sur une variété hyperbolique compacte comme
un générateur de hasard, et en prendre une Z¢ extension. On se restreindra aux extensions qui ont
un “sens géométrique” ; cela revient a étudier le flot géodésique sur des Z? revétements de variétés
hyperboliques. De tels objets ont été étudiés entre autres par M. Babillot, F.Ledrappier pour le flot
géodésique, et par J. Aaronson, F. Ledrappier et O Sarig pour le flot horocyclique.

Définition 1.5.5 (Z¢ revétement d’une variété riemannienne).

Soitp : N — M un revétement d’une variété riemannienne, et soit d > 0. On dit que p est un
Z¢ revétement de M s’il existe une action de Z¢ par isométries sur N qui préservent la projection
p, et si cette action est fidéle et transitive sur la fibre.

Soit M une variété riemannienne compacte de dimension 2 et de courbure strictement négative.
Alors on peut générer tout Z? revétement de la facon suivante. Soit g le genre de M. Tout d’abord,
on décompose M en 3g — 3 pantalons (M})o<k<3g—3, en découpant le long de 2g — 2 géodésiques
fermées (cp)o<n<2g—2. Chacune de ces géodésiques définit un bord sur deux composantes (poten-
tiellement identiques). Notons ¢, et ¢, ces deux bords. Ensuite, on se donne Z¢ copies de chacune
des composantes My, que I'on notera (My q),ez4 ; cela engendre 7% copies de chacun des 2g — 2
bords (crf’q)qezd. Pour tout 0 < n < 2g — 2, on se donne un élément F(n) € Z%. Enfin, pour tout
0 <n < 29— 2, on recolle les bords ¢} et ¢ canoniquement. Tous les Z¢ revétements

n,q n,q+F(n)
peuvent s’obtenir ainsi.

Le flot géodésique sur le fibré tangent unitaire d'un Z? revétement connexe d’une variété rie-
mannienne compacte de courbure sectionnelle strictement négative a de nombreux points communs
avec une marche aléatoire sur Z¢ de sauts bornés. Par exemple, la mesure de Liouville est ergodique
et conservative si et seulement si d < 2. Les propriétés plus fines seront étudiées en partie 3.4.
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Ce second chapitre est consacré aux résultats en temps discret. Etant donnés un systéme dy-
namique muni d’une mesure infinie (€, 4, T') induisant un systéme Gibbs-Markov avec un temps
de premier retour dont les queues sont & variation réguliére, et une fonction f réguliére, d’intégrale
nulle et suffisamment intégrable, nous allons trouver le comportement asymptotique distributionnel
des sommes S — f o T*.

Le principe de la démonstration est le suivant. Soit f une fonction d’intégrale nulle sur (€2, p).
Alors :

Te,—1

n—1 n—1
D foTF=Y" foTh+ > foTk
k=0 k=0

k=7¢,,

Si I’on impose de bonnes conditions & f, alors le dernier terme est négligeable, et alors, en regroupant
les termes appartenant & la méme excursion :

n—1 Tep, —1 En—1
D foTlm Y foTh=73" X;oThmo(f)VeaN = o(f)y/aYsN,
k=0 k=0 k=0
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pour peu que X soit suffisamment réguliere et intégrable. Ce raisonnement souffre de nombreuses
failles ; par exemple, méme si un processus stochastique (par exemple un mouvement brownien
renormalisé) converge en loi vers une gaussienne, le méme processus évalué a des instants aléatoires
n’a aucune raison a priori de converger vers la méme loi.

Apres avoir exposé les deux théorémes principaux de ce chapitre, nous nous inspirerons des
travaux de E. Cséki et A. Fdldes pour démontrer un résultat d’indépendance asymptotique entre
la somme de Birkhoff pour le systéme induit ( Z;é X oT%h) et la suite des temps de passage (7;,).
C’est cette indépendance qui va sauver ’heuristique ci-dessus. Il restera un peu de travail en partie
2.3 pour utiliser 'indépendance asymptotique dans le but de montrer la convergence forte en loi
des sommes de Birkhoff.

Nous discuterons dans les parties 2.4 & 2.6 un certain nombre de généralisations de nos deux
théorémes principaux. Dans ’ordre, nous affaiblirons la condition de mélange sur le systéme induit,
nous affaiblirons la condition de régularité sur les observables, et nous étudierons le cas d’observ-
ables & valeurs dans des espaces de Hilbert.

Enfin, nous appliquerons dans la partie 2.7 nos théorémes limites & deux exemples : les appli-
cations de Pomeau-Manneyville, et les marches aléatoires.

Les parties 2.1 & 2.3 sont issues de article [69]. Les parties 2.4 & 2.6 sont issues de 'article [70].
Les exemples sont en partie tirés de article [69]. Nous avons cependant rajouté des travaux propres
a cette thése, comme une discussion des conditions de régularité dans le cadre des applications de
Pomeau-Manneville, ainsi qu’une discussion de la condition d’intégrabilité dans le cadre des marches
aléatoires.

2.1 Reésultats principaux

Cette partie a pour but de présenter les deux théorémes centraux de cette thése. Le premier
est un résultat d’indépendance asymptotique; c’est un intermédiaire important dans la preuve du
second théoréme, qui résout partiellement la problématique de la thése. La plupart des résultats
dans la suite de la thése sont des raffinements de ces deux théorémes.

Le résultat d’indépendance asymptotique est formulé en termes de couplages. Rappelons quelques
définitions et propriétés fondamentales de ceux-ci. Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs
dans des espaces polonais X" et ) respectivement. Un couplage entre X et Y est une variable aléa-
toire & valeurs dans X’ x ), dont la premiére marginale (la projection sur X’) a la méme loi que X
et la seconde marginale (la projection sur )) la méme loi que Y.

On peut concaténer les couplages au sens suivant. Soient X, Y et Z trois variables aléatoires
& valeurs dans des espaces polonais X, ) et Z respectivement. Supposons que ’on dispose d’'un
couplage (X7,Y7) entre X et Y et d’un couplage (Y2, Z>) entre Y et Z. Alors on peut coupler
simultanément X, Y et Z sur le méme espace de fagcon compatible avec les deux couplages précé-
dents, c’est-a-dire qu’il existe une variable aléatoire (X3, Y3, Z3) telle que (X3,Y3) = (X1,Y7) et
(Ys, Z3) = (Ya, Z3) en loi. Il suffit de poser, pour toutes fonctions mesurables bornées f et g définies
sur X et Z respectivement et & valeurs réelles,

E(f(X3)9(Z3)|Y3) := E(f(X3)|Y3)E(9(Z3)|Y3),

ol le membre de droite est bien défini par les égalités en loi souhaitées. De telles concaténations
de couplages ne sont en général pas uniques; nous nous satisferons de savoir qu’elles existent.

Dans ce qui suit, (A, 7, d, pa,Ta) sera une application Gibbs-Markov ergodique ; on supposera
méme pour commencer que cette application est aussi mélangeante. Les fonctions X et ¢ définies
sur A seront des variables aléatoires a valeurs dans R et Ry respectivement; X sera une vari-
able aléatoire vérifiant de bonnes conditions d’intégrabilité, et ¢ une variable aléatoire & queue
lourde et & variation réguliére. On pourra penser a ¢ comme étant la hauteur d’une tour de base
(A, 7,d,ua,T4), ou de fagon équivalente comme le temps de premier retour en A pour un systéme
dynamique (€, 4, T') de mesure infinie. Plus précisément, on supposera que X € LP(A, u4) pour un
certain p > 2, et que ¢ vérifie la condition (1.3.2) ou la condition (1.3.3). On supposera aussi que
X et ¢ sont des fonctions réguliéres, par exemple que E(D(X)) et E(D(y)) sont tous deux finis;

cette derniére hypothése sera par la suite affaiblie (voir la partie 2.5).
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Théoréme 2.1.1.

Soit (A, 7, d,pua,Ta) une application Gibbs-Markov mélangeante. Soient X et ¢ des fonctions
mesurables sur A @ valeurs dans R et Ry respectivement.

On pose (X, pi) := (X oTY,poT%). Soient ()N(i)ieN et (Qi)ien des copies des processus (X;)ien
et (p;)ien respectivement, telles que (Xi)ieN et (P;)ien soient mutuellement indépendantes.
Supposons que :
o E(D(X)) et E(D(p)) sont tous deuz finis;
o [l existe p > 2 tel que X € LP(A, ua);
e o vérifie la condition (1.3.2) pour un certain paramétre 3 € [0,1) et une certaine fonction
auzxiliaire 1.

Alors il existe r € [0,1) et un couplage entre (X;, ¢;)ien et (X;, @i)ien tel que presque sirement,
pour tout entier N suffisamment grand,

N-1 N-1
Z X — Z X;| <Nz,
i=0 i=0
N-1 N-1
0; — @i| KYT(NT).
i=0 i=0

Nous insistons sur le fait que ce premier théoréme n’est valable que pour un paramétre § € [0, 1).

Supposons que ¢ vérifie I’hypothése plus restrictive (1.3.3), et que X est d’espérance nulle
et n’est pas un cobord. Alors, typiquement, la somme Zf:olXi est de l'ordre VN (d’aprés la
proposition 1.1.7, on dispose d’un théoréme central limite pour la suite des sommes partielles sous
ces hypothéses du théoréme), alors que la somme Zf\;ol ; est de l’ordre de ¢*(NN). Par conséquent,
ce théoréme affirme que, pour un certain couplage, la distance entre le processus originel (X;, ¢;)
et le processus (f(i, (i) est petite en comparaison de la valeur typique de ces deux processus.

Remarque 2.1.2 (Choix du parameétre r).

La situation la plus favorable pour le choixz du paramétre r dans le théoréme 2.1.1 est celle ou X
appartient a LP pour tout p fini. Cette condition est garantie par exemple si X est induite par une
fonction héldérienne a support compact pour lapplication de Pomeau-Manneville ou ’application
de Boole, ou par une fonction G support fini dans Z ou Z* pour les marches aléatoires (voir les
discussions dans les sous-parties 2.7.1 et 3.3.2). Alors nos techniques montrent que l’on peut choisir
le paramétre r dans Uintervalle (3 — 8)/(7—5p8),1).

La meilleure borne que l'on peut espérer obtenir avec notre méthode est de 3/7 pour B =0. On

. . . . . oy N-1 N-1 g
peut aussi choisir de dissocier les parameétres controlant les différences |Y°." " X; — > .0, Xi| et

N-1 N-1 ~ . . . ;
Yoico Pi— Xico @i‘, ce qui permet d’améliorer (dans une certaine mesure) le contréole sur l'une
de ces sommes en sacrifiant le contréle sur ’autre somme.

Au passage, si B = 1, Uintervalle dans lequel nous pouvons choisir v est vide, ce qui montre que
largument utilisé ne fonctionne plus.

Le théoréme 2.1.1, bien qu’intéressant par lui-méme, est une étape intermédiaire dans la déri-
vation de limites distributionnelles explicites pour les sommes de Birkhoff de fonctions d’intégrale
nulle. On rappelle que, si (Q, u, T) est un systéme dynamique ergodique, conservatif et préservant
la mesure, si la mesure p est infinie, et si A est un borélien de mesure 1, alors on note v l'inverse
des queues du temps de premier retour en A. Autrement dit, pour tout ¢ > 0,

1

V)= fa (pa >1t)

Une telle fonction 1) est alors nécessairement croissante, cadlag, bornée inférieurement par 1 et
tendant vers l'infini. Nous pouvons & présent formuler notre second théoréme principal :

Théoréme 2.1.3.
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Soit (2, 1, T) un systéme dynamique ergodique, conservatif et préservant la mesure. Supposons
que | est o-finie et infinie, et qu’il existe un sous-ensemble borélien A de mesure 1 sur lequel
(Q, 1, T) induit un systéme Gibbs-Markov (A, m,d, ua,Ta). Supposons que la fonction ¥ associée
au temps de premier retour ¢ o est & variation réguliére d’indice B € [0,1).

Soit f une fonction mesurable définie sur Q et a valeurs réelles. Supposons que :
o Il existe p > 2 tel que X5 € LP(A, pa);

° fQ fdu=0;
o E(D(Xy)) est fini.
Alors :

Z foT" = o(f)\/YsN fortement en loi, (2.1.1)
4/ sinc Bﬂ
ot Y suit une loi de Mittag—Leﬁ‘ler standard de parameétre 3, ou N suit une loi normale standard,
ou Yy et N sont indépendants et ow :

+oo
:/X]% olu+2Z/Xf-XfoT};4 d. (2.1.2)
A i—1/A

De plus, o(f) =0 si et seulement si [ est un cobord.

Remarquons que, contrairement au théoréme 2.1.1, la régularité du temps de premier retour
n’apparait pas dans cet énoncé. Cette hypothése est en fait implicite : dans la définition d’un
systéme dynamique induisant un systéme Gibbs-Markov, il est supposé que le temps de premier
retour est constant sur chaque élément de la partition. La condition de régularité des temps de
premier retour est donc trivialement satisfaite.

Comme on le verra dans la remarque 2.3.4, le jeu d’hypothéses :

o Il existe p > 2 tel que X5 € LP(A, pa);

° fQ fdu=0;

o E(D(X/)) est fini,
peut étre remplacé par le jeu d’hypothéses suivant :

N-1
e Il existe p > 2 tel que sup ZfOTk eLP(A pa);
N<ea | o

o [, X;dua=0;

o E(D(Xy)) est fini.
Cette deuxiéme liste d’hypothéses est plus lourde, mais plus générale. Elle a ’avantage de couvrir
un certain nombre d’exemples de fonctions f qui ne sont pas intégrables, et d’étre stable si ’on
ajoute un cobord borné a f.

Nous donnons aussi une version du théoréme 2.1.3 dans le cas § = 1. Son énoncé est un peu
différent, pour deux raisons. Premiérement, une variable aléatoire suivant une loi de Mittag-Leffler
standard de paramétre 1 vaut 1 presque siirement ; Y; disparait donc de ’énoncé. Deuxiémement,
la renormalisation n’est pas la méme, car dans la proposition 1.4.8 on a da séparer le cas 5 € [0, 1)
et le cas § = 1. Finalement, on obtient un théoréme central limite non standard.

De plus, la démonstration du théoréme 2.1.4 ne fait pas appel au théoréme d’indépendance
asymptotique 2.1.1, qui ne fonctionne que pour S € [0,1). Elle est donc de nature assez différente.
La conséquence la plus intéressante est que 'on n’utilise pas explicitement la structure Gibbs-
Markov du systéme induit, mais seulement des propriétés spectrales de I'opérateur de transfert
du systéme induit. En particulier, le théoréme 2.1.4 reste valable dans un contexte plus général,
incluant entre autres les applications AFN.

Théoréme 2.1.4.
Supposons que les hypothéses du théoréme 2.1.3 sont vérifiées, excepté que le parameétre B vaut
1. Alors :

N—

,_.

N—1
foT* = o(f)N fortement en probabilité, (2.1.3)
=0 k=0

1
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ot N est une variable aléatoire suivant une loi normale standard et ot la variance o(f)? est donnée
par Uéquation (2.1.2). De plus, o(f) =0 si et seulement si f est un cobord.

Le théoréme 2.1.1 sera démontré dans la partie 2.2. Les théorémes 2.1.3 et 2.1.4 seront démontrés
dans la partie 2.3.

2.1.1 Description de la loi limite

Avant de passer a la démonstration des théorémes limites que nous venons d’énoncer, faisons
quelques remarques sur les lois limites impliquées. Si le paramétre 5 vaut 1, la loi limite est une
gaussienne. Il est plus difficile d’obtenir une densité explicite pour ces lois si 8 < 1, ne serait-ce que
parce que les lois de Mittag-Leffler n’ont pas de densité qui s’expriment avec des fonctions usuelles.
Quelques remarques sont cependant possibles. Dans cette sous-partie, pour tout 8 € [0, 1], on note
X une variable aléatoire réelle, dont la loi est celle de /YN, ot A une variable aléatoire de loi
normale standard, Yz une variable aléatoire de loi de Mittag-LefHler standard de parameétre 3, et
ou N et Y3 sont indépendantes.

Proposition 2.1.5 (Densité de la loi limite).
Soit B € [0,1). Soit ps € LY(R,.) la densité d’une loi de Mittag-Leffler standard de paramétre
B. Alors la densité de la loi de X3 est donnée par :

2 _ 22
T \/7/ e 27 pg(y?) dy. (2.1.4)
s R+
Démonstration.

Soit ¢ un réel. On va calculer P(Xg > t). La loi de X étant symétrique, on peut supposer sans
perte de généralité que ¢ > 0. Alors :

P(JTN > 1) = / B(/GN > Ops(y) dy

= ~ dy - p(y) dy
/R+/ Tw 5(y)
Too g2
— f’de-p y) dy
27r/R+/ o)

22

e 2 ps(y) dy dz.

\/ﬂ/ﬁo ]R+\[

La densité de la loi de Xz est donc donnée par :

1 L g /
2y = d D
Wor R+\f dy =14/~ . y?) dy

Dans les cas ou la loi de Y peut étre explicitée, nous pouvons aller plus loin. Pour g = 1/2,
nous trouvons comme densité¢ de X /5 :

T 1\/5/ 6_(%+%) dy.
T ™ R,

A constante prés, cette formule avait déja été remarquée par Dobrushin.

En utilisant conjointement les propositions 1.4.5 et 2.1.5, on peut montrer que, pour tout
B € (0,1), la densité de la loi de X a une version continue et bornée sur R, infiniment différentiable
sur R*, et dont toutes les dérivées sont & décroissance rapide en 'infini. Pour tout 8 € (0,1), on
peut de plus trouver des constantes strictement positives C, C’ telles que, pour tout x > 0,

_2
P(|Xs| >t) < Ce =777,

Le cas f = 1 est trivial (X; suit une loi normale standard), et le cas 8§ = 0 peut se traiter
explicitement :
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Corollaire 2.1.6.
La densité de la loi de X est donnée par :

1 —V2|z|
Tr— —e o, 2.1.5

En d’autres termes, X suit une loi de Laplace centrée de paramétre 1/+/2.

Démonstration.
Soit « un réel. D’aprés ’équation (2.1.4), la densité que 1’on cherche & calculer est :

2
\/7/ o ydy\/* f\x\/ (v—L)” dy.
T JRy Ry

Mais, pour tout réel z, la transformation y +— y — |z|/(v/2y) préserve la mesure de Lebesgue [13,
équation (3), p. 780]. Par conséquent,

\/5/ 6*2%22*?42 dy = \/56—\/@;/ eV dy = ie—\/ﬁ\w\_ 0
T JR, T R4 V2

Les moments de X3 sont plus faciles & calculer. En effet, pour tout entier positif n, par indépen-
dance, on a E(Xj) = E(Y, n/2) E(N™). Si n est impair, par parité de la gaussienne, on a E(N™) = 0.
On obtient donc :

Proposition 2.1.7 (Moments de la loi limite).
Soit B € [0,1]. Alors, pour tout entier positif n,

E(X3") = 0;
ny _  D+8)"(2n)!
E(X3") = o

En particulier, pour tout entier positif n,

E(Xg") = 0;
E(Xgh) = G

on *

Nous retrouvons bien le fait que X, suit une loi de Laplace centrée de paramétre 1/v/2. Finale-
ment, nous pouvons aussi calculer la fonction caractéristique de la loi limite.

Proposition 2.1.8 (Fonction caractéristique de la loi limite).
Soit B € (0,1]. Alors, pour tout réel £,

r 1+ 8)E\"
£ X ZP1+Bn < I( 5 )5> , (2.1.6)

De plus, pour tout réel &,

1

E(e*%0) = .
() 1+ &

(2.1.7)

Démonstration.

Nous savons déja que Xo suit une loi de Laplace de paramétre 1/4/2, d’ot ’équation (2.1.7).
Soit 8 € (0,1]. Soient Y3 et N deux variables aléatoires indépendantes, qui suivent une loi de
Mittag-Leffler standard de paramétre S et une loi normale standard respectivement. Alors, pour
tout réel & :

E(e'0) = E(e'SV7V) = B(E(VTV|Vy) = (e~ 7).

Or les lois de Mittag-Leffler sont définies par leur fonction caractéristique, qui pour 8 € (0,1]
converge sur C, d’oil le résultat. O
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Si ’on dispose d’une formule close pour la fonction de Mittag-Leffler restreinte au paramétre (3,
alors on dispose d’une formule close pour la fonction caractéristique de X 3. Par exemple, la fonction
caractéristique de X /5 a une expression relativement succincte. Soit erf la fonction d’erreur, définie

pour tout réel z par :
2 [t
erf(z) = \ﬁ/o e YV dy.

E(e¥12) = e(ﬁTﬁ)z (1 —erf (@52» : (2.1.8)

Alors :

Par conséquent, E(e®X1/2) ~ 4/(7£?) en infini. De plus, par la formule (2.1.4), la densité de X7 /o
a une version C>® sur R* et dont toutes les dérivées sont & décroissance rapide en l'infini. Tout
comme la densité de la loi de Laplace, la densité de X/, a un défaut de régularité en O : elle ne
peut pas avoir de version de classe C. En fait, pour tout 8 € [0,1), la fonction caractéristique de
Xp décroit en €2 en linfini. Ce défaut de régularité est donc présent pour tout 8 € [0,1).

2.2 Couplage de Csaki - Foldes

La premiére étape vers la preuve du théoréme 2.1.3 est le théoréme d’indépendance asympto-
tique 2.1.1. La preuve que nous en offrons est adaptée de deux articles de E. Csaki et A. Foldes
[22] [23]. Le couplage fourni est explicite. Nous commencons par en expliquer la construction dans
le cadre plus simple de suites de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées,
avant d’aborder le cadre des applications Gibbs-Markov. Nous espérons que ce détour aidera le
lecteur & saisir I’heuristique sous-jacente sans étre distrait par des ornements techniques.

2.2.1 Meéthode dans le cas indépendant et adaptation

Soit (X, ¢;)i>0 une suite de variables aléatoire indépendantes et identiquement distribuées,
telles que Xy € IL? pour un certain p > 2 et la fonction ¢ — P(¢o > t) est a variation réguliére
d’indice —f pour un certain 8 € [0,1). De plus, on suppose que @q est presque sirement positive,
et que X est d’espérance nulle.

Soit (X, P;)i>0 un processus stochastique tel que (X;) = (X;) en loi, (¢;) = (¢;) en loi, et
(X;) et (;) sont indépendants. On veut tout d’abord construire un couplage entre (X;, ¢;)i>0 et

(X, @i)i>o vérifiant les conclusions du théoréme 2.1.1.

Le couplage

Présentons ’heuristique sur laquelle repose ce théoréme. Le processus (Z?:_Ol X;) est une somme
de variables aléatoires de moyenne nulle et vérifiant de fortes conditions d’intégrabilité. La valeur
du processus est majoritairement due & l’accumulation d’un trés grand nombre de petits pas, qui
ne se compensent pas entiérement ; un tel processus converge en un certain sens vers un mouvement
brownien. A linverse, la variable g a une queue lourde, et donc la valeur du processus (Z?:_OI ©i)
dépend d’un petit nombre de trés grands sauts. Ainsi, les valeurs de ces deux processus sont presque
indépendantes ; par exemple, on peut changer les grandes valeurs de la suite (p;) de telle sorte a
modifier beaucoup (Z?:_Ol ©i), mais en changeant peu la valeur de (Z;L_Ol X;).

Il reste & rendre ce raisonnement rigoureux. Nous offrons une version simplifiée du couplage
construit dans les articles [22] et [23]. On se donne deux copies indépendantes de (X, ¢;), que

I’on notera (Xi(l)ngl)) et (XZ»(Q),SDEQ)). On cherche & reconstruire un processus de méme loi que
(X, n) en choisissant certains termes dans le processus numéroté (1), et d’autres termes dans le
processus numéroté (2).

Pour cela, on fixe un paramétre r € (0,1), et on découpe l’ensemble des entiers naturels en
blocs (I,)n>0 consécutifs tels que |I,,| = 2™. Soient n > 0 et j € {1,2}. Pour tout i € I, on dit
que le couple (Xi(J), 905-])) est grand si gol(-j) > *(2") = *(|I,]"), et petit sinon. Ensuite, pour tout

n > 0 et pour tout ¢ € I, :
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e Si (X(1 ,(pg )) ou (X( ),905 )) est grand, on pose (X, ¢h) = (Xi(l),<P£1))a
e Si (X -(1),9051)) et (X(Z),cpg )) sont petits, on pose (X!, ¢}) := (XZ.(Q),goEz))
Le processus ainsi créé a la méme loi que le processus initial :

Lemme 2.2.1. Le processus (X, ¢}) a la méme loi que (X, ¢;).

Démonstration.
Soit ¢ un entier naturel. La valeur de (X, ¢}) ne dépend que des valeurs de (XZ-(I), 9051)) et de

(X(Q), <p£2)) Le processus (X!, ¢});en est donc une suite de variables aléatoires indépendantes. Tl
reste & montrer que, pour tout entier 4, la loi de (X, ¢}) est la méme que la loi de (X;, ;).

Soit ¢ un entier naturel. Soit A; (respectivement A}, A(1 AZQ)) Pévénement “le couple (X, ;)
est grand” (respectivement (X, ), (X( ),8051)) (sz),<p(2))). Le couple (X/, ;) est grand si et

(2

seulement si (Xi(l)7<p§1)) est grand. On a donc P(A}) = P(Agl)) = P(4;), et la loi de (X}, ¢})
conditionnée par A} est la méme que la loi de (X;, ¢;) conditionnée par A,.

Si (X],¢}) est petit, alors il y a deux possibilités. Ou bien (sz),<p7(;2)) est grand, auquel cas
(X[, ) = (X( ), gpgl)) ou bien (X( ), 3052)) est petit, auquel cas (X, ¢}) = (Xi(Q), @52)). La variable
aléatoire (X!, ¢}) conditionnée par (A})¢ vaut donc (Xi(l), gogl)) conditionnée par AE )¢ avec prob-
abilité P(A;), et vaut (Xl( ), cpf )) conditionnée par AEZ)’ avec probabilité 1 —P(A;). Mais la loi de
(Xi(l), cpgl)) conditionnée par AE )¢ et 1a loi de (Xi(Q), <p§2)) conditionnée par A§2)’C sont identiques.
La loi de (X, ¢}) conditionnée par (A})¢ est donc la méme que la loi de (X;, ¢;) conditionnée par

A¢. Finalement, (X/, ¢}) = (X;, ¢;) en loi. O

Pour tout ¢ € I,,, la probabilité qu’un couple (X;, ;) soit grand est de lordre de 27", et tend
donc vers 0 quand n tend vers l'infini & vitesse exponentielle en n (mais polynomiale en 7). La
densité des grands couples tend donc vers 0 en probabilité. La plupart du temps, on aura donc
(X1, @) = (X2, o). En particulier, si r est bien choisi alors (370 X!) ~ (372 X?). De

plus, si r est bien choisi, la majeure partie du processus (Zi:O ©}) est due aux grandes valeurs de

(X7, ¢}) - mais alors, (Z?_Ol @) ~ (E?:_ol %(1))_

Posons (X;, @) := ( ~( ), <p£ )). D’aprés 'argument ci-dessus, si r est bien choisi, alors le cou-

plage entre (X[, ¢}) et (X;, p;) vérifie les hypothéses du théoréme.

Cet argument repose de fagon cruciale sur l'indépendance du processus (X;, ;). Sans cette
indépendance, le processus (X/, ;) que 'on a reconstruit n’a aucun raison d’avoir la méme loi
que (X;, i), et donc on n’obtient pas le couplage souhaité. Pour remédier & ce probléme, on va
utiliser les propriétés de décorrélation des applications Gibbs-Markov pour forcer les processus a
étre indépendants par blocs. Ensuite, on travaillera avec un couplage ot 'on échangera non pas
des couples de variables aléatoires, mais des blocs entiers. La notion que nous utiliserons est celle
de processus i.i.d. par morceaut.

Adaptation du couplage

Soient ¢ et ¢ dans (0,1). Pour tous entier n,k strictement positifs et tels que k < 2-a)n
posons I, = {i € N : 2" 4+ k29" < § < 2" + (K 4+ 1)29" — 29"} et J, == {i € N
mp (k4 1)20 — 2950 <G o< 27 4 (k4 1)297). Si k> 20797 on pose I, = J.x = O par
convention. Enfin, posons [ := U Ly pet J:= U In k-
(n,k)€EN? (n,k)€EN?

Définition 2.2.2 (Processus i.i.d. par morceaux).

Soit B un espace de Banach. Une suite de variables aléatoires (Y;)ien & valeurs dans B est un
processus i.4.d. par morceaux de parametres q et € si :

o Les variables aléatoires (Y;);c1 sont identiquement distribuées ;

o Y, =0 pour tout i € J ;

e Pour tout n > 0, la suite de variables aléatoires ((Y;)icr, , )o<ke20-on & valeurs dans BlInx|
est identiquement distribuée ; N
Les variables aléatoires ((Y;)icr, ) (kn)enz sont indépendantes.
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Soit (A, m,d,ua,T4) un systéme dynamique Gibbs-Markov. Soient X et ¢ des observables sur
A vérifiant les hypothéses habituelles. Dans les trois prochaines sous-parties, nous couplerons le
processus (X o T%, o o TY) avec divers processus, y compris des processus i.i.d. par morceaux, et
vérifierons que ces couplages ont de bonnes propriétés (par exemple, les sommes partielles d’intérét
doivent étre asymptotiquement proches les unes des autres). Pour que chacun de ces couplages ait
de bonnes propriétés, il faudra que certaines relations entre les paramétres 3, p, 7, ¢ et £ soient
satisfaites. A la fin de la démonstration du théoréme 2.1.1, nous vérifierons que ’on peut choisir
les paramétres r, q et € dans ce but.

2.2.2 Décorrélation pour les systémes Gibbs-Markov

A Tinverse du reste de cette thése, on ne distingue pas dans cette sous-partie les variables
aléatoires X et . En effet, les conditions d’intégrabilité sur les observables sont sans importance
dans le lemme qui suit ; seules les conditions de régularité importent.

Lemme 2.2.3.
Soit (A, pwa,Ta) une application Gibbs-Markov mélangeante. Soit (B, ||-||) un espace de Banach,
et soit Y une fonction définie sur A a valeurs dans B. Soient q et € dans (0,1).

Posons Y; :==Y o T. Soit (Y;*) un processus i.i.d. par morceauz de paramétres q et ¢ tel que,

pour tous entier n et k, les suites de variables aléatoires (Y;)icr, , et (Y;")icr, , aient la méme loi.

Si E(D(Y)) < 400, alors il existe un couplage entre (V;);en et (Y;*)ien tel que, presque sire-
ment,

D IYi = ¥y < +oo.
icl
Démonstration.

On procéde en quatre étapes. Dans la premiére, on controle la semi-norme lipschitzienne des
itérés de Y. Dans un second temps, on introduit les mesures conditionnelles, puis on démontre un
résultat de décorrélation rapide (& vitesse exponentielle) pour des observables qui sont des fonction
indicatrices de cylindres. Enfin, on utilisera ces deux ingrédients dans les étapes trois et quatre
pour construire le couplage désiré.

Premiére étape : Contréle de la semi-norme lipschitzienne

Soit @ := [@o, - - - , |1, ,|4+2esn—1—1] un cylindre de longueur 29" — 29" +20enL = |1, |+ 295771,
et soit xz un élément de a@. Alors, pour tout x dans @ et pour tout entier i < |I,, | 4+ 295"~ :

Yo Tiz—Yo TA:EEHB < Yliipga) d(Tiz, Thzg)

S C ‘Y|Lip(ai) )\_(‘In,k|+2q€"*1_i).

Par conséquent :

‘Iw,,k|71 ‘In)klfl )
> YoTaz—YoThaaly <C 3 Wiy, A~ 707 (2:2.1)
i=0 i=0

Deuxiéme étape : Décorrélation pour des fonctions indicatrices

Soit y dans A. On définit une mesure de probabilité sur A par :

=Y @

Tf‘qn =y

Pour toute fonction f mesurable et pa-intégrable, pour pa-presque tout y, 'intégrale de f par
an n
rapport & la mesure ﬂ(yQ ) est Pespérance conditionnelle de f(x) sachant que Tflq x = y. Pour tout

cylindre @, on a [l?(fqn)(ﬁ) = 2" 1a(y)-
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en—1
Soit @ un cylindre non vide de longueur |I,, | + 295" ~!. Soit = dans TX"’HHQ a. Alors :

LI 2 () = g2 (@) < Cpa (@),

|In,k|+2qsn71
A

ol ax est l'unique point de @ dont 'image par T' est z. On utilise la propriété de distor-

en—1
sion bornée des applications Gibbs-Markov (lemme 1.1.2). Pour tous z et y dans TX"”“‘HQ a

b

LI 2T g () = LI g )| g2 () — g0 +27 ) )

< Cd(x,y)g T +1+2"" ") (@x)
< Cd(z,y)pa(a).

nk|+2q€n71 _ . R . 0 R . . . R
: 1z appartient a Lip™, et & constante multiplicative prés

2 — h , qn gen—1 ) gen—1
sa norme est bornée par 4 (@). Etant donné que £2 15 = £? LHnkl+2

tion (1.1.5),

Par conséquent, la fonction £
15, d’aprés ’équa-

(@) — pa(@)] = [£2" 15(y) - pa(@)| < Cpa@p*™ (22.2)

Troisiéme étape : Construction du couplage

Soient n et k des entiers naturels. On rappelle que, pour tout i € I, x, on ay; =Y o Ti.

Soit y dans A, et soit (Yjy)icr, , le processus stochastique (Y o T4x)cr, , quand la distribu-

2" k297
TA

tion de x est [L(Qqn). Informellement, il s’agit du processus (Y o T4x)icr

2" +(k+1 2qw
TA +(k+1)

.. sachant que

= y. Pour tout y € A, on se donne une copie (V%) de (V7).

On démontrera dans la quatriéme étape qu’il existe une constante C, indépendante de n, telle
que pour pa-presque tout y, il existe un couplage entre (Y; ) et (Y;*,) vérifiant I'inégalité suivante :

72qsn—2 1 2(151172
Pl Y (Vi =Yl > A < C'max {p, A"} : (2.2.3)
i€l i
Tout d’abord, supposons que cette propriété soit satlsfalte Posons ( Y;‘ = [, 4( du A(y). Ce
processus stochastique est naturellement couplé avec (Y;) = fA i) duea(y); de plus la loi de

(Y* ) ne dépend pas de y = TZTL+(’§+1)2W9:, et donc la Variable aléatoire (Y;")ier, , est indépendante

du futur a partir du temps 2" + (k + 1)29", ou, plus formellement, est indépendante de la tribu
o2 (k)27
N .

D’apreés l'inéquation (2.2.3), et grace a un théoréme de sélection mesurable, on peut construire
un couplage entre (Y;")icr, , et (Yi)icr, , tel que :

gaen—2

< Cmax{p,A\7'} . (2.2.4)

Pl Y =¥ > A
i€l

On itére cette opération. Soit ((Y;")icr,, 1. )m<n, 0<k<20-om une suite de variables aléatoires

indépendantes telle que les variables ((Y;")ic1,, . Jo<k<aa—om soient de méme loi que (Yi)ier, -

On construit un couplage entre la variable aléatoire ((Y;")icr,. . )m<n, o<k<at-om €t la variable
aléatoire ((Yi)ier,, . )m<n, o<k<20-om tel que, pour tous m < n : -

o(l—a)m _q
Pl Y. > IWi-Yg>Cc2 ™| <c27m (2.2.5)

k=0 1€1m K

Soit (Y;*)ier un processus tel que les variables ((Y;")ic1, ;) (n,k)en? soient indépendantes et, pour

i, , & valeurs dans B+l aient la méme
loi que (Y;)ier, .- Alors, par le théoréme d’extension de Kolmogorov, il existe un couplage entre

tout couple d’entiers (n, k), les variables aléatoires (Y;*
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(Y oT%)icr et (Y;*)ier tel que, pour tout entier m, la borne (2.2.5) soit vérifice. D’aprés le lemme

de Borel-Cantelli, la somme ), [|Y; — Y;*[|5 est finie y14-presque strement. Ceci conclut la preuve
du lemme 2.2.3.

Quatriéme étape : Un couplage proche de la diagonale

On va maintenant construire un couplage vérifiant 'inégalité (2.2.3). Soit n un entier, et soit
k < 20=9"_On veut coupler les variables aléatoires (Y; ,)ier, , et (Y%, )ier, ,, de telle sorte qu’elle
soient proches I'une de I'autre avec grande probabilité. Soit X’ une variable aléatoire & valeurs
dans A et de loi py4; soit X une variable aléatoire & valeurs dans A et de loi /1?52q ). Alors on
peut identifier (Y o T (Xy))i<|1, ,|-1 avec (Yiy)ier, , et (Y oT4(X))ic 1, -1 avec (V' )ier, - En
d’autres termes, (Y;y)ier, , et (Y;%,)icr, . sont la méme fonction sur A, mais les mesures sur A

Y
correspondantes sont telles que la loi de T2 ++2* _,(!2
D’aprés la premiére étape de cette démonstration, on dispose d’'une bonne majoration de
k=1 |Y oThx —Y o Thz||; dés que z et z appartiennent au méme cylindre de longueur
(297)
y

T soit respectivement, i ) et LA

[In.i| + gaen—1 — 9qn _ 9gen—1, Maintenant, notons que p4 et f
la méme masse a chacun de ces cylindres.

donnent approximativement,

D’aprés I’équation (2.2.2), il existe des constantes C > 0 et p € (0,1) telles que, pour tout
cylindre @ de longueur |I,, | + 295"~

A2(@) — pa(@| < Cpa@p™™ .

Par conséquent, il existe un couplage entre X et &), tel que, avec probabilité au moins 1 —-C p2qm_1,
ces deux variables aléatoires prennent leur valeur dans le méme cylindre de longueur |I,, 5 |+ 29771,
Ce couplage entre X et X, induit un couplage entre (Y;,)ier, , et (Y%, )ier, ,- C’est ce couplage
qui vérifie la majoration (2.2.3) ; démontrons-le.
D’aprés I'inégalité (2.2.1), il existe une constante C(y) telle que, dés que X et X}, prennent leur
valeur dans le méme cylindre @ de longueur |I,, x| + 2971,
| In, k] —1

Z HYl = Yiylls = Cay Z |Y|Lip(ﬁi) S

i€l g i=0

gen—1

Afin d’éviter de manipuler des indices trop longs, pour tout événement F, on désigne la fonction
indicatrice de F par 1(E) (4 la place de 1g). Soit 7 € (A~1,1). Soit  une variable aléatoire & valeurs
dans 7 et de loi P(y = a) = pa(a), de telle sorte que :

E (1Y luip ) = E(D(Y)):

Alors, pour tout > 0 :

P( S |Yiy - Y5, B>6>
i€l i

[Ink|—1
en—1 ; en—1

< Cp2q Z pa(@l | Cu Z |Y|Lip(ﬁi) A~ (Tn k| =1) 5 —27 S8

genltnkl i=0

1 okl =1 . I

<Cp 4 ) pa@ 1 (C(l) [V |y AU A2 1—7(5)

genlinkl i=0

‘In,kl_l )
=Cp™" > Y @t (IY\Lip@) > Clgy(Ar)Imrl =32 5)

i=0  gepllnkl

[In,k|—1
ey P (|Y|Lip(7) > Clagy(Ar) sl =ip2™" 15) : (2.2.6)
1=0
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On applique l'inégalité de Markov :

P( S v v, > )

i€l k
1 |I71k‘ 1 1
gen— qen— s
<C" Y P (Wi > Con®™ ()l ig)
1=0
L 1| —1
<o - E(D(Y))
s C(Q)AQ"E”’I(/\T)W,I«I*Z'&
un kl 1
wn E(DY
< Cp? ()~ (el =)
=t T C(2>A2“€" 15 Z ™)
qen — )\T E(D(Y))
< Cp ! . 2.2,
SO TN G (2.27)
On choisit § = A~2"" " Alors :
qen— gen—2
Pl Y [Viy Yl > A2 7| <Omax{p A1} . (2.2.8[])
i€ln K

On posera par la suite Y := (X, ). Si X est & valeurs réelles, alors Y est & valeurs dans B := R?,
que l'on munira de la norme du supremum. On a alors D(Y') = max{D(X), D(¢)}. En particulier,
si E(D(X)) et E(D(p)) sont tous deux finis, alors E(D(Y")) I’est aussi. Cette construction s’adapte
aisément si X est & valeurs dans un espace de Banach, ce dont on se servira en partie 2.6.

2.2.3 Controle des “trous”

Nous vérifions maintenant que ne pas tenir compte des variables aléatoires dont I’indice est
dans J, c’est-a-dire dans les “trous” entre les blocs, ne change pas le comportement asymptotique
des sommes partielles des suites (¢;) = (p o T%) et (X;) = (X o TY).

La plupart de la croissance de la suite des sommes partielles de (g;)ien est due & une petite
proportion de grands sauts, qui ont peu de chances d’arriver dans J. Retirer les (¢;);cs ne changera
donc pas la vitesse de croissance des sommes partielles. Le controle de la suite des sommes partielles
de (X;)ics est un peu plus compliquée. Elle repose sur le fait que la densité de J est nulle, mais
pour exploiter cela, on aura besoin d’introduire un peu d’indépendance entre les blocs de J.

On commence par étudier la suite (1;c5p;).

Lemme 2.2.4.

Supposons que @ vérifie la condition (1.3.2). Soit r € (1 — (1 —€)q,1). Presque sdrement, pour
tout entier N suffisamment grand,

> <er(N). (2.2.9)
i<N
ieJ

Démonstration.

Soit ' € (1= (1 —¢€)q,r) et n un entier strictement positif. Dans le calcul suivant, on borne les
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variables aléatoires ¢; au seuil 1/1*(2’“/”), puis on applique 'inégalité de Markov :

Pl Y gse@em|<p (32” <i<2l e o> zp*(T’”))

2n§i<2n+1
ic€J

p| S minfenwt @) > w2
on<jcontl
ieJ

E (min{e, (2"}
@)

< o(1=(1=2)g)np ((p > ZD*(?T'")) 1 9(=(1=e)g)n

< w + 2(1*(176)11)711@ (min{(p, 1/}/* (2r ”)})

— ,(/)(w*(2r’n)) ,(/)*(2r n)

E (min{go, w*(Q’",")})
d}* (2r/n)

< 91=(1=e)g=1")n | 9(1=(1=))n

De plus, d’aprés le théoréme de Karamata (théoréme 1.3.4) :

0 YT )

, w*(2r’n>
C -~ 7
= @)
S 0/2—r’nw*(27’/n)-

E <min{<p,¢*(2’”/”)}> - /Ow*(zr’") wl w*(2r'n)

En mettant ensemble ces deux derniéres inégalités, on a montré que, pour tout n :

P Z i > ,(/)*(27“’71) < 0/2—[r’—(1—(1—5)q)n].
2" <i<2m !
ieJ

Le membre de droite est sommable. D’aprés le lemme de Borel-Cantelli, presque stirement, pour
tout entier n suffisamment grand,

On additionne maintenant ces inégalités. Presque sirement, il existe une constante C' telle que,
pour tout entier N suffisamment grand,

|log, N
Z i < Z pi<C Z VH(27F) < C([logy N + 1)ap* (27 lega N1y,
i<N i<olloga N]+1 k=0

ieJ icJ

D’apreés le lemme 1.3.9, il existe presque stirement une constante C' telle que, pour tout entier
N suffisamment grand,

>~ i < C[logy NJ + 1)y (27 Ho8a M) < gy (27 lioea V1) < (7). 0

i<N
ieJ
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Nous sommes parvenus & controler les sommes partielles de la suite (1;c5¢ o T%). Nous allons
maintenant démontrer le méme type de majoration pour les sommes partielles de la suite (1;c 57X o
TY).

Lemme 2.2.5.
Soitp > 2, et soit X € LP(A,pa). Soitr € (1—(1—e)q,1). Presque sdrement, pour tout entier
N suffisamment grand,

> Xi| < Ne. (2.2.10)

Démonstration.
Soit n un entier naturel. Soit ((X;)ie, ,)o<k<20-on une suite de variables aléatoires telle que

les (X )ies, , soient indépendants et aient la méme loi que (X;);c, ,- La preuve du lemme 2.2.3
peut étre adaptée pour montrer qu’il existe une constante C' > 0 et un couplage entre (X;) and
(X7) tels que :

2(17q)1z_1

Pl Y D IXi-X[>c2 | <027

k=0  i€Jn

Par le lemme de Borel-Cantelli, la somme des différences »°,_; |X; — X| est presque stirement
bornée, donc il suffit de démontrer le lemme 2.2.5 en remplacant (X;) par (X;).
P

> e Xi
i<I<j

Remarquons que {£ € J: i <{ < j} est une suite de blocs B tels que les variables aléatoires
(X[ )eep sont indépendantes : ces blocs B sont les ensembles {£ € J,, , : i < £ < j} pour n et k
dans N. Soit B I’ensemble de tous les blocs non vides dans {£ € J: i </{¢ < j}. D’aprés I'inégalité
de Rosenthal pour les suites de variables aléatoires indépendantes [60, théoréme 3], il existe une
constante C' ne dépendant que de p et telle que :

P

) . (2.2.11)

On utilise maintenant une autre version de l'inégalité de Rosenthal, la proposition 1.1.8. 11
existe une constante C' telle que, pour tous les blocs B, quelque soit leur longueur,

Soient i < j des entiers ; pour commencer, on veut une majoration de ’espérance de

p
Ef1>Y x| |<Cc||DE

(e BeB
i<i<j

> X

leB

D> X

leB

2 ngZE(

BeB

2

E([> x;| | <ciBl
teB
p
E(ZX; ><C|B|‘5.
teB

Par conséquent, 'inégalité (2.2.11) devient :

E ZXZ‘p <C <Z|B|>Q+Z|B|g

= BeB BeB
i<E<j

§C<Z|B|> =CCard{feJ: i<l<j}5.

BeB

Un résultat de R.J. Serfling [62, corollaire B1] permet de controler les moments du maximum
de la norme des sommes partielles si I’on dispose seulement d’un controle sur les moments de la
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norme des sommes partielles (il s’agit d’une généralisation de I'inégalité de Kolmogorov). Il existe
donc une constante C telle que :
P
% P (-(-c)ap
E | sup ZX@ <CCard{teJ: {<N}2 <CN 2 .

SN e
0<0<i

Soit " € (1 — (1 —€)g,r). D’aprés l'inégalité de Markov, pour tout entier n :

A=(1=e)a)pn

'V‘IVZ 2
P | sup Z X;|>272 | <C —
1%62‘]” teg 27

0<4<i

Le membre de droite est sommable en tant que fonction de n. Par le lemme de Borel-Cantelli,
presque sirement, pour tout entier N suffisamment grand,

ol
IN
g
[

Sxfl< osw | Xf|<o2T T <oN

i<N =

icJ
icJ iSQUOPQ N|+1 0<t<i

2.2.4 Le couplage

Nous allons & présent construire un couplage inspiré du couplage de la sous-partie 2.2.1, mais
adapté aux processus i.i.d. par morceaux. Le but est de démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.2.6.

Soit (X[, ¢} )ien un processus i.i.d. par morceauz de paramétres q et €. Soient (X;)ien et (B;)ien
deuz processus indépendants, tels que (X;)ien soit une copie de (X[ )ien et que (B;)ien S0it une
copie de (] )ieN.

Supposons qu’il existe un réel p > 2 et une constante C' tels que, pour tout entier n,

2" 44 p
*
X

0=2n

E | sup < (02", (2.2.12)

<29

Supposons de plus que ¢ vérifie la condition (1.3.2). Alors il existe un réel r € (0,1) et un cou-

plage entre (X7, ¢ )ien et (X;,9;)ien tels que, presque sdrement, pour tout entier N suffisamment
grand,

N-1 N-1
Y X;-> Xi| <N, (2.2.13)
1=0 1=0

N-1 N-—-1

doer =D B <ut(NT)

=0 =0

Nous présentons maintenant le couplage annoncé. Soit r € (0, 1). Soient (Xi(l), %(:1)) et (X¢(2)7 cpgz))
deux copies indépendantes du processus (X, ;). On dit qu’un bloc (Xi(J),cpl(v]))igmk est grand
s’il existe un entier ¢ € I, ;, tel que gogj) > 9*(2™). Dans le cas contraire, un bloc est dit petit. On

définit un processus (X, ¢}) de la fagon suivante. Pour tout couple d’entier positifs (n, k),

e Si le bloc (X,»(l),sﬁl('l))iejm ou le bloc (Xi(Q),cpz(»Q))ieln’k est grand, on pose (X7, ¢})icr, , =
X oM ienn s

; @ My, 2 2y ; N o

e Si les deux blocs (X; 7, ¢; ' )icr, . et (X;7, ;7 )ier, ,, sont petits, on pose (X[, ;)ier, , =

(Xi(z), @Ez))ieln,k .
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Le processus (X, ;) est alors i.i.d. par morceaux de paramétres ¢ et . Un bloc (X7, ¢})icr, ,, est

grand si et seulement si le bloc (Xi(l), gof ))Zeln‘k est grand lui aussi; on vérifie donc aisément que le

processus (X!, ¢!) ala méme loi que le processus initial (X", ¢). De plus, le processus (Xl( ), @51))

a la méme loi que le processus (X;,5;).

Nous allons démontrer que les processus (X, ¢}) et (X, (2)7 apg )) vérifient presque srement les

inégalités (2.2.13). Ainsi, le couplage naturel entre (X, ) et (Xz( ),@E )) engendre le couplage

désiré entre (X[, ¢7) et (X;,%;). Clest 'objet des deux prochains lemmes. Comme dans la sous-
partie précédente, on commence par étudier les processus (p}) et (<pl(-1)).
Lemme 2.2.7.

Supposons que ¢ vérifie la condition (1.3.2). Soit r* € (B+ (1—S)r,1). Presque sdrement, pour
tout entier N suffisamment grand,

Nz_: NZ “(N"™"). (2.2.14)
1=0 =0

Démonstration.
Les variables aléatoires ¢} et ¢
petites. Par conséquent :

N-1 N-1
/ (1)
E i — E 2
i=0 i=0
[logy N]+120t—an

(1)
< ngo kzzo {(Xl,cp )i€l,, petit } Z 902 + 1{()((1) )y Jiely i petlt} Z Pi '

i€l 1 €1,k

( ) ne different que dans les blocs ou elles sont toutes deux

¢} ; le terme portant sur 90(1)

, ~ beut étre

On va majorer le terme contenant les sommes ),
n,

majoré de la méme maniere. Soit ' € (8 + (1 — B)r,r*). Soit n un entier. D’aprés l'inégalité de
Markov et le théoréme de Karamata (théoréme 1.3.4),

(1—q)n _ 1—g)n
P i 1 1 / *(gr'n < 2R (1{(Xz{’@;)i€1n,o petit } Zie[mo 90;)
> {(Xhier, . petit} 2 P u e | < P*(27)
k=0 €10

n ¥~ (2™)] _1
(Zf:o w(z))
P(2m)
* 2rn)
< CQ(lfr)n d} ( .
- P(27)

Comme r’ > 8+ (1 — 8)r, on peut choisir un paramétre x > 1 —r tel que ' > r + k8. Alors,
en appliquant le lemme 1.3.9, on obtient :

2(17(1)”_1 * Tn
/ * (o (1—rn ¥ (2™) —(k—(1—7))
P Z 1{(X£7<P;)zelnyk petit} Z i > ,(/} (2 n) < 2 nw*(Qr’n) < 2 "
k=0 1€ln k

Le membre de droite est sommable. D’aprés le lemme de Borel-Cantelli, presque stirement, pour
tout entier n suffisamment grand,

o(l—a)n_q

Z 1{(X£7‘p;)ieln,k petit } Z SD/i <r(27M).

k=0 i€lnp
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On additionne cette inégalité pour n entre 0 et |log, N| + 1. La fin de cette démonstration est
similaire & la fin de la démonstration du lemme 2.2.4. Presque sirement, pour tout entier N
suffisamment grand,

N-1 N—-1

ST - el

=0 i=0

< Cllogy NJ¢*(N™) < ¢*(N""). O

Passons maintenant a ’étude des processus (X) et (Xl@)).

Lemme 2.2.8.
Supposons qu’il existe un réel p > 2 et une constante C' tels que, pour tout entier n,
2" 4 p
E | sup X;| | <02
i<2am |

Soit z > 0 tel que 1 + (p — 2)q/2 < p(z + r — 1). Presque siirement, pour tout entier N
suffisamment grand,

N-1 N—-1
Soxi- Y xP| <N (2.2.15)
=0 =0

Démonstration. . . .

Soit n un entier. On note V,(ZJ) le nombre de grands blocs du processus (Xi(”,gpgj))gngidnﬂ ;
cette variable aléatoire suit une loi binomiale B(M, P) de paramétres M = 2(1-9" et P, ou la
probabilité P est majorée par 29"P(p > 9*(2"™)) < 2-("—9", En utilisant I'inégalité de Markov,
on obtient une borne exponentielle sur le nombre de grands blocs :

; _ _o(l—=r)n+1 )
P(v) > 2(=mintly < =2 E(en)
< 672(1_”"‘"1(1 +(e— 1)2(q7r)n)2(1“1)"
< 6_2(171")17.4»1e(e_l)z(qf'r)n+(lfq)n

e \o(l—m)n
—e (3—e)2 )

Posons M) := SUPg<oi-on SUPjer, Zzzanzqn Xéj) . Soit N un entier, et soit n < |logy N |+
1. Les processus X' et X(?) ne différent que dans les blocs oti 'un des (XM o)) et (X2, p(2))
est grand, et si c’est le cas, les sommes Zz:2n+k2qn X et Zé:2"+k2q" Xf) différent au plus de
Mr(Ll) + M,(LQ). Par conséquent :

N-1 N—1 [logy N|+1
Y X - xP s Y )+ ),
i=0 i=0 n=0

Soit 2’ € (0, z) tel que l'inégalité 1+ (p — 2)q/2 < p(z’ + r — 1) reste vraie. Alors :

P (1) + 442 (VD + M) > 27
. ) 92'nog—(1-r)n
<Py > 20-mntly pop [ MW) > 2

8
2"+ 2(z'+r—1)n
> -
8

Y XV

f=2n
E (s 2"+i 5 () |”
SUP; < 24n 0=2n 3

op(z'+r—1)n

< 26_(3_6)2(177% +2.20-anp < sup
i<2an

< 2e” (=27 4 goli—an

(1—r)n qn

+ CQ(l—q)n2p2 2—p(z’+r—1)n.

S 26—(3—6)2
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Le membre de droite est une fonction de n sommable. Par le lemme de Borel-Cantelli, presque
sirement, pour tout entier IV suffisamment grand,

N-1 N-1
Sxi- Y xP<on
=0 =0

Quitte & prendre des valeurs de N encore plus grande, on a CN? < N7 et la majoration (2.2.15)
est démontrée. O

Pour terminer la démonstration de la proposition 2.2.6, il nous faut choisir les paramétres r
(utilisé dans la définition du couplage) et z de fagon a ce qu’ils vérifient 'inégalité suivante :

-2
1+qu<p(z+r—1).

Rappelons que r € (0,1) et que z € (0,1/2) (sinon, le lemme 2.2.8 serait trivial). Sachant que p > 2
par hypothése, si on choisissait de prendre r = 1 et z = 1/2, I'inégalité serait vérifiée pour tout
q € (0,1). Par continuité, il suffit de choisir r suffisamment proche de 1 et z suffisamment proche
de 1/2.

2.2.5 Fin de la démonstration

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du théoréme 2.1.1. Soient X et ¢ des
fonctions satisfaisant les hypothéses du théoréme. Pour tout i, on note (X;, p;) = (X o T, poT%).
Soit (X;, @;) un processus tel que (X;) et (@;) soient des copies de (X;) et (¢;) respectivement, et
tel que (X;) et (¢;) soient indépendants. On veut coupler les processus (X, ¢;) et (X;, @;).

Soient g et ¢ dans (0,1). Voici les étapes successives de la construction du couplage, et les
résultats que l'on utilise & chaque fois :

e On couple le processus (X;, ¢;) avec un processus (X, ;) qui est i.i.d. par morceaux de
parameétres ¢ et €, en utilisant le lemme 2.2.3. De par les lemmes 2.2.4 et 2.2.5, les sommes
partielles du processus (X[, ¢!) sont asymptotiquement proches des sommes partielles du
processus initial.

e On utilise encore le lemme 2.2.3 pour coupler le processus (f(l) avec un processus (X;) qui
est i.i.d. par morceaux de parameétres q et €. De par le lemme 2.2.5, les sommes partielles de
ces deux processus sont asymptotiquement proches.

e On utilise une derniére fois le lemme 2.2.3 pour coupler le processus (¢;) avec un processus
(®;) qui est i.i.d. par morceaux de parameétres ¢ et . De par le lemme 2.2.4, les sommes
partielles de ces deux processus sont asymptotiquement proches.

e On couple les processus (X;, X;) et (@;,%;) de facon triviale (c’est-a-dire indépendante). On
obtient alors un couplage entre (X;, 3;) et (X;,3;). De plus, (X;) et ($;) sont indépendants,
de méme que (X;) et (;). Les processus (X;) et (X7) ont la méme loi, de méme que les
processus (@;) et (¢5 ).

e On couple les processus (X}, ¢7) et (X;,%,;) en utilisant la proposition 2.2.6.

2.3 Du couplage au théoréme limite

Nous allons maintenant exploiter le théoréme 2.1.1, qui formalise I’'indépendance asympto-
tique des sommes de Birkhoff ( 27;01 XoTh) et (Z,ICV;OI @ oTk), pour déterminer la limite en loi
des sommes de Birkhoff de fonctions d’intégrale nulle. En premier lieu, nous allons démontrer le
théoréme 2.1.3, qui porte sur le cas ou l'indice 5 de variation réguliére des queues du temps de
premier retour est dans [0,1). Le théoréme 2.1.4, qui porte sur le cas 8 = 1, sera traité a part.
Enfin, nous démontrerons une majoration presque stire des sommes de Birkhoff.

Dans l’ensemble de cette partie, (€2, u, T') est un systéme dynamique muni d’une mesure infinie
et o-finie p qui est T-invariante. On suppose de plus que ce systéme dynamique est conservatif
et ergodique. On notera par A un sous-ensemble mesurable de  tel que u(A) = 1, par pa la
mesure restreinte & A, et par T4 'application induite en A. On suppose que le systéme dynamique
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(A, 114, T4) peut étre muni d’une structure Gibbs-Markov. Enfin, on pose 9(z) := pua(pa > x)7*
pour tout & > 0, et on supposera que la fonction 1 est & variation réguliére d’indice 5 € [0,1] en
Iinfini.

2.3.1 Démonstration du théoréme principal

Nous rappelons que, pour démontrer le théoréme 2.1.3, nous avons adopté la méthode suiv-
ante. Tout d’abord, on démontre un résultat de convergence en loi si 'on suppose les processus
( g;ol XpoTk) et (ZQEOI @©a o T%) indépendants; c’est le lemme 2.3.1. Ensuite, on utilise le
théoréme 2.1.1 : ces processus sont asymptotiquement indépendants. Le probléme est qu’il y a
malgré tout une marge d’erreur dans le couplage que 'on a construit ; en particulier, le temps local
en A pour ces deux processus va étre différent. Les lemmes 2.3.2 et 2.3.3 ont pour objet de controler
cette erreur.

Nous commencons par démontrer le lemme 2.3.1.

Lemme 2.3.1.

Soient (An)nen et (By)nen deuz processus stochastiques indépendants, ot les Ay sont des
entiers positifs et les By prennent leurs valeurs dans un espace polonais E. Supposons que :

o [l existe une suite (an) telle que Ngrfoo ay = +oo et le processus (An/an) converge en loi

vers une variable aléatoire positive A ;
o P(A>0)=1;
o Le processus (By) converge en loi vers une variable aléatoire B a valeurs dans E.

Alors (An/an,Bay) converge en loi vers une variable aléatoire (A*,B*), ou A* est une copie
de A, ou B* est une copie de B, et o A* et B* sont indépendants.

Démonstration.
La suite de variables aléatoires (Anx/an, Ba, ) est tendue, et donc a des points limite. I suffit
de caractériser ces points limites.

Soient 0 < m < M ; on pose I := (m, M). Soit J un sous-ensemble mesurable de E. Supposons
que P(A € 9I) = P(B € 8J) = 0. Soit £ > 0. Etant donné que (By) converge vers B et ay tend
vers +o0o, pour tout entier N suffisamment grand, pour tout k > may :

[P(B, € J)—P(BeJ)|<e.
Quitte & prendre des valeurs de IV encore plus grandes, on peut aussi supposer que :
IP(Ay/an € I) —P(AeI)| <e.
Ainsi, pour tout entier N suffisamment grand :
[P(An € anI, Ba, € J) —P(Ae I)P(B € J)|

<| > P(Ay=k BpelJ)-PAy €any)P(B€J)
keanI
+ [P(Ay € ay)P(B € J) —P(A e )P(B e J)|
< ) P(Ay =k)[P(Br € J) —P(B € J)|
keanI
+|P(Axy € anI) —P(AcD)|P(BeJ)

<e Y PAyx=k) +cP(BeJ) <2
keanI

Ainsi, toute mesure v vers laquelle converge la loi d’une sous-suite de (Ayx/an,Ba, ) vérifie
v(im,M) x J) = P(A € (m,M))P(B € J) pour tous les ensembles de continuité (m,M) et
J. Comme la plupart des boules sont des ensembles de continuité, de telles boites (m, M) x J
engendrent la tribu borélienne sur R x E, et v est la mesure produit. O
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Le lemme suivant nous permettra de controler 'accroissement du temps local de fagon locale-
ment uniforme.

Lemme 2.3.2.

Soit (Q, u, T) un systéme dynamique qui induit une application Gibbs-Markov sur un ensem-
ble borélien A. Supposons que la variable aléatoire pa sur Uespace (A, pa) satisfasse la condi-
tion (1.3.3).

Soient r* > r > 0. Alors, pa-presque sirement, pour tout entier N suffisamment grand,
sup (Ekrprwvyry — Ek) S PN)™. (2.3.1)

Démonstration.
Cette démonstration est inspirée de la preuve du lemme 3.5 dans [23]. Toutes les probabilités
sont prises par rapport & la mesure ;4. Pour tout entier naturel n, posons :

B(n) := P (,@glﬁ’{n) (Ehpr(nr) — &) = (n— 1>’”*) . (2.3.2)

Les fonctions ¢(k) et & sont croissantes en k. Par conséquent, si supj< g« (n)(§riype(nr) — &) <
(n —1)"" pour tout entier N tel que 1*(n —1) < N < ¥*(n),

(Erpur wyry — &) < max : (Engapr (nry — )

sup <
k<N k<¢*(n

<(n—1)" <HN)
11 suffit donc de montrer que maxy <y« (n) (§xty* (nr) —Ek) < (n— 1)7"* pour tout entier n suffisamment
grand. Par le lemme de Borel-Cantelli, il suffit de montrer que la suite P(n) est sommable. De plus,
le maximum maxy <+ (n) (§p4y (nr) —Ex) €st atteint juste avant que & ne “saute”, c’est-a-dire quand
k =ty — 1 pour un certain entier £. En effet, tant que le temps local & est constant (c’est-a-dire si

ty—1 <k <t;—1 pour un certain entier £), la fonction &y (nr) — & est croissante. En faisant un
pas de plus, & augmente de 1, et on obtient :

* () — < *(n™) — L.
ké?ﬁ)((n)(ngrw (n7) gk) N t?%aw}i(n) (gtwrw (") £tk) "

Quitte & prendre une valeur de r* un peu plus petite et des valeurs de n plus grandes, on peut
ignorer le terme constant. Alors :

P(n) <P - >(n—1)"
(n) < (k: Juax (oo (nr) =€) = (n—1) )

<P . () — >(n—=1)", Epeimy < 0

< (k; o (Srpr ) —€n) 2 (0= D)7 Gyey S )
+P (§pen) 2 7).

La mesure p 4 est invariante par T4, de telle sorte que :

P(n) < 0?P (€geury = (0= 1)) + P (€gey = 0%).

Remarquons que :

(n—1)"" -1

P (gw*(n,-) > (n— 1)”) =P| > paoTi<y*(n")
k=0

Soit ¢ € (0,1) tel que (1 —g)r* > r. Afin de regagner de "indépendance, on ne prend en compte

(n—1)7"

que les valeurs @4 o TZ pour k compris entre 0 et (n — 1)3=97" — 1 :

(n—1)"" =1 )
Pl D eacTi<uv'()| <P sip pao TV <y ).
k=0 0<k<(n—1)0-a)r* _1
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Soit (¢}, )r>0 une famille de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que 4. Le temps de premier
retour @4 est constant sur chaque élément de la partition de A liée a ’application Gibbs-Markov.
On peut donc appliquer les méme techniques que dans la preuve du lemme 2.2.3. On couple les

familles de variables aléatoires (¢4 o Tj("fl)qr Jo<k<(n—1)a-or_1 €t (¥} )k>0, de telle sorte que
leur différence décroisse & vitesse exponentielle. Soit C' > 1. Il existe des constantes p € (0,1) et
C’",C" > 0 telles que, pour tout entier n suffisamment grand,

k(n—1)2"" / " ' (1—g)r* (n—1)2""
P max oT — >C" )1 <C'(n—-1 ,
(poooms oo Gl ") < -1

ce qui nous donne :

P ma. oTk‘(nfl)qr* < ot o
(OSk‘<(n—1)<§—q)r*_1¢A A <P*(n")

< P ( max 30;@ < ¢*(nr) + C//) + Cl(n _ 1)(1_q)r*p(n_1)qr* .
0<k<(n—1)t-a)r*—1

Quitte & prendre une valeur de 7 un peu plus grande, on peut oublier la constante C”. Ensuite :

(n—1)"" -1
n_1)1-or* —Vr* (m—1)4"
Pl Y waoTh<o )| <Plpa<e @)™ V" 0/ (n—1)0-07 pln=b)
k=0

1 (n—1)A—or” §
1—q)r* (n—1)7"
- (- 5e) O

Soit C' > 1. Si n est suffisamment grand, alors ¥(¢*(n")) < Cn", d’ou :

(n—1)r*_1 gy .
Pl Y paoTh<e ()| <e ™o — £ (n— 1007y,
k=0

Cette derniére quantité est sommable. En prenant » = 1 et r* = 2, on s’apercoit que la suite
n’P (fw*(n) > n2) est elle aussi sommable. Par conséquent, P(n) est sommable. O

Nous avons aussi besoin du méme type de controle sur les sommes partielles de la suite (X foT%),
ol f est une observable d’intégrale nulle sur €.

Lemme 2.3.3.

Soit (A, m,d, pa, Ta) une application Gibbs-Markov mélangeante. Soit X une fonction & valeurs
réelles sur A telle que X € LP(A, ua) pour un certainp > 2, que E(D(X)) < 400, et que E(X) = 0.

Pour tout r € [0,1], pour tout r* > 2/p + (1 — 2/p)r, presque sdrement, pour tout entier N
suffisamment grand,

kti—1
sup sup Z XoT)|<N=. (2.3.3)
RENSNT |

Démonstration.
Commencons par découper l’ensemble des entier naturels en morceaux de longueur 2™ pour

n € N. Ensuite, découpons chacun de ces morceaux en 217" segments de longueur 2", On peut
controler la variation des sommes partielles de (X o T%) sur chacun de ces segments : pour tout
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r>r,

k+i—1 71)
IP’( sup sup Z XoT] >2

2n§k<2n+l iSan —r

2" 4 k2" i—1
J
<P sup  sup E XoTy
k<2@=m)n i<2 j=2n4k2rn

r'(n—1)
2

Y

im1 r (n=1)
9= —

< 20=mp | gup Xo TJ >

- 1<2mn Z - 3

i—1 P

sup ZXOTJ

§<2rn

D’aprés l'inégalité de Burkholder-Rosenthal 1.1.8, il existe une constante C' telle que, pour tout

entier N,
N—1
]:E (
i=0

Y XoTh

Le processus (X oT") étant stationnaire, on peut appliquer une fois encore le corollaire B1 de [62] :

)gCN’%.

i—1 P

E | sup ZXOTJ

§<2mn 7=0

Par conséquent, il existe une constante C' telle que, pour tout n :

k+i—1
P sup  sup Z XoTY >2 < ¢2t-mng-

2n <k<2ntl 4<2rn L

(r *T)P"

On suppose maintenant que r’ € (2/p+ (1 —2/p)r,r*). Le membre de droite de cette inégalité est
sommable. Par le lemme de Borel-Cantelli, presque siirement, il existe une constante C' telle que,
pour tout N,

k+i—1

sup sup Z X oT <CN2.
k<Ni<NT|

Etant donné que 7’ < r*, on a démontré le lemme. O
Nous passons maintenant & la démonstration du théoréme 2.1.3.

Démonstration du théoréme 2.1.3.
Afin d’alléger les notations, on écrira :

1

Ki=—.
sinc(fm)

La démonstration est divisée en trois étapes. Dans la premiére étape, on suppose que le point de
départ = est choisi dans A suivant la mesure 4, et on obtient un théoréme limite pour 'application
induite T)4. Lors de la deuxiéme étape, on suppose toujours que x est choisi dans A suivant la mesure
[ta, mais on démontre cette fois-ci un théoréme limite pour I'application initiale T'. Enfin, lors de
la troisiéme partie, on montre la convergence forte en loi; en d’autre termes, on ne suppose plus
que le point de départ est choisi selon w4, mais qu'’il est choisi selon n’importe quelle mesure de
probabilité absolument continue par rapport a u.

Premiére étape : Sommes de Birkhoff pour ’application induite
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On choisit le point de départ dans A suivant la mesure de probabilité 4. Posons (X;, i) =
(Xt oTh,pao0Th). Soit (X, ;) un processus tel que (X;) soit une copie de (X;), que (@;) soit
une copie de (¢;), et que (X;) et (p;) soient indépendants.

On pose 7y = vaz_ol p; ainsi que Ty = Zivol @i. A  fixé, on note &y = (7)*(IN) Vinverse
généralisé de la fonction 7. Le processus ({x) est une copie du processus ({y), et est indépendant

On couple les processus (X, ¢;) et (X;, @) de fagon a satisfaire les conclusions du théoréme 2.1.1.
D’aprés les propositions 1.1.7 et 1.4.8 et le lemme 2.3.1,

€N ' 1
K(M ) \/,NZXK—W (HVYsN,

ou la convergence est en loi, ou Yz et A sont indépendants, Yz suit une loi de Mittag-Leffler
standard de paramétre 3, out A suit une loi normale standard, et ou la variance o(f)? est donnée
par la formule (2.1.2). De plus, o(f) = 0 si et seulement si X; est un cobord, donc si et seulement
si f est un cobord (voir la discussion en sous-partie 1.2.1).

De plus, par le théoréeme 2.1.1, il existe r < 1 tel que, presque stirement, pour tout entier N
suffisamment grand,

K[ K v )’
I X,— X;oT < N ,
W) ; AT (WN))

et le membre de droite tend vers 0 en probabilité par la proposition 1.4.8. Par conséquent,

En—1

\/L ZXfoTA—MI F)VYN.

Remarquons que, pour tout IV, on a &, = N et 7z, < N, de telle sorte que :
Ev =N =& —EN <& —&r

Soit £ > 1. Par le lemme 2.3.2 (on prend r = 1), presque sirement, pour tout entier N
suffisamment grand, la fonction £ (respectivement ¢ ~) est majorée par ¢(N)". Comme le couplage
entre 7y et 7y vérifie les conclusions du théoréme 2.1.1, presque sirement, pour tout entier N
suffisamment grand,

7ey = Teu| < V@A™,
Ceci est vrai pour tout k > 1. Donc, pour tout r’ € (r, 1), la différence ‘TéN - %EN‘ est majorée par

Y*(1p(N)"") pour tout entier N suffisamment grand. Par le lemme 2.3.2, pour tout r* € (r,1) et
pour tout N suffisamment grand,

Ev —En < Y(N)™

On majore &y — En de la méme facon. Ainsi, éN) < ¥(N)"" pour tout * € (r,1) et pour

tout entier N suffisamment grand.

Soit k > 1, et soit v’ € (2/p+(1—2/p)r*,1). Par le lemme 2.3.3, pour tout entier N suffisamment
grand,

Env-1 En—1

K
\/7 ZXfOTA ZXfOTfl SW sup sup
£=0

E<p(N)" i<ep(N)™™

k+i—1

> XjoT
{=k

r’r—1

< Ki(N)
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Si k est suffisamment proche de 1, ceci converge en probabilité vers 0 quand N tend vers l'infini.
Ainsi,
Env—1

\/L Z XpoTh — o(f)\/YsN. (2.3.4)

Deuxiéme étape : Théoréme limite pour la loi initiale p4

On choisit encore le point de départ dans A suivant la mesure g 4. On cherche a faire disparaitre
le temps local dans 'expression (2.3.4).

Pour tous £ > 0 et € > 0,

P(X|poTh > ) < Co- (49,

Donc, par le lemme de Borel-Cantelli, presque stirement, il existe une constante C telle que Xy o

Tﬁ < Ct . Sion remplace ¢ par {5 — 1, on voit que presque siirement, il existe une constante C
1te

telle que Xz o Tf"vfl < C¢, . Par le lemme 2.3.2, pour tout £ > 1, presque srement, pour tout

_ (1+s)n
entier n suffisamment grand, X ¢ oTjN < Cy(N)
grand,

. Ainsi, pour tout entier N suffisamment

X o

1
Wil Z el = o)
< CH(N )(1+5)n 1

Si on choisit € suffisamment proche de 0 et x suffisamment proche de 1, 'expression ci-dessus
converge presque sirement vers 0 quand N tend vers linfini. Par conséquent :

N-1 Env—1 N-1

f(l]v)ZfOTi:;((vjv) ZXfOTA+ Z fOTZ S o(f )\/?BN, (2.3.5)
=0 i=Tey

ol la convergence est en loi quand le membre de gauche est vu comme une fonction & valeurs réelles
définie sur ’espace probabilisé (A, pa).
Troisiéme étape : Convergence forte en distribution

Cette derniére étape est une application directe de [75, théoréme 1]; il ne reste qu’une hypothése
a vérifier. Soit N un entier. Pour tout € > 0 :

N-1
u(K S (foT—f)oT >e> <2 (/1> CVbN)e),
o) | =

et, comme f € L'(,u), le membre de droite converge vers 0 quand N tend vers infini. Par
conséquent, la convergence dans I’équation (2.3.5) est vrai non seulement sur (A, p4), mais sur
(Q,v) pour toute mesure de probabilité v < p. O

Remarque 2.3.4.

En regardant cette démonstration d’un peu plus pres, on peut voir que les hypothéses Xy €
LP(A pua) et fQ f du =0 du théoréeme 2.1.3 peuvent étre remplacées par l'ensemble d’hypothéses
suivant, qui est plus faible :

N-1
o sup Y foT* €LP(A pna);
N<ea | 2o
/Xf dMA—O

o Il existe M >0 tel que p(|f] > M) < +o0.
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En fait, on verra méme en partie 3.1 que la troisiéme de ces hypothéses n’est pas nécessaire. 1l
suffit donc d’avoir supy<,,, Zi\:ol oTk| € LP(A, ua) pour un certain p > 2 et fA X¢dpa=0.

Cette amélioration est suffisante pour étendre ce théoréme a certaines “fonctions non intégrables
d’intégrale nulle”, telles que f ¢ L*(Q, ) mais Xy € LP(A, pa).

L’avantage de ce critére plus fin est qu’il reste vérifié si l’on ajoute & f un cobord borné, ce qui
n’est pas vrai du critere initial X5 € LP(A, pa). Ce sera utile en partie 3.4.

2.3.2 Etudeducas =1

Nous démontrons maintenant le théoréme 2.1.4, qui est une version du théoréme 2.1.3 pour un
paramétre 8 = 1. Notre résultat d’indépendance asymptotique central, le théoréme 2.1.1, ne peut
pas s’appliquer dans cette situation. Cependant, une variable aléatoire ayant une loi de Mittag-
Leffler standard de paramétre 1 vaut 1 presque siirement, et une variable aléatoire constante est
indépendante de n’importe quelle variable aléatoire. On dispose donc malgré tout d’une forme
d’indépendance asymptotique! On applique alors une astuce, utilisée par exemple dans [21, Sec-
tion 2.3], pour controéler les fluctuations stochastiques du temps local autour de sa limite.

Démonstration du théoréme 2.1.4. ~
Pour cette démonstration, on pose ¥(N) := N/ ZkN:_Ol ﬁ De plus, pour la durée de cette

, . . , b—1 a—1
démonstration, les sommes sont orientées : pour tout a > b, on pose Y~ Up = — D} Up.

De méme que dans la démonstration du théoréme 2.1.3, on procéde en trois étapes. Tout
d’abord, on obtient un théoréme limite pour la transformation induite et pour la mesure initiale
4. Ensuite; on étend ce théoréme a la transformation initiale, mais toujours en travaillant avec la
mesure j4. Enfin, on étend le résultat a n’importe quelle mesure initiale absolument continue par
rapport & g. Comme les deux derniéres étapes sont exactement les mémes que dans la démonstration
du théoréme 2.1.3, nous n’écrivons ici que la premiére étape.

On veut donc démontrer, sur l’espace probabilisé (4, 14), la convergence en loi suivante :

En—1
~1( ) > XpoTh—o(fIN, (2.3.6)
PY(N) =0

ot o(f)? est donné par la formule (2.1.2) et oit NV est une variable aléatoire suivant une loi normale
standard. On divise la somme en deux morceaux :

1 "Z’(N)fl En—1
> XjoThi+ Y. XsoTh

e
\VU(N) =0 Y(N) \ =0 (={(N)

D’aprés le théoréme central limite 1.1.7 appliqué & Xy,

En—1

1 P(N)-1
e Y XpoTh = a(f)N,
N =0

ott la convergence est en loi. Il nous suffit donc de majorer le terme d’erreur. Par la proposition 1.4.8,
la suite de variables aléatoires (n/1¢(N)) converge en loi, et donc en probabilité, vers 1. Soit € > 0.
Pour tout entier N suffisamment grand,

P(lén — 9 (N)| > ed(N)) <e.

D’aprés I'inégalité de Burkholder-Rosenthal 1.1.8, il existe une constante C, ne dépendant que
de f et de p, telle que, pour tout n,
P
) < Cn?,

k—1
E| sup
0<k<n

ZXfOTfl
£=0
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ce qui implique, par 'inégalité de Markov, que :

En—1 k—1
]. 1 1 ~
Pl — Z XpoT§|>e3 <5—HP’< sup X;oTq|>e3 w(N)>
Y(N) |e=ip(N) 0<k<ed(N) |g=0
C(eh(N))*
<e+ (fz?( )12
FG()
=+ Ces.
Le terme d’erreur converge donc en probabilité vers 0, ce que ’on voulait démontrer. O

2.3.3 Borne presque sfire

Pour clore cette partie, nous allons démontrer un dernier théoréme, qui donne une majoration
presque stre de la croissance des sommes de Birkhoff de fonctions d’intégrale nulle. Ce résultat
n’est pas aussi fin qu'une loi du logarithme itéré, mais se démontre facilement avec les outils que
nous avons développés.

Théoréme 2.3.5.

Soit (2, 1, T) un systéme dynamique préservant la mesure qui induit une application Gibbs-
Markov mélangeante sur un ensemble borélien A. Supposons que l’inverse des queues de la variable
aléatoire pa sur (A, pua) est a variation réquliere de paramétre 3 € [0,1]. Soit f € LY(Q, ) telle
que [, f du =0, que X5 € LP(A, pa) pour un certain p > 2 et que E(D(X;)) < 400.

Alors p-presque partout, pour tout € > 0,

1 N-1
lim —; foT*=0. (2.3.7)
N—+oco N§+€ =0

La démonstration de ce théoréme utilise les mémes outils que la démonstration du théoréme 2.1.3,
mais d’une facon nettement moins subtile.

Démonstration.

Pour commencer, on choisit le point de départ z dans A suivant la loi pa. Supposons que
B € [0,1). Presque strement, £y tend vers l'infini. Par le lemme 2.3.3 (on prend r = 1), pour tout
€ > 0, presque stirement, pour tout entier NV suffisamment grand,

En—1 .
> XpoTh| <&i™.
k=0

<&X (2.3.8)

D’aprés le lemme 2.3.2 (on prend r = 1), pour tout € > 0, presque sirement, pour tout entier N
suffisamment grand,
Ev < (V) (2.3.9)

On utilise conjointement les inégalités (2.3.8) et (2.3.9). Pour tout € > 0, presque sGrement, pour
tout entier N suffisamment grand,

En—1
Z Xf e} T]X
k=0

< P(N)Ete.

Si B =1, il suffit d’utiliser le lemme 2.3.3 en choisissant r = 1.

On réutilise la deuxiéme étape de la démonstration du théoréme 2.1.3. Pour tout € > 0, presque
siirement, pour tout entier N suffisamment grand,

N—-1
Z f oT*
k=0

< P(N)3Fe
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Maintenant, on veut une propriété valable u-presque partout dans 2. Mais, pour u-presque tout
z, il existe un entier k tel que T*x appartienne au sous-ensemble de A de mesure pleine des points
qui satisfont la propriété désirée. De plus, la somme des f o Tz pour i < k est aussi finie pour
p-presque tout x dans €.

Finalement, il reste & intervertir les quantificateurs “pour tout € > 0” et “u-presque partout”. Le
procédé est classique. Pour tout entier M > 0, I’ensemble 2, des points x tels que Zz;é foTkx =
o(NP/241/M) est de mesure pleine. L’ensemble Mazen+ Qs est donc lui aussi de mesure pleine. [

Remarque 2.3.6.

Une fois de plus, on peut démontrer ce théoréme sous des hypothéses plus faibles, qui ne re-
quierent pas que f soit intégrable. Les hypothéses X|p € LF(A,pua) et fo dpu = 0 dans le
théoréme 2.3.5 peuvent étre remplacées par :

N-1
® sSup Z f ° Tk € Lp(Ahu\A) ;
N<ea | 2

° /de,quo.
A

La vitesse de convergence du théoréme 2.3.5 pourrait étre améliorée jusqu’a ce que l’on obtienne
une loi du logarithme itéré, comme ’ont fait M.B. Marcus et J. Rosen pour le temps local de marches
aléatoires sur Z et Z? [54, théoréme 1.1].

2.4 Bases non mélangeantes

Nous allons maintenant affaiblir I’hypothése de mélange présente dans les théorémes 2.1.1
et 2.1.3. Nous allons la remplacer par une hypothése d’ergodicité, au prix d’une expression plus
compliquée de la variance. Autrement dit, nous allons démontrer dans cette sous-partie la propo-
sition suivante :

Proposition 2.4.1.

Le terme “mélangeante” peut étre remplacé par le terme “ergodique” dans les énoncés des
théorémes 2.1.1, 2.1.3, 2.1.4 et 2.3.5, pourvu que la formule de la variance donnée par l’équa-
tion (2.1.2) soit remplacée par :

N—1 2
1 ,
i [ (S wrem) o
1 M-1 2
= X;o0T! d
g | (S wen)
+oo M-—1 M-1
+ 22/ (ZX]«OTA>~(ZXfoTj‘>oT%nduA],
n=174 \ i=0 i=0

ot M est la période de lapplication Gibbs-Markov.

a(f)?

Pour démontrer cette proposition, nous allons utiliser le fait, évoqué dans la sous-partie 1.1.2,
que, si une application Gibbs-Markov est ergodique, alors I’'un de ses itérés aura une décomposi-
tion en composantes mélangeantes. Rappelons que pour une application Gibbs-Markov ergodique
(A, 7, A, pua, Ta), il existe un unique entier M > 1 et une partition (Ag)rez vz de A en M sous-
ensembles tels que :

e La partition (Ax)rez/mz est moins fine que ;

e Les sous-ensembles Ay, sont invariants par 747 & un ensemble de mesure nulle prés;

o T4(Ay) = Ag4q1 pour tout k € Z/MZ;

e Les M systémes dynamiques (Ag,d, 1) sont topologiquement mélangeants.

On utilise la technique de saut de Schweiger décrite en sous-partie 1.2.5 avec le temps d’arrét
constant et égal & M. L’application T'4! préserve la mesure j14. D’aprés le lemme 1.2.6, on obtient
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une application Gibbs-Markov (A, mar, A, T4, 114). Ce systéme dynamique n’est pas ergodique,
mais a exactement M composantes ergodiques (Ax)rez/nz- De plus, ces composantes ont la méme
mesure, et le systéme dynamique sur chacune de ces composantes est mélangeant. On note g :=
pA(|Ax) = Mg a,, de telle sorte que T4 = pree pour tout entier positif £ et pour tout
k € Z/MZ. On note aussi D = D g et Dy = Dry, dy, -

Si I'on applique directement le théoréme 2.1.1 & chacune de ces composantes, les conclusions
du théoréme sont valables pour les processus (Xpsi+e, Pari+e)i>0, 00 0 < £ < M. Pour avoir un
controle sur le processus initial (X;,¢;);>0, nous travaillerons avec le processus & valeurs vecto-
rielles ((Xarite, paite)o<e<nr)i>o défini sur chaque Ay, auxquels nous appliquerons une version
du théoréme 2.1.1.

Pour commencer, nous allons décrire la fagon dont 'intégrabilité et la régularité des observables
se comportent lorsque que l'on itére la transformation M fois. Soit f une fonction définie sur A
et a valeurs réelles. Soient k € Z/MZ et 0 < £ < M. Si f appartient a LLP(A, u4) pour un certain
p > 1, alors :

HfOTf‘HLP(Ak,uk) = /A |fon“PM dpLAAk)
k

1
M (/ |f|p d/'I’AAk+£>
Akte

< M7 | Flleeaua) -

=

Ainsi, les fonctions f o T4 appartiennent a LP(Ay, y15) pour tout £ > 0. De méme, si f est positive
et satisfait la condition (1.3.2) avec une fonction auxiliaire 1, alors, pour tout x > 0 :

M
B (0 Th > 2) = Py (f > 2) < M, (f > 0) £ s
Ainsi, les fonctions f o T satisfont toutes la condition (1.3.2) avec la fonction auxiliaire /M.

Supposons maintenant que f est lipschitzienne sur chaque élément de la partition 7. Soit aps €
T, et soit k € Z/MZ tel que ap; C Ayg. Soient x et y dans apy. Soit 0 < ¢ < M, et soit a I’élément
de la partition 7 tel que Tf\ak C a. Alors :

|[(Th) = F(Tay)| < |f|Lip, (@ d(Taz, Thy)
= )‘eiM|f|Lipd(a)d(T£/[xaT£/[y)
< AZ7M+1|f|Lipd(a)dM(xa y)7

et donc |fonx‘Lide (an) SN TMF flina). En d’autres termes, Dy (foT5) < XMFID(f)oT4.
En intégrant la fonction Dy (f o T4) sur Ay, on obtient :

Ey, (D (f o T4)) < ANTYHE,,,, (D(f)) < MAE,, (D(f)).

Par conséquent, si E,,, (D(f)) est fini, alors il en est de méme pour E,,, (D (f o T4)) pour tout
0 < ¢ < M et pour tout k € Z/MZ. Cette propriété reste vraie pour toute condition faible de
régularité, comme celles que I’on manipulera en partie 2.5 (voir la condition (2.5.1)).

Maintenant que nous avons exposé les propriétés fondamentales de cette induction, nous allons
pouvoir démontrer la proposition 2.4.1. Le lecteur pourra vérifier de lui-méme que le théoréme 2.1.1
peut étre aisément modifié pour prendre en compte de multiples occurrences d’observables dans
LL? et d’observables & queues épaisses (il suffit de modifier légérement I’énoncé et la démonstration
de la proposition 2.2.6) :

Proposition 2.4.2.

Soit (A, m, A\, pa, Ta) une application Gibbs-Markov mélangeante. Soit M un entier strictement
positif. Soient X(©) ... XM=1) ¢t ,O0) ... o(M=1) des fonctions mesurables définies sur A et
valeurs dans R et dans R respectivement, telles que E,,, (D(X®)) et E,, (D(p)) soient finis
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pour tout 0 < i < M. On pose (X9, o) := (X o Ti o® o TY). Soient (X\?)o<ocnr)ien et

((@55))0§3<M)i€N des copies des processus ((Xi(z))ong)ieN et ((SDEZ))0§€<M)1‘€N respectivement,
telles que ((Xi(e))ong)ieN et ((@EZ))ong)ieN soient mutuellement indépendants.

Supposons qu’il existe un réel p > 2 tel que X©) € LP(A, ua). Supposons qu’il existe 5 € [0,1)
tel que chaque ) satisfait la condition (1.3.2) avec la méme fonction auziliaire 1p. Alors il existe

r € (0,1) et un couplage entre ((Xi(e),goy))ong)ieN et ((Xfe)7¢§e))ogé<M)ieN tels que, presque

stirement, pour tout entier N suffisamment grand,

M—-1|N-1

S 3R SR RR
My e

SIS =3 e <wr(N).
=0 | :=0 1=0

Nous pouvons alors démontrer la proposition 2.4.1.

Démonstration de la proposition 2.4.1.
Démonstration du théoréme 2.1.1 sans mélange

Soit (A, 7, A\, ua,Ta) une application Gibbs-Markov ergodique. Soient X et ¢ des fonctions
mesurables définies sur A et a valeurs dans R et R respectivement, telles que E,, (D(X)) et
E,,(D(yp)) soient finis, telles que X € LLP(A, pa) pour un certain réel p > 2 et que ¢ satisfasse la
condition (1.3.2) pour un certain 8 € [0,1) et une certaine fonction auxiliaire 1. Soient M > 1 et
(A)rez/mz C 7 comme dans le début de cette sous-partie. Soit k € Z/MZ.

Pour tout 0 < ¢ < M, on pose X := X o T§ et o¥) := p o T4. Ces observables sont bien
définies pp-presque partout sur Ay. De plus, on sait grace a la discussion précédente que chaque
fonction X (¥ appartient a ILP(Ay, ux), que chaque fonction (¥ satisfait la condition (1.3.2) (avec
le méme paramétre B et la fonction auxiliaire v/M), et que les espérances E,, (Da (X)) et
E,. (DM(go(e))) sont finies. On peut donc appliquer la proposition 2.4.2 au systéme Gibbs-Markov
(Ag, mar, N, e, TAT) et aux familles d’observables (X)o<,<as et (99)o<r<nr. Remarquons au
passage que, pour tout x positif, (¢/M)*(x) = Y*(Mx).

Soit ((j((e)7 LZJZ(-Z))ong)ieN un processus stochastique comme défini dans la proposition 2.4.2

i
et couplé avec ((XZ-(Z)7 WEZ))O§6<M)1EN de telle sorte que, p-presque siirement, pour tout entier N

suffisamment grand,

M—-1|N-1 N—-1
>ox7 -3 X <N
¢=0 | 1=0 1=0
M—-1|N—-1 N—-1
P =3 g0 < pr(MNT).
¢=0 | i=0 1=0

Pour tous entiers ¢ > 0 et 0 < £ < M, on pose X Mige i= XZ.(Z). On définit de méme un processus
stochastique (@;). Alors les processus (X;) et (,;) sont indépendants, et ont respectivement la
loi de (X o Thx) et de (p o Thx) quand z est tiré au hasard avec la loi ug. De plus, ug-presque

siirement, pour tout entier N suffisamment grand, si 'on écrit N = NgM + N avec 0 < Ny < M,

N-1 ‘ N1—1]|No+1 ~ M—1| Ng B N_1 5
S (XeTi =X < 3| Y (X0 -%0) |+ 3|3 (30 - X)) <2 (M + 1> :
=0 (=0 =0 {=N; |1=0

et ’on dispose d’une majoration similaire pour la différence entre les sommes partielles ZZ]\; _01 oT
et ZiN;Ol@. Quitte & choisir un paramétre r un peu plus grand, si N est suffisamment grand,
le couplage que l'on a construit entre (X o T, o TY) et (X;, ;) satisfait les conclusions du
théoréme 2.1.1 quand le point de départ est choisit avec la mesure py.
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Finalement, remarquons que p est la moyenne des mesures py, pour k € Z/MZ :
| M-l

Pour chaque k, on dispose d’un couplage entre (X o T, o T%) sous la loi py et le processus
constitué d’une copie de (X oT%) et d’une copie de (poT%) indépendantes. En prenant la moyenne
de ces couplages, on obtient un nouveau couplage entre (X 0T, poT%) sous la loi u et un processus

(X, @) qui satisfait les conclusions du théoréme 2.1.1.

Démonstration du théoréme 2.1.3 sans mélange

Dans la sous-partie 2.3.1, on déduit le théoréme 2.1.3 du théoréme 2.1.1 tout d’abord en dé-
montrant trois lemmes (les lemmes 2.3.1, 2.3.2 et 2.3.3), puis en les utilisant dans la preuve du
théoréme 2.1.1 proprement dite. Nous devons vérifier que chacun de ces résultats peut étre trans-
posé au cas ou le systéme Gibbs-Markov induit est seulement ergodique.

Le lemme 2.3.1 peut étre utilisé tel quel.

L’adaptation du lemme 2.3.2 est le point le moins facile de cette démonstration. Rappelons
que ce lemme signifie que le processus (§x)n>0 ne croit pas trop vite, ou de facon équivalente que
son inverse (Zivzgl a0 TY) croit suffisamment vite. La preuve repose sur le fait que, pour tous
0 < r < r*, la suite P(n) définie par I’équation (2.3.2) est sommable, ce qui demande une forme
d’indépendance pour le processus (p4 o T%). Dans le cas mélangeant, on se donnait un parameétre

q bien choisit puis on travaillait avec la sous-suite ((p4 o Tﬁqr*i)0<i<n<1—q)r* )n>0- Dans le cas ot la
transformation Gibbs-Markov est ergodique mais pas mélangeante, on induit la transformati*on sur
Pune des parties A. Ceci nous ameéne a travailler avec la sous-suite ((3pg ' @a0T4)oTH ™" ). La
plupart des calculs dans la démonstration du lemme 2.3.2 empirent d’un terme constant dépendant
de M, sans influence sur la sommabilité de la suite P(n). On peut donc remplacer ’hypothése de
meélange par une hypothése d’ergodicité dans ’énoncé du lemme 2.3.2.

Dans la preuve du lemme 2.3.3, on utilise l'inégalité de Burkholder-Rosenthal ; cependant, on
dispose déja de cette inégalité le long de la sous-suite (X o TA\MM)ZZO pour tout 0 < ¢ < M, ce
qui permet d’en déduire I'inégalité de Burkholder-Rosenthal pour le processus (X o T%)i>o-

Pour finir, le point auquel on doit faire attention dans la démonstration du théoréme 2.1.3 est
le théoréme central limite pour des observables réguliéres et de moyenne nulle d’une application
Gibbs-Markov. Cependant, pour tout 0 < k < M, le systéme (A, mar, A, g, TH') est mélangeant.
D’apres le théoréme central limite (Proposition 1.1.7),

N-1

lim Tlﬁ ;XfoTA:U(f)N,

N—+oco

ou la convergence est en distribution sur Pespace probabilisé (Ag,ux), ot N est une variable
aléatoire gaussienne standard, et ou o(f) est donné par :

1 N-1 2
2 .o 1 i
a(f) _N1—1>I—1’-100N/A<§XfOTA> dpia

1 M—1 2 +00 M—1 Mi+M—1
_ k k k
=7 A(;XfoTA> dMA+2;A<§XfoTA>< > XfoTA> dpia

k=Mi

L’expression de la variance dans le théoréme 2.1.3 doit donc étre changée. La convergence en loi
du temps local, elle, reste inchangée : la proposition 1.4.8 n’utilise qu'une hypothése d’ergodicité,
et non de mélange.

Démonstration des théorémes 2.1.4 et 2.3.5 sans mélange

Les modifications & apporter sont semblables & celles que 'on a apportées & la démonstration
du théorémes 2.1.3. O
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2.5 Condition de régularité faible

Dans cette partie, nous allons démontrer les théorémes 2.1.1, 2.1.3, 2.1.4 et 2.3.5 sous des condi-
tions de régularité faibles. Pour une application Gibbs-Markov (A, 7, d, pa, Ta) et des observables X
et ¢, nous demandions souvent que les conditions de régularité E(D(X)) < o0 et E(D(¢)) < 400
soient satisfaites. Ces conditions garantissent une décroissance exponentielle des corrélations. Par
exemple, si X € L1(A, ) vérifie E(X) = 0 et E(D(X)) < 400, alors £LX € Lip™, et donc la suite
(L"X),>1 décroit vers 0 & vitesse exponentielle en norme Lip®™, et a fortiori en norme LP.

Pour 6 dans (0, 1], quitte & travailler avec d’autres espaces de Banach que Lip™, on peut
démontrer tous nos résultats en supposant que E(D(X)?) et E(D(¢)?) sont finis. Cette condition
garantit encore une décroissance exponentielle des corrélations, quoiqu’elle soit en générale plus
lente si 'on diminue 6.

Cette amélioration est classique. Cependant, nous irons plus loin, et choisirons un critére de
régularité qui ne garantit qu’une décroissance polynomiale des corrélations. Soit Iny la partie
positive du logarithme. Pour un paramétre # > 0, on pourra supposer que :

E(Iny (D(X)'™*?) + E(lng. (D(9))+7) < +o0, (2.5.1)

ce qui ne garantira qu’une décroissance polynomiale des corrélations. Le prix & payer est que la
condition de régularité pour X et ¢ d’une part, et la condition d’intégrabilité sur X d’autre part
(un réel p > 2 tel que X € LP(A, 14)), ne seront plus indépendantes. Nous démontrerons avec la
proposition 2.5.5 que les conclusions des théorémes 2.1.1, 2.1.3, 2.1.4 et 2.3.5 restent valables si
l’on utilise la condition de régularité (2.5.1) avec 0 > 1/(p — 1).

L’amélioration apportée est assez marginale, mais les résultats préliminaires de la prochaine

sous-partie restent intéressants non seulement pour le probléme du théoréme central limite en
mesure infinie, mais plus généralement pour la théorie des applications Gibbs-Markov.

2.5.1 Estimées préliminaires

Nous allons commencer par récupérer le théoréme central limite et ’inégalité de Burkholder-
Rosenthal sous la condition de régularité faible. Etant donné que cette condition ne garantit qu’une
décroissance polynomiale des corrélations, les méthodes spectrales ne peuvent plus étre employées
directement. On utilisera & la place des techniques de martingales a la Gordin [29]. Notre premier
résultat donne une majoration sur la vitesse a laquelle la norme de £"X décroit quand n croit.

Lemme 2.5.1.

Soit (A, 7,d,ua,Ta) une application Gibbs-Markov mélangeante. Soit p > 1 et soit X €
LP(A, pa) tel que [, X dua = 0. Supposons que E(Iny (D(X))™) < +oo pour un certain réel
0> 0.

_(=1)(1+0)

Alors HL'NXHM =O(N »
En particulier, si 0 > 1/(p — 1) alors la somme Z HLNXHM est finie.

NeN

Démonstration.

Dans une premiére partie, on utilise des éléments déja démontrés dans la preuve du lemme 2.2.3
pour construire un couplage bien choisi. En particulier, on reprend ici les notations de la preuve
du lemme 2.2.3.

Premiére étape : Construction d’un couplage

Rappelons que, pour p 4-presque tout x € A et tout N > 0, on a défini une mesure de probabilité
sur A par :
~(N N
pN = T gMw),.
{y:Tyy=c}

Ainsi, pour toute fonction X € L'(A,p4) et tout entier N > 0, on a LVNX(z) = [, X d/lg;N).
D’aprés I’équation (2.2.2), il existe des constantes C' > 0 et p € (0, 1) telles que, pour tous entiers
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N, M > 0, pour tout cylindre @ de longueur M,

pN M (@) — MA(E)‘ = ‘ENJ”Mla(w) - /A Iz dpa| < Cua@)p™. (2.5.2)

Soient p > 1 et # > 0. Soit X € LP(A, ua) une fonction telle que fAX dpua = 0 et que
E(In, (D(X))'*?) soit fini. Soit € A; on note XM 14 variable aléatoire X définie sur I'espace

probabilisé (A, i N+M)) et par X* une variable aléatoire de méme loi que X définie sur I'espace
probabilisé (A, 4). On cherche & construire un couplage entre X§N+M) et X* de telle sorte que
ces deux variables aléatoires soient proches avec grande probabilité.

Soit X'* une variable aléatoire a valeurs dans A et de loi pa, et X (N+M) e variable aléatoire
a valeurs dans A et de loi Z{N*™). Ainsi, en loi, X* = X (X*) et XM — X(ngNJrM)). D’apres
léquation (2.5.2), il existe un couplage entre X£N+M) et X* tel que, avec probabilité au moins
1 — Cp", ces deux variables aléatoire prennent leur valeur dans le méme cylindre de longueur M.
Ce couplage induit un couplage entre XNFM) o X+

Un cylindre @ = [ag, - ,ap—1] de longueur M a un diamétre d’au plus Diam(A)A~* | donc
X (@) a un diametre d’au plus | X |ip(qq) Diam(A)A~M. Cette majoration nous permet de controler
la différence entre Xg(zNJrM) et X pourvu que XJSNJFM) et X'* prennent leur valeur dans le méme
cylindre de longueur M. Alors, pour tout 6 > 0 :

P (‘X(NJFM) X

> (5) < CpN + Z,u 1 (| X |Lip(a) Diam(A)A™M > 8)

acTm
=Cp" +P,, (D(X)Diam(A)A M > 9). (2.5.3)

Nous utilisons & présent une inégalité de Markov logarithmique. Si AM Diam(A)~1§ > 1, alors :

IP(‘X;MM) _ X

> 5) <Cp" + P, (1n(1 +D(X))™H > (1+ )\M(SDiam(A)_l)1+9)
E (In(1 + D(X))'*?)

<Co+ In (1 + AM§ Diam(A)~1)"°
(1+1n+ X))
T (AM§ Diam(A4)-1)'+?

<oV 4 2 (1 + E(lny (D(X))'*7))

In (AM§ Diam(A)~ 1)1+0 .

)\—M/Q

Prenons par exemple § = Diam(A) . Alors il existe une constante C' > 0 telle que :

P (‘X§N+M> x> Diam(A)A—%) < CpN 4 oM+, (2.5.4)

Seconde étape : Obtention de la borne P
Nous continuons avec les notations de la premiére partie. Soit p* > 1 'exposant conjugué de p.
On pose n = N + M et on choisit de prendre N = M. Soit U ’ensemble sur lequel )X* — X;N)‘ >

Diam(A))f%. Etant donné que E(X*) = 0,
¥ X (@)| = [B(X") ~ B(X)|

< (|- 51

gDiam( ) A F +H1U(X*_X<N>)

L1

<C (1 Xl + HX(N)H )
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ou la derniére majoration est une application de l'inégalité de Holder. De plus, remarquons que
1
HX’(”N)H = (£N|X|p) ? (x), et prenons la norme LP de chaque coté de 'égalité. On rappelle que
Lp

l'opérateur £ agissant sur L! est une contraction.

_(a+e)
el <ov= 52 (et + <], ])
_(146) N L
=CN ¥ (1+||XHM+H(£ [X17) 7 M)
(140 i
= N (11X + [V IX )12
_(1+6) i
<CN™ % <1+||XIILP+IIIXIPII£1>
(1+96)
—CON~ (142 X]|L)
:O(N*W). O

Grace a des méthodes de martingales développées par Gordin [29], la sommabilité de ||EN X | Le
est suffisante pour démontrer un théoréme central limite et ’inégalité de Burkholder-Rosenthal.
Nous allons maintenant décrire comment procéder. Soit (A, m,d, pua,T4) une application Gibbs-
Markov. Soit X une fonction définie sur A et satisfaisant les hypothéses du lemme 2.5.1 avec un
paramétre 6 > 1/(p — 1). On pose :

“+o0
C(X):=> LVX, (2.5.5)
N=1

et :

X =X+C(X)-C(X)oT. (2.5.6)
Alors X et X sont cohomologues, et d’aprés le lemme 2.5.1 la fonction X appartient aussi a L?.
De plus, un calcul rapide montre que £X = 0.

Les fonctions X et X ne different que par un cobord, dont I'influence sur les sommes partielles
sera en général négligeable. Soit ¢ > 0. Les variables aléatoires N~°C(X) et N=°C(X) o TY
convergent vers 0 dans LP, et N~°C(X) converge ua-presque sirement vers 0. De plus, C'(X)
appartient & ILP, donc |C(X)[P appartient a L', et d’aprés le théoréme ergodique de Birkhoff,
N=YC(X)|P o T% converge presque sirement vers 0. Par conséquent, N~Y/PC(X) o T% converge
a-presque sirement vers 0. Pour résumer, le comportement asymptotique de N ¢ Zi]\;l Xo T};
et de N—¢ Zﬁgl Xo T est le méme pour tout € > 0 si l'on travaille en norme IL?, et pour tout
€ > 1/p si lon travaille en convergence presque sire.

Pour tout N € N, on définit une tribu Gy = T;NB sur A. La suite (Gn)n>0 est une filtration
décroissante. Pour tout i > N > 0, on a E(X o T(G;) = (LN X) o T} = 0. La suite (X o T} ) x>0
est donc une suite inversée de différences de martingale pour la filtration (Gn)n>o. Le théoréme
central limite en découle immédiatement [34, théoréme 3.2] :

Proposition 2.5.2 (Théoréme central limite en faible régularité).
Soit (A, m,d, pa, Ta) une application Gibbs-Markov mélangeante. Soient p > 2 et 6 > 1/(p—1).
Soit X € LP(A, pa) une fonction telle que [, X dua =0 et E(Iny (D(X))*?) < 400. Alors :

N-1
1 ,
lim — E X oTi = N(0,02),
/7N gt A ( )

N——+oc0o

ot la convergence est en loi sur l’espace probabilisé (A, ), et o N'(0,02) est une variable aléatoire
gaussienne centrée de variance :

+oo
aQZ/XQdMAwZ/X.XoTQ’dMA.
A N=1 A

De plus, 0? =0 si et seulement si X est un cobord.
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Nous allons aussi démontrer une version de 1’'inégalité de Burkholder-Rosenthal.

Proposition 2.5.3 (Inégalité de Burkholder-Rosenthal en faible régularité).

Soit (A,m,d, pa, Ta) une application Gibbs-Markov ergodique. Soient p > 2 et 6 > 1/(p — 1).
Soit X € LP(A,pa) une fonction telle que [, X dua = 0 et E(Iny (D(X))'™) < +o0. Alors il
existe une constante C' > 0 telle que, pour tout N > 0,

N—-1
> XoTi|| <CN*. (2.5.7)
1=0

LP

Démonstration. ~
Nous utilisons les fonctions C'(X) et X définie par les équations (2.5.5) et (2.5.6) respectivement.
Etant donné que C(X) o T4 — C(X) est un cobord,

. _1
lim N2
N—+oc0

=0.

N—1
Y (C(X)oTa—CO(X))oTY
i=0

Lp

Il suffit donc de montrer I'inégalité de Burkholder-Rosenthal en remplacant X par X. Soit N un
entier strictement positif. On applique l'inégalité de Burkholder-Rosenthal pour les martingales [17,

théoréme 21.1] & la suite inversée de différences de martingale (X o Tj‘) . 1l existe donc

0<i<N-—1
1
P

p))

On utilise tout d’abord lidentité E(X? o T%|Giy1) = (ﬁX’z) o T%t!, ce qui nous donne :

une constante C, > 0, qui ne dépend que de p, telle que :

1
13

[NiS]

N-1 N-1
<C, E(ZE(X%T};,lQm)) +<E<Z‘XOT};\
1=0 =0

N-1
Z X oT)
=0

Le

PN\ 1
2\ P 2

N-1 B )
E (ZE(X%TA@H)) =
=0

N-1 ) ‘
; (CX ) oT%

P
L2

Le dernier membre de 'inégalité de Burkholder-Rosenthal est transformé de la fagon suivante :

1
N-1 P 1
~ . ~ |P 3 ~ 1
E X o TP :(NE ‘X‘ ) :HX‘ N¥.
(2(Zeemr)) - (ome)’ =[5,
Les constantes en jeu ne dépendent pas de ’entier N choisi. O

Le processus (X oT%) est stationnaire. Supposons que les conditions de la proposition 2.5.3 sont
satisfaites avec un parameétre p > 2. De par une inégalité de Serfling [62, corollaire B1], utilisée
avec I'inégalité de Burkholder-Rosenthal (2.5.7), il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout
entier positif NV,

k—1

sup XoTh

< CONz.

Lr
C’est en fait cette derniére inégalité que ’on utilisera le plus souvent.

2.5.2 Adaptation du couplage de Csaki-Foldes

Nous allons maintenant affaiblir nos résultat principaux, les théorémes 2.1.1 et 2.1.3, afin qu’ils
ne requiérent qu’une hypothése de régularité faible. Afin de simplifier les énoncés, nous supposerons
que les applications Gibbs-Markov sont toutes mélangeantes, quand bien méme une hypothése
d’ergodicité est suffisante de par la partie précédente.
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Le théoréme central limite et 1'inégalité de Burkholder-Rosenthal démontrés précédemment
seront tous deux utilisés, donc la condition 6 > 1/(p — 1) apparaitra. D’autres inégalités mettant
en jeu les parameétres g et € gouvernant la construction de processus i.i.d. par morceaux devront étre
satisfaites ; nous devrons montrer que I’on peut encore choisir ces parameétres de facon cohérente.

Le résultat le plus difficile qu’il nous reste & adapter est le lemme 2.2.3.

Lemme 2.5.4.
Dans le lemme 2.2.8, la condition E(D(Y)) < 400 peut étre remplacée par la condition plus
faible E(Iny (D(Y))'*?) < 400, pourvu que :

q(1+¢6) > 1. (2.5.8)

Démonstration.
Nous réutilisons les notations de la preuve du lemme 2.2.3. Dans la quatriéme étape de celle-ci,
nous avions démontré que, si E(D(Y)) < +oo, alors il existe une constante C' telle que, pour tous

entiers n et k, il existe un couplage entre (Y; ,)ier, , et (Y}, )ier, , tel que :

gen—2 ann—z

Bl S0 e vl > A ] < Cmax {0

i€l K

C’est I’équation (2.2.8). On en déduisait alors que :

2(15'7:.72

< +o0. (2.5.9)

D 2R Y Vi -V

neN i€l 1

]B>)‘_

Cette derniére majoration est la clé pour démontrer le lemme 2.2.3. Si I’observable Y ne satisfait que
la condition E(Iny (D(Y))!*?) < 400, on ne pourra pas démontrer l'inégalité (2.2.8) : le majorant
ne décroit pas sur-exponentiellement en n. Cependant, on peut espérer une majoration moins
bonne, mais malgré tout suffisante pour obtenir I'inégalité (2.5.9). Nous utilisons le méme couplage
entre (Vi )icr, , et (Y;)ier, , que dans la preuve du lemme 2.2.3. D’aprés I'inéquation (2.2.6),
pour tout 7 € (A71,1), il existe des constantes positives C et C” telles que, pour tout & > 0,

|In,k‘_1
P Z H}/l,y _ Y;Ty . >l < Cp2 + Z ]P)v <|Y|Lip('y) > C/()\T)lln’k‘_i)\qun715> 7

i€l =0

gemn—1

ou 7 est une variable aléatoire a valeurs dans 7 et telle que P(y = a) = pa(a) pour tout a dans .
Cette majoration est similaire a 'inégalité (2.5.3) ; de méme que dans la preuve du lemme 2.5.1,

nous allons employer une inégalité de Markov logarithmique. Si C” A2 S 1, alors :

P( S v -2, >6)

1€1n,k
| In, k] —1

en— 1+0 en— . 1+0
<o YR (m (14 Wlhiney) > (1400 Om)ltee125) )
1=0

146
o st By (ln <1+|Y|Lip(7)) )
_|_

<cp”
S I (CA2 T ()l =ig)
copret "N 204 B (s D))
- = (I (CN2"8) + ([T k| — i) In(Ar))
yenm1 o
< Cp? +

In (€22 15) "
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Choisissons § = )\_2‘1571727 ce qui est possible si n est suffisamment grand. Alors :

]P)< Z ||Ylvy - Y:?JHIB > )\2%”_2) = O(qusen)'

i€l k

En sommant cette inégalité pour 0 < k < 200-9" on voit que la borne (2.5.9) est vraie dés que
1—q—qef <0, ce qui est équivalent & la condition ¢(1 + &6) > 1. O

Maintenant que l'on a adapté le théoréme central limite, ’inégalité de Burkholder-Rosenthal et
le lemme 2.2.3, les démonstrations des théorémes 2.1.1 et 2.1.3 ne demandent que des modifications
mineures. En effet, les autres ingrédients que l'on utilise n’ont rien & voir avec la régularité des
observables.

Proposition 2.5.5.
Soit 6 > 0.

Dans Uénoncé du théoréme 2.1.1, Uhypothése selon laquelle E(D(X)) < 400 et E(D(p)) < +00
peut étre remplacée par Uhypothése E(In (D(X))'T?) < +oo et E(Iny (D(p))'*+?) < +oo, pourvu
que :

1

—_— 2.5.1
0>p_1 (2.5.10)

Dans l’énoncé du théoréme 2.1.3, l'hypothése selon laquelle E(D (X)) < 400 peut étre remplacée
par Uhypothése E(Iny (D (X)) *?) < +o0, pourvu que :

0> L.
p—1
Démonstration.

Commencons par démontrer cette nouvelle version du théoréme 2.1.1. Nous avons déja adapté
le lemme 2.2.3, au prix de la condition (2.5.8). La régularité des observables n’intervient pas dans
la preuve du lemme 2.2.4, et n’intervient dans la preuve du lemme 2.2.5 que via l'inégalité de
Burkholder-Rosenthal, que I’on a déja démontrée dans le contexte d’observables de faible régularité
(c’est la proposition 2.5.3). La proposition 2.2.6, qui est notre version du couplage de E. Csaki et
A. Foldes, est de nature purement probabiliste, et n’a donc pas besoin d’étre modifiée. Cette
proposition peut étre employée dés que la suite (X o T%) satisfait une inégalité de Burkholder-
Rosenthal.

Il reste donc & montrer qu’en appliquant le lemme 2.5.4, la condition supplémentaire (2.5.8) ne
nous empéche pas de choisir les paramétre g et € de fagon cohérente. Tout d’abord, on choisit ¢ dans
lintervalle ((1 4 6)~!,1). La condition plus faible (1 + ) > 1 est alors satisfaite. Ensuite, si I'on
choisit € suffisamment proche de 1, I'inégalité g(1+e6) > 1 est elle aussi satisfaite. Par conséquent,
il est bien possible de choisir les paramétre ¢ et € de fagon cohérente. On a donc démontré la
premiére partie de la proposition 2.5.5.

Pour démontrer notre nouvelle version du théoréme 2.1.3 sachant que 1’on dispose de la nouvelle
version du théoréme 2.1.1, il suffit de remarquer que la régularité de I’observable X n’a d’impor-
tance que pour démontrer le théoréme central limite et I'inégalité de Burkholder-Rosenthal pour le
processus (ZKN Xyo le). Ce sont les propositions 2.5.2 et 2.5.3 démontrées dans la sous-partie
précédente. O

2.6 Observables hilbertiennes

La troisiéme et derniére généralisation de nos théorémes principaux que nous allons étudier
dans ce chapitre est celle des observables qui sont & valeurs non pas réelles, mais dans un espace
de Hilbert. L’amélioration est marginale, mais assez facile maintenant que nous avons mis en place
des méthodes de martingales. La principale difficulté est de trouver les références adéquates dans
la littérature. Comme nous utilisons les mémes méthodes que dans la partie 2.5, les conditions de
régularité que nous utiliserons seront les mémes, c’est-a-dire les conditions de régularité faibles.
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Pour tout espace probabilisé (A, 114), pour tout espace de Hilbert (H, |-||,,) et pour tout p €
[1,00], on note LP(A, ua;H) Pespace vectoriel des fonctions définies p-presque partout sur A, a
valeurs dans #H, Bochner-intégrables et avec un moment d’ordre p fini. Cet espace vectoriel est
muni de la norme :

%
X e (,p20) = (/A I1X11%, d;m) .

S’il n’y a pas d’ambiguité sur le choix de la mesure, on pourra écrire LP(A4; H) au lieu de LP (A, pa; H).

Le lecteur pourra se convaincre que, dans toutes les démonstrations que nous avons écrites
jusqu’a présent, tout argument qui ne repose pas sur le théoréme central limite ou l'inégalité de
Burkholder-Rosenthal peut étre adapté pour couvrir le cas d’observables & valeurs dans un espace
de Hilbert. Il suffit de remplacer les valeurs absolues par des normes |-|;;, les normes |||, ,.,)
par des normes ||~HL,,(A’HA;H), etc. Certains résultats sont déja congus pour fonctionner dans un
cadre plus général ; par exemple, le lemme 2.5.4 suppose que les observables sont & valeurs dans un
espace de Banach. Notre travail dans cette partie consistera uniquement & démontrer des versions
du théoréme central limite et de I'inégalité de Burkholder-Rosenthal pour des observables & valeurs
dans un espace de Hilbert.

Pour commencer, remarquons que le lemme 2.5.1 s’adapte aisément, et on obtient alors le lemme
suivant :

Lemme 2.6.1.
Soit (A, m,d, pa, Ta) une application Gibbs-Markov ergodique. Soit H un espace de Hilbert. Soit
p>1 et soit X € LP(A, pa;H) tel que [, X dua = 0. Supposons que E(Iny (D(X))'?) < +oo
pour un certain réel 6 > 0.
N
Alors HE XH]LP(

_(—1)(1406)
ApasH) — O(N ! )-

En particulier, si 0 > 1/(p — 1) alors la somme Z HENXHM(A est finie.

NeN

JaiH)

La discussion de la sous-partie 2.5.1, dans laquelle nous avons expliqué comment ajouter un
cobord & X et comment définir une filtration (Gn) x>0 pour obtenir des suite inversées de différences
de martingales, reste valable. Nous partons de 1a pour démontrer tout d’abord un théoréme central
limite, puis une inégalité de Burkholder-Rosenthal.

Théoréme 2.6.2 (Théoréme central limite dans des espaces de Hilbert).

Soit (A,7,d,ua,Ta) une application Gibbs-Markov mélangeante. Soit H un espace de Hilbert.
Soient p > 2 et 0 > 1/(p — 1). Soit X € LP(A, ua;H) une fonction telle que [, X dua = 0 et
E(ln, (D(X))'*?%) < +o0. Alors il existe un opérateur positif, symétrique et compact S sur H tel
que :

| Nl
lim —— X oTi =N(0,8),
N—+oo /N ; A ( )
0% la convergence est en loi sur l’espace probabilisé (A, ), et 0w N(0,5) est une variable aléatoire
gaussienne centrée d’opérateur de covariance S. De plus, pour tous vecteurs u et v dans H,

+o0 ) +o00 )
(Su,v) = /A (X, u) (X,0) d/iAJr; /A (X o Th,u) (X, v) duﬁ; /A (X,u) (X 0T, v) dpua,

et lopérateur S n’est pas défini positif si et seulement s’il existe un vecteur u non nul tel que (X, u)
est un cobord.

Démonstration.

La référence que nous utilisons ici pour obtenir un théoréme central limite pour des martingales &
valeurs hilbertiennes est un article de A. Jakubowski [44, théoréme 5.1]|. Pour appliquer ce résultat,
nous devons construire un tableau de différences de martingales, et vérifier trois conditions.

De méme que dans la sous-partie 2.5.1, on pose C(X) := jzolo LiX et X =X +C0O(X) -
C(X) o T4. Ensuite, pour tout entier naturel 4, on écrit X;:=Xo T%. Alors, pour tout entier N,
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le processus (XN i)1<i<n est une suite de différences de martingales pour la filtration (Gy)k>o-
Par conséquent, si I’on pose XN i i=N~ 2XN i, alors le processus (XN i)1<i<nN est un tableau de

différences de martingales. Nous vérifions & présent les trois conditions présentes dans le théoréme
de Jakubowski.

Pour commencer, pour tout entier N > 0 et pour tout = > 0 :

P max H)N( ;
12i<n 11Vl

cette inégalité peut étre utilisée pour majorer la norme L? du maximum du processus :
2 +oo -
> :/ ]P’(max ’XN,Z- >x> dx
H o 1<i<N H
+o0o N )
g/ min{l,NIF’(HX”H >:rN§)} da
0

= \/%/0-5-00 min{l,N]P’ (HXHH > x)} dzx.

Soit € > 0, et soit M > 0 tel que P (HXHH > x) < exz~2 pour tout z > M. Alors :

)

>x> SN]P’(HXH >:cN%) :
H

E ( max ‘XNZ

1<i<N

min {1,5Nx72} dz

. M [t
(s o) < 75w
max{M, F} 1 oo
\/N \F max{M,VeN}
max{M,VeN} evVN

UN  max(M.VENY

eNz~2 dz

IA

. 2
de telle sorte que limsupy_,, E (max1<i<N HXN’i ) < 24/e. Cette inégalité étant vraie pour
== H

tout € > 0, la premiére condition est satisfaite.

Passons a la deuxiéme condition. Pour tous vecteurs u et v dans H,

N 1N
3 () () = 35 (50 ()] o5
=1 1=1
Par le théoréme ergodique de Birkhoff, cette quantité converge presque stirement vers une constante
quand N tend vers +oc.

Finalement, soit (e;);cn une base de Hilbert de #, soit M un entier naturel et soit € > 0. On
calcule :

P Z Z(XN,i,ej)2>8 =P %Z Z(X,ej)2 oT) >¢

1<i<N j>M 1<i<N \j>M
~ 2
- 1Y E((Xe) ) >e] o 0
N—+oo : M —+00
=M

Toutes les hypothéses du théoréme central limite sont donc vérifiées. Le processus IV -3 2?72—01 Xo
T", converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne quand N tend vers l'infini. L’ajout d’un
cobord ne change en rien la limite du processus, donc le processus N~ 2 ZN 'Xxo T" converge en
loi vers la méme variable aléatoire gaussienne. Il nous reste & trouver ’expression de I'opérateur
de covariance S. D’aprés le théoréme de Jakubowski que nous avons utilisé, pour tous vecteurs u

et u dans H,
N—1 N—1
(Z XoTA,u) (Z XoTA,v)
i=0 i=0

. 1
(Sw0) = Jim_ B
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On commence par démontrer que 'on peut remplacer X par X dans cette formule. En effet,

N—1 N—-1 N-1 N—-1
(ZXOTA,U) (ZXOTA7U> (ZXoTjhu) (ZXOTA,’U)
=0 =0 =0 3

Etant donné que les processus N~} Zi (X, u)o T} et N~1 ZN Y(X,v) o T, convergent vers 0
dans L2, les deux derniéres lignes tendent elles aussi vers 0 quand N tend vers I'infini. Ainsi,

N-1
(Su7v):N1_i>r£OO— (ZXOTA, ) (ZXOTAJ))
=0 =0
1 N—1N-1 .
- b 3 e [(xor) (xo1i)]
N-1 . .
= Nl—if-rs-loo E((X,u)( )+ 2 <1 - ) (X o Th,u) (X,v))
N-1 .
i3 <1—;[>E((X,u) (X 0T, v))
+oo too
= E[(X,u) (X,v)] + Z]E [(X o T, u) (X,v)] + ZE [(X,u) (X oTi,v)],

la derniére égalité découlant du théoréme de convergence dominée. Pour finir, on se raméne au cas
de la dimension 1 pour montrer que I'opérateur S est dégénéré si et seulement s’il existe un vecteur
u non nul tel que (X, u) est un cobord. O

Pour l'inégalité de Burkholder-Rosenthal pour des martingales & valeurs dans un espace de
Hilbert, nous renvoyons le lecteur a [56, théoréme 8.33].

Le théoreme central limite et 1'inégalité de Burkholder-Rosenthal étaient les seuls ingrédients
manquants pour montrer de nouvelles versions des théorémes 2.1.1 et 2.1.3. Les voici :

Proposition 2.6.3.

Soit (A, m,d, pa, Ta) une application Gibbs-Markov ergodique. Soit H un espace de Hilbert.
Soient X et ¢ des fonctions mesurables définies sur A et a valeurs dans H et Ry respectivement.
On pose (Xi, i) = (X o Th, ¢ o T%). Soient (X;)ien et (Pi)ien des copies indépendantes des
processus (X;)ien et (¢i)ien Tespectivement.

Soient p > 2 et 0 > 1/(p — 1). Supposons que X € LP(A,ua;H), que ¢ satisfait la condi-
tion (1.3.2) pour un parameétre B € [0,1) et une fonction auziliaire v, et que E(Iny (D(X))*?) et
E(ln, (D(¢))**?) sont finis.

Alors il exister € [0,1) et un couplage entre (X;, @;)ien €t (XZ, Qi)ien tel que, presque stirement,
pour tout entier N suffisamment grand,

N—-1 N-1
Xi— ) Xi|| <N%,
=0 =0 H
N-1 N-1
Z‘Pi_ Z 4151 SW(NT)
=0 =0
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Proposition 2.6.4.

Soit (Q,u,T) un systeme dynamique préservant la mesure, ergodique et conservatif qui induit
une application Gibbs-Markov mélangeante sur un sous-ensemble borélien A. Supposons que la
fonction ¢ = t— pa(pa > t)~1 est a variation réguliére d’indice 3 € [0,1).

Soient p > 2 et § > 1/(p —1). Soit H un espace de Hilbert, et soit f € LY(Q, u;H). Supposons
que fQ f du =0, que la variable aléatoire Xy appartient a ILP(A, pj4) et que E(Ing (D(X))*9)
est fini. Alors :

N-1
1 .
E foT"— \/YsN(0,S) fortement en distribution, (2.6.1)

Vsine(BT)Y(N) =

ot Yz et N(0,S) sont des variables aléatoires indépendantes, Y suit une loi de Mittag-Leffler stan-
dard de parameétre B, et N'(0,5) est une variable aléatoire gaussienne a valeurs dans H d’opérateur
de covariance S. De plus, pour tous vecteurs u et v dans H,

+oo ] +oo )
(Su,v):/A(Xf,u)(Xf,v) du—i—i_Zl/A(XfoTﬁx,u) (Xy,v) du—l—i_ZI/A(Xf,u) (XpoTh,v) dpu.

L’opérateur S est dégénéré si et seulement s’il existe un vecteur non nul v dans H tel que (f,u)
est un cobord.

Un résultat similaire peut s’obtenir dans le cas g = 1.

2.7 Exemples en temps discret

Les deux exemples que nous abordons dans ce chapitre sont les marches aléatoires (voir la
sous-partie 1.5.3) et les applications de Pomeau-Manneville (voir la sous-partie 1.5.2).

Les résultats que nous fournissons pour les marches aléatoires généralisent ceux de [22] et
[23]. Nous ne traitons pas le cas des Z? extensions de systémes Gibbs-Markov ; nous renvoyons le
lecteur intéressé vers la partie 3.3, ol nous obtenons des résultats dans le cadre plus général des
7 extensions de semi-flots Gibbs-Markov. Dans le cas des marches aléatoires, traditionnellement,
I'observable f ne dépend que de la position sur le réseau Z? (et non du futur). La condition de
régularité dans le théoréme 2.1.3 est alors automatiquement satisfaite. De plus, pour des marches
aléatoires, le paramétre 8 associé a la queue du temps de premier retour est a variation réguliére
d’indice 8 € [0,1/2]; le théoréme 2.1.4 n’a donc aucune utilité dans ce contexte.

Pour les applications de Pomeau-Manneville, nous obtiendrons des conditions de régularité et
d’intégrabilité explicites qui garantissent que ’on puisse appliquer le théoréme 2.1.3. De plus, le
théoréme 2.1.4 sera utile.

2.7.1 Marches aléatoires
Application du théoréme limite

Dans le contexte des marches aléatoires, il est plus habituel de travailler non pas avec les queues
du temps de premier retour, mais avec la fonction de Green (ou, dans notre cas, avec la fonction
de Green tronquée). Nous adoptons ce vocabulaire afin que la proposition 2.7.2 soit formellement
plus proche des théoréme démontrés par E. Csaki et A. Foldes.

Définition 2.7.1 (Fonction de Green tronquée).
La fonction de Green tronquée associée a une marche aléatoire (Sy)n>0, que lon notera g, est
définie pour tout entier positif N par :

N—
g(N) =" u(So =0 et S; =0),

=

—

ot i est la mesure invariante sur (Z%)N correspondant a la marche aléatoire.
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Si (S,,) est une marche aléatoire sur Z¢ partant de 0, alors :

N-1

g(N) = > P(Si=0).

=0

Une marche aléatoire sur Z¢ est récurrente si et seulement si la fonction de Green tronquée
tend vers 'infini en linfini [72, proposition 1.7]. En d’autres termes, si 'on considére la suite
d’événements (4,) := ({Sn = 0}) et si Pon suppose que la marche aléatoire part de 0, alors
P(limsup A,) = 1 si et seulement si ) P(A,) = +oco. Ce résultat est donc comparable au lemme
de Borel-Cantelli, bien que les événements (A,,) ne soient pas indépendants. Si en plus la marche
aléatoire n’est pas dégénérée, alors le systéme dynamique défini en sous-partie 1.5.3 préserve la
mesure, est ergodique et conservatif, et induit un systéme Gibbs-Markov. De plus, on peut déduire
le comportement asymptotique des queues du temps de premier retour en 0 des asymptotiques de
(g(IN)) (et réciproquement). On peut donc appliquer le théoréme 2.1.3.

Proposition 2.7.2.

Soit d > 1, et soit (S,) une marche aléatoire sur Z¢. Supposons que la fonction de Green
tronquée est a variation réguliere d’indice § € [0,1) en l'infini, et tend vers +00 en +00. Supposons
de plus que le noyau de transition de la marche aléatoire n’est pas supporté par un sous-groupe strict
de 7.

Soit (S)) la marche aléatoire avec le méme noyau de transition, mais partant de 0. Soit ¢ le
temps de premier retour de (S)) en 0.

Soit f € (1(Z) telle que Y, cqa f(k) =0 et, pour un certain p > 2 :
p—1 p
E ((Z f(S;)> ) < 4o00. (2.7.1)
i=0

Alors, pour toute loi de probabilité sur Z¢ pour le départ de la marche aléatoire,

1 N—-1 e—1
f(Si) — FSHI VYaN, (2.7.2)
Vo) Z Z LU

0w la convergence est en loi, ot Ys et N sont indépendants, Yz suit une loi de Mittag-Leffler
standard de paramétre 3 et o N suit une loi normale standard.

Cette proposition généralise légérement [23, théoréme 2|. En effet, dans cet articles, les auteurs
utilisaient des résultats déja existants sur les lois du logarithme itéré pour en déduire I’équivalent
du lemme 2.3.2. Il restait & la fin une hypothése technique sur une loi du logarithme itéré que doit
vérifier la marche aléatoire dans le théoréme 2. Nous avons da utiliser des techniques moins fines,
mais qui évitent ce recours aux lois du logarithme itéré ; cette hypothése technique n’est donc plus
nécessaire.

De plus, l'espace d’é¢tat du systéme dynamique sous-jacent est (Z9)N ou AY x Z9, ot A est
un alphabet dénombrable. L’observable f et la loi initiale de la marche aléatoire peuvent donc
dépendre de I’état futur de la marche aléatoire, et non seulement de 1’état présent. Les restrictions
sont que la loi initiale doit toujours étre absolument continue par rapport a la mesure correspondant
4 la marche aléatoire sur (Z?)N, et 'observable doit étre suffisamment réguliére (voir par exemple
le lemme 3.3.2).

Supposons que la marche aléatoire vérifie les hypothéses de la proposition 2.7.2. Si d = 2 et
le noyau de transition est de variance finie, alors les hypothéses de cette proposition sont vérifiées
avec =0, et g(N) ~ Cln N (voir [43, théoréme 1.1]). C’est aussi le cas si le noyau de transition
est de variance infinie mais avec des queues pas trop lourdes, comme par exemple §’il existe un
automorphisme M de R? tel que :

2
[ Mw]|

B((w, Xo) > 1) ~ +—

vw € R? — {0},
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auquel cas g(N) ~ Cln(In V). Ce dernier cas est trés similaire aux gaz de Lorentz sur R? & horizon
infini.

Si d =1 et le noyau de transition est de variance finie, alors les hypothéses de cette proposition
sont vérifiees avec B = 1/2, et g(N) ~ Cv/N (voir encore [43, théoréme 1.1]). Rappelons que Yj est
une variable aléatoire de loi exponentielle, et que Y7 /5 est la valeur absolue d’une variable aléatoire
de loi normale centrée : dans ces deux cas, la limite en loi s’exprime avec des variables aléatoires
usuelles.

Plus généralement, si d = 1 et le noyau de transition est dans le bassin d’attraction d’une loi
de Lévy stable de paramétre o € (1,2], alors les hypothéses de la proposition sont vérifiées avec
B =1—1/a (voir [43, proposition 6.1]). Si o = 1, il n’est pas garanti que la marche aléatoire soit
récurrente, mais si elle ’est alors on peut appliquer notre proposition. Le calcul de g en fonction
des données de la marche aléatoire sera discuté plus en détail dans la partie 3.2.

Nous donnerons une condition suffisante sur f pour que les hypothéses de la proposition 2.7.2
concernant cette fonction soient satisfaites : la condition (2.7.1) est satisfaite pour tout p < 400
si la marche aléatoire est ergodique, récurrente et si f est & support fini. Dans ce cas, la marche
aléatoire (S,,) partant de 0 induit une chaine de Markov irréductible sur {0} USupp(f). Etant donné
que ’ensemble {0} U Supp(f) est fini, le temps de premier retour pour la chaine de Markov induite
a donc des queues décroissant & vitesse exponentielle. Par conséquent, le nombre de fois que |f(.5;)]
n’est pas nul dans une excursion a aussi des queues exponentielles, tout comme ijo_l f(S;). Cette
derniére variable aléatoire est donc dans ILP pour tout p fini.

Formule de la variance

En general on ne dispose pas de meilleure formule pour la constante dans la loi limite que
i)
L2

marche aleat01re simple sur Z et si f est & support fini, alors [24, théoréme 2] :

. Cependant, comme nous l’avons mentionné dans lintroduction, si S, est la

2

(Z_ f<si>> —a3 p20)+8 S pfO)f@) =S ) =d(f)?. (273)
=0

PEL (p.q)eZ? PEL
p<q

La preuve de ce théoréme repose sur la structure particuliére de la marche aléatoire simple sur Z.
Nous allons maintenant démontrer une formule similaire pour n’importe quelle marche aléatoire
récurrente, et retrouver la formule de Dobrushin dans le cas de la marche aléatoire simple. Soit
(S,) une marche aléatoire récurrente sur Z%. Pour tout ¢ € Z%, on pose :

{N(q) Card{k : 0<k<ps—1, Sk—q}

P(q) P(N(g) # 0)

La variable aléatoire N(q) est le temps local en ¢ sur une excursion partant de 0, et P(q) est 1
probabilité de passer par ¢ lors d’une excursion partant de 0. Par le théoréme de Hopf, E(N(q)) =
pour tout gq.

Considérons une excursion partant de 0. Soit (7,) la suite des temps de retour de la marche
aléatoire simple en {0,¢}. Alors (S;, )n>0 est une chaine de Markov sur {0, ¢}, de matrice de

transition :
( 1-P(q)  P(g) )
P(-¢) 1-P(=q) )~

La loi de N(q) est alors donnée par :

{ P(N(q) =0) 1—P(q)
P(N(q) =n) = P(g)P(—q)(1—-P(—q))" ' Vn>1

Pour tout ¢, la variable aléatoire N(q) vaut 0 avec probabilité 1 — P(¢q). De plus, conditionnée
par I’événement “P(q) # 07, la variable aléatoire N(q) — 1 suit un loi géométrique de paramétre
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P(—q). Le premier moment de N(g) vaut donc :

+o00
E(N () =P(q) Y _P(=q)(1 = P(=q))" 'n =5
n=1

or E(N(q)) = 1, donc P(q) = P(—q) pour tout g € Z%. Le deuxiéme moment de N(g) vaut :

“+o0
E(N(g)®) =P(g) Y _P(q)(1 — P(q))"'n* = P(q) =5~ =

Passons maintenant au calcul de d(f). Formellement, on a :
2

pa—1 2
E (2; f(&)) =E| | > N@)fla)

qEZ?

=Y EWN@)f(@?+ Y EN®N@)f(p)f(@).

g€z p,qeZ?
p#q

De plus, la loi limite ne dépend pas du systéme sur lequel on induit. La formule que ’on obtient
doit donc étre invariante par translation. En particulier, donnons-nous des points p et ¢ dans Z¢,
avec p # ¢. Prenons la fonction f valant —1 en p, et 1 en ¢. Alors :

2

E (Z f(&-)) =E(N(p)*) + E(N(g)?) — 2E(N (p)N(q))-
=0

Mais le résultat doit étre le méme que pour la fonction valant —1 en 0 et 1 en ¢—p. Par conséquent :
E(N(p)*) +E(N(g)?) — 2E(N(p)N(q)) = E(N(0)*) + E(N(q — p)*) — 2E(N(0)N (g — p)).

Remarquons que N(0) = 1. Le seul terme inconnu dans ’égalité ci-dessus est E(N(p)N(q)), qui
vaut donc :

(2+E(N(p)*) +E(N(¢)*) =1 —E(N(¢ —p)?)) = + —

DN =

E(N(p)N(q)) =

Finalement, on a donc :

pa—1 2 ) . ,
: (g ﬂSi)) =2 <1P(p) T e p(q_p)> f(p)f(q). (2.7.4)

p,q€Z

Par le théoréme de Fubini-Lebesgue, cette formule a un sens dés que Xy € L2 ou que la formule
de droite appliquée a |f| donne un résultat fini.

Pour la marche aléatoire simple sur Z, on a P(0) = 1 et un argument de martingale montre que
P(q) = 1/(2|q|) pour tout ¢ # 0. L’équation (2.7.4) devient alors :

2

pa—1
E (Z f(&-)) = @ -Df@*+4 > (pl+ld —lp—a) f(p)f(@). (275
1=0 q€Z4 P,qEL
p<q
Ce n’est pas exactement la méme formule que celle obtenue par Dobrushin, mais elle donne tou-
jours le méme résultat. Il existe une infinité de formules valables, toutes égales modulo la relation

(Ezd f)2 = 0.
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Une conjecture de R.L. Dobrushin

Le théoréme de Dobrushin suppose que la fonction f dont on étudie les sommes de Birkhoff est
a support fini. Aprés avoir énoncé ce théoréme, R.L. Dobrushin conjectura la proposition suivante :

Conjecture 2.7.3 (Dobrushin, 1955).
Dans le théoréeme 0.0.4, on peut remplacer Uhypothése “f est a support fini” par ’hypothése
“A(f) est fini”, o d(f) est donné par I’équation (2.7.3).

Cette conjecture est & mettre en paralléle du théoréme central limite, qui affirme la convergence
en loi vers une gaussienne dés que la variance des variables aléatoires concernées est finie. Un
premier probléme consiste & interpréter ’expression “d(f) est fini”. En effet, la formule (2.7.3) peut
faire apparaitre des compensations de signes, qui rendent sa définition non triviale.

Nous proposons donc la conjecture plus faible suivante :

Conjecture 2.7.4.
Dans le théoréeme 0.0.4, on peut remplacer Uhypothése “f est & support fini” par ’hypothése
“d(|f]) est fini”, ou d' est donné par le membre de droite de I’équation (2.7.5).

Cette proposition équivaut & montrer que, au moins dans le cas de la marche aléatoire simple, le
théoréme 2.1.3 reste valable en remplagant ’hypothese “ X € L” pour un p > 2” par I’hypothése
plus faible “ Xy € L2”. Elle n’est pas abordable avec les outils développés dans cette thése. Cepen-
dant, les méthodes spectrales de la partie 3.2 pourraient permettre de résoudre cette question (voir
la remarque 3.2.16).

2.7.2 Applications de Pomeau-Manneville

Nous abordons maintenant les conséquences de nos théorémes principaux pour les applications
de Pomeau-Manneville. Pour tout sous-ensemble B C [0, 1] et pour tout h € [0, 1], on note la semi-
norme h-holdérienne sur B par \-\Holh( B)- On va démontrer, & partir du théoréme 2.1.3, le corollaire
suivant :

Corollaire 2.7.5.

Soient o > 1 et h € (0,1]. Soit f une fonction définie sur (0,1], & valeurs réelles, localement
h-héldérienne, et telle que :

o f(z) = O(x* 27 en 0 pour un certain e > 0 ;

* | fltol, ((0.2)) = O(z*~t<") en 0 pour un certain €' > 0 ;

° f(o,l] fdpa =0.

Alors il eziste o(f) > 0 tel que, pour toute mesure de probabilité v absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue,

1 N—-1
: f(Thz) = o(f)\ /YN,
N 2a kZ:O \/T

ot la convergence est en loi quand le membre de gauche est vu comme variable aléatoire sur
((0,1],v), ot Yy,o et N sont des variables aléatoires indépendantes, Y1, suit une loi de Mittag-
Leffler standard de parameétre 1/a, et N est une variable aléatoire gaussienne standard. De plus,
o(f) =0 si et seulement si f est un cobord.

Comme d’habitude, le cas limite & = 1 donne lieu & un énoncé distinct, o le théoréme limite
est un théoréme central limite non standard :

Corollaire 2.7.6.

Soit h € (0,1]. Soit f une fonction définie sur (0, 1], a4 valeurs réelles, localement h-héldérienne,
et telle que :

o flz)=0(xzte) en 0 pour un certain € >0 ;

® | flHol,((0,z)) = O(x% ) en 0 pour un certain &’ > 0;
o Jiou A =0.
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Alors il existe o(f) > 0 tel que, pour toute mesure de probabilité v absolument continue par

rapport G la mesure de Lebesgue,
/lnN
Z f Tl (f)N,

ot la convergence est en loi quand le membre de gauche est vu comme variable aléatoire sur
((0,1),v), et ou N suit une loi normale standard. De plus, o(f) = 0 si et seulement si [ est
un cobord.

En particulier, toute fonction holdérienne a support compact dans (0, 1] et d’intégrale nulle
vérifie les hypothéses de ces corollaires.

Démonstration.
Comme dans la sous-partie 1.5.2, on pose A := (1/2,1] et A, :={zx € A: @a(x) =n+ 1} pour
tout n > 0. D’apres [28], il existe une constante C,, telle que, pour tout n > 1 :

Leb(4n) <

(2.7.6)

Soit f une fonction satisfaisant les hypothéses du corollaire 2.7.5.
Premiére étape : Condition d’intégrabilité
On commencer par démontrer qu’il existe p > 2 tel que Xz € LP(A, f1q)4)- La densité de g

par rapport a la mesure de Lebesgue a une version localement lipschitzienne sur (0, 1], et donc en
particulier bornée sur A. Il suffit donc de montrer que Xs € LP(A, Leb).

On peut toujours supposer que € < 1/2. Grace a la combinatoire des applications de Pomeau-
Manneville et aux hypothéses sur f,

1 —5+e 1 _ e
supX‘f|<Zsup|f\<Cz< 3) < Cnm:a.

—o Ta Ak —
D’aprés ’équation (2.7.6),
+o00 +oo +oo 2 p(1-20)
pe 1 —p{l—2¢e
HXMHEP < ZLeb( )supX <Cc+cC’ an_?_l_z =C+ Zn_l_ 2a
n=0 n=1 n=1

et donc X € LP(A, Leb) pour tout p € (2, —1_2%).

Seconde étape : Condition de régularité

Il nous reste encore a vérifier la condition de régularité pour X afin d’appliquer le théoréme 2.1.3.
Soit h € (0,1] vérifiant les hypothéses du corollaire. Comme nous l’avons évoqué dans la sous-
partie 1.1.1, pour tout x > 1 on peut définir une distance symbolique d, sur A; si x est suffisam-
ment proche de 1, alors (4, dy, a4, Ta) est encore Gibbs-Markov. Quitte & prendre des valeurs de
x encore plus petites, on peut supposer que d* < Cd,. On note |- |L la semi-norme lipschitzienne
par rapport a d.

Le calcul des bornes sur la semi-norme lipschitzienne de X se fait selon le méme schéma que
pour la norme HXIfI H]Lp. Tout d’abord, pour tout n > 1 et pour tous x et y dans A, _1 :

M:

| <D |F(T ) = £(Ty)]

|X7(z) — X¢(y)

b
Il
=]

NE

|f|Holh(TaAk) d(T"ika, Tn7k+1y)h

E
I
o

|f|Holh(TaAk) d(Taz, Tay)"

IA
M-

IA

- Z |f|HOlh(TaAk) d(z,y).
k=0
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Par conséquent, comme on peut supposer ¢’ < 1/2:

e " _1\a-l+e 1-¢!
Xl 4 1) S O D W lstoty(zaan SC+C' Y (k “) <Cn ey
k=1

k=1

avec 1’équation (2.7.6), on obtient :

Z,[LMA |Xf|L1p <C’+C”Zn -3 < 4o
n=0

La condition de régularité du théoréme 2.1.3 est donc satisfaite. 0

Comme nous ’avons déja fait remarquer, on peut obtenir, grace a des méthodes perturbatives,
les propositions 1.1.7 et 1.1.8 sous ’hypothése plus faible qu'il existe § > 0 tel que E(D(Xf)?) <
+o00. En utilisant cette condition de régularité dans le théoréme 2.1.3, on peut montrer que la
condition de régularité présente dans les corollaires 2.7.5 et 2.7.6 peut étre remplacée par :

| flto1, ((2,1)) = O(x") en 0 pour un certain 7 < 0.

La condition de régularité faible étudiée dans la partie 2.5, et en particulier la proposition 2.5.5,
permet d’aller plus loin :

Lemme 2.7.7.
Dans l’énoncé des corollaires 2.7.5 et 2.7.6, la condition :

| f 01, ((0,2)) = O(z®") en 0 pour un certain & > 0

peut étre remplacée par la condition :

/

1.,
| Loty (1) = O(€” ") en 0 pour un certain &’ > 0

Démonstration.

La condition de régularité (2.5.10) dépend de deux paramétres, p et 6, tels que (p — 1)8 > 1.
Etant donné que ’on a toujours p > 2, il est suffisant de supposer # > 1. En reprenant la vérification
de la régularité de X dans le corollaire précédent, on peut supposer sans perte de généralité que
e’ < 1/2, et alors :

n ,L+E/

[ X¢lLip, (a,) < Z|f|Holh(T an SO SCO(n+1)e™ 7 <
k=0

Soit > 0. En appliquant la fonction ln ¥ de chaque coté de I'inégalité puis 1’équation (2.7.6), o

obtient :
= 1+ 140 €’ (1+6)717L
ZMQ(AH)(1H+|XJC|MPN(A ) <ch+1 o001
n=0

La condition de régularité (2.5.10) est satisfaite pour tout paramétre § dans (1 L42e ), et donc a

7 1—-2¢’
s 1 1+42¢
fortiori dans (pj, 1_2§,>. O
D’aprés la remarque 2.3.4, le théoréme limite peut étre appliqué a de plus larges ensembles
de fonctions. Par exemple, soit f la fonction définie sur (0,1] par f := :z(*l)anaAn sur

(0,1/2], telle que f soit constante sur (1/2, 1] et X soit d’intégrale nulle. Alors les conclusions des
corollaires 2.7.5 et 2.7.6 sont encore valides. Il existe méme des exemples de fonctions f définie sur
(0,1] telles que li(r)n |f] = 400 et qui vérifient malgré tout les conclusions de ces corollaires.
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Ce troisiéme chapitre est dédié aux systémes en temps continu. Notre but ultime est d’obtenir
une version du théoréme 2.1.3 pour le flot géodésique sur des variétés riemanniennes Z ou Z>2-
périodiques de courbure sectionnelle strictement négative. Nous voulons donc généraliser nos ré-
sultats dans trois directions simultanément :

e Au lieu de travailler avec des systémes en temps discret (des tours au-dessus de systémes
Gibbs-Markov), nous voulons des résultats pour des systémes en temps continu (des semi-
flots de suspension au-dessus de systémes Gibbs-Markov) ;

e Nous voulons des résultats pour des Z ou Z? extensions de systémes Gibbs-Markov (parfois
appelées “marches aléatoires engendrées par une application Gibbs-Markov”), pour lesquelles
le systéme est donné non pas en terme d’'un temps de premier retour, mais en termes d’un
noyau de transition ;

e Nous voulons des résultats pour des systémes inversibles, et en particulier pour des extensions
naturelles d’applications Gibbs-Markov.

Le flot géodésique sur des variétés hyperboliques périodiques mélange ces trois aspects : il peut
se voir par exemple comme un flot de suspension au-dessus d’une Z? extension de ’extension
naturelle d’une application Gibbs-Markov. De plus, les termes “flot de suspension”, “Z¢ extension”
et “extension naturelle” dans la phrase précédente, dans une certaine mesure, commutent. Si ’on
prend garde & bien définir les objets en jeu, le flot géodésique sur des variétés hyperboliques
périodiques est aussi, par exemple, une Z¢ extension du flot de suspension au-dessus de I’extension
naturelle d’une application Gibbs-Markov, etc.

Nous n’écrirons pas une version du théoréme 2.1.3 pour chaque combinaison possible de “flot
de suspension”, “Z¢ extension” et “extension naturelle”. A la place, nous progresserons vers le cas le
plus complexe (celui du flot géodésique) le long du chemin suivant. Dans la partie 3.1, nous étendons
le théoréme 2.1.3 au cas des semi-flots de suspension au-dessus d’un systéme Gibbs-Markov. Dans
la partie 3.2, nous utiliserons des méthodes spectrales pour étudier les propriété de récurrence de
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Z% extension de semi-flots Gibbs-Markov. Dans la partie 3.3, ce travail est utilisé pour étendre le
théoréme 2.1.3 aux Z¢ extension de semi-flots Gibbs-Markov. Enfin, la partie 3.4 se concentre sur le
flot géodésique sur des variétés hyperboliques périodiques; & cause du grand nombre d’hypothéses
mises en jeu, nous ne formulerons pas de résultat pour des flots de suspension génériques au-dessus
d’une Z? extension de I’extension naturelle d’une application Gibbs-Markov.

Les parties 3.1, 3.3 et 3.4 forment la deuxiéme partie de ’article [70], amendée pour retirer
certains lemmes redondants. La partie 3.2 est & part : elle forme intégralité de larticle [71], et les
méthodes utilisées sont de nature tres différente.

3.1 Théorémes limites pour les semi-flots

L’objet de cette sous-partie est de mettre en place des résultats généraux pour des semi-
flots Gibbs-Markov ergodiques (voir la sous-partie 1.2.3 pour la définition). En particulier, nous
montrerons un équivalent du théoréme 2.1.3 pour des semi-flots Gibbs-Markov. Commencgons par
adapter quelques définitions. Dans la suite, (€, 11, (g¢)1>0) est un semi-flot Gibbs-Markov de base
(A, 7,d, B, pua, Ta) et de hauteur 4.

Définition 3.1.1 (Temps de retour et temps local).

Pour tout entier N > 0, le temps de N-iéme retour est la fonction Ty := chv:_ol P40 T]X.

Pour tout réel positif t, le temps local en A au temps t est la fonction qui G presque tout x € A
associe & () := Card{s € (0,t] : gs(x) € A}.

Avec ces définitions, on a &, = N pour tout N € N et t < 7¢, pour tout ¢t € R%. Ces fonctions
peuvent étre étendues a tout €.

La proposition 2.4.1 généralise déja le théoréme 2.1.1 de fagon satisfaisante : elle nous autorise
a traiter des semi-flots ergodiques, et non seulement des semi-flots dont la base est mélangeante.
Notre travail consiste ici & adapter le théoréme 2.1.3, dont nous donnerons la variante suivante :

Proposition 3.1.2.

Soit (2, i, (g¢)t>0) un semi-flot Gibbs-Markov ergodique de base (A,m,d,B,ua,Ta) et de hau-
teur pa. Soit f une fonction définie sur Q et a valeurs réelles. Supposons que :

o f est mesurable et il existe p > 2 tel que :

t
/ fogsds
0
o [4Xpdua=0;

o La fonction Y(t) = pa(pa > t)~1 est a variation réguliere d’indice B € [0,1) ;
o E(D(Xy)) et E(D(pa)) sont finis.

Alors, pour toute mesure de probabilité v absolument continue par rapport ¢ p ou d iy,

X7:= sup € LP(Q, pa) ;

t€[0,p4]

W/O fogsds— o(f)\/YaN, (3.1.1)

0@ la convergence est en loi quand le membre de gauche est vu comme variable aléatoire sur (2, v),
ou Yg et N sont des variables aléatoires indépendantes, Y suit une loi de Mittag-Leffler standard
de paramétre B, et N est une variable aléatoire gaussienne standard. De plus,

N-1 2
1 .
2 _ s i
o(f)" = ylim_ N/A (Zi_o X OTA> dpra; (3.1.2)
et o(f) =0 si et seulement si f est un cobord.

Le cas 8 = 1 est, comme d’habitude, traité & part. Il suffit de changer la renormalisation

ci-dessus,
1

sinc (A7) (t)

)
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,/1/Ot¢(18)d3.

Une premiére étape consiste & analyser le comportement asymptotique du temps local pour des
semi-flots Gibbs-Markov. Heureusement, la sous-partie 1.2.4 fournit la réponse dans le cadre des
applications Gibbs-Markov. Il suffit d’utiliser la table 3.2.4 pour des extensions de dimension 0.

que 'on remplace alors par :

Une autre méthode aurait été de créer une version discrétisée du semi-flot, en prenant une autre
fonction de hauteur suffisamment proche de ¢4 mais & valeurs entiéres. On peut alors déduire le
comportement du temps local en temps continu & partir de son comportement en temps discret.
C’est cette approche qui a été adoptée dans [70], avec les lemmes 6.3 et 6.4 ; elle a Pavantage d’étre
plus générale. Cependant, dans le cadre des applications Gibbs-Markov, les conditions suffisantes
que 'on obtient sur la hauteur du semi-flot ne sont pas meilleures qu’avec les méthodes spectrales.
On évitera donc ce détour.

Nous allons maintenant démontrer la proposition 3.1.2. La plus grande partie de la preuve du
théoréme 2.1.3 reste inchangée. Le principal obstacle est qu’en temps discret, nous utilisions un
résultat de R. Zweimiiller [75]; celui-ci n’est pas disponible en temps continu, et nous allons donc
devoir en démontrer une version.

Preuve de la proposition 8.1.2.

Les deux premiéres étapes de la preuve du théoréme 2.1.3, adaptées a des systémes ergodiques
mais non nécessairement mélangeant, peuvent étre adaptées sans obstacle majeur. Quitte a sup-
poser que E(D(p4)) soit fini, les lemmes 2.3.1 et 2.3.2 peuvent étre adaptés aisément au temps
continu (dans lequel ¢4 est & valeurs réelles positives, le temps local (&) est défini sur R, etc.).

Ainsi, sous les mémes hypothéses que la proposition,

1

sinc(ﬁ7r)¢(t)/o ngst%U(f)\/YgN,

ou la convergence est en loi quand le membre de gauche est vu comme variable aléatoire sur
(Q, pa), ou Yz et N sont des variables aléatoires indépendantes, Y3 suit une loi de Mittag-Leffler
standard de paramétre 3, N est une variable aléatoire gaussienne standard, et o(f) est donnée par
la formule (3.1.2).

Nous allons a présent généraliser ce résultat a tout espace probabilisé de départ (Q2,v), ou v
est absolument continue par rapport & u4 ou a u. Cependant, nous ne pouvons pas utiliser [75,
Corollaire 1], qui ne porte que sur les systémes en temps discret. L'un des problémes a résoudre,
qui ne se pose pas en temps discret, est de borner les incréments du temps local sur une fenétre de
temps fixée. On utilisera pour cela le lemme 2.3.2.

Nous commencons par démontrer le résultat pour toute mesure initiale absolument continue
par rapport & p 4, puis nous en déduirons le cas général.
Mesures de probabilité absolument continues par rapport a p4

Soit f une fonction satisfaisant les hypothéses de la proposition 3.1.2.

Pour l'instant, supposons que la base (A,pua,T4) est non seulement ergodique, mais aussi
mélangeante. Elle est alors exacte : pour toute fonction h € L1(A, ), la suite (£L"h),>o converge
dans L' vers la fonction constante égale & [, h dua [2, Theorem 1.3.3].

Soit ¥ = h dpa une mesure de probabilité absolument continue par rapport a p 4, et soit € > 0.
Soit n un entier tel que ||[£L"h — 1], <e.
On sait que, pour toute fonction G : R — R uniformément continue et bornée,

—E (G (a()VTaN)).

lim E,,

1 t
Gl - 0gs ds
NN (g e —" A

Etant donné que £"h dp et 14 sont & distance d’au plus € en variation totale,

Ecnhdua (G (\/Smc(lﬁw/o fogs dS)) —]E(G (U(f)\/YBN))

lim sup
t—+oo

<eGlly -
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De plus, si x suit la loi A dpa alors T« suit la loi £™h dpa. Ainsi, pour tout ¢ > 0,

1 t 1 t+1n
]EE"hduA <G<Smc(ﬁﬂ-)¢(t)/o ngsd8>>—EhduA <G<Smc(5ﬂ)¢(t)/rn fogsd8>>.

La quantité 1/}(15)_1/2 fOT" fogs ds tend vers 0 presque sirement. D’aprés le lemme 2.3.2, pour

tout 7 > 0, presque srement, pour tout réel ¢ suffisamment grand, &, — & < (¢)". De plus,

d’aprés la deuxiéme étape de la preuve du théoréme 2.1.3, pour tout > 0, presque stirement, pour
1

tout réel ¢ suffisamment grand, X7 o Tflt < ’(/J(t)5+5. Par conséquent, pour tous r,§ > 0, presque

sirement, pour tout réel ¢ suffisamment grand,

t+7n
/ fogsds
t

En prenant r et ¢ suffisamment petits, on en déduit que v (t)~/2 j;“”" fogs ds tend vers 0 presque
stirement. Ainsi,

Endua (G (\/m/o fogs d5>> —E(G (U(f)\/YﬂN))

Ceci étant vrai pour tout € > 0, la convergence en loi que ’on cherche 4 démontrer est vérifiée quand
le point de départ est choisi selon la mesure v, ou v est n’importe quelle mesure de probabilité
absolument continue par rapport a p4, et tant que la base du semi-flot est mélangeante.

§t+rn

< N XGoTh < (€ppr, — & + DU+ 1) 70 < (L () )t + 1) 7 F
k=&

lim sup <ellG -

t—+o00

Supposons maintenant que la base du semi-flot est seulement ergodique. Soit M la période de
la base. Alors, pour toute fonction h qui soit positive, mesurable et de masse 1, la suite des densités
(M1 22/;1 L7 R),, >0 converge vers la fonction constante égale & 1 dans L*(A, pu4), et la méme
stratégie fonctionne (malgré des calculs plus lourds).

Mesures de probabilité absolument continues par rapport a p

Soit v une mesure de probabilité absolument continue par rapport a u, et soit v4 sa projection
sur A, donnée pour tout sous-ensemble mesurable B C A par :

va(B) :=v({(z,t) €Q : x€ B, t€[0,0a(x))}).
Par construction, v4 est absolument continue par rapport & u4 ; en effet,

dI/A

7A _x
dpa

dv .
dp

Enfin, les mesures v et v4 sont naturellement couplées par la projection sur la base. Soit (f;)i>o le
processus (f o g:)¢>0 ol le point de départ est choisi selon la mesure v, et (ﬂ)tzo le méme processus
mais ol le point de départ est choisi selon la mesure v4. On dispose alors d’un couplage entre ces
deux processus, et suivant ce couplage ils ne différent que par un décalage aléatoire du temps :

t t A t+pa
[ reas— [ Foas|< [T]q]as+ [
0 0 0 t

En utilisant la méme méthode que dans la premiére étape, on montre que le processus stochas-
tique 1/)(15)71/2 ’fg fsds — fot f’s ds

comportement asymptotique de (ﬁ)tzo- Mais on le connait déja, car vy < 4.

fs ds.

fs

converge presque strement vers 0. Il suffit donc d’étudier le

Finalement, supposons que o(f) = 0. Alors, de méme qu’en temps discret, Xy est un cobord.
Soit @ une fonction mesurable sur A et & valeurs réelles telle que Xy = o1y —@. Pour tout z € A
et pour tout t € [0, p4(z)), on pose :

wa(z)
u(x,t) = u(Tazx) — / fogs(x,0)ds.
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Alors fot fogsds=wuogs— u pour tout ¢t > 0, de telle sorte que f est un cobord.

A Tinverse, supposons que f est un cobord. Alors il existe une fonction mesurable u telle que,
pour tout ¢ > 0 :

t
/ fogsds=wuog—u,
0

et alors Xy =wuoT4 — u est aussi un cobord. O
Pour démontrer le cas g = 1, il suffit de changer les renormalisations utilisées.

Remarque 3.1.3.

L’énoncé de la proposition 3.1.2 donne un résultat de convergence en loi pour toute mesure de
probabilité v absolument continue par rapport ¢ p ou pa. On voit en fait dans la preuve que ce
résultat est vrai dés que la projection sur la base de la mesure v est absolument continue par rapport
a HA-

De plus, f n’est pas nécessairement une fonction définie sur ), mais peut étre une mesure. On
pose alors :

/0 fogu(e)ds = f({ga(x) = s € (0.4)).

L’ensemble des objets et notions utilisés, que ce soient les fonctions induites Xy et Xy, la fonction
“supremum sur une excursion” X7 on encore la notion de cobord, se généralisent sans probléeme a
ces objets ; en effet, ils sont tous définis sous forme intégrale.

Le temps local peut s’exprimer sous cette forme; avec des 7% extensions de semi-flots, si &(q)
est le temps local en A x {q} x {0}, alors &(q) — &:(q) est d’intégrale nulle pour tous q, ¢’ € 7°.
On vérifiera dans la partie suivante qu’une telle fonction satisfait toujours les hypothéses de la
proposition 3.1.2.

Plus généralement, on peut obtenir des théorémes limites pour le nombre de fois ou f passe a
travers une hypersurface transverse au flot géodésique, ou pour le nombre de fois ot une particule
touche un obstacle donné pour un billard, sans avoir a forcer ’apparition de vraies fonctions sur

Q.

3.2 Temps local et de premier retour pour des Z%extensions

Une importante classe de systémes dynamiques munis d’une mesure infinie est constituée de
7 et Z2 extensions de systémes Gibbs-Markov, ou de semi-flots Gibbs-Markov. Comme annoncé,
nous n’allons pas travailler sur les Z? extensions de systémes Gibbs-Markov, mais directement sur
les Z? extension de semi-flots Gibbs-Markov. Les résultats en temps discret peuvent se récupérer
facilement en prenant des temps de transition constants ; nous en laissons le soin au lecteur intéressé.

Dans cette partie, nous nous intéressons aux propriétés de récurrence de Z¢ extensions de flots
de suspension au-dessus de systémes dynamiques. Exceptionnellement, nous ménerons une partie
de l'analyse dans un cadre plus général que celui des applications Gibbs-Markov : des hypothéses
spectrales sur les systémes considérés suffisent.

Ces objets ont un certain nombre de propriétés en commun avec les marches aléatoires. Les
sauts ne sont pas indépendants, car le hasard est engendré par un systéme dynamique sous-jacent.
De plus, au lieu de faire un saut & chaque unité de temps, le processus attend un certain temps
avant de procéder a un saut. L’étude du flot géodésique sur des surfaces hyperboliques périodiques,
ou sur des billards périodiques, peut se ramener & de tels systémes.

Dans cette partie, nous nous intéressons plus particuliérement au temps de premier retour et au
temps local en l'origine. Nous voulons répondre & deux questions : quelles sont les queues du temps
de premier retour ? Quelle est le comportement distributionnel asymptotique du temps local 7

Afin de répondre a ces questions, une possibilité est de chercher les réponses dans la littérature
sur les systémes en temps discret, qui est beaucoup plus étendue, et d’en déduire des résultats
pour des semi-flots. Ainsi, par [4] nous disposons d’un théoréme central limite local pour des Z%
extension d’applications Gibbs-Markov, et la série d’articles [64] [65] [66] [26] donne un théoréme
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central limite local pour des gaz de Lorentz planaires & horizon fini ou infini en temps discret.
Certains de ces résultats se transposent en temps continu.

Il y a deux problémes avec cette approche. Premiérement, elle est inélégante : la majeure partie
de Valgébre employée avec des systémes discrets peut aussi étre utilisée pour des systémes conti-
nus. Le passage par des systémes discrets peut donc sembler étre un détour superflu. Deuxiéme-
ment, pour passer du temps discret au temps continu, il faut controler les déviations du processus
( Z;S 7o T%),>0 par rapport & son espérance (nE(r)),>o0, ce qui engendre des restrictions assez
artificielles sur l'intégrabilité de r. En particulier, certains arguments nécessitent un temps de saut
r de carré intégrable [70, lemme 6.10], ce qui n’est pas le cas pour des gaz de Lorentz a horizon
infini. De tels arguments ont de plus peu de chances de fonctionner si r n’est pas intégrable. Ces

restrictions peuvent étre évitées si ’on travaille directement avec des systémes en temps continu.

Nous utilisons dans cette partie une combinaison de méthodes spectrales et de théorémes
taubériens, assez proche des méthodes utilisées pour compter les géodésiques fermées sur des
variétés périodiques de courbure sectionnelle strictement négative [47] [63] [57] [8] [9]. De plus,
les opérateurs de transfert tordus ont déja été employés, de fagon différente, pour démontrer des
propriétés statistiques de semi-flots [25].

Nous commengons par présenter les méthodes perturbatives en théorie spectrale, ainsi que
quelques définitions supplémentaires, dans la sous-partie 3.2.1. Les lemmes-clés sont démontrés
dans la sous-partie 3.2.2 sous des conditions abstraites portant sur les opérateurs de transfert et les
espaces de Banach. Ces résultats restent valides pour de vastes classes de systémes dynamiques hy-
perboliques, comme par exemple les applications uniformément dilatantes de l'intervalle [49]. Les
deux sous-parties suivantes sont le lieu de calculs assez lourds, pour lesquels nous travaillerons
uniquement, avec des applications Gibbs-Markov. Dans la sous-partie 3.2.3, nous obtenons un
développement asymptotique pour la valeur propre principale des opérateurs de transfert per-
turbés. Dans la sous-partie 3.2.4, nous utilisons ce développement conjointement avec les résultats
de la sous-partie 3.2.2 pour répondre aux deux questions que nous avons posées sur le temps de
premier retour et le temps local en l'origine.

Dans l’ensemble de la partie 3.2, (A, pa,T4) est un systéme dynamique qui préserve une mesure
de probabilité. Nous désignerons par B un espace de Banach complexe de fonctions définies pi4-
presque partout sur A. Nous supposerons de plus que les fonctions constantes appartiennent a B,
que B C L', et que la transformation 74 : A — A a un nombre dénombrable de branches. Enfin,
nous utiliserons la notation S, f := 22;01 o T%, et la notation SI4f 'l y a ambiguité sur la
transformation appliquée.

3.2.1 Quelques définitions supplémentaires
Z¢ extensions et systéme induit

La principale différence avec la partie précédente est qu’au lieu de disposer directement d’une
base et d’une hauteur explicite, le systéme est donné en termes d’une transformation de transition,
d’une fonction de saut et d’un temps de saut. La définition d’une Z? extension d’un semi-flot
Gibbs-Markov est trés proche & la fois de la définition d’un semi-flot, et de la définition d’une Z?
extension d’un semi-flot Gibbs-Markov de la sous-partie 1.5.3.

Définition 3.2.1 (Z¢ extension d’un semi-flot Gibbs-Markov).

Soit (A, m,da, B, 1ua, T) une application Gibbs-Markov ergodique. Soit r une fonction mesurable
et pa-presque sirement strictement positive sur A. Soit d un entier positif, et soit F une fonction
définie sur A, a valeurs dans 7% et o(m)-mesurable (c’est-a-dire presque stirement constante sur
chaque élément de la partition ).

La 72 extension de base (A, 7,da, B, ua,Ta), de fonction de saut F et de temps de saut r est
le systeme dynamique (Q, p1, (9¢)1>0) défini de la fagon suivante :
o O est lespace quotient de l’espace topologique A x 7% x R, par la relation d’équivalence ~
définie par (z,q,r(z) +t) ~ (Ta(z),q + F(x),t) pour tous (x,q,t) dans A x Z¢ x R, ;
o Le semi-flot (g¢)i>0 agit sur A X 7% x R, par translation sur la troisiéme coordonnée, et sur
Q par la projection canonique de cette action (qui est bien définie) ;
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o i = pug ® Leb®Leb sur A x Z% x Ry, et est définie sur Q par restriction au domaine
fondamental {(x,q,t) € AxZ4 xRy : t < pa(x)}.
Nous utiliserons souvent lidentification Q ~ A x Z< x [0,7).

Une telle extension est dite dégénérée si F' peut étre écrite comme la somme d’une fonction a
valeurs dans un translaté d’un sous-réseau propre de Z% et d’un cobord.

Cette notion de dégénérescence recouvre 3 la fois le cas ot le processus de la Z? extension
vit dans un hyperplan, auquel cas la dimension du processus est strictement inférieure a d (par
exemple, une marche aléatoire de dimension 1 dans Z?2), et le cas ol la dimension d est adaptée,
mais ot le processus a une période (par exemple, la marche aléatoire simple sur Z ou Z?). Quitte
4 ajouter un cobord & F' et & itérer la transformation sous-jacente, on peut supposer qu’une Z%
extension dégénérée prend ses valeurs dans un sous-réseau de Z%, qui est isomorphe & Z pour un
certain d’ < d. On ne perd donc rien en généralité en se restreignant aux processus non dégénéreés ;
cependant, cette hypothése élimine des causes évidentes de non-ergodicité, et simplifie notablement
les énoncés des théorémes.

Considérons une Z? extension ergodique de base (A, pa,T4), de fonction de saut F et de temps

de saut r. On identifie A avec Ay := A x {0} x {0}, et on définit :

e Le temps de premier retour ¢ en Ay par ¢(z) :=inf{t > 0: g¢:(x,0,0) € Ay} (cette fonction
peut étre étendue a Q) ;

e Le temps local en Vorigine par & (z) := Card{s € (0,¢] : gs(x,0,0) € Ap};

e Le temps de premier retour discrétisé @ en Ag comme étant le temps de premier retour en Ay
pour la Z¢ extension avec la méme base, la méme fonction de saut, mais un temps de saut
constant et égal a 1;

e La position au temps ¢ comme étant, 'unique élément S; € Z tel qu'il existe y € A et s < 7(y)
tels que g+(x,0,0) = (y, St, 3).

Le semi-flot étant supposé ergodique, les fonctions ¢ et @ sont presque sirement finies. La fonction
P est le temps de premier retour en A x {0} pour le systéme dynamique ergodique et préservant
la mesure T'(z, q) := (Ta(z),q + F(x)) sur A x Z9,

Gréace au travail de la partie 3.1, on dispose déja des fonctions “temps de N-iéme retour en Agy”
TN et “temps local en Ay” (&;). En prenant r = 1, on définit aussi des version discrétisées de ces
quantités, que 'on distinguera par une barre : (S;), 7w, (&), ¥(t)...

Perturbation de ’opérateur de transfert

Dans la sous-partie 1.1.2, nous avons présenté quelques fondamentaux de théorie spectrale
appliquée & l'opérateur de transfert d’un systéme dynamique Gibbs-Markov. Dans ce qui suit,
nous nous intéressons aux perturbations de 'opérateur de transfert pour un systéme dynamique
mesuré général, avant de regarder de plus prés le cas des applications Gibbs-Markov.

Rappelons que 'opérateur de transfert £ associé au systéme dynamique (A, pa,T4) peut étre
défini par :

Lf@)= >, 9Wfly) ¥[eL(A pa)
{y : Tay==}
ou g est l'inverse du jacobien de la transformation T4 par rapport a la mesure fi4.
Donnons nous une fonction potentiel ¢ : A — C mesurable et telle que R(¢) soit bornée

supérieurement. Alors on peut définir un nouvel opérateur L4, qui agit continiment sur L' (A, p4)
par :

Lof(z):= > e®Wgy)fly) =L(f)(x) ¥ feL' (A pa).
yeT, ' ({=})

Soit T¢ ~ (R/27Z)¢ le tore de dimension d. Dans cette partie, on utilisera plus particuliérement la

famille & deux paramétres d’opérateurs perturbés (£_3T+Z‘<va>)s>0 weTd" Cette notation étant un

peu lourde, nous 'allégeons ainsi :

‘Cs,w = Lfsr+i<w,F) .
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Suivant les propriétés des fonctions r et F', ainsi que de ’espace de Banach B choisi, il se peut
que les opérateurs L, ,, agissent toujours continiment sur B. Si elle existe et est unique, on notera
psw la valeur propre de module maximal correspondant & cette action. Si de plus le sous-espace
propre associé & la valeur propre p, ., n’est pas inclus dans ’hyperplan des fonctions d’intégrale
nulle, on notera f,,, 'unique fonction propre associée qui soit d’intégrale 1.

Si le rayon spectral essentiel de £ agissant sur B est strictement inférieur a 1, et si le systéme
(A, 114, T4) est faiblement mélangeant, alors 1 est une valeur propre isolée de multiplicité 1, et le
reste du spectre de L est inclus dans un disque de rayon strictement inférieur & 1. Dans ce cas,
tout opérateur £’ suffisamment proche de £ en norme d’opérateur a une unique valeur propre de
module maximale, qui est de multiplicité 1 et est proche de 1 [46, Part IV.3.5],

Pour la plupart des applications, ils sera utile de supposer que la famille d’opérateurs (L .,)
est continue pour de petites valeurs de s et de w. Entre autres, cette hypothése implique que la
valeur propre principale p; ,, et la fonction propre associée f; ,, sont bien définies et sont continues
en tant que fonctions de s et de w prés de Porigine [46, Part IV.3.5].

Hypothése 3.2.2 (Continuité de la perturbation).

Il existe un voisinage U de 0 dans R et un voisinage V de 0 dans T¢ tels que la famille
d’opérateurs (Ls.w)(s,wycuxv dépend contindment de (s, w) pour la norme d’opérateur.

De plus, L a une valeur propre simple isolée en 1.

Systéme induit

Considérons une Z? extension d'un flot de suspension de base (A, 14, T4), de temps de saut r
et de fonction de saut F. Supposons que ce systéme est ergodique et conservatif. Pour p4-presque
tout x € A, définissons Tx € A par :

Go(x) (:E, 0, 0) = (TZL', 0, 0),
ou, de facon équivalente, pour presque tout x dans A,
Tz = Tf(x)x.

Alors T est une transformation de A qui préserve p 4 et qui est ergodique. De plus, T} a un nombre

dénombrable de branches pour tout n > 0, donc 7" a aussi un nombre dénombrable de branches.
L’opérateur de transfert £ associé & T est bien défini; pour tout f € L',

Liw) = Y dw)iw),
yeT~1({z})
ou :
B(z)-1 o
g(x) = H g(Tf‘x) = ”%(=) ng(f).
k=0

Nous pouvons définir une famille d’opérateurs perturbés (Es) qui agissent sur L'(A, ua) par
Lsf = L(e*¢f). Cependant, méme si l’action de £ sur un espace de Banach B vérifie de bonnes
propriétés, ce n’est en général par le cas de 'action de £ sur le méme espace de Banach B.

Armés de la notion de systéme induit, nous pouvons énoncer un nouvel ensemble d’hypothéses.
Bien qu’il puisse pour l'instant sembler obscur, il sera trés utile par la suite; nous renvoyons le
lecteur curieux au lemme 3.2.5 pour voir comment un tel ensemble d’hypothéses peut apparaitre.

Hypothése 3.2.3.

Il existe un réel B € [0,1] et une fonction G, définie sur un voisinage de 0 dans R, et d valeurs
réelles, tels que :

o limg+ G = 400

o (G est a variation réguliére d’indice —f en 0 ;
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o Pour toute fonction f € B positive,

o0
ZZ?f =G(s) (/ fdpa+ 0(1)> dans B quand s tend vers 0,
n=0 A

ot le terme o(1) est négligeable dans B et uniforme en f sur tout sous-ensemble borné de B.

Remarquons que, sous cette hypothése, pour toute fonction f € B positive, pour tout s > 0
suffisamment petit,

(Id —ES) Jio Lrf=f. (3.2.1)
n=0

En effet, B C L, donc ::) ng est une somme intégrable de termes positifs. La suite des sommes

partielles ( PO Lhf ) _, converge donc dans L'. Comme l'opérateur L, agit contintiment sur L,
n>0

pour toute fonction f € B positive,

N-1

(Id —ZS) :fo [nf = (Id —ZS) Jim 7L

~ N-1 ~
. (a-2) 52

~ lim (Id—EgV)f

N—+o00

:f)

ot la limite est prise dans L'.

L’un des buts de cette partie est de trouver une fonction G ayant les propriétés décrites dans
I’hypothése 3.2.3. L’outil principal pour ce faire est le lemme 3.2.5, mais le calcul de G aura lieu
dans la partie 1.5.

Perturbation pour des applications Gibbs-Markov

Une premiére remarque importante est que, si application a la base est Gibbs-Markov, alors
I’application induite peut aussi étre munie d’une structure Gibbs-Markov. Supposons que la base
est une application Gibbs-Markov (A, 7, A, 4, T4). Revenons a la sous-partie 1.2.5. Pour tout
n > 0, I'événement {p < n} ne dépend que de la valeur de (F,FoT,---,F oT" 1); la fonction
F étant Fi-mesurable, cet événement est F,-mesurable. Par conséquent, ¥ est un temps d’arrét
pour la filtration (F,)n,>0 qui est presque strement strictement positif et fini. On utilise alors
le lemme 1.2.6 pour définir une nouvelle application Gibbs-Markov (Ag, 75, A, B, ta, Tiz). La z4
extension initiale est alors un facteur du semi-flot Gibbs-Markov de base (Ag, 7z, A, B, ita, T) et
de hauteur ¢. Nous noterons D := Dy y et Dy := Dy . Si I'opérateur £ agit bien sur Lipy°, ce
n’est pas le cas de L ; espace de Banach naturel sur lequel on peut faire agir L est Lipgz.

Pour démontrer le lemme 3.2.15, qui est essentiel pour le calcul des asymptotiques du temps
local, nous aurons besoin d’un contréle trés précis du comportement des opérateurs de transfert
perturbés. C’est & ce niveau, principalement, qu’interviendra ’hypothése selon laquelle la base de
la Z% extension est Gibbs-Markov. Le lemme suivant, qui permettra d’avoir un tel controle, est
construit sur les modéles de [31, lemme 3.5] et [31, corollaire 3.6].

Lemme 3.2.4.
Soit (A, 7, A\, ua, Ta) une application Gibbs-Markov mélangeante. Soit d un entier positif. Soient
r et F' des fonctions mesurables sur A, a valeurs dans Ry et dans R? respectivement. Supposons
que E(D(r)) est fini, que F' est o(m)-mesurable, et que F € LP(A, ua) pour un certain p > 1. Alors
il existe k € (1, ] et une constante C > 0 tels que :
o La famille d’opérateur (Esw)(s,w)eRJ,de est continue en tant que fonction de (s,w) pour la
norme d’opérateur sur Lip} ;
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£ - ES,OHLipoo_)Lipoo < O/ 1—e " dua;
K K A
o Pour tout s suffisamment petit et pour tout w,
||£S,w - ESvO”Lip?%LipZO S C ||w|| .

Démonstration.

Le premier point est vérifié si 'on suppose que E(D(r)?) est fini, de par la remarque suivant
le lemme 4.1.2 dans [32]. Cependant, d’aprés la méme remarque, la condition E(D(r)) < 400 est
suffisante si I’on prend k < V.

Le second point se montre en modifiant légérement la preuve des lemmes 4.1.1 et 4.1.2 dans
[32]. On obtient alors :

||£ - ES,O

|Lip,;'°~>Lip2O < C'max {Sa /A 1—e" dMA} )

mais si 7 n’est pas uniformément nulle alors s = O([, 1 —e™*" dua).

La démonstration du troisiéme point est plus compliquée. Soit € (0,1]. Dans ce qui suit,
nous posons k := A". Pour tout (s,w) € Ry x T? et a € 7, définissons une fonction 1), ,, sur A
par ¥, () = e~ sTWHiw.F)(Y) des qu'il existe un y € a tel que Tuy = x, et s w(z) = 0 sinon.
Définissons ensuite un opérateur M, , ,, agissant sur Lip,° par :

Maswf(@):= Y la(y)e @R Wg(y)u(y).
y: Tay=x

Fixons un s > 0. D’aprés la preuve du lemme 4.1.2 dans [32], il existe une constante C' qui ne
dépend pas de a et telle que, pour tout w € T¢ :

[ Ma,s,0 — Ma)570||Lip:°—)Lipz° < Cpa(a) [[¥s,w — wS)OHLip:C .

Soient z et 2’ dans le méme cylindre ¢’ € 7. L’image d’un cylindre par une application Gibbs-
Markov est une union de cylindres, donc ou bien z et 2’ ont tous les deux une pré-image dans a,
ou bien aucun des deux n’a de pré-image dans a. Supposons que les deux ont une pré-image dans
a (Pautre possibilité est triviale), et notons y et y’ respectivement ces pré-images. La fonction F
est supposée étre o(m)-mesurable, donc F(y) = F(y'), et :

W}s,w(z) _1;[}3,0(1') - 77037111(37/) + 1/)3,0(17/”

- ‘e—sr(y)H(w,F)(y) — eSO F)(y) _ p—sr(y)+ilw, F)(y') 4 o—sr(y)+i(0,F)(y")

— ‘1 _ oW F)(y)

’e—srw) )

1 ,
< Cslrly) = )" [ 1= 0] dpa.

pa(a)

On en tire une majoration de la semi-norme lipschitzienne de la fonction s ., — s :
5D [~ el ) < Ol a7 | 0PI i
aen ’ ’ LIPH(UJ ) - Llpm(a) HA(Q’) o
Il reste & estimer ||1)s . — ¥s,0lj . Pour tout o’ € m et tout y € a,

. 1
Vs — Vsl o o < ‘1 _ iw,F)(y) < 7/ w, FY| dua.
” ||]L ( ) uA(a) a‘< >|

Finalement, on obtient :

[Ma,s,0 — Ma)370||Lipz°—)Lipzo <C (1 +s"r Zipn(a)> / [(w, F)| dpea.
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On somme ces inégalités pour tout a € 7 :

I£2in = Laollpsnie < Cllul 3 (14710l ) [ 171 d

acm

— Ol ( J P dat 7S, o [ 1P duA>.

acm

Par l'inégalité de Holder,

;‘LLA ‘ |L1pm(a)'u/ /” || dNA
" ! N
(Z“A Il >> (Zm(a) (um / hl duA) )

<
aem aem
.\
- (Z ala |r|Llp;(a>> Talle
aem

Choisissons 17 = 1 —1/p. Alors la borne ci-dessus est finie, donc [|£s,0 — Ls,wllpipee spipe = Ol[wl])
uniformément sur tout compact de R;.. O

Prenons un peu d’avance sur I’écoulement de la thése. Par le lemme 3.3.1 (qui peut étre démontré
indépendamment), si E(D(r)) est fini, alors E(Dgz(¢)) I'est aussi. Le lemme ci-dessus implique alors
que la famille & un paramétre d’opérateurs (Zs)szo est continue. Sila Z? extension est ergodique, on
peut définir la valeur propre principale ps de /33 de sorte qu’elle soit continue pour de petites valeurs
de s, et égale a 1 si s = 0. Le lemme 3.2.14 pourra méme étre utilisé pour estimer le comportement
de ps au voisinage de 0, et montrer que (Id —L;) est inversible pour de petite valeurs de s.

Nous n’aurons pas besoin d’utiliser ces propriété additionnelles des applications Gibbs-Markov,
mais elles rendent une partie de l'algebre plus intuitive. Par exemple, elles permettent d’écrire
Id—L,)* oo E" pour de petite valeurs de s.

Hypothéses d’intégrabilité

Nous allons démontrer des théorémes limite sous diverses conditions sur le temps de saut r et
la fonction de saut F, qui s’expriment aisément en termes de fonctions & variation réguliére. Nous
en profitons pour définir des fonctions H, I et P sur un voisinage de 0 dans R, T? et R, x T¢
respectivement. Les fonctions H et I sont associées & r et & F respectivement. Ces fonctions
apparaissent naturellement quand ’on étudie le comportement de la valeur propre principale pg
des opérateurs perturbés pour de petites valeurs de s et de w. Nous nous servirons aussi des

fonctions H et I pour donner le résultat de nos calculs a la fin de cette partie.

Nous supposerons que le temps de saut r vériﬁe I’'une des hypothéses suivantes :

e 7 est intégrable. Nous posons alors H(s) := s fA rdua;
e r n’est pas intégrable, mais P, , (r > t) est variation réguliére d’indice —1. Nous posons
alors H (s —sfo/g P, (r>t)dt;

o La fonctlon P,,(r > t) est & variation réguliére d’indice —f3 € (—1,0]. Nous posons alors
H(s):=T(1—-pB)P,,(r>s").
Dans ces trois cas, la fonction H peut étre étendue par continuité en 0 par H(0) := 0. Cette
fonction est définie de telle sorte que E(1 —e™*") ~ H(s) en 0.

Nous supposerons que la fonction de saut F' vérifie I’'une des hypothéses suivantes :
e Fest dans L2(A, j14) et satisfait les hypothéses d’un théoréme central limite, c’est-a-dire que
N~1/28yF converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne d’opérateur de covariance
2
S non dégénéré. Nous posons alors I(w) := H\@U}H /2;

e F n’est pas dans L2(A, 14), et il existe une fonction J & variation réguliére d’indice v € (1, 2]
en 0 et un automorphisme M de R? tels que E(1 — eX*F)) ~ J(||Mw||) en 0. Nous posons
alors I(w) := J(||Mwl|).
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Ces deux hypothéses impliquent que F' est non seulement intégrable, mais aussi qu’il existe un ¢ > 1
tel que F € LY(A, ua). De plus, si F vérifie 'une de ces hypothéses, alors F' est dans le bassin
d’attraction d’une loi de Lévy stable symétrique de paramétre dans (1,2]. Nous n’étudions pas le
cas des fonctions de saut dans le bassin d’attraction d’une loi de Cauchy. D’aprés les résultats de
la sous-partie 1.3.4, en dimension 1, le second cas est vérifié si F' a des queues a variation réguliére.
Plus précisément, si la fonction F n’est pas dans L2, et P, (|F| > x) est a variation réguliére
d’indice —2, alors nous choisissons I(w) = w?/2- [, F21{_ -1 -1} (F) dpa [41, théoréme 2.6.2].
SiP,,(F>ux)et P, (F < —x) sont équivalents et a variation réguliére d’indice v € (-2, -1),
alors nous choisissons I(w) =P, (F > |w|™!) [41, théoréme 2.6.5].

En dimension 1, nous supposerons toujours que M = Id.

Soit K > 0 tel que 1/J est bien défini et localement intégrable sur (0, K). Nous posons alors
J(z) = fo t/J(t) dt pour tout x € (0, K). Par exemple, si J(x) ~ 2%/2, alors J(z) ~ —2In(x) en
0. La fonction J apparaitra lors de I’étude des semi-flots Z2-périodiques.

Finalement, nous posons P(s,w) := H(s) + I(w) dés que cette fonction est bien définie.

3.2.2 Propriétés statistiques de semi-flots Z?périodiques
Une équation de renouvellement

Le coeur de cette partie est que, pour controler ZS pour de petites valeurs de s, il suffit de
controler L, ,, pour de petites valeurs de s et de w. L’outil principal permettant ce controle est le
lemme suivant, que nous énoncons sous des hypothéses assez générales.

Lemme 3.2.5 (Equation de renouvellement).

Supposons que le rayon spectral de L, est strictement inférieur a 1 pour tout s strictement
positif et suffisamment proche de 0. Alors, pour tout s strictement positif et suffisamment proche
de 0, pour toute fonction f € B positive,

+o0 1 +o0
Lrf = b 2.2
;ﬁaf (27T)d Ad kZ:O[’s,wf dw’ (3 )

ot les séries de fonctions convergent dans LY (A, ).

Cette équation est connue - sous différentes formulations, et avec des opérateurs différents -
au moins depuis les travaux de M. Pollicott et R. Sharp [57], et a été utilisée dans des articles
subséquents [9] [8]. Elle reste vraie, & des modifications mineures prés, si I’on remplace I'opérateur
de transfert par des opérateurs de Ruelle, sans le jacobien; on parle alors de “séries de Poincaré
tordues”.

Démonstration.

Soit s > 0 et suffisamment petit. Soit f € B une fonction positive. La fonction ::5 ng est
bien définie sur A, si 'on admet qu’elle puisse prendre la valeur +oo. L’équation (3.2.2) repose sur
le fait que p = ST4r oil n est le nombre de pas qu’il faut au semi-flot pour revenir en A x {0}, et
que Ing = ST4 In g pour le méme entier n. Par conséquent, pour tout z € A :

+oo +00 B )
P~ —s T T na

§ 'Cgf(x) = E E e 350 e W) eSn W) £y

n=0 n=0 {y: Tn (y)=c}

> T T
— Z Z e 55,4 7(1) S A In g(y)l{o}(SgAF(y))f(y).
k=0 {y: T} (y)=2}

L’étape suivant consiste & utiliser de ’analyse de Fourier, et en particulier la formule d’inversion
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de Fourier, pour éliminer la fonction 1;4,. Remarquons que 1/{0\} =1 sur T%.

+oo +oo
~ 1 —sSFAy i(w,S; TA In
S Lrf(a) = WZ 3 /’]I‘de SEAT() i ST F ) ST 090 £ () duy

n=0 k=0 {y: TX(y)==}

—+o00
1
= — ck dw.
gt [, 3 L) du
k=0
Par le théoréme de Fubini-Lebesgue, on peut inverser la somme et 'intégrale :

e ¥

k=0{y: T} (y)==}

“+o0
e S T i S S ) £(3) | dw =37 £ (@), (3.23)
k=0

Comme on a supposé que le rayon spectral de L, est strictement plus petit que 1, la suite

HLI:,OH 5 décroit a vitesse exponentielle, et le membre de droite est bien défini. O

Remarque 3.2.6 (Equation de renouvellement pour d’autres potentiels).

Soit h une fonction mesurable, a valeurs compleze et bornée sur A. Alors on peut définir d’autres
opérateurs de Ruelle par :

Lhswf(x)= Z W) =)W F) ) £ ()
veT; " ({z})

Si h = Ing, on retombe sur l'opérateur de transfert. Posons %(x) = S%{‘x)h(x) pour presque tout
x €A, et:

Zﬁ,sf(x) _ Z eﬁ(y)fsw(y)f(y)_

yeT 1 ({x})

Sous des hypothéses bien choisies, on peut obtenir une variante de I’équation de renouvellement,
qui relie L, et Lp s En particulier, pour tout s € [0,1], le cas h = slng est intéressant. En

effet, on a h = sIng. Les articles [57], [9] et [8] utilisent ces opérateur avec s = 0 pour compter les
géodésiques fermées sur des variétés hyperboliques de courbure sectionnelle strictement négative.
Nous travaillons ici avec s = 1.

Remarque 3.2.7 (Utilisation de I’équation de renouvellement).
Informellement, I’équation (3.2.2) peut étre lue comme étant :

(Id 723)_1 = ﬁ /w (Id—Ly.0) " duw, (3.2.4)

de telle sorte que :

1 1 / 1
_~ dw, 3.2.5
L—ps  (2m) Jpa 1= psw ( :

ot la croissance de l'intégrale quand s tend vers 0 est due auz petites valeurs de w. Informellement,
Péquation (3.2.2) relie donc le comportement de la valeur propre principale ps (qui peut ne pas étre
définie) de L, pour de petites valeurs de s et le comportement de ps., pour de petites valeurs de s
et w.

D’aprés le travail de la sous-partie 1.2.5, si la base (A, pa,Ta) est Gibbs-Markov, si la fonction
de saut I est o(m)-mesurable, si la Z¢ extension est ergodique et conservative, et si la fonction r
est lisse, alors l'équation (3.2.4) est rigoureuse.
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Temps de premier retour

Notre premiére application de ’équation de renouvellement consiste & obtenir un équivalent de
la queue du temps de premier retour ¢ en A x {0} x {0}. On cherche tout d’abord un équivalent de

la transformée de Laplace de ces queues f0+oo P(¢ > t)e st dt pour s proche de 0, puis on utilise
un théoréme taubérien.

Proposition 3.2.8 (Queues du temps de premier retour).
Sous Uhypothése 3.2.3, supposons que B C L (A, ua) et que B € [0,1). Alors :

1

~N—_————— . 2.
P (o >1) T =BG/ quand t tend vers +oo (3.2.6)

Démonstration.
Avant de pouvoir appliquer des résultats sur les opérateurs de transfert, on doit les forcer a
apparaitre. D’apres le théoréme de Fubini, pour tout s > 0,

400 p(z) 1— —se g
/ Py > t)e* dt = / / et dt dpa(x) = M.
0 AJo

S

C’est ici que ’hypothése 3.2.3 intervient. Soient 8 et G le paramétre et la fonction donnés par
I’hypothése 3.2.3. Alors, d’aprés le commentaire qui la suit :

“+o0

1:/A(Id—£~S)ZZ?1d,uA

n=0
=/;@d<@)G®X1+dU)MM

:G(s)/Au—e—W)(Hou)) dji. (3.2.7)

Comme la norme de Pespace B domine la norme du supremum, la fonction o(1) décroit unifor-
mément, et :

/(1 — e )0(1) dpia
A

< [ dualoll = [ 1= ¢ dua o).
A A
On insére cette inégalité dans 1’équation (3.2.7), pour finalement obtenir :

1= G(s) /A 1= e dpa(l+o(1)),

et donc :
+oo . 1
P te % dt ~ ——.
| re>oe Ee)

La fonction G est a variation réguliére d’indice 8 € [0,1) en 0, donc la fonction s — (sG(s))~
est & variation réguliére d’indice 1 — 5 > 0 en 0. D’aprés le théoréme taubérien de Karamata 1.3.6 :
1

Blo> 0~ s pyan -

1

Remarque 3.2.9 (Cas Gibbs-Markov).
Dans le cas ot la Z¢ extension du semi-flot a une base Gibbs-Markov et ot les fonction F et r
ont de bonnes propriétés de régularité, on a plus simplement :

+oo 1 _ 1_ ~S
/ P, (> t)e ™ dt = */ (Id —Es) Tdpa ~ P :
0 A s

S

I’équation de renouvellement permet de connaitre le comportement asymptotique de (1 — ps)~1 en
0, et de la celui de (1 — ps).
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Temps locaux

Notre deuxiéme application de ’équation de renouvellement consiste & trouver des asympto-
tiques en loi pour le temps local &;. Nous employons la méthode des moments.

Lemme 3.2.10 (Moments du temps local).

Supposons que U'hypothése 3.2.3 est vérifiée. Soit p un entier positif. Soit v une mesure de
probabilité sur Ag qui est absolument continue par rapport 6 pa, et dont la densité est dans B.
Alors :

pIG(1/t)”

E, (&) ~ T +p5)

quand t tend vers +oo. (3.2.8)
Démonstration.

Posons h := dv/dua. Le cas p = 0 étant trivial, supposons que p est strictement positif. On
cherche d’abord un équivalent quand s tend vers 0 de :

/om ras= [ [ et ag wh(e) dpato)

A son n-iéme retour, la fonction &7 croit de (n — 1) a nP, donc, pour tout x € A,

~+o0 oo 7
| e agt@ = Yo — e s,
0

n=1

En utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, on force les opérateurs de transfert & apparaitre :

+oo too T
[ e e = S - =) [ TOh) duat

n=1 A
+0o " 7
=Y = =17 [ B o) dpato)
n=1 A
00 7
=Y -1 [ 3 T W SOy duate)
n=1 Ay:fmy:w
00 "
=Y~ (0= 1) [ Erhdua
n=1 A
En manipulant des séries entiéres, on a alors :
“+o0 —+o00
> P —(n-1P)X"=(1-X)) nPX"
n=1 n=1
N zp: A(p, k)
e (1-X)E

0
ot les A(p, k) sont des entiers tels que A(p,p) = p! (ils sont liés aux nombres eulériens). Par
conséquent,

+o0 P too k
—st 4R, (¢7) = A(p, k £} hdpa.
/0 et dE, (&) /A; » ><Z ) i

~\k
L’hypothése 3.2.3 implique que ( Z:E) ﬁ?) h = G(s)*(1 4+ o(1)). Comme A(p,p) = p!, le terme

dominant dans cette expression est p!G(s)P :
—+o0
/ e *" dE, (&F) ~ p!G(s)? quand s tend vers 0.
0

La fonction GP est a variation réguliére d’indice Sp € [0, p). On conclut en utilisant le théoréme
taubérien de Karamata 1.3.5. O
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A partir de la limite des moments, on déduit la limite en loi du temps local renormalisé.

Proposition 3.2.11 (Asymptotique en loi du temps local).
Supposons que Uhypothése 3.2.3 est vérifiée. Soit v une mesure de probabilité sur Ay qui est
absolument continue par rapport a pa, et dont la densité est dans B. Alors :

ra
L+ B)e — Y3 quand t tend vers 400, (3.2.9)

G(1/t)
ot la convergence est en loi et ot Yy suit une loi de Mittag-Leffler standard de paramétre (3.

Démonstration.

La fonction caractéristique d’une loi de Mittag-Leffler a un rayon de convergence stricte-
ment positif en 0. Les lois de Mittag-Leffler sont donc caractérisées par leurs moments. Par [10,
théoréme 30.2], si un processus stochastique (X;);>o est tel que tous les moments de X, existent
et convergent vers les moments correspondants d'une variable aléatoire Yz qui suit une loi de
Mittag-Leffler standard de paramétre 3, alors X, converge en loi vers Yj.

Soit p un entier positif. D’aprés le lemme 3.2.10,

L+ , PP+ 8P
E, ((G(l/t)) ) — Tai8) ~ E(Y3) quand ¢ tend vers +oo,

oll Yp suit une loi de Mittag-Lefller standard de paramétre 3. O

Remarque 3.2.12 (Cas Gibbs-Markov).
Dans le cas ot la Z¢ extension du semi-flot a une base Gibbs-Markov et ot les fonction F et r
ont de bonnes propriétés de régularité, on a plus simplement :

400 . p N\ —k ~\ P
/0 e tdEV(gf):/q’;A(p,k) (Id—[is) hdqup!/A(Id—Es) hdua.

Quand le systéme sous-jacent est Gibbs-Markov, la proposition 3.2.11 peut étre renforcée :

Corollaire 3.2.13 (Limite en loi de sommes de Birkhoff).

Supposons que le systéme dynamique (A, ua,Ta) peut étre muni d’une structure Gibbs-Markov
par rapport & laquelle E(D(r)) est fini et F est o(r)-mesurable. Supposons que la 7% extension
d’un semi-flot Gibbs-Markov (2, 11, (g¢)) de base (A, pua,Ta), de temps de saut r et de fonction de
saut F' est ergodique et conservative. Supposons que l’hypothése 3.2.3 soit vérifiée.

Alors, pour toute fonction f € LY (2, 1), pour toute mesure de probabilité v < u,

(1 ¢

M/ fogsds— / fdup-Yg en loi quand t tend vers +oo, (3.2.10)
G(1/t) Jo Q

ot le point de départ est choisi suivant la loi v et Y suit une loi de Mittag-Leffler standard de

parameétre 3.

Démonstration.

Le temps de saut r est presque strement strictement positif et lipschitzien sur chaque élément
de la partition. On peut donc trouver un cylindre sur lequel il est borné inférieurement par un réel
strictement positif. Quitte & induire sur ce cylindre, on peut supposer sans perte de généralité que
r est borné inférieurement par un réel ¢ > 0.

1

Soit f. la fonction qui vaut e~ sur A x [0,¢] x {0}, et 0 ailleurs. Alors, pour tout = € Ag, on

§t(33)§/0 feogs(z)ds < &(x)+ 1.

Par la proposition 3.2.11, pour toute fonction h € Lip®, sous la loi h du4, la convergence (3.2.10)
a lieu. Or Lip™ est dense dans L.'. Donc, sous toute mesure de probabilité v < p4, la convergence
(3.2.10) a lieu.
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Supposons que le point de départ x est choisi selon une mesure de probabilité v <« u. Par
Pargument utilisé dans la démonstration de la proposition 3.1.2, quitte & ajouter un décalage
de temps (), on peut se ramener au cas précédent. Or, comme 7 est borné inférieurement, la
variation du temps local est bornée sur tout intervalle de temps borné. Ce décalage de temps n’a
donc aucune influence sur le comportement asymptotique du temps local. Le corollaire 3.2.13 est
donc démontré pour la fonction f.. Pour le cas général, il suffit d’appliquer le théoréme de Hopf
pour les semi-flots. O

3.2.3 Perturbation de la valeur propre principale

Comme nous ’avons fait remarquer dans la sous-partie précédente, nous aurons besoin d’un
controle précis de la valeur propre principale de L, ,, pour pouvoir démontrer des propriétés rela-
tives au temps de premier retour et au temps local de Z? extensions de semi-flots Gibbs-Markov.
Nous y parviendrons grace a trois lemmes. Le premier lemme donne un développement de la valeur
propre principale de L; o au voisinage de 0, sous des hypothéses spectrales sur le systéme. Le second
lemme améliore le premier et permet d’approcher la valeur propre principale de £ ,, au voisinage
de 0. Finalement, le troisiéme lemme traite des valeurs de w loin de l'origine. Nous supposerons,
pour le second et le troisiéme lemme, que le systéme sous-jacent est Gibbs-Markov ; cette hypothése
est cruciale dans le deuxiéme lemme, et pratique pour le troisiéme.

Lemme 3.2.14.

Supposons que Uhypothése 3.2.2 est vérifie, que B C L°(A,ua), et que r satisfait 'une des
hypothéses de la sous-sous-partie 3.2.1. Alors la fonction s — ps o est continue sur un voisinage de
0 dans R, et :

1—pso~ H(s). (3.2.11)

Si en plus le systeme (A, pa,Ta) peut étre muni d’une structure Gibbs-Markov pour laquelle
E(D(r)) est fini, alors :
I1£ = Lsollg_s = O(H(s)), (3.2.12)

et :
11— fsollg = O(H(s)). (3.2.13)

Démonstration.
On commence par démontrer ’équation (3.2.11). Soit s suffisamment proche 0. Par définition,

ps,Ofs,O =L (eisrfs,O) )

ce qui donne, en intégrant sur A,
Ps,0 = / e_srfs70 dMA
A

La famille de fonctions propres (fs o) est continue pour la norme B [46, théoréme 3.16], qui
contrdle la norme L°>° d’ou :

1= pua= [ adua= ([ 1= dur) @+ o).

Maintenant, on réécrit ’équation ci-dessus :

1 T(I) —+00
f/ 1—e " dus = / / e St dt dua(z) = / e "', , (r>t) dt.
S§JA AJo 0

Si r est intégrable, I'intégrale converge de fagon monotone vers [ 47 dpa, est nous avons fini.
Suppose que r n’est pas intégrable. Si la fonction ¢ — P, , (r > t) est & variation réguliére d’indice
—f € (—1,0], on utilise le théoréme taubérien 1.3.6. Si la fonction ¢ — P, , (r > t) est & variation
réguliére d’indice —1, on utilise le théoréme taubérien 1.3.7.

Comme nous avons obtenu un équivalent de fA 1 —e7°" dug, dans le cas Gibbs-Markov, les
équations (3.2.12) et (3.2.13) découlent du lemme 3.2.4. O
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Passons maintenant au développement asymptotique de la valeur propre principale p; -

Lemme 3.2.15.

Soit (A, m,d,pa,T) une application Gibbs-Markov mélangeante. Soit d > 0. Soient F et r, a
valeurs dans 74 et R respectivement, tels que E(D(r)) soit fini et F soit o(m)-mesurable, et les
fonctions r et F satisfassent 'une des hypothéses correspondantes de la sous-sous-partie 3.2.1.

Supposons que F € 1.2, ou que r € L pour un certain q¢ > 1. Alors, la famille d’opérateurs
(Lsw) agissant sur Lip™ satisfait :

Psw =1 — P(s,w) + o(P(s,w)) au voisinage de 0. (3.2.14)

Démonstration.

La démonstration est divisée en quatre parties, avec des sous-parties correspondant aux deux
situations possibles dans I’énoncé du lemme. Les deux derniére parties concernent exclusivement
le cas F € L2.

Sur un voisinage de 0, la valeur propre principale de L ,, peut s’exprimer de la facon suivante :
Ps,w = / eierri(w’F) fs,w d,UJA
A

:/ e~ sTHiw.F) d,U,A+/ (675”““”” f1) (fsw — 1) dpa. (3.2.15)
A A

On pose :
Q(s,w) ::/e—sr-‘ri(w,F} dMA~
A

Dans la premiére partie de la démonstration, on calcule un développement de la fonction ) au
voisinage de 0.

Etude de la fonction Q

Découpons ) en morceaux plus faciles & manipuler :
Qs,w) = / W F) dyq + / (67" — 1) dua +/ (e7r —1) (ei<va> - 1) dpa. (3.2.16)
A A A

De plus, posons I := I si F ¢ L? et I(w) = [,(w,F)* dua sinon. Posons aussi P(s,w) :=
H(s) + I(w).

Maintenant, montrons que le terme croisé dans 1’équation (3.2.16) est négligeable. C’est ici que
la non-indépendance des hypothéses concernant r et F' intervient. Premiérement, remarquons que :

/A (e_” — 1) (ei<w’F> — 1) dpa

A ce niveau, séparons la démonstration en deux sous-parties, correspondant aux deux hypothéses
possibles sur le couple (r, F).

< Jlwl /A IF) (1= e™) dpa.

Premier cas : Supposons que F' € L2, Soit £ > 0. Soit M > 0 tel que, pour tout ¢ > M,
€

P(IF 2 0) < .

Soit ¢ > M. nous disposons d’une majoration :
IFI(1—e™) <t (I—e™) + (IF] = O)Lyry >0,
d’ou :
+oo
/ 1)l (1 —e™") dua < t/ (L—e™") dua +/ P(|F|| > s) ds
A A t

St/ (1_6_57') d/lA'i‘%'
A
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Pour tout s suffisamment petit, posons :

M.

g
e \/IA (L—er) dpa

Alors, pour tout s suffisamment petit :

/ |7 (1= e7) duA§2\/s / (1—e) dua.
A A

Cette propriété étant valable pour tout € > 0, finalement :

[[]l /A 17 (1 —e™) dpa = o||w]| VH(s)) = o(P(s,w)).

103

Second cas : Supposons que r € L pour un certain g > 1 et que F est dans le bassin d’attraction
d’une loi stable de Lévy de paramétre p € (1, 2] symétrique. Alors, pour tout € € [0,q — 1] :

_gr\1+e S €
/ (1—e™)"" dpa < / (s7) %% dpua = 815 P55 = O(s).
A A

Donc, pour tout x € (0,p — 1), pour tout € € [0,min(¢ —1,(p —1)71)] :

1
P—K

1 1-
J Q=) dun < (Pl ([ (=) 7 aua)

1- 1
< |l ( /A (1= =)'+ duA>

-0 (5(1+6>(1—p1m)) '

Soit § > 0. Par I'inégalité de Young,

]| / 1P| (1= e*") dpa=O (Hw||1°+<S n 5<1+8>(1*7@+55Tﬁp7~))) ,
A

Si k et 0 sont choisis suffisamment petits, alors ¢ peut étre choisi tel que l'exposant de s est

strictement plus grand que 1. De plus, ||w||p+(S

Joll f 171 (1 =€) diaa = oPls.w),
ce qu’il fallait démontrer.
Dans les deux cas, nous avons prouvé que 1 — Q(s,w) — P(s,w) = o(P(s,w)).

Etude d’un terme de second ordre

Nous étudions maintenant le dernier membre de I’équation (3.2.15), c’est-a-dire :

/A (e—erri(w,F} 7 1) (Forw—1) duin

= /Ae*” (ei<w7F> — 1) (fow—1) dpa +/ (™" =1) (fow —

A

= /Ae—ST (ei<w7F> _ 1) Fonw — fs0) dpin
(1) o)
A

= o(I(w)) pour tout § > 0. Par conséquent :

1) dpa

+/A (6—57' - 1) (fs,w - fs,O) d,U/A + A (6—87‘ - 1) (fs,O - 1) d/J,A
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Etant donné que F est intégrable et que Lip™ C L>°, d’aprés le lemme 3.2.14,
[ (€0 =1) (o= 1) dua = OUT() ) = o Pls. ).

De par le lemme 3.2.4, nous obtenons la borne || fs ., — fs0llz = O(||w||) uniformément en s dans
un voisinage de 0, de telle sorte que :

[ =1 U= £e) dpa = O ] = oP(ss0)

finalement,

[ =1) (o =1) dpa = O(H () = o(Ps,0)).

I nous suffit donc de controler le premier terme de la décomposition. C’est un terme en O(||wl|?).
Si F' n’appartient pas a L2, alors ce terme est négligeable par rapport & I(w), et nous en avons
terminé. Dans le reste de la démonstration, nous supposons que F € L2. Il nous faut alors un
développement plus précis de fs., — fs,0- C’est 'objet de la prochaine partie de la preuve.

Controle de f5., — fs0

Le but de cette étape est d’étudier plus en détail fs ., — fs0. La borne O(|lw||) n’étant plus
suffisante, nous allons d’abord dériver la fonction w — fs. — fs0 en 0, avant de controler le
comportement de cette dérivée quand s tend vers 0. Premiérement, remarquons que :

Psw — Ps,0 = /A/:s,wfs,w —Lsofs0dpa
= [ a0 G = Fr) dpat [ (Euw = £00) Fro dpa
+ /A (Lsw — Ls0) (fsw — fs0) dpa
= [ = £ dpat [ (07 1) fug dpea + O
Notons ]5370 lopérateur sur Lip™ défini, pour tout h € B, par :

P, oh ::/ e "h dpa - fso.
A

Alors :
05,0 (fsw = fs,0) = Ls,0 (fsw = fs,0) + (Ls,w — Ls0) fs,0
+ (ps,0 = Ps,w) fsw + (Lsw = Ls,0) (fsw — fs,0)
= L0 (fow = fo0) + L£o0 [ () 1) fo0]
+ (P50 = Pssw) foo + O(|w]|*)
= Lo (fouw = fs0) + Lo [ () 1) o]
= Pog (o = F50) = Pao (/7 = 1) fu0) + O],
et donc :

(o010 Lo+ Puo) (Fao = Fr0) = (£ao = Puo) [(¢7) 1) fuo] +O(lP).  (3:2.17)

La quantité E(D((w, F) fs0)) est finie pour tous s > 0 et w € T? suffisamment petits. De plus,
pour tout s > 0, I'opérateur Ly — PS 0 est continu de I'espace de Banach Llpd des fonctions inté-
grables f telles que E(D(f)) est fini dans Lipy°. Enfin, l'opérateur P070 est la projection canonique



3.2. TEMPS LOCAL ET DE PREMIER RETOUR POUR DES ZP-EXTENSIONS 105

sur le sous-espace propre correspondant a la valeur propre 1 de L ; l'opérateur Id —L + ﬁo,o est
donc inversible. La famille d’opérateurs (pS,O Id—Ls o+ ﬁ&o) N est continue, donc ces opérateurs
s>0

sont eux aussi inversibles si s est suffisamment petit. Par conséquent, on peut poser :

B = (ps,o Id—Loo+ ﬁs,o)_l (cs’o _ 155,0) ((w, F) fs.0) - (3.2.18)

D’aprés ’équation (3.2.17), on a alors :

Faw—F0 = et (prold—Loo + Pro) (Loo—Pug) (¢ — 1~ w. B)) fu0) + Ol

Mais (e/"F) —1 — (w, F)) fs0 = O(||lw|/?) dans Lip}. Finalement, on a donc fo — fs.0 = b +
O(|lw|?), ot le terme O(||w]|?) est uniforme en s.

Il nous reste & démontrer que la fonction (s, w) + hs,, se comporte bien au voisinage de 0. On
calcule :

(ﬁs,o — 13570) ((w, F) fs,0) = (ﬁ - 150,0) (e™*"(w,F) fs0) +/ e (w, F) fso dpa(l — fso)

A
= (£ Poo) (7" (w, F) fug) + o H(s)),

et l'opérateur £ — ]5070 est continu de Lip} dans Lipy®. Comme e~*"(w, F) f, o tend vers (w, F)
dans Lip}, le membre de droite de 'équation (3.2.18) tend vers £({w, F)) dans Lip™. Finalement,

hs,w - hO,w = O(”wH)Oé(l)’

ou :
how = (Id—L)"" L ((w, F)) € Lip™ .

Fin de la démonstration

D’aprés la partie précédente, pour tous w et s suffisamment proches de 0, on a e*wF) — 1 =
(w, F) + o(||w||) dans L?, et fs. — fs.0 = hsw + o(|Jw]). Par conséquent :

/ 5T (6i<w,F> _ 1) (fs,w — .fs,O) d,lLA
A
_ / e~ (w, FYhg o dja + o(|w])?)
A

- / <va>hs,w dpa +/ (eisr - 1) <waF>hs,w dpa + O(||”LU||2)
A A

Remarquons que la famille de fonctions (A )~ est uniformément bornée sur un voisinage de

0. L’étude de [, (e7*" — 1) (w, F)hs. dpa peut étre menée comme dans la premiére partie de la
démonstration. De plus,

J 0 F) ey = han) diaa = (o).
Pour finir,
/ esT (ei<w’F> _ 1) (Forw — fo0) dpa = / (w, FY (Id—£) " £ ((w, F) dpa + o(P(s,w)).
A A

Comme (w, Sw) = E((w, F) Id —£) ™" £ ((w, F))) est la covariance dans le théoréme central limite
[32, théoréme 4.1.4], nous retrouvons bien ’expression de P(s,w) — H(s), et :

1= psw— P(s,w) = o(P(s,w)). O
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Remarque 3.2.16.

Si les variables aléatoires r et F sont indépendantes, alors la technique de la démonstration
fonctionne méme si r et F ont des queues épaisses. On peut méme supporter une certaine mesure
de non-indépendance ; il suffit de montrer que :

ol /A 1P (1= e=") dpua = o(P(s, w)).

Pouvoir approcher ps., par 1 — P(s,w) revient & dire qu’au premier ordre, le développement
de la valeur propre principale se comporte comme si Spr et S, I étaient indépendants. C’est une
forme d’indépendance asymptotique. En particulier, le lemme 3.2.15 couvre le cas ot F € L2 et ou
r a des queues lourdes. Si l'on se place dans le contexte du chapitre 2, on peut poser F = X; et
r = pa. On dispose donc, par des méthodes spectrales, d’une forme d’indépendance asymptotique
différente du théoréme 2.1.1. Cela suggére la possibilité d’exploiter ce phénoméne pour obtenir une
autre démonstration du théoréme 2.1.3. En particulier, il serait alors possible d’affaiblir ’hypothése
“X\f| € L? pour un certain p > 2" en “X|y € L2”

Remarquons que, de facon fondamentalement similaire, la preuve du théoréeme 2.1.1 et la preuve
du lemme 3.2.15 reposent toutes deux sur la structure Gibbs-Markov du systéme dynamique sous-
jacent.

Maintenant que l’on connait le comportement de p, ., pour de petites valeurs de s et de w, il
nous faut un controéle du rayon spectral de L, ,, pour de petites valeurs de s et de grandes valeurs
de w. Nous supposerons pour cela que la Z? extension de base (A, 14,T4) et de fonction de saut
F n’est pas dégénérée.

Lemme 3.2.17.

Plagons-nous sous les hypothéses du lemme 3.2.15, et supposons que F' n’est pas la somme d’un
cobord d’une fonction & valeurs dans un translaté d’un sous-réseau propre de 7. Alors, pour tout
(s,w) # (0,0), le rayon spectral de Ly, est strictement plus petit que 1.

Démonstration.

Pour commencer, remarquons que, pour tout s > 0 et tout w € T, le rayon spectral essentiel
de L, est strictement plus petit que 1 [32, corollaire 4.1.3]. Ceci nous permet de travailler avec
des valeurs propres et des fonctions propres.

Supposons que s > 0. Soit h une fonction propre non nulle de £, ,,, et soit p la valeur propre
associée. Alors, sur {h # 0},

|ph| = |Lawh| = |L(e W E)p) | < £(e7*"|h]) < L|h|.

Donc |p||h| < L]h| sur {h # 0}. En intégrant, on obtient |p| < 1.
Supposons maintenant que s = 0 et w # 0.

Supposons que le spectre de Ly, contient un point pg . de module supérieur ou égal & 1.
Comme le rayon spectral essentiel de Ly ,, est strictement plus petit que 1, un tel point est une
valeur propre de Lo, ; soit fo, une des fonctions propres non nulles correspondantes.

Par I'inégalité triangulaire,
1£0.wfo.wllps = lpowl [ fowll < 1£1fowlllpy = [[fo.wllps -

L’opérateur £ est une contraction sur L', donc |pg .| = 1. Alors :

| fo,w] = |po,wfo,wl = [Lowfow| < L|fowl-

Comme || fo,.wllj: = [1£|fo,wlll 1, cette derniére inégalité est en fait une égalité. La fonction |fo .| €
L! est donc une fonction propre non triviale de 'opérateur £, correspondant & la valeur propre
1. Le systéme dynamique Gibbs-Markov est supposé étre mélangeant, donc toute fonction propre
correspondant a la valeur propre 1 est constante. La fonction |fo .| est donc constante. Sans perte
de généralité, on peut supposer que |fo.| = 1.
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Notons 6y, : A — T! la phase de fy ., de telle sorte que fo., = e'%.w. Soit Py ,, € T! tel que
po.w = €Fow . Etant donné que |fo | = |Lo.wfo.w], pour presque tout x, la quantité 6y ., + (w, F)
doit étre constante sur {y : T4y = z}. Par conséquent :

0o, 0T — 00w = Po.w + (w, F) [27]. (3.2.19)

Pour tout n € Z, on peut multiplier cette équation par n, et obtenir alors :

n _.n n
EO,nwa,w - pO,w 0,w-*

L’espace vectoriel Lip®™ muni de I'opération de multiplication de fonctions est une algébre, donc
fo'w appartient aussi a Lip™ et est non nul. Le complexe pf} ,, est donc une valeur propre de Lo pqp-
Si w a une coordonnée rationnellement indépendante de 7, alors 0 est un point d’accumulation de
la suite (nw),ecz. Cela contredit le fait que, par le lemme 3.2.15, si w’ est suffisamment proche de
0 mais n’est pas nul, alors les valeurs propres de Ly, sont toutes de module strictement inférieur
al.

Toutes les coordonnées de w sont donc des multiples rationnels de 7. Soit ¢ > 0 tel que qw = 0.
Alors, par I’équation (3.2.19),

400,10 T — q00,.0 = qPo,uw + (qw, F) [27q],

et, quitte & ajouter un cobord, la fonction F est & valeurs dans un translaté d’un sous-réseau propre
de Z?, ce qui entre en contradiction avec les hypothéses du lemme. O

3.2.4 Perturbations de la valeur propre principale de ’opérateur induit

Pour démontrer la prochaine proposition, nous partons du développement asymptotique de la
valeur propre principale des opérateurs (L ., ), obtenu dans la sous-partie précédente, et 'équation
de renouvellement, pour obtenir une fonction G vérifiant les propriétés de I’hypothése 3.2.3. Ceci
requiert des restrictions supplémentaires sur la dimension d et la fonction F', car il ne faut pas que
le systéme soit transient. En particulier, on aura toujours d < 2.

Proposition 3.2.18.

Soit (A, m,da, ia, Ta) une application Gibbs-Markov mélangeante. Soit d € {1,2}. Soient F et
r des fonctions d valeurs dans Z et dans Ry respectivement, telles que F est o(m)-mesurable, r
est presque sirement strictement positive, E(D(r)) est fini, les deux fonctions r et F' satisfont une
des hypothéses respectives de la sous-sous-partie 3.2.1, et a cobord prés F' ne prend pas ses valeurs
dans un translaté d’un sous-réseau strict de Z%. Supposons de plus que F € > ou que r € L9 pour
un certain q > 1.

Sid=1, pour tout f € Lip™,
1

L oV qufe L IM(H(s) )
3 ) (d=Low) ™" duf ey ey TP </Afdu,4+ (1))+0(1). (3.2.20)

Sid =2, pour tout f € Lip™,

@/TQ (1d=Lyw) " dwf = mﬂf‘(H(S))) (/AfduA +o(1)> +0(1).  (3.221)

Démonstration.

Soit V = [0,50) x U un voisinage de Porigine dans R, x T? suffisamment petit pour que la
valeur propre principale p; ., soit bien définie et continue sur V. Pour tout (s,w) € V/, notons Qs .
la projection canonique sur le sous-espace propre correspondant & la valeur propre ps ., de L .

Quitte a prendre un voisinage encore plus petit, on peut supposer que la famille d’opéra-
teurs (Id —Ls ,,) ! restreints au noyau de Qs ,, est uniformément bornée pour (s,w) € V. Par le
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lemme 3.2.17, en dehors de V, les opérateurs (Id —Ls,,) ! sont aussi uniformément bornés. Donc,
pour tout f € Lip™,

(271-(-)d /’]I‘d (Id —Es,w)_l dwf = (271_(_)(1 /U(Id _Es,w)_l Q&wf dw+O(1)

B (271r)d /U 1 —1,)5,“] dw (/A fdpa+ 0(1)> +0(1).

Définissons, pour tout s € [0, sp),

1 1
G(s) == @) /U - dw.

Quitte & choisir un voisinage V' encore plus petit, la fonction h(s, w) := 1 — p, ,, — P(s,w) est bien
définie sur V. Par le lemme 3.2.15,

lim s, w)
(s;w)—0 P(s,w)

=0.

Soit ¢ € (0,1). Quitte & prendre une valeur de sy encore plus petite, on peut choisir un paramétre
e > 0 tel que, si U est Pouvert {w € R?: I(w) < ¢}, alors :

[h(s, w)|
—= <.
W PG =°
Alors, sur V :

1 1 6 1
1—psw Pls,w)| = 1—-6P(s,w)’

En intégrant sur U, on obtient pour tout s € [0, sg) :

’G(S) ~ @t ), Po d“” < s ), P (3:2.22)

Si G(s) tend vers +o0o quand s tend vers 0, alors la contribution de l'extérieur de n’importe quel
voisinage de 0 est négligeable. En d’autres termes, le comportement asymptotique de G est une
propriété locale de la fonction (s,w) — (Ls,.,) en 0. Par conséquent, toutes les valeurs admissibles
de & donnent, la méme valeur de (2m)~% [, P(s,w) ™" dw & équivalence asymptotique prés. Comme
€ peut étre choisi aussi petit que souhaité, si lim,_,o(27) ¢ fU P(s,w)~! dw = 400 alors :

G(s) ~ (2;)d /U P(sl,w) dw. (3.2.23)

En dimension 1

Soient €,s > 0. Notons I* l'inverse généralisé de I, qui est bien défini sur un voisinage de 0. On
peut supposer, sans perte de généralité, que I est continue et strictement croissante, de telle sorte
que I* est le vrai inverse de I. Posons «y := I*(H(s)). Alors :

dw

1 / 1 q 1 / 1
J— — dw = — - -
2 U P(S,UI) 2 B(0,I*(¢)) H(S) + I(w)
1
I

1 /ms) |
= — dw
mH(s) Jo 144

I"(e)
v ” 1
mH(s) Jo 14109
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Remarquons que yv < I*(e) dans cette intégrale. Soit x € (0,p — 1). D’aprés le théoréme de
Potter 1.3.3, si € et s sont suffisamment petits, I(yv)/I(y) > min(vP~ ", vP+*) /2, et :

1
_ x < .
1+ I](EY,YU)) Lyw<r (e) = 1+ %min(’l}p_”,vp"'")
Par le théoréme de convergence dominée,
I*,Yﬁ +oo 1
lim 7Idv=/ ——dr = ——F——,
=0 /o 1+ 10w o 1+azp sinc (7/p)

ou la derniére égalité découle d’équations fonctionnelle impliquant la fonction Béta, la fonction
Gamma et le sinus. Finalement :

1 L1 I(HE)
271'/UP(s,w)d psin(m/p) H(s)

Remarquons que limg_,o H(s) = 0. De plus, la fonction I est & variation réguliére d’indice
strictement plus grand que 1, donc I* est & variation réguliére d’indice strictement plus petit que
1. Par conséquent, limg_,o I*(H(s))/H(s) = +o0, et :

1 I(H(s)
psin(n/p) H(s)

G(s) (3.2.24)
En dimension 2

Rappelons que l'on peut supposer, grace aux hypothéses ou par le lemme 3.2.15, qu’il existe
une fonction J & variation réguliére et un automorphisme M de R? tels que I(w) := J(|Mw]|). Si
F € 1.2, alors on peut choisir M comme étant la racine carrée de la matrice de covariance S dans
le théoréme central limite pour les sommes de Birkhoff de F, et J(v) = v?/2.

Posons v := J*(H(s)).

1 / 1 1 / 1
dw =
(2m)? Jy P(s,w) (2m)? Jpr-1B(0,0+ () H(s) + J([|Mw]])

d Leb(w)

1 J*(e) v
= _— dvl
27 det(M) /0 H(s)+ J(v)

1 J* () v
/
S Y@
2m det(M)H(s) /0 14 2

J(7)

e
2r det(M)H(s) Jo 1+ {I((W))
5

Sip < 2, Pintégrale ci-dessus converge quand s tend vers 0, donc les conclusions de la proposition
sont trivialement vraies. Si ' € IL2, alors on peut supposer que J(v) = v?/2, et :

(2i)2 /U P(sl o) —mm«mﬂ(s)»?) ~ mj(J*(H(s))).

Supposons que p = 2, et que F ¢ 2. Soit N > 0. Par le théoréme de convergence uniforme [11,
théoréme 1.5.2], J(yv)/J () converge uniformément vers v? sur [0, N]. Ainsi, quand s tends vers
0:

5 v In(1+ N?) H(s) J7 e v
L T G A | )4+ — — du.
/ g T U Gy Voo T
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Comme F n’appartient pas a L2, on a J(x) > 22 pour x proche de 0, et donc J*(z) < /= pour
x proche de 0. La fonction z/J*(z)? tend vers +o0o quand x tend vers 0, et :

1 / L, 1 /J ) v 1
wn~N ———— — Y Qav.
(2m)2 Jy P(s,w) 27 det(M) NJ*(H(s)) H(s)+ J(v)

Remarquons que J(NJ*(H(s))) ~ vV NH(s) quand s tend vers 0. Soit ¢’ > 0. Choisissons N
suffisamment grand, de telle sorte que, pour tout s suffisamment petit, e'J(v) > H(s) dés que
v > NJ*(H(s)). Alors :

J*(e) v
< / dv.
NI (H(s)) T (V)
Si la fonction v/J(v) n’est pas intégrable sur un voisinage de 0, alors, par le méme argument que
nous avons utilisé pour démontrer 1’équivalence (3.2.23),

1 1 1 J*(E)
/ dw— — L / U
(2m)% Ju P(s,w) 2w det(M) Jng=(m(s)) J(v)

1 1 T ~ 1
2n)? /U Pls.w) dw ~ mm\u (H(s))) = J(J*(e)) ~ WJ(J (H(s))). (3.2.25E)]

Si F appartient & L2, I’équation (3.2.25) devient :

1 1 1
(27)2 /U P(s,w) duw ~ _%\/T(S) In(H(s)).

Si d = 0, c’est-a-dire pour des semi-flots de suspension, £y o = Z,\, et nous n’avons donc pas
besoin de manipuler la famille d’opérateurs L5 ,,. Par conséquent, la proposition 3.2.11 est vérifiée
sous les hypothéses du lemme 3.2.14 : il suffit que B C L>°(A, pa), et que la famille d’opérateurs
L o soit continue.

Finalement, nous allons décrire une application curieuse de ces travaux. Soit (.S,) une marche
aléatoire sur Z dont le noyau de transition est & variance finie, et qui est ergodique sur Z. Soit ¢
son temps de premier retour en lorigine. Soit f : Z +— Z une fonction non nulle, de somme nulle,
et telle que Xy € IL2. Pour tout i > 0, soit Xt la sommes de f(Sg) le long de la i-éme excursion,
et ; la longueur de la i-éme excursion.

Considérons le processus (szz;é f(Sk))n>0. Si celui-ci vaut (0,0), alors en particulier S,
vaut 0, donc il y a eu un nombre entier d’excursions : on a donc aussi ZZ;; f(Sk) = Z;;O_l Xy
Le processus (SH,ZZ;S f(Sk))n>0 revient donc en (0,0) exactement aux mémes instants que le
processus faisant des sauts de taille X ;, puis attendant un temps ¢;. Si I'on prend r := ¢ et
F := X; dans le tableau 3.2.4 (ligne d = 1, le temps de saut r est & variation réguliére d’indice
1/2 € [0,1), et la fonction de saut Xy est dans L?), alors on obtient des estimées sur les temps
de retour en (0,0) du processus (S,, Zz;é f(Sk)). Par exemple, il existe des constantes C' et C’
strictement positives telles que :

n—1
C
P(inf{n>0 : S, =0et Zf(Sk)O} >t> ~—=,
ta
k=0
et :
o =l k—1
= 1 <Sk =0et Y f(Se) = o) — Y14,
na
k=0 =0
otl la convergence est en loi et ot Y; /4 suit une loi de Mittag-Leffler standard de parameétre 1/4.

Le résultat de nos calculs est résumé dans la table ci-dessous. Voici comment la lire :

e Le systéme considéré est une Z? extension d’un semi-flot Gibbs-Markov mélangeant, de fonc-
tion de saut F' et de temps de saut r;

e La fonction de saut F' est supposée o(m)-mesurable et non dégénérée;
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Le temps de saut r est supposé presque siirement strictement positif et tel que E(D(r)) est
fini ;
e La premiére colonne, d, est la dimension de ’extension. Le cas d = 0 correspond & un semi-flot
Gibbs-Markov ;

Pour tout g € [0, 1], dire que I*hypothése sur 7’ est “VR d’indice §” signifie que la fonction
t + pa(r > t)~1 est & variation réguliére d’indice 3 en linfini. La “variation lente” correspond
ap=0;

Pour tout p € (1,2], dire que 1"hypotheése sur F” est “VR d’indice p” signifie que la fonction
J est & variation réguliére d’indice p en 0;

L*indice de variation” est un réel v € [0,1] tel que P, (¢ > ¢)~! est & variation réguliére
d’indice v en l'infini;

e La “fonction de renormalisation” est une fonction a définie sur un voisinage de 'infini dans
R, croissante, divergente, et & variation réguliére d’indice v donné par la colonne précédente.
Elle est définie de telle sorte que, pour toute fonction f intégrable, a(t)~! fg fogs ds converge
fortement en loi vers fQ fdp-Y,, ot Y, suit une loi de Mittag-LefHler standard de paramétre

Y-



TABLE 3.1 — Résumé des résultats

Hypothése sur r Hypothése sur F' Equivalent de P, (o >1) Ind.ice' de Fonction de renormalisation
variation
o 1 t
VR d’indice 1 - P (r>t) 1 ftIP’ > e ds
0" HaA
VR d’indice 8 € [0,1) : P, (r>t) 3 m
HA
2 [,rduadetS 1 2
eL! Fel? B R 1/2 —Vt
" \ 7r Vi / ﬂfArd,uAdetS\/
it
2det P, (r>s)d
VR d’indice 1 Fel? (]2 S\/jo pa(r > ) ds 1/2 \/
™ t wdet S fo a (1> 8)
o 1 9 v 1
VR d’indice 8 € [0, 1) Fel \/ZdetS P, (r>1t) /2
r ( 7) r(1+%) 2F(1 —A)det S VPua(r > 1)
. VR d’indice psin(m/p) ([, 7 dpa) B tI*(1/t)
reld, g>1 €(1,2] T(1/p) (7D 1-1/p : —
’ p psin(m/p)T(2 = 1/p) ([, dpa) "
reL! ou Fel 2mv/det S 0 Bln(t)
VR d’indice 8 € (0,1] B1n(t) 2mvdet S
Variation lente Fel? M 0 M
[ (Pyy (r > 1)) 2m/det S
relLig> 1 VR d’indice 2 27 det(M) 0 J(J*(1/1))
’ et J diverge j(J*(l/t)) 21 det(M)

4!

SLOTA IH SLOTATNAS € HHILIdVHO
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3.3 Théoréme limite pour les Z?-extensions

Nos différents résultats portent sur des processus conservatifs. Implicitement, on suppose donc
que les extensions avec lesquelles nous travaillons sont récurrentes. Cette hypothése est trés restric-
tive : entre autres, elle élimine de notre champ d’étude toutes les Z¢ extensions non dégénérées de
dimension d > 2.

Notre but est d’appliquer la proposition 3.1.2. Pour cela, il faut pouvoir décrire une Z% extension
d’un semi-flot Gibbs-Markov ergodique directement comme un semi-flot Gibbs-Markov. La méthode
est la méme qu’avec les marches aléatoires récurrentes : on s’intéresse au processus de décalage sur
les excursions a partir de l’origine. Un outil clef est I’accélération, décrite dans la sous-partie 1.2.5.

Commencons par étudier la régularité des fonctions ¢ et Xy pour un systéme et une observable
f donnés.

3.3.1 Conditions de régularité

On cherche a employer la proposition 3.1.2. Les hypothéses de cette proposition faisant inter-
venir des conditions de régularité sur ¢ et sur Xy, il va nous falloir trouver des conditions suffisantes
sur la Z% extension et I'observable f pour que ces conditions de régularité soient vérifiées.

Lemme 3.3.1 (Régularité du temps de premier retour).
Pour toute Z% extension ergodique d’un semi-flot Gibbs-Markov de base (A, 7w, \, B, ua,T), de
fonction de saut F' et de temps de saut r,

Démonstration.

Soit a € 7, et soient x, y dans a. De par la définition de la partition 7z, pour tout k < ®(z),
les points T"(z) et T*(y) sont dans le méme élément de la partition 7, et donc da(Ts(x), Tp(y)) =
NP@) =k, (T*(x), T*(y)). Pour tout 0 < k < B(z), notons ay(a) Punique élément de = dans lequel
sont les points T%(x) et T*(y). Alors :

(@) = ely)l = | Y (r(T"x) —r(T*(y)))

IN

17 [Lip, , (ax(a)da(T* (@), T*(y))
k=0

P(z)—1
< da(Tp(z), T(y)) Z Ak_¢(x)|r|LipdA(ak:(a))
k=0

B(r)-1

<dg(r,y) Y Nl (aa)-
k=0

Cette inégalité est valable pour tous x et y dans a et pour tout a € 7. On en déduit donc I'inégalité
suivante, plus succincte :

p—1
Dy(p) < > A FD(r)oT? 1 7F, (3.3.1)

k=0
Nous allons maintenant utiliser la structure des Z? extensions pour exploiter cette inégalité.
Soit M un entier strictement positif. Soit (qo,--- ,qar) € (Z%)™. Supposons qu'il existe un entier
0 <k < M, tel que ¢ = qar. Alors le chemin initial (qo,- - ,qn) est la concaténation de deux
chemins (qo, -+ ,qm-n-1) et (qu—n, -+, qm) tels que gar— N = qar et gx # qar pour tout M —N <
k < M, et cette partition est unique. Réciproquement, si I’on se donne deux chemins vérifiant ces
propriétés, par concaténation, on peut créer un chemin (qo, - ,qan) tel que gz = ga pour un
certain 0 < k < M. En appliquant cette observation au chemin (So(z),---, Sy (z)) pour tout

x € A, on voit que les deux ensembles suivants sont identiques :
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e {z€A: 30<k< M, Sp(x)=Sm(x)};
M

o | [{zeA: TV N@) e {p=N}},
N=1
oil les ensembles {x € A: TM~N(z) € {p = N}} pour 1 < N < M sont disjoints. Par conséquent,

pour tout M > 1 :
M

> lpenpoTM V<1 (3.3.2)
N=1

Prenons l'espérance de chaque membre de l'inéquation (3.3.1) :

E(D5(¢)) <E (i A*D(r) o T“"lk>
k=0
= io ATPE (Lpsry - D(r) o TP 17F)
k=0

Fixons un entier k£ > 0. Alors, de par 'inéquation (3.3.2), pour tout M > k,

M
E (Lig<aylipsry - D(r) o TPV %) = 37 E (Ligony - D(r) 0 TV 7F)

Il
B

E (Lgeny o TN - D(r) o TM17F)

(D(T) o TM_l_k)
(D(r)).

Le systéme étant supposé récurrent, la fonction @ est presque stirement finie, de telle sorte que
limas s 400 1yz<my = 1 presque stirement. Par le théoréme de convergence monotone,

+o0 oo
E(Dp(9)) <> A E (Igsry - D(r) o T?17F) <Y "AE(D(r)) = %E(D(r)). O
k=0 k=0

Soit f € LY(Q, ). On définit sur A (ou, de facon équivalente, sur Ag) les fonctions suivantes :
e Pour tout ¢ € Z%, la fonction Xy (z) := for(w) fogs(r,q,0)ds;
o X¢(z) = [ fogy(x,0,0) ds.

Alors X¢(z) = f(::%)_l X5, () (T*x). En utilisant le méme argument que dans la démonstration
du lemme 3.3.1, on obtient :

Lemme 3.3.2 (Régularité de I’'observable).
Pour toute Z% extension ergodique d’un semi-flot Gibbs-Markov de base (A, 7, \,B,ua,T), de
fonction de saut F et de temps de saut r, pour toute observable f € L*(, p),

E(Ds(X;)) < %E <sup D (Xﬁq)) . (3.3.3)

qEZ?

Démonstration.

La différence entre ce lemme et le lemme 3.3.1 est que la fonction D (X 4) dépend de ¢, donc
sa somme pondérée le long d’une excursion dépend de l'excursion en question. Ce probléme est
résolu en majorant toutes les fonctions D (X ) par sup,eza D (Xf,4), qui ne dépend pas de ¢. [

En particulier, si E (D (X)) est fini pour tout ¢ et Xy, = 0 pour tout ¢ sauf un nombre fini
d’entre eux, alors E (Dz(Xy)) est aussi fini.
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Remarque 3.3.3 (Majorations alternatives).

On peut, en adaptant plus finement la preuve du lemme 3.3.1, obtenir d’autres bornes supérieures
sur E (Dg(Xy)). Par exemple, en utilisant l'inégalité de Hélder, on peut démontrer que, pour tout
6 €10,1],

+oo
E(Dg(Xp)) < D (Z ANTP(@ > ket Spo1g = q)“") 1D (X g)llao -

q€Z4 \k=0

Pour 0 = 1, c’est une version plus faible du lemme 3.3.2. Cependant, si l’'on prend par exemple
0 = 0, cette inégalité devient :

+oo
E(Dp(Xs) < Y (Z ANFP(G >k et Sp oy g = q)) 1D (Xs.0)ll.. - (3.3.4)

qeZd \k=0

Cette majoration est particuliérement intéressante si la partition m est finie, car dans ce cas les

semi-normes ||D(-)||, et E(D(-)) sont équivalentes, d’ow :

E <sup D(Xf,q)> >~ sup [|D (Xy,q)l -

qEeZ? q€eZ?

La magoration (3.3.4) est une amélioration de la borne (3.3.3) par l'addition des poids sommables
Zj& ANFP(@ > k et Sy_1-r = q). Cette fonction est une fonction de Green pour une sorte
de “marche aléatoire inversée”. Si la partition w est finie, la fonction F prend un nombre fini

de valeurs, et donc est bornée. Les poids (Z;ﬁ% AN FP(@ >k et S;_1_ =q)) décroissent alors

exponentiellement en ||q||. Grossiérement, la régularité de f peut dans une certaine mesure empirer
a vitesse exponentielle quand on s’éloigne de l’origine.

Nous allons maintenant discuter briévement de la condition d’intégrabilité sur les observables.

3.3.2 Conditions d’intégrabilité

Malheureusement, alors qu’il existe des conditions suffisantes simples sur f qui garantissent
que la fonction Xy est suffisamment réguliere, on ne dispose pas encore de telles conditions pour
garantir que X\ est dans L” pour un certain p > 1. Le probléme qui se pose est essentiellement le
méme qu’avec les marches aléatoires : controler I'intégrabilité de Xy & partir de f demande une
connaissance précise du comportement des excursions de la marche aléatoire. On se contentera ici
du critére général suivant : pour tout p > 1,

P
]L°°>

Nous donnerons aussi une condition suffisante pour que X| | soit dans IL?(A, p4) pour un certain
p > 2; cette condition est hélas trés forte.

7—1
X, <E (Z |15,
k=0

Lemme 3.3.4.
Soit (2, 1, (g¢)e>0) une Z extension ergodique et conservative d’un semi-flot Gibbs-Markov de
base (A, m,\, B, ia,T), de fonction de saut F et de temps de saut r. Soit f € L1(Q, u).

Pour tous 1 < p* < p < +o00, st X|7 4 =0 pour tout q € 74 excepté un nombre fini d’entre eu,
et si X|f).q € LP(A, pa) pour tout g € Z%, alors Xy € LP" (A, pa)-

Démonstration.

Soient 1 < p* < p < +00, et soit f une fonction satisfaisant les hypothéses du lemme. Etant
donné que X|f, = 0 pour tout ¢ € Z% excepté un nombre fini d’entre eux, on peut trouver un
parallélépipede B C Z% tel que 0 € B et X|f1,¢ = 0 pour tout ¢ ¢ B. Ensuite, on induit le systéme
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sur A x {0} en deux étapes : premiérement nous induisons le systéme de A x Z¢ sur A x B, et
ensuite de A x B sur A x {0}.

Pour le systéme induit sur A x B, I'intégrale de |f| le long d’une excursion est égale a 'intégrale

de |f| pendant le premier saut, c’est-a-dire for(w) |flogi(x,0) dt : ensuite, le processus vit en dehors
de la boite B jusqu’a I'excursion suivante, donc f o gs = 0. La fonction induite sur A X B est donc
donnée par X |(z,q) := X|y),4(x) pour tout (z,q) € A x B.

De par le lemme 1.2.6, quitte & diviser la mesure restreinte & Ax B par | B|, le systéme dynamique
induit sur A x B est Gibbs-Markov, le temps d’arrét utilisé étant le premier temps de retour en
A x B. Le sous-ensemble A x {0} C A x B est une union d’éléments de la partition Gibbs-Markov
de A x B. Soit, 7 le temps de premier retour en A x {0} pour I"application Gibbs-Markov sur A x B.
Alors P, , (T > n) décroit & vitesse exponentielle.

La fonction X|¢| est la somme de le\ le long d’une excursion partant de A x {0} dans A x B,
et donc :

T—1 P’
p k
E (Xm) <E (g(&ang»q) °© TA)

*

400 n—1 p
= Z_:IE lr=n (Z(I;gxu ) © TA)

k=0
“+o00 n—1
< PE(1,- Xipo)P oTh .
S ()
n=1 k=0
Soit > 1 tel que rp* < p. Par 'inégalité de Holder,
= (x) < 3 | Ml
* p* 1 1
< n? ||max X P(r=n) ~
—Z max Kislg|  Pr=m)
n=1
p* +o0 .
< |lmax X Pp(r=n)7.
< | i S p =
n=1

. 1
La queue de 7 décroit a vitesse exponentielle et » > 1, donc la suite n? P (7 = n)1 T est
sommable et la norme Hle\ H]Lp* est finie. O

En particulier, si p > 2, on peut choisir p* > 2 dans le lemme 3.3.4 et appliquer la proposi-
tion 3.1.2.

3.3.3 Reésultats principaux

Parmi les hypothéses de la proposition 3.1.2, nous avons adapté les conditions de régularité,
ainsi que la condition d’intégrabilité de Xy, au cadre des 74 extensions. La condition fQ fdu=0
est naturelle.

Il ne reste & adapter que la condition de variation réguliére sur les queues du temps de premier
retour en 'origine. On pourrait étudier une version modifiée du semi-flot, ot le temps de saut r serait
remplacé par sa moyenne E(r). C’est approche qui a été adoptée dans [70], avec le lemme 6.10.
Cependant, cette méthode est un peu maladroite, et en outre ajoute artificiellerment ’hypothése
r € L2, Ce défaut est particuliérement génant si I’on cherche des résultats sur le gaz de Lorentz a
horizon infini en une ou deux dimensions, dans lequel r n’est pas de carré intégrable.

Heureusement, le travail de la partie 3.2 porte ses fruits. Nous pouvons donc énoncer des version
du théoréme central limite généralisé¢ dans le cadre des Z¢ extensions de semi-flots Gibbs-Markov.
Nous pourrions donner une version de ce théoréme limite par couple valable de fonction de saut et
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de temps de saut présent dans la table 3.2.4, mais, par un souci de simplicité, on se contentera des
deux cas les plus importants : on supposera que F' est de carré intégrable, que r est intégrable, et
que la dimension d vaut 1 ou 2.

Corollaire 3.3.5.

Soit (Q, 1, (9)1>0) une Z extension d’un semi-flot Gibbs-Markov de base (A, mw, N\, B,pua,T)
mélangeante, de fonction de saut F et de temps de saut r. Supposons que :

o F' nest pas dégénérée;

o E(D(r)) est fini;

o FelL?(A ua) etr e LY (A pua);
Alors la quantité o(F) est strictement positive et finie, ot :

+oo
a(F)Q:/F2duA+QZ/F~FoT"d,uA.
A n_1/A

Soit f une fonction a valeurs réelles mesurable sur Q. Supposons qu’en plus des hypothéses
ci-dessus,

o Il existe p > 2 tel que X|5| € LP(A, pa) ;

) fQ fdu=0;

o E(sup,eze D(Xyq)) est fini.
Alors, pour toute mesure de probabilité v absolument continue par rapport a p :

(770(F)2 Jardpa
2 t

) / [ og. ds = ou(f)V/ININ,

ot la convergence est en loi quand le membre de gauche est vu comme variable aléatoire sur (Q,v),
ot N et N’ sont des variables aléatoires indépendantes, N est une variable aléatoire gaussienne
standard, et N' est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance /2 (de telle sorte que
E(|N'|) = 1). La quantité o(f) est donnée par l’équation (2.1.2) en remplacant Ta par T, et vaut
0 si et seulement si f est un cobord.

Corollaire 3.3.6.

Soit (Q, p, (g1)1>0) une Z* extension d’un semi-flot Gibbs-Markov de base (A,m,\,B,ua,T)
mélangeante, de fonction de saut F et de temps de saut r. Supposons que :

o [ n’est pas dégénérée ;

o E(D(r)) est fini;

o FclL?(A ua) etr €LY (A, pua);
Alors lopérateur de covariance X(F) est défini positif, oti pour tous u et v dans R? :

+00 too
(u, S(F)v) = /A(F, u)(F,v) dpa + ) /A(F, u)- (Fo)oT™ dua+ /A(F, v) - (Fyu) o T™ dug.
n=1 n=1

Soit f une fonction a valeurs réelles mesurable sur Q. Supposons qu’en plus des hypothéses
ci-dessus,

o Il existe p > 2 tel que X|y| € LP(A, pa) ;

o [ofdu=0;

o E(sup,cze D(Xyq)) est fini.
Alors, pour toute mesure de probabilité v absolument continue par rapport 4 p :

<2dt<2<F>>> [ ro0.ds = ostnx,

In(t)

ot la convergence est en loi quand le membre de gauche est vu comme variable aléatoire sur (Q,v),
et ou X suit une loi de Laplace centrée de paramétre 1/\/5 La quantité oz(f) est donnée par

Uéquation (2.1.2) en remplacant T4 par T, et vaut 0 si et seulement si f est un cobord.

Nous allons maintenant appliquer ces résultat & un exemple plus concret : le flot géodésique en
courbure négative.
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3.4 Flot géodésique en courbure négative

Aprés avoir travaillé avec des systémes non inversibles, tels que les Z% extensions de semi-flots
Gibbs-Markov, nous traitons finalement quelques exemples de systémes inversibles. Comme nous
devrons nous ramener au cadre des applications Gibbs-Markov, le choix le plus simple est de rem-
placer les applications Gibbs-Markov avec des extensions naturelles d’applications Gibbs-Markov.
Cette partie traite donc des Z¢ extensions de semi-flots dont la base est I’extension naturelle d’une
application Gibbs-Markov.

Nous ne chercherons pas & démontrer des théorémes généraux sur des tels systémes : en effet,
les variations possibles des différentes hypothéses intervenant dans le probléme sont nombreuses,
ce qui nous contraindrait & avoir des listes de conditions encore plus longues, et & devoir moduler
les énoncés en fonctions des systémes auxquels on voudrait les appliquer. Nous avons choisi & la
place de démontrer un théoréme limite pour un exemple de systéme.

Dans cette partie, (A4, 7, A\, By, puy, T ) sera une application Gibbs-Markov et (A, B, u, T') sera
son extension naturelle. Par abus de notation, on notera aussi B, la tribu du futur sur A, c’est-a-
dire le tiré en arriére de la tribu By sur A, par la projection canonique de A sur A, . De méme, la
partition m sur A, est tirée en arriére en une partition de A, que I’on notera encore . Le systéme
dynamique (A, u, T) est alors isomorphe & un sous-décalage de 2.

La notion de temps de séparation permet de définir une distance sur ’extension naturelle : il
suffit de prendre en compte le temps de séparation dans le futur comme dans le passé. Posons,
pour tous z et y dans A :

sy(x,y) = inf{n >0: T"z et T™y n’appartiennent pas au méme élément de 7},
s_(x,y) := inf{n >0: T "z et T "y n’appartiennent pas au méme élément de 7}.
A partir de ces temps de séparation, on définit deux pseudo-distances d; := A7+ et d_ := A7~

ainsi qu’une distance d := d4 + d_ sur A. pour toute fonction f définie sur A, on peut définir des
semi-normes lipschitziennes de la méme fagon qu’avec des application Gibbs-Markov.

Pour tout a € m dans A, on choisit arbitrairement un élément z, = (24,1 )nez de a. Ensuite, on
définit une fonction p; : A — A en posant, pour tout a € 7w et tout & = (zp)nez € a,

) xepn s <

p+(x)n = { T, si n>0

Autrement dit, on prend un élément z € a, et on remplace son passé par celui de z,. A a fixé,

I'image de p; est I’ensemble des éléments de a dont le passé coincide avec le passé de x,. Pour

tout n > 0, le diamétre de T~"p, (a) est d’au plus A™" : I'image de p, est un morceau de variété

instable. De plus, pour tout = dans p4(a), la pré-image de x par p; est un ensemble d’éléments

qui ont tous le méme futur. Pour tout n > 0, le diamétre de 7"p ' ({a}) est d’au plus A™" : la

pré-image de x est un morceau de variété stable. La fonction p; : a — a est une projection sur
un morceau de variété instable par holonomie le long du feuilletage par les variétés stables.

Une fonction f est By-mesurable si et seulement si f opy = f; on dit qu'une telle fonction
ne dépend que du futur. Les fonctions ayant cette propriété sont d’un intérét particulier, car elles
se factorisent en une fonction sur le systéme Gibbs-Markov initial. Par conséquent, tout théoréme
limite pour les observables du systéme (A4, pi,T4) est un théoréme limite pour les observables de
(A, 11, T) qui ne dépendent que du futur.

La notion de Z¢ extension d’un semi-flot Gibbs-Markov a été définie dans la partie 3.3. Si I’'on
se donne un entier d > 0, une fonction r sur A qui est mesurable et presque siirement strictement
positive, ainsi qu'une fonction F' sur A & valeurs dans Z¢ et o(7)-mesurable, on peut définir de la
méme facon une Z?-extension de base (A, ,d, u,T), de fonction de saut F et de temps de saut
r. Le lemme suivant assure que, sous des hypothéses raisonnable concernant r, on peut supposer
que r ne dépend que du futur. Bien que ce soit un résultat classique [15, lemme 1.6], expression
précise du cobord qui apparait dans la preuve sera utile par la suite. Nous choisissons donc d’en
donner un démonstration.
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Lemme 3.4.1.

Soit f une fonction définie sur A et & valeurs réelles. Supposons que || D(f)
il existe une fonction u qui est bornée par A(A —1)~1||D(f)
telle que la fonction fi = f +uoT — u est By-mesurable.

|l est fini. Alors

| o> uniformément 1/2-héldérienne, et

Démonstration.
On pose :

+oo
u::ZfoT”—foT”op_,_.
n=0

Soit n > 0. Si x et y sont dans le méme élément de ::oin T~ %, alors T*z et T*y sont dans le

méme élément de 7 pour tout k > —n. Dans ce cas, d(z,y) < A™" et |r(z) —r(y)| < A7 || D(f)
Par conséquent, |foT™ — foT™ o py| < ||D(f)

|l A™". La fonction u est donc bien définie et est

bornée par la quantité annoncée.
On calcule :
400 “+ o0
frusT—u=f+ 3 (foT"— foT" Lop oT) = 3" (foT" ~ foT"op)

n=1 n=0

+oo
=fopit Y foT"opy—foT" op, ol

n=1

La fonction fy = f +uwo T — u est donc bien B-mesurable.

Il reste & montrer que u est 1/2-holdérienne sur chaque élément de 7, avec une semi-norme
indépendante de 1’élément choisi. Soit a € 7, et soient x, y dans a.

Sidy(z,y) =0, alors py(z) =pi(y) et [foT"(x) = foT"(y)| < |D(f)ll A" d-(2,y), dou :
A
[u(@) = u@)| < =7 1Dl d-(,9)-

Sid_(z,y) =0, on décompose la somme :

Ls+(z,y)/2]
ju(@) —ulm)| < DY [feT opi(x) = foT  opi(y)|+|fo T (x) = fo T (y)l
n=0
+o00
+ > [foT™(z) = foT " opy(z)|+[foT"(y) — foT" opi(y)l

n=_s+(x.9)/2]+1

oin AL+ @w)/2l—st @)+l y—Lst(@)/2)-1
<

2Dl (o )
4\ || D 1

TR

- A—1

Soient = et y des points génériques de a. Soit z ’élément de a tel que les coordonnées positives
(c’est-a-~dire le futur) de z sont celles de x, et les coordonnées négatives (c’est-a-dire le passé) de z
sont celles de y. Alors dy(x,2) = d_(y,z) =0, et de plus d_(z,2) = d_(z,y) et dy(y,2) = dy(z,y).
Ainsi :

lu(x) — u(y)] < Ju(@) — u(z)] + [u(z) — u(y)] < %

(4@t +d-(zy)?). O

Appliquons le lemme 3.4.1 au temps de saut r. Supposons || D(r)]|, fini. On peut remplacer la
constante de dilatation de I’application Gibbs-Markov X\ par v/A; ainsi, sans perte de généralité,
on peut supposer que les fonction w et v du lemme 3.4.1 sont uniformément lipschitziennes. La
fonction r4 n’est a priori pas strictement positive, mais si r est bornée inférieurement par un réel
strictement positif, on peut trouver un entier M tel que ZQ/[:BI r4 o T* est strictement positif. On
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peut alors travailler avec la Z¢ extension de base (A, 7y, A, i, T), de fonction de saut 22/[:61 FoTk

et de temps de saut Zﬁi}l r4 oT*. Ainsi, si r est bornée inférieurement et |[D(r)| . est fini, alors
on peut supposer sans perte de généralité que r ne dépend que du futur.

Nous sommes préts & attaquer un premier exemple concret : le flot géodésique sur des variétés
hyperboliques périodiques, et dont la période est compacte et de courbure sectionnelle strictement,
négative. Une partie de la preuve reste valable dans le cadre des gaz de Lorentz, mais des adap-
tations significatives sont malgré tout nécessaires. Les variétés hyperboliques négatives sont, sous
plusieurs aspects, les exemples les plus simples sur lesquels nous pouvons travailler.

Soit M une variété riemannienne compacte, connexe et de courbure sectionnelle strictement
négative. Soit d € {1,2}, et soit p : N — M un Z% revétement connexe de M. Notons pps et
un les mesures de Liouville sur 7'M et T'N respectivement. Soit (g;)scr le flot géodésique sur
le fibré tangent unitaire 7' N de N. Armés de ces notations, nous allons démontrer la proposition
suivante :

Proposition 3.4.2.
Soit f une fonction définie sur T'N, a valeurs réelles, a support compact et héldérienne. Sup-

posons que [, f dpn = 0.
Sid =1, alors il existe un réel positif K(f) tel que :

1 t
. li? o / fogs(z,v)ds = K(f)\/|N'|N fortement en loi,
—+oo t1 Jy

ot N sont N indépendantes, ot N suit un loi normale standard, et ou N’ suit une loi normale
centrée de variance w/2 (de telle sorte que E(JN'|) = 1).

Si d =2, alors il existe un réel positif K(f) tel que :

1 t
lim —— ogs(x,v)ds = K(f)X fortement en loi,
Jim s [ Foe ) ds = K1) 5

ot X suit une loi de Laplace centrée de parameétre 1.

Dans les deuz cas, K(f) =0 si et seulement si f est un cobord.

La preuve repose sur un isomorphisme entre le flot géodésique sur T M et le flot de suspension
au-dessus de l’extension naturelle d’une application Gibbs-Markov avec un alphabet fini [14], [15,
théoréme 3.12]. Rappelons les principales propriétés de ces isomorphismes. On peut trouver un
nombre fini de sous-variétés Ay, ..., A, transverses au flot géodésique et une fonction r : J, 4; —
R? telles que :

1. chaque A; a une structure de boite engendrée par la variété stable forte et la variété instable
faible sur T'M. En fait, chaque A; peut étre construit comme une union de morceaux de
variété stable forte qui intersectent un morceau donné de variété instable forte; la non-
intégrabilité du feuilletage par les variétés stable et instable forte empéche ces boites d’étre
des unions de morceaux de variété instable forte;

2. la fonction r est bornée inférieurement et supérieurement par des réels strictement positifs,
et pour tout = € |J; A;, on a r(z) = inf{t > 0: g;(x) € J; Ai};
3. la fonction r est holdérienne sur chaque sous-boite {z € A; : g,y (7) € Aj};

4. le feuilletage par des variétés stables fortes étant invariant sous le flot, r est constant sur
chaque morceau de variété stable forte dans chaque sous-ensemble {z € A; : g,(,)(z) € A;};

5. Iimage d’un morceau maximal de variété instable faible inclus dans une boite A; par g, est
une union de morceaux maximaux de variété instable faible;

6. 'image réciproque d’un morceau de variété stable forte inclus dans une boite A; par g, est
une union de morceaux maximaux de variété stable forte.

On pose A := J; A;, ainsi que 7w := {Ay,...,A,} et T(z) := g,(y)(x) pour tout x € A. Soit p1a
la mesure de Liouville sur A, renormalisée afin d’étre une mesure de probabilité. Alors pa est
invariante par 7.
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On raffine la partition 7 en une partition 7/, ot un élément de 7’ est de la forme {x € A; :
gr(z)(x) € Aj;} pour des boites A; et A; données. En particulier, r est héldérienne sur chaque
élément de 7. Tout point z € A peut étre codé par la suite de éléments de 7’ & travers lesquelles le
flot (g:(x)):1cr passe, ou de fagon équivalente par la suite des transversales dans 7’ auxquelles T" ()
appartient pour tout n € Z. D’aprés les propriétés (5) et (6), le systéme dynamique (A, ua,T') est
un sous-décalage de type fini de (7/)%. On appelle d 4 la distance sur A héritée du tenseur métrique
sur T'M. Alors le flot géodésique sur T M est mesurablement isomorphe au flot de suspension de
base (A, 7', da, pa,T) et de hauteur r. D’aprés la propriété (4), la fonction hauteur ne dépend que
du futur.

Preuve de la proposition 3.4.2.
Encodage du flot géodésique sur T'N

Nous partons de I’encodage symbolique du flot géodésique sur T'M présenté ci-dessus, et al-
lons démontrer ici que le flot géodésique sur T'N est isomorphe & une Z? extension d’un flot de
suspension dont la base est I’extension naturelle d’une application Gibbs-Markov. Nous suivons la
méthode utilisée entre autres dans [57].

Chaque transversale a € 7 a une structure de boite, donc chaque pré-image p~'a est homéo-

morphe 4 a x Z%. Pour chaque a, on choisit un des morceaux de p~'a, et on le fait correspondre a
ax {0} C mxZ%. On définit ainsi une origine sur p~!, ce qui distingue un isomorphisme particulier
entre p~ 7 et m x Z%. De 14, on dispose d’un isomorphisme entre p~'7’ et ©’ x Z2.

Alors, le flot géodésique sur T'N est mesurablement isomorphe 3 la Z? extension de base
(A, 7', da,pa,T), de fonction de saut F' et de temps de saut r. La fonction r ne dépend que du
futur et est holdérienne sur chaque élément de 7’. La fonction  + g,(,)(x) est continue de chaque
élément de p~ 7’/ sur son image, qui par connexité est contenue dans un seul morceau de p~lm.
Par conséquent, F' est constante sur chaque élément de 7’

Le systéme sur lequel nous travaillons est mesurablement isomorphe & A x [0,7] x Z%. On étend
la fonction r & cet espace tout entier en posant r(z,t,q) := r(z). On choisit de une projection p sur
des feuilles instables de référence dans chaque A;, que 'on étend en posant p, (z,t,q) = (p+(2),t,q).
Cette extension de p, est bien définie car r ne dépend que du futur. Finalement, pour toute fonction
f intégrable sur A x [0,7] x Z4, on pose :

r(x)
Yi(z,q) ::/o f(z,t,q) dt.

On a Yy(z,q) = Xs,4(x) pour tout z € A et g € Z%. 11 sera bientot plus pratique de disposer d'une
seule fonction définie sur A x Z?, et non d’une famille de fonctions définies sur A et indexées par
74, Finalement, on définit une application 7" sur A x Z® par T'(x,q) = (T(z), q + F(z)).

Propriétés de la projection d’une fonction f sur A x Z¢

Etant donnée une observable f satisfaisant les hypothéses de la proposition, nous voulons dé-
montrer que Yy est holdérienne, et qu’a un cobord borné prés, elle ne dépend que du futur. Com-
mencons par étudier la régularité de Y.

Soit dy la distance sur T'N, et soit x_ tel que la courbure sectionnelle de M est dominée par
—k_ < 0. Alors il existe une constante K strictement positive et ayant la propriété suivante. Soit
a € (0,1], et soit f une fonction a-hdldérienne et a support compact sur T N. Soient z et y deux
points dans le méme élément a € =, et soit g € Z%.

Si z et y sont dans le méme morceau de variété stable forte, alors dn(g:(x,q), g:(y,q)) <
Kdy(z,y)e "= pour tout t > 0, d’ou :

[ ogu(@,a) = f o iy, )| < K| flmor,e™*"dn(z,9)°,
et : K|f]
Yi(e.q) = Yy, )| < = =dn ()"

Si z et y sont dans le méme morceau de variété instable forte, on peut répéter le méme calcul
avec des modifications mineures. Cependant, la transversale a est composée de morceaux de variété
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instable faible. Pour résoudre ce probléme, choisissons un point x dans le morceau de variété
instable forte inclus dans a, puis prenons des morceaux de variété instable forte qui intersectent
le morceau de variété stable forte passant par = ; ce processus engendre une nouvelle transversale
b. En choisissant des morceaux de variété stable forte de la bonne taille, on peut faire en sorte
que b ait une structure de boite, et soit I'image de a sous le flot géodésique arrété & un temps non
constant. Plus précisément, on peut faire en sorte qu’il existe une fonction § : a — R qui est
holdérienne, telle que b = gs(a) et & = 0 sur les morceaux de variété stable et instable fortes passant
par x. On répéte cette opération pour tout a € w, de telle sorte que I'on obtient une fonction ¢
holdérienne sur la section de Poincaré , et de 14 définie et héldérienne sur p~!7. Soit o’ 'exposant
de Hoélder de la fonction 9.

Soit a’ € 7. Si et y sont dans le méme morceau de variété instable faible dans a’, alors g, () ()
et gr(y)(y) sont dans le méme morceau de variété instable faible dans une certaine transversale a € 7.
De 14, gy (z)+5(172) (%) €t gr(y)+s(17y) (y) sont sur le méme morceau de variété instable forte dans b.
En inversant le flot, on obtient pour tout ¢t > 0 :

[

AN (Gr(2)+5(T2)—t(T);s Gr(y)+o(Try)—t (Y) < KdN(Gr(2)+5(172) (T)s Gr(y)+5(17) ()",

d’ou, en utilisant le fait que L := r + § o T — § est constant sur les morceaux de variété instable
faible dans a’ :

\Yi(z,q) —Y¢(y,q)l

r(2)+6(T'z) r(y)+6(T"y)
/ f(gr(z)Jré(T’z)ft(mv q, 0)) dt — / f(gr(y)+5(T’y)7t(ya q, 0)) dt
5(T"x) 3(T'y)

<

L+min{é(z),6(y)}
/ | 010 AN (Gr(2)+-5(T7 )~ (), Gr(y)+s(Try) -2 (¥))* dE

max{§(T"z),6(T"y)}
+10(2) = W flloe + 16(T"x) = 6(T"Y)| 1 £ o0

K| flaol, .
< = (o) () (8): o) +5(77) (1)

+ 10Hol,,/ (a) 1 lloe dnv (2, 9) + 18501, (ay | fll oo dnv (T2, T'y).

Soit A > 1 la constante de dilatation associée & I’application x — g,.(,)(x) sur les feuilles instables
de T' M. 11 existe une constante K’ > 0 telle que K'dy (z,y) < d(z,y) := A5+ 4 \=5-(=9) et
le sous-décalage sur A, est Gibbs-Markov pour la distance A™*+. Alors la fonction Yy est bornée
par || f|| . et est min{a, a'}-holdérienne pour la distance d sur chaque sous-ensemble A x {q},
uniformément en q.

Vers le théoréme limite

Nous introduisons maintenant un cobord bien choisi et qui, une fois ajouté a f, produira un
fonction qui ne dépend que du futur. Nous serons alors capables de factoriser le systéme dynamique
sur 'application Gibbs-Markov sous-jacente, et utiliser les résultats de la sous-partie 3.3.3. Nous
utilisons la méme méthode que dans la preuve du lemme 3.4.1. Définissons des fonctions w et f,
sur A x Z% et T'N respectivement, par :

+oo

u(z,q) = Yi_fopy + Z (Yf © T’"(:L‘,q) —Yyo " op+(z,q)),
n=1

1

er(xvt,Q) = f Oer(.’E,t,q) + @

On étend u & T'N en posant, pour tout t < r(x) :

(YroT™opy(z,q) = YroT™ top, 0T (2,q)) .

(1%

1

n

t
0

w(t,q) = u(x, q) + / (F+ — Pla.ts) ds.

La fonction r est holdérienne et strictement positive. Les fonctions w et fi sont bornées et
min{«, o’} /2-holdériennes, et fi = fy op;. La fonction fi — f est un cobord borné pour le flot
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géodésique, de méme que la fonction Yy, — Y} pour la transformation 7' et la fonction Xy — X
pour la transformation T4.

Le temps de saut 7 et la nouvelle observable f, ne dépendent que du futur. La proposition 3.4.2
est une conséquence des corollaires 3.3.5 et 3.3.6 appliqués a f. Il reste a vérifier que f remplit
les conditions d’application de ces corollaires. Cependant, le critére “X;, | € P pour un certain
p>2et [ fi du =07 est ici trop restrictif, car il se comporte mal quand un cobord borné est
ajouté a f. Par la remarque 2.3.4, cette condition peut étre remplacée par :

t
[ srona
0

o /)(fJr dMAZO.
A

Quitte a changer de distance sur A, toutes les fonctions considérées sont uniformément lips-
chitziennes, et alors E(sup,czs D(X}y, 4)) est fini.

e sup € LP(A, ua) pour un certain p > 2;

0<t<¢p

La section 7 est composée d’un nombre fini de boites, ce qui implique que le temps de saut r est
borné. La famille de fonctions Xy , est alors uniformément bornée. De plus, p~ L est localement
fini, donc il y a seulement un nombre fini d’éléments de p~*7 qui sont a distance moins de |||
du support de f, qui est supposé étre compact. Par conséquent, Xs , = 0 pour tout ¢ saut au
plus un nombre fini d’entre eux, et X s , est borné pour tout gq. D’aprés le lemme 3.3.4, on sait
que Xy € LP pour tout p fini. Alors :

t t
swp | [ frogeas||| < s | [ rogias|| o 2fulee < X0l + 2 el
o<t<e |Jo o llo<t<e|Jo Le
de telle sorte que supp<,<,, ’ f(f frogs ds‘ appartient aussi & L pour tout p fini. Finalement,
fA Xy dpa = fA Xy dpa = leN fdpn =0. O

Les billards périodiques, comme le gaz de Lorentz, sont plus difficiles & manipuler. Par exemple,
la fonction de saut F' et le temps de saut r sont non bornés. Par conséquent, 'argument utilisé
pour montrer que le\,q = 0 pour tout ¢ sauf un nombre fini d’entre eux ne fonctionne pas; cette
propriété est fausse en général pour les billards. Nous n’avons actuellement pas les outils pour
montrer un théoréme qui s’applique, par exemple, aux fonctions & support compact, et I’hypothése
d’intégrabilité pour les observables est donc plus technique.
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RESUME

Ce travail est consacré a certaines classes de systémes dynamiques ergodiques, munis d’une
mesure invariante infinie, telles que des applications de l'intervalle avec un point fixe neutre ou des
marches aléatoires. Le comportement asymptotique des sommes de Birkhoff d’observables d’inté-
grale non nulle est assez bien connu, pour peu que le systéme ait une certaine forme d’hyperbolicité.
Une situation particuliérement intéressante est celle des tours au-dessus d’une application Gibbs-
Markov. Nous cherchons dans ce contexte & étudier le cas d’observables d’intégrale nulle. Nous
obtenons ainsi une forme de théoréme central limite pour des systémes dynamiques munis d’une
mesure infinie.

Aprés avoir introduit ’ensemble des notions nécessaires, nous adaptons des résultats de E. Csaki
et A. Foldes sur les marches aléatoires au cas des applications Gibbs-Markov. Les théorémes
d’indépendance asymptotique qui en découlent forment le coeur de cette thése, et permettent de
démontrer un théoréme central limite généralisé. Quelques variations sur ’énoncé de ce théoréme
sont obtenues.

Ensuite, nous abordons les processus en temps continu, tels que des semi-flots et des flots. Un
premier travail consiste & étudier les propriétés en temps grand du temps de premier retour et
du temps local pour des Z%-extensions de systémes dynamiques, ce qui se fait par des méthodes
spectrales. Enfin, par réductions successives, nous pouvons obtenir une version du théoréme central
limite pour des flots Z?-périodiques, et en particulier le flot géodésique sur le fibré tangent unitaire
de certaines variétés Z?-périodiques hyperboliques.

ABSTRACT

This work is focused on some classes of ergodic dynamical systems endowed with an infinite
invariant measure, such as transformations of the interval with a neutral fixed point or random
walks. The asymptotic behavior of the Birkhoff sums of observables with a non-zero integral is
well known, as long as the system shows some kind of hyperbolicity. The towers over a Gibbs-
Markov map are especially interesting. In this context, we aim to study the case of observables
whose integral is zero. We get the equivalent of a central limit theorem for some dynamical systems
endowed with an infinite measure.

After we introduce the necessary definitions, we adapt some results by E. Cséki and A. Foldes
on random walks to the case of Gibbs-Markov maps. We derive a theorem on the asymptotic
independence of Birhoff sums, which is the core of this thesis, and from this point we work out a
generalised central limit theorem. We also prove a few variations on this generalised central limit
theorem.

Then, we study dynamical systems in continuous time, such as semi-flows and flows. We first
work on the asymptotic properties of the first return time and the local time for Z?-extensions
of dynamical systems; this is done by spectral methods. Finally, step by step, we extend our
generalised central limit theorem to cover some Z?-periodic flows, and in particular the geodesic
flow on the unitary tangent bundle of some hyperbolic Z%periodic manifolds.



