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Emploi du modéle de Beverton et Holt :
cas d’une mortalité naturelle variable
et d’une croissance
décrite par une équation de Gompertz

Jacques Moreav, Cécile BaAyLE et Christian Brikre (1)

ReEsumE

Le présent travail examine les possibililés de prendre en comple, dans le modeéle de calcul prévisionnel du
rendement par recrue de Beverton et Holl deux caractéristiques possibles des espéces tropicales :

La faible longéviié souvent constalée aménent un développement de Uexploitation @ un dge frés précoce ol le
Jjeune subit encore des mortalilés naturelles élevées qui lui sont spécifiques el dont U'importance décroit, généralement,
avec ['dge.

Dans certains cas ot la croissance linéaire du jeune est lente par rapport a celle des poissons plus dgés, un
ajustement de la loi de croissance linéaire selon une équation de Gomperiz pourrait se justifier.

Les développemenis mathématiques de I'équation de production sont développés dans les deux hypothéses cilées
ci-dessus el un sous-programme de calcul numérique de I'intégrale oblenue est proposé.

Des exemples numériques monirent les variations oblenues par rapport a I'équation de Beverton et Holl et celles-ci
sont discutées.

Mots-cLEs : Poissons tropicaux — Rendement par recrue — Modélisation.

SUMMARY

ABOUT THE MODEL OF BEVERTON AND HOLT : CASE OF A VARIABLE MORTALITY AND OF A GROWTH DESCRIBED
BY AN EQUATION OF GOMPERTZ

This paper is an atlempt lo include, in Ihe general model of Beverton and Holl for the calculation of the expected
yield per recruil, two possible characteristics of tropical fishspecies:

The short longevity, usually quoled for these populations, induces the exploitation ai a very low age for which
very high mortalities are typically observed, often decreasing with age.

In some situations, a low linear growth-rate in young fishes can be fitted with the general equalion of Gomperiz
for linear growth.

With these two hypothesis, the production equalion is mathematically developped and a subroutine for ihe
numerical calculation of the oblained inlegral is included. Differences with the original equation of Beverton and
Holt are shown with practical datas and discussed.

Key wonrps : Tropical fish — Yield per recruit — Modelisation.

(1) Laboraloire de Biologie Quantitative et Laboratoire d’lchiyologie Appliquée, Fcole Nationale Supérieure Agronomique,
145, avenue de Muret, 31076 Toulouse cedex, France.
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INTRODUCTION

L’équation générale de BEverTon et Hort (1957),
destinée au calecul du rendement par recrue a été
utilisée en plusieurs circonstances au sujet de popula-
tions de poissons des eaux continentales tropicales
{8sEnTONGO, 1971 ; DURAND, 1978 ; MorEAU, 1979).

Gependant le modéle de BERVERTON et HoLT n’est
applicable en toute rigueur que dans les conditions
suivantes

— croissance déerite par une équation de Voo
Bertalanffy ;

— mortalité naturelle constante entre ’dge de
recrutement et I'dge maximum observé ;

— mortalité par péche constante au-deld de I'dge
de premiére capture ;

— relation isoméirique entre le poids W et la
longueur L des poissons W = a L3,

Ces hypothéses apparues rapidement contrai-
gnantes ont conduit plusieurs auteurs a élaborer
des variantes plus évoluées (Jones, 1961 ; RickER,
1958 in RickEer, 1976 ; Paurik et Baviier, 1967)
destinées & permettre le calcul de Y/R dans des
situations jugées trop éloignées des hypothéses de
départ évoquées plus haut.

Le présent travail a cherché 4 prendre en consi-
dération des problémes qui semblent spécifiques des
eaux continentales tropicales.

Les poissons d’eaux douces tropicales sont caracté-
risés par leur courte longévité, un dge de recrutement.
et un dge de premiére capture souvent inférieurs a
un an (Merona, HecrT, MorEAU, 1984). Ceci suppose
qu’ils sont exploités trés tot dans leur vie par les
pécheurs tout en étant encore soumis aux fortes
mortalités naturelles normalement constatées chez
les jeunes (PuiLiepart, 1975). Dans certains cas,
cette mortalité, en majorité due 4 la prédation,
diminue avec I'dge et I'on peut représenter de fagon
assez simple 'évolution de la mortalité naturelle
avec l'age, au moins pendant la phase exploitée de
I'existence du poisson (Moreau, BrIERE, 1980).

Par ailleurs, il arrive aussi que les jeunes poissons
présentent, au début de leur vie, une croissance
linéaire lente qui s’accélére ensuite et prend, simple-
ment chez les poissons dgés, I’allure assymptotique
habituellement. rencontrée. En pareille circonstance,
Péquation de Von Bertalanffy rend trés imparfaite-
ment compte de la croissance au début de la vie.
Il convient alors d'essayer un ajustement selon
Péquation générale de Gompertz employée quelque-
fois pour décrire la croissance linéaire chez les
poissons (DaceT et LE GueN, 1975).

Il a semblé intéressant d’étudier la possibilité de
prendre en compte ces remarques dans l'évaluation
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du rendement par recrue et de voir sur des cas
concrebs les modifications apportées dans le résultat.

METHODE

Les calculs mathématiques nécessaires & la présente
recherche ont été conduits de la fagon suivante :

1. Calcul de Peffectif d’une population

En dynamique de stocks exploités, on admet que
le nombre d’individus qui disparaissent par unité
de temps est proportionnel au nombre d’individus
encore présents et au coefficient instantané de
mortalité totale apparente Z.

N
Ona—d—z—ZN(t)
at

ouZ = M+4-F ; M étant 1a mortalité naturelle et F la mortalité
par péche

Si M est une fonction de t on a
dN

T (M (t)-+F) N (t) (1)
Cette équation peut aussi s’écrire :
1 daN .
ﬁ(—t)-—dT = — (M ({)4+F (t))
soit en intégrant
Log (N (1)) = — [ (M (t)+F) dt @)
Soit H une primitive de M ; I'équation (2) s’écrit alors :
Log N (t) = — (H{t)+F t)
et N(t) = e — (HFF ) (3)

ol la constante C dépend des conditions initiales. Soient tr
I’a4ge de recrutement, t. I’age de premiére capture et R I'effectif
a I’age de recrutement.

Pour t < t., la mortalité par péche F est nulle, d’olt
N(t) = Ce — H(B)
avec
¢ = Re H(t)
L’effectif 4 I'age de 1re capture est alors
N (te) = R e Hit:) — Hite)
Pour t 2= te, la relation (3) conduit &
Nt = Ge — (HE+F t)
d’otr
C = N{teo Hte) — F te
pour tout age t > te, N(t) s’écrit :
N(t) = Re H(tr)e — H(t) — F (t-tc) (4)

2. Calcul de la production exploitée Y

La croissance est supposée décrite par la relation
de Von Bertalanffy (1938, 1951)
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L{t) = Loy (1 — ¢ — K (i-to)y

et
W(t) = Weo (1 — e — K {Elolys
3
= Wep 5 Une — 1K (tto) (5)
0

ouUy=1,—3,3, —lpourn=20,1,2et3.
La production exploitée est
tm
Y = [ FN(t) W(t) dt (6)
te
ol tm = &Age maximum observé,

Nt — R oH(T) o— Ht — F (t-tc)

Y s’écrit alors :
3 tm
Y =FRWq ollll) % Un [ & ™
n=o0 te
nk(t-te) g 7)

H(t) — F(t-t) —

3. Application au cas d’une mortalité naturelle
décroissante

3.1. M(1) est une fonction homographique de I'dge

Nous admettons ici qu’au-delad de I'dge de recru-
tement, la mortalité naturelle décroit selon une
fonction homographique du temps :

M(t) @ Mo+ (8)

ot My, et b sont des constantes dépendant de la population
étudiée.

Dans ce cas, une primitive de la fonection M(t) (8) est :

H(t) : My t-+Db Log (t-to)

En remplagant H(t) par sa valeur dans ’expression
de Y et en regroupant les termes constants, on
obtient finalement I'expression suivante de la
fonction de production :

3
Y — FR\Voo(tr _ to)be(MOO(tr-to) — F(te-te) S UnJon (9)
n=o
tm
avec Jn =\‘ (F+ Moo 4ok (o dt (10)
(t-to)?
te

En pratique, le calcul algébrique des intégrales Ja
étant impossible sans avoir recours a des développe-
ments en série entiére, il est nécessaire de les évaluer
4 l'aide d'une méthode d’intégration numérique,
comme la méthode de Simpson (BECKETT el al.,
1967 ; Noucier, 1983). Celle-ci est relativement
simple &4 programmer sur tout micro-ordinateur
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(cf. listing du sous-programme donné en annexe).
L’ensemble du programme de calcul de Y/R, concu
nour un micro-ordinateur HP 9845 R est, disnonible

IJV\AL wil IMUICrO-0IQAVeUl 1185 J070 S Qo pOIRRDIG

auprés des auteurs.

3.2. M(1) est une fonction exponeniielle négative
du temps

Nous admettons de méme qu’au-deld de 1'dge de
recrutement M(t) est une fonction de t qui s'écrit :

M(t) = Myy+be™ at ; une primitive de M(t) est H(t) =
Mgot — bate™ 2by; ¥ s¢erit alors :
tm
Y = FRW,, e(Moots — bla(e™ ) ) S Un [ o — Mgy t-+b/a
te
(6™ &Y — F(t-te) — nl (t-to)

en réarrangeant cette relation, on arrive & :

¥ = FRW ppe(Moo(trte) = Fito-te) — ba(e™ ) 5 U, Jaavee
tm

Ja= [ o (FAMogdnk) (i-to)+bjae™ gy (1)
te

Les calculs numériques sont & conduire selon les
méthodes décrites précédemment.

A la ligne 2710, le sous-programme figurant en
annexe est modifié :

2710 DEF FNF(X) =
(BJA)*EXP(— A*X)})

EXP(— (F+M+@n*K} )X — 0)+

4. Caleul de la production exploitée Y : équation de
croissance de Gompertz

Contrairement au cas précédent la mortalité
naturelle est admise constante dans lintervalle
(tr-tm).

L’équation de Gompertz décrivant la croissance
linéaire s’écrit d’'une fagon générale

Ll = Log 0 = b K{t-to)
A cette équation correspond Iéquation de croissanee pondérale

W(t) : Woy o 3087 Klirto)

en posant pour tout age t : W(t) = aL(t)®

La production Y s’exprime par la relation habituelle
de départ

tm
: [ FON(t) Wity dt qui s'écrit alors
te
Y = FRW,, o— Mite- mj o— (F+M) (t-te),3be™ K(t-10)
ti.
dt (12)
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Comme dans le cas précédent, 'intégrale propre-
ment dite ne s’exprime pas de fagon algébrique sunple
et doit également donner lieu au calcul numérique
de la valeur approchée par la méthode de Simpson.
Le listing se trouve modifié & la ligne 2710 comme
indiqué ci-dessous.

DEF FNF (X) = EXP(— (F+M)*(X — I)*EXP(—
(3*D*EXP(— C*(X — 0)))

REMARQUE : Dans la mesure ol ’'on ne cherche pas
une expression algébrique des 2 intégrales figurant
respectivement dans les équations 7, 11 et 12 il est
possible d’admettre pour le coefficient d’allométrie b
de la relation W == aLb une valeur différente de 3
ce qui permet de s'écarter d’une des contraintes de
I'équation générale de Beverton et Holt.

EXEMPLES D’APPLICATION
1. Mortalité naturelle variable

Des données observées sur la mortalité naturelle
aux jeunes Ages sont disponibles sur une popula-
tion de T. rendalli du lac de Mantasoa, sur les
hauts plateaux malgaches (MoreAU, 1979 ; MoreaU,
Brigre, 1980), pour laquelle les paramétres de
croissance sont également connus avec précision.

En effet Ly =2585; W =779 g; k=052;

To = — 0,115 année.
[REWDEMENT FAR RECRUE(gr)
+ Te =1 AH
80 |
6@ Te = 3 ANS
3 // /
/
48 | /
20| // ie - 5 ans
/
/ Te - 7 ANS
5] /'_.-«——_::‘.‘“’T . : . . )
0.8 .2 .4 .6 .8 F
Fia. 1. — Evolution du rendement par recrue en fonction de

Tc et de F chez Tilapia rendolli du lac de Mantasoa, équation
générale de Beverton et Holt

Yield per recruil in relationship with F and Tec¢ for Tilapia
rendalli in Mantasoa lake: Beverton and Holi general equation
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Avec tr =1 an, tm (4ge maximum observé) =
9 ans et M = 0,75 (valeur admise constante au-dela
de 1 an) on obtient les courbes tracées sur la figure 1.

En tenant compte des variations de la mortalité
naturelle avec ’dge chez les jeunes on peut écrire
(fig. ?) :

M(T) : 0,7+0,35 (t—to)
On peut également écrire (fig. 2) :
M(t) = 0,7-£0,8 Exp (—t)

HORTALITE NATURELLE
Fiu
3.5
3.8
2.5 L v Ajustement exponentiel
Ajustement homographique
- =]
2.0L
FN
1.5 ~
%
- \\
~ ©
1.9 o~ ° o
o — —_—
Sk
i AGE(ABUEES)
.8 1 L 1 1 1 Loo .l L I 1 [ 1 1 A
.8 .S 1.8 1.5 2.9 2.5 3.8 3.5
Fre. 2. — Variations de la mortalité naturelle avec I'age

chez T. rendalli du lac de Mantasoa

Evolution of the natural morlality with age for T. rendalli in
Mantasoa lake

Y/R est calculé dans chaque cas comme exposé
plus haut ce qui conduit aux figures 3 et 4, sur
lesquelles on remarque une diminution sensible de
Y/R par rapport & ce qui est porté sur la figure 1.

Cette diminution est imputable en premiére analyse
au fait que les valeurs élevées de la mortalité naturelle
chez les jeunes sont prises en compte, ce qui n’est
pas le cas sur la figure 1.

2. Croissance décrite par une équation de Gompertz ;
mortalité naturelle constante

Les données servant d’exemple concernent une
population de Tilapia rendalli du lac Alaotra et sont
résumées ci-dessous.
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_  RENDEMENT PAR RECRUE

(ex)
80 |
*T.c i‘l _#N +
+
L + t
s
o+
60 L +
4+
+
i +
+
48 L + To = 3 ANS
+
+ . F 7T
+ ™
L + +
+ .t
o
20 L + +
4
+
+ + Te = 5 ANS
r + +++-1-++++++++1‘~
+ s o4 F + Te = 7 ANS
_ A N . . . . . I T VT S
ol X & 4 4 4+ 4 4 4 4+ F F F + FE T T T
B.a .2 .4 .8 .8 P
Fic. 3. — Rendement par recrue chez 7. rendalli du lac
Mantasoa ; mortalité naturelle décroissante (fonction homo-
graphique)

Yield per recruit for T. rendalli in lake Mantasoa; decreasing
natural mortality (homographical function)

_RENDEMENT PAR RECRUE
(er)

80 [

681 %

=

*a
®

*

40 ¢ *

*
28t Te
* ¥ ¥

:ise,u*s % %

. *
# L % %

8 ¥ ¥ ¥ ¥
2.8 .2 .4 .B .8

Te, = J Al
Ae*¥*¥+*1ex‘54l%§aa
X ¥ 2 > N ;

F1c. 4. — Rendement par recrue chez T. rendalli du lac de
Mantasoa ; mortalité naturelle décroissante (fonction expo-
nentielle)

Yield per recruit for T. rendalli in lake Manlasoa; decreusing
natural moritality (exponential function)
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LONGUEUR STANDARD(cm)

—————— Equation de -
Gompertz

Equation de
Von Bertalanffy

AGE(ANNEBS)
3 4 3
Fig. 5. — Croissance de T. rendalli au lac Alaotra

Growih of T. rendalli in Alaoira lake

Si la croissance est décrite par une équation de
Von Bertalanffy :

L (t) = 24,63 (1 — exp (— 0,381(t — 0,331) (fig. 5)

W correspondant est 626 g; M = 0,4; tr =1 an; tm =
6 ans.

Si la croissance est décrite par une équation de
Gompertz celle-ci s’éerit :

L(t) = 23,65 exp (— 2,679 exp (— 0,642 t) )

et la courbe de croissance linéaire est de forme
sigmoide. W, correspondant est de 539 g (fig. b).

La figure 6 montre les résultats obtenus quant a
Y/R dans les deux cas, le premier étant celui de
I’équation originelle de Beverton et Holt.

On remarque que le remplacement du modéle de
Von Bertalanffy par celui de Gompertz n’améne pas,
dans 'exemple choisi de graves modifications de Y/R.

DISCUSSION
1. Mortalité naturelle variable

Un travail préliminaire (MoreEaU, Briirg, 1980)
avait montré que l'on pouvait, au moins sur la
population de T. rendalli du lac de Mantasoa,
dissocier, chez le jeune, 2 causes de mortalité
naturelle : la prédation dont I'influence diminue avec
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RENDEMENT PAR RECRUB
gr

8a

Te = 7 ANS
Tc = 4 ANS

Te = 2 ANS

Te = 5 ANS

Te = 1 AN

Bquavion de
Von Berialanffiy

+ 4+ 4+ 4+ + + Eguation de
Gomporic

) N ! s ! L1

.6 .8

MORTALITE/PECEE T

Fic. 6. — Rendement par recrue chez T. rendalli du lac Alaotra

Yield per recruit for T. rendalli in lake Alaoira

Page de la proie et l'ensemble des stress physio-
logiques (maladies, pénuries alimentaire, stress
écologiques) dont limpact sur la démographie
peul, éire en premiere approximation admis constant,
au moins dans la tranche d’dge étudiée.

Confrairement aux relations proposées dans le
travail cité ci-dessus les relations M(t) = f(t) pro-
posées ici sont continues dans Dintervalle tr - tm ce
qui permet leur emploi dans le caleul de Y/R.

En toute rigueur les 2 modéles proposés. comme
tout ajustement en général ne sont applicables que
dans l'intervalle étudié (ici tr-tm). Renoncer
a priori & la relation hotnographique pour laquelle
M(t) = oo si t = to serait & 'évidence, justifié du
peint de vue biologique ; ce ne l'est cependant pas
du point de vue mathématique car aucune donnée
observée n’est disponible & des dges inférieurs &
6 mois.

Les deux fonctions M(t) = f(t) évoquées admettent
la décroissance de la mortalité naturelle avec 'dge,
dans U'intervalle d’4ge étudié. Il semble qu’il en soit
assez souvent ainsi dans les eaux continentales
tropicales ; en effet, des mortalités naturelles élevées
chez les jeunes sont observées par Bavron (1974)
chez plusieurs espéces de poisson du lac Kariba.
Par ailleurs, les modéles d’études des péches dans
les plaines d’inondations tropicales (WeLcoMMmE et
HacBora, 1977) font également état de telles obser-
vations.
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Cependant il faut garder & lesprit que dans
d’autres circonstances la mortalité naturelle s’est
au contraire révélée croissante avec 1'dge (GARROD,
1963 ; FonTawa, 1979).

2. La croissance décrife par une équation de Gompertz

La population de T. rendalli du lac Alaotra qui
a servi d’exemple a effectivement une croissance
linéaire trés faible au début de sa vie car les alevins
sont concentrés en grande quantité dans des zones
littorales peu profondes ou ils semblent connaitre
des difficultés nutritionnelles; il était done logique
de décrire la croissance linéaire de cette population
par une équation de Gompertz.

Avec les mémes données 1’ajustement mathéma-
tique conduit & une courbe de croissance qui logi-
quement ne recouvre pas celle de Von Bertalanffy
méme dans sa partie asymptotique. Cette différence
est naturellement amplifiée dans D’évaluation de
W et se retrouve par conséquent dans ’évaluation
de Y/R méme si, comme on I'a vu, elle est relative-
ment légére.

Cette faible croissance chez les jeunes 4ges est
quelque fois constatée ; elle induit dans la recherche
des paramétres de croissance selon le modéle de
Von Bertalanffy de valeur to > o élevées qui peuvent
alors inciter & rechercher un ajustement selon la
méthode de Gompertz. De tels exemples sont quelque
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fois rencontrés dans les eaux continentales tropicales
(Bavow, 1974); ils sont alors souvent le fait de
poissons changeant de régime alimentaire au cours
de leur vie comme les Iehtyophages.

CONCLUSION

Les deux variantes proposées ici pour le modéle
de Beverton et Holt sont, semble-t-il, originales dans
la littérature synthétisée récemment par LAUREC et
Leguen (1981) ; ils paraissent de nature & améliorer
lapproche de rendement par recrue par rapport a
I'équation générale de Beverton et Holt, seulement
dans des conditions précises :

— soif, connaissance suffisante de la démographie
chez les jeunes poissons, ce qui est, malheureusement
rarement le cas ;

— soit une croissance effectivement faible au
début de la vie du poisson.

C’est dans ces deux cas seulement que les variantes
en question peuvent effectivement apporter des
compléments d’informations par rapport aux autres
méthodes connues (Laurec et Lecuen, 1981).
Cependant ces derniéres ont 'avantage certain de
permettre une discrétisation de 1’échelle des temps
pratiquement indispensable dés lors que varie la
mortalité par péche ou que, dans l'intervalle d’4ge
étudié, la croissance ne peut étre décrite selon une
expression algébrique simple.

La présente recherche et celles en cours sur le
méme sujet ne cherchent donc pas & substituer telle
variante & telle autre jugée globalement inférieure,
mais a diversifier les expressions possibles de I'équa-
tion générale de production pour rester au maximum
fidéle aux réalités biologiques.

Manuscrit recu au Service des Editions de I'O.R.S.T.0.M.
le 25 avril 1984
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ANNEXE (*)

Sous programme « Simp | » permetiant le caleul de la valeur approchée d’une intégrale FN(X) par la méthode de Simpson.

2690 SUB Simp 1 {Int) 2910 X = Siz+low
%700 COM R, T,K,B,0,0,D,G, F, M, I 2020 Y = FNF (X)
2710 DEF FNF (X) = EXP ({— (F+M)*(X — I))*(1 — 2930 Int = Int+4*Y
EXP (— (k*(X — 0) } N3/(X — O) 2940 Darg = Low
2720 LOW =1 2950 Darg = Darg+2*Siz
2730 Up =T 2960 IF Darg < Up THEN 3060
2740 Flg = — 1 2970 Int = Siz*Int/3
2750 Ttmax == 50 2980 IF Frst = 0 THEN 3010
2760 Tol = 0001 2990 Frst = 0
2770 Int =L =0 3000 GOTO 3030
2780 Frst =1 3010 IF ABS (Intold-Int) > = Tol THEN 3030
2790 X = Low 3020 SUBEXIT
2800 Y = FNF {X) 3030 Intold = Int
2810 Int = Int+Y 3040 Int = Temp
2820 X = Up 3050 GOTO 2850
2830 Y = FNF (X) 3060 X = Darg
2840 Temp = Int = Int4Y 3070 Y = FNF (X)
2850 L = L+1 3080 Int = Int-}-4*Y
2860 IFL < Itmax THEN 2890 3090 X = Darg+ Siz
2870 OUTPUT 16; « MAXIMUM D’ITERATIONS DE- 3100 Y = FNF (X)
PASSE » 3110 Int = Int4+4*Y
2880 PAUSE ‘ 3120 GOTO 2950
2890 N = 'L 3130 SUBEND

2900 Siz == {Up-Low}/N

(*) Sous-Programme proposé par Hewlett-Packard et mis au point de facon détaillée par C. BRIERE.
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