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Abstract

We explain in cyclic homology setting� some results of Atiyah and

Segal on orbifold Euler characteristic� For this� we give a new and

direct proof for the Chern isomorphism between equivariant k�theory

and periodic cyclic homology of crossed product by a �nite group�

� Introduction

Dans ce papier on pr�esente une nouvelle d�emonstration de l�isomorphisme
fourni par le caract�ere de Chern de Connes�Karoubi entre la K�th�eorie
�equivariante de Atiyah�Segal� not�ee K�

G�X�� pour X une vari�et�e compacte
muni d�une action d�un groupe �ni G� et l�homologie cyclique p�eriodique de
l�alg�ebre produit crois�e C��X� �� G� not�ee PHC��C��X� �� G�	

��� ChC 
 Kj
G�X��Z C � PHCj�C

��X� �� G�� j � � �

Cette nouvelle approche bas�ee sur l�homologie cyclique tordue� permet
d��etablir directement dans le cadre de l�homologie cyclique le r�esultat de
Atiyah�Segal �AS�� sur la caract�eristique d�Euler �equivariante ��X�G� de
l�orbifold X�G	

���� ��X�G� � dimPHCpair�C
��X� �� G�� dimPHCimp�C

��X� �� G�
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Nous rappelons dans la section �� la d�e�nition de l�homologie cyclique
tordue de Feigin�Tsygan �FT� �li�ee au cadre �equivariant de la g�eom�etrie non�
commutative�� ainsi que des r�esultats que nous avons �etabli dans �B� sur le
calcul de l�homologie cyclique p�eriodique de l�alg�ebre produit crois�e	 La
section � est consacr�ee �a des rappels sur la K�th�eorie �equivariante ainsi que
la d�emonstration de l�isomorphisme ��� et la formule ����	

Je remercie I	 Moerdijk pour l�aide et l�int�er�et qu�il a apport�e a ce travail	

� Homologie cyclique� complexes mixtes et pro�

duits crois�es�

Rappelons quelques constructions li�ees �a la notion d�objets cycliques tor�
dus introduite par Feigin�Tsygan� �FT�� qui g�en�eralise la notion d�objets
cycliques de Connes� �C�	 Soit k un anneau �x�e� pour r un entier � � r � �
un r�module cyclique �Xn� di� si� tn�n�N est un module simplicial avec des
morphismes faces di 
 Xn�� � Xn� et des morphismes d�eg�en�erescences
si 
 Xn�� � Xn�  � i � n	 De plus on a un morphisme t 
 Xn � Xn pour
chaque n tel que tr�n��� � �� satisfaisant aux identit�es suivantes


ditn �

�
tn��di�� � � i � n

dn i � 

sitn �

�
tn��si�� � � i � n
t�n��sn i � 

Un complexe mixte �M� b� B�� est la donn�ee d�un k�module M gradu�e
positivement� d�une di��erentielle b surM de degr�e ��� et d�une di��erentielle
B sur M de degr�e �� tel que bB � Bb � 	

On note k�u� l�anneau des polyn�omes� o�u u est de degr�e ��� W un
k�u��module gradu�e et M ��u�� le module gradu�e des s�eries formelles en u�
�a coe�cients dans un complexe mixte M � muni de la di��erentielle b � uB	
Le complexe M ��u���k�u� W est alors muni de la di��erentielle �b� uB�� �	
L�homologie cyclique de M �a coe�cients dans W est� par d�e�nition 


HC��M�W � � H��M ��u���k�u� W ��

Suivant �BG� on d�e�nit les di��erentes homologies cycliques d�un com�
plexe mixte par

�



HC��M� k�u� u���� � PHC��M�� homologie cyclique p�eriodique
HC��M� k�u� u����uk�u�� � HC��M�� homologie cyclique
HC��M� k�u��uk�u�� � HH��M�� homologie de Hochschild

Exemple ����� Soient A une k�alg�ebre� et � 	 Aut�A� tel que �r � �� on
obtient un r�module cyclique not�e A�

��r en posant� A�
��r�n� � A��n��� � et

di�a� � a� � 
 
 
 � an� � �a� � a� � 
 
 
 � ai�ai�� � 
 
 
 � an�  � i � n� �
dn�a� � a� � 
 
 
 � an� � ���an��a� � a� � 
 
 
 � an���
si�a� � a� � 
 
 
 � an� � �a� � a� � 
 
 
 � ai � �� ai�� � 
 
 
 � an�  � i � n

tn�a� � a� � 
 
 
 � an� � ���an�� a� � a� � 
 
 
 � an���

Le r�module cyclique A�
��r d�e�nit un complexe mixte tordu not�e C��A� �� r�

avec


b �
nX
i	�

����idi � B � ��� T �s
�r�n�����X

i	�

T i
�
� T � ����ntn

De la m�eme mani�ere que dans le cas classique de l�homologie cyclique
�L�� �ie r � �� � � ��� on associe des th�eories d�homologie cyclique tordue
d�e�nies par


�� r �� HC��A� �� r�W � � H��C��A� �� r���u���k�u� W �

et une longue suite exacte de Connes


���� HH��A� �� r�
I
� HC��A� �� r�

S
� HC����A� �� r�

B
� HH����A� �� r�� ���

ainsi qu�une suite spectrale fondamentale

E�
�� � HH��A� �� r�

Converge
�� HC��A� �� r� ���

�� r �� HC��A� ���� � HH��A� ���� � PHC��A� ���� � 
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��� Produit crois�e

Soit G un groupe discret qui op�ere sur A par automorphismes

G
�

���Aut�A� � g����g

On note A �� G le produit crois�e alg�ebrique de A par G	 Le k�module
sous�jacent est le produit tensoriel A � k�G�� les �el�ements sont les sommes
�nies

P
agug� muni du produit associatif et unitaire donn�e par


�agug��bhuh� � a�g�b�ugh� a� b 	 A� g� h 	 G�

Exemple �����

�� Dans le cas particulier A � k� on obtient l�alg�ebre du groupe k�G��

	� On consid�ere l�alg�ebre C��X� �� G � C��X�G� ou les �el�ements sont

les sommes formelles
P

g�G fg �g� o�u fg 	 C��X�� �C��X� d�esigne les
fonctions C� sur X �a valeurs complexes � et g 	 G� L�addition et la

multiplication dans C��X �G� sont ��X
g�G

fg�g�
�
�
�X
g�G

hg�g�
�
�
�X
g�G

�fg � hg��g�
�

�
fg�g�

��
h����

�
� fg�h

g
��g��� g� � 	 G

Pour g 	 G� soient Gg � fh 	 G j gh � hgg le centralisateur de g dans G�
�g� le sous groupe engendr�e par g dans Gg	 Notons par � G � l�ensemble des
classes de conjugaisons de G et �g� � fhgh���h 	 Gg la classe de conjugaison
de g dans G	 Notons par hGifin �resp� hGi� � les classes de conjugaisons
des �el�ements d�ordre �ni �resp� in�ni�	 Le module cyclique �A �� G�� se
d�ecompose en une somme directe

�A �� G�� �
M

�g���G�

�A �� G���g� ���

Notons par HC��A �� G�W ��g� l�homologie cyclique du sous module cyclique

�A �� G���g�� engendr�e par les �el�ements 
 �a�� g��� �a�� g��� ���� �an� gn�

avec g��g����gn 	 �g�	 Par d�e�nition on a


Th�eor�eme �����

HC��A �� G�W � �
M

�g���G�

HC��A �� G�W ��g�

�



Pour chaque classe de conjugaison �g�� on a un ord�g��module cyclique

not�e A�

�g �ord�g�
	 C�est un Gg�module pour l�op�eration

h��a��a��
 
 
�an� � ��h�a����h�a���
 
 
��h�an�� h 	 Gg� ai 	 A

Cette op�eration induit une structure de Gg�module surHC��A� �g� ord�g��W �	
Dans �B� nous avons prouv�e le th�eor�eme suivant


Th�eor�eme ����� Pour G discret de dimension homologique 
nie� il existe

une suite spectrale�

E�
�� �

M
g�hGifini

H�

�
Gg� PHC��A� �g� ord�g��

�
Converge
�� PHC��A �� G� �

D�emonstration
De la d�ecomposition ���� il est facile de voir �B�� que nous avons un

quasi�isomorphisme

M
g�hGifini

B��G
g��Gg

�
C��A� �g� ord�g����u���C�u� C�u� u

���
�

o

���y
C��A �� G���u���C�u� C�u� u

���

B��G
g� d�esigne la bar r�esolution r�eduite du groupe Gg	 La suite spectrale

du th�eor�eme� est associ�ee �a la �ltration

�p �
X

��j�p

� M
g�hGifini

�
Bj�G

g���Gg �C��A� �g� ord�g����u���C�u� C�u� u
����
��

�o�u �� d�esigne le produit tensoriel compl�et�e alg�ebrique� 

PourA � C��X� etG discret� le formalisme alg�ebrique pr�ec�edent se pro�
longe sans di�cult�e au cadre topologique avec le produit tensoriel projectif
suivant �C�	 Dans ce cadre� l�homologie cyclique tordue d�ecrit l�homologie
des points �xes	 Pour illustrer ceci notons par

�



Xg � fx 	 X �g�x � x � ord�g� ��g

la sous�vari�et�e des points �x�es par le sous groupe engendr�e par g 	 G	
Le th�eor�eme suivant est la version d�elocalis�ee �dans le sens �equivariant� du
th�eor�eme classique d�Alain Connes �C� Thm � page ���

Th�eor�eme ����� Pour g 	 G d�ordre 
ni� alors

PHCj�C
��X�� ��g�� ord�g�� � PHCj�C

��Xg�� j � � �

�
Q

l��H
�l�j
dR �Xg� j � � �

D�emonstration
Le deuxi�eme isomorphisme est le th�eor�eme de Connes ��� Th� page ���

pour la sous vari�et�eXg � car g est d�ordre �ni�	 Le premier isomorphisme est
une cons�equence du fait que nous avons un quasi�isomorphisme au niveau
de l�homologie de Hochschild

HH��C
��X�� �g� ord�g�� � HH��C

��Xg�� C��Xg��

� ���Xg�

o�u ���Xg� d�esigne l�alg�ebre di��erentiel gradu�e des formes di��erentielles sur
Xg	 Le quasi�isomorphisme est fourni par le morphisme de complexes mixtes

C��C
��X�� �g� ord�g��� C��C

��Xg��� �e� ��

induit par le morphisme de restriction C��X� � C��Xg�	 Le quasi�
isomorphisme pr�ec�edent induit un isomorphisme entre les suites spectra�
les fondamentales associ�ees� d�o�u le th�eor�eme	 Notons qu�il est possible
d�obtenir directement l�isomorphisme

HH��C
��X�� �g� ord�g��� ���Xg�

par la m�ethode de �C�� voir �Br�	
Pour les groupes �nis on a une d�ecomposition de l�homologie cyclique

p�eriodique de l�alg�ebre produit crois�e� qu�on d�ecrit dans

Proposition ����� Pour un groupe 
ni G� on a

PHCpair��C
��X� �� G� �

L
�g�

�Q
j��H

�j�Xg�C
�Gg

PHCimp��C��X� �� G� �
L

�g�

�Q
j��H

�j���Xg�C
�Gg

�
�
�Gg

d�esigne la partie Gg�invariante�

�



D�emonstration

Ceci est une cons�equence imm�ediate de la d�eg�en�eressence de la suite
spectrale du th�eor�eme ��	�	��� ainsi que le th�eor�eme ��	�	��	

� K�th�eorie �equivariante et caract�ere de Chern

Soit X une vari�et�e compacte� et G un groupe �ni qui op�ere sur X 	 Dans
ce contexte� la K�th�eorie �equivariante Kj

G�X�� o�u K�
G�X� est le groupe

ab�elien libre engendr�e par les G��br�es vectoriels sur X 	 Pour j � � on
pose Kj

G�X� � K�
G�X � Rj�	 Puisque le th�eor�eme de p�eriodicit�e de Bott

se prolonge au cadre �equivariant nous pouvons prolonger K�
G�X� �a une

th�eorie cohomologique Z��gradu�ee K�
G�X� � K�

G�X� � K�
G�X�	 Chaque

groupe Kj
G�X� est un R�G��module o�u R�G� � K�

G�pt� est l�anneau des
repr�esentations du groupe G	 Notons en�n que pour un espace homog�ene
G�H � �o�u H � G un sous groupe de G� on a K�

G�G�H� � R�H�	 Il existe
un caract�ere de Chern

ch 
 K�
G�X��

Y
i

H�i
G �X�

ch 
 K�
G�X��

Y
i

H�i��
G �X�

o�u H�
G�X� � H��EG�G X� d�esigne la cohomologie �equivariante de Borel	

Le morphisme ch 
 K�
G�X��

Q
iH

�i
G �X� n�est pas injectif� en e�et pour

G un groupe �ni et X un point� ch 
 R�G�� Q n�est pas injectif	 Notons par
I l�id�eal maximal des repr�esentations de dimension 	 Si on regarde R�G�
comme anneau de fonctions sur G� l�id�eal I correspond �a l�origine du groupe�
et H�

G�X� est la localisation du R�G��module K�
G�X� a l��el�ement � de G	

C�est dans ce sens que la cohomologie �equivariante de Borel est localis�e �a
l�origine du groupe	 C�est aussi pour cette raison que l�homologie cyclique
p�eriodique est le cadre le mieux adapt�e �a la K�th�eorie �equivariante pour les
groupes �nis	 Rappelons que pour une alg�ebre A localement convexe� A	
Connes �C� et M	 Karoubi �Ka�� ont construit un caract�ere de Chern not�e

Ch 
 K��A� �� PHC��A�

o�u K��A� d�esigne la K�th�eorie topologique �BL�	 Pour A � C��X� �� G�
cetteK�th�eorie est li�ee �a laK�th�eorie �equivariante de Segal� via un th�eor�eme
de Swan�Serre �equivariant c�est �a dire l��equivalence entre la cat�egorie des G�
�br�es vectoriels sur X � et la cat�egorie des modules projectifs de types �nis
sur C��X� �� G	

�



Th�eor�eme ����� 	J
� Pour un groupe 
ni G� on a l�isomorphisme

K�
G�X� � K��C

��X� �� G�

Notons que pour un groupe �ni� le produit crois�e r�eduit consid�er�e dans
�J� coincide avec le produit crois�e alg�ebrique	 Via ce th�eor�eme� le caract�ere
de Chern de Connes�Karoubi prend la forme suivante

Ch 
 K�
G�X� �� PHC���C

��X� �� G�

C�est un R�G��morphisme compatible avec la d�ecomposition de l�homologie
cyclique p�eriodique �etabli dans la proposition �������� ainsi qu�avec la d�ecomposition
suivante de la K�th�eorie �equivariante	 En e�et� notons par K��X� la K�
th�eorie topologique de Atiyah�Hirzebruch alors


Th�eor�eme ����� 	AS�
� Soit G un groupe 
ni� alors

K�
G�X��Z C �

M
�g�

�
K��Xg��Z C

�Gg

o�u
�
�
�Gg

d�esigne la partie Gg�invariante�

Pour chaque g 	 G� l�isomorphisme de Chern ordinaire

ChC 
 K��Xg��Z C �
Y
j��

H�j�Xg�C�

ChC 
 K��Xg��Z C �
Y
j��

H�j���Xg�C��

entre les composantes �a droites dans le th�eor�eme ��		�� et la proposition
��	�	��� donne le th�eor�eme suivant	

Th�eor�eme ����� Pour un groupe 
ni G� on a l�isomorphisme

ChC 
 K�
G�X��Z C � PHC��C

��X� �� G� � � � � �

Du th�eor�eme pr�ec�edent � sinon directement via la proposition ��	�	�� �
on d�eduit �en homologie cyclique p�eriodique�� le r�esultat suivant �etabli par
Atiyah�Segal en K�th�eorie �equivariante� �AS��	

Th�eor�eme ���� Soit ��X�G� la caract�eristique d�Euler de l�orbifold X�G�

Alors

��X�G� � dimPHCpair�C
��X� �� G�� dimPHCimp�C

��X� �� G�

�
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