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Abstract

For a G-manifold X (G finite group), Bredon cohomology (Z,
graded ) of X and periodic cyclic homology of crossed product are
isomorphic

1 Introduction

Dans [DW] Luck et Davis, utilisent (via le language homotopique ) la coho-
mologie de Bredon [Br], comme une alternative a I’étude de la conjecture de
Baum-Connes [BCH](pour la partie topologique). Cette derniere utilise in-
tensivement I’homologie cyclique de Connes [C]. La cohomologie équivariante
introduite par G. Bredon [Br] pour I’étude des problemes d’obstructions, est
souvent difficille a calculer. 1l existe plusieurs présentations de cette coho-
mologie, la plus adaptée a la théorie d’homologie cyclique de Connes est celle
introduite par Moerdijk-Svensson [MS1]. Cette version permet d’introduire
des théories cycliques équivariantes a coéfficients, extrémement adaptée a
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I’étude de I’homologie d’intersection équivariante et son lien avec la théorie
de Connes, via les récents travaux de Brasselet-Legrand [BL].

L’objectif de ce papier est d’indiquer un lien entre la cohomologie de
Bredon et 'homologie cyclique du produit croisé par un groupe fini. Les deux
cohomologies forment le cadre naturel des invariants liées aux orbifolds. Fn
effet, pour une variété compacte X, muni d’une action par difféfomorphismes
d’un groupe fini (G, nous définissons dans la section 2, la cohomologie de
Bredon Z,-graduée Hp, (X, Re), ou Re est un systeme de coéfficient donné
par ’anneau des représentations des sous groupes de (. Dans la section 3,
nous étudions I’homologie cyclique périodique notée PHC(C*(X) x (), de
I’algebre produit croisé. Avec ces hypotheses, nous montrons dans la section
4 le théoreme suivant :

1.1 Théoréeme
M (X, Re) ~ PHCL.(C®(X) x G)

Nous montrons I’existence de I'isomorphisme, par une méthode combina-
toire via la K-théorie équivariante. Pour d’autres classes de groupes, nous
adapterons dans une prochaine version de ce papier, une approche directe
basée sur la théorie des faisceaux. Nous donnerons un apercu de la situation
dans la section 5. Dans ce papier, pour une variété X, H*(X) désignera
a la fois (grace a I'isomorphisme standard) la cohomologie de Cech et la
cohomologie d’Alexander Spanier.

Je remercie I. Moerdijk et J. A. Svensson pour l'intérét qu’ils ont apporté
a ce travail.

2 Cohomologie de Bredon

Soient (G un groupe discret et X un G-espace. La cohomologie de Bredon est
exprimée en terme d’une certaine catégorie associée a un G-espace X, notée
Ag(X), introduite par 1. Moerdijk-J. I. Svensson [MS1]. Nous présentons
cette construction, car elle s’adapte a I’étude de la cohomologie équivariante
des ensembles G-cycliques de Connes.



2.1 La construction de Grothendieck

La catégorie Ag(X) est construite a partir de la construction dite de Grothendieck.
Soient C une petite catégorie et F : C? — Cat un foncteur a valeurs dans
Cat la catégorie des petites catégories, alors la construction de Grothendieck

de F est la catégorie notée [ F définie de la facon suivante :
¢
- Les objets de [. F sont les couples (C,x) ou C € Ob(C) et x € F(C),
une fleche (C,2) — (C’,2') dans [, F est un couple (f,a)ou (f: C — (') €
FI(C)et a:ax — F(f)(2"). La composition dans [, F est définie dans le sens
évident. Notons qu’il existe un foncteur projection ( canonique )

L7 - c

(C,x) = C

Cette construction est naturelle en C et en F.

Thomasson [T], montre que la construction de Grothendieck, représente
un modele de catégorie du foncteur homotopie colimite , ie, pour un foncteur
F :C%? — (Clat , 1l existe une équivalence d’homotopie :

hocolim ., B o F ~ B(/ F)
c

ou B : Cat — Top, est le foncteur espace classifiant ( T'op désigne la catégorie
des espaces topologiques). L’exemple type de la situation précédente est le
suivan: Soit X un espace topologique, le complexe des chaines singulieres
associé est un foncteur S,(X) : A% — Ens C Cat, ou A désigne la catégorie
simpliciale. Notons par A(—) le foncteur définit par :

A(=):Top — Cat
Xﬁym:/&@
A
alors on a les équivalences suivantes

X ~| S.(X) |~ hocolim ., S.(X) ~ BA(X) = hocolim

ACP

AOP(X)pt

Notons par O((G) la catégorie des orbites, ie, O((G) est la sous-catégorie
pleine de la catégorie des G-espaces, engendré par les G-espaces (discrets)

G/H, ou H est sous-groupe de G.
Objets(O(G)) = {G —espaces G/H; H C G}



Homop)(G/H,G/K) = {G — applications : G/H — G/K} ~ (G/H)E

Pour un G-espace X, il existe un foncteur
X~ O(G)? — Top

G/H — Homg(G/H,X) ~ X"

oit X désigne I'espace des points fixes par I'action de H. En composant ce
foncteur avec le foncteur A(—) : T'op — Cat, on obtient un foncteur

AX™): O(G)? — Cat

Soit Ag(X) = fO(G)A(X(N)), et notons par px : Ag(X) — O(G) le
foncteur projection. Dans un certain sens, la catégorie Ag(X) est 'analogue
équivariant de la catégorie A(X) associée a ’espace topologique X. Ex-
plicitement, Ag(X) est décrite de la maniere suivante:

Les objets sont les G-applications o : G/H x A" — X, ou A" est le
n-simplexe standard, et une fleche

(c:G/HxA" = X)— (1:G/K x A™ — X)

est un couple (p,a) avec ¢ : G/H — G/K est une G-application et « :
A" — A" un opérateur simplicial tel que 70 (p X a) = 0o

Une autre catégorie importante associée a un G-espace X notée 7 (X)
construite de la facon suivante. Soit #(X™) : O(G)? — Groupoids C Cat le
foncteur qui envoi G/ H vers le groupoid fondamental 7(X*) du sous espace

XH . Alors on définit
X) = / X~
7Tg( ) O(G) 7'('( )

avec un foncteur projection ¢, : 7¢(X) — O(G). Explicitement 7o (X)
est la catégorie on les objets sont les G-applications = : G/H — X, et
une fleche (¢ : G/H — X) — (y : G/K — X) est un couple (¢, a) avec
¢ : G/H — G/K une G-application et a une G-classe d’homotopie des
chemins équivariants G/H x I — X de x o ¢ vers y. 7g(X) n’est pas un
groupoid, et d’une maniere générale 74 (X) # 7 (Ag(X)) sauf le cas ou G est
trivial. Il existe un foncteur canonique v, : Ag(X) — 7¢(X), qui commute
avec les projections

Ag(X) = 76(X)



Px N 4y
O(G)

obtenu de la facon suivante : pour un espace topologique T, il existe
un foncteur quotient A(T) — #(T') qui envoi un objet (o : A" — T') vers
une fl eche a : (0 : A" = T) = (7 : A™ = T)
de A(T) est envoyée vers I'image par 7 du chemin de «a(e™) vers ¢” dans
A™. Ce foncteur est naturel en T', aussi pour un G-espace X on obtient
une transformation naturelle A(X™) — 7(X"™) entre foncteurs O(G)*? —
Cat. Par 7 intégration 7, on obtient le foncteur v,. Un G-systeme local
de coefficient sur un G-espace X est un foncteur M € Ab(Aq(X) tel que
M ~ v (M'),M' € Ab(ra(X)), Ab désigne la catégorie des groupes abéliens.

e" la nieme face de A";

2.2 Définition

Pour un G-systeme local de coefficient M sur un G-espace X, la cohomologie

HE(X, M) de Bredon de X a coefficient dans M est par définition:

He (X, M) = H™(Aa(X), M)

Pour un systeme constant M les groupes définis précédemment coincident
avec celles de Bredon ordinaire. La version singuliere de la cohomologie de
Bredon est donnée par:

pour un G-espace X et n > 0, soit

Co(X™) : O(G)P — Ab
G/H — 7[S,(X™)]

ou Z[S,(XH)] est le groupe libre engendré par les n-simplexes singulieres de

X Pour M € Ab(O(()), soit:

C"(X, M) = Hom,, . (C(X™), M)

o(G)

Sur ce complexe, on définit la différentielle d’'une maniere standard. Notons
par C*(X, M)) le complexe de cochaines associé. La définition de Brocker
de la cohomologie de Bredon est:

HE (X, M) = H*(C.(X, M)).
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Par la suite nous considérons une version Zy-graduée donnée par:

H, H

Hy, (X, M) H HET(X

2.3 Théoréme [MS1]

Soit X un G-espace et M un foncteur O(G)? — Ab. Alors il existe un
isomorphisme

HE (X, M) ~ H*(Aq(X), M).

3 Homologie cyclique, complexes mixtes et
produits croisés.

3.1 Définitions

Rappelons quelques constructions liées a la notion d’objets cycliques tor-
dus introduite par Feigin-Tsygan, [FT], qui généralise la notion d’objets cy-
cliques de Connes, [C]. Soit k& un anneau fixé, pour r un entier 1 < r < oo
un r-module cyclique (X, d;, s;,1,),eN est un module simplicial avec des
morphismes faces d; : X1 — X,, et des morphismes dégénérescences
$i + X — X, 0 <0 < n. De plus on a un morphisme ¢t : X, — X,

(n+1)

pour chaque n tel que t” = 1, satisfaisant aux identités suivantes:

) _ tn—ldi—l 1 S S
dity = { d, 1 =0

Sltn:{ tn;—lsi 1 1§Z§n
lri15n =0
Un complexe mixte (M, b, B), est la donnée d'un k-module M gradué

positivement, d’une différentielle b sur M de degré —1, et d’une différentielle
B sur M de degré 41 tel que bB 4+ Bb= 0.



On note kfu] 'anneau des polynomes, ou u est de degré —2, W un kful-
module gradué et M[[u]] le module gradué des séries formelles en wu, a co-
efficients dans un complexe mixte M, muni de la différentielle b + uB. Le
complexe M[[u]] @y W est alors muni de la différentielle (b + uB) @ 1.
L’homologie Cychque de M a coefficients dans W est, par définition :

HOL(M, W) = H.(M][u]] S W).

Suivant [BG] on définit les différentes homologies cycliques d’un complexe
mixte par

HC (M, k[u,u™'])
HC (M, k[u,u™]/uk[u])

HC.(M), homologie cyclique périodique
HC(M, k[u]/uk[u]) =H

(
HC.(M), homologie cyclique
H.(M), homologie de Hochschild

3.2 Exemple.

Soient A une k-algebre, et a € Aut(A) tel que o” = 1, on obtient un r-module
cyclique noté AEW en posant: Agﬂo(n) = A®UHD) et

: ) = (1w0@a @ @anty @ Qa,) 0<i<n—1
ap D a; @ -+ @ ay) = (a(an).a0 @ a1 @ -+ @ ap_1)
)
) = (ala,) @ag @ a; @ -+ @ dy_1)

Le r-module cyclique AEW définit un complexe mixte tordu noté C(A, a, r)
avec:

n r(n+1)—1

b= (-1)d: 5 B=(1-T)s( > 19, T=(-1)",

De la méme maniere que dans le cas classique de ’homologie cyclique [L],
(ier =1, = 1), on associe des théories d’homologie cyclique tordue définies
par:

1) r<oo HC(A,a,r; W) = H(C(A, o, 7)[[u]] @ppg W)

7

=(a®a1 @ Qa;, Q1 Va1 @ Qa,) 0<i<n



et une longue suite exacte de Connes:

= HH. (A a,r) 1 HCL.(A, a,r) 5, HC._5(A, a,r) B HH. (A a,r) — ...

ainsi qu’une suite spectrale fondamentale

E'. = HH.(A,a,r) "2 [C(Aa,r) (1)
2) r=o0 HC.(A a,0)~ HH.(A,a,00) ; PHC.(A,a,00) >0

3.3 Produit croisé

Soit (G un groupe discret qui opere sur A par automorphismes
GLAut(A) g——ay

On note A x G le produit croisé algébrique de A par . Le k-module
sous-jacent est le produit tensoriel A @ k(G), les éléments sont les sommes
finies )~ ayu,, muni du produit associatif et unitaire donné par:

(agug)(bhuh) = aozg(b)ugh, a,bec A, g,hcG.

3.4 Exemples.

3.4.1-Dans le cas particulier A = k, on obtient I'algebre du groupe k(G).

3.4.2-On considere 'algebre C>*(X) x G = C(X X () ou les éléments
sont les sommes formelles Y . f,[g] ou f, € C*(X), (C*(X) désigne les
fonctions € sur X a valeurs complexe ) et ¢ € (G. L’addition et la multi-
plication dans C*(X x () sont :

(3= £,101) + (3 holg)) = (X (F + hy)lo))

geG geG geG

(fulg)) (halal) = fyh2lg0), g.a €

Pour ¢ € G, soient G9 = {h € G | gh = hg} le centralisateur de ¢
dans G, (g) le sous groupe engendré par g dans GY. Notons par < G >
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’ensemble des classes de conjugaisons de G et [g] = {hgh™"/h € G} la classe
de conjugaison de g dans (G. Notons par (G)s, (resp, (G)o ) les classes
de conjugaisons des éléments d’ordre fini (resp, infini). Le module cyclique
(A x G)' se décompose en une somme directe

(3.4.3) (AxG)f= P (AxG)

lgle<G>

Notons par HC(A x G; W), 'homologie cyclique du sous module cyclique
(A x G)Fg], engendré par les éléments : (ap @ go) @ (a1 @ ¢1) @ ... @ (ay, @ gn)
avec ¢o.91...9n € [g]

3.5 Théoreme

HC*(A X G; W) = @ HC*(A X G; W)[g]

lgle<G>

Pour chaque classe de conjugaison [¢g] , on a un ord(g)-module cyclique

noté Aig ord(g)" C’est un GY -module pour 'opération

h(ag@ay@---@ayn) = (ap(ag) @ap(ar) @---@apla,))  heG?, a €A

Cette opération induit une structure de G9-module sur HC (A, ay, ord(g); W).
Dans [B] nous avons prouvé le théoreme suivant:

3.6 Théoreme

Pour GG discret de dimension homologique finte, il existe une suite spectrale:

BL= P H(GPHC.(Aa,0rd(g)) =5 PHC.(AxG)

9€{G) fini

Démonstration
De la décomposition (3.4.3), il est facile de voir [B], que nous avons un
quasi-isomorphisme



B.(G?) @as (Cu(A, oy, 0ord(9))[[ul] ©cpy Cu, u™])
9E(G) pini
|

Cu(A % G)|[u]] ©¢p Clu, u™]

B.(G7) désigne la bar résolution réduite du groupe 9. La suite spectrale
du théoreme, est associée a la filtration

¥=3Y ( D (B(G)6s(C.(A 3 )] @qu]c[u,u*])))

0<;<p (G) fini

(ot @ désigne le produit tensoriel completé algébrique) o

Pour A = C*(X) et G discret, le formalisme algébrique précédent se
prolonge sans difficulté au cadre topologique avec le produit tensoriel projectif
suivant [C]. Dans ce cadre, I’homologie cyclique tordue décrit I’lhomologie des
points fixes. Pour illustrer ceci notons par

X'={eeX Jgax=2 ; ordlg) <oo}

la sous-variété des points fixés par le sous groupe engendré par g € G.
Le théoreme suivant est la version délocalisée (dans le sens équivariant) du
théoreme classique d’Alain Connes [C, Th2 page 208]

3.7 Théoréme.

Pour g € G d’ordre fini, alors
PHOH(C*(X),alg) ord(g) = PHC{C*(X?))  j=0,1
~ o Hpd'(X?)  j=0,1
Démonstration

Le deuxieme isomorphisme est le théoreme de Connes [C, Th2 page 208]
pour la sous variété X9 ( car g est d’ordre fini). Le premier isomorphisme est
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une conséquence du fait que nous avons un quasi-isomorphisme au niveau de

I’homologie de Hochschild
HHL(C(X),ap,0rd(g) =~ HH(C¥(X?),C(X7)
-~ O (X9)

ou Q*(X9) désigne 'algebre différentiel gradué des formes différentielles sur
X7, Le quasi-isomorphisme est fourni par le morphisme de complexes mixtes

C*(COO(X)v Qyg, ord(g)) - C*(COO(Xg))v e, 1)

induit par le morphisme de restriction C*(X) — C*(X9). Le quasi-isomorphisme
précédent induit un isomorphisme entre les suites spectrales fondamentales
associées, d’ou le théoreme. Notons qu’il est possible d’obtenir directement
I’isomorphisme

HH(C™(X),ay,0rd(g)) ~ Q" (X?)

par la méthode de [C], voir [Br].c
Pour les groupes finis on a une décomposition de 1’homologie cyclique
périodique de I'algebre produit croisé, qu’on décrit dans

3.8 Proposition.
Pour un groupe fini G, on a

. G
PHCoir(C¥(X) 0 G) = @y (TTs0 H¥ (X9, )
G9

PHCip (C%(X) 0 G) 2 @y (ILjso H¥ (X7, C)
G
(,) désigne la partie GY-invariante
Démonstration

Ceci est une conséquence immédiate de la dégéneressence de la suite spec-
trale du théoreme (3.6), ainsi que le théoreme (3.7).¢

4  Démonstration du théoreme 1.1

Notons par K&(X) la K-théorie équivariante de segal [S]. Dans [S1], Slomin-
ska a construit un caractere de Chern Ch : KL(X) — Hj, (X, Rc), ou R¢

11



est le systeme de coéfficient définit par:
Rc : O(G) — Ab
G/H — R(H)®z7C

ot R(H) = K} (pt) est 'anneau des réprésentations du groupe H. D’une
part, ce caractere de Chern induit un isomorphisme

(1.1) K5(X) 07 € = Hi, (X, Re)

D’autre part, dans [AS] on a la décomposition suivante de la K-théorie
équivariante

(4.2) Ko(X) ez e~ @(K(X) 0z ¢)”
9]

Pour chaque ¢ € GG, I'isomorphisme de Chern ordinaire

Che: KO(X?) @z c~[[ HY(X?,c)
i30
Che: KN(X9) @z c~ [[ H¥1(X?,¢)
i30
entre les composantes a droites dans (4.2) et la proposition (3.8), induit
I’isomorphisme

(4.3) K(X) @7 €~ PHC.(C¥(X) x G)

L’identification de la cohomologie de Bredon et de I’homologie cyclique est
une conséquence directe de (4.1) et (4.3).

5 Remarque

Dans la démonstration précédente, nous avons choisi une approche économique
basée sur la K-théorie équivariante. Dans cette section nous présentons les
grandes lignes d’une autre approche, qui sera développée par la suite pour
d’autres classes de groupes. En effet, notons par

X={(z,9)e X xG [Jgax=z }
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la sous-variété introduite par Brylinski. X est I'union disjoint des sous-variété
des point fixes

X:HXg ; X0={2re X Jgax=2a }
g

le groupe G opere sur X par Popération hz,g) = (h.x,hgh™"). 1l est facile
de voir que

H (X /G, C) ~ &, H (X, )% (2)

ceci permet de voir I'isomorphisme établi dans la proposition (3.8), sous la
forme suivante :

PHC.(C®(X) x G) ~ [[ H*+*(X/G,c) (3)

Pour chaque = € X, soit G, = {g /[x.g = x} le sous-groupe d’isotropie et
Rc le G-faisceaux sur X/, ou la fibre en x est R(G) @7 C, (R(G,) désigne

le groupe des représentations de (7). L’application
O : X =X

(z,9) ==

induit une application entre les espaces quotients
6:X/G— X/G

Considérons maintenant la suite spectrale de Leray de l'application ¢ de
premier terme

B2, = HP(X/G,H(3"'(y))) (4)
dans (4), ﬂq(a_l(y)) désigne le faisceau sur X/G ou la fibre en y € X/G est

Hi(¢ l(y), C). Comme 5—1@) est un ensemble fini, alors

H'($ ' (y),€)=0 , ¢>0. (5)

Notons par < GG, > I’ensemble des classes de conjugaisons de (5., de I'identification
standard
R(G,)®7C~ H(< G, >,C)
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on déduit I'isomorphisme de faisceaux sur X/G

-1

H°(¢" (y),€) ~ Re (6)
dott Iisomorphisme
H*(X/G,€) ~ H*(X/G, Re) (7)
de méme on a
[1H**(X/G,c) ~ [[ H***(X/G, Re) (8)

I I
de (3) et (8) on déduit 'isomorphisme

PHC(C™(X) x G) ~ [ H*(X/G, R¢) (9)

maintenant suivant les résultats de H. Honkasolo [Hol], [Ho2] et [Ho3], on a
Hp, (X, Re) ~ H'(X/G, ) (10)

de méme
My, (X, Re) ~ [[ H**(X/G, Rc) (11)
]
de (9) et (11), on déduit I'isomorphisme du théoreme (1.1)

My (X, Re) ~ PHC.(C*™(X) x G) (12)

notons enfin que 'isomorphisme (10), justifie notre choix de la définition de
la cohomologie de Bredon exposé dans la section (2).
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