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Abstract

For a G�manifold X �G �nite group�� Bredon cohomology �Z�
graded � of X and periodic cyclic homology of crossed product are
isomorphic

� Introduction

Dans �DW� Luck et Davis� utilisent �via le language homotopique � la coho�
mologie de Bredon �Br�� comme une alternative �a l�	etude de la conjecture de
Baum�Connes �BCH��pour la partie topologique�
 Cette derni�ere utilise in�
tensivement l�homologie cyclique de Connes �C�
 La cohomologie 	equivariante
introduite par G
 Bredon �Br� pour l�	etude des probl�emes d�obstructions� est
souvent di�cille �a calculer
 Il existe plusieurs pr	esentations de cette coho�
mologie� la plus adapt	ee �a la th	eorie d�homologie cyclique de Connes est celle
introduite par Moerdijk�Svensson �MS��
 Cette version permet d�introduire
des th	eories cycliques 	equivariantes �a co	e�cients� extremement adapt	ee �a
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l�	etude de l�homologie d�intersection 	equivariante et son lien avec la th	eorie
de Connes� via les r	ecents travaux de Brasselet�Legrand �BL�


L�objectif de ce papier est d�indiquer un lien entre la cohomologie de
Bredon et l�homologie cyclique du produit crois	e par un groupe �ni
 Les deux
cohomologies forment le cadre naturel des invariants li	ees aux orbifolds
 En
e�et� pour une vari	et	e compacte X� muni d�une action par di�	eomorphismes
d�un groupe �ni G� nous d	e�nissons dans la section �� la cohomologie de
Bredon Z��gradu	ee H�

Br�X�RC�� o�u RC est un syst�eme de co	e�cient donn	e
par l�anneau des repr	esentations des sous groupes de G
 Dans la section ��
nous 	etudions l�homologie cyclique p	eriodique not	ee PHC��C��X� �� G�� de
l�alg�ebre produit crois	e
 Avec ces hypoth�eses� nous montrons dans la section
� le th	eor�eme suivant �

��� Th�eor�eme

H�
Br�X�RC� � PHC��C

��X� �� G�

Nous montrons l�existence de l�isomorphisme� par une m	ethode combina�
toire via la K�th	eorie 	equivariante
 Pour d�autres classes de groupes� nous
adapterons dans une prochaine version de ce papier� une approche directe
bas	ee sur la th	eorie des faisceaux
 Nous donnerons un aper�cu de la situation
dans la section �
 Dans ce papier� pour une vari	et	e X� H��X� d	esignera
�a la fois �grace �a l�isomorphisme standard� la cohomologie de Cech et la
cohomologie d�Alexander Spanier


Je remercie I
 Moerdijk et J
 A
 Svensson pour l�int	eret qu�ils ont apport	e
a ce travail


� Cohomologie de Bredon

Soient G un groupe discret et X un G�espace
 La cohomologie de Bredon est
exprim	ee en terme d�une certaine cat	egorie associ	ee �a un G�espace X� not	ee
�G�X�� introduite par I
 Moerdijk�J
 I
 Svensson �MS��
 Nous pr	esentons
cette construction� car elle s�adapte �a l�	etude de la cohomologie 	equivariante
des ensembles G�cycliques de Connes
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��� La construction de Grothendieck

La cat	egorie �G�X� est construite �a partir de la construction dite de Grothendieck

Soient C une petite cat	egorie et F � Cop � Cat un foncteur �a valeurs dans
Cat la cat	egorie des petites cat	egories� alors la construction de Grothendieck

de F est la cat	egorie not	ee
Z
C
F d	e�nie de la fa�con suivante �

� Les objets de
R
C F sont les couples �C� x� o�u C � Ob�C� et x � F�C��

une ��eche �C� x�� �C �� x�� dans
R
C F est un couple �f� �� o�u �f � C � C �� �

Fl�C� et � � x� F �f��x��
 La composition dans
R
C F est d	e�nie dans le sens

	evident
 Notons qu�il existe un foncteur projection � canonique �Z
C
F � C

�C� x�� C

Cette construction est naturelle en C et en F 

Thomasson �T�� montre que la construction de Grothendieck� repr	esente

un mod�ele de cat	egorie du foncteur homotopie colimite � ie� pour un foncteur
F � Cop � Cat � il existe une 	equivalence d�homotopie �

hocolim
Cop
B � F � B�

Z
C
F�

o�u B � Cat� Top� est le foncteur espace classi�ant � Top d	esigne la cat	egorie
des espaces topologiques�
 L�exemple type de la situation pr	ec	edente est le
suivan� Soit X un espace topologique� le complexe des chaines singuli�eres
associ	e est un foncteur S��X� � �op � Ens � Cat� o�u � d	esigne la cat	egorie
simpliciale
 Notons par ���� le foncteur d	e�nit par �

���� � Top � Cat

X � ��X� �
Z
�
S��X�

alors on a les 	equivalences suivantes

X �j S��X� j� hocolim
�op
S��X� � B��X� � hocolim

�op�X�
pt

Notons par O�G� la cat	egorie des orbites� ie� O�G� est la sous�cat	egorie
pleine de la cat	egorie des G�espaces� engendr	e par les G�espaces �discrets�
G�H� o�u H est sous�groupe de G


Objets�O�G�� � fG � espaces G�H�H � Gg
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HomO�G��G�H�G�K� � fG� applications � G�H � G�Kg � �G�H�K

Pour un G�espace X� il existe un foncteur

X� � O�G�op �� Top

G�H � HomG�G�H�X� � XH

o�u XH d	esigne l�espace des points �xes par l�action de H
 En composant ce
foncteur avec le foncteur ���� � Top� Cat� on obtient un foncteur

��X�� � O�G�op �� Cat

Soit �G�X� �
R
O�G���X����� et notons par pX � �G�X� � O�G� le

foncteur projection
 Dans un certain sens� la cat	egorie �G�X� est l�analogue
	equivariant de la cat	egorie ��X� associ	ee �a l�espace topologique X
 Ex�
plicitement� �G�X� est d	ecrite de la mani�ere suivante�

Les objets sont les G�applications � � G�H � �n � X� o�u �n est le
n�simplexe standard� et une ��eche

�� � G�H ��n � X� � �� � G�K ��m � X�

est un couple ����� avec � � G�H � G�K est une G�application et � �
�n � �m un op	erateur simplicial tel que � � ��� �� � �

Une autre cat	egorie importante associ	ee �a un G�espace X not	ee �G�X�
construite de la fa�con suivante
 Soit ��X�� � O�G�op � Groupoids � Cat le
foncteur qui envoi G�H vers le groupoid fondamental ��XH� du sous espace
XH 
 Alors on d	e�nit

�G�X� �
Z
O�G�

��X��

avec un foncteur projection q
X

� �G�X� � O�G�
 Explicitement �G�X�
est la cat	egorie o�u les objets sont les G�applications x � G�H � X� et
une ��eche �x � G�H � X� � �y � G�K � X� est un couple ����� avec
� � G�H � G�K une G�application et � une G�classe d�homotopie des
chemins 	equivariants G�H � I � X de x � � vers y
 �G�X� n�est pas un
groupoid� et d�une mani�ere g	en	erale �G�X� 	� ���G�X�� sauf le cas o�u G est
trivial
 Il existe un foncteur canonique v

X
� �G�X� � �G�X�� qui commute

avec les projections

�G�X�
v
X� �G�X�
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p
X

 � q

X

O�G�

obtenu de la facon suivante � pour un espace topologique T � il existe
un foncteur quotient ��T � � ��T � qui envoi un objet �� � �n � T � vers
en la ni�eme face de �n� une � �eche � � �� � �n � T � � �� � �m � T �
de ��T � est envoy	ee vers l�image par � du chemin de ��en� vers em dans
�m
 Ce foncteur est naturel en T � aussi pour un G�espace X on obtient
une transformation naturelle ��X�� � ��X�� entre foncteurs O�G�op �
Cat
 Par � int	egration �� on obtient le foncteur v

X

 Un G�syst�eme local

de coe�cient sur un G�espace X est un foncteur M � Ab��G�X� tel que
M � v�

X
�M ���M � � Ab��G�X��� Ab d	esigne la cat	egorie des groupes ab	eliens


��� D�e�nition

Pour un G�syst�eme local de coe�cient M sur un G�espace X� la cohomologie

H�
G�X�M� de Bredon de X �a coe�cient dans M est par d�e�nition�

H�
G�X�M� � H���G�X��M�

Pour un syst�eme constantM les groupes d	e�nis pr	ec	edemment coincident
avec celles de Bredon ordinaire
 La version singuli�ere de la cohomologie de
Bredon est donn	ee par�

pour un G�espace X et n � �� soit

Cn�X
�� � O�G�op � Ab

G�H � Z�Sn�X
H��

o�u Z�Sn�XH�� est le groupe libre engendr	e par les n�simplexes singuli�eres de
XH 
 Pour M � Ab�O�G��� soit�

Cn�X�M� � Hom
O�G�

�Cn�X
���M�

Sur ce complexe� on d	e�nit la di�	erentielle d�une mani�ere standard
 Notons
par C��X�M�� le complexe de cochaines associ	e
 La d	e�nition de Brocker
de la cohomologie de Bredon est�

H�
Br
�X�M� � H��C��X�M��	
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Par la suite nous consid	erons une version Z��gradu	ee donn	ee par�

H�
Br�X�M� �

Y
j

H�j
Br�X�M�

H�
Br�X�M� �

Y
j

H�j��
Br �X�M�

��� Th�eor�eme �MS�	

Soit X un G�espace et M un foncteur O�G�op � Ab� Alors il existe un

isomorphisme

H�
Br
�X�M� � H���G�X��M�	

� Homologie cyclique� complexes mixtes et

produits crois�es�

��� D�e�nitions

Rappelons quelques constructions li	ees �a la notion d�objets cycliques tor�
dus introduite par Feigin�Tsygan� �FT�� qui g	en	eralise la notion d�objets cy�
cliques de Connes� �C�
 Soit k un anneau �x	e� pour r un entier �  r  �
un r�module cyclique �Xn� di� si� tn�n�N est un module simplicial avec des
morphismes faces di � Xn�� � Xn� et des morphismes d	eg	en	erescences
si � Xn�� � Xn� �  i  n
 De plus on a un morphisme t � Xn � Xn

pour chaque n tel que tr�n��� � �� satisfaisant aux identit	es suivantes�

ditn �
�

tn��di�� �  i  n
dn i � �

sitn �
�

tn��si�� �  i  n
t�n��sn i � �

Un complexe mixte �M� b�B�� est la donn	ee d�un k�module M gradu	e
positivement� d�une di�	erentielle b sur M de degr	e ��� et d�une di�	erentielle
B sur M de degr	e �� tel que bB �Bb � �
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On note k�u� l�anneau des polynomes� o�u u est de degr	e ��� W un k�u��
module gradu	e et M ��u�� le module gradu	e des s	eries formelles en u� �a co�
e�cients dans un complexe mixte M � muni de la di�	erentielle b � uB
 Le
complexe M ��u�� �k�u	 W est alors muni de la di�	erentielle �b � uB� � �

L�homologie cyclique de M �a coe�cients dans W est� par d	e�nition �

HC��M�W � � H��M ��u���k�u	 W �	

Suivant �BG� on d	e�nit les di�	erentes homologies cycliques d�un complexe
mixte par

HC��M�k�u� u���� � PHC��M�� homologie cyclique p	eriodique
HC��M�k�u� u����uk�u�� � HC��M�� homologie cyclique
HC��M�k�u��uk�u�� � HH��M�� homologie de Hochschild

��� Exemple�

SoientA une k�alg�ebre� et � � Aut�A� tel que �r � �� on obtient un r�module
cyclique not	e A�

��r en posant� A�
��r�n� � A��n��� � et

di�a� � a� � � � � � an� � �a� � a� � � � � � ai	ai�� � � � � � an� �  i  n� �
dn�a� � a� � � � � � an� � ���an�	a� � a� � � � � � an���
si�a� � a� � � � � � an� � �a� � a� � � � � � ai � � � ai�� � � � � � an� �  i  n
tn�a� � a� � � � � � an� � ���an�� a� � a� � � � � � an���

Le r�module cycliqueA�
��r d	e�nit un complexemixte tordu not	e C��A��� r�

avec�

b �
nX
i
�

����idi � B � �� � T �s
�r�n�����X

i
�

T i
�
� T � ����ntn

De la mememani�ere que dans le cas classique de l�homologie cyclique �L��
�ie r � �� � � ��� on associe des th	eories d�homologie cyclique tordue d	e�nies
par�

�� r 
� HC��A��� r�W � � H��C��A��� r���u���k�u	 W �

�



et une longue suite exacte de Connes�

			� HH��A��� r�
I
� HC��A��� r�

S
� HC����A��� r�

B
� HH����A��� r�� 			

ainsi qu�une suite spectrale fondamentale

E�
�� � HH��A��� r�

Converge
�� HC��A��� r� ���

�� r �� HC��A����� � HH��A����� � PHC��A����� � �

��� Produit crois�e

Soit G un groupe discret qui op�ere sur A par automorphismes

G
�

���Aut�A� g����g

On note A �� G le produit crois	e alg	ebrique de A par G
 Le k�module
sous�jacent est le produit tensoriel A � k�G�� les 	el	ements sont les sommes
�nies

P
agug� muni du produit associatif et unitaire donn	e par�

�agug��bhuh� � a�g�b�ugh� a� b � A� g� h � G	

��
 Exemples�

������Dans le cas particulier A � k� on obtient l�alg�ebre du groupe k�G�

������On consid�ere l�alg�ebre C��X� �� G � C��X �G� ou les 	el	ements

sont les sommes formelles
P

g�G fg�g� o�u fg � C��X�� �C��X� d	esigne les
fonctions C� sur X �a valeurs complexe � et g � G
 L�addition et la multi�
plication dans C��X �G� sont �

�X
g�G

fg�g�
�
�
�X
g�G

hg�g�
�
�
�X
g�G

�fg � hg��g�
�

�
fg�g�

��
h����

�
� fg	h

g
��g��� g� � � G

Pour g � G� soient Gg � fh � G j gh � hgg le centralisateur de g
dans G� �g� le sous groupe engendr	e par g dans Gg
 Notons par 
 G �

�



l�ensemble des classes de conjugaisons de G et �g� � fhgh���h � Gg la classe
de conjugaison de g dans G
 Notons par hGifin �resp� hGi� � les classes
de conjugaisons des 	el	ements d�ordre �ni �resp� in�ni�
 Le module cyclique
�A �� G�� se d	ecompose en une somme directe

��	�	�� �A �� G�� �
M

�g	��G�

�A �� G���g	

Notons par HC��A �� G�W ��g	 l�homologie cyclique du sous module cyclique

�A �� G���g	� engendr	e par les 	el	ements � �a�� g��� �a�� g��� 			� �an � gn�
avec g�	g�			gn � �g�


��� Th�eor�eme

HC��A �� G�W � �
M

�g	��G�

HC��A �� G�W ��g	

Pour chaque classe de conjugaison �g� � on a un ord�g��module cyclique
not	e A�

�g�ord�g�

 C�est un Gg �module pour l�op	eration

h	�a��a��� � ��an� � ��h�a����h�a���� � ���h�an�� h � Gg� ai � A

Cette op	eration induit une structure deGg�module surHC��A��g� ord�g��W �

Dans �B� nous avons prouv	e le th	eor�eme suivant�

��� Th�eor�eme

Pour G discret de dimension homologique �nie� il existe une suite spectrale�

E�
�� �

M
g�hGifini

H�

�
Gg� PHC��A��g� ord�g��

�
Converge
�� PHC��A �� G� 	

D�emonstration

De la d	ecomposition ��	�	��� il est facile de voir �B�� que nous avons un
quasi�isomorphisme

 



M
g�hGifini

B��G
g��Gg

�
C��A��g� ord�g����u���C�u	 C�u� u

���
�

o
���y

C��A �� G���u���C�u	 C�u� u
���

B��Gg� d	esigne la bar r	esolution r	eduite du groupe Gg
 La suite spectrale
du th	eor�eme� est associ	ee �a la �ltration

�p �
X

��j�p

� M
g�hGifini

�
Bj�G

g� �Gg�C��A �� G���u���C�u	 C�u� u
����

��

�o�u � d	esigne le produit tensoriel compl�et	e alg	ebrique� �
Pour A � C��X� et G discret� le formalisme alg	ebrique pr	ec	edent se

prolonge sans di�cult	e au cadre topologique avec le produit tensoriel projectif
suivant �C�
 Dans ce cadre� l�homologie cyclique tordue d	ecrit l�homologie des
points �xes
 Pour illustrer ceci notons par

Xg � fx � X �g	x � x � ord�g� 
�g

la sous�vari	et	e des points �x	es par le sous groupe engendr	e par g � G

Le th	eor�eme suivant est la version d	elocalis	ee �dans le sens 	equivariant� du
th	eor�eme classique d�Alain Connes �C� Th� page ����

�� Th�eor�eme�

Pour g � G d	ordre �ni� alors

PHCj�C��X�� ��g�� ord�g�� � PHCj�C��Xg�� j � �� �

�
Q
l	�H

�l�j
DR �Xg� j � �� �

D�emonstration

Le deuxi�eme isomorphisme est le th	eor�eme de Connes �C� Th� page ����
pour la sous vari	et	e Xg � car g est d�ordre �ni�
 Le premier isomorphisme est

��



une cons	equence du fait que nous avons un quasi�isomorphisme au niveau de
l�homologie de Hochschild

HH��C
��X�� �g� ord�g�� � HH��C

��Xg�� C��Xg��

� !��Xg�

o�u !��Xg� d	esigne l�alg�ebre di�	erentiel gradu	e des formes di�	erentielles sur
Xg
 Le quasi�isomorphisme est fourni par le morphisme de complexes mixtes

C��C
��X�� �g� ord�g��� C��C

��Xg��� �e� ��

induit par le morphismede restrictionC��X�� C��Xg�
 Le quasi�isomorphisme
pr	ec	edent induit un isomorphisme entre les suites spectrales fondamentales
associ	ees� d�o�u le th	eor�eme
 Notons qu�il est possible d�obtenir directement
l�isomorphisme

HH��C
��X�� �g� ord�g�� � !��Xg�

par la m	ethode de �C�� voir �Br�
�
Pour les groupes �nis on a une d	ecomposition de l�homologie cyclique

p	eriodique de l�alg�ebre produit crois	e� qu�on d	ecrit dans

��� Proposition�

Pour un groupe �ni G� on a

PHCpair��C��X� �� G� �
L

�g	

�Q
j	�H

�j�Xg�C
�Gg

PHCimp��C��X� �� G� �
L

�g	

�Q
j	�H

�j���Xg�C
�Gg

�
�
�Gg

d�esigne la partie Gg�invariante

D�emonstration

Ceci est une cons	equence imm	ediate de la d	eg	en�eressence de la suite spec�
trale du th	eor�eme ��
��� ainsi que le th	eor�eme ��
��
�

� D�emonstration du th�eor�eme ���

Notons par K�
G�X� la K�th	eorie 	equivariante de segal �S�
 Dans �Sl�� Slomin�

ska �a construit un caract�ere de Chern Ch � Kj
G�X� � Hj

Br�X�RC�� o�u RC

��



est le syst�eme de co	e�cient d	e�nit par�

RC � O�G� � Ab

G�H � R�H��Z C

o�u R�H� � K�
H�pt� est l�anneau des r	epr	esentations du groupe H
 D�une

part� ce caract�ere de Chern induit un isomorphisme

��	�� K�
G�X� �Z C � H�

Br�X�RC�

D�autre part� dans �AS� on a la d	ecomposition suivante de la K�th	eorie
	equivariante

��	�� K�
G�X��Z C �

M
�g	

�
K��Xg��Z C

�Gg

Pour chaque g � G� l�isomorphisme de Chern ordinaire

ChC � K��Xg��Z C �
Y
j	�

H�j�Xg�C�

ChC � K��Xg��Z C �
Y
j	�

H�j���Xg�C�

entre les composantes �a droites dans ��
�� et la proposition ��
��� induit
l�isomorphisme

��	�� K�
G�X��Z C � PHC��C

��X� �� G�

L�identi�cation de la cohomologie de Bredon et de l�homologie cyclique est
une cons	equence directe de ��
�� et ��
��


	 Remarque

Dans la d	emonstration pr	ec	edente� nous avons choisi une approche 	economique
bas	ee sur la K�th	eorie 	equivariante
 Dans cette section nous pr	esentons les
grandes lignes d�une autre approche� qui sera d	evelopp	ee par la suite pour
d�autres classes de groupes
 En e�et� notons par

X � f�x� g� � X �G �g	x � x g

��



la sous�vari	et	e introduite par Brylinski
 X est l�union disjoint des sous�vari	et	e
des point �xes

X �
Y
g

Xg � Xg � fx � X �g	x � x g

le groupe G op�ere sur X par l�op	eration h	�x� g� � �h	x� hgh���	 Il est facile
de voir que

H�� X�G�C� � �gH
��Xg�C�G

g

���

ceci permet de voir l�isomorphisme 	etabli dans la proposition ��
��� sous la
forme suivante �

PHC��C
��X� �� G� �

Y
l

H�l��� X�G�C� ���

Pour chaque x � X� soit Gx � fg �x	g � xg le sous�groupe d�isotropie et
RC le G�faisceaux sur X�G� o�u la �bre en x est R�Gx��Z C� �R�Gx� d	esigne
le groupe des repr	esentations de Gx�
 L�application

� � X � X

�x� g�� x

induit une application entre les espaces quotients

� � X�G� X�G

Consid	erons maintenant la suite spectrale de Leray de l�application � de
premier terme

E�
p�q � Hp�X�G�H q��

��
�y��� ���

dans ���� H q��
��

�y�� d	esigne le faisceau sur X�G o�u la �bre en y � X�G est

Hq��
��
�y��C�
 Comme �

��
�y� est un ensemble �ni� alors

Hq��
��
�y��C� � � � q � �	 ���

Notons par
 Gx � l�ensemble des classes de conjugaisons deGx� de l�identi�cation
standard

R�Gx��Z C � H��
 Gx ��C�

��



on d	eduit l�isomorphisme de faisceaux sur X�G

H���
��
�y��C� � RC ���

d�o�u l�isomorphisme

H�� X�G�C� � H��X�G�RC� ���

de meme on a

Y
l

H�l��� X�G�C� �
Y
l

H�l���X�G�RC� ���

de ��� et ��� on d	eduit l�isomorphisme

PHC��C
��X� �� G� �

Y
l

H�l���X�G�RC� � �

maintenant suivant les r	esultats de H
 Honkasolo �Ho��� �Ho�� et �Ho��� on a

H�
Br�X�RC� � H��X�G�RC� ����

de meme

H�
Br�X�RC� �

Y
l

H�l���X�G�RC� ����

de � � et ����� on d	eduit l�isomorphisme du th	eor�eme ��
��

H�
Br�X�RC� � PHC��C

��X� �� G� ����

notons en�n que l�isomorphisme ����� justi�e notre choix de la d	e�nition de
la cohomologie de Bredon expos	e dans la section ���
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