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ИНВАРИАНТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОДГРУПП ЛИ 
ГРУППЫ ЛИ ДВИЖЕНИЙ ПЯТИМЕРНОГО ПРОСТРАНСТВА ЛОРЕНЦА 

 
Целью исследования является нахождение инвариантных подпространств, прямых и плоско-

стей для подгрупп Ли группы Ли H вращений пятимерного пространства Лоренца и классификация од-
нородных редуктивных пространств с фундаментальной группой – группой Ли движений пятимерного 
пространства Лоренца. 

 
Изучение геометрии однородных пространств является одной из актуальных 

проблем современной геометрии. В этом направлении выполняется много исследова-
тельских работ. В Беларуси задачами такого характера занимались Л.К. Тутаев, 
В.И. Ведерников, А.С. Феденко, И.В. Белько, А.А. Бурдун, В.В. Балащенко, С.Г. Коно-
нов, А.А. Юдов и др. В работе исследуется подгруппы Ли группы Ли движений пяти-
мерного пространства Лоренца, находятся инвариантные прямые и К-плоскости для та-
ких подгрупп и находятся редуктивные однородные пространства, структурной груп-
пой которых является группа Ли движений пятимерного пространства Лоренца. 

 
Инвариантные подпространства подгрупп Ли 
Рассмотрим пространство 5L  пятимерное лоренцово пространство. 
Выберем в пространстве 5L  репер ),,,,,0( 54321 eeeee , причем 

jieeeeeee ji  ,0),(,1,1 2
5

2
4

2
3

2
2

2
1 .  

Произвольную точку M пространства 5L , в репере   зададим координатами 
),,,,( 54321 xxxxxM , которые будем записывать в виде )(),,,,( 54321 XxxxxxM T  . 

На множестве реперов пространства 5L  действует группа Ли G движений, кото-
рая при заданном репере   изоморфна группе матриц вида: 

 

1 0
A

t A
 

  
 

,                                     (1) 

 

где 1 2 3 4 5( , , , , ) , (5 5)Tt t t t t t A    – матрица, причем 5
1

5
1 EAEAT  , где знак

T
 означает 

транспонирование, а матрица 5E  является единичной матрицей, причем первый эле-
мент по главной диагонали равен –1, остальные элементы главной диагонали 1, а про-
чие элементы – нули. 
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При движении, заданном матрицей (1), репер   переходит в репер 
)','0()',',',',',0(' 54321 eeeeee  , где 1 2 3 4 5' ,  0 '( , , , , ) ( )e eA t t t t t T   , а точка M переходит 

в точку 'M , имеющую в репере '  такие же координаты, какие точка M имеет в репере . 
Пусть '54321 )(),,,,(' XxxxxxM T  , )'()',',',','( 54321 XxxxxxM T  . Тогда по-

лучим: ' ' ' ' ( ) '( ) ( ) ( ) (( ) ( ))OM OO O M e T e X e T eA X e T A X        . С другой 

стороны, )'(' XeOM  . Отсюда )()()'( XATX  , т.е. 
 

TTT xxxxxAtttttxxxxx ),,,,(),,,,()',',',','( 543215432154321   
или 

 .),,,,()',',',',',1( 5432154321
TT xxxxxAxxxxx   (2) 

 

Таким образом, в пространстве 5L  действует слева группа Ли G , которая изо-
морфна группе матриц вида (1), действующих на точки пространства 5L  по формуле (2). 

Алгебру Ли G  этой группы можно отожествить с алгеброй Ли матриц вида: 
 

0 0
,
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где 1 2 3 4 5( , , , , ) ,T       а матрица B  удовлетворяет условию: 05
1

5
1  BEEBT . 

Группа Ли H  стационарности точки O и алгебра Ли H  этой группы будут за-
даваться матрицами вида: 
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Рассмотрим в алгебре Ли G  базис: 
 

1 21 2 31 3 41 4 51 5 61 7 23 32 8 24 42

9 25 52 10 26 62 12 34 43 13 35 53 14 36 63
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, , , , , , ,
, , , , ,
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     

    (3) 

 

где  )66(E  матрицы, у которых в  й строке,  м столбце стоит 1, а осталь-
ные элементы нули. При этом вектора 54321 ,,,, iiiii  задают базис алгебры Ли группы Ли 
параллельных переносов, а вектора ,,,,,,,,,, 19171614131210987 iiiiiiiiii  задают базис алгеб-

ры Ли H  группы Ли H  вращений пространства 5L . 
Согласно формуле 
 

   ,, BAABBA    (4) 
 

где GBA , , получим формулы для коммутаторов базисных векторов 

7 8 9 10 12 13 14 16 17 19, , , , , , , , ,i i i i i i i i i i : 
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Всего получено 29 подгрупп Ли 291,...,GG  группы Ли вращений, которые в ба-
зисе (3) задаются своими алгебрами Ли 291,..., GG  в виде (причем группа 29G совпадает 
с группой Ли всех вращений пространства 5L ): 
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В данной статье для каждой из групп 281...GG  находятся все инвариантные одно- 
двух- трех- и четырехмерные подпространства, а также инвариантные прямые, 2-пло-
скости, 3-плоскости, 4-плоскости. 

Рассмотрим группу 1G  с алгеброй Ли  191 iG  . 
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Необходимо найти все инвариантные одномерные пространства 
 

     1 2 3 4 5 5 4 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

, , , , 0,0,0, , , , , , .0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
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Отсюда следует система: 
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Из четвертого и пятого уравнений системы следует: 
 

 5
2

5 aa  . 
Рассмотрим два случая: 
1. 0  
Если 0 , то следует, что 01 a , 02 a , 03 a , 

055
2

5  aaa  , иначе 12  , значит, и 04 a . 
Вывод: нет ненулевых решений. 
2. 4 50 0, 0.a a      

Итог:  0,0,,, 321 aaa   332211 eaeaea  . 
 

Теорема 1. Относительно группы 1G  инвариантны одномерные подпространства 
 332211 eaeaea  , двумерные подпространства  332331 , ebeeae  ,  3221 ,eeae  , 

 5545533221 , ebeeaeaeae  ,  32,ee ,  5332 ,eeae  ,  544332 ,eeaeae  ,  4553 ,eeae  , 

 54,ee , трехмерные инвариантные подпространства  5432313 ,, eeeebea  , 

   2 1 2 4 1 4 3 4 5 1 5 3 3 2 1 2 3 1 3 5 1 5 4 5, , ,  , ,a e e a e b e e a e b e e a e e a e e a e b e e         , 

 5552534241 ,, eebeaebeae  ,  545253231 ,, eebeaeeae  ,  4243231 ,, eeaeeae  , 

 5453521 ,, eebeaee   и  321 ,, eee , четырехмерные подпространства 
 5432233113 ,,, eeeaeaeaea  . 

Находя инвариантные подпространства для остальных подгрупп Ли 282...GG , 
аналогично получаем следующие теоремы. 

 

Теорема 2. Относительно группы 2G  инвариантны одномерные подпростран-

ства  554433 eaeaea  , двумерные подпространства  532531 , ebeeae  , 

 5535544221 , eaeeaeaeae  ,  5221 ,eeae  ,  52 ,ee , трехмерные инвариантные подпро-
странства  545154241432513 ,, eebeaeebeaeebea  ,  5351543414212 ,, eebeaeebeaeea  , 
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 54515313212 ,, eebeaeeaeea  ,  414313212 ,, eeaeeaeea  ,  5453521 ,, eebeaee   
и  43421 ,, eeaee  . 

 

Теорема 3. Относительно группы 3G  инвариантны одномерные подпространства 

 2211 eaea  ,  554433 eaeaea  , двумерные подпространства  21,ee ,  5535521 , eaeeaee  , 

 55421 , ebeee  ,  521 ,eee  ,  52 ,ee ,  554553 , ebeeae  ,  54 ,ee , трехмерные инвари-
антные подпространства  545154241432513 ;, eebeaeebeaeebea  , 

   2 1 2 4 1 4 3 4 5 1 5 3 5 2 1 2 3 1 3 5 1 5 4 5, ; ,  , ,a e e a e b e e a e b e e a e e a e e a e b e e         , 

 414313212 ,, eeaeeaeea  ,  5453521 ,, eebeaee  ,  43421 ,, eeaee  . 
 

Теорема 4. Относительно группы 5G  инвариантны одномерные подпространст-

ва  44332211 eaeaeaea   , двумерные подпространства  52 ,ee ,  43 ,ee , трехмер-
ные инвариантные подпространства  4243231 ,, eeaeeae  ,  5453521 ,, eebeaee  . 

 

Теорема 5. Относительно группы 6G  инвариантных одномерных подпро-

странств нет, инвариантны двумерные подпространства  55421 , ebeee  ,  53 ,ee , трех-
мерные инвариантные подпространства  5453521 ,, eebeaee  ,  43421 ,, eeaee  . 

 

Теорема 6. Относительно группы 7G  инвариантных одномерных подпро-

странств нет, инвариантны двумерные подпространства  21,ee ,  5443 ,eeae  ,  54 ,ee  
трехмерные инвариантные подпространства  4243231 ,, eeaeeae  . 

 

Теорема 7. Относительно группы 8G  инвариантных одномерных подпро-

странств нет, есть двумерные подпространства  5221 ,eeae  ,  54 ,ee , трехмерных инва-
риантных подпространств нет. 

 

Теорема 8. Относительно группы 9G  инвариантных одномерных подпро-

странств нет, есть двумерное подпространство  54 ,ee , трехмерные инвариантные под-

пространства  543 ,, eee . 
 

Теорема 9. Относительно группы 10G  инвариантных одномерных подпро-

странств нет, есть двумерное подпространство  521 ,eee  , трехмерные инвариантные 

подпространства  5351543412212 ,, eebeaeebeaeea  ,  414313213 ,, eeaeeaeea  . 
 

Теорема 10. Относительно группы 11G  инвариантных одномерных подпро-
странств нет, есть двумерное подпространство  521 ,eee  , трехмерные инвариантные 

подпространства  54515313212 ,, eebeaeeaeea  ,  414313212 ,, eeaeeaeea  . 
 

Теорема 11. Относительно группы 12G  инвариантных одномерных подпро-
странств нет, есть двумерное подпространство  54 ,ee , трехмерное инвариантное под-

пространство  1 2 3, , .e e e  
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Теорема 12. Относительно группы 13G  инвариантных одномерных подпро-
странств нет, двумерных подпространств нет, трехмерных инвариантных подпро-
странств нет. 

 

Теорема 13. Относительно группы 14G  инвариантных одномерных подпро-
странств нет, есть двумерные подпространства  54 ,ee , трехмерное инвариантное под-

пространство  1 2 3, , .e e e  
 

Теорема 14. Относительно группы 15G  инвариантны одномерные подпростран-

ства  2211 eaea  ,  55332111 eaeaeaea  , двумерные подпространства, 

 55443554421 , ebebeeaeaee  ,  5545533221 , eaeeaeaeae  ,  521 ,eee  ,  54 ,ee , 
трехмерные инвариантные подпространства 5351543412212 ;, eebeaeebeaeea  , 

 54515313212 ,, eebeaeeaeea  ,  414313212 ,, eeaeeaeea  ,  1 2 3, ,e e e ,  2 1 1 2 3 4 5, , , .a e a e e e e  
 

Теорема 15. Относительно группы 16G  инвариантных одномерных подпро-

странств нет, есть двумерные подпространства  54 ,ee , трехмерные инвариантные под-

пространства  1 2 3, , .e e e  
 

Теорема 16. Относительно группы 17G  инвариантных одномерных подпро-

странств нет, есть двумерные подпространства  54 ,ee , трехмерное инвариантное под-

пространство  1 2 3, , .e e e  
 

Теорема 17. Относительно группы 18G  инвариантных одномерных подпро-

странств нет, есть двумерные подпространства  54 ,ee , трехмерные инвариантные под-

пространства 1 2 3, , .e e e  
 

Теорема 18. Относительно группы 19G  инвариантных одномерных подпро-

странств нет, есть двумерные подпространства  54 ,ee , трехмерные инвариантные под-

пространства 1 2 3, , .e e e  
 

Теорема 19. Относительно группы 20G  инвариантных одномерных подпро-

странств нет, есть двумерные подпространства  54 ,ee , трехмерные инвариантные под-

пространства 1 2 3, , .e e e  
 

Теорема 20. Относительно группы 21G  – 28G  инвариантных одномерных под-
пространств нет, двумерные подпространств нет, трехмерных инвариантных подпро-
странств нет. 

 
Образы стационарности групп Ли 
Определение 1. Образом стационарности подгруппы K  группы G  называется 

совокупность D  фигур пространства 5L  и ему соответствующего векторного про-
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странства 5
1E  таких, что группе K  принадлежат те и только те преобразования, 

при которых каждая из фигур совокупности D  инвариантна. 
Определение 2. Упорядоченная совокупность фигур пространства 5L  называет-

ся флагом, если все фигуры этой совокупности являются k-плоскостями (k = 0, 1, 2, 3, 4, 
5) пространства 5L , причем каждая последующая плоскость содержится в предыдущей. 

Зафиксируем 5e . Рассмотрим вектор (0,0,0,0,1) и потребуем, чтобы он был ин-
вариантен. При этом получим следующий результат: 

 

     5

0

0
0, 0, 0, 0,1 ; ; ; ; 0 0, 0, 0, 0,10

0

0

.e

  
  

       
  

  

       



  

 
 
 
 
 
  
   

 

Из этого следует, что 0, 0, 0, 0, 0            . 

При этом получаем алгебру Ли группы Ли 27 7 8 9 12 13 16{ , , , , , }G i i i i i i . Таким об-
разом, группа Ли 27G  имеет в качестве образа стационарности флаг  0 1,R R . 

Аналогично получаем следующие образы стационарности, результаты запишем 
в виде следующих теорем: 

Теорема 21. Образом стационарности для подгруппы Ли 26G  является 

флаг  1
0 1,R R .  

Теорема 22. Образом стационарности для подгруппы Ли 28G  является 

флаг  10 1,R R . 

Теорема 23. Если 0  , то образом стационарности для подгруппы Ли 25G  яв-

ляется флаг 
10

10 ,R R
 
 
 

. 

Теорема 24. Образом стационарности для подгруппы Ли 20G  является 
флаг  0 2,R R . 

Теорема 25. Если 0  , то образом стационарности для подгруппы Ли 14G  по-

лучим флаг  0

20 ,R R . 

Теорема 26. Образом стационарности для подгруппы Ли 19G  является 

флаг  1
0 2,R R . 

Теорема 27. Если 0  , то образом стационарности для подгруппы Ли 12G  по-

лучим флаг 
1 0

20 ,R R
 
 
 

. 

Используя геометрические характеристики подгрупп Ли, мы получаем цепочки 
по включению подгрупп Ли группы Ли вращений пространства 5.L  
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Цепочки: 
 

28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9

8 7 6 5 4 3 2 1

27 25 22 18 17 16 12 10 9 6 4 1

26 14 11 8 5 4 3

25 13 12 7 2 1

24 2

; , , ; ; , , , , ; , , , , , , ; , , ,

, ; , , , , , .

; ; , , , ; , ; , , .

; , ; , , .

, ; ; , .

H G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G

G G G G G G G G

G G G G G G G G G G G G

G G G G G G G

G G G G G G

G G









 2 18 17 16 12 10 9 6 4 1

23 22 21 18 17 16 15 11 10 4 3 2 1

22 16 15 11 10 4 3 2 1

21 18 17 16 10 4 1

20 14 7 3 2 1

19 12 8 3 1

18 10 4

; , , , ; , ; , , .

, ; , , , ; , ; , , , .

, ; , ; , , , .

, , ; ; , .

; ; , , .

; ; , .

; .

G G G G G G G G G

G G G G G G G G G G G G G

G G G G G G G G G

G G G G G G G

G G G G G G

G G G G G

G G G












 

17 10 4

16 10 4 1

15 11 10 4 3

14 3

13 2

12 1

11 4 3

10 4

8 5 3

7 2 1

; .

; , .

, ; , .

.

.

.

, .

.

, .

, .

G G G

G G G G

G G G G G

G G

G G

G G

G G G

G G

G G G

G G G





















 

 

Пусть G группа Ли 1 2,H H  ее подгруппы Ли, причем 1 2H H . Каноническим 
морфизмом однородного пространства G/ 1H в однородное пространство G/ 2H называ-
ется морфизм f вида: 

f : 1 2 1 2/ / :G H G H aH aH   для любого a G . 
Таким образом, полученная выше классификация цепочек подгрупп Ли группы вра-

щений пространства 5L  приводит к классификации всех канонических морфизмов одно-
родных пространств со структурной группой Н – группой всех вращений пространства 5L . 

Классификация всех связных подгрупп Ли группы Ли G  с точностью до сопря-
женности имеется в [1]. Тем самым классифицированы с точностью до изоморфизма 
все однородные пространства со структурной группой H . Ставится задача среди всех 
таких однородных пространств выделить редуктивные однородные пространства. 
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В данной главе найдены редуктивные однородные пространства вида / iH G , 
где iG  связные подгруппы Ли группы Ли H  вращений пространства 5L . Метод ре-
шения задачи состоит в том, что для исследуемого однородного пространства / iH G  

рассматриваются соответствующие алгебры Ли H  и iG , затем находятся все 

 dim dim iH G -мерные подпространства алгебры Ли H , инвариантные относитель-

но ad iG . Среди таких пространств находятся дополнительные к iG . Эти пространства 
будут редуктивными дополнениями для однородного пространства / iH G . Поскольку 
пространство /G H  редуктивно, отсюда будет следовать редуктивность однородного 
пространства / iG G . 

Определение 1. Однородное пространство / iH G  называется редуктивным, ес-

ли алгебра Ли H  группы Ли H  распадается в прямую сумму подпространств: 
 

iG m G                                                                     (6) 

причем подпространство m инвариантно относительно iadG , где iadG  – присоеди-
ненное представление алгебры Ли G . 

Рассмотрим однородное пространство 14/H G , 14 7 8 12{ , , }G i i i , 7{ }a i , 

 7 8 9 10 12 13 14 16 17 19, , , , , , , , ,H i i i i i i i i i i .  
 

01  случай: 

1

2

3

4

5

6

7

8 9 10 13 7 16 17 1912 14

1
1

1
1                 

1
1

1

x q a z
x w s x
x e d c
x f vr
x gt b
x y h n
x ju m

i i i i i i i ii i

1 8 16 17 19

2 9 16 17 19

3 10 16 17 19

4 12 16 17 19

5 13 16 17 19

6 14 16 17 19

7 7 16 17 19.

x i qi ai zi
x i wi si xi
x i ei di ci
x i ri fi vi
x i ti gi bi
x i yi hi ni
x i ui ji mi

   
   
   
   
   
   
   

 

 

Используя таблицу коммутаторов, получим 
 

             1 12 2 13 3 14 4 8 5 9 6 10 7, ,  , ,  , ,  , ,  , ,  , ,  , 0a x i a x i a x i a x i a x i a x i a x       .    (7) 
 

Приравнивая правые части равенств (7) линейным комбинациям векторов 1 7...x x : 
 

   
8 9 10 12 13 14 17 16

17 19

k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k k

i i i i i i i i q w e r t y u

i a s d f g h j i z x c v b n m

             

             

             

             
, 

где 1...7k  , и проводя соответствующие вычисления, получим: 
 

1) 1 1 1 1 1 1 10, 0, 0, 1, 0, 0, 0,
0, 0, 0r f v

            
  

 

2) 2 2 2 2 2 2 20, 0, 0, 0, 1, 0, 0,
0, 0, 0t g b

            
  
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3) 3 3 3 3 3 3 30, 0, 0, 0, 0, 1, 0,
0, 0, 0y h n

            
  

 

4) 4 4 4 4 4 4 41, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
0, 0, 0q a z

            
  

 

5) 5 5 5 5 5 5 50, 1, 0, 0, 0, 0, 0,
0, 0, 0w s x

            
  

 

6) 6 6 6 6 6 6 60, 0, 1, 0, 1, 0, 0,
0, 0, 0.e d c

            
  

 

Из равенств 1–6 можно сделать вывод, что относительно оператора 7i  инвари-
антно следующее пятимерное подпространство: 

8 9 10 12 13 14 7 16 17 19, , , , , ,i i i i i i i ui ji mi   . 
Теорема 28. Однородное пространство 8/H G  является редуктивным. Редуктив-

ными дополнениями для него являются пространства 8 9 10 12 13 14 17 19{ , , , , , , , }m i i i i i i i i . 
Теорема 29. Однородное пространство 14/H G  является редуктивным. Редук-

тивными дополнениями для него являются пространства 9 10 13 14 16 17 19{ , , , , , , }m i i i i i i i . 
Теорема 30. Однородное пространство 19/H G  является редуктивным. Редук-

тивными дополнениями для него являются пространства 9 10 13 14 16 17{ , , , , , }m i i i i i i . 
Теорема 31. Однородное пространство 20/H G  является редуктивным. Редук-

тивными дополнениями для него являются пространства 8 9 10 12 13 14{ , , , , , }m i i i i i i . 
Теорема 32. Однородное пространство 26/H G  является редуктивным. Редук-

тивным дополнением для него является пространства 7 8 9 10{ , , , }m i i i i . 
Теорема 33. Однородное пространство 27/H G  является редуктивным. Редук-

тивным дополнением для него является пространства 10 14 17 19{ , , , }m i i i i .  
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