Matematicas e Estatistica |l

José Carlos Diaz Ramos




Matematicas e Estatistica Il

Dereitos de autoria 2021 José Carlos Diaz Ramos


http://xtsunxet.usc.es/carlos/matematicas2/

Matematicas e Estatistica Il by José Carlos Diaz Ramos is licensed under CC BY-NC-SA 4.0

Matematicas e Estatistica 11

Solucion
N

Contidos

0. Preliminares

1. Introducidn 4 inferencia estadistica. Estimacidn

Poboacién e mostra.

Pardmetro. Estatistico.

Distribucién de diferentes estatisticos. Teorema central do limite.

Estimacién puntual. Propiedades dos estimadores.

Estimacién por intervalos de confianza: conceptos bésicos. Nivel de confianza.
Intervalos de confianza para a media, varianza e proporcién.

Determinacién do tamafio da mostra.

2. Contrastes de hipéteses

Hipétese estatistica. Formulacién e método.

Tipos de erro. Criterios de decision. Nivel critico ou P-valor. Potencia dun contraste.
Interpretacién dun contraste de hipdteses. Relacién entre intervalos de confianza e contrastes de
hipédteses.

Contrastes cunha mostra: para unha media, para unha proporcién e para unha varianza.

3. Comparacién de ddas poboaciéns

Intervalos de confianza para o cociente de varianzas, diferencia de medias e diferencia de
proporcions.
Contrastes con diéias mostras: comparacién de ddas varianzas; comparacién de didas medias

(mostras independentes, mostras emparelladas); comparacién de duas proporcidns.

4. A proba chi-cadrado

Contrastes para datos categdricos: tiboas de continxencia. Test XZ. Tablas 2x2. Desefio de estudos.
Contrastes de homoxeneidade. Contrastes de independencia.
Contrastes de bondade de axuste: o contraste y* de Pearson; o contraste de Kolmogorov-Smirnov;

contrastes de normalidade.

5. Regresién e correlacién




Matematicas e Estatistica Il by José Carlos Diaz Ramos is licensed under CC BY-NC-SA 4.0

»  Regresién: método de minimos cadrados, rectas de regresion.

» Varianza total. Varianza residual e varianza explicada.

»  Correlacidn: coeficiente de correlacidn linear.

= Outros modelos de regresién: o modelo exponencial e 0 modelo potencial.

»  Contraste de hipSteses para os pardmetros da regresion.

Material para o curso

Problemas para as clases interactivas.

Exames resoltos de anos anteriores.

Tiboas de valores das distribucidns estatisticas empregadas neste curso.

Bibliografia bisica
» ].S. Milton, Estadistica para Biologia y Ciencias de la Salud 32 Edicién. McGraw-Hill Interamericana,
Madrid, 2007.

s M. Samuels, J. A. Witmer, A. Schaffner, Fundamentos de Estadistica para las Ciencias de la Vida 4*
Edicidén. Pearson Educacién, S.A., Madrid, 2012.

Matemiticas e Estatistica II by José Carlos Diaz Ramos is licensed under

CCBY-NC-SA40 @ ® ® ©



Matematicas e Estatistica Il by José Carlos Diaz Ramos is licensed under CC BY-NC-SA 4.0

Preliminares

Problema

\/

Plantexamento do problema
(obxectivos e medios)

\/

Modelo estatistico
(calculo de probabilidades)

\/

Recollida de informacién mostral
(técnicas de mostraxe, desefio de experimentos)

\

Depuracidn dos datos
(analise de datos)

\J

Estimacién dos pardmetros
(teoria da estimacidn)

\/

Contrastes de simplificacion
(contraste de hipdteses)

\/

Critica e diagnosis do modelo
(analise de datos)

\]

¢E 0 modelo axeitado?

VSi

Coflecemento cientifico

non

Previsions Decisions

Diagrama de fluxo do método estatistico

A Estatistica ¢ a rama das Matemdticas que estuda e interpreta os procesos aleatorios, para permitir deducir

propiedades dunha poboacién a partir dun subconxunto pequeno da mesma. Ademais de ter un corpo
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formal como parte das Matemdticas, a estatistica ¢ a miido empregada noutras ciencias co obxectivo de

permitir establecer correlaciéns e dependencias entre diversos fendmenos fisicos ou naturais.

Estatfstica descriptiva

A estatistica descriptiva ¢ a técnica matemdtica que organiza e describe un conxunto de datos co propdsito

de poder entendelos con midis facilidade. A continuacién presentamos algins conceptos relavantes na

estatistica descriptiva.

Tipos de datos

Os datos poden ter diversa natureza:

» Datos nominais, que son etiquetas para distinguir a uns de outros, como as provincias de nacemento.

» Escalas ordinais, nas que se asigna unha orde, pero na que o niimero en si non ten relevancia, como a
posicién dun competidor nunha liga.

» Escalas de intervalo, que son mediciéns cuantitativas nas que se mide a diferencia entre dudas variables,
como a temperatura en graos Celsius.

»  Escalas de razén, que son escalas de intervalo cun cero absoluto, como a temperatura en graos Kelvin.

Precisién

A precisién entenderémola como o nimero de cifras representativas empregadas para expresar unha
medida. Ainda que neste curso non faremos especial fincapé neste tema, convén ter en conta que 0s €rros
de precisién nos numeros se van propagando a medida que imos facendo operaciéns aritméticas. Para

certos cdlculos (p. ex. o coeficiente de correlacién) ¢ necesario empregar unha cantidade suficiente de

decimais para non chegar a resultados absurdos.

Medidas de tendencia central

» Moda: valor miis frecuente.
» Mediana: valor M d tal que, unha vez ordeados os datos, divide a estes pola metade.
» Media: ¢ unha medida para datos obtidos como escalas de intervalo ou de razén, e que vén definida do

seguinte xeito:

— Xi+---+ X, 1 &
X: —_ — X'.

Observacién. A media e a mediana dan lugar a medidas similares en variables que se distribden de xeito
aproximadamente normal, como as alturas e os pesos dos seres vivos dunha determinada especie, ou os
erros de medicién. Para outro tipo de variables poden dar resultados moi distintos. Ainda que a media goza
de mdis popularidade e ¢ sinxela de entender, hai ocasidns en que a mediana resulta moito mdis informativa

€ veraz.
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Por exemplo, en términos econémicos, a media soe dar
informaciéon moi distinta 4 mediana. Unha medida habitual da
economia é o producto interior bruto, ou a renta per capita. Esta
ultima, que vén a ser unha media das rentas das persoas dun pafs,

estd sesgada cara 4s €lites dos ricos. Se por exemplo o 90% da xente

t t
mediana  media

perde poder adquisitivo, pero o 10% dos ricos se convirten en
moito mdis ricos, ¢ perfectamente posible que a renta per capita aumente, dando impresién de que a
economfia mellora, a pesar de que 6 90% da poboacién lle vai peor. Non obstante, a mediana reflicte moito
mellor a economia da maiorfa da xente, xa que nos d4 a renta que divide 4 poboacién en dias metades do
mesmo tamafo: a metade da poboacién ten unha renta inferior a esa cifra, e a outra metade, superior. No
caso anterior, a mediana da renta disminuirfa, xa que a maior parte da xente perde poder adquisitivo. Con

esta medida quedarfa mdis claro que é o que lle pasa 4 meirande parte da poboacién.

Medidas de posicién
» Cuartfs: andlogo 4 mediana, pero dividindo a distribucién en cuartos Q1, Q2 e Q3.

» Percentis: andlogo 4 mediana e s cuartfs, pero dividindo a distribucién en cen partes.

Medidas de dispersién

» Rango: diferencia entre o maximo e o minimo.
» Amplitude intercuartil: diferencia entre Q3 e Q1.
s Desviacién mediana: mediana de |X - M d|.

»  Varianza:

1 &« - 1 & —2
si:E;(Xi—X)QZE;Xf—X.

» Desviaci6n tipica: rafz cadrada da varianza.

»  Cuasi-varianza:

1 & —
2= —— ) (Xi - X)P= s

.-
n—1<— n—1

Cuasi-desviacién tipica: raiz cadrada da cuasi-varianza.

Salvo que se especiﬁque 0 contrario, neste curso asumiremos que 8 denota a cuasi-desviacién tipica, e 82 a
cuasi-varianza.

Proposicién. Séguese das férmulas anteriores:

= A varianza, a cuasi-varianza, a desviacién tipicaea cuasi-desviacién tipica non poden ser negativas.

= Son cero se e s6 se tédolos datos son iguais 4 media.
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Transformacidén de datos
SeY = aX + bentdn,

Y =aX +0b,
2 2.2
Sn,Y_a’ Sn,X’

Sny = |alsy x.

A middo se empregan cambios para modifica-la media e a varianza:

= Puntuaciéns desviadas: 7 = X — X. As, T = Oe Sy = Sy x.
= Puntuaciéns tipificadas: z = 1 (X — X).Asiz = Oesp . =1

sn,X

Variables aleatorias

Unha variable aletoria pode describirse informalmente como unha variable que mide unha determinada

caracteristica numérica dunha poboacién, de xeito que os seus valores dependen do resultado dun

experimento aleatorio. O longo desta seccién suporemos que X ¢ unha variable aleatoria absolutamente

continua, o que vén a querer dicir que dita variable toma os seus valores nun intervalo.

Toda variable aleatoria ten asociada unha funcién de distribucién que vén dada por
F (w) =P (X < CB), ¢ dicir, F' (w) ¢ a probabilidade de que a variable aleatoria X tome un valor

menor ou igual ca Z.

A funcién de densidade dunha variable aleatoria absolutamente continua € a derivada da stia funcién de

distribucién, f(ZE) = F'(:I?)

A drea baixo a grifica da funcién da densidade nun determinado intervalo [a, b] expresa a seguinte

probabilidade:

Pla< X <b) = /b f(z)dx.

En particular,P(X < b) = F(b) = f_boo f(:c)da:

Neste curso calcularanse moitas veces probabilidades do estilo

PX>z)= /OO f(z)dz.

A funcién P (X > :B) =1—-F (:B) tamén se lle chama funcidn de supervivencia da variable aleatoria

X.

A media ou esperanza de X definese como
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B(X) = /_ " e f(2)da.

A media ou esperanza da distribucién denétase por [4.

A varianza de X definese como

veo - | (@ — w?f(a)de = B(X?) — B(X)

o

A varianza dunha distribucién denétase por 02, e 0 denotard a stia desviacién tipica.

O seguinte teorema dd unha idea de como se concentra a probabilidade dunha variable aleatoria arredor da

media, sexa cal sexa a stia distribucién.
Teorema. (Desigualdade de Chebyshev) Para unha variable aleatoria X satisfaise

1
P(|X — pl = ko) < -5
Por exemplo, pofiendo k= 2na desigualdade de Chebyshev, obtemos P (|X — ,LL| > 20 ) <1 / 4 ¢

dicir, que polo menos tres cuartas partes da probabilidade dunha variable aleatoria arredor da media estin

contidas entre (1 — 20, p + 20).

Distribucién normal

O exemplo mdis conecido e mdis util de variable aleatoria continua
vén dado pola distribucion normal ou campd de Gauss de media [t
e desviacién tipica 0. Denétase por N ( u,o ) e estd definida

mediante a funcién de densidade

fle) = —e 307

oV 27T Distribucién normal estdndar

A funcién de densidade da distribucién normal estd definida e ¢ positiva en toda a recta real. Ademais, ¢

simétrica respecto da stia media.

A distribucién normal apareceu como un xeito de estima-las desviaciéns debidas a erros de medida. Tal

propiedade estd xustificada matematicamente polo teorema central do limite:

Teorema. (Teorema central do limite) O promedio de moitas variables aleatorias arbitrarias independentes

e coa mesma distribucién ten, aproximadamente, unha distribucién normal.
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Introducidn 4 inferencia estadistica.

Estimacidn

Poboacién e mostra

A poboacio’n ¢ o conxunto de individuos ou obxectos que queremos estudar.

A nosa hipdtese de partida é que a nosa poboacién ten unha caracteristica que pretendemos estudar (por
exemplo, estatura, peso, etc.) que segue unha distribucién da que coflecemos a sta forma xeral (modelo)
pero da que desconiecemos os seus parimetros. Por exemplo, sibese que a estatura segue
(aproximadamente) unha distribucién normal, pero non cofiecemos nin a media nin a desviacion tipica

dunha poboacién dada.

Unha mostra aleatoria ¢ un experimento consistente en tomar 72 individuos da poboacién. Suporemos que
a mostra aleatoria se consigue extraendo individuos de xeito independente, de modo que tédolos
individuos tefian a mesma probabilidade de ser elexidos en cada momento. Por tanto, construimos asi 72
variables aleatorias X1, ..., Xy independentes e coa mesma distribucién de probabilidade cd da
poboacién. Noétese que despois de face-lo experimento teremos uns valores concretos L1, . . . , Tn, pero
mentres desefidmo-lo experimento eses resultados son descofiecidos e por iso son tratados como variables
aleatorias en vez de como numeros; en efecto, antes de realiza-lo experimento estamos extraendo un
individuo descofiecido da poboacién, e por tanto, a caracteristica que lle estudamos ten a mesma
distribucién cd da poboacién. Dise que 70 é o tamafio mostral, e que X1, ..., Xy é unha mostra

aleatoria simple.

E imposible, sen empregar teorfa da probabilidade, decidir de xeito cientifico o tamano mostral. Por iso

diremos que este ¢ 77, e mdis adiante intentaremos decidir como se calcula de xeito concreto este valor.

Un estatistico ¢ unha funcién dunha mostra aleatoria simple que expresa unha determinada caracteristica
da mostra. Son exemplos de estatisticos a media, a varianza, a cuasivarianza e outras medidas que definimos

con anterioridade.

Un estimador puntual ¢ un estatistico que toma valores no espazo de pardmetros. A sta misidén serd a de

aproximar un pardmetro. Un estatistico que ten como misién estimar un pardmetro 0 denétase 6. Por
exemplo, se a poboacién segue unha distribucién normal [N (,u, O'), [t serd un estimador puntual da

media, e 0 un estimador puntual da desviacién tipica.

10
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R L B

Mostra

Poboacién

Existen varios xeitos de escoller estimadores puntuais. Neste curso non enfatizarémo-la stia construccién,
pero si que prestaremos atencién a estimadores insesgados (aqueles para os que a sua media coincide co
valor do parimetro que se pretende estimar) e consistentes (aqueles para os que o erro de medida se

aproxima a cero cando o tamafio da mostra tende a infinito).

Cando temos uns datos para unha mostra concreta, un estimador puntual ddnos unha aproximacién do
pardmetro que pretendemos estimar. O problema dun estimador puntual é que non temos idea de se o
valor obtido estd preto ou lonxe do valor real. Serfa interesante ter unha idea do erro cometido coa

estimacion e acotar probabilisticamente ese erro. Para iso empréganse os chamados intervalos de confianza.

Chémase intervalo de confianza a un par de estatiticos 1 e T, entre os cales se estima que estard certo
pardmetro descofiecido 6 dunha distribucién, cunha certa probabilidade de acerto determinada pola

condicién
P(T1(X1,.. . ,Xn) <0< T2(X1,. .. ,Xn)) >1—a,

ou ben,
P(e e [Ti(Xy, ..., X,), To(Xa,. .. ,Xn)]> >1—a,

onde X1,..., X, é unha mostra aleatoria simple. A probabilidade de éxito na estimacién 1 —

denominase nivel de confianza. Nestas circunstancias, (¢ ¢ o erro aleatorio ou nivel de significacién.

Na descripcién dun intervalo de confianza filase de que a probabilidade de que un pardmetro estea entre
dous estatisticos sexa 1 — ov. Esta é a formulacién correcta do problema e o xeito de construi-lo intervalo a
nivel tedrico. Para datos concretos dunha mostra, os estatisticos transférmanse en dous valores entre os que
se cre que o pardmetro buscado estd con conflanza 1 — o Insistimos en que para valores concretos se fala
de confianza, non de probabilidade. Se por exemplo @ = 0.1, temos unha confianza do 90% de que o
valor real se atope no intervalo calculado, ¢ dicir, que en 90 de cada 100 mostras o intervalo conterd o valor
real. Non se pode falar de probabilidade con datos concretos, xa que non hai variables aleatorias e tédolos

valores son xa cofiecidos.

11
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Estimacién da media poboacional

O problema que tratamos de resolver nesta seccién € o de estima-la media dunha poboacién que sabemos

que segue unha distribucién normal de media [t e desviacién tipica 0 (que en principio son o que

queremos estimar). Para iso extraemos unha mostra aleatoria simple X1, . . . , X,,.

Estimacién puntual
Un xeito obvio de estima-la media da poboacién ¢ emprega-la media da mostraxe, ¢ dicir, tomaremos

o= X onde

i=1
Como X1, ..., X, tefien a mesma distribucién N (,LL, G) e son independentes, temos
EX)=n  V(X)=-—.

A media mostral ¢ un estimador insesgado e consistente.

Estimaci6n por intervalos

Cofiecida a varianza poboacional

Supofiamos que a distribucién poboacional segue unha distribucién normal N (,u, o ) onde a varianza

02 ¢ conecida. Se X 1y .+ yXp éunhamostra aleatoria simple, entén tomamo-lo estatistico

X—p

a/v/n

que segue unha distribucion normal estindar Z = N (0, 1).

A

Fixemos agora un nivel de significacién @ (ou un nivel de

confianza 1 — ).

Como a distribucién normal é simétrica respecto da media, o noso

intervalo de confianza tomarémolo da forma [X — €, X + 6] ,
onde € ¢ o erro arredor da media que permitimos cometer. Asf pois

necesitamos
Valor para determina-lo intervalo de confianza

Puec[X—eX+e)=1—a.

Tomdmo-lo valor Za/g para o que P(Z > Za/g) = 04/2.

Asi pois témo-la cadea de igualdades

12
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1-a=P(|X —pl<e)

_of € X B €
=P(- 7 S oV <o)

—1-2P(2>—"—),
o/ \/_
de onde se deduce Z,, /2 = Ti/ﬁ' Despexando €, témo-lo intervalo de confianza
[X Dy % VX + Za)s ¢_]

Equivalentemente, resulta mdis sinxelo recordar que a partir do Regras para manipular

estatistico o intervalo de confianza se obtén despexando (4 da | inecuaciéns

Inecuacion Sexan &, Y nimeros. Supofiamos
T < 9. Entén;

X — M <7z Para calquera @,
- = | = 4a/2
0'/\/5 /2 z+a<y+a.

Sea > 0,enténaz < ay.
ou ben, Sea < 0,enténazx > ay.

—Zaj2 < < Zg2-

o

Outro xeito de escribi-lo intervalo de confianza anterior (aproveitando a simetria do mesmo) é mediante a

expresion

(o

X+ Z,p—.
=

Problema. Desexamos estima-lo nimero medio de latexos por minuto para unha certa poboacién. Para iso

elixense aleatoriamente 15 individuos e obténense os seguintes resultados:
78 95 70 97 81 & 102 7S 78 & 115 80 98 101 92

Supofiendo que a distribucién da poboacién é normal con desviacién tipica de 10 latexos por minuto,

calcula-lo intervalo de confianza do 99% para a media poboacional de nimero de latexos por minuto.

Solucién. Considerdimo-la variable aleatoria X="ndmero de latexos por minuto". Temos que X ten

distribucién N (1, 10), con p descoriecido.

En primeiro lugar organizdmo-los célculos para calcula-la media mostral.

13



Matematicas e Estatistica Il by José Carlos Diaz Ramos is licensed under CC BY-NC-SA 4.0

X
78
95
70
97
81
85
102
75
78
85
115
80
28
101
92
X 1332

Tamafio mostral 7 = 15. Estimacién puntual da media )_( = 1332 / 15 = 88.8 latexos.

Nivel de significacién: o = 0.01. Buscdmo-lo valor Zgoo5 tal que P(z > Zp.005) = 0.005.
Aproximadamente, Z0.005 = 2.576.

O intervalo de confianza buscado é entén

88.8 & 2.576 - 1—0_ — 88.8 + 6.65,
V15

que resulta ser [82.1, 95.5].

Conclusién: cunha confianza do 99%, o nimero medio de latexos por minuto da poboacién estudada

atdpase entre 82.1¢ 95.5. &

Observacién. En ocasiéns queremos limita-lo erro de estimacién para que non sobrepase certo limite. En
tal caso hai que tomar unha mostra suficientemente grande. Como o erro vén dado por Zy /2 & / \/ﬁ, se

queremos que sexa menor ca €, entén, despexando, obtemos

Z 2
€

Observacién. En caso de que a distribucién da poboacién non se poida garantir que sexa normal, se o

tamafo da mostra ¢ grande, o teorema central do limite dinos que podemos supofie-la normalidade de X,

e por tanto, os métodos desta seccién seguen sendo aproximadamente vilidos. Nos apartados seguintes, se

14
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a distribucién poboacional non é normal, non se aplica o teorema central do limite ainda que o tamano da
mostra sexa grande, asi que neses casos haberfa que empregar outras técnicas que estin mdis alé dos

obxectivos deste curso.

Descofiecida a varianza poboacional

Supofiamos agora que a distribucién poboacional segue unha distribucién normal N (,u, o ) onde a

varianza 02 é descofiecida (o cal é o habitual). Sexa X1, . . . ; X, é unha mostra aleatoria simple.

Recordemos que a cuasi-varianza ou varianza mostral (en

contraposicién a "varianza poboacional”) vén definida mediante

n—1 —
b f x2- X
o n — 1 — i n — 1 ) Funciéns de densidade da t-Student comparadas

coa normal estdndar

Asi, a cuasi-desviacion tipica ou desviacion tipica mostral, Sp_1, ¢ a raiz cadrada da cuasi-varianza. Neste

curso 8 denotard, salvo que se diga o contrario, a cuasi-desviacidn tipica Sy, —1.

Para estima-la media cando a varianza poboacional non ¢ cofecida

témase o estatistico

X—p
sn—l/\/ﬁ

Este estatistico resulta seguir unha distribucién ¢-Student de

1 — 1 graos de liberdade.

tn—l.

Animacién das funciéns de densidade de varias

t-Student e as stias colas
A distribucién t-Student é nova e resulta ter como funcién de

densidade

0|3

o) —ena (1 55)

sendo Cp—1 unha constante que non especificaremos.

Proposicién. Algunhas propiedades da ¢-Student:
. E(t) = 0eV(tn) = n/(n —2).
s Esimétrica respecto da media.
s Ten unha forma parecida 4 da normal, pero ten cuantiles mdis grandes (por tanto produce intervalos de

confianza mdis grandes).

= Sem > 100, t,, pode aproximarse por unha N (0, 1).

15
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Para o cilculo dun intervalo de confianza, o razoamento serfa
similar 6 do anterior apartado. Para un nivel de significacién ¢, o

intervalo de confianza para a media vén determinado pola ecuacién

X—p

<t,_ ,
Snfl/\/ﬁ > Uln-1,0/2

_tn—l, o/2 <
Valor para determina-lo intervalo de confianza
sendot;, 1 o /9 o valor tal que P(t, 1> tn—1, a/2) =a/2

. Despexando o valor de [t obtemos

[)_( - tn—l,a/2£a X + tn—l,a/2 on 1 i| ’

Vn Jn

ou ben,

— Sn_1
Xitn—l,a/Z —.

NG

Problema. Os pesos ¢ nacer (en gramos) de 10 nenos, elexidos aleatoriamente nun hospital, son:
2750 3316 3969 2211 2806 4195 3061 3827 3572 3430

Supofiendo que a poboacién segue unha distribucién normal, calcular un intervalo de confianza do 95%

para a media do peso 6 nacer dos nenos dese hospital.

Solucién. Considerimo-la variable aleatoria X="peso 6 nacer". Temos que X ten distribucién N (u, o),

con W e 0 descofiecidos.

En primeiro lugar, organizdmo-los cdlculos para a media e cuasi-varianza mostrais.
X X2
2750 7562500

3316 10995856
3969 15752961

2211 4888521
2806 7873636
4195 17598025
3061 9369721

3827 14645929
3572 12759184
3430 11764900
Y 33137 113211233

Tamafio mostral 7 = 10. Estimacién puntual da media X = 33137 / 10 = 3313.7. A cuasi-varianza

calctlase como

16
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113211233
s2 = 77 _ 3313.7% = 340516,
10
) 10
s2 | = ——340516 = 378351.
9

Extraendo a raiz cadrada obtemos s,,_1 = 615.10.

Nivel de significacién: o = 0.05. Buscdmo-lo valor 29025 tal que P(ty > t9’0,025) = 0.025.
Aproximadamente, tg 0,025 = 2.262.

O intervalo de confianza buscado é entén

615.10
V10

3313.7 £ 2.262 -

— 3313.7 + 440.02,

ou explicitamente, [2873.68, 3753.72].

Conclusién: cunha confianza do 95%, o peso medio é nacer dos nenos do hospital estudado atépase entre

2873.68 € 3753.72 gramos. B

Estimacién da varianza poboacional

Nesta seccién o problema serd o de estima-la varianza dunha poboacién que segue unha distribucién

normal. Tomamos unha mostra aleatoria simple X1, . . . , X,.

Estimacién puntual

Se a media da poboacién é conecida, un estimador para a varianza é

1 n
-3
n =

Entén,
E(s;) = o°,

¢ dicir, que 52

ué insesgado.

Se a media da poboacién é descofiecida, o cal é o que sucede habitualmente, caberfa pensar que un

estimador para a varianza poderifa ser S% = % Z?:l (Xl — X )2. Isto resulta non se-la mellor idea
pois
n—1
E(s;) = o’
n

¢ dicir, que este estimador non ¢ insesgado (ten tendencia a infraestima-la varianza.)
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Un xeito mdis correcto de estima-la varianza da poboacién é emprega-la cuasi-varianza da mostraxe ou

varianza mostral.
1 n
2 E : v\ 2
Sn—l = (XZ — X) .
n—1 —

Neste caso,

A cuasi-varianza mostral ¢ un estimador insesgado.

Estimacién por intervalos

Cofiecida a media poboacional

Supofiemos, ainda que normalmente non sucede, que a media
poboacional 4 ¢ cofiecida. E preferible, por tanto, emprega-lo
estimador S p €n lugar da cuasi-varianza mostral. En consecuencia,

neste caso podemos toma-lo estatistico

) Funcidns de densidade da Xi de Pearson
ns L

2
2 ~ Xn7
o

que segue unha distribucién x-cadrado de Pearson con 72 graos de

liberdade.
A distribucién X2 de Pearson ten como funcién de densidade de
probabilidade
Animacién das funciéns de densidade de varias
]c(m) =c, w’n/Q—le—m/Q, x> O, X? de Pearson e as stias colas

onde Cy, é unha constante.

Proposicién. Algunhas propiedades da X2 de Pearson:
= E(x;) =ncV(x;) = 2n.
=S4 estd definida para valores positivos e non é simétrica.

= Senn > 30, X?L pode aproximarse por unha normal [N (n, \/ %), unha aproximacién ainda mellor
¢v/2x2 —v2n —12 N(0,1).

Dado que a distribucién X2 de Pearson non ¢ simétrica, o intervalo de confianza que construimos
tampouco o serd. Fixado un nivel de significacién &, buscamos dous extremos de intervalo a e b de xeito

que 4 esquerda de @ e 4 dereita de b quede probabilidade /2. E dicir, buscimo-los valores

18
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a= Xi, 1—a/2 e b= Xi, /2 tales que
P(Xp 2 X0 1 o) =1—a/2 e

P(xs > X?l, a/z) =a/2.

Asi, o intervalo de confianza vén dado pola inecuacién

2 TLSZ 2
XTL, 1_a/2 S ? S Xn, a/2’ Valores para determina-lo intervalo de confianza

de onde, despexando o 2, obtemos

2
TLS’M ns
2 ) 2
Xn, a/2 Xn, 1-a/2

2
I

Descofiecida a media poboacional

O procedemento ¢ similar & caso anterior, pero agora temos que emprega—la cuasi-varianza mostral.

Resulta que o estatistico

(n — 1)32—1

o2

2
~ Xn—17

segue unha distribucién X2 de Pearson con @ — 1 graos de liberdade.
Por tanto, o intervalo de confianza buscado, para unha nivel de significacién &, é determinado por

(n — 1)3721—1

2 2
Xn—l, 1-a/2 < o2 < Xn—l,a/2

Despexando o 2 obtemos:

2 » T 9
Xn-1,a/2 Xn-1,1-a/2

2 2
{ (mn—1)s: ; (n—1)s7
Problema. Obtense unha mostra aleatoria de 100 adultos aparentemente sans co fin de establecer un patrén
con respecto 6 que se considerard unha lectura normal de calcio. Extrdese unha mostra de sangue de cada
adulto. A variable estudada é X ="contido de calcio en mg/dl de sangue", que se supén que presenta unha
distribucién aproximadamente normal. Obtivose unha media mostral de 9.5mg/dl e unha varianza

2

8, = 0.2475. Calcular intervalos de confianza do 99% para a media e a desviacién tipica da poboacion.

Solucién. Considerdmo-la variable aleatoria X ="contido de calcio en mg/dl de sangue".

Os datos que temos no enunciado son o tamafio da mostra 1 = 100, a media mostral X = 9.5 e a

varianza 8121 = 0.2475. A cuasi-varianza é 8121_1 = % -0.2475 = 0.25; logo 8,1 = 0.5. O nivel
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de significacién é = 0.01.
Para o cdlculo dun intervalo de confianza para a media buscdimo-lo valor g9 9,005 = 2.63. Asi un

intervalo para a media é

9.5 £2.63- g =9.5+0.13,

V100
ou ben, [9.37, 9.63].

A continuacién pasamos & varianza. Temos que buscar dous valores da X : XSQ 0.005 = 138.99 ¢

X3970.995 = 66.51. O intervalo de confianza para a varianza ¢

[99 -0.25 99-0.25

138.99 ’ 66.51 ]:[0‘18’0‘37]'

Extraendo raices cadradas temos un intervalo de confianza para a desviacién tipica [0.42, 0.61].

Conclusion: cunha confianza do 99%, o contido en calcio en sangue medido en mg/dl na poboacién
estudada ten unha media que estd comprendida entre 9.37 ¢ 9.63, e unha desviacién tipica entre 0.42 e

0.61. W

Estimacién dunha proporcién

Supofiamos que temos unha variable con dous posibles valores. Temos unha poboacién na que queremos

estima-la proporcién P de individuos que tefien un deses valores. Unha mostra individual desa poboacién
seguird pois unha distribucién de Bernoulli de parimetro P, mentres que a poboacién segue unha

distribucién binomial de parimetros N (ntimero de elementos) e P.

Recordemos que a distribucién binomial de parimetros IV e P ¢

unha distribucién discreta con funcién de masa

P =)= () )t -n "

A stia media e a sta varianza son

Funcién de masas dunha binomial (30, 0.35)

E(X)=Np, V(X)=Np(1-p).

Estimacién puntual
Queremos construir un estimador P de P. Para iso definimo-la variable aleatoria X que lle asigna 1 6 valor

que queremos medir, e 0 6 outro. Escollemos unha mostra aleatoria simple X1, . . . , Xp,.

E razoable toma-lo estimador puntual
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que aproxima a proporcion da caracteristica que queremos medir na mostra escollida.

Temos que NP = Z?:l X; segue unha distribucién binomial

de pardmetros 7 e P. No caso de que a mostra sexa grande (con

np, n(l — p) > D acostuma ser suficiente), podemos

aproxima-la binomial por unha normal. Por tanto, habitualmente
consideraremos que a distribucién na mostraxe

p—p N

- = _~ 7 A anterior distribucién binomial comparada

p(l _p) cunha normal da mesma media e varianza

n

¢ (aproximadamente) unha N (0, 1).

Satisfaise que

p(1—p)

e por tanto, dise que P é un estimador insesgado e consistente de P.

Estimacién por intervalos

O procedemento para atopar un intervalo de confianza ¢ similar é explicado para a media, ainda que hai
algunha dificultade que presentamos a continuacién. Sexa ¢ o nivel de significacién. Tomamos Z,, /2 tal
que P (Z > Za /2) =« / 2. En principio o cdlculo dun intervalo de confianza virfa expresado

despexando P na férmula

D—p

p(1-p)

n

< Za/2'

O problema ¢ que o denominador 4/ p(l — p) / 1 depende de P, que € xusto o que queremos estimar.

En consecuencia, aproximaremos 4/ p(l — p) /’I’L por / ﬁ(l — ﬁ)/n

Asf un intervalo de confianza para a proporcién vén dado pola expresién

A

—Lqa/2 < ;—p < Za/2~
\/ p(1—p)

Despexando P obtemos.
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sz o PQ=p) ., [pA-P)
P — 4y n y D+ a/2 n )

p(1—p)
—

ou ben,

P+ Za/2

Problema. Un laboratorio desexa averigua-la proporcién de cdpsulas defectuosas que produce dun
determinado medicamento. Para iso selecciona e proba 2000 unidades e descubre un total de 200 unidades
defectuosas. Estima-la proporcién de cdpsulas defectuosas na producién. Calcular un intervalo de

confianza 6 95% para a proporcion.

Solucién. Considerdmo-la variable aleatoria X que asigna o valor 1 4s cdpsulas defectuosas e 0 4s correctas.
Tamafio mostral . = 2000. Estimacién puntual da proporcién p = 200/2000 = 0.1 = 10%.

Nivel de significacién: & = 0.05. Buscimo-lo valor Zggos tal que P(z > Zjg25) = 0.025.
Aproximadamente, Zg 25 = 1.96.

O intervalo de confianza buscado é entén

011196\/0'1(1_0'1)—01100131
' ' 2000 - ' ’

que explicitamente, en termos de porcentaxes, é [8.69%, 11.31%)].

Conclusion: cunha confianza do 95%, a porcentaxe de cdpsulas defectuosas na produccién do laboratorio

sitlase entre 0 8.96% e 0 11.31%. &

Determinacién do tamafio da mostra
En vista do intervalo de confianza construido para a proporcién, o erro cometido é tomar ]3 en lugar do

valor verdadeiro P estimase que é

Zojo\| ——

que depende do tamafio mostral 7, do nivel de confianza ¢, e de ﬁ(l — ﬁ) Se cofiecemos (ou

podemos estimar con precisién) o valor de P, bastarfa impofier que a anterior férmula é < € e despexar 7.

Cando o valor de P non ¢ cofiecido pode estimarse o tamafio da mostra necesario para limita-lo erro, se ben

o valor obtido serd méis grande que cando P ¢ cofiecido. No intervalo [0, 1] pode verse, empregando as

técnicas do cdlculo, que 0 méximo de 4/ :13(1 — 33) estient = 1 / 2, de xeito que teremos sempre
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(1 —p 0.5(1 - 0.5
7, oy | 2A=) SZm\/ (1-05)
n n

Se queremos que o erro sexa menor ca €, basta entén impofie-la condicién

0.5(1 —0.5
Za/2 ( ) <€,
n
de onde resulta
Z; ),
n > .
4e?

Problema. Para toma-la decisién de someter ou non a referendo unha lei, o goberno dun certo pais necesita
encargar un estudo sobre a porcentaxe de votantes que a apoiarfa. Dada a importancia politica da mesma e
a polémica xurdida, necesita unha estimacién do voto cun erro menor do 1%. ¢Cal serfa o tamafio mostral

minimo requerido para un nivel de confianza do 99%?

Solucién. Considerdmo-la variable aleatoria X ="intencién de voto".

Para estima-lo tamafio da mostra para unha proporcién, empregdmo-lo estatistico

p—p
e=y

que segue unha distribucién normal estindar. Despexando p da desigualdade

P—Dp
————| < Za)2,
/ p(1-p)
n
obtense a férmula
. p(1—p
P+ Za/2 ( )
n
A estimacidn do erro é
p(1—p)
Za/2
n
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Neste caso non temos unha estimacién da proporcién p. E sinxelo ver que a funcién z — y/x(1 — )

alcanza o seu miximo no intervalo [0, 1] no punto £ = 1 / 2. Por tanto, necesitamos despexar 10 da

desigualdade Z, /2 \/ M <€ onde € ¢é o valor fixado polo problema. Asi, obtense
Zas \ 2

n= (%)

O nivel de significacién é o = 0.01. Calculamos Z0.005 = 2.5758. Neste caso € = 0.01. Substituindo

na férmula, n > (22‘37(‘?18 )2 = 16587.2415.

Conclusién: para que a diferencia entre a proporcién mostral e a proporcién poboacional de intencién de
voto sexa como moito de 20.01% cun nivel de confianza do 99.0%, teriamos que tomar unha mostra de

polo menos 16588 persoas. W

Resumo de estimadores

Téboa resumo cos resultados explicados neste capitulo.
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Estimacién da media poboacional

Estimador puntual

Distribucién na mostraxe

Inecuacién

Intervalo de confianza

Valores en tdboa

Estimador puntual

Distribucién na mostraxe

Inecuacidon

Intervalo de confianza

Varianza poboacional cofiecida

1 &
X=-3x
n =
X
£~ Z=N(0,1)
o/v/n
X—p
T Ha < SZa
/2 o/n /2

o

[X — Zojp——=, X + Za/2%}

J/n

P(N(07 1) > Za/2) — %

Varianza poboacional descofiecida
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Valores en tdboa P(tn—l > tn—l,a/2) = %
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Estimacion da varianza poboacional

Media poboacional cofecida

1 n
2 2
Estimador puntual S, = — E (Xl — ,u)
n <
=1
. . .7 n82
Distribucién na mostraxe _F o X2
2 n
o
2
ns
Inecuacién 2 ¢ 2
Xn, 1-a/2 < 2 = Xn, /2
n32 n82
1 1
Intervalo de confianza 2 I

Xn, a/2 Xn, 1-a/2

P(X?L > Xn,a/2) - %

P(X?z > Xn,l—a/2) =1- %

Valores en tdboa

Media poboacional descofiecida

n
. 2 _ 1 . v\ 2
Estimador puntual Sp_1— ——— (XZ - X )
n—1 4%
=1
2
n—1)s
Distribucién na mostraxe ( ) n—1 ~ X2
9 n—1
o)
2
n—1)s
.y 2 ( n—1 2
Inecuaciéon Xn—l, 102 < — < Xn—l,

Intervalo de confianza

[ (n— 1)3%—1 (n— 1)3721—1
2 » T 2
Xn-1,a/2 Xn-1,1-a/2
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Valores en tdboa

Estimador puntual

Distribucién na mostraxe

Inecuacién

Intervalo de confianza

Valores en tdboa

a
P(Xiq > Xn—l,a/Z) = 9
Qa
P(X?z—1 > Xn—l,l—a/2) =1- 9
Estimacién dunha proporcién
1 n
p=—>X
n =
P=P . Z=nN(,1)
p(1-p)
n
D — p
T a2 < < Za 2
/ p(1-p) /
. p(l—p) . p(l—p
[p_Za/2 ( )ap+Zoz/2 ( )i|
n n
o
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Contraste de hipdteses

A finalidade do contraste de hipdteses ¢ decidir se unha determinada hipdtese ou afirmacién sobre a
distribucién da poboacién pode ser invalidada estatisticamente a partir das observaciéns contidas nunha

mostra.

A hipétese sobre a distribucién da poboacién denominase xenericamente hjpétese nula e designase por
H). Esta pretende contrastarse fronte a unha segunda hipétese chamada hipétese alternativa H, que

agrupa a tédalas posibles poboaciéns nas que H non é certa.

O contraste de hipdteses non ten normalmente un comportamento imparcial fronte a H e H1, xa que o
problema consiste, non en decidir cal das duas suposiciéns é mdis verosimil en vista dos datos, senén en

decidir se a mostra proporciona ou non evidencia suficiente para descartar Hy en favor de H.

Nun problema de contraste de hipéteses os dous tinicos resultados posibles consisten en rexeitar Hy ou
non rexeitar (ou aceptar) Hy. En xeral, o obxectivo cando se fai un contraste de hipéteses é tratar de
rexeitar Hy, ¢ dicir, de intentar dar evidencia estatistica suficiente para concluir que a hipdtese alternativa
H ¢ certa. Por exemplo, se queremos probar estatisticamente que un determinado medicamento ¢ 1til
para curar unha enfermidade, a nosa hipStese nula H serd formular matematicamente que o
medicamento non ¢ Gtil, e a nosa hipétese alternativa, que si que o é. Se conseguimos rexeitar H 0 teremos
probado estatisticamente que o medicamento ¢ util. En caso contrario, aceptaremos Hy ¢ concluiremos

que non hai evidencia de que o medicamento en cuestidn sirva para cura-la enfermidade.

A decisién de rexeitar ou non H deberd facerse en vista dos valores obtidos nunha mostra dalgun
estatistico que ten unha distribucién de probabilidade que, baixo a presuncién de que Hy ¢ certa, ¢

cofiecido. Este estatistico denominase estatistico de contraste.

Por tanto, un contraste de hipdteses consiste en dividi-lo espazo mostral en duas rexidns disxuntas. Unha
dela chdmase rexién critica ou de rexeitamento, e se a mostra pertence a ela, rexéitase H, para inclinarse
por H1. A outra chdmase rexién de aceptacion, na que Hy¢ aceptada en caso de que a mostra pertenza a

ela.

Tal e como estd presentado o problema existen ddas disxuntivas: a veracidade ou falsedade da hipétese

nula, e aceptar ou rexeitar esta. Asi, temos a seguinte casuistica:

Hy écerta Hyéfalsa
rexeitar H| 0 erro de tipo I decisién correcta
aceptar H) decisién correcta erro de tipo II
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Observacién. Para o contraste de hip6teses resulta 4s veces interesante facer un simil co sistema xuridico
americano. O veredicto dun xurado con respecto a un crime ten ddas posibles decisions: "culpable” ou
"non culpable”. Nunca se dictamina que alguén ¢ "inocente”: a inocencia presuponse (hipétese nula Hy) e
non ¢ necesario probala. O que si é necesario probar ¢ a culpabilidade (hipétese alternativa F7). Neste
sistema intenta minimizase que os inocentes sexan condenados (erro de tipo I), ainda a costa de que haxa

culpables que queden impunes (erro de tipo II).

Como en xeral ¢ imposible minimizar simultaneamente os tipos de erro I e II, o criterio tradicional na

teorfa de contrastes consiste en:

1. Fixar un limite para a probabilidade de cometer un erro de tipo I, chamado nivel de significacién
o = P(rexeitar Hy | Hy ¢ certa).

A1 — a chimaselle nivel de confianza.

2. Rexeitar todos aqueles tests que impofien que a probabilidade de rexeitar Hy cando sexa certa non
supere o valor & do nivel de significacién.

3. Entre tédolos test non excluidos anteriormente, tratar de minimiza-la probabilidade de erro de tipo II.

Chdmase potencia 4 probabilidade de detectar que unha hipétese ¢ falsa,

B

P(rexeitar Hy | Hy ¢ falsa)
1 — P(erro de tipo II),

e por tanto preténdese maximiza-la potencia do método.

Tal procedemento outorga, en principio, prioridade a rebaixa-lo risco de erro de tipo I por debaixo do nivel
de significacién. De af que o tratamento que reciben ambas hipéteses sexa asimétrico e estas non sexan
intercambiables. De feito, no contraste de hipéteses considérase que Hy ¢ a hipdtese establecida, que ten
presuncién de veracidade, e contra a cal é necesario esgrimir unha grande evidencia para poder invalidala.
Asf, emprégase un cardcter conservador a favor da hipétese H(: o nivel de significacién que se fixa intenta
garantir que sexa moi infrecuente rexeita-la hipdtese correcta. A preocupacién por deixar vixente unha
hipétese nula falsa (erro de tipo II) é menor, polo que pode aceptarse nese caso un risco mdis alto. En
consecuencia, se o resultado dun contraste de hipdteses ¢ acepta-la hipdtese nula, debe interpretarse que as
observacidons non aportaron suficiente evidencia para descartala. Pola contra, se se rexeita é porque se estd

razoablemente seguro de que Hy é falsa e H ¢ verdadeira.

O rango de valores v debe estar adaptado 4 importancia ou trascendencia do problema. A eleccién do nivel
de significacién é unha cuestién delicada e importante 4 que se lle debe prestar atencién. Fixémonos cal é a
g % q
razén de chamarlle a & "nivel de significacién”. Cando rexeitamos a hipdtese nula, é porque obtivemos
unha mostra que d4 evidencia clara de que esta ¢ falsa. Ainda caberia a posibilidade de que a mostra elixida
fose "mala"”, no sentido de que non representa realmente a poboacién. Non obstante, a probabilidade de
que iso sucedese ¢ menor ca Q, e por tanto considérase moi improbable: ¢ dificil que tal mostra aporte eses
datos como consecuencia razoable das fluctuaciéns aleatorias debidas 4 sda eleccién. En consecuencia,

decidese que a mostra ¢ significativa, e rexéitase a hipStese nula.
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Nos problemas estatisticos paramétricos nos que a distribucién da poboacién pertence a unha familia con
pardmetros nun conxunto ©, tanto a hipdtese nula como a alternativa serdn especificadas mediante
subconxuntos disxuntos @ e O1 tales que Oy U O = ©. Deste xeito o contraste de hipdteses

escribese como

Hy:0 ¢ @0,
Hi:0 € 0.

Habitualmente os contrastes de hipdteses estudados correspéndense con dudas posibles situaciéns: os
contrastes bilaterais que nés tomaremos da forma Hy: 0=260yH:0 75 0y, ¢ os contrastes unilaterais
Hy: 0 < 6y, Hy: 6 > 6 (ou coas desigualdades invertidas).

Os métodos estatisticos para o desefio de tests de hipéSteses son complicados e estin féra dos obxectivos
deste curso. Non obstante presentaremos os procedementos para realizar contrastes de hipSteses para

poboaciéns normais nos que se contrastan as caracteristicas mdis habituais.

Contrate de hipéteses para a media da poboacién

Supofiamos que temos unha determinada poboacién que se rixe por unha distribucién de probabilidade

normal. Temos unha certa suposicién sobre a media e queremos contrasta-la stia veracidade. Para iso

tomamos unha mostra aleatoria simple X1, . . . , X,.

Contrastes bilaterais

Empezamos co caso en que contrastamos un determinado valor da media. Asi,

Ho: p = po, Hy:p # po.

Supofiendo que H fose certa, tomdmo-lo estatistico de contraste
~tp1

que ten, como vimos na seccién dedicada 6 cdlculo de intervalos de confianza para a media con varianza

descofiecida, unha distribucién ¢-Student con . — 1 graos de liberdade. (En caso de que a varianza
poboacional 0 fose cofiecida tomaridmo-lo estatistico % ~ Z, que ten distribucién Z = N (O, 1)
, como consta na seccién dedicada 6 cdlculo de intervalos de confianza para a media con varianza cofiecida.)
Tomamos un nivel de significacién cx.

» A rexién critica é (—OO, —tp1, 0/2) U (tn—l, a/2y T OO), ¢ dicir, cando

X - Ho
Sn—l/\/ﬁ

> tn—l,a/2'
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» A rexi6n de aceptacion € por tanto [_tn—l, a/2s th-1, a/z].
(En caso de que a varianza sexa cofiecida, a rexidn critica ¢
(—o0, — Za/2) U (Za/27 + 00), ¢ a rexién de aceptacién
¢ [_Za/27 Za/2]-)

Cando o valor obtido na mostra estd dentro do intervalo de

aceptacién, aceptamos H(. Cando estd na rexién critica, é dicir, » . .
Rexidén de aceptacién para un contraste bilateral

féra do intervalo de aceptacién, rexeitamos H . Neste caso sempre
existe a pequena posibilidade & de que a mostra tomada non sexa representativa da poboacién e
cometamos un erro de tipo I (rexeitar un modelo correcto); non obstante, a probabilidade disto ¢ pequena,

e en vista dos datos deberemos de rexeita-la hipétese nula.

Problema. Estuddmo-lo crecemento anual dos abetos. Cremos que o valor medio desta variable ¢

o = 7.25 Non obstante, nunha mostra de 50 drbores obtivose o valor X = 7.27e¢s,-1 = 0.03.

¢E este resultado compatible coa nosa suposicion cun nivel de confianza do 95%?

Solucién. Estudimo-la variable aleatoria X ="crecemento anual dos abetos”.

Neste caso témo-lo contraste de hipéteses
H()Z,LL = 725, HI:/J. ?é 7.25.
O nivel de significacién é o = 0.05. Dannos como datos n = 50, X = 7.27, 8,1 = 0.03.

. .7 ’ ~ . 7 ot X_/'LO t
Xa que a varianza da poboac10n non ¢ conec1da, empregamos un estatistico s /\/ﬁ ~ ln—1 que ten
n—1

distribucién ¢-Student, e obtemos t49, .025 = 2.01. Como

7.27—-17.25

T — 471 ¢ [—2.01, 2.01],
0.03/+/50

o valor obtido estd féra do intervalo de aceptacién.

Conclusién: rexeitamos Hyy e deducimos que hai evidencia significativa, polo menos do 95%, de que o

valor medio de crecemento anual dos abetos non ¢ pg = 7.25 metros. B

Contrastes unilaterais

Neste caso a hipétese nula establece un limite superior ou inferior para a media. Asf escribiremos

HU:,US/J'Ua H1:M>M0,

que é un contraste unilateral dereito, ou ben,

Ho:p > po,  Hi:p < po,

para un contraste unilateral esquerdo.

32



Matematicas e Estatistica Il by José Carlos Diaz Ramos is licensed under CC BY-NC-SA 4.0

De novo, tomdmo-lo estatistico
~ tn—la

que ten, unha distribucién ¢-Student con M — 1 graos de

liberdade.

Rexién de aceptacion para un contraste unilateral
Tomamos un nivel de significacién cx. dereito
® A rexidn critica é (tn—l, as + OO) para un contraste unilateral dereito, e (—OO, _tn—l, a) para
un contraste unilateral esquerdo.
» A rexién de aceptacién ¢é por tanto (—OO, tn-1, a] para un contraste unilateral dereito, e

[_tn—l, ay T OO) para un contraste unilateral esquerdo.

. . . . . X—pg
(En caso de que a varianza poboacional 0 fose cofiecida tomaridmo-lo estatistico T\//% ~ Z, que ten

distribucién normal N (0, 1). A rexién critica ¢é (Za, + OO) para o contraste unilateral dereito, e

(—OO, — Za) para o contraste unilateral esquerdo. As rexidns de aceptacién son, respectivamente,
(—00, Zyle|—Zy, + 0).)
Igual ca no caso anterior, cando o valor obtido na mostra estd dentro do intervalo de aceptacién,

aceptamos Hyy. Cando est4 na rexidn critica, ¢ dicir, féra do intervalo de aceptacion, rexeitamos H,.

Problema. A conselleria de pesca considera que non se deben extraer ameixas se o ndmero medio de

bacterias por centimetro cuibico na auga sobrepasa 70. Como norma xeral, as rfas galegas estdn por debaixo

dese nivel de concentracién. Fixose unha mostraxe en 9 lugares da ria e obtivose un reconto X =171.7,

con 81 = 2.3. ;Que decisién deben toma-los inspectores con nivel de confianza 99%?

Solucién. Considérase a variable aleatoria X ="ntimero medio de bacterias por centimetro ciibico na auga”.

O contraste de hipéteses a considerar é
Hy:p <70, Hy:p > 70.

O nivel de significacién é a = 0.01, e temos p19 = 70,n = 9, X = 71.7, 8,1 = 2.3.

7—IL0_
Sn—1/4/n
71.7 — 70
2.3/V9

Empregimo-lo estatistico , que ten distribucién ¢-Student, e obtemos t8,0.01 = 2.896. Como

= 2.22 € (—o0, 2.896],

o valor obtido esti dentro do intervalo de aceptacién. Asi, este nimero anormalmente alto non ¢

significativo e probablemente se deba 4 eleccién da mostra.

Conclusién: aceptamos Hy, o cal quere dicir que non hai evidencia significativa, polo menos do 99%, de

que o ndmero medio de bacterias por centimetro ctibico de auga ¢ menor ou igual ca 70. En consecuencia
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as ameixas son aptas para o consumo. |

Para a eleccién dunha hipétese nula nun contraste unilateral debe considerarse aquela desigualdade para a
que se desexe minimiza-la probabilidade de erro de tipo I (rexeitar Hy sendo certa). E dicir, que Hy é a
hipétese contra a que hai que esgrimir unha evidencia contundente para rexeitala. Recordemos que nun

contraste de hipSteses aquilo que queremos probar debe estar contido na hipétese nula.

Problema. A normativa cambia e a consellerfa de pesca require evidencia significativa de que o niimero
medio de bacterias por centimetro ctibico na auga sexa menor ca 70 para permiti-la extracién de ameixas; é

fundamental asegurarse de que tal ndmero non ¢ sobrepasado. Coa mostra de 9 lugares da ria obtida de

X =71.7,esp—1 = 2.3, ;que decisién deben toma-los inspectores con nivel de confianza 99%? ¢E se

fose X = 68.7?

Solucién. A variable aleatoria considerada segue sendo X="ntmero medio de bacterias por centimetro

cubico na auga".

Como agora ¢ importante non sobrepasa-lo valor 70, e cémpre dar evidencia concluinte diso, o contraste

de hipdteses a considerar é
H()Z[,LZ 70, H11,LL< 70.

Igual ca antes, o nivel de significacién é & = 0.01, e temos po = 70,7 = 9, X = 71.7, 8p—1 = 2.3.

Empregdmo-lo estatistico que ten distribucién £-Student, e obtemos tg _g.01 = 2.896. Como

—Ho
sn—l/\/ﬁ’
71.7—-170

— —2.22 € [-2.896, + ),
2.3/v/9

o valor obtido estd dentro do intervalo de aceptacion.

Conclusion: aceptamos Hy, co que non hai evidencia significativa cunha confianza do 99% de que o
numero medio de bacterias por centimetro ciibico da auga sexa menor ou igual ca 70. Por tanto, hai que

prohibi-la extraccion de ameixa.

Norta: en realidade resulta superfluo facer un contraste de hipdteses para este caso, xa que a mostra non d4

evidencia en contra da hipétese nula (satisfai X < pg = 70). Non obstante, vemos que os cilculos

claramente confirman esta afirmacidén.

Para X = 68.7 teriamos

68.7 — 70
2.3/v/9

co que ainda neste caso aceptamos HO.

= —1.696 € [—2.896, + 0o),
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Conclusién: aceptamos H, co que non hai evidencia significativa cunha confianza do 99% de que o
nimero medio de bacterias por centimetro ciibico da auga sexa menor ou igual ca 70. Por tanto, tamén

neste caso haberfa que prohibi-la extraccion de ameixa.

Notese que neste caso ¢ importante que o nivel medio de bacterias sexa menor ca 70, e por tanto ¢é

necesario asegurarse que un valor medio pequeno na mostra non ¢ froito do azar 6 escollela. W

O valor P ou valor critico

Intuitivamente o valor P ¢ un ntimero que dd o grao de sorpresa que un experimento causarfa nun
partidario da hipdtese nula. Para un contraste unilateral dereito correspdndese coa drea baixo a curva da
funcién de densidade dunha variable aleatoria X cara 4 dereita do valor observado polo estatistico de

contraste, ¢ dicir,
P = P(X > valor no estatistico).

Para un contraste unilateral esquerdo ¢ a drea baixo a curva da funcién de densidade cara 4 esquerda do
valor observado polo estatistico de contraste. Por tanto, rexeitamos H( cando cremos que o valor P ¢

demasiado pequeno para terse producido razoablemente polo azar.

Problema. Un estudo dun ecosistema dun bosque de folla caduca indica que o promedio neto de
transformacions de nitréxeno en nitrato presenta un incremento de 2Kg por hectdrea e ano. Os enxefieiros
de montes cren que unha desfoliacién da maleza do bosque conducirfa a un descenso dese valor. Arrdncase
a maleza nun drea de 15 hectdreas dun bosque experimental. Limpase a drea para impedi-lo crecemento.

Despois dun ano determinouse o cambio de nitréxeno a nitrato, por hectdrea, analizando a auga da chuvia

en 15 puntos dentro do bosque. Obtivéronse os seguintes resultados: X = —3, 8,1 = 7.5. ¢Proba
isto que arranca-la maleza do bosque provoca un descenso no cambio medio neto de nitréxeno a nitrato

por hectdrea e ano?

Solucién. A variable aleatoria a considerar ¢ X="cambio neto de nitréxeno a nitrato por hectérea e ano".

O contraste a considerar é
HO:,uZ2, H1/,L<2

Temos como datos (g = 2,1 = 15,X =-3,8,.1 = 17.5.

, , . X—puo . .,
Empregimo-lo estatistico de contraste #, que ten distribucién ¢-Student.
n—1

Substituindo,

-3 -2

22 — _258.
7.5/V/15
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Resulta entén que o P-valor é P = P(t;4 < —2.582).
Buscando nas tiboas (hai que emprega-la simetria da ¢-Student e
mira-lo valor 4 dereita de 2.582) obsérvase que

0.01 < P < 0.025. Empregando software informdtico tense,
de feito, P = 0.011.

Conclusién: como o valor P obtido ¢ pequeno, rexeitamos H e
concluimos que hai evidencia significativa, polo menos do 97.5%, valor P
de que a retirada de maleza do bosque deu como resultado un incremento inferior a 2Kg por hectdrea e ano

da concentracién media de nitréxeno en forma de nitratos.

(Nétese que, se no enunciado do problema nos tivesen pedido un nivel de confianza do 99%, teriamos que
ter aceptado a hipdtese nula, mentres que se o nivel de confianza fose do 97.5% teriamos que tela rexeitado.
Como o valor P se aproxima bastante é 1%, e cometer un erro de tipo I non parece que vaia ocasionar

problemas graves, decidimos que o valor obtido ¢ suficiente para rexeita-la hipStese nula.)

Cémpre enfatizar que como resultado da resolucién deste problema, acabamos de probar que o
incremento de transformacion de nitréxeno en nitrato é menor ca 2K g. Non estamos probando que
diminte a transformacién de nitréxeno en nitrato (a pesar de que iso é o que pasa na mostra). Se

quixeramos probar isto tltimo, teriamos que face-lo contraste de hipdteses
Hy:p >0, Hy:p <0.
Neste caso, o valor no estatistico resulta

-3-0

S = _1.549,
7.5/V15

eovalor P¢ P = P(t14 < —1.549) = 0.0718, que é un valor relativamente grande. Por tanto, para
este problema teriamos que aceptar Hy, e concluiriamos que non haberfa evidencia significativa de que a as

transformacions medias de nitréxeno en nitrato por hectdrea e ano diminuisen. W

Cando facemos contrastes bilaterais o procedemento mdis comtn para un estatistico simétrico ¢ considerar
un valor P de ddas colas como ddas veces o valor PP dunha cola. Non obstante, non existe consenso para

calcula-lo valor nestes casos, especialmente se o estatistico non ¢é simétrico.

Contraste de hipSteses para a varianza

Neste caso tritase de facer un contraste de hipdtese sobre a varianza dunha poboacién normal despois de

ter elixido unha mostra aleatoria simple X1, . . . , X,.

Contrastes bilaterais

O contraste de hipéteses € neste caso
c2 g2 . 2 2
Hy: 0" = oy, H,:0" # oy.
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Suposto que Hy fose certa, tomamo-lo estatistico de contraste

(n T 1)3121—1 2
0_2 ~ X’n,—l?
0

que, como vimos na seccién dedicada 6 célculo de intervalos de confianza para a varianza, ten unha

distribucién X2 con 7 — 1 graos de liberdade.

Para un nivel de significacién &¢ temos:

= Rexi6n critica: [0, X%—a/2) U (Xi/z, + 00).
» Rexién de aceptacion: [X%—a/? Xi/z].

Se a media ¢ cofiecida empregise o estatitico nsi / (o} (2) e procédese de xeito andlogo.

Contrastes unilaterais

Supofiemos agora que facemos un contraste unilateral dereito. Tamén suporemos que a media ¢é

descofiecida. Se non fose asi tomaridmo-lo estatistico nsi / 0'(2) e procederiamos similarmente. O contraste
¢ entén
Hy:0? < 03, Hi:0% > 0(2).

Tomdmo-lo mesmo estatistico de contraste ca no caso anterior, co que para un nivel de significacién
temos:

., yos 2
» Rexidn critica: (Xn—l, o T 00).
= Rexidn de aceptacion é [0 2 ]

P ’ Xn—l, al

Notese que como esta distribucion non é simétrica, para o contraste unilateral esquerdo haberd que tomar:

.y s 2
m Rexidn critica: [0, Xn—l, l—a)'

./ ./ 2
s Rexién de aceptacién: [Xn—l, l—as T OO)

O igual que sucedfa co contraste de hipSteses unilateral para a media, unha alternativa para aceptar ou

rexeita-la hipétese nula ¢ calcula-lo valor Pe comprobar se este nimero ¢ pequeno ou non.

Contraste de hipéteses para unha proporcién

Temos unha poboacién na que unha determinada propiedade se d4 con probabilidade P, tomamos unha

mostra aleatoria simple X1, . .., Xy, e denotamos por P 4 proporcién desa propiedade que se d4 na

mostra.

Contrastes bilaterais

O contraste de hip6teses é neste caso

Hy:p = po, H;i:p # po.
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Suposto que Hy fose certa, tomamo-lo estatistico de contraste

D — Po

Po(1—po)
n

~ 7,

que, como vimos na seccién dedicada 6 célculo de intervalos de confianza para a proporcién, pode

supofierse que ten unha distribucién normal [N (0, 1) se o tamafio da mostra 72 ¢ suficientemente grande.

Para un nivel de significacién ¢ temos:

_Pm ‘ > Za/2~

\/M

= Rexién critica: (—00, — Za/2) U (Za/2, + 00), ¢dicir, cando

» Rexién de aceptacion: [—Za/2, Za/z].

Contrastes unilaterais
Supofiemos agora que facemos un contraste unilateral dereito (para un contraste unilateral esquerdo

procederfase de xeito andlogo) da forma

Hy:p < po, Hi:p > po.
Tomdmo-lo mesmo estatistico de contraste ca no caso anterior, co que para un nivel de significacién &
temos:
= Rexidn critica: (Za, + OO)
» Rexién de aceptacion: (—OO, Za].
O igual ca noutros casos, unha alternativa para aceptar ou rexeita-la hipdtese nula ¢ calcula-lo valor Pe

comprobar se este numero € pequeno ou non.

Problema. Unha empresa farmacéutica quere comercializar un medicamento que cura certa doenza. Sibese
que o0 40% dos doentes se curan sen toma-lo medicamento. A empresa debe probar que o seu medicamento

¢ eficaz, e para iso administrao a 100 doentes, dos cales se curan 50. $E realmente eficaz o medicamento?

Solucién. A variable aletoria a estudar é X, doentes que se curan despois de tomar certo medicamento.

A cuestidn é se o medicamento cura mdis ca non tomar nada. Para iso necesitarase evidencia concluinte de

que na mostra se obtiveron resultados positivos. Por tanto, o contraste sobre proporciéns é
H()ZPS 04, H1:p> 0.4.

D—po

¢m

Temos pg = 0.4,n = 100, e tomdmo-lo estatistico de contraste . Substituindo os datos:

0.5—-04

\/ 0.4(1-0.4)
100
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O valor P é por tanto P = P (z > 2.04) = 0.0206. En consecuencia, o resultado ¢ significativo 6 5%,

pero non 6 1%.
Conclusién: ¢ dubidoso, pero como o nivel critico é bastante pequeno, poderiamos rexeita-la hipétese nula
e aceptar que existe evidencia significativa, polo menos do 2.5%, de que a proporcién de curaciéns entre as

persoas que toman o medicamento é maior ¢ 40%. W

Observacién. Unha cuestién que pode ser interesante é ternos preguntado, con anterioridade a ve-los
resultados da mostraxe, polo nimero de casos que satisfin a propiedade buscada para que haxa que rexeita-

la hipétese nula.

Pofiamos, por exemplo, que témo-lo contraste de hipdteses unilateral esquerdo Hy:p > po,
Hj:p < pg. Supofiamos que o tamafio mostral é M, e que o nivel de significacién é o Temos que

calcula-lo nimero méximo k de individuos para os que poderiamos rexeita-la hipStese nula H.

Calculamos en primeiro lugar o valor 2. Asi, para rexeitar Hy, necesitamos que o valor no estatistico

estea na rexion critica (— 0, — 4 a)> ¢ dicir,

k
w —Po

< —Zy.

po(1—po)
n

Despexando k na anterior inecuacién obtemos

k<n|po— Za

Problema. Para analiza-lo risco de sufrir un aborto espontdneo nos embarazos de mulleres hipertensas
tratadas con inhibidores de enzima convertidora de angiotensina (IECA) durante o primeiro trimestre do
embarazo, estuddronse 329 casos nos que se observaron 47 abortos espontineos. Se a taxa de abortos

espontineos na poboacién fose do 10%,

1. ¢Poderfase afirmar que o tratamento con IECA no primeiro trimestre de embarazo incrementa a
porcentaxe de abortos espontineos?

2. ¢Cantos casos de abortos espontineos terfan que terse observado na mostra anterior para poder
afirmar, cun nivel de significacién do 0.05, que a taxa de abortos espontineos en mulleres hipertensas

sometidas a tratamento con IECA no primeiro trimestre de embarazo supera o 20%?

Solucién. Sexa X a variable aleatoria "abortos espontdneos en mulleres hipertensas sometidas a tratamento

con IECA no primeiro trimestre de embarazo".

Para a primeira parte do problema debemos face-lo contraste de proporcidns

H()Zp < 01, Hlip > 0.1.
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Os datos do problema dinnos que pg = 0.1, n = 329 e p = 47/329 = 0.143. Substituindo no
estatistico de contraste obtemos

0.143 — 0.1

0.1(1-0.1)
329

= 2.59.

Ovalor Pé P = P(Z > 2.59) = 0.0048, que ¢ menor ¢6 0.5%.

Conclusion: rexeitimo-Ia hipdtese nula e concluimos que hai evidencia significativa, polo menos do 99.5%,
de que o tratamento con IECA no primeiro trimestre de embarazo provoca que a porcentaxe de abortos

espontdneos sexa maior ¢ 10%.

Para a segunda parte do problema témo-lo novo contraste de hipSteses
HO:p§ 02, H1!p> 0.2.
O nivel de significacién é o = 0.05. Asi, Zo, = 1.6449. Por tanto necesitamos atopar k na inecuacién

_k 9
2329 7 1.6449.

\/ 0.2(1-0.2)
329
Despexando obtemos k> T77.73.

Conclusion: necesitariamos ter rexistrado polo menos 78 casos de abortos espontineos nunha mostra de

329 mulleres para ter evidencia significativa, polo menos do 95%, de que a taxa de abortos espontdneos en

mulleres hipertensas sometidas a tratamento on IECA no primeiro trimestre de embarazo supera 0 20%. ®

Resumo de contrastes de hipéteses para unha poboacién

A continuacién preséntase unha tiboa resumo cos resultados deste capitulo.
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Contrastes para a media

)_(—Mo

Distribucién na mostraxe — ~tp1
Sn_1/V/1N
Ho: p=po,  Hi: p# po.
Rexidn critica (—OO, - tn_1,a/2) U (tn—l,a/Za + OO)
Rexién de aceptacion [—tn—l,a/% tn—l,a/ﬂ
Hy: p < o, Hi: p> po.
Rexidn critica (tnfl,a, + OO)
Rexién de aceptacion (—OO, tn—l,a}
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Contrastes para a varianza

2
Distribucién na mostraxe 5 ~ Xn—1
90
o2 2 .2 2
Hy: 0° = oy, Hi: 0° # oy.
- s /o 2 2
Rexidn critica [0, Xn-1, 1_a/2) U (Xn—l,a/2’ + OO)
‘7 ./ 2 2
Rexién de aceptacion [Xn—l, 1-a/2 Xn-1, a/2]
2 2 2 2
Hy: 0° < oy, Hi: 0% > oy.
Rexidn critica (Xi—l, ay T OO)
Ly ./ 2
Rexién de aceptacion [0, Xn—1, a]
Hy: o* > of, Hy: o* < op.
Rexion critica [0, X727,—1, 1704)
.y .y 2
Rexién de aceptacion (Xn—l, l—ar T OO)
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Contrastes para a proporcion

D — Do

Distribucién na mostraxe \/ ~N (07 1)

Po(1—po)
n

Hy: p = py, Hi: p?’épo-

Rexion critica (—OO, — Za/2) U (Za/27 + OO)

Rexién de aceptacién [— Za/2, Za/2}

Hy: p < po, Hi: p > po.

Rexién critica (Za, + OO)

Rexién de aceptacion (— 00, Za}
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Comparacién de dias poboaciéns

Neste capitulo centrarémosnos no problema de comparar ddas poboaciéns. A situacién xeral é que temos
duas poboacidns de interese, € en ambas se trata de estuda-la mesma caracteristica. A cuestién é que as ddas
poboaciéns se atopan, por asi dicilo, en circunstancias distintas, e interesa comparalas para saber como
afectan esas circunstancias particulares 4 medida da caracteristica que se estuda. Colleremos unha mostra
aleatoria simple en cada unha desas poboacidns, e a partir delas, trataremos de tomar unha decisién sobre a

caracteristica que estamos estudando.

En principio preséntanse duas posibilidades para as mostras: que sexan independentes, ou que estean

emparelladas.

Se as mostras son independentes, enton temos diias poboaciéns para as cales estudamos respectivamente
ddas variables aleatorias X e Y independentes cunhas distribuciéns de probabilidade que pertencen 4

mesma familia.

Extraemos unha mostra aleatorias simple X7, ..., X}, da primeira poboacién, e Y7,...,Y,, da
segunda. Supofiemos que as dias mostras son independentes, ¢ dicir, que os obxectos ou individuos da
mostra da primeira poboacién non tefien relacién algunha cos da segunda. Noétese que os tamafos

mostrais 721 € 712 non tefien por que ser iguais.

Cando as mostras estin emparelladas, o procedemento ¢ distinto e tratarase mdis adiante neste capitulo.

Comparacién das medias de ddas poboaciéns con mostras
independentes

Supofiamos que X e Y seguen as ddas unha distribucién normal, [N (p,l,cr 1) e N (,UQ,O'Q),

respectivamente. Un xeito de compara-las medias poboacionais ¢ restalas e compara-la sua diferencia.
(Ainda que as distribuciéns non sexan normais, se a mostra ¢ suficientemente grande recordemos que

podemos asumi-los resultados que seguen en virtude do teorema central do limite.)

En primeiro lugar centrimonos na estimacion puntual. Se as medias mostrais son XeY respectivamente,

, , . . . . , _ ~ Ve
entdn estd claro que un estimador para a diferencia das medias é 41 — g = X — Y.

Para o resto de consideraciéns desta seccién temos varios casos.

Cofiecidas as varianzas poboacionais

Se 01 e 09 son coiecidas, cousa que habitualmente non sucede, entén o estatistico
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(X -V) — (11 — )

~ 4,
2 2
9 4 %
ny n2

ten unha distribucién normal estindar.

Coniecido tal estatistico podemos tanto calcular intervalos de confianza (seguindo o mesmo procedemento
estudado no capitulo dedicado a intervalos de confianza), como facer contrastes de hipdtese (seguindo o

procedemento do capitulo dedicado a contrastes de hipdteses).

Intervalos de confianza
Por exemplo, un intervalo de confianza de nivel de significacién @ para a diferencia de medias vén

determinado pola expresion

(X —Y) — (w1 — o)

S Za/2'
ot o3
VT
Por tanto, tal intervalo é da forma
_ o o2
(X Y Zay2 —+—(X—Y)+Za/2 — + —=
1 n2
ou ben,
L o2 o2
(X —Y) £ Zyppy| =+ 2
n n2
Contraste de hip6teses

Para un contraste bilateral

Ho:py — po = (p1 — p2)o,  Hitpa — po # (01 — p2)o,

con nivel de significacién @, temos:
= Rexién critica: (—00, — Za/2) U (Za/Za + 00).
» Rexién de aceptacion: [—Za/2, Za/z].

Para un contraste unilateral

Ho: p1 — p2 < (1 — p2)o, Hi:py — po > (11 — p2)o,

con nivel de significacién ¢, temos:

= Rexién critica: (Za, + OO)
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s Rexién de aceptacién: (—OO, Za].

Para un contraste unilateral esquerdo procederiase de xeito andlogo.

Desconiecidas as varianzas poboaciona.is, pero supostas iguais
Supofiamos agora que O 2=¢ % =0 % ¢ a varianza (coincidente) das ddas poboaciéns. Non obstante, o

¢ descofiecida.

En primeiro lugar temos que estima-la varianza. Para iso temos dous estimadores da mesma cantidade,

S% = 3%(, ni—1 € 8% = S%,, ng—17 obtidos a partir das dias mostras. Para uni-la informacién obtida

por ambos, calculdmo-la cuasi-varianza mostral conxunta

(n1 —1)sT + (n2 — 1)s3
ny + ng — 2

2
Sp y

que ¢ a media ponderada das cuasi-varianzas das mostras.

Entdn, o estatistico

(X —Y) — (11 — po)

1

ni n2

~ tn1+n2—27

ten unha distribucién ¢-Student con 21 + Mg — 2 graos de liberdade.

Observaci6n. Para determinar se podemos considera-la varianzas de dias poboaciéns iguais ou non, unha
posibilidade ¢ empregar un test de hipdteses sobre a varianza, tal e como se describe na seccién dedicada 4

comparacioén das varianzas de ddas poboaciéns con mostras independentes.

Outra posibilidade empregada habitualmente consiste en aceptar que 01 = 0’9 cando se ten

L5y
2 7 sy T

¢ dicir, cando ningunha das cuasi-desviaciéns tipicas ¢ mdis do doble da outra.

Intervalos de confianza

Agora un intervalo de confianza de nivel de significacién ¢ para a diferencia de medias vén determinado

pola expresién

(X-Y)— (1 — p)
1 1 S tn1+n272, a/2'
SpA/ o + T

Por tanto, tal intervalo ¢ da forma (omitimo-los graos de liberdade)
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—  — 1 1 —  — 1 1
X—Y) —tapspr| — + — (X =) +tajs spt| — + — |,
( ) /28p\/n1+n2 ( )+ taj2 5p n1+n2

ou ben,

Contraste de hip6teses

Para un contraste bilateral

Ho:py — po = (p1 — p2)o,  Hitpa — po # (w1 — p2)o,

con nivel de significacién @, temos:
= Rexién critica: (—00, — ta/2) U (ta/2a + 00).
» Rexién de aceptacion: [_ta/27 ta/2]-

Para un contraste unilateral

Hy: gy — po < (g1 — p2)o, Hy:py — po > (1 — p2)o,

con nivel de significacién ¢, temos:
= Rexi6n critica: (£, + 00).
= Rexién de aceptacion: (—00, tq].
En lugar de fixar un nivel de significacién poderiamos ter calculado o valor P.

Para un contraste unilateral esquerdo procederiase de xeito andlogo.

Descofiecidas as varianzas poboacionais
Se o % e o % son descofiecidas e non poden ser supostas iguais, entén non hai solucién exacta para o
problema de determina-la distribucién na mostraxe de X—-Y, ol obriga a adoptar solucidns

aproximadas.

Cando os tamafios das mostraxes son grandes, cabe argumentar que 8% e 8% son boas aproximaciéns de O %

eo % Asi, o estatistico que empregaremos

2 2
i_|_ﬁ
n1 N9

terd unha distribucién aproximadamente normal.
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Non obstante, neste curso empregarémo-lo feito de que o estatistico anterior estd mellor aproximado por

ENE A
n1 N9

(3/m2)”

’I”Lg—l

unha ¢-Student con 7y graos de liberdade, onde

2
Como 7y ten que ser enteiro, tomarase como valor a parte enteira do valor obtido no cdlculo. Esta

aproximacién ¢ debida a Welch-Smith-Satterthwaite.

Intervalos de confianza

No caso mdis xeral, un intervalo de confianza de nivel de significacién ¢ para a diferencia de medias vén

determinado pola expresion

(X-Y)—(m —uz)‘ "

2

o+

ni n2

Por tanto, tal intervalo é da forma

_ I
(X Y 704/2 _+_ (X_Y)+t7,a/2 — + — |,

ou ben,

_ _ 81
X-Y)+tt — 4+ =
( ) v, /2 n +

Contraste de hip6teses

Para un contraste bilateral

Ho:py — po = (p1 — p2)o,  Hizpa — pa # (p1 — p2)o,

con nivel de significacién @, temos:

» Rexidn critica: (—OO, —t,, a/2) U (t% a/2, T OO)
» Rexién de aceptacién: [—t% a/2) ty, a/2]-

Para un contraste unilateral

Hoy: pn — po < (1 — p2)o, Hi:pg — po > (11 — p2)o,

con nivel de significacién @, temos:
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» Rexidn critica: (t% as 1 00).
= Rexién de aceptacién: (—00, ty, al-

En troques de fixar un nivel de significacién poderiamos ter calculado o valor P como
P = P(t, > valor no estatistico),

e decidir, se tal valor ¢ moi pequeno, que rexeitimo-la hipdtese nula; de non ser asi, aceptimola.

Para un contraste unilateral esquerdo procederiase de xeito andlogo.

Problema. Un isétopo radioactivo (Sr-90) acumulase nos 6sos por medio do leite de vaca consumido.
Quérese coiecer se o nivel de isétopo nos nenos ¢ distinto ca nos adultos. Para iso témase:

» unha mostra aleatoria de 121 nenos; obtense unha concentracién media de 2.6 picocurios/g, cunha
cuasi-desviacion tipica de 1.2.

» outra mostra de 61 adultos; para estes tense como media 0.4 e cuasi-desviacién tipica 0.11.

Solucién. Denotemos por X 4 variable aleatoria que mide o nivel de isétopo nos nenos, e por Y 4 dos
adultos. Asumimo-las notaciéns que vimos empregando nesta seccién. Tritase pois dun problema de

contraste de hipdteses bilateral, ¢ dicir,

Ho: py = po, Hy:py # po.
Equivalentemente, miramos se a diferencia tt1 — ftg é nula.

O problema ddnos como datos: 1 = 121,)_( =2.6,51 =1.2,n2 = 61,? =04,s2 =0.11.

Xa que non hai cofiecemento das varianzas, e 81 /82 = 1.2/0.11 = 10.9 > 2, empregimo-la férmula
de Welch, co que substituindo:

1.22 + 0112\ 2
121 61
(122/121)" | (0.11%/61)°
20 T~ 60

Y

= 123.965,

Asi que tomamos Y = 124. Realmente a distribucién £194 é moi parecida 4 normal estdndar.

Substituindo no estatistico obtemos:

Este valor estd féra de intervalos da forma [—t124, a/2s t124, a/g] para valores moito menores a
a = 0.1%. (Por exemplo, t124,0.0005 = 3.37072.) O cdlculo do valor P con software informético

7

darfa (ndtese que é un contraste bilateral cun estatistico simétrico)

P = 2P(t194 > 18.255) = 6.09 - 10727, que é un valor moi pequeno.
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Conclusion: rexeitimo-Ia hipétese nula e concluimos que hai evidencia significativa, cunha confianza moi

préxima 6 100%, de que o nivel de isétopo en nenos ¢ distinto 6 dos adultos. B

Problema. En vista dos resultados obtidos no problema anterior, preguntimonos agora se hai evidencia

significativa de que a media obtida para os nenos sexa maior c4 dos adultos. ¢E maior ca 2 picocurios/g?

Solucién. As variables aleatorias a considerar son as mesmas cd no problema anterior.

Como necesitamos evidencia concluinte de que a dos nenos ¢ significativamente maior, temos que estuda-

lo contraste:
Hy: py < po, Hy:py > po.
Neste caso calculimo-lo valor P substituindo no estatistico:
(2.6 —0.4) -0
1.22 + 0.4

Tor T e
= P(t124 > 18.255) = 3.0- 10",

P = P|ti24 >

Conclusion: rexeitimo-la hipdtese nula e concluimos que hai evidencia significativa, cun nivel de confianza

moi alto, de que o nivel de isétopo en nenos é superior 6 dos adultos.

A tltima pregunta correspéndese a un contraste de hipéteses
Hy: g — po2 < 2 Hi:pyr — p2 > 2.
Procédese igual, pero agora o valor no estatistico ¢

(2.6 — 0.4) — 2

1.22 0.42
121 61

— 1.66,

cocal,ovalor Pé P = P(t124 > 1.66) = 0.0498.
Agora 0.025 < P < 0.05, asi que parece que podemos rexeita-la hipdtese nula con nivel de confianza
do 95%, pero non do 97.5%.

Conlusion: rexeitimo-Ia hipdtese nula e por tanto concluimos que hai evidencia significativa, polo menos

6 95%, de que a diferencia de concentracién de isétopo Sr-90 en nenos ¢ superior a 2 picocurios/g con

respecto 4 dos adultos. W

Comparacién das varianzas de dias poboaciéns con mostras
independentes

Na seccién anterior vimos que é mdis sinxelo, e que non hai que facer aproximaciéns, estima-la diferencia

de medias se supofiemos que as varianzas poboacionais son iguais. A utilidade desta seccién ¢ precisamente
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dar un test de hipdteses para contrastar se as varianzas poboacionais son iguais.

De novo suporemos que XeY seguen distribuciéns normais, N (/J,l,O' 1) e N (IJ/Q,O'Q),

respectivamente. Extraemos ddas mostras independentes de cada poboacién, Xi,..., X, e

Yi,..., Y,

1

: 2 2 . .
Como anteriormente, denotamos por S7 e 85 as cuasi-varianzas
: 2 2 , .
das mostras anteriores. Para comparar o 1 € 05, non ¢ conveniente
. , . 2 2 . , , .
considera-lo estatistico 81 — 85 Por varias razéns ¢ preferible

empregar

2 2
si/07 F
2 2 ~ ny— ]., Nno— 1,

s5/o
2 2 Varias densidades da F de Fisher-Snedecor

que segue unha distribucién F' de Fisher-Snedecor con (121 — 1, ng — 1) graos de liberdade.

A distribucién F' de Snedecor depende de dous pardmetros. A distribucién de probabilidade da F; m,n ten

como funcién de densidade unha funcién da forma

m+n

f(z) = cm,na:%*l(n +mz) "2, x>0,

sendo Cp, p, unha determinada constante.

Proposicién. Algunhas propiedades da F' de Snedecor:
. E(Fm,n) = Lo sen > 2.

n—2

=S4 estd definida para valores positivos e non é simétrica.

= Se Fm, n, a ¢ o valor para o que P(Fm,n > Fm, n,a) = @, entén

1

n,m,oa — .
Fm,n, l1-a

Observacién. Nétese que nas tiboas da ' de Snedecor empregadas neste curso, o primeiro indice ¢ o das

columnas.

Contraste de hipSteses

Estamos interesados no contraste de hipSteses
c2 — g2 ) 2
H0.0-]_ —0-2, H]-°O-1 #0-2.

Como por hipétese, 0'% = 0'%, o estatistico anterior simplificase e temos que empregar S% / Sg que, como
vimos, ten distribucién F, ni—1, ny—1- En consecuencia, para un nivel de significacién o temos:
.y /s 1
s Rexidn critica: (0, F—) U (Fnl—l, no—1,a/2 T OO)

TL2*1, nlfl, a/2
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» Rexién de aceptacion: [F 1 Fnl—l,ng—l,a/2]-

ng—1,n1-1, a/2 )
Problema. Realizouse un estudo sobre as necesidades enerxéticas para o crecemento e mantemento dun
nifio de aviéns en Perthshire, Escocia. Obtivéronse os seguintes resultados para as observaciéns de duas

mostras independentes da variable normal "ndmero de kilocalorfas por gramo e hora que se requiren por

paxaro”.
Adultos incubando Adultos precriando
ny = 57 N9 = 12
X =0.0167 Y =0.0144
s1 = 0.0042 sy = 0.0024

¢Indican estes datos que o nimero de kilocalorfas requerido por adultos que estin incubando ¢ maior ¢6
requerido polos adultos que estin precriando? Razoalo empregando o valor P. (Facer un contraste de

hipéteses para determina-la igualdade das varianzas empregando paraiso @ = 0.1.)

Solucién. Sexa X a variable aleatoria que mide o ndmero de kilocalorias por gramo e hora que se requiren

por paxaro en adultos incubando, e Ya que mide o mesmo valor en adultos precriando.

Tratase dun problema de contraste de hipéteses da media de ddas poboacidns, que coa notacién que vimos

empregando, se escribe como
Hy: py < po, Hy:py > po.

En primeiro lugar teremos que decidir se podemos supofier que as varianzas poboacionais son ou non

iguais. Isto require un contraste de hipdteses previo:
L2 2 L2 2
HO'UI = 09, H]_.0'27é0'2.

Substituindo no estatistico s% / S% obtemos 0.00422 / 0.00242 = 3.0625. Por outro lado, para
a=20.1 temos F56,11,0.05 = 2.4960 € F56,11,0.95 = 0.5091. Claramente
3.0625 ¢ [0.5091,2.4960], co que debemos rexeita-la tltima hipétese, e por tanto non podemos

supofier que 01 € 09 sexan iguais.

Temos que empregar entén a aproximacion de Welch. Primeiro calculdmo-los graos de liberdade:

2 2 2
0.0042° | 0.0024
57 12

(0.0042%/57)2 (0.0024%/12)2
571 12—1

— 27.51,

asi que tomamos ¥ = 27.

Substituimos agora no estatistico:
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(0.0167 — 0.0144) — 0
0.0042? 0.0024?
\/ 57 - T 12

Entén o valor P é P = P(ty; > 2.589) = 0.0077, ¢ dicir, 0.005 < P < 0.01.

= 2.589.

Conclusion: rexeitimo-la hipdtese nula e concluimos que existe evidencia significativa, polo menos do
99%, de que o numero de kilocalorfas requerido por adultos incubando é maior ¢ requerido polos adultos

que estdn precriando. W

Problema. Nun estudo sobre hdbitos de alimentacién de morcegos, mircanse 25 femias e 11 machos e
rastréanse por radio. A variable de interese ¢ "distancia que percorren voando en busca de alimento”. O

experimento proporciona a seguinte informacién:

Femias Machos
ny = 25 ne =11
X=205 Y =135
s1 = 100 s2 = 95

Calcular un intervalo de confianza para a diferencia de medias cun nivel de confianza do 90%.

Solucién. Sexa X a variable aleatoria que mide a distancia que percorre un morcego femia voando en busca

de alimento, e Y a que mide a mesma distancia para morcegos macho.

Para calcula-lo intervalo de confianza pedido, primeiro temos que decidir que estatistico empregamos. Por
tanto, hai que determinar se podemos supofier que as varianzas poboacionais poden ser consideradas iguais

ou non.

Asi, investigdmo-lo contraste de hipéteses
2 9 9 2
H0.0']_ = 09, H]_.O'Q#O’z.

Subsituindo no estatistico S% / 8% obtemos 1002 / 952 = 1.108. Por outro lado, para o = 0.1,
F4100.05 = 2.737 ¢ F5410,0.95 = 0.4435. Dado que o valor no estatistico cae entre os dous,

aceptamos que as dtas varianzas poboacionais son iguais.

Podemos, por tanto, toma-la varianza conxunta

15 — 1) - 100* 4 (11 — 1) - 95
s) = ( ) - ) = 9713.24.
25+ 11— 2

Dado que £34,0.05 = 1.691 o intervalo de confianza buscado ¢

— T
(205 — 135) + 1.691\/9713.24\/ 55 + 77 = 70+60.30,

que despois de face-los cdlculos resulta [9.70, 130.30].
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Conclusion: cun nivel de confianza do 90%, a diferencia entre a distancia media percorrida por un morcego

femia e un morcego macho en busca de comida sittiase entre 9.70 € 130.30 metros.

Fixémonos que os resultados obtidos supofiendo que as varianzas poboacionais son iguais non ¢ moi
distinto do que se obterfa se empregarimo-lo método xeral. Para o método xeral o nimero de graos de

liberdade estimase por

2 2 2
100% , 95
25 11
(1002 /25)2 (95%/12)2
25—1 111

= 20.13,

de xeito que tomamos y = 20.

A continuacién calculamos £20 0,05 = 1.72472. Por tanto, o intervalo calctlase como

1002 N 9_52
25 11°

(205 — 135) + 1.72472\/

e facendo os cilculos resulta [9.75, 130.25], que é moi similar 6 obtido anteriormente. M

Comparacién de proporcidns de diias poboaciéns con mostras
independentes

Supofiamos que hai dias poboaciéns, nas que unha determinada propiedade se d4 con probabilidades p; e

D2, respectivamente. Tomamos ddias mostras aleatorias simples X1, ..., Xy, € Y1,...,Y,, de cada

poboacién.

. ’ —_ A A
De novo, o estimador puntual é o esperado: p1 — P2 = P; — Ps.

Témase o estatistico

(p1/—\172) - (Pl — pz)
\/ Pi1=p1) | Po(1=po)

~ Z,

ni n2

que ten distribucién normal N (0, 1).

Intervalos de confianza
Para un nivel de significacién @, un intervalo de confianza para a diferencia de proporciéns vén

determinado pola expresion

< Za/2'

‘ (pl/—\pz) - (Pl —pz)
\/ﬁl(l—pl) 4 (o))

ni n2
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Por tanto, un intervalo de confianza serd da forma:

(pT o) + oy p1(1 —p1) | Pa(l—Py) .
ni n2

Contraste de hipéteses

Chamamos valor nulo 6 valor frente 6 que contrastimo-la hipétese (o que en analoxia con outros casos
chamariamos (pl — p2)0). Dependendo de se este valor ¢ cero ou non, podemos facer unha pequena
simplificacién. En particular, se o valor nulo é cero, non tomarémo-lo mesmo estatistico que para o cilculo

dun intervalo de confianza.

Valor nulo distinto de cero

Para un contraste bilateral

Hy:p1 — p2 = (p1 — p2)o, Hy:p1 — p2 # (p1 — p2)o,

con (pl — p2)0 75 0, e nivel de significacién ¢, temos:

= Rexién critica: (—OO, — Za/z) U (Za/z, + OO)
» Rexién de aceptacion: [—Za/z, Za/g].

Para un contraste unilateral

Hy:p1 — pa < (p1 — p2)o, Hi:p1 —pa > (p1 — p2)o,

con (P1 — Pa)o 7 0 e nivel de significacién @, temos:

= Rexién critica: (Za, + OO)
» Rexién de aceptacidn: (—OO, Za].

En troques de fixar un nivel de significacién poderiamos calcula-lo valor P como temos feito en exemplos

anteriores.

Para un contraste unilateral esquerdo procederfase de xeito andlogo.

Valor nulo cero

Nun contraste bilateral escribimos

Hy:py —p2 =0, Hi:py —p2 #0,

Como por hipdtese as proporcidns reais son as mesmas, P1 € Pg estiman a mesma cantidade. Asi, facemos
como que as ddias mostras proveiien dunha mesma poboacién con proporcién desconecida P, e tomdmo-la

media ponderada das proporciéns estimadas en cada mostra, ¢ dicir,

nip1 + n2Psy
ni + N9
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O estatistico de contraste neste caso simplificase un pouco e tomamos

O resto das cuestiéns son andlogas 6 caso anterior.

Problema. Entre marzo e agosto de 1998 fixose en Baltimore un ensaio clinico aleatorizado e doble cego
para comproba-la eficacia do paracetamol como analxésico para trata-la migrafia. Un grupo de voluntarios
da zona dividiuse aleatoriamente en dous grupos. A un deles subministréuselle paracetamol e 6 outro un
placebo. Entre os 147 pacientes que recibiron o paracetamol, 85 notaron disminucién de dor 4s ddas horas
de tomalo, frente a 56 de 142 no caso do grupo de control (o que tomou o placebo). A partir dos resultados
deste estudo clinico, ¢hay evidencia suficiente, con nivel de confianza 99%, para afirmar que o paracetamol

¢ un analxésico util 4 hora de trata-los sintomas da migrafa? ¢E a diferencia de efectividade maior 6 10%?

Solucién. Sexa X a variable aleatoria que mide a eficacia do paracetamol como analxésico para trata-la

migrafa, Y ado placebo.

Tritese dun problema de contraste de hipdteses:
Hy:py —p2 <0,  Hi:pi—p2 >0,

que por tanto ten valor nulo cero.

Témo-los datos: 1 = 147, p; = 85/147 = 57.8%, ny = 142, p, = 56/142 = 39.4%. Asf, a

media ponderada das proporciéns é:

. 147-0.578 + 142 - 0.394

P = 0.488.
147 4 142

Substituindo no estatistico de contraste:

0.578 — 0.394

\/0.49481 (1 — 0.49481) (%7 + ﬁ)

= 3.126.

Por outra banda, P = P(z > 3.126) = 0.000886 < 0.01 ¢ un valor mdis pequeno ca cx.

Conclusion: rexéitase a hipdtese nula, e concluimos que existe evidencia significativa, polo menos do 99%,

de que o paracetamol ¢ Gtil no tratamento da migrafa.

Con respecto 4 segunda pregunta, agora témo-lo contraste de hipdteses
Hy:pr —p2 < 0.1, Hi:py —p2 > 0.1,

Como o valor nulo non ¢ cero, substituimos no estatistico xeral para obter
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(0.578 — 0.394) — 0.1

\/ 0.578(1-0.578) | 0.394(1-0.394)
147 142

= 1.4509

Agora P = P(z > 1.4509) = 0.0734 > 0.01, ¢ dicir, P > 0.01. Non podemos rexeita-la

hipétese nula para o nivel de significacién dado.

Conclusion: aceptimo-la hipdtese nula e concluimos que non hai evidencia significativa de que a
proporcién de enfermos de migrafia que melloran ds 2 horas de tomar paracetamol supere no 10% és que

tomaron o placebo.
En consecuencia, hai evidencias de que, ante un ataque de migrana, é mellor tomar paracetamol que non
tomar nada. Non obstante, a diferencia de proporcidns entre enfermos que toman paracetamol e que non

toman nada, e melloran 4s 2 horas, non supera o0 10%. ®

Tamafio da mostra
Podemos facer un argumento similar a cando estimdmo-lo tamafo da mostra para unha proporcidn, e asi,

se facemos @ < 711, M2, para un erro miximo € obtemos (vendo que o méximo de 33‘(1 — :C) estd en

x=1/2)

P (1—py)  P(1—p 1 1
Za/2 1( 1 I 2( 2) SZa/2 4 <e
ni Ny 4n 4n
Z2
Despexando, n > 2‘2? . En consecuencia, teremos que tomar
2
niy, N > Za/ 2
1,M2 =
’ 2¢2

Comparacién da media con mostras emparelladas

Nesta seccidn estudamos un caso quc s¢ presenta con bastante frecuencia. E aquel no que as dtias mostras

estdn emparelladas, ¢ dicir, que para cada individuo dunha lle corresponde un da outra, asociado de xeito
natural ou a propdsito. Isto ddse por exemplo cando se estuda o comportamento de dous xemelgos, nais e
fillas, ou o comportamento dunha persoa antes e despois de tomar un medicamento. Nestes casos faise un

tnico sorteo e a segunda mostra deddcese da primeira.

Os métodos das secciéns anteriores non son aplicables xa que, para calcula-los estatisticos correspondentes,

facfase uso da independencia entre mostras.

Temos, por tanto, dias poboacidns nas que medimos unha mesma caracteristica, e denotamos por XeY
as variables aleatorias de cada unha. Tomamos X7, ..., X, unha mostra aletoria simple, que estd
emparellada con Y7,...,Y,, non independente da anterior, e do mesmo tamafio. Considerimo-la

variable aleatoria D = X — Y, que suponemos que estd normalmente distribuida. Asi, temos unha

mostra das diferencias D1, . .., Dp,onde D; = X; — Y;.
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En consecuencia, acabamos de reduci-lo problema de dtias mostras a facer inferencia sobre a stia diferencia.
No caso da diferencia de medias temos que estudar entén tp = 1 — 2. Como vimos, o estatistico

necesario para estuda-la media é

5—.UD
SD/\/E

que segue unha distribucién t-Studentconn — 1 graos de liberdade.

~ tn—la

O procedemento para obter intervalos de confianza e facer contrastes de hipdteses é, por tanto, o mesmo ¢
discutido para o cdlculo de intervalos de confianza para a media, e contraste de hipdteses para a media,

respectivamente.

Observacién. Cabe resaltar que, se ben tp = 1 — U2 eD =X — ?, pola contra 82D + 8% + Sg

. En consecuencia, a varianza da diferencia non pode ser deducida das varianzas das duas variables.

Problema. Realizase un estudo para investiga-lo efecto do exercicio no nivel de colesterol no sangue
(mgy/dl). Tomdronse mostras de sangue nos participantes. Despois someteuse 6s individuos a un programa

de exercicios, e volvéronse tomar mostras de sangue. Obtivéronse os seguintes datos:

Persoa Nivel previo Nivel posterior
1 182 198
2 232 210
3 191 194
4 200 220
S 148 138
6 249 220
7 276 219
8 213 161
9 241 210

10 480 313
11 262 226

Construir un intervalo de confianza para a diferencia de medias con nivel de confianza do 90%.

Solucién. En primeiro lugar organizimo-los cdlculos para a diferencia, o cadrado das diferencias, e
sumdmo-los resultados. Denotamos por X 4 variable aleatoria que mide o nivel de colesterol en sangue

antes do exercicio, e Y o nivel despois do exercicio. Tomdmo-la diferencia D = X — Y.
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Persoa X Y D D?
1 182 198 -16 256

2 232 210 22 484

3 191 194 -3 9

4 200 220 -20 400

5 148 138 10 100

6 249 220 29 841

7 276 219 57 3249

8 213 161 52 2704

9 241 210 31 961

10 480 313 167 27889

11 262 226 36 1296

hM 2674 2309 365 38189

En vista da tdboa temos

— 1 365
D=— D; = — = 33.182,
n Z 11

1 —2 1 11
§2 — SN pi- "D = 38189 U 53 1822 — 2607.76.
n—1 % n—1 10 10

Ademais, 10, 0.05 = 1.812. Asi, o intervalo de confianza vén dado por

33.18 + 1.81M,

V11

o que, facendo os cilculos resulta [5.28, 61.09].

Conclusion: cun nivel de confianza do 90%, a diferencia media de nivel de colesterol entre a xente que fai

exercicio e a que non sitdase entre 5.28 ¢ 61.09. B

Resumo de contrastes de hipc’)teses para ddas poboaci(’)ns

A continuacién preséntase unha tdboa resumo cos resultados deste capitulo ata agora.
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Comparacién da media de das poboacidns

Varianzas poboacionais cofiecidas

(X-Y)—(m—p)

Estatistico 7 2
(o g
L + -2
ni n2

Intervalos de confianza

(X —Y) — (11— o)
Inecuacion ‘ 5 5 ‘S Za/2
91 93
m T
2 2
Férmula (X—?):EZ 5 ﬂ+&
PN ng

Ho: py — po = (1 — p2)o, Hi: py — po # (p1 — p2)o-
Rexién critica (—oo, — Za/2) U (Za/z, + oo)

Hoy: pn — po < (11 — p2)o, Hy:opy — po > (p1 — p2)o-
Rexi6n critica (Zay + o0)

Varianzas poboacionais descofiecidas pero iguais

()_(—17)—(,“1—#2) "
Estatistico ~ lni+ny,—2
1 1
Sp\/ 7 T my

2 2
Cunsivari s (n1—1)s{ + (ny —1)s;
-varianza conxunta Sp f—

ny +ng — 2

Intervalos de confianza
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Inecuacidon ‘ (X B ?) - (:ul - N2)

1 1 ‘ S tn1+n2—2 a/2
SpA/ e T g

— = 1 1
Férmula (X =Y) E£tn, 10,2 0/2 8 T + Ty

Ho: p1 — po = (p1 — p2)o,  Hiz pn — po 7 (H1 — p2)o.
Rexidn critica (—oo, — tnytny—2, O4/2) U (tnﬁnrz a/2y T+ oo)

Ho: pn — po < (p1 — p2)o,  Hiz pn — po > (p1 — p2)o-
Rexion critica (tnitny-2,a, + 00)

Varianzas poboacionais descofiecidas

(X-Y)~ (m—p) _

Estatistico 3 3 by
57 + 8
n1 N9
()
ny N9
Graos de liberdade v~ - —.
(8%/77'1) + (Sg/nQ)
n1—1 ng—l
Intervalos de confianza
(X-Y) - (-m)|_,
Inecuacién 5 > = by, /2
51 D)
ny + ny
, o 2
Férmula (X-Y)+ t, a2\ — + —
’ n1 N9

Hy: p1 — po = (11 — p2)o, Hi: pg — po # (1 — p2)o.
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Rexién critica (—OO, — t% a/2) U (t% /2 + OO)

Hoy: p1 — po < (1 — p2)o, Hi: py — po > (11 — p2)o-

Rexién critica (t% ay + OO)

Comparacién da varianza de dtas poboaciéns

2/.2
statistico 5 o < 4t'ni—1,n-1

$3/0%

o2 2 . 2 2

Hy: o] = 05, Hy: o7 # o5.

1
Rexidn critica 0, F U (Fnl—l,nQ—l,a/% + OO)

ng—l,nl—l,a/2
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Comparacién de proporcidns de ddas poboaciéns

(P1 — P2) — (1 — p2) ~ 2
Estatistico N N " -
\/p1(1—p1) + p2(1—p2)

ni n2

Intervalos de confianza

(Pl —Pz) - (Pl —p2) < Za/2

Inecuacién - N n -
p1(1-p1) Po(1-Py)
\/ 1 - 1 + 2 = 2
, N N ﬁl(l_ﬁl) ]32(1_132)
Férmula (pl _ p2) + Za/2\/ o + o

Ho:py—py=(p1 —P2)o #0,  Hy: py —py # (p1 — P2)o-
Rexién critica (=00, — Zuj2) U (Zaj2, + 00)
Hy: py —py < (p1 —P2)o # 0, Hi: py —py > (P1 — Pa)o-
Rexién critica (Zay + 00)

Valor nulo cero

Dy — P o s
Estatistico R - ) ;
p(1-p) (& + %)
Proporcién ponderada b= n1p1 + NPy
ni + no
Hy: p; = po, Hi: p; # ps.
Rexidn critica (—OO, — Za/g) U (Za/z, + oo)
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Hy: p; < p,, Hi: p; > ps.

Rexidn critica (Za, + OO)
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A proba chi-cadrado

. 2 . . . .
A proba chi-cadrado, ou proba X“, ¢ un contraste de hipSteses introducido por Pearson para determinar se
a discrepancia entre as frecuencias esperadas e as frecuencias observadas nunha téboa de continxencia ¢

estatisticamente signiﬁcativa.

Neste capitulo, as variables estatisticas son discretas: s toman un numero finito de valores, dividos en
categorfas. Distinguiremos dous tipos de tests, que computacionalmente son practicamente iguais, pero

que conceptualmente son un pouco distintos.

Contrastes de independencia para datos categéricos

Supofiamos que nunha poboacién estamos interesados en observar diias caracteristicas XeY que se

corresponden con datos categéricos, ¢ dicir, que son datos nominais que soamente poden tomar valores
concretos, chamados categorfas. Cada valor estd nunha, e s6 nunha, categoria (¢ dicir, as categorias son
disxuntas). Pofiamos que X pode tomar f valores distintos A, ... A #>€que Y pode tomar ¢ valores
By, ..., B.. O problema é que nos enfrentamos agora é o de determinar se as dtias caracteristicas X e
Y son ou non independentes. De feito, o que queremos é ver se hai (ou non) evidencia significativa de que

as duas caracteristicas non son independentes.

Tomamos unha mostra aleatoria simple bidimensional (é dicir, medindo as duas caracteristicas) na
poboacién, (X 1, Y1 ), ceey (Xn, Yn) Denotamos por 735 6 nimero de observaciéns na mostra de tal
xeito que o valor de X se atopa en A;covalordeY en B j- Os valores poden por tanto dispofierse nunha

tdboa de continxencia, que consiste en organiza-los datos do seguinte xeito:

X\Y | B, B ... B. | ¥
A1 ni11 Nni2 N Nnic ni.
A2 na21 M99 . Noc Nna.

Af ng1 UZP) Nge ny.
p) n.4 .9 . N.c n

Nesta tiboa empregouse a notacion:

M. = M1 + Mg + =+ + Ny,

N.g = Nyj+ Noj + -+ + Ngjy

que son os niimeros totais de observaciéns que se atopan nos conxuntos A; e Bj respectivamente.

Obviamente, N1, + ++* +Nf. =Ny + -+ N =N
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As probabilidades reais da poboacién son denotadas como
Dij = P((X - Az) N (Y c Bj)),
e asi, por se-las categorfas disxuntas,

pi. = P(X € A;)) =pa +pi2+ -+ + Dic,
p.j:P(YEBj) :p1j+p2j+-'-+pfj.

Isto poderfa organizarse tamén nunha tdboa de probabilidades:
X\ |B B .. B |zx

A P11 D12 e Di1c D1.
Ay b21 D22 ce D2 Da.

Ag Pf1 P2 ... Dfe | Dy
X D1 D2 D-c 1

En caso de que as duas caracteristicas fosen realmente independentes, teriamos

para calquera para 1, J. En consecuencia, o contraste de hipéteses que pretendemos estudar é:
Hy: Pij = Di- P-j, \V/?:Q{].,...,f}, VjG{].,...,C}.

Por tanto, o que resta por facer € estima-las probabilidades P;; e atopar un estatistico convinte que nos

permita decidir se cos valores da mostra podemos ou non descartar H.

A partir da mostra, os estimadores obvios das probabilidades son

pij=—, Di=—, @ Dj=—.
n n n

Por outra banda, baixo a hipétese de independencia, o valor da celda (i, j) da tdboa de continxencia

deberfa ser
E;; = np;; = np;. p.j,
que por tanto se estima por

i o~~~ nz. n'J

P
Para determinar se os 72;; estdn suficientemente préximos a Eij, empregimo-lo estatistico
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=

Z (ni; — Eij)? 2
. o X(f-1)(c-1)’
1,] 1)

que segue aproximadamente unha distribucién X2 de Pearson con (f — 1)(c — 1) graos de liberdade

cando a mostra ¢ suficientemente grande.
Este contraste ¢ unilateral dereito, asi que para un nivel de significacién ¢, temos
= Rexidn critica: (X2 OO)
(f=1)(c-1),a’
» Rexién de aceptacién: [0 X2 ]
p O A(f-1)(c-1), al
Obviamente, tamén se poderfa calcula-lo valor P e rexeita-la hipétese nula cando este valor sexa moi

pequeno.

Problema. Realizase un estudo para investiga-la asociacién entre a cor e a fragancia das azaleas silvestres.
Obsérvanse 200 prantas floridas seleccionadas aleatoriamente, e clasificase cada unha delas segundo a cor e

a presencia de fragancia.

fragancia \ cor branca rosa naranxa
si 12 60 S8
non 50 10 10

¢Hai probas significativas de asociacién entre a cor das flores e a sta fragancia?

Solucién. Denotemos por X a fragancia dunha azalea, e por Y a stia cor. En primeiro lugar construimo-la

tdboa de continxencia:

fragancia \ cor branca rosa naranxa X
si 12 60 58 130

non 50 10 10 70
b 62 70 68 200

O problema consiste en facer un contraste de hipéteses de independencia para datos categéricos, ¢ dicir,
Hy:pi; = pipy, Vie{l,2}, Vje {1,2,3}.
Veremos mdis adiante que a razén de que este sexa un contraste de independencia ¢ que o investigador

simplemente clasifica os datos do total da mostra en duas categorfas (neste caso, fragancia e cor das azaleas).

Para resolve-lo problema, calculdimo-los valores esperados, no suposto de que houbese independencia das

n;.m.;

variables, mediante a formula F;; = (en verde), e tamén os valores (7;; — Ez-j)2 /E;j (en

vermello), obtendo:
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fragancia \ cor branca rosa naranxa hX
si 12 60 58 130
40.3 45.5 44.2
19.87 4.62 4.31
non 50 10 10 70
21.7 24.5 23.8
36.91 8.58 8.00
Y 62 70 68 200

Finalmente aprovéitanse todos estes cdlculos para determina-lo valor no estatistico, (que consiste en suma-

los valores vermellos), para obter 82.29.

O estatistico segue unha distribucién x? con (2 —1)(3 — 1) = 2 graos de liberdade. Xa que non nos
dan un nivel de significacién, calculimo-lo valor P como P = P (X% > 82.29) < 0.001. (Utilizando

software informético obtense P = 1.35 - 10718))

Conclusion: rexeitimo-la hipdtese nula, e concluimos que si hai evidencia significativa, cun nivel de

confianza moi alto (maior ¢ 99.9%), de que existe relacién entre a cor da flor e a sia fragancia. W

Contrastes de homozxeneidade para datos categdricos

Este contraste ¢ bastante parecido ¢ da seccién anterior, polo menos no que a célculos se refire, anque o

obxectivo é bastante distinto.

Supofiamos que temos f poboaciéns nas que se observa unha determinada caracteristica que pode tomar
un valor de entre € valores distintos A1, . . ., A.. O problema 6 que nos enfrentamos é o de determinar
se a distribucién de probabilidade desa caracteristica ¢ a mesma en todas esas poboacidns, ou se polo

contrario, ditas poboaciéns son heteroxéneas con distintas distribuciéns de probabilidade.

Tomamos unha mostra aleatoria simple en cada unha das poboaciéns, con tamafos N1, ...,Nf,
respectivamente. Denotamos por 70§ o ndmero de observaciéns na mostra ¢ que se atopa en A ;. Os datos

poden dispofierse nunha tiboa de continxencia, organizada do seguinte xeito:

Mostra A1 Az e Ac tamafio
1 ni Nn19 cen Nic ny
2 Nn921 M99 ce N2 N9
f ng1 UZP) N Nnge ng
2 n.1 .9 . N.c n

DC novo empregouse a notacién:
N.j = Mg+ Ngj + - -+ Ngjy

que son os numeros totais de observaciéns que se atopan nos conxuntos Ai. Ademais,

N = N1 + * -+ + Ny éo tamafio que se obtén 6 xuntar tédalas mostras.
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A hipétese de homoxeneidade significa que cada conxunto A ten unha probabilidade p; independente

da poboacién 2. Por tanto, se P;; é a probabilidade de A j na poboacién 7, a hipStese nula é

Ho:pij=payj=---=ps(=pj), Vic{l,...,c}h
As probabilidades p; poden estimarse mediante

AN

n.;
_
b; =

n
Baixo a hipétese de homoxeneidade, a frecuencia teérica de Aj na poboacién ¢
Ei i — NPy,

que por tanto se estima mediante

ij —
J n

—_—~
Para determinar se os 72;; estdn suficientemente préximos a Eij empregimo-lo estatistico

=

Z (ni; — Eij)? Y
. o X(f-1)(c-1)
2y 1]

que segue aproximadamente unha distribucién X2 de Pearson con (f — 1)(c — 1) graos de liberdade.
Este contraste ¢ unilateral dereito, asi que para un nivel de significacién ¢, temos
= Rexidn critica: ( 2 OO)
XD e, 0 O

» Rexién de aceptacién: [0, X%f—l)(c—l) ]

, O
O contraste de independencia e o contraste de homoxeneidade son moi similares en canto a cdlculos e
interpretacién. A diferencia fundamental estd no xeito de selecciona-las mostras, xa que no contraste de
homoxeneidade, o tamafio das mostras (¢ dicir, o total das filas) estd fixado polo experimentador, mentres

que no contraste de independencia ¢ arbitrario.

Problema. Para probar unha nova vacina contra a hepatite, témanse 549 voluntarios 6s que se lles

administra a vacina, e 534 6s que non. O cabo dun tempo obsérvanse os seguinte casos de enfermidade:

mostra ten hepatite tamafio
vacinado 11 549
non vacinado 70 534

¢E a vacina eficaz?

Solucién. Para ver se a vacina ¢ eficaz temos que dar evidencia significativa de que a proporcién de

enfermos de hepatite ¢ menor na poboacién dos vacinados. Por tanto, é un contraste de hipdteses sobre
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homoxeneidade no que pretendemos refuta-la hipétese nula de que a distribucién de probabilidade do

ndmero de enfermos de hepatite ¢ a mesma para as dtias poboaciéns.

En primeiro lugar completimo-la tiboa de continxencia:

hepatite si hepatite non tamafio
vacinado 11 538 549
non vacinado 70 464 534
hY 81 1002 1083

Temos que facer un contraste de hipéteses de homoxeneidade para datos categdricos:

Hy: p11 = p21, p12 = pa2.

A continuacién calculimo-los valores esperados no suposto de que houbese homoxeneidade nas

poboaciéns mediante a férmula E; = "™ (en verde), ¢ tamén os valores (ng; — E':J)z / E; (en
vermello), obtendo:
vacinado \ hepatite si non tamafio
si 11 538 549
41.06 507.94
22.01 1.78
non 70 464 534
39.94 494.06
22.63 1.83
p 81 1002 1083

Finalmente aprovéitanse todas estes contas para calcula-lo valor no estatistico, (que consiste en suma-los

valores vermellos), para obter 48.24.

O estatistico segue unha distribucién X2 con (2 — 1)(2 — 1) = 1 grao de liberdade. Xa que non nos
dan un nivel de significacién, calculimo-lo valor P como P = P (X% > 48.24) < 0.001.
(Empregando software informético obtense P = 3.7 - 1012

Conclusion: rexeitimo-la hipdtese nula, e concluimos que hai evidencia significativa, cun nivel de
confianza superior 6 99.9%, de que a proporcién de enfermos de hepatite ¢ distinta dependendo de se
estamos na poboacién de individuos vacinados ou non vacinados. Por tanto, tendo en conta os datos da
tiboa, onde se observa que a proporcién de enfermos de hepatite na poboacién dos individuos vacinados ¢

menor cd esperada, conluimos que a vacina ¢ eficaz. B

Os contrastes de independencia e homoxeneidade son bastante populares e empréganse a middo como
estudos preliminares para ver se hai relacion entre dtias ou mdis variables. Notese non obstante, que estes
contrastes non nos din cal ¢ a relacién entre as variables, ainda que mirando os valores da tdboa podemos
sacar algunha conclusién. Para atopar unha relacién que explique como se relaciona unha variable con

outra necesitanse outras técnicas estatisticas como a regresion.

E moi tipico que, por erro, descofiecemento, ou por tratar de influencia-la opinién da xente, se extraian

dun test deste estilo conclusions distintas (ainda que aparentemente relacionadas) 4s que en realidade se fan
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no estudo. Tamén ¢ tipico extrapolar causalidade (un suceso implica outro), cando s6 hai correlacién (dous

sucesos pasan 6 mesmo tempo).

Problema. Realizase un estudo de mercado consistente en clasifica-la poboacién de acordo co seu poder
adquisitivo en nivel alto, medio e baixo. Témase unha mostra de 50 persoas de cada clase social e mirase se
postien un reloxio de marca Rolex. Constdtase que da clase alta tefien un 30 persoas, 14 de clase media, e 5

de clase baixa.

s Realiza-lo correspondente contraste de hipdteses para ver se existe relacién entre a clase social e ser
posuidor dun Rolex.

» ;Podemos afirmar que hai evidencia estatistica de que mercar un Rolex aumenta o poder adquisitivo?

Solucién. Temos 3 poboaciéns, dependendo do "poder adquisitivo”, e a variable aleatoria Y'="ter un

Rolex".

En primeiro lugar construimo-la tiboa de continxencia:

renta \ Rolex si non tamafio
alta 30 20 50
media 14 36 50
baixa 5 45 50
b 49 101 150

Temos que face-lo contraste de hipdteses:
Hy: p11 = pa1 = P31, P12 = P22 = P32-
Este ¢ un contraste de hipdteses para homoxeneidade de datos categdricos, xa que o tamafio da mostra en

cada poboacidn ¢ fixado polo investigador. Para iso empregimo-lo estatistico

=\ 2
y L)
v By
que segue unha distribucién x* de Pearson con (f — 1)(c — 1) graos de liberdade.
O néimero de graos de liberdade da distribucién é (3 — 1)(2 — 1) = 2.

A continuacién calculdmo-las frecuencias esperadas, no suposto de que a hipdtese nula sexa certa,

mediante a férmula E’; = % :
renta \ Rolex si non tamafio
alta 16.33 33.67 50
media 16.33 33.67 50
baixa 16.33 33.67 50
h 49 101 150

Agora calculimo-los valores intermedios do estatistico (nij — Eij)2 / E;;:
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renta \ Rolex si non b
alta 11.435 5.548
media 0.333 0.162
baixa 7.864 3.815
p 29.157

A suma dos valores intermedios, que coincide co valor no estatistico, ¢ 29.157.
Calculdmo-lo valor P como P = P(X% > 29.157) = 0.5 - 1076, que é un valor pequeno.

Conclusién: Rexeitamos Hj, e concluimos que hai evidencia significativa, cun nivel de confianza moi

elevado, de que ter un Rolex depende do poder adquisitivo da persoa.

Non obstante, os datos que se dan neste exercicio non estin encamifiados a responde-la segunda pregunta.
Podemos deducir que hai relacién entre "ter poder adquisitivo alto” e "ter un Rolex”, pero non podemos
dicir nada con respecto 4 relacién entre "mercar un Rolex" e "aumenta-lo poder adquisitivo”. Ainda que a
16xica indica a pensar que a resposta 4 segunda pregunta ¢ negativa, os datos do problema non o confirman

nin o refutan. W

Bondade do axuste

Ata agora os contrastes de hipéteses foron empregados para decidi-la veracidade dunha hipétese sobre os

pardmetros dunha distribucién. En ocasiéns, non obstante, é necesario emitir un xuizo sobre a
distribucién poboacional no seu conxunto. O problema da bondade do axuste consiste en decidir, 4 vista
dos datos dunha mostra aleatoria simple dunha poboacién, se pode admitirse que a distribucién
poboacional coincide cunha certa distribucién dada (no noso caso unha [N (0, 1)) Notese que este ¢ un

problema non paramétrico.

Supofiamos que queremos averiguar se a distribucién F' dunha poboacién se axusta a unha distribucién
normal NV ( uw, 0'). Supofiemos que temos unha mostra aleatoria simple X Tyeooy X1. O noso contraste

¢ por tanto
Hy:F = N(u,o0), Hy:F # N(u,o0).

En primeiro lugar teremos que estima-los valores dos pardmetros. Empregaremos para iso os estimadores
insesgados it = X ed = S,_1.

O segundo paso deste contraste consiste en agrupa-los datos en intervalos. Para iso realizase o seguinte

procedemento:

» Busca-los valores mdis pequeno e mdis grande. Tomar valores "redondos” un pouco mdis pequenos c6
mdis pequeno, e un pouco mdis grande cé mdis grande tendo en conta a precisién dos datos.

» Decidir cantos intervalos se van empregar. Dividiranse os datos en intervalos do mesmo tamafio
(preferentemente os extremos deberfan ser enteiros, ou nimeros "redondos"). Hai varias regras para
decidir este nimero. Unha posibilidade é tomar aproximadamente \/ﬁ intervalos. E conveniente que

cada intervalo resultante tefia polo menos 5 valores. O nimero de tales intervalos denotimolo por 7.
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»  Calcula-los limites dos intervalos tendo en conta os datos anteriores.

= Face-lo reconto de valores en cada intervalo.

Unha vez que témo-los datos divididos en intervalos, podemos calcula-la frecuencia observada 0; destes en
cada intervalo. Este datos compdranse coa probabilidade de que a distribucién IN (pt, o) estea entre cada
un dos valores dos intervalos, multiplicada por M. Isto é o que se chama a frecuencia tedrica €;. Utilizase

para iso a estimacién de (4 e 0.

Para decidir se as discrepancias entre as frecuencias mostrais e as tedricas son signiﬁcativas, emprégase a

proba X2 de Pearson. Tomamos por tanto o estatistico

2 . (05 — ei)2
Xb 1=, ———,
i—1

€;

que segue unha distribucién X2 de Pearson con 7 — k — 1 graos de liberdade, onde k é o ntimero de

parimetros que tivemos que estimar para precisa-la distribucién teérica (se son (i e 0, entén k = 2).

O estatistico anterior Usase para facer un contraste unilateral dereito.

Problema. Unha miquina produce pezas cunha determinada lonxitude, a cal se quere saber se segue unha

distribucién normal. Obtense a seguinte mostra:

10.39 10.66 10.12 10.32 10.25 10.91 10.52 10.83 10.72 10.28
10.35 10.46 10.54 10.72 10.23 10.18 10.62 10.49 10.32 10.61
10.64 10.23 10.29 10.78 10.81 10.39 10.34 10.62 10.7S 10.34
10.41 10.81 10.64 10.53 10.31 10.46 10.47 10.43 10.57 10.74

Deséxase saber se esta mostra avala a hipdtese de que a mdquina produce pezas cunha lonxitude que

efectivamente é normal.

Solucién. Sexa X a variable aleatoria "lonxitude das pezas que produce a mdquina”.

Vemos que temos 1 = 40 datos. En primeiro lugar estimamos puntualmente a media e a desviacién

tipica. Para iso obtemos X = 10.502¢ s,,_1 = 0.205.

Trétase por tanto do contraste de hipdteses
Hy:F=N(X,s,1), Hi:F+#N(X,s,1),

pero agora non contrastamos ou estimdmo-lo valor dos parimetros, se non o feito de que a distribucién

sexa ou non normal.

Para face-lo contraste de X2 de bondade de axuste, primeiramente temos que dividi-lo percorrido dos

valores en intervalos. Como hai 40 datos, dividimos en 7 intervalos, o que ¢ aproximadamente V 40. O

mfnimo ¢ 10.12 e o méximo 10.91. Podemos tomar como rango [10,11] e dividilo en 7. Isto d4
(11 — 10)/7 = 0.1428, asi que redondeamos a 0.15 e repartimo-lo exceso 0.15 -7 — 1 = 0.05 a

cada lado. Asi, os intervalos serfan:
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(9.975,10.125]  (10.125,10.275]  (10.275, 10.425]  (10.425,10.575]  (10.575,10.725]  (10.725,
10.875]  (10.875, 11.025]

A continuacién contimo-lo nimero de elementos en cada subintervalo:

Intervalo 0;
(9.975, 10.125 1 \
10.125, 10.275 4

] \
] | |
10.275,10.425] 11 _ '
10.425, 10.575] / \
]
]

9
10.575, 10.725 8
6
1

10.725, 10.875
10.875, 11.025

Grifico de barras de frecuencias

e e N N N

Temos 7 = 7. Ademais, co propédsito de comparar coa distribucién teérica, que ¢ IN(10.502, 0.205),
temos que toma-las colas ata —00 e +00. Completimo-la tltima columna cos valores tedricos €;, que

corresponden coa probabilidade de que a distribucidn estea no intervalo, multiplicada por n.

Intervalo 0; €;
(—00,10.125] 1 1.3223
(10.125,10.275] 4 4.04803
(10.275,10.425] 11  8.77801
(10.425,10.575] 11.4123
(10.575,10.725] 8.89851
(10.725,10.875] 4.16001
(10.875, 00| 1 138084

Y 40 40.

Unha vez temos tédolos datos, s6 queda substituir no estatistico de contraste con k=2 r="17. Est

estatfstico segue unha distribucién X2 conT — k — 1 = 4 graos de liberdade. Asi

(0i — €;)?

€;

= 2.16109,

7
i=1

e obtemos P(Xi > 2.16109) = 0.706158, que é un valor moi alto.

Conclusion: aceptimo-la hipdtese de que a lonxitude das pezas da mdquina segue unha distribucién

normal. W
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Regresién e correlacion

O obxectivo deste capitulo ¢ tratar de establece-la dependencia dunhas variables aleatorias con outras. En
principio asumiremos que un determinado efecto se pode explicar mediante unhas causas e un erro.
Asumiremos que temos duas variables aleatorias X e Y. O obxectivo ¢ atopar unha funcién f tal que

Y = f(X ) + €. Asi,a Y chimaselle resposta, a f a explicacion, e € é o erro.

O seguinte grifico amosa tres nubes de puntos distintas obtidas despois de tomar unha mostra aleatoria de
ddas variables X e Y. No primeiro caso é evidente que non existe moita relacién entre as dtas variables.
No segundo caso parece que as variables estin bastante relacionadas, e salvo un pequeno erro, dd a
impresién de que Y s explica como dependente de X a través dunha ecuacién polinémica. Finalmente, a
terceira nube de puntos semella que se axusta a unha recta, ainda que o erro cometido ¢ considerablemente

mdis grande ca no segundo exemplo.

Nos dous tltimos debuxos anteriores, é claro que existe unha dependencia (mdis ou menos forte) entre X

e Y. O obxectivo dun modelo de regresion é:

» Conecer de que xeito a variable Y depende de X. Isto é o que se chama construir un modelo de
regresion.
s Unha vez construido o modelo de regresién, empregar este para determina-lo valor de Y cando o valor

de X ¢ cofiecido.

Neste capitulo consideraremos soamente o caso do modelo de regresion linear simple, que ¢ aquel no que
as variables X e Y son unidimensionais (como habitualmente), e que Y se explica a partir de X mediante
a ecuacién dunha recta (coma no terceiro debuxo). Tamén se tratardn outros modelos que se reducen

facilmente do de regresion linear.

Regresién linear
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Sexan X e Y ddas variables aleatorias. O modelo de regresion

linear consiste en atopa-larectayy = @ + & que minimiza
E[(Y - (a+ BX))*],

onde o que se trata ¢ de atopar & e [3. Non ¢ dificil ver que estes
dous valores se poden calcular simplemente derivando a anterior
expresién con respecto de ¢ e de 3 e igualando a cero. (Analogamente a como se fai para calcula-lo
minimo dunha funcién, pero con ddas variables.) Esta recta chdmase a recta de regresién minimo-
cuadrdtica, porque na prictica se obtén despois de minimiza-la distancia cuadritica media dos puntos

dunha mostra a dita recta.

Despois de face-los cdlculos resulta que a ecuacién da recta buscada é

o
Y — py = —5-(X — px) + e,
Ox

onde

" Ux :E[X]éamediadeX,
. Qy = FE [Y] ¢amediade Y,

. U?X' = E[(X — ,ux)2] ¢ a varianza de X,

. O'%, = E[(Y — ,LLy)2] éavarianzade Y,

. oxy = E[(X — ux)(Y — py)] = E[XY] — E[X]|E[Y] ¢ covarianzaentre X ¢ Y,

» € ¢ unha variable aleatoria que representa o erro cometido.

E consecuencia da construcién do modelo que o erro ten media cero fte = E [6] =0, e que a stia
varianza O z = V[e] ¢ minima.

Definese o coeficiente de correlacidn de Pearson coma o cociente

OXy

oxoy’

que satisfai — 1 < p < 1,eddunhaideadobo que ¢ o axuste.

Estimacién dos valores

Na préctica as variables aleatorias X e Y non son cofiecidas e son estimadas por valores concretos

(ml, Y1 ), ceey (wn, yn) dunha mostra. Por iso, 0 modelo de regresién linear estimase como
Y — SXy X _
—Yy= 2 ( - ) + €,
Sx
onde agora

76



Matematicas e Estatistica Il by José Carlos Diaz Ramos is licensed under CC BY-NC-SA 4.0

Distancia vertical entre a recta de regresién e un

punto da mostra

1 n
T=— Ly
n =
_ 1 &
Yy=— Yis
n =
1 & 1 &
2 —\2 9 -2
Sx = — (zi —z)" = — T; — &,
n = n;
1 & 1 &
2 — -2
=D (yz—y)QZgZy?—y,
i=1 1=1
1 & _ N 1 « -
SxXy = (z; —z)(yi —y) = — D Ty~ TY
1=1 i=1

Unha estimacién equivalente para a recta de regresion é:

Y =a+bX +e¢,

onde
~  SXYy
b=f =X
Sx
a=&=y—bx

Notese que esta recta de regresiéon sempre pasa por (E, @)

Covarianza e correlacién

A covarianza é a forma mdis comtn de medi-la relacidn linear entre ddas variables. Para datos concretos

recordemos quc sc estima por
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1 n
sxy = — D (@i —2)(yi —Y)
n 4
=1
1 n
= — Z Y — TY.
n <
=1

A covarianza non se ve afectada por cambios de posicidn, pero si de escala. De feito,
SaX+b,cY+d — ACSXY -

Para obter unha medida da relacién linear entre duas variables que non dependa da escala introduciuse o

coeficiente de correlacién, que para datos concretos se estima mediante

SXYy
r=—"

SxSy

Unha versién equivalente, pero mdis estable numericamente, ¢

n n n
n Z LiYi — <Z wz) < yz)
o i=1 1=1 1=1
- n n 2 n n 2
=1 =1 =1 =1

Proposicién. O coeficiente de correlacidn satisfai as seguintes propiedades:

» O coeficiente de correlacion ten o mesmo signo cd pendente da recta de regresion.
» —1 < 7 < 1;valores préximos a 0 indican que o axuste é malo, valores préximos a 1 indican que o

axuste ¢ bo e que a relacidn é crecente, mentres que valores préximos a — 1 indican que o axuste ¢ bo e

que a relacién ¢ decrecente.

Un rango de valores para a bondade do axuste en funcién de 7 pode se-lo seguinte:

O
(el
he] 30 he]
o ® 5 o
o > o
forte moderado feble feble moderado forte
-1 -09 -0.5 0 0.5 0.9 1

pendente negav a pendente posiv a

Alguns exemplos de coeficientes de correlacion:
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r=0.522477 r=0.980371

2.0 20~

0.5 -05
r=-0.503377 r=-0.984428
30 30

Coeficiente de correlacién e calidade do axuste

Problema. Os seguintes datos correspéndense co tempo transcorrido e a velocidade de caida dun obxecto:

tempo velocidade
1 20.52
2 29.14
3 36.76
4 47.80
S 58.72

Calcula-la recta de regresién e dar unha aproximacién da aceleracién da gravidade. ;Como de bo ¢ o

axuste?

Solucién. Temos duas variables que chamaremos ¢ (tempo) e v (velocidade). En primeiro lugar

disponiémo-los cilculos:
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t v t2 tv v?
1. 20.52 1. 20.52 421.07
2. 29.14 4. 58.28 849.14
3. 36.76 9. 110.28 1351.30
4. 47.80 16. 191.20 2284.84
5. 58.72 25. 293.60 3448.04

Y 15. 192.94 55. 673.88 8354.39

Entén
_ 15
= — =3.0,
5
_ 19294
v = — 38.59,
5
s} = 55 g2 _ gy,
5 OS puntos e asdarecta dC ngrCSién
8354.39
52 = — - 38.59% = 181.84,
673.88
sw = —F— —3-38.59 = 19.01,

co que, substituindo na férmula, obtémo-la recta de regresién v — 38.59 = 192&(1‘, — 3), ou ben,

comob =19.01/2.0 = 9.51ea = 38.59 — 9.51 - 3.0 = 10.07, que
v = 10.07 + 9.51¢,

de onde ademais se deduce que, en vista do resultado cofiecido de fisica v = vy + gt, que g = 9.51 ¢

unha aproximacion da aceleracién da gravidade.

Finalmente calculdmo-lo coeficiente de correlacién:

po 290 997

v/24/181.84

o cal quere dicir que o axuste é bo. B

Regresién exponencial
O procedemento para calcular unha regresién linear pode ser empregado tamén noutros contextos
simplemente facendo un pequeno cambio de variable. Por exemplo, supofiamos que temos dtias variables

aleatorias Z e T', e cremos que Z se explica a partir de T a través dunha férmula exponencial:

_ —kT
Z =zye ",

onde 2 e k son os pardmetros que queremos determinar. Entén, tomando logaritmos (neperianos)
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log Z = log(zoe_kT) =logzo — KT

Chamando Y = log Z, X =T, b= —k, a= log 20, estamos exactamente na situacion
Y —a+bXdo principio. Por tanto, este tipo de axuste exponencial reddcese a un axuste linear, que xa

sabemos resolver.

Problema. Inxectamos por via intravenosa 12571 dun medicamento. Témo-las seguintes concentraciéns

plasmdticas a medida que pasa o tempo:

tempo concentracion
5.0

2 3.0

3 2.0

4 1.5

Queremos estima-la curva exponencial da concentracién de medicamento en sangue.

Solucién. E sabido que a evolucién da concentracién teérica C' dun medicamento en sangue 6 longo do
tempo ¢ segue unha curva exponencial C' = ¢y e~ *. Despois de tomar logaritmos neperianos temos
log C = log cy — kt, asi que para calcula-la recta de regresién destes datos organizdémo-los cilculos do

seguinte xeito:

X=t C Y=lgC X2 XY Y2

1 5.0 1.61 1. 1.61 1.59
2. 3.0 1.10 4.0 2.20 1.21
3. 2.0 0.69 2.0 2.08 0.48
4. 1.5 0.41 16.0 1.62 0.16
P 10. 11.5 3.81 30.0 7.51 4.44
Entén
- 10.
X=_—"—95
4
= 3.81
Y = 252 — .95,
4
30.0
sk = - 2.5% = 1.25,
4.44
8%/ = T - 0952 - 020, Os puntos e a sia regresién exponencial
7.51
SXy = — 2.5-0.95 = —0.50,

co que, substituindo na férmula, obtémo-la recta de regresion:

V095 — -2 x a5
1.25
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Equivalentemente, obtense b = —0.50/1.25 = —0.40,a = 0.95 + 0.40 - 2.5 = 1.96, de onde se
deduce Y = 1.96 — 0.40.X, oulog C' = 1.96 — 0.40¢. Desfacendo o cambio de variable obtemos

C = 7.07e 940,
Pédese ver ademais que o coeficiente de correlacion é

. —0.50
v1.254/0.20

o que, ademais dun bo axuste, indica que a variable Y (ou a concentracién C) decrece en funcién do

= —0.992,

tempo. B

Regresién potencial
A regresion potencial é un caso bastante parecido 6 da regresién exponencial. Neste caso hai dtas variables

PcA que estdn relacionadas mediante a férmula
P = aAP.
Para resolver isto, tomamos coma na seccidn anterior logaritmos e obtemos
log P = log(aAﬂ) = loga + Blog A.

Asi, chamando Y = log P e X = log A volvemos estar nun caso de axuste linear, que xa vimos como

se resolve.

Andlise da varianza

O obxectivo desta seccién ¢ estudar con mdis profundidade se o modelo de regresién construido é correcto

e util. Para iso imos empregar un método cofiecido como ANOVA (analysis of variance).

En primeiro lugar recordamos que ¥ = a + BX + €, onde Y =« ~+ BX ser a estimacién dada

pola recta de regresién, e € = Y — Y ¢ 0 erro. Un célculo non trivial amosa que as varianzas estdn

relacionadas mediante

2 _ 2 2
Oy =0y, + 0.

Isto significa que a variabilidade da variable dependente Y o %,, se descompén como
» A variabilidade explicada, o ;, que ¢ aquela que se pode explicar en base 6 modelo de regresién. De
feito, como Y = a + BX, entén 0'; = ﬂ20§(.

» A variabilidade residual, o g, que ¢ a que non explica o modelo de regresion.
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Chédmase coeficiente de determinacién 4 proporcién entre a variabilidade explicada e a variabilidade da

variable dependente. Por tanto,

2

o2 2 9 2
Y_BUX_UXY _pz
2 — T 2 T 9 o — P>
Oy Oy OxOy

que € o cadrado do coeficiente de correlacién. Por tanto, 0 < p2 <L

Como xa sucedia co coeficiente de correlacidn, se p2 = 1 (¢ dicir, se p = E1) entén o axuste ¢ perfecto.
2 - .. , , . ..
Valores de p° préximos a 1 significan que o axuste ¢ bo, mentres que valores préximos a 0 indican un

axuste malo.

Ademais, das férmulas anteriores temos que

_ 2.2
= P Oy,

a N "<>M

p=0v—poy=(1-p")oy.

ANOVA

En realidade, os cilculos da seccién anterior son tedricos, porque en xeral as distribuciéns X eY non son

cofecidas. Na prictica témase unha mostra e utilizanse as estimacions escritas con anterioridade.

Para continuar supofiamos que estamos traballando con 7 valores
especificos L1,...,&n. Por tanto, os valores da variable
explicativa estdn fixados polo experimentador e non son aleatorios.
S6 ¢ aleatorio o erro, e en consecuencia a variable resposta. Unha
mostra resultante deste tipo de experimento (chamado de desefio
fixo), ¢ do tipo (ml, Yi), ceey (a:n, Yn) Asumimos que as
variables aleatorias Y | X=x,...,Y | X =, seguen
distribuciéns normais independentes coa mesma varianza 02.Sea
regresion linear ¢ vilida, as medias destas variables estin
xustamente en a + bx;, é dicir,
(Y| X ==z;) € N(a + bzx;,0).
s Y | X = x; estd normalmente distribuida
O valor Y'; seri o valor predecido pola estimacién do modelo, ¢ | !
dicir, Y'; = @ + bx;. Nétese en particularque Y =Y = a + bz.
Asi, despois de multiplicar por M, a variabilidade ¢ estimada mediante
n n n
v\2 > v\ 2 > \2
Y YVi-Y)P=) (Y;-Y) +) (¥;-Y,)

i=1 1=1 i=1

Se agora denotamos
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SSy = i(Yi -Y)?,
=1

SSh =3 (Vi V) =8 (e~ 3,
=1 =1

S5p= > (Y~ V),
=1

entdn, a expresion anterior pode escribirse como

SSy = SSr + SSg
(variabilidade (variabilidade debida 4 (variabilidade non
total) regresion) explicada)

As férmulas anteriores refirense 4s "sumas de cadrados”. Se en lugar diso querémo-las varianzas,

simplemente hai que dividir polo tamafio mostral 72:
1 1 1
2 2 2
sy = —S8S sp = —S8S s = —SSEg.
Y n Y R n R, FE n FE

Estas cantidades son unha estimacién das varianzas tedricas obtidas no apartado anterior. Por outra banda,
o coeficiente de determinacidn estimase mediante 7"2, de xeito que temos
2
s Sr _ SSr

r = —

s -~ SSy’

, . .y, . . .y 2. , ., NIRRT
Asi, a estimacién do coeficiente de determinacién 7“ interprétase como a proporcién da variabilidade da

variable aleatoria Y que ¢ explicada por X mediante o modelo de regresion.

Esta técnica de anilise da varianza utilizase para comprobar se unha lifia recta mostra unha cantidade
significativa de variabilidade observada de Y . Seo suposto ¢ que a regresion ¢ vilida, entén o que terd que
suceder ¢ que a maior parte da variabilidade terd que ser explicada por SSg, sendo a parte non explicada

pequena.

Obsérvese agora a equivalencia das seguintes condiciéns
B=0< p=0,

¢ dicir, toda a variabilidade ¢ aleatoria (non explicada), e por tanto non hai regresién linear. Asf pois, o test

que temos que facer para comproba-la validez do modelo ¢
Hy: p=0, Hy: p#0.

Baixo as hipéteses anteriores, este contraste emprega dous estatisticos que pasamos a describir a

continuacién. En primeiro lugar, para S'Sy hai 1 datos e un valor estimado, @, o que deixa 1 — 1 graos
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de liberdade.

» DPara S'SE hai 1 datos, pero dous valores estimados, @ e b, o que nos deixa 17 — 2 graos de liberdade.
SSE

n—2

= Iso significa que para SSR queda un sé grao de liberdade. O estatistico empregado ¢ pois o cadrado

SSr

1

No suposto de que a hipdtese nula sexa certa, o estatistico

Asi, empregamos como estatistico o cadrado medio do erro: MSEg =

medio da regresion: M.Sp =

MSr . Z?:l(i}@ - 17)2 F
— ~ L'1,n-2

MSg ST (Y = Y32/ (n - 2)

segue unha distribucién F' de Snedecor con (1, n — 2) graos de liberdade.

Se a hipdtese nula ¢ certa, o valor observado no estatistico estard préximo a 1. Noutro caso serd moito
maior e rexeitarase a hipétese nula se o valor é demasiado grande. Trdtase por tanto de facer un contraste

unilateral dereito.

Os célculos necesarios para empregar ANOVA 4 hora de contrastar Hy: p = 0 (non hai regresién linear),

dispéiense nunha tiboa como a seguinte:

variabilidade gl SS MS cociente
n_oo . M
regresion 1 SSg = ;(YZ — Y)2 = m’2s§/ MSg = % Fl,n_g = Mgz
erro n—2 SSE:zn:(E—Yi)an(l—r2)s§/ MSg = S5k
= n—2

n PR
total n—1 SSy = Z:(YZ ~Y)? =ns}

i=1

Cando, despois de face-lo anterior contraste de hipdteses, cheguemos 4 conclusién de que se rexeita a
hipétese nula Hy, iso quererd dicir que unha parte significativa da variabilidade de Y se pode explicar
mediante o modelo de regresién linear. Iso non quere dicir que o modelo linear sexa o mellor para explicar

dita variabilidade, sen6n que ¢ razoable emprega-lo modelo para explicala.

Problema. Realizase un experimento para estuda-la relacién entre a altura e a lonxitude da concha de

Patelloida pygmaea (en mm). Téfiense os seguinte datos:
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altura lonxitude
0.9 3.1
1.5 3.6
1.6 4.3
1.7 4.7
1.7 5.5
1.8 5.7
1.8 5.2
1.9 5.0
1.9 5.3
1.9 5.7
2.0 4.4
2.0 5.2
2.0 5.3
2.1 5.4
2.1 5.6
2.1 5.7
2.1 5.8
2.2 5.2
2.2 5.3
2.2 5.6
2.2 5.8
2.3 5.8
2.3 6.2
2.3 6.3
2.3 6.4
2.4 6.4
2.4 6.3
2.7 6.3

Estima-la recta de regresién da lonxitude como funcién da altura. Calcula-lo coeficiente de determinacién

e interpreta-lo seu valor. ¢Hay evidencia estatistica de que o modelo de regresion linear ¢ vélido?

Solucién. Chamemos X 4 alturae Y 4 lonxitude. Organizdmo-los cdlculos nunha téboa.
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X Y X? XY Y2
0.90 3.10 0.81 2.79 9.61
1.50 3.60 2.25 5.40 12.96
1.60 4.30 2.56 6.88 18.49
1.70 4.70 2.89 7.99 22.09
1.70 5.50 2.89 9.35 30.25
1.80 5.70 3.24 10.26 32.49
1.80 5.20 3.24 9.36 27.04
1.90 5.00 3.61 9.50 25.00
1.90 5.30 3.61 10.07 28.09
1.90 5.70 3.61 10.83 32.49
2.00 4.40 4.00 8.80 19.36
2.00 5.20 4.00 10.40 27.04
2.00 5.30 4.00 10.60 28.09
2.10 5.40 4.41 11.34 29.16
2.10 5.60 4.41 11.76 31.36
2.10 5.70 4.41 11.97 32.49
2.10 5.80 4.41 12.18 33.64
2.20 5.20 4.84 11.44 27.04
2.20 5.30 4.84 11.66 28.09
2.20 5.60 4.84 12.32 31.36
2.20 5.80 4.84 12.76 33.64
2.30 5.80 5.29 13.34 33.64
2.30 6.20 5.29 14.26 38.44
2.30 6.30 5.29 14.49 39.69
2.30 6.40 5.29 14.72 40.96
2.40 6.40 5.76 15.36 40.96
2.40 6.30 5.76 15.12 39.69
2.70 6.30 7.29 17.01 39.69

)y 56.60 151.10 117.68 311.96 832.85

Entén temos . = 28 datos e
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X 206 2.021,
28
— 1511
y - L0 5.396,
s% = 11272’;68 —2.021% = 0.117,
2.
83 = 832885 — 5.396% = 0.623,
311.96
sxy = —5o— — 2.021-5.396 = 0.233.
Obtemos b =0.233/0.117 = 1.996 e

Os puntos e a stia recta de regresién

a=95.396 — 1.996 - 2.020 = 1.361 co que a ecuacién da

recta de regresion é
y—5.396 = 1.996(3} — 2.0214),

ou ben,
y = 1.361 + 1.996z.

A estimacién do coeficiente de correlacidn é

B 0.233
v/0.117 - 0.623

r = 0.8638,

de xeito que a calidade da aproximacién parece moderada.

A estimacién do coeficiente de determinacién é 72 = 0.746. Isto interprétase do seguinte xeito: 0 74.6%

da variabilidade da variable Y estd explicada polo modelo de regresion.

Para asegurarnos, intentaremos dar evidencia significativa de que o modelo de regresién ¢ vilido. Isto

significa face-lo contraste de hipSteses
H()szo, Hlp;éO

Empregamos pois a técnica de andlise da varianza, ANOVA. Os datos necesarios estin recollidos na

seguinte tiboa:

variabilidade g.l. SS MS  cociente
regresién 1 SSgp=28-0.864%-0.623 = 13.02 MSr =13.02 76.42
erro 26 SSp=28(1—0.864%)0.623 = 4.43 MSp = 42 =0.17

total 27 SSy =28-0.623 = 17.45

Como P = P(F} 26 > 76.42) < 0.01 ¢ un nimero moi pequeno (de feito, empregando software

estatistico temos P = 3.2 - 1079), rexeitdimo-la hipdtese nula. Concluimos que hai evidencia

88



Matematicas e Estatistica Il by José Carlos Diaz Ramos is licensed under CC BY-NC-SA 4.0

significativa de que o modelo de regresion linear ¢ vélido. W

Intervalos de estimacién
Por completitude incluimos nesta seccién a estimacién por intervalos de diversos valores que apareceron no

noso modelo de regresion linear.

En primeiro lugar pddese ver que unha estimacion puntual da desviacién tipica do erro 0“ vén dada por

=1

n— 2 n —
tendo o estatistico
~2
(n—2)6
02

unha distribucién X2 con T — 2 graos de liberdade.
Tomemos un nivel de significaciéon cv.

»  Ordenada na orixe:

a=axt tn—2, a/2

» Pendente da recta de regresion:

» Resposta media para un valor de X dado:

(x—
pyix—e =Y £ty 0 a2V SE\/ )

» Intervalo de prediccién da resposta individual para un valor de X dado:

X

2
Y+t, 2,a/2V SE\/-l— +(93 93)
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Problemas para as clases interactivas

V¥V Intervalos de confianza

1. Estas son as alturas (en metros) de vinte pifieiros da especie "Pinus strobus". Estima-la media desa
especie de pifieiros cun nivel de confianza do 95%.
17.16 22.00 10.08 15.00
7.02 10.67 11.16 10.92
11.10 4.05 15.93 7.22
8.19 16.45 7.38 10.00
14.10 10.26 11.96 10.00
[Milton 6.3.1]

2. Nunha mostra de tamafo 30 mediuse a porcentaxe de aumento de alcohol en sangue tras beber catro
cervexas. Obtivose X = 41.2 (media) e 8 = 2.1 (cuasi-desviacién tipica).
1. Calcular un intervalo de confianza do 90% para a porcentaxe media de aumento en tddalas
persoas que beben catro cervexas;
2. Se se calcula un intervalo de confianza do 95% para u, éserd mdis ou menos amplo cé anterior?

[Milton 6.3.7]

3. As granxas de patos contaminan a agua debido 6 nitréxeno en forma de "dcido drico". A seguinte ¢
unha mostra aleatoria de nove observaciéns da variable X, nimero de kilos de nitréxeno producidos
por granxa e dfa.

49 58 59 65 55 S50 S6 60 57

Supofiendo que X ¢ normal, construir un intervalo de confianza do 99% para a media poboacional
L.

[Milton 6.3.9]

4. A calor parece afecta-la mobilidade dos caracois. En 20 caracois sometidos a unha temperatura de

29°C observamos unha distancia media percorrida de X = 4.855cm, con 8,1 = 0.7178. Dar
un intervalo de confianza (o« = 5%) para a distancia media percorrida por un caracol.

[Milton 6.3.6 p. 222]

S. Queremos estima-lo peso medio 6 nacer (en Kg) de fillos de mulleres adictas 4 heroina. Nun estudio
previo obtivose que o = 2.5. Queremos desefia-lo experimento de modo que o nivel de confianza
sexa do 95%, e que o erro de estimacién non supere 1Kg. ;Que tamafio de mostra necesitamos?

[Milton 6.6.1 p. 236]
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No rio Mississippi estudouse en 61 lugares a variable X, anchura de terreno inundable, obténdose

X = 3400 metros e 8,,—1 = 100 metros. Dar un intervalo de estimacién para a desviacién tipica
de X cun nivel de confianza do 90%.

[Milton 7.1.7 p. 253]

Nun reconto no microscopio contabilizdronse 200 leucocitos, dos cales 125 eran neutréfilos. Dar un
intervalo de confianza do 90% para a proporcién de neutréfilos en sangue.

[Milton 8.2.3 p. 266]

Nun estudo sobre obesidade infantil averiguase que a idade media de inicio da enfermidade dunha
mostra de 26 nenos ¢ de 4 anos, cunha desviacion tipica mostral de 1.5 anos. Determinar un
intervalo de confianza do 95% para a desviacidn tipica da poboacién.

[Milton Exemplo 7.1.6]

¢Que tamafo de mostra farfa falla para estima-la proporcién de mortes debidas a un problema
cardfaco, se traballamos cun nivel de significacién do 5%, e non queremos que o erro de estimacién
supere 0 2%?

[Milton 8.3.2 p. 270]

Un investigador médico quere estima-lo nivel medio de colesterol en homes de idade avanzada. A
estimacién debe ter unha precisién de 6mg/dl ou menos, cun 95% de confianza. Ademais, o
investigador cre, por estudos previos, que a desviacién tipica do colesterol na poboacién ronda os
40mg/dl. ;Que tamafio de mostra debe tomar?

[Samuels 6.4.2]

Nun estudo atopouse que 40 de 400 estudantes eran zurdos. Construir un intervalo de confianza do
90% para a proporcién de estudantes zurdos na poboacién.

[Samuels 9.3.1]

Unha bodega produce 720000 botellas de vifio cada ano e desexa estima-la proporcién de botellas
que tefien o corcho defectuoso (o vifio estropéase se hai un fallo no corcho). Nun estudo previo
calctlase que esta proporcién ronda o 4%, pero agora queremos, cun nivel de confianza do 90%, que
o erro de estimacion non supere o 1%. ;Cantas botellas de vifio debemos comprobar?

[Samuels 9.5.6]
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V¥ Contrastes de hip6teses

1. Sospéitase que o insecticida DDT provoca diminucién no grosor das cdscaras dos ovos dos paxaros.
Para combrobar isto, alimentouse a 16 gabidns cunha mistura que contifia 15Sppm de DDT, e
atopouse unha diminucién do grosor do 8%. A desviacion tipica mostral foi de s = 0.05.
Contrasta-la hipétese de que houbo unha diminucién no grosor en toda a poboacién (nivel de
confianza do 95%).

[Milton 6.5.4 p. 233]

2. Realizouse un experimento para estuda-lo efecto do exercicio fisico no nivel de colesterol de
pacientes obesos. En 80 pacientes sometidos a un réxime especifico de actividade, observouse unha
diminucién media do nivel de colesterol de X = 27 puntos. A desviacién estdndar foi de s = 18.
¢Pode afirmarse, cun nivel de confianza do 90%, que ese réxime provoca, en media, unha diminucién
superior a 25 puntos?

[Milton 6.5.7 p. 234]

3. A concentracién media de diéxido de carbono no aire é do 0.035%. Preténdese demostrar que
inmediatamente por riba da superficie do chan dita concentracién é maior. Analizdronse 144
mostras de aire seleccionado aleatoriamente e tomadas 4 distancia de 30cm do chan. Resultou unha
media mostral do 0.09% e unha cuasi-desviacién tipica mostral do 0.25%. ¢Cal é o valor P do
contraste? ;Comprobouse estatisticamente o argumento establecido?

[Milton 6.5.5 p. 233]

4. En certa especie de vagalumes, a luz que producen consta dun escintileo curto seguido dun periodo
de repouso. Quérese probar que o perfodo de repouso ten unha duracién media de menos de catro
segundos. Nunha mostra de 16 insectos obtivemos unha media de 3.77 segundos, con s = 0.30
segundos. Por outro lado, dimonos conta de que un erro de tipo I non ten consecuencias fatais, asf
que fixamos un @ = 10% bastante alto. ¢Apoian os datos experimentais a nosa suposicién sobre o
escintileo?

[Milton 6.5.7 p. 232]

5. O estuda-lo crecemento de abetos, sibese que a varianza poboacional acostuma ser 1.56¢m2. Non
obstante, en 50 4drbores crecidos en condiciéns de seca observamos unha cuasi-desviacién tipica de
0.375cm. ;Afectou a seca é pardmetro 0?2 Dar un intervalo de confianza do 95% para a desviacién
tipica da poboacién.

[Milton 7.2.4 p. 256]
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A concentracién sanguinea de calcio nos mamiferos acostuma ser de 6mg/100ml. A desviacién
tipica debe ser de 1mg/100ml, xa que unha variabilidade maior ocasiona trastornos de coagulacién.
Nunha serie de nove probas realizadas a un paciente, atopouse unha concentracién media de 6.2 e
unha cuasi-desviacién tipica de 2. Tomando un nivel de significacién o = 0.05, ¢hai evidencia de
que a desviacién tipica sexa maior da normal?

[Milton 7.2.2 p. 256]

Estimase xeralmente que 0 90% dos enfermos de cancro de pulmén morren no prazo de 3 anos. Nun
estudo recente no que se proban uns novos tratamentos, atopouse que 128 pacientes morreron dun
total de 150 enfermos. ¢Pode dicirse que hai probas suficientes de que o emprego dos novos métodos
de tratamento reduciron a taxa de falecementos?

[Milton 8.4.4 p. 273]

Un 20% dos enfermos de corazén tratados cronicamente con digoxina sofre unha reaccién adversa.
Para evitalo, a 30 pacientes asociduselles outro medicamento, e conseguiuse que s tres tivesen a
reaccién. ¢Pode afirmarse que o tratamento € eficaz cun nivel de confianza do 99%?

[Milton 9.7]

O método usual para trata-la leucemia mielobldstica aguda consiste en somete-lo paciente a
quimioterapia intensiva no momento do diagndstico. Historicamente, isto produciu unha taxa de
remisiéon do 70%. Estudando un novo método de tratamento utilizironse 50 voluntarios. ¢Cantos
dos pacientes deberfan ter remitido para que os investigadores puidesen afirmar, con nivel de

significacién o = 0.025, que o novo método produce remisiéns mdis altas c6 antigo?

Os votos en contra da construcién dunha presa nunha mostra de 500 persoas foi de 270. Estima-la
proporcién de persoas que estdn en contra en toda a poboacién, cun nivel de confianza do 95%.

[Milton Exemplo 8.4.1]

Estase probando a eficacia dun tipo de exercicio para mellora-los sintomas da artrite reumatoide. O
grupo no que se proba dito tratamento ¢ de 160 pacientes. Para un nivel de significacién do 2,5%,
¢cantos pacientes terfan que mellorar para que se poida afirmar que a porcentaxe de pacientes que

melloran ¢ superior 6 50%?
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V¥ Contrastes de hip6teses para didas poboaciéns

1. Comprobouse o peso de ovos de tartaruga en duas illas diferentes. Suponse que a variacién é normal.
A vista dos datos obtidos en dtias mostras aleatorias, ¢hai evidencia de que os ovos na illa "Malabar"

son mdis pesados cds da illa "Grande-Terre" cun nivel de significacién do 1%?

Datos da illa "Grande-Terre": Tamafio da mostra M1 = 31; peso medio )_(1 = 64.0g; cuasi-
desviacién tipica §7 = 6.5g.

Datos da illa "Malabar": Tamafio da mostra g = 148; peso medio )_(2 = 82.7g; cuasi-desviacién
tipica 89 = 3.6g.

(Facer un contraste de hipSteses para a igualdade das varianzas para poder determinar se podemos
asumir que ambas sexan iguais.)

[Milton 9.4.3 p. 311]

2. O estuda-la velocidade de voo de ddas especies de paxaros, obtivémo-los seguintes datos:
» (Haematopus palliatus): 0y = 9, Xl = 26.05, s1 = 6.34;
» (Pelecanus occidentalis): ng = 12, XQ = 30.19, 59 = 3.20;
Face-lo contraste necesario para saber se as varianzas poboacionais se poden supofier iguais. ¢Hai
evidencia de que a velocidade de voo das duas especies de paxaros sexa diferente? (Para todo o

problema, tomar un nivel de confianza do 95%.)

[Milton 9.2.1 p. 298]

3. Estudouse nunha mostra de 7 = 33 homes novos fumadores a idade media 4 que empezan a
fumar, obténdose X1 = 11.3 anos. A cuasi-varianza mostral foi de 4 anos. O mesmo estudo en

mozas deu lugar &8s seguintes datos: my = 14, Xg = 12.6, Sg = 3.5. Pidese, cun nivel de
significacién a = 5%:

1. Facer unha proba F’ para concluir que podemos supofier 0’% = U% ;

2. Dar un intervalo de estimacion para a diferencia de medias poboacionais entre mozos e mozas.

[Milton 9.3.11 p. 309]

4. Un laboratorio quere compara-los efectos secundarios dun medicamento novo cos do producto da
competencia. Usaremos un nivel de significacién do 1%. Obtivéronse os seguintes datos sobre a

porcentaxe de persoas que presentaban diarrea:

Laboratorio Competencia
Numero de suxeitos 465 195
Numero de casos de diarrea 9 1

1. ¢Podemos afirmar que as porcentaxes son significativamente diferentes?
2. Dar un intervalo de confianza para a diferencia de porcentaxes.

[Milton 8.6.6 p. 285]
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S. En 1970 fixéronse 759 anilises de sangue e atopdronse 46 casos de infeccién. En 1975 outro estudo
semellante descubriu 109 infecciéns en 838 andlises. Baseindose nestas diias mostras, ¢podemos
estar seguros de que a proporcién de casos de infeccién aumentou en mdis de 6 puntos porcentuais
neses cinco anos? (Usar nivel de confianza do 90%.)

[Milton 8.6.4]

6. A partir dos corenta anos, o cancro de mama pode detectarse a través dunha mamografia.
Comprobamos que en 31 mulleres novas afectadas (idade 40-49 anos) houbo 6 casos descubertos a
través de mamografia. Por outra parte, nun grupo de 101 mulleres de mdis idade, a mamografia foi
eficaz en 38 casos. Cun nivel de confianza do 95%, ;podemos afirmar que a mamografia ¢ menos
eficaz nas mulleres novas?

[Milton 8.6.3 p. 285]

7. Para ver se un medidor portdtil de glucosa ¢ ttil para os diabéticos, mediuse para cada paciente o
nivel de glucosa en sangue antes de aprender a usalo, e unhas semanas despois. Nunha mostra
aleatoria de 36 individuos atopouse unha diferencia de 2.78mmol/l entre "antes” e "despois”, con
cuasi-desviacién tipica das diferencias igual a 6.05. ¢Quere dicir isto que o medidor ¢ efectivo para
axudar a reduci-los niveis de glucosa?

[Milton 9.5.3 p. 319]

8. Os datos de temperatura en 1000 estaciéns meteoroldxicas en todo o mundo deron unha
temperatura media de 57 graos Farenheit en 1950, e de 57.6 en 1988, con Sp = 4.1. ¢Quere isto
dicir que a temperatura media do globo aumentou? (Emprega-lo valor P.) Dar un intervalo para o
aumento global medio (para un nivel de confianza do 90%).

[Milton 9.5.5 p. 320]
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V¥ Problemas de repaso de estimacidn e contraste de hipdteses

1. Para que un peixe sobreviva, a cantidade de osixeno disolto na auga non debe ter unha desviacién
tipica maior cd 1.2 partes por millén. Tomamos mostras de auga en 25 lugares aleatoriamente
escollidos dun lago e obtemos 8§ = 1.7ppm. ¢Evidencia isto que a variabilidade do osixeno
aumentou por riba do pardmetro aceptable o0 = 1.2?

[Milton 7.2.3 p. 256]

2. Nun estudo sobre rexeneraciéon de células nerviosas en monos rhesus mediuse o contido en
creatinina fosfato na parte esquerda e na parte dereita da espifia dorsal (medido en mg de CF por
cada 100g de tecido). Para un nivel de significacién do 10%, éexiste unha evidencia significativa na

cantidade de CF entre os dous datos? Os datos son os seguintes:

Animal 1 2 3 4 5 6 7 8
Lado dereito 16.3 4.8 10.9 14.2 16.3 9.9 29.2 22.4
Lado esquerdo 11.5 3.6 12.5 6.3 15.2 8.1 16.6 13.1

[Samuels p. 333]

3. Crese que a maiorfa dos fumadores empezan a fumar despois dos 18 anos. Nunha mostraxe con 60
individuos, atopouse que 0 49% empezou a fumar despois desa idade.
1. Decidir se hai evidencia de que na poboacién a proporcién de fumadores que empeza despois
dos 18 é menor c6 50% (cun nivel de significacién do 1%).
2. Explica-las consecuencias econdmicas e sanitarias de cometer un erro de tipo I ou un erro de
tipo IL.
[Milton 6.4.6 p. 226]

4. Existe a teorfa de que a vitamina C ¢é beneficiosa no tratamento do cancro. Os que a defenden din
que hai unha mellorfa superior 6 4% de casos. Fixemos dous grupos independentes de 75 individuos
cada un. Os primeiros démoslle 10g diarios de vitamina C; és outros, nada. O cabo de catro semanas,
no primeiro grupo 47 pacientes presentaron algunha mellorfa, mentres que este ndmero foi
soamente de 43 no segundo grupo. Pidese face-lo contraste Hy:p1 —p2 <0.04 ¢ interpreta-lo
resultado (emprega-lo valor P).

[Milton 8.6.1 p. 280 ¢ 8.6.2 p. 281]

S. Estase probando a eficacia de dous tipos de exercicio para mellora-los sintomas da artrite reumatoide.
O primeiro tratamento (T1) foi probado en 150 pacientes con esta enfermidade obtenendo que 87
deles melloran tras un mes de prictica. O segundo tratamento (12) foi probado en 160 pacientes dos
que 72 melloraron tras un mes de prictica. ¢Podemos asegurar que hai evidencia significativa de que
a proporcién de pacientes que melloran co tratamiento T1 ¢ superior 4 do T2? Realiza-lo

correspondente contraste de hipéteses.
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V¥ Probas de homoxeneidade e independencia

1. Investigase a eficacia dunha nova vacina contra a gripe. Elixese unha mostra de 900 persoas, e
clasificanse segundo que foran ou non vacinadas, e segundo contraeran a gripe durante o tltimo ano

ou non. Pidese, cun nivel de confianza do 95%, decidir se hai asociacién ou non entre as duas

variables.
Vacinado \ gripe si non
si 150 200
non 300 250

[Milton 12.1.2 p. 449]

2. Cremos que existe relacién entre o nimero de cloroplastos das follas das drbores e o nivel de SO3 no
aire. Seleccidnanse 60 4rbores, e clasificanse en funcién do nivel de diéxido de azufre da sda zona e o

nivel de cloroplastos das stas follas. Obtéfiense os seguintes datos:

SO \ Cloroplastos alto normal baixo
alto 5 4 13
normal 5 10
baixo 7 9 2

1. ¢Trétase dunha proba de independencia ou de homoxeneidade?
2. ¢Que conclusiéns poden sacarse dos datos? Enuncia a hipdtese nula apropiada e razoa en
funcién do valor P obtido.

[Milton 12.2.6 p. 457]

3. Co obxectivo de provoca-la unién dos désos en fracturas, aplicanse campos electromagnéticos
pulsantes. Nunha mostra de 62 fracturas de tibia, 26 de humero, e 18 de fémur, observouse que o
tratamento sé tivo éxito en 34, 16, e 10 delas, respectivamente.

= Construi-la tdboa de continxencia axeitada.
» A vista dos resultados obtidos na mostra, ¢pddese concluir que o éxito do tratamento depende

do tipo de éso que se estd tratando?
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4. Realizase un pequeno estudo piloto para determinar se hai asociacién entre a aparicién de leucemia e
os antecedentes de alerxia. Selecciénase unha mostra de 19 pacientes con leucemia e outro grupo de

control de 17 persoas, e determinase se hai antecedentes de alerxia ou non.

grupo \ antecedentes si non
paciente 17 2
control 5 12

Calcula-la frecuencia esperada para cada celda e contrastar se a distribucién de casos de alerxia é
homoxénea nos dous grupos. Explica-la resposta baseindose no valor P do contraste.

[Milton 12.1.5 p. 449]

S. Nun estudo sobre quimioterapia no cancro de pulmén administrironse simultaneamente catro
medicamentos a 16 pacientes, mentres que a outro grupo de 11 pacientes déronselle os
medicamentos de xeito secuencial. Observouse unha resposta positiva é tratamento en 11 pacientes
do primeiro grupo, e en 3 dos tratados secuencialmente. ¢Proporcionan estes datos evidencia de que
unha forma de tratamento ¢é superior 4 outra?

[Samuels 10.2.10]
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V¥ Regresién linear e ANOVA

1. Realizase un estudo para estima-la relacién entre o indice de obesidade X e a taxa metabdlica en
repouso Y . A partir dos datos de 43 individuos obtemos
> X =1482.5; > Y =10719;
Y X?=53515.25; Y Y?=2736063; > XY = 379207.5.
1. ¢Que taxa metabdlica corresponderfa a un {ndice de obesidade X = 40?
2. Calcular e interpreta-lo coeficiente de determinacidn.
3. Contrasta-lo modelo de regresion linear.

[Milton 11.3.4 p. 414]

2. A seguinte tdboa recolle os datos de presidns sistélicas (P) de cinco individuos en funcién da sta

idade (%):

tidade (anos) 20 30 40 SO0 60
P presién (mm Hg) 125 128 131 133 138

1. ¢Que ecuacién linear nos permite estimar P para un individuo de 25 anos?
2. Calcula-lo coeficiente de determinacién e interpreta-lo resultado.

3. Contrasta-lo modelo de regresién linear.

3. Realizouse un experimento para estima-la concentracién plasmética ¥~ dunha substancia a partir da

stia concentracién X na saliva. Os datos experimentais foron:

X 74 75 85 90 110 13.0 140 145 160 17.0
Y 30.0 25.0 315 27.5 402 48.0 52.0 54.0 56.5 58.0

Calcula-la recta de regresién e contrasta-lo modelo de regresién linear (ANOVA).

4. A cantidade de arsénico no arroz (variable Y, en pg/kg) parece estar relacionada coa de silicio na

palla de arroz (variable X, en g/kg). O estudar 32 plantas obtémo-los seguintes datos:

X =29.85, sx=10.04, Y =122.25 sy =44.50, r = —0.556.
1. ¢Que cantidade de arsénico estimamos cando X = 12?
2. Calcula-la varianza residual dos erros de estimacidn.
3. ¢Que proporcién de varianza da concentracién de arsénico estd explicada pola relacién linear
co contido de silicio?

[Samuels p. 505]

5. Aplicironse dous cuestionarios a 670 persoas: un media o nivel de estrés 6 que estiveran sometidas
X, e o outro detectaba posibles trastornos de satde Y. O calcula-lo coeficiente de correlacién de

Pearson obtivose 7 = 0.24. ;E compatible este resultado coa hipétese p = 0? (tomar ¢ = 5%)
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6. Déronse distintas doses dunha substancia velenosa a sete grupos de 26 ratos, e observironse os

seguintes resultados:

X doses(mg) 4 6 8 10 12 14 16
Y ntmerodemortes 1 3 6 8 14 16 20

1. Calcula-la ecuacidn da recta de minimos cadrados axustada a estes datos.
2. Estima-lo ndmero de mortes nun grupo de 26 ratos que recibiron unha dose de 7mg deste

veleno.

3. Contrasta-lo modelo de regresién linear.

7. Lévase a cabo un estudo sobre as caracteristicas corporais e 0 modo de actuar de levantadores de peso

olimpicos. Estudanse as variables X, peso corporal, ¢ Y, mellor levantamento, obtendo:

X 134 138 154 178 176 190 190 205 205 206
Y 185 238 260 290 312 336 339 341 358 359

1. Debuxa-la nube de puntos. Basedndose nela, ¢pédese esperar que b sexa positivo ou negativo?

2. Calcular e interpreta-lo coeficiente de determinacion.

3. Comproba-la idoneidade do modelo de regresién linear. Se é axeitado calcula-la lina de
regresion de X sobre Y, estima-lo mellor levantamento dun atleta que pesa 200 libras.

[Milton 11.4.1]

100



Matematicas e Estatistica Il by José Carlos Diaz Ramos is licensed under CC BY-NC-SA 4.0

Exames resoltos

Exame 1

Problema. O estuda-la coagulacién do sangue utilizase a variable normal X, tempo parcial activado en
segundos da tromboplastina. Os valores seguintes representan unha mostra aleatoria de 10 observacidns

sobre X para un determinado paciente:
45 40 47 46 42 S0 47 48 49 49.

1. Construir un intervalo para o tempo parcial medio da tromboplastina para ese paciente, cun nivel de
confianza do 99%.
2. Se a varianza poboacional ¢ 9, ical ten que se-lo tamafio da mostra para que a diferenza entre a media

mostral e a media poboacional sexa como moito de +1 segundo, cun nivel de confianza do 99%?

Solucién. Sexa pois X ="tempo parcial activado en segundos da tromboplastina”.

Para o primeiro apartado temos que calcular un intervalo de confianza para a media empregando o

estatistico
X—p
)

ue segue unha distribucién ¢,,__1. Despexando a inecuacién
q g ha distrib t,—1.D P d d

X~ p <t
——— | <t 1,42
Snfl/\/ﬁ
obtense a férmula
X+ tn—l, a/2 .,

Jn

Temos nn = 10. Organizdmo-los célculos para calcula-la media e cuasi-varianza mostral:

101



Matematicas e Estatistica Il by José Carlos Diaz Ramos is licensed under CC BY-NC-SA 4.0

X X?
45 2025
40 1600
47 2209
46 2116
42 1764
50 2500
47 2209
48 2304
49 2401
49 2401

> 463 21529

De aqui obtemos X = 463/10 = 46.3, s,% = 21529/10 — 46.32 =9.21, ¢ asi,

Sn—1 =4/ & 9.21 = 3.20.

Nivel de significacién o = 0.01. Buscimo-lo valor £g ¢.9g5 = 3.25 nas tiboas. Aplicando a férmula

46.3 £ 3.25ﬂ = 46.3 £ 3.29,

V10

de onde se deduce o intervalo [43.01, 49.59].

Conclusion: cun nivel de confianza do 99%, o tempo parcial activado medio da tromboplastina atépase

entre 43.01 e 49.59 segundos.

2

Para o segundo apartado témo-lo dato 0° = 9. Como a varianza poboacional ¢ cofiecida, empregdmo-lo

estatistico
X—p
o/vn’

que ten distribucién normal estdindar. Despexando 4 da inecuacion

X—p
—| < Za/2
o/v/n
obtémo-la férmula
— o
X :l: Za/g—_.

A estimacién do erro é Z, /2 %, e queremos Z, /2% < €, onde € ¢ o valor fixado polo problema.

Despexando 1 obtense . > (Za/z 0'/6)2.
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O nivel de confianza é a = 0.01. Mirando as tdboas obtemos Zj gg5 = 2.58. Neste caso € = 1.
Substituindo na férmulan > (2.58 . 3/1)2 = 59.7.

Conclusion: para que a diferenza entre a media mostral e a media poboacional no tempo parcial activado en
segundos da tromboplastina sexa como moito de +1 segundo cun nivel de confianza do 99%, teriamos que

tomar unha mostra de polo menos 60 elementos. B

Problema. Estase a probar un antibiético chamado DOXICICLINA para previr a "diarrea do viaxeiro”. O
tirmaco foi probado sobre 64 voluntarios que foron a Kenya. A unha metade déuselle doxiciclina e 4 outra
un placebo. Dos que recibiron doxiciclina, 24 librironse do trastorno, mentres que sé 16 dos do outro

grupo se libraron.

1. Construir un intervalo de confianza do 95% para a diferenza entre as porcentaxes de proteccién entre
aqueles que utilizaron doxiciclina e os que non a utilizaron. Interpreta-lo intervalo.
2. ;Pbdese asegurar que a doxiciclina contribte a proporcionar proteccién contra a diarrea do viaxeiro?

Explicalo sobre a base do valor P.

Solucién. As variables aleatorias a considerar son X, non ter diarrea do viaxeiro entre voluntarios que

tomaron doxiciclina, e Y, non ter diarrea do viaxeiro entre voluntarios que tomaron placebo.

Para o primeiro apartado temos que calcular un intervalo de confianza para a diferencia de porcentaxes

empregando 0 estatistico

(Pl/—\Pz) — (p1 — p2)
\/ﬁl(l_ﬁl) + Po(1—py)

n no

que segue unha distribucién normal estdindar. Nétese que as poboaciéns non estin emparelladas. O

intervalo de confianza pedido obtense despexando p; — po da desigualdade

‘ (p1 — p2) — (p1 — p2)
\/]51(1_151) + Pa(1-p,)

ni n2

‘ < Za/2a

de onde se obtén a férmula

5 (1— 5 5. (1 — 5
(57 — 53) % Zajs p:1(1—py) 4 Pa( P2)'
ni n2

Temos como datos 1 = 32, p1 = 24/32 =0.75,n2 = 32,p2 = 16/32 = 0.5.

Nivel de significacién ov = 0.05. Buscamos na tdboa Z 25 = 1.96. Substituindo na férmula:

0.75(1 —0.75)  0.5(1 — 0.5)
(0.75 — 0.5) + 1.96 = + — 0.25 + 0.229,
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de onde se obtén o intervalo [0.021, 0.479].

Conclusion: cun nivel de confianza do 95%, a diferencia de proporcién de viaxantes a Kenya que non
tiveron a diarrea do viaxeiro entre os que tomaron doxiciclina e os que tomaron placebo sitdase entre 0 2.1%
e 0 47.9%.

Para a segunda cuestién temos que face-lo contraste de hipSteses
Hy:p; < po, Hi:p; > ps.

Este contraste ten cero como valor nulo. En consecuencia, agora temos que emprega-lo estatistico

que tamén segue unha distribucién normal estdndar, e onde

nip; + naoPy
ny + No

Substituindo temos, en primeiro lugar

32.0.75+ 32 0.5
= i — 0.625,
32 1 32

o cal nos d4 o valor no estatistico
0.75 — 0.5
\/0.625(1 — 0.625) (& + &)

= 2.07.

Calculamos agora o valor P mirando a tdboa da distribucién normal: P = P (Z > 2.07) = 0.01923.
Temos que 1% < P < 2.5%.

Conclusion: rexeitimo-la hipdtese nula e concluimos que existe evidencia significativa, polo menos do
97.5%, de que a doxiciclina aumenta a proporcién de viaxantes a Kenya que non tefien diarrea do viaxeiro
fronte a aqueles que tomaron placebo. Por tanto, a doxiciclina contribte a proporcionar proteccion contra a

diarrea do viaxeiro. B

Problema. A seguinte tiboa representa as presiéns sanguineas sistlicas (mm Hg) de 10 individuos

alcohdlicos rehabilitados, antes e despois de deixa-la bebida

Individuo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Antes 140 165 160 160 175 190 170 175 155 160
Despois 145 150 150 155 170 175 160 165 145 170

Supoiiendo que as poboaciéns estdn distribuidas normalmente,
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1. Estimar mediante un intervalo de confianza do 95% o cambio da presién sistdlica que produce o
abandono do alcohol. Interpretar o devandito intervalo.
2. ¢Hai evidencias suficientes, cun nivel de significacién do 5%, para dicir que a presidn sanguinea sist6lica

diminte despois de deixa-la bebida?

Solucién. As variables aleatorias a considerar son X, presion sanguinea sistdlica dun alcohdlico antes de
deixa-la bebida, e Y, presién sanguinea sistélica dun alcohdlico despois de deixa-la bebida. Obviamente

tritase dun problema de comparacién de ddas poboaciéns con mostras emparelladas, asi que debemos

toma-la variable diferencia D = X — Y.

7 s ’ 222 . . .7 . . 7
O estatistico que temos que tomar ¢ T/ que segue unha distribucién €5, 1. O primeiro que facemos é

disporie-los datos para calcula-los elementos da férmula:

X Y D D?

140 145 -5 25
165 150 15 225
160 150 10 100
160 155 5 25
175 170 5 25
190 175 15 225
170 160 10 100
175 165 10 100
155 145 10 100
160 170 -10 100

b 1650 1585 65 1025

Temos mn = 10. Por tanto, D= 65/10 = 6.5, s> D= 1025/10 — 6.52 =60.25, e

Sn-1,0 = 4/ 5 60.25 = 8.18.

Como no primeiro apartado temos que calcular un intervalo de confianza, despexamos (p da desigualdade

T)_ND

sp/vn

< tn—l,a/27

de onde obtemos D =+ th1,a/2 %.

Nivel de significacién @ = 0.05. Mirdmo-lo valor g ¢ 25 = 2.2622 nas tiboas. Substituindo na

férmula anterior obtemos

6.5 = 2.26ﬁ = 6.5 + 5.85,

V10

o que nos dd un intervalo [0.64, 12.35].
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Conclusion: cun nivel de confianza do 95%, a diferencia media das presidns sanguineas sitdlicas dun

alcohdlico rehabilitado entre antes e despois de deixa-la bebida sittiase entre 0.6 ¢ 12.3mm Hg.

Para a segunda parte do exercicio, temos que face-lo seguinte contraste de hipdteses:
Hy:up <0, Hi:up > 0.
Como xa calculdmo-los datos, substituimos no estatistico

6.5 -0

— =251,
8.18//10

Pero agora necesitamos mirar na tiboa tg, 0.05 = 1.83, que é menor ca 2.51.

Conclusion: rexeitamos Hyy e concluimos que hai evidencia significativa, 6 95% de confianza, de que a

presion sanguinea sistélica dun alcohdlico rehabilitado diminte despois de deixa-la bebida. B

Problema. Desefiouse un estudo para analiza-la posible relacién entre o medio no que viven e a incidencia de
trastorno depresivo das persoas no paro. Selecciondronse suxeitos pertencentes a medios rurais, semiurbanos
e urbanos. De cada medio seleccionouse unha mostra aleatoria de 100 suxeitos no paro, obtendo que 12 do

rural, 16 do semiurbano e 32 do urbano presentaban trastorno depresivo.

1. Construi-la tdboa de continxencia axeitada. ¢Tritase dunha proba de independencia ou de
homoxeneidade?
2. ¢Pode afirmarse, cun 1% de nivel de significacién, que na poboacién de desempregados existe relacién

entre o tipo de medio no que se vive e padecer ou non trastorno depresivo?

Solucién. Temos tres poboaciéns dependendo do medio no que viven, e a variable aleatoria Y ="incidencia

de trastorno depresivo”. En primeiro lugar construimo-la tiboa de continxencia:

medio \ trastorno si non tamafio
rural 12 88 100
semiurbano 16 84 100
urbano 32 68 100
h 60 240 300

O tamafio da mostra en cada medio estd fixado polo investigador, tritase dunha proba de homoxeneidade

para datos categéricos. Por tanto, temos que face-lo contraste de hip6teses:
Hy: p11 = pa1 = p31, P12 = P22 = P32-

A continuacién calculimo-los valores esperados no suposto de que houbese homoxeneidade nas poboacidns
nm.j

mediante a férmula F;; = (en verde), e tamén os valores (72;; — Eij)2 /E;; (en vermello),

obtendo:
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medio \ trastorno si non by
rural 12 88 100
20 80
3.2 0.8
semiurbano 16 84 100
20 80
0.8 0.2
urbano 32 68 100
20 80
7.2 1.8
> 60 240 300

Finalmente aprovéitanse todas estes contas para calcula-lo valor no estatistico, (que consiste en suma-los

valores vermellos), para obter 14.

O estatistico segue unha distribucién x? con (3 —1)(2 — 1) = 2 graos de liberdade. Dannos un nivel

de significacién o = 0.01, asf que indonos 4s tdboas obtemos X% 0.01 = 9.21, que ¢ menor ca 14.

Conclusion: rexeitimo-la hipétese nula, e concluimos que hai evidencia significativa, cun nivel de confianza
do 99%, de que a incidencia de trastorno depresivo nas persoas en paro ¢ distinto dependendo de se o medio

no que viven ¢ rural, semiurbano ou urbano. B

Problema. Os seguintes datos corresponden a idade (X en anos) e a conduta agresiva (Y medida nunha

escala de 0 a 10) dun grupo de 10 nenos, de entre 6 e 9 anos, elexidos 6 azar
Z X =175, Z Y =49, Z X2 = 570.72, Z Y? = 313, Z XY = 345.2.

1. Estima-la recta de regresion que permita predicir o valor da conduta agresiva en funcion da idade do
neno.
2. Calcula-lo coeficiente de determinacion 72 e interpreta-lo seu resultado.

3. Contrasta-lo modelo de regresion lineal.

Solucién. Estamos chamando X 4 idade en anos, e Y 4 conducta agresiva dos nenos. Temos que calcula-la

recta de regresion de Y sobre X.

Entén temos . = 10 datos e

X = n_ 7.5
10 ’
Y = 19 _ 4.9
=1 :
,  570.72 )
SX =79 7.5 = 0.82,
1
83 = Ly 7.29,
10
345.2
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Temos b = —2.23/0.82 =—-27lea=4942.71-7.5 = 25.25 co que a ecuacién da recta de

regresion ¢
y = 25.25 — 2.71x.

A estimacién do coeficiente de correlacién é

—2.2
o 22 _ oo,

v0.82-7.29

de xeito que a calidade da aproximacién parece bastante boa.

A estimacién do coeficiente de determinacién é 72 = 0.830. Isto interprétase do seguinte xeito: o 83% da

variabilidade da variable Y estd explicada polo modelo de regresion.

Para contrasta-lo modelo de regresién linear temos que facer
Hy:p =0, Hi:p #0.

Empregamos pois a técnica de andlise da varianza, ANOVA. Os datos necesarios estdn recollidos na seguinte

tdboa:
variabilidade g.l. SS MS  cociente
regresion 1 SSr=10-0.83-7.29 = 60.50 MSgr =60.50 39.02
erro 8 SSp=10(1—0.83)7.29 = 12.40 MSp =120 =155
total 9 SSy =10-7.29 = 72.9

Como P = P(F18 > 39.02) < 0.01 ¢ un ntimero moi pequeno (de feito, empregando software
estatistico temos P = 0.00025), rexeitimo-la hipétese nula. Concluimos que hai evidencia significativa de

que o modelo de regresién linear é vlido. W
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Exame de xufio de 2019

Problema. Moi recentemente, o xornal THE SUN publicou os resultados dun estudo sobre o peso dos

paquetes de patacas fritas que as distintas cadeas de comida rdpida serven en Inglaterra. O estudo consistiu
en comprar tres paquetes de patacas de cada cadea en diferentes establecementos da mesma. En particular,

para unha das cadeas, os resultados obtidos foron: 106g, 102g e 108g.

1. A partir da mostra, calcula un intervalo de confianza, cun nivel de confianza do 95%, para o peso medio
dos paquetes de patacas na devandita cadea.
2. Pbdese afirmar, desde o punto de vista estatistico, que o peso medio real dos paquetes de patacas fritas

nesa cadea ¢ inferior a 108g?

Solucién. Considerdmo-la variable aleatoria X ="peso dun paquete de patacas fritas".

Organizdmo-los cdlculos para obte-la media e cuasi-varianza mostral:

X X?
106 11236
102 10404
108 11664

Y 316 33304

De aqui obtemos n =3, X = 36 =105.333, s2 = 3380 _105.333% = 6.222, ¢ asi,

3
Sn—1 =1/ > - 6.222 = 3.055.

Calculamos un intervalo de confianza para unha media empregando o estatistico
X—p
-, = )
Sn—1 / \/ﬁ
que segue unha distribucién £,,_1. Despexando p da desigualdade
X—p
sn—l/ \/ﬁ

< tnfl,a/2a

obtense a férmula
Xttty 1, a/2%°

O nivel de significacién é o = 0.05. Calculamos t2, 0.025 = 4.303. Substituindo na férmula

105.333 + 4.303 - 305 = 105.333 £ 7.589,

V3
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de onde se obtén o intervalo [97.744, 112.922].

Conclusion: cun nivel de confianza do 95.0%, a media do peso dun paquete de patacas fritas atépase entre
97.744 ¢ 112.922.

Agora facémo-lo contraste de hipéSteses
Hy: p > 108, Hq:p < 108.
Este ¢ un contraste de hipdteses para unha media. Para iso empregdmo-lo estatistico
X—p
Sn—l/ \/H ,

que segue unha distribucién £,,_1.

O valor no estatistico é

105.333 — 108
3.055//3

= —1.512.

Calculimo-lo valor P como P = P(ty < —1.512) = 0.1349, que é un valor relativamente grande.

Conclusidn: Aceptamos Hy, e concluimos que non hai evidencia significativa, ata un nivel de confianza do

86.5%, de que a media de peso dun paquete de patacas fritas sexa menor ca 108. W

Problema. Para saber se o olor a lavanda na sala de espera dos dentistas diminte a ansiedade dos pacientes,
un equipo de investigadores seleccionou a 597 pacientes que dividiu aleatoriamente en dous grupos. Os do
primeiro grupo (310 pacientes), que chamaremos "grupo de control”, esperaron en salas sen aroma especial,
mentres que os do segundo grupo (287 pacientes), que chamaremos "grupo de tratamento”, esperaron en
salas con aroma a lavanda. Para determina-lo nivel de ansiedade, tédolos pacientes se someteron a diferentes
test psicoléxicos que permiten medilo. Se nos test de ansiedade a media do grupo de control foi de 15.40
cunha cuasi-desviacién tipica de 4.18, e no grupo de tratamento a media mostral foi 11.74 cunha cuasi-
desviacién tipica de 4.10, {podemos afirmar que o aroma de lavanda nas salas de espera dos dentistas axuda a

reduci-lo nivel de ansiedade nos pacientes? NOTA: supofiede que as varianzas poboacionais son iguais.

Solucién. Considerdmo-las variables aleatorias X ="nivel de ansiedade no grupo de control” e Y ="nivel de

ansiedade no grupo de tratamento”.
Temosni = 310, X = 15.4,51 = 4.18eny = 287,Y = 11.74, 59 = 4.1.
Asumimos que as varianzas das ddas poboaciéns son iguais.

Facémo-lo contraste de hipdteses
Hy: py — p2 <0, Hy:py — pg > 0.

Este ¢ un contraste de hipdteses para unha diferencia de medias. Para iso empregdmo-lo estatistico
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(X V) — (1 — o)

Y
1 1
Sp ny —l_ Uz

que segue unha distribucién €., 1, .
uf considerdmo-la cuasi-varianza ponderada, que se define como
Aq d | ponderada, q defi

2 (nqg — 1)3% + (ng — 1)s
P ny + nog — 2

Substituindo na férmula da cuasi-varianza ponderada obtemos

. [ B10-1) -4.18% + (287 - 1) -4.1* 4149
P 310 + 287 — 2 T

O valor no estatistico é

(15.4 — 11.74) — 0
4. 142\/310 + 57

Calculdmo-lo valor P como P = P(t595 > 10.788) = 0.3 - 10724, que ¢ un valor pequeno.

= 10.788.

Conclusion: Rexeitamos H, e concluimos que hai evidencia significativa, cun nivel de confianza do 99.9%,
de que, en media, o nivel de ansiedade no grupo de control é maior ¢6 nivel de ansiedade no grupo de

tratamento.

Por tanto, o aroma a lavanda na sala de espera dos dentiastas axuda a reduci-lo nivel de ansiedade nos

pacientes. l

Problema. Para analiza-lo risco de sufrir un aborto espontineo nos embarazos de mulleres hipertensas
tratadas con inhibidores da encima convertidora de anxiotensina (IECA) durante o primeiro trimestre do

embarazo, estuddronse 329 casos nos que se observaron 47 abortos espontdneos.

1. Se a taxa de abortos espontineos na poboacién fose do 10%, poderiase afirmar que o tratamento con
IECA no primeiro trimestre de embarazo incrementa a porcentaxe de abortos espontdneos?
2. Cal terfa que se-lo tamano mostral minimo para poder estimar, a un nivel de confianza do 95.5%, a

proporcion de abortos espontineos na poboacién cun erro inferior 6 2%?

Solucién. Considerdimo-la variable aleatoria X ="abortos espontineos de mulleres hipertensas tratadas con

IECA durante o primeiro trimestre do embarazo”.
Temosn = 329,ep = 0.143.

Facémo-lo contraste de hipdteses

HO:p§O.1, H1p>0].
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Este é un contraste de hipéteses para unha proporcion. Paraiso empregémo—lo estatistico

bp—p
Y
p(1=p)
n

que segue unha distribucién normal estdndar.
O valor no estatistico ¢

0.143 — 0.1

— = 2.591.

0.1(1—0.1)
329

Calculdmo-lo valor P como P = P(Z > 2.591) = 0.0048, que é un valor pequeno.

Conclusion: Rexeitamos H, e concluimos que hai evidencia significativa, cun nivel de confianza do 99.5%,
de que a proporcién de abortos espontineos de mulleres hipertensas tratadas con IECA durante o primeiro

trimestre do embarazo € maior ca 10.0%.
Para estima-lo tamafno da mostra para unha proporcién, empregimo-lo estatistico
b—p

p(1—p) ,

n

que ten distribucién normal estdndar. Despexando p da desigualdade

obtémo-la férmula

S . p(1—p
A estimacién do erro é Z,, /2 p(n—p).

Neste case non temos unha estimacién da proporcién p. E sinxelo ver que a funcién z +— /(1 — z)

alzanza o seu miximo no intervalo [0, 1] no punto & = 1/2. Por tanto, necesitamos despexar 7 da

: 0.5(1-0.5) , / Zap \2
desigualdade Z,, e\ ——— <€ onde € ¢ o valor fixado polo problema. Asi, obtense 2. > e

O nivel de significacién ¢ a = 0.045. Mirando as tdboas obtemos Z 225 = 2.005. Neste caso

2
€ = 0.02. Substituindo na férmulann > ( 2.005 ) = 2511.65.

2-0.02
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Conclusion: para que a diferenza entre a proporcién mostral e a proporcién poboacional de abortos
espontineos de mulleres hipertensas tratadas con IECA durante o primeiro trimestre do embarazo sexa

como moito de +0.02 cun nivel de confianza do 95.5%, teriamos que tomar unha mostra de polo menos

2512 elementos. ®

Problema. Co obxectivo de estuda-la relacién entre a aparicién de depresién post-parto e o nivel de
seguridade alimentaria, observironse 325 casos de mulleres seleccionadas aleatoriamente en centros de satide
no oeste da cidade de Teherdn (Irdn). Clasificouse, de acordo coa seguridade alimentaria, 6s fogares das
devanditas mulleres en tres niveles: Al: Alimentacién asegurada, A2: Alimentacién non asegurada pero sen
fame, A3: Alimentacién non asegurada e con fame moderada ou severa. Dos 325 casos, 214 eran de fogares
do tipo A1, 56 do tipo A2, e 55 do tipo A3. Dos 115 casos de depresién post-parto, 51 eran en mulleres con

fogares de nivel A1, e 24 en mulleres con fogares de nivel A2.
1. Constrae a téboa de continxencia e realiza o test estatistico adecuado para comprobar se hai relacién

entre a seguridade alimentaria no fogar e o feito de sufrir de depresién post-parto entre as mulleres da

cidade de Teherin.

2. O test anterior, ¢¢ unha proba de independencia ou é unha proba de homoxeneidade? Razoa a resposta.

Solucién. Temos tres poboaciéns dependendendo da seguridade alimentaria e a variable aleatoria Y

="depresién postparto”. En primeiro lugar construimo-la tdboa de continxencia:

Alimentacién \ depresion si non b
Al 51 163 214
A2 24 32 56
A3 40 15 SS
by 115 210 325

Como o tamafio da mostra estd determinado en toda a poboacidn, e o investigador simplemente clasifica os
datos en duas categorias, tritase dun contraste de independencia para datos categdricos. Por tanto, temos

que face-lo contraste de hipSteses:
Ho:pij = pi-pj, t € {1, 2,3}, JE {1, 2}.

A continuacion calculdmo-las frecuencias esperadas, no suposto de que a hipétese nula sexa certa, mediante

;.M. , ) . , . nl i
~—< (en verde), e tamén os valores intermedios do estatistico (nij — Eij)z / E;j (en

a férmula E;; =

vermello), obtendo:
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Alimentacién \ depresién si non by
Al 51 163 214
75.72 138.28
8.07 4.42
A2 24 32 56
19.82 36.18
0.88 0.48
A3 40 15 S5
19.46 35.54
21.67 11.87
> 115 210 325

Calculase o valor no estatistico, que consiste en suma-los valores vermellos. O resultado ¢ 47.4.

. (nz_E-z\)2
O estatistico » . . —+—2—
ZZ,] Ez]

Calculando o valor P temos P = P(X% >474)=0.5- 10719

segue unha distribucién x2 con (3 — 1)(2 — 1) = 2 graos de liberdade.

Conlusion: rexeitimo-la hipdtese nula, e por tanto, temos evidencia significativa, de que hai relacién entre as

ddas variables. H

Problema. Co obxectivo de facer un modelo linear para predici-la altura dunha persoa a partir da lonxitude

da sta tibia, nunha mostra aleatoria de 20 persoas medironse en centimetros tanto a sua tibia dereita

(variable X), como a stia altura (variable Y") obténdose os seguintes valores:

S Y = 322.48;

S X =T2.27
3 X? = 262.29;

1. Calcula a recta de regresién.

S XY = 1168.05;

S Y2 = 5206.53.

2. Calcula o coeficiente de determinacién 72 e interpreta o seu resultado.

3. Contrasta o modelo de regresion.

Nota: tomar 4 dixitos de precisién nos cdlculos.

Solucién. Considerdamo-las variables aleatorias X ="lonxitude da tibia dereita" e Y ="altura".

Organizdmo-los célculos nunha tiboa.

X

Y X2

XY Y?

X 72.27

322.48

262.29

1168.05

5206.53

Temos 1 = 20 datos e
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— 7227
X = ?’22@8: 3.613,
Y = 2(‘) = 16.124,
s% = 2622(‘)29 — 3.613% = 0.057,
83 = %%‘53 — 16.124% = 0.343,
sxy = %3305 —3.613-16.124 = 0.138.

De aquf obtemos b = 0.138/0.057 = 2.424 ¢ a = 16.124 — 2.424 - 3.613 = 7.367, co que a

ecuacion da recta de regresion ¢

y = 7.367 + 2.424x.

A estimacién do coeficiente de correlacidn é

0.138
T = = 0.989.

v/0.057 - 0.343

A calidade da aproximacion ¢é forte.

O coeficiente de determinacién vén dado por 1 = 0.978. Isto interprétase do seguinte xeito: o 97.8% da

variabilidade da variable Y estd explicada polo modelo de regresién.

Contrastimo-la validez do modelo de regresién linear. Para iso facémo-lo contraste de hipéteses
Hy:p =0, Hy:p#0.

Empregamos pois a técnica de anilise da varianza, ANOVA. Os datos necesarios estin recollidos na seguinte

tdboa:
variabilidade g.l. SS MS  cociente
regresién 1 SSr=20-0.978-0.343 = 6.71 MSp =6.71 789.789
erro 18 SSg=20-(1-0.978)-0.343 =0.153 MSg = % = 0.008
total 19 SSy =20-0.343 = 6.862

Como P = P(Fl,lg > 789.789) = 0.3 - 10~ ¢ un valor pequeno, rexeitimo-la hipdtese nula.

Concluimos que hai evidencia significativa de que o modelo de regresién linear ¢ vélido. W
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T4boas estatisticas

Tiboas estatisticas que se empregan neste curso. Tamén se poden baixar en formato pdf.

J

/ \ Tiboa da distribucién t de Student

Tiboa da distribuciéon normal

V

Téboas da distribucién X2 de Pearson

a<04 a > 0.45

T4boas da distribucién F' de Fisher-Snedecor
a=0.1 a = 0.05 a = 0.025 a = 0.01
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