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Resumen

En este articulo se propone un observador distribuido garantista para sistemas en red, considerando de forma explicita el pro-
blema de los retardos variables en las comunicaciones. Se asume que la informacién intercambiada entre agentes llega siempre a
su destino, si bien las comunicaciones estdn sujetas a retardos variables, cuyo valor mdximo se supone conocido. Cada observador
trabaja con informacion parcial, y necesita comunicarse con observadores vecinos para llevar a cabo una estimacién del estado
completo del sistema. Para representar a los conjuntos garantistas, cuya funcién es acotar en tiempo real la region en la que se
encuentra el estado del sistema, se ha optado por la utilizacién de zonotopos. Esto permite integrar de forma sencilla la informacién
recibida por cada agente. Finalmente se presentan resultados de simulacion para validar el algoritmo propuesto.
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1. Introduccion

En control automadtico existen muchas técnicas que se basan
en la descripcion interna del sistema a controlar, es decir, en el
conocimiento del estado del sistema. Es bien conocido que en
la préctica en la mayoria de los casos no se dispone de dicha
informacién, por lo que es necesario recurrir a estimadores de
estados de la planta o proceso. Por otro lado en plantas de gran
tamafio, que cuentan con un gran nimero de variables de esta-
do, la informacidn estd tipicamente distribuida.

En ese sentido, el término estimacion distribuida hace refe-
rencia a dos conceptos. El primero, la estimacion del estado de
la planta no se lleva a cabo por un tnico observador, sino que
se realiza por un conjunto de observadores denominados agen-
tes. El segundo es que, ademads, dichos agentes colaboran para
poder cumplir su objetivo, transmitiendo de forma periddica in-
formacidn a través de una red de comunicacién, (Rubio et al.,
2014). También hay enfoques que consideran comunicaciones
asincronas, como en (Weimer et al., 2012), (Guinaldo et al.,
2016) y (Garcia et al., 2015), donde los agentes determinan en
funcidn a ciertos eventos si comunican su informacién o no.

Es posible encontrar en la literatura un gran nimero de pu-
blicaciones sobre este tema. Por ejemplo, existen multitud de
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trabajos basados en versiones distribuidas del Filtro de Kalman
(Roshany-Yamchi et al., 2013), (Feng et al., 2013), (Mahmoud
and Khalid, 2013), incluso en ocasiones combinado con otras
técnicas, (He et al., 2016), (Wu et al., 2016). Otros enfoques
posibles son los trabajos basados en adaptaciones del observa-
dor de Luenberger donde se usan técnicas de consenso (Millan
et al., 2012b), teoria H. (Orihuela et al., 2013), (Zhang et al.,
2016), o con horizonte deslizante (Farina et al., 2010), (Li et al.,
2014), entre otros.

Por su parte el término garantista indica que se utilizard un
enfoque que, basado en el conocimiento de los limites que pue-
den alcanzar las distintas perturbaciones, incertidumbres y rui-
dos que actiian sobre el sistema, resulta en una clase de esti-
madores que obtienen dindmicamente conjuntos que incluyen
en todo instante el estado actual del sistema. Las técnicas ga-
rantistas o de pertenencia a conjunto no usan asunciones proba-
bilisticas para las perturbaciones o ruidos, sino que se basan en
que dichas sefiales pueden tomar cualquier valor dentro de un
conjunto acotado y conocido. Esos conjuntos pueden tener di-
ferentes representaciones: intervalos o cajas (Bars et al., 2012),
elipses o elipsoides (Zhou et al., 2013), politopos (Garcia et al.,
2015), etc. Dentro del dltimo tipo se encuentran los zonotopos,
que son politopos convexos y simétricos respecto a su centro.

Los sistemas en red, ya sean sistemas multi-agentes o plan-
tas de grandes dimensiones, incorporan una red por la que se
realiza una comunicacién de los datos en lugar de un procesa-
miento centralizado de los mismos. Aplicaciones tipicas pue-

© 2016 CEA. Publicado por Elsevier Espana, S.L.U. Este es un articulo Open Access bajo la licencia CC BY-NC-ND (http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/)

http://dx.doi.org/10.1016/j.riai.2017.05.003
Disponible en www.sciencedirect.com


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1016/j.riai.2017.05.003&domain=pdf

R.A. Garcia et al. / Revista Iberoamericana de Automdtica e Informdtica industrial 14 (2017) 256-267 257

den ser redes de sensores (Iyengar and Brooks, 2016), flota de
vehiculos o robots (Brifién Arranz et al., 2009) o monitoreo de
procesos (Mill4n et al., 2012a), entre otros.

En este tipo de sistemas, los retardos son inevitables y tie-
nen un impacto importante en los algoritmos de control y esti-
macioén, pudiendo llegar a la desestabilizacién de los mismos,
(Fridman, 2014). En (Richard, 2003) se hace una profunda revi-
sién sobre los avances y los problemas abiertos en los sistemas
con retardos.

En este trabajo se presenta un método garantista de esti-
macién distribuida para sistemas en red. Debido a la necesidad
de intercambiar informacion en el proceso de comunicacién se
consideran los retardos causados por la red de comunicacio-
nes. Se propone un algoritmo que asegura que los estados de
la planta siempre estdn contenidos en los zonotopos obtenidos
por cada agente a pesar de la presencia de los retardos en las
comunicaciones.

El algoritmo desarrollado, que se implementa en cada agen-
te, es capaz de integrar la informacion local con aquella trans-
mitida por agentes (observadores) vecinos, calculando conti-
nuamente el conjunto factible que acota la zona en la que se
encuentra el estado de la planta. Dicho conjunto factible vendra
delimitado por zonotopos.

El resto del articulo estd organizado de la siguiente manera.
La Seccién 2 presenta la notacién, algunos conceptos y defini-
ciones sobre zonotopos y célculo matricial. El problema bajo
consideracion, asi como los objetivos perseguidos son detalla-
dos en la Seccién 3. El observador distribuido sin retados se
presenta en la Seccién 4. El observador distribuido propuesto
con retardos se presenta en la Seccién 5. Simulaciones ilustra-
tivas sobre el rendimiento del algoritmo se muestran en la Sec-
cioén 6. Finalmente, las conclusiones se resumen en la Seccién
7.

2. Notacién y preliminares

Sea R € R™?. Entonces, ||R||[F = +/tr(RTR) es la norma
Frobenius de R. La norma Frobenius de un vector x € R" es
igual a la norma Euclidea definida como ||x|| = Vil x.

Una caja, o box en inglés, es un vector compuesto por inter-
valos que acotan una regién. Por ejemplo en una representacion
en R? una caja representa un rectangulo. La anchura de un in-
tervalo [a, b] se denota como b — a.

Un zonotopo, representado por la letra caligrafica X, es de-
finido por su centro ¢ € R” y su matriz de vectores generadores
H € R™:

b
X =(c,H) = {c+zg,~hi il < 1},
i=1

siendo h; € R" la i-é€sima columna de H. Nétese que si la matriz
H fuese diagonal, lo que se tendria seria una caja, ya que tendria
un conjunto de intervalos, cada elemento del vector denotaria
el centro y el elemento de H la mitad de la anchura. Cualquier
permutacion de las columnas de H deja invariante al zonotopo.
El orden del zonotopo viene dado por el nimero de vectores
generadores, esto es, b.

El F-radio del zonotopo X = (¢, H) es la norma de Frobe-
nius de H, es decir, ||X||r = ||H||r. La covariacién de un zono-
topo X = {c, Hyes Px = HH'.

Sean X = {cy,H,) ¢ Y = {c,, Hy) dos zonotopos y R una
matriz de dimensiones apropiadas, se definen las siguientes ope-
raciones:

RX
XelY =

Considérense los vectores x € X, w € ‘W y la matriz A. En-
tonces, si se define el vector y £ Ax + w, segiin las operaciones
vistas se tiene que y € AX & W.

El operador red,(X) o red,({c, H)) es una reduccién de or-
den del zonotopo X, de tal manera que X C red,(X). El orden
de red,(X) es g, por tanto lo que se reduce es el orden de la ma-
triz generadora, es decir, el nimero de vectores necesarios para
describir el zonotopo y no el tamafio del zonotopo. Esta opera-
cién estd definida como en (Combastel, 2015), primero consis-
te en ordenar las columnas de H en orden decreciente segin la
norma del vector,

(Rc,,RH,) ¢))
{cx + ¢y, [H Hy]) )

H=|[h - ho s WP 2 A P,

y encerrando el conjunto H. generado por las b — ¢ +n menores
columnas en una caja:

red (e, H)) :{ o1, boxHOD, by
donde
He = [k - hea |,
H. = [hq—n+l hy, ]
y box(H) € R™" se calcula como
Sholhyl 0
box(H) = :
0 D S 1

La operacion de reducir el orden de un zonotopo se hace ne-
cesaria para poder abordar el problema desde un punto de vis-
ta computacional. Como puede observarse en (2), la suma de
dos zonotopos tiene como resultado otro, cuya matriz de vecto-
res generadores concatena aquellas de los zonotopos sumados.
Con la operacién de reduccién se persigue hacer posible la su-
ma sucesiva de estos conjuntos, evitando una explosion en el
niimero de vectores generadores mediante el compromiso entre
la precision en la descripcidn de los zonotopos y la cantidad de
informacién necesaria para describirlos.

El operador Vol(X) corresponde al volumen del zonotopo
X. En este trabajo se calculard con una aproximacién basada
en la descomposicion en valores singulares (S VD) de la ma-
triz generadora del zonotopo (Caro, 2004). Para un célculo mas
exacto del volumen consultar (Le et al., 2013). La descomposi-
cién SVD de H € R™, viene dada por:

H=USV
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Figura 1: Ejemplo de zonotopo, a), caja, b) y caja obtenida de la descomposi-
¢ién SVD, ¢)

donde U € R™* con columnas ortogonales, S € R”® es una
matriz diagonal y V € R”*® una matriz ortogonal.
Con todo esto, el resultado obtenido de la aproximacion es:

Vol(X) = 2"det [box(SV')]

En la Figura 1 se muestra un zonotopo, X, su acotaciéon median-
te una caja, box(X) y la obtenida por otra caja pero a través de
la descomposicion SVD, Ubox(S V’). Como puede observarse
gracias a la descomposicién SVD se orienta la caja en los ejes
mayores del zonotopo.

Las operaciones de interseccion entre zonotopos se pueden
encontrar en (Le et al., 2013) y (Alamo et al., 2005).

Los agentes se comunican a través de una red cuya topo-
logia se define por un grafo G = (V, E). El grafo G se asu-
me conectado y dirigido, con vértices V = {1,2,...,p} y en-
laces E Cc V x V, debiendo existir un camino entre cuales-
quiera dos nodos de la red. El conjunto de vértices conecta-
dos con el vértice i se nombra la vecindad de i y se denota por
Ni={j: G j)eE).

El ancho de banda disponible se supone limitado, asi que
la cantidad de informacién que un agente puede comunicar en
cada instante de muestreo necesariamente estd acotada y es otro
de los motivos por el que se realiza la reduccion de orden. Di-
cha informacién se cuantifica como el nimero de escalares que
se envian. Sea a € R un escalar, el tamafio del paquete para
enviarlo serd PE(a) = 1. Entonces, para transmitir un zonoto-
po X = {(c,H), c € R" y H € R™P, se necesita un paquete de
tamafio PE(X) = n(p + 1).

Tabla 1: Resumen de los simbolos mas utilizados

Simbolo Significado
x, X; estado y conjunto/zonotopo para el estado del agente i
ci, H; centro y matriz generadora del conjunto/zonotopo factible del agente i
w, W perturbaciones y conjunto factible para las perturbaciones
Vis Si salida medida por el agente i y franja de estados factible para la medida y;
vi, Vi ruido en la medida del agente i y conjunto factible para los ruidos
T T retardo instantdneo y retardo mdximo en la comunicacién del agente i

3. Descripcion del problema e hipotesis de partida

Se considera un sistema lineal afectado por perturbaciones
externas con la siguiente dindmica:

T x(k + 1) = Ax(k) + w(k) 3)

Figura 2: Conjunto de agentes observando el estado de la planta X

donde x € R" es el estado de la planta, A es una matriz conocida
de dimensiones adecuadas, y w € R" caracteriza la influencia
de perturbaciones externas o de dindmicas no modeladas.
La Figura 2 ilustra el problema considerado. Un grupo de
p agentes son desplegados en una regién con el objetivo de es-
timar los estados de la planta. Cada agente tiene una medida
local dada por:
yik) = Cix(k) + vi(k), “)

donde y; € R™ es la salida, C; es la matriz de salida y v; repre-
senta el ruido de salida.
Se consideran las siguientes suposiciones:

= Observabilidad/detectabilidad: No se asume observa-
bilidad local, tal y como se define en (Olfati-Saber, 2007),
es decir, los pares (A, C;) no son observables. Lo anterior
implicaria que podrian disefiarse observadores centraliza-
dos en cada uno de los agentes para resolver el problema
de la estimacidén. Sin embargo, una suposicién necesaria
para el método planteado es la hipdtesis de observabili-
dad colectiva, esto implica que si todas las salidas me-
didas fuesen accesibles por un observador centralizado,
esta informacion seria suficiente para estimar el estado
completo de la planta. En otras palabras, (A, C) es detec-

table, con C = [CIT c . ..CZ]T.

= Seiales exdgenas: Las perturbaciones y los ruidos que
afectan a la dinamica se asumen acotados. Desde un pun-
to de vista matemaético, este hecho implica que dichas
sefiales perteneceran a un conjunto acotado dado, w(k) €
W yvik) e Vi, parai = 1,2..., p. Sin pérdida de gene-
ralidad estos conjuntos se definen como zonotopos cen-

trados:
W=0,0) Vi={0,R) (%)

donde Q y R; son matrices definidas positivas de dimen-
siones adecuadas.

El objetivo de este articulo es proponer un observador dis-
tribuido que estime el estado de la planta a partir de la informa-
cion que reciben de un conjunto de agentes. Cada uno de estos
agentes representan un sistema fisico embebido, que recibe in-
formacién de la planta y se comunica con otros agentes para
conseguir los objetivos de estimacion.

El objetivo principal para los agentes es calcular en cada
instante de muestreo zonotopos que contengan el estado real de
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la planta. Se define un zonotopo de estimacién y de predicciéon
para cada agente:

E stimacion : )?,-(klk) = (ci(k), H;(k))

Prediccion : X,-(k + 1lk) = (ci(k + 1), Hi(k + 1)) ©

Los objetivos que se persiguen son dos, que el estado actual
permanezca dentro de las estimaciones y que el estado siguiente
permanezca dentro de las predicciones, es decir:

1. x(k) € X;(klk), Yk, i
2. x(k+1) € Xik + 1|k), Yk, i

4. Estimador distribuido garantista sin retardos

En primer lugar se planteard el problema sin retardos. El al-
goritmo que describe el estimador distribuido sin retardos mos-
trado en la Tabla 2, es una adaptacion del propuesto en (Alamo
et al., 2005) para sistemas no lineales con un agente, mientras
que aqui se tienen sistemas lineales y estimacién distribuida. El
algoritmo se divide en cuatro pasos: medicién, comunicacion,
estimacion y prediccion.

Cada agente realiza una medida, y;(k), calcula el conjunto
de estados consistentes con dicha medida, dado por una franja
S (k) (Alamo et al., 2005), e intersecciona con la prediccion del
instante anterior. Con esto se consigue corregir la prediccién
anterior con la medida actual.

En el paso de comunicacién se envia a los vecinos el con-
junto obtenido en el paso anterior, pero con el orden acotado
mediante la operacién de reduccion de orden redy,(Zz;(k)).

Cuando los agentes han recibido la informacién de sus ve-
cinos, calculan el conjunto de estimacion de ese instante de
muestreo, X;(k|k). El estimador propuesto calcula el zonotopo
de estimacion en el instante k interseccionando los zonotopos
de prediccién recibidos de los agentes vecinos:

red, T (k)

Xiklk) 2
2 Zik) Njen, Z;(0),

1k @

donde el operador de reduccidn de orden es necesario para man-
tener acotado el orden del zonotopo, y por tanto también la
cantidad de informacidn necesaria para describirlos (vectores
generadores). Indicar ademds que cuanto mas conectado esté
un agente, mds intersecciones se hardn a través de (7), y mas
acotado puede estar el zonotopo de estimacidn, ya que puede
contener mds vectores que describan de forma més precisa la
regidn del espacio.

Finalmente se calcula la prediccién para el siguiente ins-
tante de muestreo evolucionando el conjunto de estimacién y

afiadiendo el de perturbaciones, ‘W, de acuerdo al modelo dindmi-

co del sistema.

El algoritmo propuesto asegura la estimacion garantista del
estado de la planta para todos los agentes en cada instante de
muestreo, tal como se muestra a continuacion.

Teorema 1. Suponiendo que en el instante k el estado del
sistema pertenece a cada zonotopo de prediccidn, esto es,

x(ko) € Xilkolko = 1), Vi,

Tabla 2: Algoritmo del estimador garantista distribuido sin retardos

0) Zonotopo inicial Xi(klk — 1)
1) Medida yi(k)
1.1) Franja Si(k)

1.2) Interseccién Zritk) = Xi(klk — 1) () S (k)

1.3) Reduccién de orden

Zi(k) = red(Zri(k))

2) Comunicacién

2.1) Envio Zi(k), atodo j:i€N;

2.2) Recepcién Zjk), Yj€N;

3) Estimacion

3.1) Interseccion

Ti(k) = Zi(k) N jen; < (k)

3.2) Reduc. orden Xi(klk) = red,(I;(k))

4) Prediccién Xik + 1]k) = AXi(klk) @ W

entonces, aplicando el algoritmo de estimacién distribuida de-
tallado en la Tabla 2, se satisface que

x(k) € Xi(klk), x(k + 1) € Xi(k + 1|k), Yk > ko, Vi.

Prueba: La prueba demostrard que, si un estado dado x(k)
pertenece a los zonotopos de prediccion X i(klk — 1), entonces
x(k) serd contenido en los zonotopos de estimacién X i(klk) y
x(k + 1) en los zonotopos de prediccién X i(k + 1|k), para todos
los agentes. Por tanto, como se supone que x(ko) pertenece a
X i(kolko — 1), el resultado se prueba por induccién.

En primer lugar, se tiene que x(k) € X i(klk — 1), Vi, en un
instante k. Ademas, x(k) € S;(k) ya que S;(k) es la franja de
estados consistentes con la medida y;(k). Por consiguiente,

x(k) € Xi(klk - 1)

x(k) € S (k) } — x(k) € Zri(k)

Ahora, el operador de reduccion de orden verifica que Z;(k) C
redy(Z1;(k)), asi que x(k) € Z;(k)). Finalmente,

x(k) € Zi(k)
xhk) e Z,k, jen, |7 0L

Como X i(klk) se obtiene de la interseccidon de diferentes
Zj(k), se tiene que x(k) € X;(klk).

Nos centramos ahora en el paso de prediccion. Primeramen-
te, el estado del sistema en k + 1 viene dado por

x(k + 1) = Ax(k) + w(k).
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Usando propiedades estandar de zonotopos vistas en la Sec-
cioén 2, y teniendo que x(k) € X i(klk), se infiere que Ax(k) €
AX i(klk). Las perturbaciones en el instante k pertenecen a ‘W.
Por tanto, x(k + 1) € AX;(klk) ® W, tal como se ha definido en
el algoritmo )?i(k + 1]k). Entonces, x(k + 1) € X’,-(k + 1|k), y asi
concluye la prueba. [J

El algoritmo detallado en la Tabla 2 asegura estimacién ga-
rantista solo si las perturbaciones y ruidos permanecen en los
limites establecidos. De lo contrario, la franja y el zonotopo de
prediccién pueden no interseccionar.

5. Estimador distribuido garantista con retardos

Esta seccién mostrara la principal contribucion realizada en
este trabajo: el algoritmo de estimacién distribuida que, a pesar
de que la informacién que se recibe de otros agentes tiene un
retardo variable pero acotado, sigue generando conjuntos ga-
rantistas no divergentes.

Ahora la informacién de los vecinos a través de los zono-
topos Zj(k) puede llegar con retardo y eso puede complicar la
estimacion. Por tanto, se recibe Z;(k — 7;(k)), siendo 7;(k) el
retardo en la comunicacidén del agente j con todos sus vecinos.
Notese que todos los paquetes que envia el agente j en el ins-
tante k sufren el mismo retardo!. Dicho retardo es variable y
acotado por 7;. Se asume una sincronizacion entre los agentes
que permite que, recibiendo una marca temporal, se pueda co-
nocer el retardo de un paquete recién recibido, k — 7;(k).

El algoritmo que describe el estimador distribuido con re-
tardos puede observarse en la Tabla 3. El algoritmo ejecuta los
mismos cuatro pasos, pero ahora la fase de comunicacién es
diferente siendo més extensa que en el caso anterior. En esta
ocasion se utiliza un nuevo conjunto 9 basado en la evolucién
de la dltima informacién recibida y la medicién del agente que
recibe.

Cada agente realiza una medida, y;(k), y almacena un nime-
ro de salidas igual a: max(7;), ¥ j € N;, el maximo retardo posi-
ble de sus vecinos. Por este motivo es necesario conocer la cota
maxima del retardo.

Cuando los agentes han recibido la informacién de sus ve-
cinos, que puede haberse transmitido hace varios instantes de
tiempo, calculan el conjunto de estimacién de ese instante de
muestreo X i(klk) con los conjuntos calculados a partir de la in-
formacién recibida. Dichos conjuntos, Z.:(k), se definirdn un
poco mds adelante.

El estimador propuesto calcula el zonotopo de estimacion
en el instante k interseccionando los conjuntos calculados a par-
tir de los zonotopos de prediccién recibidos de los nodos veci-

nos, Z (k):

Xi(klk)
T(k)

redy T (k)

= ) g
= Zi) Njen, < k), ®

'La extension para el caso en el que el retardo sea diferente para cada vecino
serfa trivial, pues seria necesario conocer el retardo individual de cada enlace.
Esto no es un problema pues los paquetes llevan su marca temporal y el algo-
ritmo sigue siendo vilido.

donde, al igual que en el caso sin retardos, la reduccion de or-
den es necesaria para mantener acotado el orden del zonotopo,
y por tanto la cantidad de informacién necesaria para descri-
birlos (vectores generadores). Indicar ademds que cuanto mas
conectado esté un agente, mas intersecciones se harfan a través
de (8), y mds estrecho puede ser el zonotopo de estimacién, ya
que puede contener mas vectores que describan de forma mas
precisa la region del espacio.

En esta nueva situacion con posibles retardos, el agente i-
ésimo recibe Z;(k — 7;(k)), pero él usa Z_i(k) para estimar el
estado.

= Sit;(k) = 0:la informacién llega a tiempo, y por tanto se
usa directamente la informacién recibida

Z(k) = Z(k). C))

= Si 7j(k) > 0: la informacién ha llegado con retardo, se
tiene un conjunto que acota lo que ha pasado durante esa
ausencia de informacién

Zik) = £(Zjtk = 7,k)), Sitk —7;(k)), ..., S ik = 1), W).
(10)

En (10) se muestra que Z (k) depende de la informacién re-
cibida, las medidas almacenadas y las perturbaciones. Se define
el conjunto O como el conjunto resultante de las operaciones
realizadas con la informacion recibida con retardo, la informa-
cién medida en los instantes anteriores y las perturbaciones.

Dicho conjunto, D, se ird calculando interseccionando el
conjunto recibido de los vecinos con las distintas medidas al-
macenadas y afladiendo las perturbaciones. Para calcularse de
forma iterativa, se afiadiran los subindices t, i, j para clarificar el
proceso. Con esto, D, ;; representa los conjuntos transitorios en
la iteracidn ¢ entre los agentes i y j, hasta que llegue el instante
k, es decir que ¢ serd el indice que marca como la informacién
va evolucionando desde k—7 (k) hasta k. z (k) se calcula como
sigue.

Doy,ij = Zik-t()NSik-—1ik)oW
parat = l..7;(k)
Dyij = AD ;;iNSik-tik)+)oW
Z(k) = Dz ihy.ij

(1)

El algoritmo propuesto también asegura la estimacién ga-
rantista del estado de la planta para todos los agentes en cada
instante de muestreo.

Teorema 2. Suponiendo que en el instante kg el estado del
sistema pertenece a cada uno de los zonotopos de prediccion y
ha pertenecido a ellos también en los instantes anteriores , esto
es,

xtko =1 € Xitko—1llko—1-1), Vi, VI=0...1i(k)
entonces, con el bucle de estimacion detallado en la Tabla 3, se
satisface que

x(k) € Xi(klk), x(k +1) € Xi(k + 1|k), Yk > ko, Vi.
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Tabla 3: Algoritmo de estimador garantista distribuido con retardos

0) Zonotopo inicial Xi(klk = 1)
1) Medida yitk)
1.1) Franja Si(k)

1.2) Interseccion Zritk) = Xitklk — 1) N Si(k)

1.3) Reducci6n orden Zi(k) = red,(Zi(k))

2) Comunicacion

2.1) Envio Zi(k), atodo j:i€N;

2.2) Recepcién Zjlk=7;k)), Vj€N;

2.3) Célculo Zih

23.1)sitj(k) =0 Zitk)y = Z;k)

2.3.2) sij(k) > 0 Zitk) = F(Zik =7k, Sitk =K, ... S ik = 1), W)
Do,j = Zjtk —7i(k) NS itk = 7;(k)) @ W
t=1.tjk) = Dyj=ADr1;; NSk —1;(k) + 1)@ W

Z/(k) = Drywij

3) Estimacion

3.1) Interseccion

Tk = Zith) Njen, Zi(K)

3.2) Reduc. orden ikl = red,(Zi(k))

4) Prediccién Rk + 1]k) = AR, (klk) @ W

Prueba: La prueba demostrara que, si el estado x(k) perte-
nece a los zonotopos de prediccién /\A’,-(klk -1y )el-(k —1;(k)k—
7;(k) — 1), entonces x(k) estard dentro de los zonotopos de esti-
macién X;(k|k) y x(k+ 1) en los zonotopos de prediccion Xilk+
1|k), para cada agente. Por consiguiente, como x(kp) se asume
que pertenece a /\A’,-(kolko -1y /\A’i(ko — 7i(k)lko — Ti(k) — 1), el
resultado se prueba por induccién.

Primero, se asume que x(k) € z\%(klk — 1), Vi, en un k dado.
Ademads, x(k) € Si(k) ya que S;(k) es la franja de todos los
estados consistentes con la medida y;(k). Por lo que,

x(k) € Xi(klk = 1)

x(k) € 8 (k) } - e zn®

Abora, la reduccién de orden verifica que Z; € red,(Zz;),
por lo que x(k) € red,(Zr;(k)), y si x(k — 1) € XRitk — 7,(k)lk —
7i(k) — 1) Vi, implica que x(k) € Z;(k).

x(k—7;(k)) € /\A’j(k —1j(k)lk —7;(k) - 1) } x(k—7;(k)) €

x(k = 1i(k)) €S j(k —7;(k))

Se tiene que x pertenecié a Z;(k — 7;(k)) para todos los
agentes y ha pertenecido a los conjuntos consistentes con las
medidas, por tanto:

x(k —7;(k)) € Zjk —7;(k))

x(k = 7400) € Sk - 7(K) } > xk=7i0) € Do

Luego el sistema ha ido evolucionando con la matriz A y
con las perturbaciones w que pertenecen al conjunto ‘W por lo

Zjk —7(k)).

que se tiene que el sistema pertenece a D, ;;, obteniéndose que:

x(k — Tj(k) +1) € D,’ij

x(k = 7j(K) + 1) € S ik + (k) + 1) } - x(k) € Z;(k).

Finalmente, como la operaciéon de reduccién mantiene la
pertenencia, se tiene que:

x(k) € redy(Z1(k))

x(k) € Z(k), j € N; } — x(k) € I;(k).

Como X ;(klk) se obtiene de la interseccion de diferentes
z j(k), se tiene que x(k) € Xi(klk).

Nos centramos ahora en el paso de prediccién. Primeramen-
te, el estado del sistema en k + 1 viene dado por

x(k + 1) = Ax(k) + w(k).

Usando propiedades estdndar de zonotopos vistas en la Sec-
cién 2 y teniendo que x(k) € )?,«(klk), se infiere que Ax(k) €
AX i(klk). Las perturbaciones en el instante k pertenecen a ‘W.
Por tanto, x(k + 1) € AX;(klk) ® ‘W, tal como se ha definido en
el algoritmo Xi(k + 1/k). Entonces, x(k + 1) € Xi(k + 1lk), y la
prueba esta demostrada. [

El algoritmo detallado en la Tabla 3 asegura estimacion ga-
rantista solo si las perturbaciones y ruidos permanecen en los
limites establecidos. De lo contrario, la franja y el zonotopo de
prediccién pueden no interseccionar.

6. Resultados de Simulacion

Para mostrar la bondad del algoritmo propuesto se emplearan
un par de ejemplos ilustrativos. En el primero de ellos se mos-
trardn los resultados ante distintos valores del posible retardo
producido. En el segundo se ha probado el método en un mo-
delo de un sistema real y se hard un andlisis grafico basdndose
en el orden utilizado.

En los ejemplos se comparan los resultados obtenidos usan-
do el algoritmo propuesto (que hemos llamado BC en lo sucesi-
vo) con otro que no utiliza la informacion de las medidas ante-
riores del agente que recibe el zonotopo con retardo (que hemos
llamado BA por analogia). El término BC refleja el uso del al-
goritmo propuesto en este trabajo, interseccionando la informa-
cién recibida con retardo con las medidas anteriores del propio
agente tal como muestra el paso 2.3.2) de la Tabla 3, al hacer
uso de la medida pasada se le ha dado el término Bucle Cerra-
do por su analogia con la teoria de control tradicional. Mientras
que el término BA, representa la evolucién de la informacién
recibida afadiendo las perturbaciones sin interseccionar con las
medidas antiguas, cambiando el paso de la tabla anteriormen-
te mencionado por la evolucién mostrada en (12), siguiendo la
misma analogia en la nomenclatura se ha denominado como
Bucle Abierto.

‘r_,—l
Zik) = A"Z(k—1j(k) @ Z Alw (12)
=0

Las figuras representan el estado real del sistema, x, me-
diante una linea azul, y los limites superior e inferior estimados
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de cada uno de los agentes para ambos casos mencionados, con
el algoritmo propuesto y sin él.

Para complementar el andlisis del algoritmo se tiene tam-
bién las tablas que muestran el valor del indice I., que cuan-
tificard el rendimiento del algoritmo propuesto. Dicho indice
estard basado en el cédlculo aproximado de los volimenes de los
zonotopos de estimacién de los agentes, que son una medida
directa de la incertidumbre de estimacion.

kz i Vol(Xi(kIk)
Jj=1 i=1

Con ambos factores, indice y graficas, se permite tener una
visioén general de la mejoria producida, ya que puede que en
un estado los limites no se vean mejorados, pero que en otro
estado si lo hagan produciendo una reduccién significativa del
volumen y por tanto del indice.

13)

end

Ejemplo 1 (Milldn et al., 2012b). Planta cuya dindmica es:

099 0 0 0
0 100 0 0
Me+D=\ o 5 09945 —008757 |*RO+WE.
0 0 01248 009945

Es un ejemplo académico, en el que se ha buscado un sis-
tema con un modo estable, otro inestable, y un par de polos
oscilatorios. La topologia del grafoes 1 < 2 & 3 < 4, como
se puede apreciar en la Figura 3.

)Y

Figura 3: Esquema del sistema y los agentes.

Las salidas medidas por cada agente son:

yi(k) = [1000]Jx(k) +vi(k),
y2(k) = [0 100]Jx(k) + v2(k),
y3(k) = [00 10]Jx(k) +vs3(k),
yatk) = [000 1]x(k) + v4(k).

Se realiza el primer experimento, con los pardmetros mos-
trados en (14)?, dénde los retardos se producen a partir del ins-
tante 200 y antes de dicho valor tienen todos valores nulos. Los
resultados del indice dado por (13) se aprecian en la Tabla 4, la
cual muestra que el algoritmo propuesto reduce ostensiblemen-
te el volumen de los zonotopos, es decir, la incertidumbre en la

2Los ruidos y perturbaciones, v, w son generados a partir de distribuciones
aleatorias uniformes
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(b) Estimaciones cuando los zonotopos recibidos se evolucionan
con el algoritmo propuesto

Figura 4: Estimacion para el estado 1 por todos los agentes.

estimacion, con respecto al caso de evolucion en bucle abierto.

71(k) = 2, To(k) = 1, 13(k) = 4, 74(k) = 3, Vk > 200,
Q = diag{0,2 0,1 04 0,3}, |[villw = 0,5
x=[002 03 -001 -051", ¢4=20

(14)

Tabla 4: Indice I, por agente y agregado para los algoritmos en bucle abierto
(BA) y en bucle cerrado (BC). Los valores del retardo son: 71(k) = 2, 12(k) =

1, 73(k) = 4, 7a(k) = 3, Yk > 200.
I. Agl Ag2 Ag3 Ag4  Agregado
BA 145,01 188,19 92,14 167,08 592,42
BC 151,22 161,90 7496 122,61 510,70

Aunque como también se aprecia en la Tabla 4, no todos los
agentes mejoran su estimacion, pero la mejoria en el conjunto
si es significativa, reduciendo el total en un 13,79 %.

Los cuatro estados se representan en las Figuras 4 a 7 mos-
trando el caso tanto con el algoritmo propuesto como sin €l o
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en bucle abierto. Empezando por el primer estado, se muestra
en la Figura 4 su evolucién. Se usard la misma distribucion de
subfiguras, la 4(a) representa el caso en bucle abierto como se
ha explicado anteriormente, se evoluciona la informacién reci-
bida hasta el instante actual en el que deberia haberse recibido.
Y la 4(b) muestra el caso con el algoritmo propuesto, es dificil
apreciar solamente con las graficas que método es mejor, pero
si se aprecia la mejoria con el indice /. mostrado en las Tabla 4.

El estado 2 se puede observar en la Figura 5. En este ejem-
plo en particular es el caso dénde con mads claridad se observa
el efecto del nuevo algoritmo propuesto.

estado 2

25 T T T T
—X
2y = = =agente 1}
= = =agente 2 B
150 - —agentess
= = = agente 4
v

i i
100 200 300 400 500

(a) Estimaciones cuando los zonotopos recibidos se evolucionan en
bucle abierto
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(b) Estimaciones cuando los zonotopos recibidos se evolucionan
con el algoritmo propuesto

Figura 5: Estimacion para el estado 2 por todos los agentes.

La Figura 6 ilustra el comportamiento del estado 3. Este
estado es el que corresponde al mayor retardo en las comunica-
ciones.

La Figura 7 representa al estado 4. Al igual que pasaba en
otros estados, no se observa a simple vista una gran mejoria.
Pero gracias al indice /. se sabe que dicha mejoria se produce.

Una vez visto el primer caso con los pardmetros indicados
en (14), se mantienen dichos valores pero se aumenta a un valor
los retardos, multiplicando los valores por 10, produciéndose
a partir del mismo instante de simulacion, para instantes k >
200. En esta ocasion s6lo se mostrara el valor del indice /.. La
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(b) Estimaciones cuando los zonotopos recibidos se evolucionan
con el algoritmo propuesto

Figura 6: Estimacion para el estado 3 por todos los agentes.

Tabla 5 muestra que el rendimiento en la estimacién mejora un
34,25 % con el algoritmo propuesto. Aunque al igual que en el
caso previo uno de los agentes obtiene una estimacién peor que
es compensada por el resto de los agentes.

Tabla 5: Indice I. por agente y agregado para los algoritmos en bucle abierto
(BA) y en bucle cerrado (BC). Los valores del retardo son: 7y (k) = 20, 72(k) =
10, 73(k) = 40, T4(k) = 30, Yk > 200.

I./J10° Agl Ag2 Ag3 Ag4 Agregado
BA 0,77 1,24 085 0,79 3,65
BC 1,07 0,58 031 044 2,40

Se realiza ahora una nueva simulacién suponiendo que el
retardo de uno de los agentes varia, tal como se indica en (15),
manteniendo el resto de valores indicados en (14). Para instan-
tes de tiempos anteriores el retardo producido en la red es nulo.

71(k) = 2, 1o(k) = 1, 13(k) = 4, 74(k) = 3, Vk € [200 250],

T1(k) =2, Ta(k) = 1, 13(k) = 0, 14(k) = 3, Yk > 250.
(15)
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(b) Estimaciones cuando los zonotopos recibidos se evolucionan
con el algoritmo propuesto

Figura 7: Estimacion para el estado 4 por todos los agentes.

Nuevamente se hace uso del indice I. para ver la mejoria
del algoritmo propuesto. La Tabla 6 muestra como usar el nue-
vo algoritmo propuesto obtiene mejor /. que en el caso de no
usarlo, en este caso la mejora es menor que en los casos previos,
12,32 %.

Tabla 6: Indice I, por agente y agregado para los algoritmos en bucle abierto
(BA) y en bucle cerrado (BC). Los valores del retardo son: 71(k) = 2, 12(k) =
1, 13(k) = 4, 14(k) = 3, Yk € [200 250] y 71(k) = 2, 7a2(k) = 1, 13(k) =
0, 74(k) = 3, Yk > 250.

1. Agl Ag2 Ag3 Ag4 Agregado
BA 109,50 84,27 9793 6686 358,56
BC 96,24 90,62 73,10 5443 314,39

Para esta nueva simulacién solo se representardn dos esta-
dos a modo ilustrativo. En la Figura 8 se muestra el comporta-
miento del estado 1, al igual que antes, tanto con el algoritmo
propuesto, como sin €l.

El otro estado representado es el tercero. Dicho estado se
muestra en la Figura 9. Al igual que pasaba en el primer caso
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(b) Estimaciones cuando los zonotopos recibidos se evolucionan
con el algoritmo propuesto

Figura 8: Estimacion para el estado 1 por todos los agentes.

estudiado, para este estado parece obtenerse unos limites simi-
lares con ambos métodos.

Finalmente, la tabla 7 muestra en resumen los resultados
obtenidos haciendo una distincién en los instantes en los que se
produce el retardo.

Se ha podido observar cémo aplicar el algoritmo desarro-
llado ha producido una reduccién en el valor del indice I, y por
consiguiente una reduccién en los volimenes de los zonotopos.
Algunos estados son mds sensibles a dicha reduccién, al igual
que algunos agentes, pero en conjunto se ha obtenido mejores
resultados. Por tanto el uso del algoritmo propuesto reduce la
banda de incertidumbre generada por el retardo.

Ejemplo 2 (Weimer et al., 2012). Sistema de 6 tanques.

Se tiene un segundo ejemplo basado en un sistema com-
puesto de 6 tanques obtenido de (Weimer et al., 2012) que a su
vez estd basado en (Johansson, 2000). Consta de dos tanques
inferiores (3 y 4), dos superiores (1 y 2), dos reservorios (5 y
6), dos vélvulas y dos bombas, como se puede apreciar en la
Figura 10. Los flujos de agua van del tanque 1 al 3, del 2 al 4,y
del 3y 4 al 5y 6 respectivamente. Las bombas estdn conectadas
de tal manera que la bomba 1 entrega agua a los tanques 2 y 3,
mientras que la bomba 2 entrega agua a los tanques 1 y 4. La
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Tabla 7: Resumen de la comparativas de /c para antes y después de la aparicion de los retardos para los valores de los tres casos vistos.

I Caso 1 Caso 3
c
agregado <200 i>200 agregado i>200 agregado <200 i€[200,250] i>250
BA 59242 45,67 546,76 3,65 - 10° 3,60 10° 358,56 45,67 87,72 225,18
BC 510,70 45,67 465,03 2,40-10° 2,35-10° 314,39 45,67 73,16 195,56
estado 3 1|
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4k v - = =agente 1 Figura 10: Sistema de 6 tanques.
'f“ ™ = = =agente 2
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siendo x(¢) el estado, w,(¢) ruido en las valvulas, y w(r) per-
turbaciones aplicadas a todos los estados, ||w;llc = 0,3.
Y las matrices se definen como en (17):

ma o
|,jl! koA,
2 —a 0 0 0 0 0 7 0
5 0 —as 0 0 0 0 lklAz
30 | o« 0 -3 0 0 0 _ —n 0
4 i ; ; Ac = 0 s 0 -a4 0 0 |° Be = k1As s
0 100 200 300 400 500 0 0 ;3 0 0 0 0 —n
0 0 0 @y 0 0 kaAy
0 0
(b) Estimaciones cuando los zonotopos recibidos se evolucionan 0 0
con el algoritmo propuesto 001 0 0O
c 00 01 00 a; 8
. . . c = a; = —
Figura 9: Estimaci6n para el estado 3 por todos los agentes. 000©O0OT1TO0O]/™ A 2x0
1
00 0 0 01
(17

fraccion de agua que llega a cada uno del par de tanques viene
regulada por las vélvulas y; y y». El estado del sistema viene
dado por la altura de los 6 tanques x;, i = 1...6 y las entradas
vienen dadas por los ruidos wy; y wy;.

Se tienen 4 agentes que tomardan medidas de la altura de los
tanques 3, 4, 5 y 6. Cada uno medira la altura de uno de ellos,
necesitando comunicarse para poder estimar la altura de todos
ellos, ya que con una sola medida no se tiene observabilidad
completa. La comunicacién entre los agentes se realiza de ma-
nera inaldmbrica, pudiendo producirse retardo en las mismas.

El sistema linealizado viene dado por (16).

X =Acx(t) + Bew, (1) + w(2), (16)

donde a; es el didmetro del conducto de salida de agua de
los tanques, A; es el diémetro de los tanques, g es la acelera-
cién de la gravedad en cm/s?, i es la constante de las bombas.
Se discretiza el sistema con un tlempo de muestreo igual a 0,1
segundos para obtener un sistema discreto. Cada agente usard
una de las filas de C, para su medicién. La topologia del grafo
esl o234

Para evaluar el algoritmo se utilizard el mismo indice /. que
en el ejemplo anterior descrito por (13). Y al igual que en el
ejemplo anterior, las figuras vienen divididas en dos gréificas,
donde se compara visualmente el efecto de aplicar el algoritmo
propuesto, que intersecciona la informacion recibida con retar-
do con las medidas propias antiguas, con el resultado en bucle
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abierto, que evoluciona la informacién recibida hasta el instante
actual afiadiendo las perturbaciones. En dichas Figuras se repre-
senta el estado, denotado por x y con una linea azul, y los limites
de los zonotopos de estimacién de los distintos agentes. En la
leyenda de las figuras se puede apreciar qué color corresponde
a cada agente.

En la Figura 11 se aprecia el resultado obtenido para el
agente 3. Aunque parece una mejoria con el algoritmo propues-
to, la Tabla 8 indica lo contrario. Los valores del retardo coin-
ciden con los del ejemplo anterior dados en (14).

estado 3

30t S L L N JR— H
r= = = =agente 1
20-:-::— = = —agente 2|
Ez=yc = agente 3
10 \s_ = = =agente 4 5
of T TTTE ST s esmee T TN g
200 210 220 230 240 250

(a) Estimaciones cuando los zonotopos recibidos se evolucionan en
bucle abierto

estado 3

= = =agente 1

agente 2 |4
agente 3
= = =agente 4]

200 210 220 230 240 250 260 270

(b) Estimaciones cuando los zonotopos recibidos se evolucionan
con el algoritmo propuesto

Figura 11: Estimacion para el estado 3 por todos los agentes en detalle.

En la Tabla 8 se muestran los resultados obtenidos. Las si-
mulaciones estdn realizadas con una reduccién de orden igual
a 20. Este resultado da pie al andlisis del orden en funcién del
retardo producido.

Tabla 8: Indice I. por agente y agregado para los algoritmos en bucle abierto
(BA) y en bucle cerrado (BC). Los valores del retardo son: 71(k) = 2, 72(k) =
1, 73(k) = 4, 14(k) = 3, Vk > 200, para los 6 tanques con zonotopos de orden
20.

I./107 Agl Ag2 Ag3 Ag4 Agregado
BA 1,17 1,11 0,83 7,86 10,98
BC 1,11 0,95 096 8,51 11,53

Si aumentamos el orden hasta 50, tanto el enviado como el
que usa cada agente, se obtienen en cambio estos resultados de
la Tabla 9. Vemos como al aumentar el orden no solo ambos
métodos mejoran su valor de /. sino que el algoritmo propuesto
resulta mejor solucién que evolucionar la informacién recibida.

La Figura 12 profundiza en los resultados obtenidos en las
tablas anteriores. En primer lugar se explicara la leyenda mos-
trada en la Figura. BC y BA se corresponden al igual que en
las tablas, al algoritmo propuesto y a bucle abierto respectiva-
mente. El retardo representado por 7 es una simplificacion del
valor de los cuatro agentes, es decir, donde se indica BC 7 = 30

Tabla 9: Indice I, por agente y agregado para los algoritmos en bucle abierto
(BA) y en bucle cerrado (BC). Los valores del retardo son: 71(k) = 2, 12(k) =
1, 73(k) = 4, 14(k) = 3, Yk > 200, para los 6 tanques con zonotopos de orden
50.

I./107 Agl Ag2 Ag3 Agd4 Agregado

BA 1,04 1,09 0,66 4,76 7,55

BC 096 090 0,71 4,69 7,26

quiere decir que se trata del caso que usa el algoritmo propues-
to cuando todos los agentes tienen un retardo igual a 30 a partir
del instante 200. Analizando por ejemplo el rendimiento obte-
nido cuando 7;(k > 200) = 30, la curva en BC obtiene peor
indice I, hasta llegar no superar cierto orden de los zonotopos.
Sin embargo, hay un punto de inflexioén en el que los resultados
gracias al algoritmo propuesto son mejores que sin ellos.

10 Anadlisis | _vs orden
x 10 c
5 T
BC 1=30
45} = = =BA1=30[]
BC 1=20
4r = = =BA1=20[]
———BC t=10
35 - = =BAt=10]]
3k 4
© 25y e —— 4
~
~
2r ~ 4
he -
150 TEes 1
1k 4
-
T===-------o-------io
0.5 B
0 e e T T n n
50 100 150 200 250 300 350 400

orden

Figura 12: Analisis del valor del indice /. en funcién del orden de zonotopo
empleado

Incluso parece apreciarse como, llegado a un cierto valor
para el orden empleado, el valor de /. permanece constante y es
innecesario seguir aumentando el orden. Este comportamiento
del indice, puede ser debido a que, con bajo orden se tiene un
gran conservadurismo Yy, si la medida no es demasiado fiable,
da peores resultados utilizarla que no hacerlo.

En este segundo ejemplo, debido a la dindmica del sistema,
es mds notorio el orden bajo de los zonotopos. Interesante el
resultado obtenido en la Figura 12 donde se ve como afecta el
orden de los zonotopos empleados en funcion del retardo en las
comunicaciones.

7. Conclusiones

Se ha presentado un estimador distribuido donde las comu-
nicaciones pueden sufrir retardos. Los agentes son capaces de
realizar estimaciones garantistas de todos los estados, aunque
no tengan acceso directo a todas las medidas. Para ello inter-
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cambian informacidn con sus vecinos y debe existir un camino
entre cualesquiera dos nodos de la red.

Observando el indice global resultante de la suma de los
volimenes de los zonotopos de estimacion de los agentes, se
comprueba que el uso del algoritmo propuesto mejora los limi-
tes de la estimacion, ya que el indice que indica el volumen se
ve reducido.

Como lineas de investigaciones futuras se pueden citar, el
afladir nuevas funcionalidades al algoritmo presentado, como
por ejemplo combinarlo con un filtro de Kalman para corregir la
estimacién, considerar comunicaciones aperiddicas y estudiar
el problema combinado de estimacién y control.

English Summary

Guaranteed Distributed Observers for Networked Sys-
tems

Abstract

This paper proposes a guaranteed distributed observer for
networked systems, taking into account the problem of the va-
riable delays in communications. We assume that the informa-
tion exchanged among the agents always arrives to its destina-
tion, although the communication are subject to variable delays,
whose maximum value is known. Each observer works with
partial information, and needs to communicate with neighbou-
ring observers to carry out an estimation of the complete state of
the system. The guaranteed sets, whose function is to delimit in
real time the region in which the state of the system belong to,
are represented by zonotopes. This kind of sets allows a simple
integration of the information received by each agent. Finally
some results obtained with the proposed algorithm are shown
in simulations.

Keywords:

Distributed Estimation, State Observers, Delays Systems,
Networked systems, Zonotopes.
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