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RESUMO

Este Relatorio resulta da intervencdo realizada no ambito da pratica de ensino
supervisionada que decorreu durante no ano letivo 2019/2020, na Escola Bésica e
Secundéria Alfredo da Silva e consistiu na leciona¢do de um conjunto de aulas
relacionadas com o tdpico Assintotas ao grafico de uma fungdo, da disciplina de
Matematica A, do 11.° ano de escolaridade. Neste contexto, desenvolvi este estudo de
cariz investigativo com o objetivo de compreender a forma como os alunos do 11.°
ano de escolaridade desenvolvem a sua aprendizagem sobre Assintotas ao grafico de
uma fungdo, com especial atengdo aos processos de raciocinio mobilizados num
contexto de abordagem exploratoria.

O estudo seguiu uma abordagem metodologica de natureza qualitativa e
interpretativa. A recolha de dados foi realizada através de observacao participante,
com o registo video das aulas lecionadas e a elaboragdo do didrio de bordo, e através
de recolha documental das producdes escritas dos alunos.

A maioria dos alunos apresenta fluéncia processual e consegue aplicar os
processos estudados para determinar assintotas verticais, horizontais e obliquas.
Quanto a compreensdo concetual, nem todos os alunos conseguiram identificar como
e quando podem ser utilizados cada um dos processos, nem interpretar criticamente os
resultados. Revelaram dificuldade em definir uma estratégia sistematica para
determinar as assintotas. No global das tarefas, os alunos formularam conjeturas com
facilidade, mas manifestaram ainda dificuldades na elaboracdo de justificagcdes
formais. A distingdo entre justificagdes informais e justificagdes formais nem sempre
¢ reconhecida pelos alunos. A generalizagao foi, essencialmente, concretizada com
base naquilo que os alunos verificaram em casos particulares. Para as concretizar foi
necessario um questionamento muito estruturado e sistematico da professora. As
tarefas de cunho exploratdrio surgem num contexto que proporciona a utilizacdo de
processos de raciocinio matematico, nomeadamente a formulagdo de conjeturas,
generaliza¢do e justificacdo. Os momentos de discussdo e sintese final assumiram
também um papel determinante no desenvolvimento destes processos € na
aprendizagem dos conceitos e dos processos associadas a determinacdo de cada um
dos tipos de assintotas.

Palavras-chave: Raciocinio matematico; Abordagem exploratoria;

Assintotas; Ensino Secundario.
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ABSTRACT

This report refers to my intervention at the Alfredo da Silva Secondary School
in the school year 0£2019/2020 and it consisted in teaching a set of lessons related to
the topic ‘Asymptotes of the Graph of a Function’ — 11th grade Mathematics A class.
In this context, this study aims to understand how 11th grade students develop their
learning about asymptotes of the graph of a function, with special focus on the
reasoning processes used in an exploratory type of approach.

The study follows a qualitative and interpretative methodological approach and
the data collection was carried out mainly through participant observation — by video
recording the classes taught and the researcher logbook, and by analysing the students'
written productions.

Most students showed good procedural fluency and were able to apply the
processes studied to determine vertical, horizontal and oblique asymptotes.
Concerning conceptual understanding, some students were not able to identify how
and when certain processes are used or interpret results critically. They also showed
difficulty when it came to define a systematic strategy to determine these asymptotes.
All in all, the students made conjectures quite easily, but they still struggled in
elaborating formal justifications — the distinction between informal and formal
justifications is not always easily recognised by students. Thus, generalization was
essentially achieved based on what the students verified in particular cases. In order to
achieve it, a very structured and systematic questioning by the teacher was necessary.

The tasks created in the exploratory type of approach provide the use and
development of mathematical reasoning processes, namely the formulation of
conjectures, justification, and generalization. The moments of discussion and the final
synthesis were extremely important to the development of these processes and in
learning of the concepts and the procedures associated with the determination of each
type of asymptotes.

Keywords: Mathematical Reasoning; Exploratory approach; Asymptotes;

Secondary school.
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Capitulo 1: Introducio

Neste, que € o primeiro capitulo do relatdrio, apresento as motivagdes pessoais
que me levaram a sua concretizagdo bem como a sua importancia para a compreensao
do raciocinio matematico dos alunos no topico Assintotas ao grafico de uma fungao.
Apresento ainda o objetivo e as questdes a que me proponho responder ao longo deste

estudo.

1.1. Motivacoes pessoais e relevancia do estudo

O presente Relatorio da Préatica de Ensino Supervisionada, realizado no ambito
do Mestrado em Ensino da Matematica, resulta de uma intervencdo no segundo
periodo do ano letivo 2019/2020, que consistiu na lecionagdo de um conjunto de aulas
relacionadas com o tdpico Assintotas ao grafico de uma fungdo, da disciplina de
Matematica A, do 11.° ano de escolaridade, da Escola Basica e Secundaria Alfredo da
Silva.

A componente de cariz investigativo deste relatorio foca-se no raciocinio
matematico dos alunos do 11.° ano de escolaridade na aprendizagem do tdpico
Assintotas ao grafico de uma fungao. A escolha do topico Assintotas ao grafico de uma
fungdo como tépico de trabalho ao longo da intervenc¢ao deve-se, principalmente, a
planificacdo anual de Matematica A, definida pela escola para o 11.° ano de
escolaridade. Para além disso, ¢ inegavel a importancia que o estudo das fungdes e, em
particular, das suas caracteristicas, assume na compreensao de diversos fenomenos do
quotidiano e a sua aplicagdo em diversas areas da ciéncia.

A par do desenvolvimento da aprendizagem dos diferentes topicos matematicos,
os documentos orientadores de gestdo curricular da disciplina sugerem também um
conjunto de capacidades que os alunos devem evidenciar e desenvolver, sendo
transversais a todos os dominios (MEC, 2014). Essas capacidades contemplam o
raciocinio matematico, a resolugdo de problemas em diversos contextos e a
comunicacdo (oral e escrita) adequada e, decidi analisar, em particular neste tdpico,
uma dessas capacidades transversais. O raciocinio matematico ¢ indicado como uma
capacidade transversal, fundamental a toda a aprendizagem da Matematica (MEC,

2014). No ensino de qualquer topico matematico deve ser pensado como promover e



desenvolver o raciocinio matematico dos alunos. Sendo o desenvolvimento da
capacidade de raciocinar um dos grandes objetivos do ensino desta disciplina,
questiono-me diversas vezes se serdo criadas oportunidades na sala de aula que
promovam o seu desenvolvimento. E afinal, que contextos e recursos promovem o seu
desenvolvimento? Quando criadas oportunidades que permitem colocar em pratica
diferentes processos de raciocinio, de que forma os alunos respondem e que
dificuldades manifestam?

Uma abordagem de ensino exploratdria pode favorecer a aprendizagem dos alunos,
bem como o desenvolvimento do raciocinio matematico. Esta abordagem valoriza o
trabalho auténomo dos alunos, dando-lhes oportunidade de construir o seu proprio
conhecimento ao mesmo tempo que desenvolvem a sua capacidade de raciocinar
matematicamente. Neste tipo de abordagem, as tarefas, em particular as tarefas
exploratorias, assumem também um papel muito importante. Uma caracteristica que
estas tarefas podem ter € iniciar o estudo de um caso especifico levando o aluno a
formular conjeturas com base nesse caso e depois fazer generalizagdes. Um modelo
de aula que vai ao encontro desta abordagem ¢ a aula em 3 fases (Lancamento da
tarefa, trabalho autobnomo, discussao coletiva e sintese final) que valoriza o trabalho
dos alunos e promove a comunicacdo matematica ¢ o desenvolvimento do seu
raciocinio matematico.

Assim, dentro do topico de conteudos selecionado procurei compreender a forma
como os alunos do 11.° ano de escolaridade desenvolvem a sua aprendizagem sobre
Assintotas ao grafico de uma fungao, com especial atengao aos processos de raciocinio

mobilizados num contexto de abordagem exploratoria.

1.2. Objetivo e questoes de estudo

O objetivo do estudo ¢ compreender a forma como os alunos do 11.° ano de
escolaridade desenvolvem a sua aprendizagem sobre Assintotas ao grafico de uma
funcdo, com especial aten¢do aos processos de raciocinio mobilizados (formulacdo de
conjeturas, generalizagdo e justificacdo) num contexto de abordagem exploratoria.
Procurei, com este estudo, dar resposta as seguintes questdes:

e Quais as aprendizagens realizadas pelos alunos no topico Assintotas ao
grafico de uma fun¢do e em que medida estas correspondem aos objetivos

estabelecidos?



e Quais as dificuldades que os alunos apresentam na aprendizagem das
Assintotas ao grafico de uma fungdo. Em particular, em tarefas que
envolvem o raciocinio matematico?

e De que modo os alunos mobilizam os processos de raciocinio matematico
na aprendizagem do tdpico Assintotas ao grafico de uma fungdo, em

particular, a formulagdo de conjeturas, generalizagdo e justificacdo?

1.3.  Organizacio do estudo

Para compreender a forma como os alunos do 11.° ano de escolaridade
desenvolvem a sua aprendizagem sobre Assintotas ao grafico de uma fung¢ao, com
especial atengdo aos processos de raciocinio mobilizados (formulag¢do de conjeturas,
generalizagdo e justificagdo) num contexto de abordagem exploratoria, apresenta-se
este trabalho organizado em seis capitulos.

O capitulo 1 apresenta as motivagdes pessoais € pertinéncia do estudo bem como
0 seu objetivo e as questdes de investigacdo a que procura responder. O capitulo 2,
discute a literatura de referéncia e as orientagdes curriculares referentes ao topico de
ensino e a capacidade transversal envolvida no estudo, e descreve a abordagem de
ensino exploratoria, adotada ao longo da intervencdo. No capitulo 3 apresenta-se uma
breve caracterizacdo do contexto escolar, a ancoragem da unidade didatica no
Programa, os conceitos matematicos envolvidos, os recursos e estratégias de ensino
utilizadas e descrevem-se as tarefas propostas. No capitulo 4 descrevem-se as opdes
metodologicas, e caracterizam-se os participantes no estudo, a recolha e a analise de
dados. O capitulo 5 consiste na analise dos dados recolhidos. No capitulo 6 encontra-
se uma sintese do estudo, as suas conclusdes ¢ uma reflexdo final relativamente a

intervencao.



Capitulo 2: Enquadramento tedrico

Considerando o objetivo e as questdes do estudo, o presente capitulo pretende
discutir a literatura de referéncia e as orientagdes curriculares tanto sobre a capacidade
transversal envolvida neste estudo, o raciocinio matematico, como do tdpico
Assintotas ao grafico de uma fung¢do procurando fundamentar o trabalho realizado em
sala de aula. De seguida, apresento estudos que considerei pertinentes, realizados no
ambito do desenvolvimento do raciocinio matematico dos alunos. Por fim, descrevo a
estratégia de ensino adotada para a intervengdo, caracterizando os diferentes tipos de
tarefa, a aula em trés fases, e a importancia da fluéncia processual e da compreensao

concetual.

2.1. Raciocinio matematico

Cada vez mais se desenvolvem estudos que enfatizam o papel central do
raciocinio na aprendizagem da Matematica ¢ a importancia de promover o seu
desenvolvimento em sala de aula. No entanto, o proprio raciocinio ¢ necessario para a
compreensdo desta ciéncia. A defini¢do de raciocinio ndo é unica. E possivel encontrar
varios significados para o termo “raciocinar”. Uma pesquisa sobre o tema revela que
sdo varios os entendimentos do significado de raciocinar, comprovando-se que este ¢
um tema delicado, como referem Yackel e Hanna (2003), “escrever sobre raciocinio
em Matematica ¢ complicado pelo facto de o termo raciocinio, e o seu entendimento,
serem amplamente utilizados com a suposi¢ao implicita de que ha um acordo universal
sobre o seu significado” (p. 228).

Para Ponte, Quaresma e Mata-Pereira (2020) raciocinar ¢ um procedimento
mais elaborado do que um mero pensamento. Brodie (2010) afirma que raciocinamos
para servir determinados propdsitos como convencer 0s outros ou a ndos mesmos de
uma afirmagdo especifica, resolver um problema ou agregar um conjunto de ideias
num todo mais coerente. O raciocinio exige a elaboragdo de inferéncias de forma
justificada (a partir da informagdo disponivel) muito além de reproduzir conceitos
memorizados e efetuar procedimentos rotineiros (Mata-Pereira & Ponte, 2013).
Assim, partindo de factos ja conhecidos e, de forma justificada, ¢ possivel produzir
novas informagdes e conclusdes (Ponte, Quaresma & Mata-Pereira, 2020). Seguindo

a mesma linha de pensamento, Oliveira (2008) define raciocinio matematico como



“um conjunto de processos mentais complexos através dos quais se obtém novas
proposi¢gdes (conhecimento novo) a partir de proposi¢des conhecidas ou assumidas
(conhecimento prévio)” (p. 3).

A defini¢do de raciocinio matematico difere de autor para autor. Russel (1999)
refere que, na area da matematica, o raciocinio ¢ “o0 que usamos para pensar sobre as
propriedades de um determinado objeto matematico e desenvolver generalizagdes que
se apliquem a toda a classe de objetos” (p. 1). Para Lannin, Ellis e Elliott (2011), o
raciocinio matematico € “um processo evolutivo de conjeturar, generalizar, investigar
porqué e desenvolver e avaliar argumentos” (p. 12). Compreende-se assim que existe
algo comum nas visdes de varios autores que permitem identificar o que caracteriza o
raciocinio matematico e quais os seus processos. Jeannotte & Kieran (2017) apontam
quatro aspetos centrais do raciocinio matematico: “a dicotomia atividade/produto, a
natureza inferencial de raciocinio matematico, a meta e as fungdes do raciocinio
matematico € o que referem como aspetos estruturais e de processo” (p. 6).

Também os diversos documentos curriculares enfatizam a necessidade de
promover o desenvolvimento do raciocinio matematico em sala de aula. De um modo
geral, estes documentos perspetivam que “no seu conjunto, € de modo integrado” o
trabalho desenvolvido em sala de aula contribua “para a construgao e desenvolvimento
do raciocinio matematico” (MEC, 2014, p. 6) dos alunos. O programa e Metas
Curriculares de Matematica A refere ainda que “O raciocinio matematico € por
exceléncia o raciocinio hipotético-dedutivo, embora o raciocinio indutivo desempenhe
também um papel fundamental na atividade matematica, uma vez que preside a

formulagao de conjeturas” (MEC, 2014, p. 6).

2.1.1. Raciocinio dedutivo, indutivo e abdutivo

Raciocinar matematicamente € usar a informagao existente para chegar a novas
conclusdes realizando inferéncias de natureza dedutiva, indutiva ou abdutiva (Mata-
Pereira & Ponte, 2013). No ambito do aspeto estrutural do raciocinio matematico, o
modelo definido por Charles Peirce, referido no trabalho de Jeannotte e Kieran (2017),
envolve trés modos basicos de inferéncia: o dedutivo, o indutivo e o abdutivo. A

conclusao inferida €, em todos eles, diferente.



Raciocinio dedutivo. Também referido como raciocinio légico ou raciocinio logico-
dedutivo, ¢ considerado por muitos autores sindbnimo de raciocinio matematico.
Nomeadamente, Davis ¢ Hersh (1995) afirmam ser o “selo da Matematica”. Duval
(1995) aponta esta forma de raciocinio como a Unica capaz de “alterar o valor
epistémico do conhecimento matematico de provavel para verdadeiro”. Para Ponte,
Branco e Matos (2008), o raciocinio dedutivo consiste em “encadear assergdes de
forma légica e justificar esse encadeamento” (p. 89). A inexisténcia de erros na cadeia
de dedugdes garante a formulagcdo de conclusdes necessariamente validas (Oliveira,
2008). Esta forma de raciocinio assume um importante papel principalmente na
validacdo de afirmagdes matematicas. Ayalon e Even (2006) salientam que o
raciocinio dedutivo € o Unico em que as conclusdes resultam de informagdes ja
conhecidas, ndo existindo necessidade de serem provadas através de experiéncias.
Raciocinio indutivo. O processo de indugdo consiste na inferéncia de uma regra a partir
da analise do que ¢ constante em diversos casos particulares (Polya, 1990). Na mesma
linha de pensamento, Greenes e Findell (1999) afirmam que esta forma de raciocinio
envolve a andlise de casos particulares, identificando as relacdes entre esses casos € a
generalizagdo dessas relagdes. Caso particular do raciocinio plausivel, recorre a um
pensamento do tipo heuristico e assume um papel chave na criagdo de novo
conhecimento (Oliveira, 2002).
Raciocinio abdutivo. Consiste num processo de inferéncia que parte de um facto
invulgar e procura de uma explicacao para esse facto (Silva, 2009). Utilizado para
explicar algo intrigante, tem por objetivo construir hipdteses explicativas para um
conjunto de dados ou fenomenos desconhecidos. Também responsavel pela criagao de
novo conhecimento, recorre ao pensamento critico sobre factos para gerar hipoteses
explicativas e avalia-las no sentido de inferir a melhor explicacdo e uma conclusao
plausivel (Oliveira, 2002).

Os trés tipos de raciocinio sdo igualmente importantes no desenvolvimento do
raciocinio matematico, complementam-se e deve dar-se oportunidade aos alunos para

desenvolverem estas trés formas de raciocinar.



2.1.2. Processos de raciocinio matematico

Quando o matematico trabalha faz conjeturas vagas, visualiza
generalizagoes  grosseiras, e salta para conclusoes
injustificadas

(Villiers, 1999, p. 21).

Desde o primeiro ciclo do Ensino Basico que os alunos devem ser incentivados
e estimulados a elaborar e testar conjeturas relativas a situagdes matematicas simples
(ME, 2007). Com o evoluir dos niveis de escolaridade, pretende-se que evolua também
a capacidade dos alunos para formular e testar conjeturas e, consequentemente, a
capacidade de as demonstrar.

Caracterizagdes de raciocinio matematico revelam uma variedade de processos
que lhe estdo associados, com a inferéncia a aparecer no centro desses processos
(Jeannotte & Kieran, 2017). Para Russell (1999), o raciocinio matematico ¢
"essencialmente sobre o desenvolvimento, justificagdo e uso de generalizacdes
matematicas" (p. 1). Pelo seu lado, Mason, Burton e Stacey (1982) reconhecem quatro
processos de raciocinio matematico como fundamentais: especializacao, formulacao
de conjeturas, teste e justificagdo. Inicia-se com o processo de especializagdo que
consiste na analise de casos particulares e procura de regularidades entre eles,
formulam-se conjeturas, procuram-se justificagdes, validam-se ou refutam-se as
conjeturas. Lannin, Ellis e Elliott (2011) desenvolveram um modelo para o raciocinio
matematico que combina aspetos dedutivos com aspetos indutivos e abdutivos e
destaca trés polos: “conjeturar e generalizar”, “investigar porqué” e “justificar ou
refutar”. Ja Mata-Pereira e Ponte (2013), no seu modelo de raciocinio matematico,
relacionam os processos de raciocinio com os processos de representacdo e
significacdo. O modelo foi desenvolvido considerando todo o processo decorrente da
realizagdo de uma investigacdo ou resolu¢do de um problema matematico, “(...)
formulacdo de questdes, passando para a formulacdo de conjeturas e estratégias de
resolug¢do (que podem envolver generalizagdo), aplicando essas estratégias e testando
as conjeturas, até ao processo de validagdo (através de justificacdo)” (Mata-Pereira &
Ponte, 2017, p. 5). Os dois modelos tém em comum o facto de considerarem a
justificagdo e a generalizagdo como aspetos fundamentais do raciocinio matematico.

Como defendem Mata-Pereira e Ponte (2013), o raciocinio matematico envolve desde



processos de formulagdo de questdes e conjeturas a processos de realizagdo de testes
e justificacdes. De facto, nos diversos modelos sobre o raciocinio matematico
identificam-se processos comuns a todos eles e que se destacam como fundamentais:

formular conjeturas, generalizar e justificar.

Formulag¢ao de conjeturas. O processo de formulacdo de conjeturas “envolve
raciocinar sobre relagdes matematicas para desenvolver enunciados que
provisoriamente se pensa serem verdadeiros, embora nao se saiba se sao” (Lannin,
Ellis & Elliott, 2011, p. 12). Consiste em supor que uma afirmacio ¢ verdadeira,
estimulando assim a investigagdo da sua veracidade (Mason, Burton & Stacey, 1982).
Como referem Mason, Burton e Stacey (1982), a conjetura € um processo ciclico que
envolve quatro fases: enunciar claramente uma conjetura, verificar se a conjetura cobre
todos os casos e exemplos conhecidos, desconfiar da conjetura tentando refutd-la e
descobrir por que ¢ verdade ou modifica-la. A conjetura ¢ sempre associada ao valor
epistémico provavel pois ¢ “uma afirmacao que parece razoavel, mas cuja verdade ndo
esta demonstrada” (Mason, Burton & Stacey, 1982). A sobrevivéncia a varios testes
¢ um indicador de credibilidade de uma conjetura. Contudo, para determinar se ¢
verdadeira ou falsa sdo mobilizados outros processos de raciocinio matematico
(Jeannotte & Kieran, 2017). S3o os argumentos plausiveis € as provas matematicas
formais obtidas que lhes dao validade matematica, podendo originar resultados
matematicos (Ponte, 2007). Uma conjetura ¢ formulada como resultado de raciocinio
indutivo, como refere Polya (1954) ao afirmar que a indugao esta associada ao método
experimental usado pelos cientistas, cujas etapas sdo a observagao, a formulacao e o
teste de conjeturas, assumindo a possibilidade de a indu¢do conduzir ao erro. Contudo,
para ser validado matematicamente o resultado deve ser claramente provado através

de raciocinio dedutivo (Davis & Hersh, 1985).

Generaliza¢do. Mais do que afirmagdes sobre objetos particulares, a Matematica
procura fazer afirmagdes gerais sobre grandes classes de objetos, tornando-se a
generalizagdo um processo de raciocinio fundamental nesta ciéncia. Durante o
processo de formulacdo de conjeturas, identificam-se pontos comuns a varios casos €
assim se desenvolvem generalizagdes. A generalizagdo consiste em fazer afirmagdes
gerais sobre propriedades, conceitos ou procedimentos que se consideram validos para

um conjunto alargado de objetos ou condi¢cdes matematicas (Mata-Pereira & Ponte,



2013). Para Poélya (1954) formular uma generalizagdo ¢ o ato de partir de um facto,
conclusdo ou conjetura especifica para formular uma conjetura de natureza mais geral.
Assim, este processo comega quando se identifica uma regularidade, uma
caracteristica comum a varios casos e exemplos (Mason, Burton & Stacey, 1982)
inferindo uma relagdo entre os objetos de um conjunto a partir de um subconjunto
deste (Jeannotte & Kieran, 2017). Em matematica, uma generalizagdo (também
denominada teorema) s6 ¢ considerada valida se for possivel demonstra-la. Diversos
autores consideram que generalizar ¢ uma tarefa desafiante para os alunos (Zazkis,
Liljedahl, & Chernoff, 2008). Para que os alunos desenvolvam cada vez mais esta
competéncia € necessario um trabalho regular com tarefas que a envolvam de modo
que, evoluam de generalizagdes invalidas ou pouco adequadas para generalizagdes
validas com justificacdes adequadas ao contexto. Galbraith (1995) no ambito da
formulagao de generalizagcdes identifica duas abordagens distintas adotadas pelos
alunos: uma abordagem empirica e uma abordagem dedutiva. Dos alunos que seguem
abordagens empiricas, uns fazem testes ao acaso enquanto outros escolhem os casos
particulares que pretendem testar revelando uma compreensdo do dominio da
conjetura testada. Por outro lado, os alunos que seguem abordagens dedutivas tém as
seguintes etapas pela frente: “reconhecer a relevancia de um certo principio externo”,
“reconhecer o modo em que o principio ¢ util” e “aplicar o principio apropriadamente”
(Galbraith, 1995, p. 415/416). Este processo relaciona-se sobretudo com os raciocinios
indutivo e abdutivo sendo considerado por Davis e Hersh (1995) um processo

fundamental para consolidar o conhecimento dos alunos.

Justificagcdo. Justificar uma afirmacdo consiste em apresentar razdes, baseadas em
conceitos, propriedades, procedimentos e ideias matematicas, que convengam O
proprio e também os outros (Sowder & Harel, 1998). Justificar as conjeturas ¢, para
os alunos, um processo dificil de concretizar, cuja importancia nem sempre ¢&
reconhecida. Ao fornecer garantias para determinadas ideias e conjeturas, este
processo permite modificar o valor epistémico de tais afirmagdes e até valida-las
matematicamente (Jeannotte & Kieran, 2017). O processo de justificar ¢, nas palavras
de Kilpatrick, Swafford e Findell (2001, p. 130), "fornecer motivo suficiente para" as
afirmacdes e conjeturas estabelecidas. Lannin (2005) agrupa as justificacdes
apresentadas pelos alunos em cinco niveis, de acordo com a sua complexidade. No

nivel 0 (ndo justificar) situam-se os alunos que nio apresentam justificagdes nas suas



respostas. O nivel 1 (autoridade externa) corresponde a alunos que mobilizam uma
autoridade externa fazendo referéncia a outro individuo ou objeto e o nivel 2
(evidéncia empirica) se a sua justificacdo se baseia em casos particulares por ele
analisados. No nivel 3 (exemplo genérico) os alunos apresentam uma justificagdo
dedutiva adequada a situagdo particular e no nivel 4 (justificagdo dedutiva) quando
utilizam um argumento dedutivo e independente dos casos particulares. Sendo a
justificacdo encarada como um argumento l6gico baseado em ideias ja compreendidas,

este revela-se um processo fundamental do raciocinio dedutivo.

2.1.3. Desenvolvimento do raciocinio matematico na sala de aula

Cada vez mais se reconhece que ser capaz de raciocinar matematicamente ¢
essencial para os alunos aprenderem com compreensao (NCTM, 2007). O
desenvolvimento do raciocinio matematico ¢ um aspeto prioritario no ensino da
Matematica, salientado nas orientagdes para os diferentes niveis de ensino (AMATYC,
1995; MAA, 2004; NCTM 2000). O programa preconizado para a disciplina de
Matematica A comega por referir o raciocinio abstrato como ‘“uma capacidade
indispensavel a um bom percurso escolar e profissional, em qualquer area do
conhecimento” (MEC, 2014, p. 5). Além disso, estabelece um conjunto de objetivos
que sao explicitados através de verbos como, identificar, reconhecer, saber,
demonstrar, justificar e que traduzem os desempenhos fundamentais que os alunos
deverdao evidenciar no decorrer do Ensino Secundario. De um modo integrado, tais

desempenhos devem contribuir para a:

(...) aquisi¢ao de conhecimentos, factos, conceitos e procedimentos, para a
construgdo e desenvolvimento de raciocinio matematico, para a resolucao de
problemas em diversos contextos, para uma comunicagao (oral e escrita)
adequada e para uma visdo da Matematica como um todo articulado e coerente.
(MEC, 2014, p. 6)

Os autores do documento reconhecem a importancia do desenvolvimento das
diferentes formas de raciocinio matematico: “o raciocinio matematico € por exceléncia
o raciocinio hipotético-dedutivo, embora o raciocinio indutivo desempenhe um papel
fundamental na atividade matematica, uma vez que preside a formulacdo de

conjeturas” (MEC, 2014, p. 6).
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Segundo o NCTM (2007) a promocgdo de um ambiente de sala de aula que exija
a reflexdo e em que o professor monitorize o0 modo de raciocinio dos alunos ¢ fulcral
para o desenvolvimento do raciocinio matematico. Krulik e Rudnick (1999) referem
duas formas de desenvolver as capacidades de raciocinio dos alunos: separar o
raciocinio numa disciplina a parte ou incorporar as atividades de raciocinio no
curriculo diario. Na opinido destes autores, as capacidades de raciocinio devem ser
desenvolvidas no decorrer das aulas de Matematica. Deste modo, destaca-se a
importancia de proporcionar aos alunos experiéncias que desenvolvam capacidades de
raciocinio matematico, sendo a capacidade de raciocinar “uma forma produtiva de
pensar, que se torna comum no processo de investigacdo matematica e de construgao
de sentido” (NCTM, 2009, p. 11). Torna-se uma prioridade valorizar o raciocinio
matematico na sala de aula para que os alunos possam ver que a Matematica € logica
e pode ser compreendida (Quaresma & Ponte, 2015). Esta valorizagdo permite também
que os alunos possam ir além da mera memorizagdo de factos, regras e procedimentos
(NCTM, 2007).

Como referem Lannin, Ellis e Elliot (2011) promover o desenvolvimento do
raciocinio matematico dos alunos é um aspeto central do trabalho do professor. E uma
capacidade transversal que deve ser promovida em sala de aula, criando situagdes que
levem os alunos a formular conjeturas, justificar raciocinios e generalizar ideias. A
dificuldade comeca em saber como ¢ que o professor pode contribuir para o
desenvolvimento de cada um dos processos de raciocinio matematico nos seus alunos.
Existem dois aspetos apontados como centrais na promog¢ao do raciocinio matematico
em sala de aula: as tarefas propostas e as agdes do professor (NCTM, 2009). As tarefas
propostas devem ser pensadas com vista ao desenvolvimento do raciocinio matematico
dos alunos e as ac¢des levadas a cabo pelo professor em sala de aula também podem

ser contributos essenciais.

Tarefas. Desenvolver o raciocinio matematico em sala de aula envolve o trabalho em
tarefas que requerem e estimulam o raciocinio (Ponte, Mata-Pereira & Henriques,
2012). Uma forma de promover o raciocinio matematico em sala de aula € criar
situacdes que levem os alunos a apresentar generalizacdes com base em ideias,
conceitos e propriedades matematicas. Devem também ser propostas tarefas em que a
justificacdo € um aspeto central da atividade dos alunos (Boavida, Paiva, Cebola, Vale,

& Pimentel, 2008). Diferentes tipos de tarefas matematicas mobilizam diferentes
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processos de raciocinio. A resolucdo de problemas e de exercicios incluem a
formulacdo de uma estratégia geral de resolucdo do problema ou a identificacdo das
varias etapas necessarias para uma possivel resolu¢do e, noutro nivel, a realizagdo de
um passo, transformagdo ou calculo e a sua justificacdo. Pelo seu lado, a realizacdo de
exploragdes e investigacdes propiciam a formulagao de conjeturas e teste das mesmas.
Ponte e Matos (1992) ao analisarem os processos de raciocinio mobilizados na
realizagdo de investigagdes matematicas, referiram que estes se desenvolvem nas
seguintes fases: formulacdo de questdes a estudar, definicao de estratégias, reflexao
sobre as experiéncias desenvolvidas, formulagdo e teste de conjeturas e validagao das
conjeturas previamente testadas.

Ponte (2005) considera importantes as tarefas de carater aberto e desafiantes,
tarefas de investigacdo, para que o aluno obtenha uma verdadeira experiéncia
matematica. Segundo o NCTM (2007) ¢ essencial que os alunos compreendam a
necessidade de justificar desde cedo no seu percurso escolar, sendo que a justificagao
¢ um “elemento central no processo de raciocinio matematico” (Henriques, 2012, p.
141). O facto de se verificar uma afirma¢do para um determinado nimero de casos
particulares de um conjunto ndo garante a sua veracidade para todos os casos do
mesmo conjunto. Para que os alunos tenham a certeza de que a conjetura que
formularam ¢ valida € necessario que encontrem uma justificagao para o porqué da sua
veracidade (Boavida, Paiva, Cebola, Vale, & Pimentel, 2008). O processo de justificar
envolve componentes importantes como “criar argumentos, explicar porque € que sao
verdadeiros e compreender o papel das defini¢des e contraexemplos” (Henriques,
2012, p. 141). Kilpatrick, Swafford e Findell (2001) referem que os alunos tém de ser
trabalhados para a capacidade de explicar e justificar as suas ideias com o objetivo de
desenvolver o seu raciocinio matematico, mas também melhorar a sua compreensao
concetual. O incentivo a justificagdo desde os primeiros anos promove a progressao
das justificacdes simples e informais para as justificacdes formais. Assumindo que a
explicagdo e justificacdo de conclusdes permitem aos alunos evidenciar e esclarecer o
seu raciocinio (NCTM, 2007), deve ser objetivo do professor criar situacdes em que a
justificagao tenha um papel de destaque.

A compreensdo dos diferentes processos de raciocinio matematico culmina
com o desenvolvimento de diferentes formas de raciocinio. Por ndo estarem
“habituados a ‘explorar’ as tarefas tanto quanto possam” (Brodie, 2010, p. 55), sdo

diversas as dificuldades que os alunos evidenciam ao responder a tarefas que envolvem
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raciocinio matematico. E sempre importante analisar a forma como os alunos
trabalham nestas tarefas para que tirem o melhor proveito delas. Neste sentido, a
analise das representagdes elaboradas pelos alunos, permite ao professor compreender
os seus modos de interpretagdo e de raciocinio (NCTM, 2007) e colaborar no
desenvolvimento de tal capacidade. De acordo com Ball e Bass (2003) as planificagdes
das aulas devem integrar tarefas que estimulem o raciocinio matematico dos alunos.
Diversos estudos identificam, em particular, as tarefas de investigacdo como

contributos essenciais para o desenvolvimento desta capacidade.

Acgoes do professor. Apenas a proposta de tarefas com o objetivo de promover o
raciocinio matematico ndo ¢ suficiente. A postura do professor em sala de aula, a forma
como motiva os alunos para a atividade, como conduz a aula e, em particular, os
momentos de discussdo coletiva sdo fatores essenciais para que se possa cumprir
efetivamente o objetivo das tarefas. O professor ndo tem o seu papel facilitado.
Essencialmente, nos momentos de trabalho auténomo dos alunos deve aperceber-se
das suas dificuldades e contribuir para que as superem. No entanto, o professor deve
ser consciente no apoio que dd aos alunos pois, ao contribuir com demasiadas
informagdes, podera estar a por em causa o desenvolvimento da sua capacidade de
raciocinio. Por outro lado, se ndo for dado auxilio para ultrapassarem as dificuldades,
os alunos podem ficar desmotivados e desistir da tarefa, acabando da mesma forma
por ndo desenvolver a capacidade desejada.

O professor deve usar o questionamento, como forma de promover o
raciocinio. As questdes utilizadas devem encaminhar os alunos, fornecer-lhes uma
“luz”, mas ndo dar demasiadas informagdes para que ndo suceda o que Ponte e Santos
(1998) descrevem: “até que ponto esta forma de questionar ndo reduz uma tarefa com
algumas potencialidades a um mero exercicio de calculo” (p. 15). As aulas de cunho
exploratorio assumem um papel fundamental na criacdo de oportunidades de
desenvolvimento de raciocinio matematico. Os alunos sdo participantes ativos “na
interpretacdo das questdes propostas, na representacao da informagao apresentada e na
concegdo e concretizagdo de estratégias de resolucdo, que apresentam e justificam no
final aos seus colegas e ao professor.” (Quaresma & Ponte, 2015, p. 123).

O ensino-aprendizagem exploratorio incentiva a exploragdo de forma
autonoma, de modo a que sejam os proprios alunos a construir a sua aprendizagem e,

ao mesmo tempo, desenvolvam as suas capacidades argumentativas. Os momentos de
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trabalho auténomo dos alunos promovem a partilha de ideias, de estratégias, de
raciocinios entre pares. Além disso, as tarefas propostas podem proporcionar
momentos de discussdo, entre grupo de trabalho ou com a turma, constituindo uma
oportunidade de clarificar e partilhar diferentes modos de raciocinio. Estes momentos
destacam-se como excecionais para a promocao desta capacidade. Nos momentos de
discussdo, o professor tem um papel determinante na conducdo da discussdo ndo
deixando que esta perca de vista os objetivos a atingir. Pode pedir-se ao aluno que
explique um problema por palavras suas e utilizar o questionamento de forma a
incentivar o seu pensamento, tal como sugere NCTM (2009, p. 11): “pedir aos alunos
que reformulem o problema usando as suas proprias palavras” e “colocar questoes aos
alunos que promovam o aprofundamento do seu pensamento, por exemplo, ‘porque ¢
que isso funciona?’ ou ‘como € que sabes?’”.

Existem ainda determinadas caracteristicas do ambiente de sala de aula que
podem contribuir para a promog¢ao do desenvolvimento do raciocinio matematico.

Segundo Oliveira (2008),

(...) um ambiente de sala de aula em que se experimenta e se erra, € se volta a
tentar, no fundo, um ambiente em que se replica o trabalho habitual do
matematico, sem punicdes psicologicas, ¢ um grande estimulo para o
desenvolvimento do raciocinio matematico. (p. 8)

Sempre que se revelem pertinentes, todos os contributos dos alunos devem ser
valorizados. Os contributos incorretos constituem uma oportunidade de questionar o
porqué dessa incorre¢do, ajudando a ultrapassar aquilo que ainda ndo era claro para
alguns alunos. Os contributos corretos podem ser explorados, sendo uma oportunidade
de o professor colocar mais questdes que permitam compreender e aprofundar
conceitos. A existéncia de trabalho exploratorio na aula de Matematica ¢ uma
dimensao importante a considerar, sendo que constitui uma oportunidade para o aluno
“construir ou aprofundar a sua compreensdo de conceitos, procedimentos,
representacdes e ideias matematicas” (Ponte, 2017, p. 15), desenvolvendo o seu
raciocinio, a sua compreensao da Matematica e a sua capacidade de a usar nas mais

diversas situagdes (Quaresma & Ponte, 2015).

2.2. Ensino e aprendizagem do topico assintotas ao grafico de uma fungio
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Assintotas ao grafico de uma fung¢do ¢ um dos topicos lecionados no dominio
Fungdes Reais de Variavel Real (FRVRI1), que integra o Programa e Metas
curriculares de Matematica A (MEC, 2014) e o documento das Aprendizagens
Essenciais previstas para o 11.° ano de escolaridade (DGE, 2018). O conceito de
assintota surge intimamente relacionado com os conceitos de limite e continuidade e
¢ encarado como uma aplicacdo da nog¢do de limite de uma fungdo. As assintotas
desempenham também um papel fundamental no estudo das fungdes e das suas
propriedades bem como na sua representacao grafica.

O documento Programa e Metas Curriculares de Matematica A (MEC, 2014.
p. 73) estabelece as seguintes metas de aprendizagem para este topico:

3.1. Identificar, dado um referencial cartesiano, uma fun¢ao real de varidvel real f e
a € R, areta de equagdo x = a «assintota vertical ao grafico de f» quando pelo menos
um dos limites laterais no ponto a for infinito.

3.2. Designar, dada uma funcao real de variavel real f e um referencial cartesiano, a
reta de equacdo y = mx + b (m,b € R) por «assintota ao grafico de f em +oo»

(respetivamente, por «assintota ao grafico de f em —ooy) se ligrn (f (x) —
X—+o00
(mx + b)) =0 (respetivamente se lim (f (x) — (mx + b)) = 0) e designa-la,
X——00

quando m = 0, por «assintota horizontaly.

~ .7 .~ . X
3.3. Provar, dada uma fun¢ao real de variavel real f, que a condigdo lim % =m
X—>+00
. . flx) _ , ;. ~ . .
(respetivamente, lim - = m) € necessaria (mas ndo suficiente) para que exista
X——00

uma reta de declive m que seja assintota ao grafico de f em +oo (respetivamente em
—0). Pelo seu lado, no documento Aprendizagens Essenciais, elaborado no ano de

2018, estabelecem-se os seguintes objetivos para este topico: “Reconhecer, interpretar
~ o . b .
¢ representar graficamente fungdes racionais do tipo f(x) = a + pot referindo o

conceito intuitivo de assintota e usa-las na resolucao de problemas e em contextos de
modelacao” (p. 7).

O estudo de fungdes constituiu um topico fundamental da matematica.
Utilizadas para representar e interpretar diversas situagdes do quotidiano e da propria
matematica permitem estabelecer relagdes entre varidveis. Contudo, constituem um
dos topicos em que os alunos revelam mais dificuldades e onde raramente
desenvolvem uma compreensdo adequada (Dreyfus & Eisenberg, 1983). O NCTM

(2000) defende o ensino de tdpicos nos quais as ideias matematicas estdo relacionadas
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entre si, promovendo a compreensdo dos alunos e o desenvolvimento da sua
capacidade de aplicar a matematica nas situacdes com as quais sdo confrontados. Além
disso, sugere um ensino bem articulado em que se aprendem conceitos matematicos
cada vez mais elaborados a medida que se avanca no nivel de escolaridade.

Viérios autores construiram teorias que procuram explicar o desenvolvimento
de conceitos matematicos em geral. Sfard (1991) considera duas possiveis formas de
entendimento de conceitos matematicos: um entendimento operacional e um
entendimento estrutural. O entendimento operacional consiste na compreensdo do
conceito como resultado da aplicacdo de um conjunto de processos € o entendimento
estrutural encara o conceito ja como objeto matematico. Assim, a autora sugere a teoria
da reificacdo relacionada com o desenvolvimento concetual, afirmando que, em
primeiro lugar, ocorre um entendimento operacional e apds a interiorizacdo dos
processos, ocorre o entendimento estrutural. Esta evolucdo ¢ lenta e acontece em trés
fases: interiorizacao, condensagao e reificacdo. Ao longo da fase de interiorizagdo, os
processos vao-se tornando cada vez mais acessiveis para o aluno, a medida que ele vai
desenvolvendo as suas capacidades, até ser capaz de pensar sobre o que aconteceria se
nao os efetuasse. A fase de condensagdo evolui quando se verifica que o aluno ¢ capaz
de combinar facilmente um processo com outros processos ja conhecidos, estabelece
comparacdes ¢ generalizagdes, alternando entre diferentes representagdes de um
conceito. A fase de reificagdo atinge-se quando o aluno consegue analisar um objeto
matematico como tal e ndo como um processo. Nenhuma fase ¢ alcangada sem que a
anterior tenha sido superada.

Pelo seu lado, Gray e Tall (1994) criaram a teoria Procept para explicar a
dualidade entre um conceito matematico € um processo matematico, que dificulta a
construcao efetiva de conhecimento matematico. O termo Procept resulta dos termos
process e concept, referindo-se ao conjunto de processo e conceito representados pelo
mesmo simbolo. Os simbolos podem ser descrigdes verbais, definicdes formais ou
processuais que contenham a dualidade processo-objeto. A utilizagdo de um simbolo
como processo e objeto revela uma ambiguidade do simbolismo que, por vezes, cria
obstaculos a compreensao de um determinado conceito. Gray e Tall (1994) consideram
que os alunos que se focam principalmente nos processos revelam mais dificuldades
em aprender novos conceitos, enquanto que os que conseguem ver um simbolo como

um processo € um objeto a0 mesmo tempo tém um melhor desempenho. A construgao
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e manipulacdo de ideias matematicas formais sdo conduzidas através de uma série de
processos internos que podem ser modelados pela discussdo de regras e algoritmos.
Em particular, no estudo das fungdes, NCTM (2014) defende o recurso a uma
variedade de representacdes, ao invés de focar apenas a representacao simbdlica, como
facilitador da compreensdo dos conceitos relacionados com o tema. Eisenberg e
Dreyfus (1993) defendem que, ser capaz de estruturar o grafico de uma funcao através
do estudo das suas propriedades, deve ser um dos objetivos do curriculo escolar de
Matematica. Esta importante capacidade depende da imagem concetual visual do
aluno acerca das fungdes e das no¢des matematicas que lhes estdo associadas. Um

ponto de partida para o desenvolvimento da mesma, mencionado por Eisenberg e

Dreyfus (1993), € o esbo¢o do grafico de fungdes racionais da forma %, em que

P e Q sdo polinomios possiveis de fatorizar. Segundo estes autores esta ¢ uma analise
que induz nos alunos uma certa intuicdo relativamente as propriedades globais do
grafico.

O estudo das assintotas ao grafico de uma fungdo permite, em particular, um
conhecimento do comportamento da fun¢ao e assume um papel importante no esbogo
do seu grafico. Este estudo baseia-se, essencialmente, em manipulagdes algébricas de
expressoes e no calculo de limites. Resume-se, para muitos alunos, a aplicagao de um
algoritmo em que, concluidas todas as etapas, se obtém a assintota pretendida. Isto
deve-se ao facto de o topico ser frequentemente ensinado com recurso a um conjunto
de “receitas” para o calculo dos trés tipos de assintotas. Tais “receitas” nao sao
suficientes para entender comportamentos como continuidade e limites nem para
estabelecer relacdes entre os conceitos de assintotas, limites ¢ continuidade. Da mesma
forma, ndo facilita o raciocinio e a argumentacdo necessarios na analise das fungdes.
O conhecimento inadequado ou incompleto destes conceitos pode contribuir para
numerosos problemas na aprendizagem do calculo (Cornu, 1991). Trabalhar o
conceito de uma forma mecanica e desconectada nao promove a sua compreensao nem
fornece aos alunos a oportunidade de ver como os conceitos de assintotas e limites
estdo relacionados (Hornsby & Cole, 1986).

O conceito de assintota ¢ adquirido inicialmente de forma operacional e, mais
tarde, pode assumir a sua forma estrutural. Sfard (1991) considera ser necessario um

longo periodo de experiéncia para que a conce¢do operacional se possa transformar
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em estrutural, sendo dificil atingir o processo de reificacdo. Para o atingir deve ter-se
em conta trés fatores essenciais: tempo, discussdo e reflexao.

Sao diversos os fatores que prejudicam a compreensao adequada dos conceitos
matematicos. Um deles ¢ a forma como ¢ ensinado. Alguns professores assumem que
um bom momento de exposi¢do € tudo o que € necessario para que os alunos adquiram
uma compreensdo concetual adequada (Cornu, 1991). Por outro lado, outros limitam-
se a ensinar o tipo de problemas que pretendem que os alunos sejam capazes de
resolver ou preocupam-se apenas com o desenvolvimento de competéncias e conceitos
especificos que querem que eles tenham (Goldin & Kaput, 1996) ou que sdo
necessarios para um determinado momento de avaliagdo a que serdo sujeitos. A
linguagem utilizada pode também estar relacionada com algumas dificuldades dos
alunos como refere Fischbein (1987) que aponta como responsaveis a interpretagao
orientada pela intuicdo das defini¢cdes formais e o uso da linguagem informal. Segundo
Nair (2010), interpretacdes de assintotas como “linhas de que a curva se aproxima,
mas nunca atinge” (p. 1) s3o muito comuns entre alunos e professores. A existéncia de
tais ideias erradas pode prejudicar a formacdo e entendimento de conceitos
matematicos formais. A possibilidade do grafico de uma funcdo cruzar as retas
correspondentes as suas assintotas horizontais ou obliquas, ndo ¢ abordada no manual
adotado, ndo surge nenhum exemplo em que isto se verifique, nem tal discussao ¢
aprofundada.

O recurso a calculadora grafica pode também ser causador de erros € equivocos
e, consequentemente, de dificuldades de aprendizagem. Sao bem conhecidas as
potencialidades, mas também as limitagdes deste recurso que podem dificultar a
compreensao concetual dos alunos. Reconhece-se assim a importancia das
representagdes na compreensao dos conceitos matematicos, mas também os obstaculos
cognitivos que algumas constituem. E fundamental o espirito critico dos alunos,
incentivando-os a conjeturar e prever o comportamento dos graficos, utilizando os seus
conhecimentos matematicos, e depois utilizar a calculadora como forma de confirmar

ou reprovar as suas suspeitas. Para NCTM (2014),

Oportunidades de raciocinar com fungdes e usa-las para modelar situagdes do
mundo real surgem nas etapas do desenvolvimento matematico de um
estudante. Proporcionar aos alunos experiéncias variadas envolvendo fungdes
pode ajudar a cimentar a linguagem matematica, por vezes confusa, da notagao
de fung¢des. O desenvolvimento do raciocinio com fungdes ¢ uma das bases
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sobre as quais se constroi uma compreensao bem desenvolvida da matematica.
(p- 50)

2.3. Estudos realizados no Ambito do desenvolvimento do raciocinio matematico
dos alunos

E inquestiondvel a importancia de promover e desenvolver a capacidade de
raciocinio matematico nos alunos. Cada vez mais surgem estudos que procuram
analisar esta capacidade transversal e desenvolvé-la tendo em consideracdo os
diferentes niveis de escolaridade e as diferentes areas de ensino da Matematica. Bell
(2011) considera essencial que, desde os primeiros anos, os alunos vivam experiéncias
em que tenham de apresentar justificagdes alternativas, pensar como validar essa
justificagdo, explicar o “porqué” de algo.

Na aula de Matematica, os alunos recorrem a diferentes tipos de raciocinio.
Nas suas investigacdes sobre os processos de raciocinio mobilizados pelos alunos na
resolucdo de diferentes tarefas, Lithner (2003) verificou que os alunos do Ensino
Basico elaboravam as suas resolucdes de forma muito ligeira, baseadas em
procedimentos que memorizavam de questdes anteriores, restando pouca ou nenhuma
atencao as propriedades matematicas dos conceitos envolvidos. Por este motivo, o
autor distingue entre raciocinio matematico criativo e imitativo, sendo este ultimo
aquele que ¢ baseado na memorizagdo e aplicacdo de algoritmos rotineiros (Lithner,
2008).

No que diz respeito a aprendizagem da linguagem algébrica, Henriques (2010)
testemunhou uma despreocupagdo com o teste e justificagao de conjeturas, que admite
resultar de os alunos resumirem a sua resolucao a aplicagdo rotineira de procedimentos
algébricos. As causas desta despreocupag¢do podem também ser explicadas pela
investigacdo levada a cabo por Galbraith (1995) com alunos do Ensino Bdsico, que
envolveu diversos paises e concluiu que, “apenas num nivel avangado os alunos
reconhecem a necessidade de um raciocinio convincente com base num conjunto de
pressupostos explicitos” (p. 412). Ponte, Ferreira, Brunheira, Oliveira & Varandas
(1998), no trabalho colaborativo realizado com alunos do 3.° ciclo sobre o desempenho
dos alunos nas varias fases de um trabalho de investigagdo, consideram a formulagao
de conjeturas a etapa menos problemdtica desse trabalho: “usar e integrar estratégias
geométricas e aritméticas para chegar a conjeturas, usar estratégias de variagdo e

generaliza¢do para formular conjeturas, assim como analisar casos extremos na sua

19



argumentacao, e alterar e adaptar conjeturas a partir de contraexemplos” (Ponte, 2003,
p. 26/27). Os autores consideraram que o pouco cuidado na apresentagdo de
justificacdes podera estar relacionado com a inexperiéncia dos alunos na realizagao de
tarefas que apelam ao raciocinio matematico e com a dificuldade em compreender
aspetos fundamentais do processo de investigagcdo. De facto, a aplicacdo rotineira de
procedimentos algébricos, torna mais complicada a compreensdo de conceitos pelo
aluno e dificulta a apresentagdo de uma justificacao valida: a dita fluéncia processual
e fraca compreensao concetual.

Brocardo (2002) aponta a facilidade com que os alunos formulam conjeturas
mesmo apesar de ndo compreenderem a sua importancia, “tomando-as como
conclusdes”. Mata-Pereira e Ponte (2013), da sua interven¢do na unidade didatica
Sequéncias, concretizada com alunos do 8.° ano, constataram que os intervenientes
nao consideram as caracteristicas necessarias que tornam uma justificacdo
matematicamente valida, “apresentando tanto justificacdes validas como justificacdes
ndo validas” (p. 12). Ponte, Ferreira, Brunheira, Oliveira & Varandas (1998)
relacionam a facilidade de elaboragdo de diversas conjeturas, por vezes até de forma
desmedida, com a necessidade de “obter crédito junto do professor pelas descobertas
realizadas e, também, procurar que este confirme a sua validade” (p. 113). Brocardo
(2002) apresenta a perspetiva curiosa de que, numa fase inicial, os alunos encaram a
justificacdo das suas conjeturas como uma imposi¢ao desnecessaria da professora, nao
reconhecendo de imediato a sua importancia. Efetivamente, varios autores destacam
que para os alunos ¢ um processo dificil de executar e dificil de compreender a sua
importancia. Mas ¢ fundamental e, por isso, tal competéncia deve ser trabalhada.
Acontece que, geralmente os alunos julgam que testar uma conjetura ¢ verificar se esta
¢ valida para um determinado niimero de casos. No seu entendimento, se a conjetura
for valida para vérios casos, entdo ¢ verdadeira. A mesma conclusdo retira Junqueira
(1996) ao afirmar que os alunos da turma de 9.° ano envolvidos na sua experiéncia,
inicialmente formularam conjeturas com base na analise de casos particulares, “mas a
andlise de exemplos levou-os ao estabelecimento de conjeturas genéricas” (Ponte,

2003, p. 25). Por esse motivo, Brocardo (2002) considera:

E muito forte nos alunos a ideia que uma tarefa matematica implica a procura
de respostas/conclusdes e que a evolugdo para uma postura realmente
investigativa em que formulam conjeturas e desenvolvem varios ciclos de
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confirmacdo ou refutacdo destas, ¢ um processo demorado e que tem de ser
objeto de um trabalho explicito por parte do professor. (p. 540)

Lannin (2005), no seu estudo com alunos do 6.° ano que envolveu tarefas com
sequéncias, verificou que os alunos deste nivel de escolaridade demonstram uma
excelente capacidade de pensar diferentes estratégias, formulando generalizagdes e
justificando-as de forma bastante adequada. J4 com alunos do 9.° ano de escolaridade,
Rivera e Becker (2005) sugeriram tarefas com sequéncias lineares € nem sempre
obtiveram os melhores desempenhos na concretizagdo de generalizagdes, observando
uma dificuldade no uso de conexdes entre varias formas de representacdo e escassez
de estratégias de generalizagdo. Irene Segurado (2002), no estudo que realizou com
uma turma do 6.° ano de escolaridade, que envolveu a realizagdo de quatro tarefas de
investigacao, confessou que s6 na realizacao da tltima tarefa se verificou mais cuidado
com a organizagao de dados, com a procura de padroes, formulacdo de conjeturas e
com a sua validagao.

Rocha (2002), na sua experiéncia com uma turma de 7.° ano, sentiu uma
evolucao significativa ao longo das cinco tarefas que propds aos alunos. Contudo,
remete a sua preocupacao para o facto de os alunos ndo compreenderem “a diferenca
entre verificar uma conjetura para alguns casos e demonstra-la para todos” (Ponte,
2003, p. 24). Nas suas investigagdes com alunos do 7.° ¢ 8.° ano de escolaridade nas
unidades didaticas Sequéncias e Equagdes lineares, respetivamente, Mata-Pereira
(2012) procurou compreender de que forma o professor promove o desenvolvimento
do raciocinio matematico dos alunos em sala de aula, obtendo algumas conclusdes
idénticas a de outros autores ao verificar que as justificagdes apresentadas pelos alunos
“decorrem maioritariamente do questionamento da professora ou da investigadora, ndo
surgindo espontaneamente durante a realiza¢do das tarefas” (p. 105). Ponte, Mata-
Pereira e Henriques (2012), num artigo que compara os processos de raciocinio dos
alunos do 9.° ano do Ensino Basico com os dos alunos do 2.° ano do Ensino Superior
em diversas tarefas, concluiram que “Inicialmente, os raciocinios dos alunos, tanto do
9.° ano como do Ensino Superior, tendem a desenvolver-se do particular para o geral”
(p. 18). Identificam que os alunos privilegiam processos indutivos, como observagao
de casos particulares, analogia e generalizagdo para formularem as suas primeiras
conjeturas. Os autores concluem que os alunos envolvidos, apesar de serem alunos

com um desempenho superior ao da restante turma, “nem um nem outro sentem a
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partida necessidade de justificar as suas conjeturas” (p. 18). Ao estudar os processos
de raciocinio mobilizados por alunos do 10.° ano para um conjunto de tarefas de
investigacao, Fonseca (2000) verificou que formular conjeturas ¢ algo que os alunos
fazem com bastante naturalidade. Pelo contrario, a justificagdo ndo surgiu de forma
espontanea no trabalho dos alunos e a prova de conjeturas foi praticamente inexistente.
A investigadora decidiu ir mais além na sua investigagdo e procurar compreender o
que influencia os processos matematicos dos alunos. Neste sentido, considerou como
fatores decisivamente importantes a natureza da tarefa, o material utilizado, a
qualidade da interagdo entre pares € com o professor € o conhecimento e experiéncia
prévia.

Russel (1999) defende que os alunos devem ser estimulados, desde cedo, a
expor as suas ideias sem medo e a efetuarem uma andlise critica das ideias dos colegas.
Mason e Pimm (1984) referem que, para apresentarem os seus raciocinios, os alunos
recorrem frequentemente a casos particulares como uma aproximacao a generalizacao.
Como dizem, veem “o geral no particular”. No mesmo artigo, Mason e Pimm (1984),
questionam-se sobre algumas situacdes interessantes que ocorrem em sala de aula e
fazem-nos refletir um pouco sobre este tema: “Porque ¢ que oferecemos exemplos aos
alunos nas aulas, e o que ¢ suposto eles fazerem com eles? Se os exemplos sdo sempre
exemplos de alguma coisa, como podem os alunos ter consciéncia daquilo que os
exemplos devem ser exemplificativos?” (p. 287/288). Fonseca (2000) aponta trés
aspetos fundamentais que devem ser promovidos nos alunos: encarar as afirmagoes
como conjeturas, sendo necessario testa-las e modifica-las; testar conjeturas e justifica-
las; ter uma visao critica relativamente aos argumentos apresentados pelos colegas.

O estudo de PISA (Ramalho, 2002) conclui que os nossos alunos revelam

pouca capacidade de argumentacao:

(...) materializada nas justificacdes que apresentam: generalizam situacdes sem

proceder a sua verificagdo; recorrem a informac¢do do quotidiano para

fundamentar as suas respostas, sem que esta informacao seja pertinente para o

problema em causa; fundamentam as suas respostas em situagdes claramente

excluidas pelas condi¢des enunciadas. (p. 52)

Diversos autores sugerem que a elaboragao de relatorios escritos pode ser uma
forma de melhorar a argumentacdo dos alunos. Varandas (2001) e Brocardo (2002)

afirmam que, nos primeiros relatdrios os alunos apresentaram respostas mais

resumidas e diretas e, ao ganhar experiéncia com a sua elaboragdo, acabaram por
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elaborar textos mais descritivos e esclarecedores. Outro contributo fortemente
mencionado pelas investigacdes sdo os momentos de discussdo coletiva. Estes
constituem momentos de troca de ideais e exposi¢do de estratégias, onde surge a
oportunidade de o professor solicitar justificagdes para as conjeturas elaboradas pelos
alunos e que ndo foram justificadas durante o trabalho autonomo. Mata-Pereira &
Ponte (2017) revelam, do seu estudo no tema Sequéncias com alunos do 8.° ano, que
as justificagdes e generalizacdes formuladas surgem dos momentos de discussdo
coletiva, depois dos alunos serem interpelados e desafiados pela professora. De facto,
varios estudos referem que, muitas das conjeturas e generalizagdes que se formulam
durante o trabalho autébnomo apenas se testam e justificam nestes momentos de
discussdo, um pouco por insisténcia do professor. Refere Mata-Pereira e Ponte (2018)
que ¢ a “diversidade de acdes do professor, possibilitadas pela tarefa proposta, que
permite que processos de raciocinio matematico surjam nos momentos de discussdao
coletiva” (p. 127).

O recurso a instrumentos tecnoldgicos como a calculadora gréfica ¢ também
excelente para estimular o raciocinio matematico dos alunos, nomeadamente Dugdale
(1993) refere que ao permitir manipular facilmente representacdes graficas, esta
ferramenta desempenha um papel importante no raciocinio matematico, na
investigacdo e na argumentagdo. Bem sabemos que a calculadora grafica ¢ um
instrumento de uso obrigatorio de acordo com o atual Programa do Ensino Secundario.
Tem sido bastante estudado e analisado o seu papel no ensino e aprendizagem da
Matematica. Além de permitir ter uma nocdo visual do conceito matematico
envolvido, proporciona momentos de discussdo, de partilha de ideias, testes,
conjeturas, justificagdes e generalizagdes que se podem revelar interessantes (Gracias
& Borba, 2000) e contributos essenciais para a compreensdo de conceitos. Também
Ministério da Educacdo (1997) referem que a calculadora grafica estimula os alunos a
formular conjeturas nas suas tarefas de investigagdo, promovendo o desenvolvimento
de raciocinios e argumentos. Na sua experiéncia com alunos do 11.° ano de
escolaridade, que envolveu o trabalho numa tarefa de investigagdo com possibilidade
de utilizacdo da calculadora grafica, Magalhdes e Martinho (2011) comprovaram os

beneficios da utilizagdo deste instrumento:

A calculadora grafica revelou-se uma ferramenta fulcral, na medida em que
ajudou os alunos na compreensdo da tarefa, assim como na validagdo ou
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rejeicdo das conjeturas que previamente foram formuladas, desenvolvendo a
capacidade de argumentar em matematica. (p. 12)

Agora, sera que sao suficientes as informagdes fornecidas pela calculadora grafica para
justificar conclusdes, ou ¢ necessaria sempre a prova analitica? Arcavi (2003)
apresenta algum receio quanto ao uso de representagdes graficas. Mesmo quando os
alunos dominam as capacidades graficas da calculadora podem nem sempre saber
interpretar a informagdo que por ela ¢ fornecida. Estes resultados confirmam outros
similares que salientam que muitos alunos acabam por ignorar o esbo¢o do gréfico,
procurando, quase sempre, a solucdo algébrica das questdes. Magalhdes e Martinho
(2011) esclarecem que os alunos devem adaptar-se a cada situagdo, identificando a
necessidade de justificacdo analitica ou apenas grafica para conseguir validar a
conjetura. Em particular, no estudo das Funcdes a calculadora pode ter uma
importancia ainda mais evidente. Segundo Siqueira e Beust (2008) os alunos
conseguem compreender mais facilmente o comportamento de uma fungao analisando
a sua representacio grafica ao invés da sua expressdo algébrica. E uma ferramenta que
permite estabelecer comparagdes e formular conjeturas com maior seguranga (Mason,
Burton & Stacey, 1982) mas a sua utilizacao requer algum controlo do professor pois
sO € vantajosa se os alunos souberem interpretar e analisar os seus resultados de forma
critica.

O trabalho frequente em tarefas que envolvem a formulagdo de conjeturas,
concretizagdo de generalizagdes e elaboragdo de justificagdes, dos momentos de
discussao para limar aspetos que nao foram conseguidos com o trabalho auténomo dos
alunos e o recurso a ferramentas como a calculadora gréfica sdo importantes quando o

objetivo ¢ apoiar o desenvolvimento do raciocinio matematico dos alunos.

2.4. Abordagem exploratdria

A planificacdo de uma aula, de uma unidade didatica ou até de um periodo
letivo depende de diversos fatores. E essencial combinar os documentos orientadores
preconizados para a disciplina com os alunos com os quais se trabalha, entre outros
aspetos relacionados com as condig¢des e recursos da escola e da comunidade.

Primeiramente, a elaboracdo da planificagdo pressupde a definicdo de uma
estratégia de ensino que se define tendo em conta dois elementos: a atividade do

professor e a atividade do aluno (Ponte, 2005). Das duas estratégias basicas para o
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ensino da Matematica, definidas por Ponte (2005), adotei para a intervengao,
essencialmente, a estratégia de “‘ensino-aprendizagem exploratoria” ao invés de
“ensino direto”. O que distingue as duas abordagens sao o tipo de tarefas selecionadas
e o papel que aluno e professor assumem na aula.

No ensino direto o professor € responsavel pela transmissdo do conhecimento
ao aluno: expde a matéria e espera que este consiga realizar exercicios “cujo objetivo
¢ mobilizar os conceitos e técnicas anteriormente explicados e exemplificados” (Ponte,
2005, p. 12). Neste tipo de ensino o papel do aluno € essencialmente a realizagdo de
exercicios em que deve aplicar o mesmo procedimento, que constituem “tipos de
exercicios suscetiveis de sairem em testes ou exames” (Ponte, 2005, p. 13).

No ensino-aprendizagem exploratorio, o aluno ¢ detentor de um papel ativo na
aula. Como refere Ponte (2005), “o professor ndo procura explicar tudo, mas deixa
uma parte importante do trabalho de descoberta e de constru¢ao do conhecimento para
os alunos realizarem” (p. 13). Esta ¢ uma estratégia cada vez mais adotada por muitos
professores para o ensino-aprendizagem da Matematica e revela-se crucial para o
desenvolvimento do raciocinio matematico dos alunos, dos seus conhecimentos e

capacidades. Na opinido de Ponte, Quaresma & Mata-Pereira (2020),

A aula exploratoria permite aos alunos grande protagonismo na realizacao das
tarefas e na expressao dos seus raciocinios. A valorizagcdo do raciocinio
matematico na sala de aula pode ser feita naturalmente a partir do trabalho dos
alunos. (p. 11)

Importante frisar que a definicdo da modalidade de ensino depende do modo como
frequentemente a informagao ¢ introduzida, do tipo de tarefas que sao frequentemente
propostas ¢ da comunicagdo estabelecida entre alunos e entre alunos e professores.
Alids, Ponte (2005) esclarece “ensino-aprendizagem exploratdrio ndo significa que
tudo resulta da exploragdo dos alunos, mas sim que esta ¢ uma forma de trabalho
marcante na sala de aula.” (p. 14). As aulas podem ndo se caracterizar por um ensino
exclusivamente direto ou exclusivamente exploratério. Pode ocorrer também um
ensino que recorra as duas estratégias. Defende Ponte (2005) que “existem versoes
extremas de ensino direto e de ensino-aprendizagem exploratério, tal como existem
muitas versoes intermédias” (p. 13). Contudo, “ndo ¢ uma ou outra tarefa pontual mais
interessante que marca o estilo de ensino, mas sim o tipo de trabalho usual na sala de

aula” (Ponte, 2005, p. 14).
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2.4.1. Diferentes tipos de tarefa

A planificacdo de uma aula, para além de outros fatores fulcrais, envolve a
selecdo e sequenciagdo das tarefas a realizar que devem servir o objetivo de cativar os
alunos e focar determinados conceitos. Importa clarificar, seguindo a concecao de
Ponte (2005), que a tarefa ¢ o que é proposto que os alunos realizem enquanto a
atividade ¢ o resultado do que foi realizado. Assim, “quando se esta envolvido numa
atividade, realiza-se uma certa tarefa. Uma tarefa ¢, assim, o objetivo da atividade”
(Ponte, 2005, p. 1). Distinguem-se diferentes tipos de tarefa matematica: problemas,
exercicios, investigagoes e tarefas de exploragao.

NCTM (2007) nomeia alguns aspetos a ter em conta na elaboracao e proposta
de uma determinada tarefa. Sdo eles o nivel de dificuldade, a existéncia ou ndo de
procedimentos rotineiros, o grau de desafio e o grau de abertura. Neste sentido, Ponte
(2005) considera que duas dimensdes fundamentais das tarefas matematicas sdo o grau
de desafio e o grau de estrutura. O grau de desafio, que pode ser reduzido ou elevado,
relaciona-se com “a percecdo de dificuldade de uma questao” (Ponte, 2005, p. 7). O
grau de estrutura, aberta ou fechada, mede o nivel de indeterminagdo do que ¢ dado e
do que ¢ pedido na tarefa. Conjugando estas duas dimensdes, obtém-se quatro tipos de

tarefas (Figura 1).

Desafio reduzido

Exercicio Exploragio
Fechado * Aberto
Problema Investigagdo
Desafio elevado

Figura 1 - Diferentes tipos de tarefas, em termos do seu grau de
desafio e de abertura (Ponte, 2005)
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As tarefas de estrutura fechada sdo os exercicios e os problemas. Contudo, ao
contrario dos problemas, os exercicios detém um grau de desafio reduzido pois o seu
unico objetivo ¢ a consolidagdo de conhecimentos ja adquiridos. Os problemas sdo
considerados por Polya (1981) elementos desafiadores das capacidades matematicas
dos alunos, estimulando o seu gosto pela descoberta. NCTM (2007) reafirma a
importancia dos problemas no percurso matematico e no quotidiano dos alunos que os

concretizam:

Ao aprender a resolver problemas em Matematica, os alunos irdo adquirir
modos de pensar, habitos de persisténcia e curiosidade, e confianca, perante
situagdes desconhecidas, que lhes serdo muito uteis fora da aula de
Matematica. Na vida quotidiana e no trabalho, ser habil na resolucao de
problemas podera acarretar muitas vantagens. (p. 57)

A resolucdo de problemas que se podem estender noutros problemas e levantar outras
questdes, e que podem ter entendimentos diferentes & medida que os alunos evoluem
na sua aprendizagem ajuda os alunos a estabelecer relagdes entre conhecimentos
existentes e novas aprendizagens (NCTM, 2014). O professor deve, no entanto,
ponderar a dificuldade do problema pois se “for demasiado dificil, ele pode levar o
aluno a desistir rapidamente” (Ponte, 2005, p. 3). Em suma, o que distingue um
exercicio de um problema ¢ o conhecimento, por parte do aluno, de um processo
imediato para o resolver: “Caso conheca esse processo ¢ seja capaz de o usar, a questao
sera um exercicio. Caso contrario, a questao sera antes um problema” (Ponte, 2005, p.
4). Em comum, as duas tarefas tém o facto de serem bem explicitos os dados
fornecidos e o que ¢ pedido.

As investigacdes, tarefas de estrutura aberta e grau de dificuldade elevado,
assumem um papel cada vez mais importante no ensino-aprendizagem da Matematica.
Estas tarefas esperam dos alunos a formulacdo de conjeturas e justificacdo das
mesmas, admitindo o recurso a diversas estratégias de resolucdo. A diferenca entre as
tarefas de exploracgdo e de investigagdo ¢ o grau de desafio: “Se o aluno puder comegar
a trabalhar desde logo, sem muito planeamento, estaremos perante uma tarefa de
exploragdo. Caso contrario, serd talvez melhor falar em tarefa de investigagdao” (Ponte,
2005, p. 8). Lithner (2000) refere que uma tarefa ndo rotineira tem varias etapas

envolvidas, que designa por subtarefas. O aluno identifica a situacdo problematica,
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escolhe uma estratégia para resolvé-la, implementa a estratégia e obtém, por fim, um
resultado.

Precisamente, Brodie (2010) aponta as tarefas que permitam diversos
resultados e representacdes, como excelentes “oportunidades de investigar, analisar,
explicar, conjeturar e justificar” (p. 47). O NCTM (1994) recomenda a utilizacdo de
diferentes tipos de tarefas ao invés de tarefas que apenas envolvem a aplicacdo de
procedimentos rotineiros, sendo este um aspeto chave para a compreensdo concetual
do aluno. Os alunos devem ser motivados para a atividade de realizagdo da tarefa, mas
também ¢ fundamental que as tarefas sejam pensadas pelo professor com o objetivo
de motivar o aluno para a atividade. Estas tarefas geram, normalmente, discussdes
interessantes e benéficas entre alunos.

Ponte, Nunes e Quaresma (2012) referem que uma tarefa carece de uma
apresentacao, requer o trabalho autdbnomo dos alunos, merece uma discussao coletiva
e, por fim, ¢ crucial uma sintese e sistematizacao. Para Ponte (2005) numa abordagem
de ensino-aprendizagem exploratorio o foco sdo tarefas de exploragdo “incluindo
possivelmente também algumas investigagdes, projetos, problemas e exercicios” (p.

15).

2.4.2. A aula em trés fases e a importancia das discussoes coletivas

4

E sabido que planificar uma aula ¢ um processo exigente. Do mesmo modo
que, gerir uma turma e promover um bom ambiente na sala de aula pode ser também,
por vezes, complexo. Pode acontecer o professor planear minuciosamente uma aula e
tudo correr ao contrdrio do planeado. Contudo, isto ndo ¢ razdo para em algum
momento desvalorizar a importancia de uma boa planificacdo. O professor € o seu
desempenho sdo fatores que contribuem para uma melhor aprendizagem dos alunos.
Mas a verdade ¢ que as lutas que um professor enfrenta sdo diversas: “monitorizar o
raciocinio matematico dos alunos, discernir o valor matematico das abordagens
alternativas, selecionar resolucdes para a discussdo em toda a turma e organizar essa
discussdo para que os alunos construam significados” (Swan, 2018, p. 5).

Na planificagdo de uma aula que segue uma abordagem de ensino exploratdria,
o professor deve propor tarefas “suscetiveis de promover a construgao de conceitos, a
formulacdo de estratégias de resolucdo de problemas, conjeturas e justificagdes”

(Ponte, Quaresma & Mata-Pereira, 2020, p. 10) bem como promover um ambiente de
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sala de aula em que os alunos participam abertamente dando a conhecer as suas
estratégias e raciocinios, nomeadamente nos momentos de discussdo coletiva (Ponte,
Quaresma, & Mata-Pereira, 2020). Os autores defendem a aula em trés fases como
ideal quando se adota a estratégia de ensino-aprendizagem exploratoria. Este ¢ um
modelo de aula que contribui fortemente para o desenvolvimento do raciocinio
matematico dos alunos. Uma aula deste tipo divide-se em trés momentos: langamento
da tarefa, trabalho autonomo dos alunos e discussdo coletiva e sintese. Ponte,
Quaresma e Mata-Pereira (2020) esclarecem que “numa sé aula, qualquer que seja a
sua duracdo, podem existir um ou mais ciclos com este tipo de sequéncia de trabalho”
(- 9).

Na fase de langamento da tarefa, o professor propoe a tarefa a turma e faz uma
breve introdugdo oral. Nesta fase pode também acontecer a leitura do enunciado da
tarefa para esclarecer eventuais davidas de compreensdo. Esta ¢ uma oportunidade
para o professor motivar os alunos para a realizacdo da tarefa. Contudo, o momento
nao deve ser muito extenso para nao retirar tempo a investigagdo ou exploracao
propriamente dita. Na fase de trabalho auténomo dos alunos, em que estes
desenvolvem o trabalho individualmente ou em grupo, o professor deve circular pela
sala a fim de conhecer as dificuldades e estratégias que apresentam. E também neste
momento que surgem as primeiras conjeturas e generalizagdes e, eventualmente, as
respetivas justificacoes.

Por ultimo, mas ndo menos importante, 0 momento em que a tarefa ¢ discutida
coletivamente. A importancia destes momentos no ensino-aprendizagem da
Matematica ¢ enfatizada por diversos autores. Para Ponte (2005) “os momentos de
reflexdo, discussao e analise critica posteriores a realizagdo de uma atividade pratica
assumem um papel fundamental” (p. 15). Esta fase constitui uma oportunidade de os
alunos apresentarem a turma e ao professor as suas resolucdes, perspetivas,
dificuldades e estratégias. Um momento de confronto que deve ser gerido

convenientemente pelo professor, condutor da discussao:

(...) os alunos apresentam o seu trabalho, relatam as suas conjeturas e
conclusdes, apresentam as suas justificacdes e questionam-se uns aos outros e
o professor aproveita para procurar que se clarifiquem os conceitos e
procedimentos, se avalie o valor dos argumentos e se estabelecam conexdes
dentro e fora da Matematica. (Ponte, 2005, p. 16)
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Estes momentos de discussdo com toda a turma permitem aos alunos construir um
conhecimento efetivo dos conceitos trabalhados e ao professor apelar e incitar a
justificacdo das conjeturas formuladas. Para o concretizar o professor tera de
encaminhar os alunos neste sentido, colocando questdes como “Como fizeste? Porque
consideras que o que fizeste esta certo? O que acontecera se...? Isto verificar-se-a
sempre?” (Ponte & Sousa, 2010, p. 32). Ao proporcionar este momento, o professor
contribui para a promo¢do e desenvolvimento do raciocinio matematico dos seus
alunos, ndo descurando a criagdo de “um ambiente em que os alunos se sintam
confortaveis a partilhar os seus argumentos matematicos e a criticar, de forma
produtiva, os argumentos dos outros (NCTM, 2009, p. 11).

A discussdo coletiva ¢ também uma oportunidade de desenvolver outra
capacidade transversal ao ensino da Matematica, a comunica¢do. Os alunos podem
exprimir oralmente as suas ideias matematicas e opinar sobre as ideias dos outros. Por
vezes, pode ndo ser facil que os alunos o fagam sendo necessaria a intervengao do
professor para garantir que as ideias sdo respeitas € nao julgadas. O professor ¢ um
moderador da discussao pois orienta a sequéncia de participagcdes com base na analise
prévia que fez no momento de trabalho autonomo dos alunos e tem liberdade para
prolongar a segunda fase da aula ou iniciar a discussdo sempre que considerar
necessario. Isto porque, a certa altura da segunda fase, o trabalho autobnomo pode ja
nao estar a ser produtivo ou, pelo contrario, os alunos revelam bastante entusiasmo na
tarefa e pedem mais tempo para a terminar. Apesar de planificado antecipadamente o
tempo dedicado a cada momento da aula, o professor deve ser flexivel a sua alteragao
caso o considere pertinente (Ponte, Brocardo & Oliveira, 2006). No artigo Praticas
Profissionais dos professores de Matematica, Ponte e Serrazina (2000) pouco
concluem relativamente ao padrao da comunicagdo nas salas de aula de Matematica

do nosso pais:

Aparentemente, existe j& um nimero razoavel de professores cujos alunos
participam de modo expressivo no discurso da aula, intervindo, explicando e
argumentando as suas ideias. Ao lado destes, parecem haver muitos outros
casos em que prevalece o discurso do professor e onde o aluno tem uma
margem reduzida para expor as suas ideias. (p. 14)

Além do importante papel do professor, ¢ fundamental que a turma consiga participar

adequadamente pois deles também depende a produtividade deste momento:
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“aprender a conduzir discussoes ¢ ndo s6 uma tarefa do professor, mas também uma
aprendizagem coletiva a realizar por cada turma” (Ponte, 2005, p. 16).
A discussdo coletiva numa aula em trés fases ¢ bastante valorizada por Ponte

(2005):

Uma estratégia de ensino-aprendizagem exploratoria valorizard mais os
momentos de reflexao e discussao com toda a turma, tendo por base o trabalho
pratico ja previamente desenvolvido, como momentos por exceléncia para a
sistematizacdo de conceitos, a formalizacao e o estabelecimento de conexdes
matematicas. (p. 15)

2.4.3. Fluéncia processual e compreensiao concetual

A fluéncia processual e a compreensao concetual constituem duas finalidades
do ensino da matematica a par com a competéncia estratégia e a consciéncia critica da
qualidade do raciocinio matematico (Swan, 2017).

Swan (2017) define fluéncia processual como a “capacidade de executar
rapidamente, eficazmente e com confianga procedimentos matematicos, sem esfor¢o
de raciocinio” (p. 2). Apesar de ser encarada muitas vezes como algo negativo e
prejudicial para a compreensao dos conceitos matematicos envolvidos na tarefa,
Cockroft (1982) considera que “o bom dominio das rotinas liberta uma atengao
consciente para focar os aspetos da tarefa que sao novidades ou que sdo problematicos”
(p. 239). Na figura que se segue (Figura 2) apresenta-se a sugestdo de Swan (2017)

para a pratica de procedimentos e notacao.

Tipos de tarefa Exemplos de atividades de aula

» Praticar através de exercicios e estudos
que proporcionem repetigio do uso de

Pratica de ! i
procedimentos procedimentos bem definidos.
e notagao + Usar e memorizar de modo sistemdtico

termos e notagies.
Figura 2 - "Organizacao da concegdo de tarefas para o

conhecimento factual e a fluéncia processual" (Swan, 2017, p. 2)

O aluno compreende um conceito quando elabora “descri¢des, classificagdes,
representacdes, justificacdes e analises estruturais” (Swan, 2017, p. 2) que o envolvam.

Virias investigagdes revelam que as discussdes coletivas que envolvem a andlise de
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diferentes perspetivas e estratégias promovem muito mais a compreensiao concetual
do que métodos de descoberta individual.

A compreensdo de um conceito pelo aluno e o desenvolvimento do seu
raciocinio sdo aspetos que estdo relacionados. Um ndo se verifica sem que o outro
ocorra. De acordo com o NCTM (2009) a compreensao concetual exige, inicialmente,
uma fluéncia processual que evolui quando os alunos entendem a validade dos
procedimentos, como e quando podem ser utilizados e conseguem interpretar
criticamente os resultados. Para atingir esta finalidade, Swan (2017) sugere tarefas que
levem os alunos a “observar, classificar e definir estruturas e objetos matematicos”,
utilizar e interpretar diversos tipos representacdes, “‘justificar e/ou demonstrar

conjeturas, conexdes e procedimentos” e, “identificar e analisar” estruturas (Figura 3).

Tipos de tarefas Exemplos de atividades de sala de aula
Observar, classificar + Observar e manipular objetos mentais.
e definir estruturas e + ldentificar, descrever atributos e ordenar
objetos matemiticos. objetos de acordo com esses atributos.
+ Criar e identificar exemplos e
contraexemplos.

+ Criar e testar definicoes.

Representar e traduzir + Interpretar virias representacdes,

entre conceitos incluindo diagramas, grificos e formulas.
matematicos e as suas + Traduzir entre representacdes e estudar
representacdes. 0 que varia ente elas.

Justificar e/ «+ Elaborar e testar conjeturas e

ou demonstrar procedimentos matematicos.

conjeturas, conexoes + ldentificar exemplos que apoiem ou

e procedimentos refutem uma conjetura.

matematicos.

+ Criar argumentos que expliquem
por que razdes as conjeturas e os
procedimentos sio ou nao vilidos.

Identificar e analisar + Estudar e modificar situacies
a estrutura dentro de matemadticas.
situagoes. + Explorar relagdes entre varidveis.

+ Comparar e relacionar estruturas
matemadticas.

Figura 3 - "Organiza¢ao da concegdo de tarefas para a compreensdo conceptual"
(Swan, 2017, p. 3)

Swan (2018) refere como um dos principios da concecdo das tarefas e
realizag¢do das aulas, o seguinte: “Focar diretamente quaisquer obstaculos concetuais
especificos ou processos (Bell, 1993) e criar surpresa, tensdo e conflito cognitivo que

possam ser abordados através de discussao” (p. 1).
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Capitulo 3: A unidade didatica

Inicio este terceiro capitulo com uma breve analise do contexto escolar em que
se realizou a intervencdo, em particular analiso a escola e a turma envolvidas. De
seguida, apresento a ancoragem do topico em estudo, tendo por base os documentos
Programa e Metas Curriculares e Aprendizagens Essenciais para a Matematica A do
11.° Ano. Fago men¢do a planificacdo prevista para a lecionagdo das aulas, aos
conceitos matematicos relacionados com o topico, aos recursos € estratégias de ensino

mobilizados, integrando uma breve descri¢do das tarefas propostas.

3.1. Contexto escolar

3.1.1. A Escola

A Escola Basica e Secundaria Alfredo da Silva, onde realizei a minha
intervencao, foi o primeiro estabelecimento de Ensino Secundario do Concelho do
Barreiro. Inaugurada a 12 de janeiro de 1947, com a designacao de Escola Industrial e
Comercial Alfredo da Silva, o seu propdsito era formar trabalhadores qualificados que
pudessem ser integrados nas novas industrias que se estavam a instalar e a desenvolver
na cidade, terminada a Segunda Guerra Mundial. Anos mais tarde, a oferta da escola
alterou-se substituindo os cursos existentes pelos atuais Cursos Tecnologicos, Cursos
Gerais e Ensino Recorrente. Atualmente, leciona 2.° e 3.° ciclos do Ensino Basico e
Ensino Secundario, cursos de diferente indole, desde os Cientifico-Humanisticos,
Ciéncias e Tecnologias, Ciéncias Socioecondmicas e Linguas e Humanidades, a cursos
Profissionais e cursos de Educacao ¢ Formacao.

O nome atribuido a escola, Alfredo da Silva, ¢ o nome do homem que foi
considerado um dos maiores industriais e financeiros portugueses. Pelo seu grande
contributo para o progresso da cidade, a populacao da altura manifestou desejo de que
a escola tivesse o seu nome.

O edificio foi restaurado pela Ultima vez nos anos de 1995 e 1996. Carece
atualmente de um novo restauro, de modo a proporcionar melhores condigdes aos
estudantes que a frequentam, bem como aos professores e demais funcionarios da

escola. O edificio ¢ grande, mas encontra-se envelhecido e danificado. As salas de aula
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estdo equipadas com um quadro de giz, um projetor ¢ um computador com ligacao a

Internet.

3.1.2. A Turma

A turma na qual realizarei a interveng@o ¢ uma das duas turmas existentes na
escola, de 11.° ano, do curso Cientifico-Humanistico de Ciéncias e Tecnologias. E
constituida por 22 alunos, 12 raparigas e 10 rapazes. Os alunos da turma tém 16 ¢ 17
anos de idade. Uma das alunas ¢ angolana e, devido a dificuldades na obtencdo de
visto para viajar para Portugal, comegou a assistir as aulas apenas durante o més de
janeiro. Um outro aluno, vindo do Brasil, iniciou as aulas apenas no més de margo. A
turma tem um aluno de 12.° ano que esta a repetir a disciplina de Matematica A de 11.°
ano.

A carga horaria semanal da disciplina de Matematica A ¢ de 150 minutos,
sendo as aulas lecionadas em blocos de 50 minutos. A turma € constituida por alunos
que sao bastante participativos e interventivos enquanto outros manifestam-se um
menor nimero de vezes e mais timidamente. O numero de alunos mais participativos
¢ significativamente reduzido em comparagdao com o nimero de alunos mais fechados
e menos participativos. Como ¢ comum a tantas outras turmas e alunos, existem dias
em que se encontram mais agitados cuja intervencao da professora tem de ser mais
assertiva e outros em que se revelam mais desmotivados. Em termos de
aproveitamento, a turma ¢ homogénea no sentido em que nao se verificam niveis
excelentes nem extremamente baixos. Desde o inicio que consegui estabelecer um
bom relacionamento com os alunos, para que nao se sentissem inibidos com a minha
presenca em todas as suas aulas e para que pudessem ser o mais naturais possivel
durante a realizacdo da minha intervengao. As classificacOes sdo atribuidas numa
escola de 0 a 20 valores. No primeiro periodo do ano letivo, em que a turma era ainda
constituida apenas por vinte alunos, a média na disciplina foi de 10,45 valores. Sendo
que seis alunos obtiveram uma classificagdo negativas. No segundo periodo, com mais
dois elementos na turma, registou-se uma média de 11,55 na disciplina, verificando-
se um aumento face ao periodo anterior. Também o nimero de alunos com
classificacdo negativa reduziu de seis para apenas dois. De seguida, apresento um
grafico (Figura 1) com as classificagdes finais obtidas pela turma na disciplina de

Matematica A, no final do primeiro e segundo periodos do corrente ano letivo.
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Classificacoes finais dos alunos no 1.° e 2.° periodo do ano letivo

3

2

l I

, | [ [
8 9 10 11 12 13 14

Classificagoes (0-20)

Numero de alunos

15

m 1.° Periodo 2.° Periodo

Figura 4 - Classificagdo final dos alunos no 1.° ¢ 2.° periodo do ano letivo

Durante o ano letivo, a turma participou no projeto definido na escola,
intitulado “Alfredo vai ao mercado”. Os alunos organizaram-se em grupos para, todos
os sabados, no periodo da manha, se deslocarem ao Mercado Municipal da cidade do
Barreiro, a fim de expor os seus trabalhos e realizar apresentagdes relacionadas com
cada uma das disciplinas ou efetuar vendas cujo valor contribuiria para a viagem a
realizar no final do ano letivo. Infelizmente, o projeto ndo se realizou até ao final do
ano letivo, tendo sido suspenso assim que foi decretado o fecho das escolas em

consequéncia do estado de emergéncia vivido no pais.

3.2. Ancoragem da unidade didatica no Programa

A pratica letiva sobre a qual se debrugara o estudo sera desenvolvida no topico
Assintotas ao grafico de uma fun¢do. Segundo o Programa e Metas Curriculares de
Matematica A do Ensino Secundério (MEC, 2014), este topico deve ser abordado no
11.° ano de escolaridade. Integra o dominio Fun¢des Reais de Varidvel Real (FRVRI11)
dando seguimento aos topicos Limites segundo Heine de Funcdes Reais de Variavel
real e Continuidade de Fungdes.

Até ao inicio do estudo das assintotas, para além de estudados os dominios de
Trigonometria e Geometria Analitica, os alunos terdo, no dominio Sucessdes,
efetivado o primeiro contacto com a nocao de limite: “é¢ exigida em situagdes muito

simples, a justificagdo da convergéncia de certas sucessdes recorrendo diretamente a
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defini¢do. (...) E também desenvolvida, de forma bastante completa, a algebra dos
limites, incluindo uma analise das situagdes ditas indeterminadas” (Ministério da
Educacao e Ciéncia, 2014, p. 15). De seguida, no dominio Fun¢des Reais de Variavel
Real os alunos estudaram a nogao de limite segundo Heine, tendo por base o que antes
fora trabalhado em Sucessdes. Surge ainda neste dominio a no¢ao de continuidade de
uma fun¢do e, como aplicagdo da nog¢do de limite, o estudo das assintotas ao grafico
de uma func¢ao, topico em andlise no estudo.

Para a aprendizagem deste topico de ensino, ¢ necessdria a mobilizacdo de
conhecimentos do dominio de generalidades sobre fungdes bem como dos tdpicos
Limites segundo Heine de fungdes reais de varidvel real e continuidade de fungdes.
Assim, para a aprendizagem do conceito de assintota ao grafico de uma fungao ¢
essencial:

- Saber determinar o dominio de fungdes reais de variavel real e identificar os pontos
aderentes a esse dominio;

- Saber estudar a continuidade de fung¢des reais de variavel real;

- Conhecer o conceito de limite segundo Heine e saber determinar o limite de uma
funcdo num ponto aderente ao respetivo dominio, limites laterais e limites no infinito.

A planificagdo anual para o 11.° ano na escola, prevé 10 aulas de 50 minutos
para a lecionagao do topico Assintotas ao grafico de uma fungdo. Nesta planificacao
e, por sugestao da orientadora cooperante, uma vez que se prevé o estudo das assintotas
ao grafico de fun¢des racionais, dedicaram-se duas aulas ao estudo destas fungoes,
nomeadamente ao estudo do dominio, zeros, sinal. A minha proposta de estrutura da

intervencao encontra-se sintetizada na Tabela 1.

Tabela 1 - Estrutura da intervenc¢ao e natureza das tarcfas

, NATUREZA DAS
DATA | AULA CONTEUDO
TAREFAS
Realizagao da Tarefa 1:
104 Determinagdo de assintotas tarefa de natureza
e
1 verticais ao grafico de uma exploratoria
margo
funcao.
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11 de

marco

Determinacao de assintotas nao
verticais ao grafico de uma

fungao.

Realizagdo da Tarefa 2:
tarefa de natureza

exploratoria

11 de

marco

Questdes de consolidacao.

Realizacao das tarefas
94.3. ¢ 94.4. da pagina 69
do manual e tarefa 95 da

pagina 70: exercicios e

problemas.

13 de

marco

Estudo do dominio, zeros e sinal

de fungdes racionais.

Realizagao das tarefas
18.2. ¢ 19.2. da pagina 31
do manual: exercicios e

problemas.

13 de

marco

Resolugdes de inequagdes que

envolvem fracdes algébricas.

Realizagdo das tarefas
19.5. ¢ 20. da pagina 31
do manual: exercicios e

problemas.

17 de

marco

Estudo das assintotas ao grafico

de fungdes racionais.

Realizacao da Tarefa 3:
tarefa de natureza

exploratoria.

18 de

marco

Questodes de consolidacao
envolvendo determinacao das
assintotas e da representacao

grafica de fungdes racionais

definidas em R\{c} por f(x) =

b
a+—.
x—c

Realizacao da Tarefa 4:
tarefa de natureza

exploratoria.

18 de

marco

Questodes de consolidacao
envolvendo determinacao das
assintotas e da representacao

grafica de fungdes racionais

definidas em R\{c} por f(x) =

b
a+—.
x—c

Realizacao das tarefas
129 e 132 da pagina 87
do manual: exercicios e

problemas.

37




20 de 9

marco Esclarecimento de duvidas.
20 de 10 Teste escrito individual.
marco

3.3. Conceitos matematicos envolvidos

Ao longo da lecionagdo do topico de ensino foram utilizadas varias defini¢des
e proposi¢cdes relacionadas com Assintotas ao grafico de uma funcdo. Nesta sec¢ao
comego por apresentar 0os conhecimentos prévios que sao essenciais para uma melhor
compreensao e aprendizagem do topico. Em seguida, os novos conceitos matematicos
que serao abordados na intervengdo. Realco o facto de, também se ter recordado o
dominio, zeros e sinal de fungdes racionais bem como a resolu¢do de equagdes e
inequacoes racionais. Este ¢ um conhecimento que acompanha os alunos desde o 10.°
ano de escolaridade e que a professora cooperante considerou importante relembrar
uma vez que se vai estudar uma nova propriedade destas fungdes: as assintotas ao seu
grafico. As definigdes e proposicdes relevantes neste topico estdo de acordo com
Ferreira (1995) e também com Andrade, Pereira e Pimenta (2016), manual adotado

pela Escola para a disciplina de Matematica A do 11.° ano de escolaridade.

3.3.1. Conhecimentos prévios

De acordo com o Programa e Metas Curriculares do Ensino Bésico, “dados conjuntos
A ¢ B, fica definida uma «fun¢ao (ou aplicagdo) de A em B», quando a cada elemento x
de A se associa um elemento Unico de B representado por f(x)” (MEC, 2013, p. 54).

O conjunto A ¢ chamado dominio de f.

Definicdo de ponto aderente a um conjunto de nimeros reais:

“Dado um conjunto A € R e umponto a € R, a diz-se um ponto aderente a A quando
existe uma sucessao (x,) de elementos de A tal que lim x,, = a” (Andrade, Pereira &
Pimenta, 2016, p. 88).

“Pode também definir-se ponto aderente a um conjunto recorrendo a nog¢do de
vizinhang¢a de um ponto:

a ¢ ponto aderente a um conjunto A se qualquer vizinhanca de a intersetar A

(V.(a) N A # @,Ve > 0)” (Andrade, Pereira & Pimenta, 2016, p. 8).
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Definicdo de limite de uma funcdo num ponto (segundo Heine):

“Sejam f uma fungio real de variavel real de dominio Df, a € R um ponto aderente a
Ds e b € R. Diz-se que b € o limite de f(x) quando x tende para a quando, para toda
a sucessdo (x,) de elementos de Dy convergente para a, se tem lim f(x,,) = b. Nas
mesmas condi¢des diz-se também que f(x) tende para b quando x tende para a e

utiliza-se a notagdo de lim f(x) = b”_(Andrade, Pereira & Pimenta, 2016, p. 88).
xX—a

Definicdo de limite infinito:

“Sejam f uma fungio real de variavel real de dominio Df, a € R um ponto aderente a
Ds. Diz-se que +co ¢ o limite de f(x) quando x tende para a quando para toda a
sucessdo (x,) de elementos de Dy convergente para a, se tem lim f(x,,) = +oo. Neste

caso, escreve-se lim f(x) = +00” (Andrade, Pereira & Pimenta, 2016, p. 89).
xX—a

“Sejam f uma fungdo real de variavel real de dominio Dy, a € R um ponto aderente a

Ds. Diz-se que —oo ¢ o limite de f(x) quando x tende para a quando para toda a

sucessdo (x,) de elementos de Dy convergente para a, se tem lim f(x,,) = —oo. Neste
caso, escreve-se lim f(x) = —o0” (Andrade, Pereira & Pimenta, 2016, p. 89).
x—a

Definicdo de limite lateral:

“Dada uma func¢do real de varidvel real f e um ponto, a € R um ponto aderente a Dy,

ovalor b € Rtal que b = lim f[j_q o[(x) diz-se o limite de f(x) quando x tende para
x—a
a por valores inferiores a a. Representa-se por lim f(x) e também pode ser designado
x—->a

por limite de f(x) a esquerda de a. Diz-se que f (x) tende para b quando x tende para
a por valores inferiores a a” (Andrade, Pereira & Pimenta, 2016, p. 88).

“Dada uma fung¢ao real de varidvel real f € um ponto, a € R um ponto aderente a Dy,

o valor b € Rtal que b = lim f|j4 4+ (x) diz-se o limite de f(x) quando x tende para
xX—a
a por valores superiores a a. Representa-se por lim f(x) e também pode ser
xX—a

designado por limite de f(x) a direita de a. Diz-se que f(x) tende para b quando x
tende para a por valores superiores a a” (Andrade, Pereira & Pimenta, 2016, p. 88).

Funcdo continua num ponto:

“Dada uma funcao real de variavel real f e um ponto a do respetivo dominio:

39



e Se lim f(x) existir entdo € igual a f(a)
x—a
e A fungdo f ¢é continua em a quando lim f(x) existe”_(Andrade, Pereira &
x—a

Pimenta, 2016, p. 91).

Funcdo continua num subconjunto do respetivo dominio:

“Dada uma fungdo real de varidvel real f de dominio Dy, a fungdo f € continua no
conjunto A € Dy, quando f € continua em todos os pontos de A. Quando a fungdo f €
continua em todos os pontos de Dy diz-se, simplesmente, continua” (Andrade, Pereira

& Pimenta, 2016, p. 91).

3.3.2. Conhecimentos introduzidos no topico

Definicdo de assintota vertical:

“No caso de se verificar pelo menos uma das hipoteses,
lim f(x) = 400, lim f(x) = —o0
xX—a xX—a
lim f(x) = +c0ou lim f(x) = —
x—-at x—at

diz-se que areta de equagdo x = a é uma assintota (vertical) do grafico de f” (Ferreira,

1995, p. 444)

Definicdo de assintota a direita (ou quando x — +0):

“Seja f uma fungdo cujo dominio D contenha um intervalo ndo majorado (um
intervalo da forma I = ]a, +[, com a < +o0) e r uma reta, de equagdo y = mx + p.
Diz-se que r ¢ assintota do gréafico de f, a direita ou quando x — +oo, se tende para
zero quando x — +oo a distancia do ponto P(x, f(x)) a reta” (Ferreira, 1995, p. 442).
Prova-se que “para que r seja assintota do gréafico da fun¢do f (a direita), € necessario

e suficiente que ligrn [f(x) — mx — p] = 0” (Ferreira, 1995, p. 442).
x—+o00,

Definicdo de assintota a esquerda (ou quando x —» —o):

“A defini¢do de assintota a esquerda, ou quando_x — —oo, em referéncia ao grafico de
uma fun¢do f (cujo dominio contenha um intervalo ndo minorado) pode ser dada em
termos inteiramente analogos: a reta de equacdo y = mx + p ¢ assintota de f a

esquerda, sse lim [f(x) — mx — p] = 0” (Ferreira, 1995, p. 444).
X——00,
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Teorema:
“Para que o grafico da funcdo f (cujo dominio contém um intervalo ndo majorado)
tenha uma assintota a direita ¢ necessario e suficiente que existam e sejam finitos os
limites:

f(x)

X

y

b) lim [f(x) —mx]

a) xl_}l_gloo (que designamos por m)

Verificadas estas condic¢des, e designando por p o limite considerado em b), a assintota

(a direita) € inica e tem a equagdo y = mx + p” (Ferreira, 1995, p. 443).

Uma assintota horizontal ou obliqua diz-se assintota a direita ou a esquerda consoante

o limite ¢ calculado quando x — +o0 ou quando x — —oo, respetivamente.

A ideia de assintota obliqua ¢ que a distancia entre um ponto que percorre o grafico da
funcdo e uma reta que corresponde a sua assintota ¢ um infinitésimo quando x — +oo.
Qualitativamente, para x muito grande (assintota a direita), o grafico da funcao e da

reta “praticamente nao se distinguem”.

Uma questao que surge com frequéncia ¢ se o grafico de uma fungdo e uma sua

cosx

assintota se intersetam. Pode considerar-se a fungdo f(x) =

Tem-se que ligrn f(x) =0 e, por isso, y = 0 é assintota horizontal ao grafico da
xX—+00,

fungdo em +o0. Contudo, o grafico de f interseta a retay = 0 uma infinidade de vezes.

Apesar disto, estes casos sdo pouco considerados no 11.° ano de escolaridade.
De facto, os alunos identificam apenas que uma assintota ao grafico de uma fun¢ao ¢
uma reta cada vez mais proxima do grafico da fun¢do, mas que, aparentemente, nunca
se intersetam.

Os trés tipos de assintotas sdo apresentados em separado no manual, sendo cada
um deles apoiado com exemplos e tarefas. As defini¢des e proposi¢des que constituem
o manual vdo ao encontro ao apresentado anteriormente como surge em Ferreira
(1995). Andrade, Pereira e Pimenta (2016) completaram o estudo das assintotas ao
grafico de uma funcdo com mais algumas defini¢des e “regras” que consideram ser

uteis neste topico e que apresento de seguida.
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Processo para determinar assintotas verticais ao grafico de uma funcio:

“A determinagdo de assintotas verticais ao grafico de uma funcdo definida
analiticamente por ser feita seguindo os seguintes passos:

1. Determinar o dominio da funcao;

2. Determinar os pontos de descontinuidade;

3. Determinar os limites laterais da fun¢do em todos os pontos de aderentes ao
dominio da fun¢do que ndo lhe pertencam, ¢ em todos os pontos de
descontinuidade;

4. Se algum dos limites laterais calculado, num ponto a, for infinito, entdo a reta
de equacdo x = a ¢ uma assintota vertical ao grafico da fungao”

(Andrade, Pereira & Pimenta, 2016, p. 65)

Definicdo de funcio racional:

“Fungao racional ¢ uma funcao real de variavel real dada por uma expressao da forma

P(x)
Qx)

2016, p. 90).

onde P(x) e Q(x) sdo polindmios (Q (x) ndo nulo)” (Andrade, Pereira & Pimenta,

Dominio de uma fun¢ao racional
O dominio de uma fungio racional é o conjunto “D = {x € R: Q(x) # 0} (Andrade,

Pereira & Pimenta, 2016, p. 90).

Zeros de uma funcdo racional:

P
Os zeros de uma fun¢do racional definida por ——= ) ) determinam-se da seguinte forma:

Q(x

“ggg =0 & P(x) = 0AQ(x) # 0” (Andrade, Pereira & Pimenta, 2016, p. 80).

Sinal de uma funcdo racional:

“O estudo do sinal de uma fung¢ao racional definida por pode ser feito recorrendo

a um quadro de sinal. Na primeira linha do quadro, dispornos os zeros de cada um dos

polinémios P(x) e Q(x). Numa das linhas indicamos o sinal de P (x) e, noutra, o sinal

()
ex)’

sinais da divisdo de nimeros” (Andrade, Pereira & Pimenta, 2016, p. 29)

de Q(x). Na ultima linha do quadro, indicamos o sinal de 22 , recorrendo a regra dos
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Continuidade de uma funcédo racional:

“Qualquer fungdo racional é continua pois € o quociente de duas fungdes polinomiais”
(Andrade, Pereira & Pimenta, 2016, p. 56).
“Uma fun¢do polinomial tem limite em todos os pontos do seu dominio, pelo que ¢

continua” (Andrade, Pereira & Pimenta, 2016, p. 56).

Determinacio de assintotas de funcdes racionais definidas em R\{c} por f(x) = a +

b

x—c"
, ~ . b ;
“O grafico de uma fungédo definida por f(x) = a + po (b # 0) tem como assintotas
as retas de equacdes:
e Xx = c (assintota vertical)

e y = g (assintota horizontal)”

(Andrade, Pereira & Pimenta, 2016, p. 77)

3.4. Recursos e estratégias de ensino

Para a lecionagdo do topico de ensino segui as orientagdes dos documentos
Programa e Metas Curriculares de Matematica A do Ensino Secundario (MEC, 2014)
e Aprendizagens Essenciais (DGE, 2018). O documento Aprendizagens Essenciais

refere o seguinte objetivo para este topico: “Reconhecer, interpretar e representar
. L . b . e
graficamente fungdes racionais do tipo f(x) = a + pope referindo o conceito intuitivo

de assintota e usa-las na resolugdo de problemas e em contextos de modelagdao” (DGE,
2018, p. 7). Em conjunto com orientadora cooperante decidi combinar os dois
documentos e fazer um estudo das assintotas ao grafico de qualquer funcdo real de
variavel real e ndo apenas de fungdes racionais, tendo em conta as metas de
aprendizagem definidas pelo documento Programa e Metas Curriculares de
Matematica A do Ensino Secundario (MEC, 2014):

“3.1. Identificar, dado um referencial cartesiano, uma fun¢do real de varidvel real f e
a € R, areta de equagdo x = a «assintota vertical ao grafico de f» quando pelo menos
um dos limites laterais no ponto a for infinito.

3.2. Designar, dada uma funcao real de varidvel real f e um referencial cartesiano, a
reta de equagdo y = mx +b (m,b € R) por «assintota ao grafico de f em +ooy»

(respetivamente, por «assintota ao grafico de f em —oo») se lim (f (x) —
X—+ 00
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(mx + b)) = 0 (respetivamente se lim (f (x) — (mx + b)) =0) e designa-la,
X——00

quando m = 0, por «assintota horizontaly.

3.3. Provar, dada uma funcao real de variavel real f, que a condicdo lim —=m
X—+00
. . f) . . N : .
(respetivamente, lim —= = m) ¢ necessaria (mas ndo suficiente) para que exista

x—>—00 X
uma reta de declive m que seja assintota ao grafico de f em +oo (respetivamente em
—00).” (p. 38)

Por sugestao da professora cooperante, dedicaram-se duas aulas a revisao de
conteudos relacionados com fungdes racionais. Este conteido ¢ importante na
compreensao dos novos conceitos e, por esse motivo, nessas duas aulas fez-se o estudo
do dominio, zeros e sinal de fungdes racionais e, também, a resolugdo de equacdes e
inequacoes envolvendo fungdes deste tipo.

Sendo também um dos objetivos do relatério considerar uma capacidade
transversal a toda a Matemadtica, indicada no Programa e Metas curriculares da
disciplina, toda a abordagem e estratégias desenvolvidas foram pensadas tendo em
conta também as indicagdes deste documento: “O raciocinio matematico ¢ por
exceléncia o raciocinio hipotético-dedutivo, embora o raciocinio indutivo desempenha
também um papel fundamental na atividade matematica, uma vez que reside a
formulagao de conjeturas” (MEC, 2014, p. 6).

A abordagem informal vai também ao encontro da abordagem curricular
adotada, maioritariamente, a abordagem exploratoria. O que se pretende ao longo da
intervencao ¢ uma abordagem intermédia (Ponte, 2005) com momentos de exposi¢ao
e sistematizacao conduzidos por mim e momentos de trabalho mais focados na
atividade dos alunos.

Dentro da abordagem exploratéria, que valoriza o trabalho autonomo dos
alunos e eles tém oportunidade para construir o seu proprio conhecimento, as tarefas
tém um papel muito importante e seguem também esta perspetiva de construcio e
desenvolvimento do conhecimento e do raciocinio matematico dos alunos. Incentivam
a exploracao de forma auténoma, de modo a que sejam os proprios alunos a construir
a sua aprendizagem e, ao mesmo tempo, desenvolvam as suas capacidades
argumentativas. Para além disso, ¢ sempre importante analisar a forma como os alunos
trabalham nestas tarefas para que tirem o melhor proveito delas. Nesta intervengao

foram usadas tarefas de natureza diferente, onde se destacam as tarefas exploratorias,
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através das quais os alunos tiveram oportunidade para descobrir os conceitos de
assintotas vertical, horizontal e obliqua.

Uma caracteristica particular destas tarefas ¢ proporcionar oportunidade para
os alunos explorarem casos especificos dos diferentes tipos de assintotas. O que lhes
permitia, formular conjeturas com base em exemplos concretos e depois fazer
generalizagdes. Como refere o Programa e Metas curriculares da disciplina, “Os alunos
devem ser capazes de estabelecer conjeturas, em alguns casos, apos a analise de um
conjunto de situacdes particulares nomeadamente pela exploracao das potencialidades
dos recursos tecnologicos” (MEC, 2014, p. 7).

Da abordagem exploratoria faz ainda parte a dinimica da aula onde se valoriza
a voz dos alunos e que se reflete na aula em 3 fases que ¢, frequentemente, apontada
como um modelo de aula propicio ao desenvolvimento do raciocinio matematico
(Ponte, Quaresma & Mata-Pereira, 2020). Aulas deste tipo, pensadas para momentos

desta intervengao, dividem-se em trés momentos:

1. Langamento da tarefa, momento em que € apresentada a tarefa e dinamizada uma

pequena discussao para promover o envolvimento dos alunos;
2. Trabalho autoénomo dos alunos realizado em pares;
3. Discussao coletiva, com apresentacao e confronto de resolucdes e sintese final.

Desta dindmica da aula destaca-se a discussdo coletiva das tarefas onde os alunos tém
oportunidade para aperfeigoar a sua comunicagdo matematica, mas também
argumentar, elaborar conjeturas, fazer generalizacdes e justificacdes, sendo
particularmente importante para o desenvolvimento do raciocinio matematico dos
alunos. Os momentos de trabalho auténomo dos alunos incentivam a partilha de ideias,
de estratégias, de raciocinios entre pares. Os momentos de discussdo conduzidos pelo
professor em que se pode pedir ao aluno que explique um problema por palavras suas

e questionar de forma a incentivar o seu pensamento.

Nas aulas presencialmente lecionadas, os alunos realizaram todo o trabalho a
pares. Os pares sdo formados de acordo com a forma como se distribuem na planta de
sala de aula, ou seja, trabalham com o colega que est4 sentado ao seu lado. E também

desta forma que os alunos estdo habituados a trabalhar nas tarefas, mesmo com a
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professora cooperante. Optei pelo trabalho a pares pois € sabido que ¢ um contributo
fundamental no desenvolvimento de diversas capacidades em termos de
aprendizagem, mas também capacidades pessoais e de relacionamento entre pares. A
aprendizagem cooperativa permite que os alunos sejam confrontados com diferentes
estratégias de resolucdo de uma mesma tarefa, que desenvolvam a forma como se
expressam, como justificam as suas ideais e argumentam as suas op¢des, podendo até
contribuir para a compreensdo de conceitos ainda nao suficientemente clarificados.

Fernandes (1997) afirma:

Quando se promove trabalho cooperativo os alunos trabalham sempre em
conjunto num mesmo problema, em vez de separadamente em componentes da
tarefa. Desta maneira cria-se um ambiente rico em descobertas mutuas,

feedback reciproco e um partilhar de ideias frequente. (p. 564)

Nas aulas realizadas a distancia, o trabalho auténomo foi individual. Contudo, ndo
posso garantir que nao tenha existido algum contributo ou auxilio de terceiros nas
tarefas propostas. Em particular, para a realizacdao do teste individual foi combinado
com os alunos que o enunciado seria enviado no dia 24 de margo pelas 10:58, e teriam
uma hora e trinta minutos para resolver e enviar a resolugdo para o e-mail da
professora. Estas orientacdes especificas quanto a realizacdo do teste escrito

aconteceram para tentar minimizar a possivel influéncia de terceiros.

Um recurso tecnologico que assumiu um importante papel no decorrer das
aulas foi a calculadora grafica. Uma vez que permite obter facilmente representagdes
gréaficas, os alunos usufruiram das suas vantagens podendo dedicar mais tempo a
formulacao de conjeturas, procura de justificacdes e elaboracdo de generalizagdes. A
calculadora grafica ¢ util para uma abordagem experimental ao estudo das fungdes,
desde que devidamente controlada e acompanhada com uma andlise critica da validade
de conjeturas que essas experiéncias possam induzir” (MEC, 2014, p. 29). Também
Arcavi (2003) aponta contributos da visualizagdo para o processo de aprendizagem.
Em particular, a visualiza¢dao de uma fungao recorrendo a calculadora grafica permite
ilustrar resultados essencialmente simbolicos (e, em alguns casos, provar esses
resultados), esclarecer ideias erradas ou detetar erros do calculo algébrico,
constituindo também uma forma de ajudar a recuperar fundamentos concetuais que

podem ser facilmente contornados por solugdes mais formais para os problemas
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(Henriques & Ponte, 2014). A calculadora grafica assume-se como uma ferramenta
que potencia o ensino-aprendizagem da Matematica, que permite construcao e analise
de conjeturas, investigacdo e exploragdo de diferentes representagdes, tendo sempre

em conta as suas limitacdes.

Para atingir o objetivo do estudo e dar respostas as questdes de investigacao
foram propostas tarefas de natureza diversificada, onde se destacam as tarefas
exploratorias que incluem oportunidades para os alunos desenvolverem o raciocinio
matematico. As aulas incluem momentos que favorecem a comunicagdo entre os
alunos e entre alunos e professor permitindo analisar se aproveitam essas
oportunidades e que processos de raciocinio efetuam, bem como as aprendizagens e

dificuldades manifestadas na sua realizacao.

3.5. Descricao das tarefas propostas

3.5.1. Tarefa 1

A primeira tarefa proposta aos alunos ¢ constituida por duas questdes (questao
1 e questao 2). Esta tarefa ¢ utilizada para descobrir um novo conceito relacionada com
fungdes reais de variavel real. O objetivo da primeira tarefa ¢ introduzir a nogao de
assintota ao grafico de uma fun¢do. Para isso, apresenta-se uma funcao que relaciona
o coeficiente de ampliacdo de uma certa lupa com a distancia (em decimetros) a que a
lupa se encontra do objeto. Espera-se, no final da tarefa e, apos discussao das questdes,
que os alunos sejam capazes de generalizar o processo para determinar as assintotas
verticais ao grafico de qualquer fung¢do e consigam interpretar o significado de uma

assintota graficamente.

A questdo 1.1. trata-se apenas de um exercicio de calculo. Ao longo das alineas,
¢ pedido o célculo do coeficiente de ampliagdo para valores de distancia cada vez
maiores. Pretende-se que os alunos se comecem a aperceber que, & medida que
aumenta a distancia da lupa ao objeto, também aumenta o coeficiente de ampliagao.
Na questdo 1.2. é pedida a representacdo grafica da fungdo para que os alunos
comecem também a ter uma perce¢do da representagdo grafica de uma fungdo que

admite assintotas ao seu grafico. A questdo 1.3. pede o céalculo do valor de dlirgl_ A(d).

A distancia a tender para 5, por valores inferiores a 5, é propositada para que

identifiquem o 5 como um valor que nao pertence ao dominio da fun¢do, mas com um
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significado importante. Esta tltima questdo permite varias estratégias de resolucao,
dando oportunidade aos alunos de utilizar a representacdo grafica da fun¢dao ou de
recorrer ao calculo analitico do limite, como tantas vezes fizeram em aulas anteriores.
A resolucdo desta tarefa pretendia levar os alunos, no momento de discussdo coletiva,
a formular a seguinte conjetura: “O grafico da fungdo aproxima-se cada vez mais da
reta de equagdo, mas aparentemente nunca se vao intersetar”’. Apos esta compreensao,
¢ possivel introduzir o conceito de assintota ao grafico da fungdo com a afirmacao: “A
reta de equacgdo diz-se uma assintota ao grafico de A”. A discussdo de quando € que
uma determinada reta € assintota fica para mais tarde, mas a questao 1 permite levantar

algumas suspeitas sobre o processo.

A questdo 2 apresenta uma fungdo real de variavel real muito utilizada para
introduzir o conceito pretendido. Esta fungdo, em particular, admite assintotas verticais
e horizontais. Contudo, nesta tarefa pretende-se apenas o estudo da sua assintota
vertical. Novamente, pede-se a representagao grafica da fungdo (questdo 2.1.) para que
os alunos consigam perceber que o grafico de uma fungao permite levantar suspeitas
relativamente a existéncia de assintotas. A questdo 2.2. pede para indicar o dominio
da fungdo porque o dominio ¢ também um aspeto chave na determinagao de assintotas
verticais. Em seguida, questao 2.3., ¢ feita a andlise do comportamento da funcao a
direita e a esquerda de um valor importante, o zero. A semelhanca do que acontece na
questao 1.3., alguns alunos podem limitar-se a analise do grafico da fungdo para
responder a questdo enquanto outros podem decidir-se pelo calculo analitico dos
limites. Posteriormente, no momento de discussdo da questdo 2, € possivel que os
alunos formulem as seguintes conjeturas: “O grafico da fun¢do aproxima-se cada vez
mais da reta de equagdo x = 0 mas aparentemente nunca se intersetam” ¢ “x = 0 ¢
uma assintota vertical ao grafico da fun¢do”. Além disso, pode ocorrer também uma
justificacdo para o facto de x = 0 ser assintota ao grafico da funcao: “pois xlirggr f(x)=

1 . 1
or = Teoe lim f(x) =5z =~

3.5.2. Tarefa 2

Com a segunda tarefa pretende-se dar continuidade ao estudo das assintotas ao

grafico de uma fungdo. E constituida por duas questdes que tém como objetivo o
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estudo das assintotas ndo verticais (a primeira questao trata assintotas horizontais e a

segunda questdo trata assintotas obliquas).

A primeira questdo retoma a fungdo f(x) = i ja estudada na primeira tarefa.

Desta vez, pretende-se o estudo do comportamento dessa funcao no infinito. Os alunos
jé fizeram a sua representacdo grafica na segunda questao da tarefa 1. Podem retoma-
la para responder a esta questdo ou reconhecer que se pretende o calculo dos limites
quando x = +o0 e x = —oo ¢ optar por fazé-lo analiticamente. Desta questdo espera-
se que os alunos formulem conjeturas, apresentem justificacoes e efetuem
generalizagdes, considerando a andlise deste caso particular. Os alunos poderdo
formular a conjetura “x = 0 ¢ assintota (horizontal) ao grafico da fungdao” e

justificando que liT f(x) = lim f(x)=0. Além disso, espera-se que consigam
X—+ 00 X—>—00

generalizar o processo para determinar assintotas horizontais ao grafico de uma
fungdo, em particular no final da discussdo coletiva desta tarefa. A generalizacao do
processo prevé-se neste momento pois a questdo seguinte ja preve a exploracao de um

caso particular de assintotas obliquas.

A segunda questdo da tarefa fornece a expressao algébrica de uma fungao e a
equacgao reduzida de uma reta r. Inicialmente pede-se para estudar o comportamento
da funcdo quando x - +o e quando x — —oo. Nesta questdo ndo ¢ pedida
representacao grafica, ao contrario do que aconteceu nas questdes anteriores. Isto
permite observar se os alunos reconhecem a analise da representacao grafica como
uma estratégia de resolu¢ao ou como uma forma de conhecer melhor a fungdo com a
qual estdo a trabalhar. Nesta questdo os alunos tém também oportunidade para
formular a conjetura: “A funcdo f ndo tem assintotas horizontais”. Espera-se que a
questdo 2.2. levante algumas dificuldades aos alunos. Alguns alunos irdo recorrer a
calculadora grafica e introduzir as expressoes da funcdo e da reta ou a expressao do
enunciado f(x) — (x — 1). Contudo, poderdo ndo conseguir compreender e interpretar
o resultado. O calculo analitico de f(x) — (x — 1) podera também ser uma opgao,
mas inconclusiva. Com esta questdo pretende-se que os alunos reconhegam
graficamente que, quando x — +o0o0 e quando x — —oo, a distancia entre o ponto
(x, f(x)) eareta é cada vez menor. Caso contrario, podem recorrer também ao calculo
analitico dos limites para obter a mesma conclusdo. Esta questdo tem como objetivo a

formulacdo de conjeturas como “y = x — 1 ¢ uma assintota (obliqua) ao grafico da
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funcdo” bem como uma justificagdo para tal afirmacao: lirP [f(x) —(x-D] =
X—+00
lim [f(x) — (x —1)] = 0. A partir da fun¢do analisada na questao, o objetivo € que os
X—>—00
alunos consigam generalizar o processo para verificar se uma determinada reta ¢ ou

ndo assintota obliqua ao grafico de uma funcao: “y = mx + b (m, b € R) ¢ assintota

ao grafico de f em +oo (respetivamente, assintota ao grafico de f em —oo) se
liI_El (f(x) — (mx + b)) = 0 (respetivamente, se lim (f(x) — (mx + b)) = 0).
X—>+00 X—>—00

Além disso, a tarefa permite levantar questdes como: “E como se determina a assintota

obliqua conhecendo apenas a fun¢ao?”.

3.5.3. Tarefas do manual

Para a terceira aula da intervengdo foram planeadas as tarefas 94.3 e 94.4 da
pagina 69 do manual para proporcionar oportunidade para a consolidacdo dos
conhecimentos adquiridos sobre assintotas ao grafico de uma fungdo. As tarefas 94.3.
e 94.4. envolvem a determinacdo de assintotas verticais e horizontais ao grafico de

uma fungdo. Na 94.3 trata-se de uma funcao racional, em que os alunos podem optar
- . b
por efetuar a divisdo de polindmios para a escrever na forma a + P (a, bec €R)

e determinar a equacao das assintotas pedidas ou podem optar pelo calculo dos limites
que permitem a determinagdo destas retas. Na tarefa 94.4. a funcdo encontra-se
definida por ramos. Os alunos terdo de estudar a continuidade da funcdo para
identificar uma possivel assintota vertical e, para descobrir as assintotas horizontais,
terdo de identificar qual dos ramos utilizam para calcular os limites para +00 e — oo,
Selecionei estas tarefas para trabalhar a fluéncia processual dos alunos (que também ¢
um aspeto importante a desenvolver) e persistir na compreensdao do conceito de
assintota ao grafico de uma fungdo. A tarefa 95 ¢ um pouco diferente de todas as
trabalhadas até ao momento pelos alunos. Esta envolve o estudo das assintotas ao
grafico de uma fungdo sem que se saiba a sua expressido algébrica. E fornecida
informagao relativamente a dois limites no infinito e os alunos terdo de as analisar
cuidadosamente de forma a determinar as equagdes das assintotas. A cada uma destas
tarefas segue-se uma discussdo coletiva para que se possam conhecer resolucdes e
justificacdes para o que foi realizado durante o trabalho auténomo. Em particular,
esperam-se justificacdes para as retas que foram determinadas como assintotas

verticais € horizontais.
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As tarefas pensadas para a quarta aula da intervengdo, foram as tarefas 18.2 e
19.2 da pagina 31 do manual. Estas tarefas foram selecionadas com o objetivo de rever
o estudo do dominio, dos zeros e sinal de fung¢des racionais. Estes contetidos ja tinham
sido estudados no 10.° ano, mas a pedido da orientadora cooperante uma vez que se
iam estudar as assintotas ao grafico de func¢des racionais foi feita uma revisao destes
conteudos. A tarefa 18.2 pretende exatamente a determinagao do dominio, zeros e sinal
de uma fun¢do racional (através do quadro de sinais) enquanto a tarefa 19.2.

corresponde a resolug¢do de equagdes envolvendo este tipo de fungdes.

Para a aula cinco foram planeadas as tarefas 19.4 e 20 da pagina 31 do manual
do aluno. Esta aula ¢ dedicada a resolu¢do de inequagdes que envolvem funcdes

racionais. Na tarefa 19.4, depois de manipular a expressdo até obter a inequacao

x%-2x-8

~2.3; = 0, 0s alunos devem determinar os zeros do numerador ¢ denominador e

construir o quadro de sinais para identificar em que intervalos ou conjunto de
intervalos a fungdo € menor ou igual a zero. A tarefa 20 ¢ um problema que envolve o
estudo de uma funcao racional. O aluno deve conseguir identificar a sequéncia de
passos que deve efetuar para a concretizacao do problema. Estes passos envolvem a
determinacdo das coordenadas de pontos (alguns deles que pertencem a um dos eixos
coordenados), a determina¢do do ponto onde duas fungdes se intersetam (resolugdo de

uma equacao envolvendo fungdes racionais) e calculo da area de um trapézio.

Apesar de se pretender a utilizagdo de processos analiticos para responder as
tarefas, a utilizagdo da calculadora grafica também foi incentivada por constituir um
recurso que pode ser utilizado sempre que se pretende visualizar o grafico da funcdo e

confirmar os resultados obtidos analiticamente.

3.5.4. Tarefa 3

A tarefa 3, planeada para a sexta aula, tem como objetivo o estudo das

. . N . b
assintotas ao grafico de fungdes racionas da forma a + @ bec €R. Ao longo
das trés questdes da tarefa constroi-se progressivamente uma funcdo deste tipo.

. . ~ b ~
Comega-se por determinar as assintotas de duas funcdes da forma S as funcoes
2 3 ~ , ~
filx) = e folx) = -~ Na questdo 2 estudam-se as assintotas de duas fungdes da

b . .
forma —oas fungdes f3(x) = ﬁ efalx)=— ngl Por fim, na questdo 3 estudam-se
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duas fungdes escritas na forma a + ﬁ: fe(x)=1+ ie fex) = —% + ﬁ No final

do trabalho auténomo dedicado a cada uma das questdes ¢ realizado um momento de
discussao onde se pretende que os alunos expliquem como procederam para estudar as
assintotas ao grafico da fungdo (com recurso a calculadora grafica ou calculando
limites) e identifiquem as semelhangas e diferengas existentes entre as duas fungdes

estudadas. No final da resolugdo da tarefa, espera-se que os alunos consigam elaborar
. o . . b
a seguinte generalizagdo: “Dada uma fungo racional da forma f(x) = a + X =

¢ ¢ uma assintota vertical e y = a ¢ uma assintota horizontal ao grafico da fungao”.

3.5.5. Tarefa 4

A quarta tarefa, planeada para a sétima aula, ¢ constituida por duas questdes de
escolha multipla e trés questdes de resposta aberta e tem como principal objetivo a
consolidagdo de contetidos relacionados com o topico Assintotas ao grafico de uma
funcdo. Envolve o estudo das assintotas ao grafico de fungdes e, em particular, de
fungdes racionais, bem como a resolugdo de inequagdes racionais.

Na primeira questdo o objetivo € relacionar uma fung¢ao racional do tipo

b . . , N
fx) = a+-— com o seu grafico e respetivas assintotas. A segunda questdo,

. . . . A b
apresenta uma funcdo racional cuja expressdao ndo ¢ da forma a + o Os alunos

devem encontrar uma estratégia de resolucdo que pode passar por recorrer a

calculadora grafica para representar a fungdo ou escrever a fungdo racional na forma
b . o . . ~ , .
a + ——paraque lhe seja mais simples a identificacdo das assintotas. Na terceira tarefa

deve utilizar-se apenas a representacao grafica apresentada para responder as questdes.
A questdo 3.1.2. trata-se de uma inequacdo racional cujo conjunto-solugdo deve ser
encontrado apenas recorrendo ao grafico apresentado. Neste caso, ndo € apresentada a
expressdo algébrica da fun¢do. Devem ser os alunos a defini-la tendo em conta as
informagdes que tém sobre contradominio e assintotas. Na quarta questdo pretende-se
que o aluno seja capaz de escrever a expressao algébrica de uma fung¢ao racional tendo
em conta a sua representagdo grafica e as informagdes que tem sobre as suas assintotas
verticais e ndo verticais. A quinta e ultima questao da tarefa, comega com a resolucdo
de uma inequagdo racional. Desta vez, os alunos podem recorrer ao grafico apenas
com o intuito de verificar o conjunto-solu¢do obtido depois de aplicado o processo

analitico. Pretende-se assim que conhega o processo de resolucdo de inequagdes
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racionais e reconheca a importancia da calculadora grafica no auxilio da representagio
e para confirmar o resultado obtido. A questdo 5.2. € possivelmente a mais elaborada
de toda a tarefa. O aluno tera de mobilizar conhecimentos anteriores relacionados com
funcdes e areas de figuras planas. Além disso, tera de ser capaz de conceber uma
estratégia de resolucdo que passard, certamente, pela execucdo de varias etapas até

conseguir obter a area pretendida.

3.5.6. Teste escrito individual

A primeira questdo pretendia avaliar conhecimentos ainda relativos ao topico
Continuidade de uma fungao, apesar de relacionar-se também com o topico em estudo.
A segunda questao indica uma reta obliqua como sendo assintota ao gréafico da fungao.
Os alunos devem selecionar, das quatro opgdes dadas, a opgdo correta e apresentar
uma justificacdo para a sua escolha. A resposta a esta questdo exige a escrita da
equacgao da reta com as coordenadas dos dois pontos fornecidos e os alunos tém de
relembrar como se verifica, recorrendo ao calculo do limite, que uma determinada reta
¢ assintota ao grafico da fungdo. A terceira questao dava aos alunos informagdes sobre
o dominio e continuidade da fungao, e apresentava o resultado de alguns limites. Estas
informagdes permitiam escrever as equacoes das retas que sdo assintotas ao grafico da
fungdo. Na quarta questdo pede-se que os alunos fagam o estudo das assintotas ao
grafico de uma fungdo racional. Por fim, a quinta e ultima questdo do teste escrito
requer ndo so6 a determinacao das assintotas ao grafico da fun¢ao, mas também dos
pontos de intersecao do grafico com os eixos coordenados e o célculo da area de um
poligono. Nesta questdo ¢ necessario delinear uma estratégia de resolugdo constituida

por varias etapas de resolucdo que culminaram na obtencdo da area da figura pedida.

3.6. Avaliacao das aprendizagens

Como forma de avaliar as aprendizagens realizadas pelos alunos, utilizei a
avaliacdo formativa e sumativa. No que concerne a avaliagdo formativa, esta “incide
preferencialmente sobre os processos desenvolvidos pelos alunos face as tarefas
propostas” (DGE, 1994). Procurei em cada uma das tarefas propostas, analisar
diferentes estratégias de resolucdo concebidas pelos alunos, bem como verificar se

conseguiam concretizar com sucesso a tarefa independentemente da estratégia
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utilizada. Além disso, no espago de tempo dedicado ao trabalho auténomo, procurei
apoia-los nas suas dificuldades dando feedback oral relativamente ao trabalho
realizado. Também os momentos dedicados a discussdo coletiva das tarefas,
permitiram avaliar os conhecimentos desenvolvidos pelos alunos, as estratégias que
conseguiram desenvolver, as conclusdes que alcancaram e as dificuldades com que se
depararam. Sendo o principal objetivo da avaliagdo apoiar a aprendizagem dos alunos
(Black & Wiliam, 2006), procurei encaminhéd-los na formulagdo de conjeturas e
elaboracdo de justificagdes e generalizagdes que lhes da oportunidade de pensar sobre
os assuntos, de organizar ideias, de construir conhecimento. Recorri ao
questionamento oral nos momentos de discussdo e também nos momentos em que oS
alunos elaboravam as suas resolucdes. O questionamento oral permite-me avaliar
aquilo que os alunos aprenderam e as, eventuais concecdes erradas ou dificuldades
com que ainda se deparam. A utilizacdo frequente desta forma de avaliacdo deve-se
também ao tipo de ensino-aprendizagem que adotei na maioria das aulas do topico:
ensino-aprendizagem exploratorio. Relativamente a avaliagdo sumativa, foi aplicado
um teste escrito no fim de trabalhados todos os conteudos previstos para o topico. O
teste era constituido por cinco questdes, uma especificamente relacionada com
continuidade de fungdes e as restantes relacionadas com assintotas ao grafico de uma
funcdo. Este teste veio no seguimento da estratégia adotada pela professora cooperante
de, no final de cada topico, realizar um teste escrito com um nimero reduzido de
questdes para que os alunos possam ter consciéncia das suas aprendizagens e tomar

consciéncia do quao mais se devem empenhar para uma aprendizagem significativa.

3.7. Descricao das aulas lecionadas

Para a interven¢ao no ambito da pratica de ensino supervisionada foram
planeadas dez aulas com cerca de 50 minutos cada uma. O fecho das escolas, em
consequéncia do estado de emergéncia vivido no pais, afetou a planifica¢do elaborada
para a interveng¢do a decorrer entre os dias 10 e 20 de margo. Estando a escola
encerrada a partir de dia 16 de marco, apenas foi possivel efetuar cinco aulas
presenciais. Acontece que, nas aulas quatro e cinco (dia 13 de margo) os alunos ja
tinham conhecimento desta decisdo e o momento foi de grande agitacdo o que tornou
impossivel do cumprimento da planificagdo prevista. O periodo que se seguiu a

decisdo de fecho das escolas, levantou muitas dificuldades e desafios a todos. A
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Direcao da escola demorou muito tempo a dar indicagdes sobre o futuro, o que afetou
bastante a concretizagdo do planeamento feito para a intervengdo. Contudo,
realizaram-se ainda mais duas aulas nos moldes de ensino a distancia. Houve ainda
oportunidade para recolha de resolu¢des individuais da tarefa quatro e para a
realizagdo de um teste escrito a distdncia. Mais adiante, descrevo mais
pormenorizadamente de que forma foi feita esta recolha de dados.

A aula um (Anexo 07), realizada no dia dez de marco, tinha como objetivo o
estudo das assintotas verticais ao grafico de uma funcao. Para isso, foi proposta a tarefa
1, constituida por duas questdes. Iniciei a aula com uma breve indicagio aos alunos do
que se iria fazer: estudar novos conceitos relacionados com fungdes reais de variavel
real e utilizar conceitos que tém vindo a trabalhar em aulas anteriores. Distribui a tarefa
e pedi que resolvessem primeiro a questao 1 para depois ser discutida em grupo-turma.
A tarefa foi realizada pelos alunos a pares, conforme estao dispostos na planta de sala
de aula. Deu-se inicio a resolucdo da tarefa e, no decorrer do trabalho autonomo,
circulei pela sala para analisar as estratégias de resolugcdo utilizadas e auxiliar na
superacdo de eventuais dificuldades. Realizou-se nesta aula a tarefa 1 e a discussao
coletiva da mesma, uma aula em que os alunos iniciaram o estudo do conceito de
assintota ao grafico de uma funcao e tiveram oportunidade de formular conjeturas,
generalizagdes e justificacdes nas varias situacdes com que se depararam. Os alunos
iniciaram a resolu¢do da questdo 1, a qual se seguiu um momento de discussao
coletiva. Durante o trabalho autonomo na questao circulei pela sala o que me permitiu
analisar cuidadosamente cada uma das estratégias que estavam a ser desenvolvidas
pelos alunos e selecionar aquelas que pudessem constituir uma discussdo coletiva
interessante e promotora de aprendizagem. Os alunos realizaram o trabalho de forma
empenhada, participando bastante na elaboracdo de conjeturas. Na questdo seguinte, a
questdo 2, os alunos também se revelaram bastante empenhados, participativos,
transmitindo sempre as suas dificuldades. A discussdo da questdo 2 permitiu tirar
conclusdes semelhantes as que resultaram da questdo 1 e, no momento de sintese final
da aula, houve oportunidade de generalizar o processo utilizado para determinar
assintotas verticais. Este foi talvez o momento mais complicado da aula. Foi necessério
fazer bastantes questdes relativamente aos processos efetuados em cada uma das
questdes, rever as questdes e os resultados obtidos, para que se conseguisse definir o
processo que permite determinar as assintotas verticais ao grafico de uma fungao. Os

momentos de discussdo foram sempre momentos mais demorados do que o previsto e
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este ndo foi excegdo. Contudo, parece-me que foi produtivo pois conseguiram-se até
generalizagdes totalmente imprevistas. Durante toda a aula, recorreu-se muito a
calculadora grafica como uma ferramenta facilitadora da compreensao do conceito, ao
permitir visualizar fungdes e levantar suspeitas sobre as assintotas ao seu grafico.

A aula dois (Anexo 08), realizada no dia onze de margo, teve como objetivo o
estudo das assintotas horizontais e obliquas ao grafico de uma fun¢do. Para isso, foi
proposta a tarefa 2 constituida por duas questdes. Iniciei a aula pedindo aos alunos que
relembrassem o que se trabalhou na aula anterior, e que indicassem o processo para
determinar assintotas verticais ao grafico de uma fungdo. Também esta aula foi
estruturada em ciclos de trés fases cada um. Isto é, distribui a tarefa 2 aos alunos
fazendo uma breve introdug¢do dos objetivos pretendidos para a aula e pedi que
resolvessem a questdo um para depois ser discutida. Os alunos realizaram todas as
questdes a pares. Durante este momento analisei o trabalho realizado por cada um dos
pares. Os alunos realizaram a questdo 1 sem dificuldades significativas até porque o
estudo desta fun¢do ja tinha sido feito na tarefa 1, mas quanto as assintotas verticais
ao seu grafico. Os alunos conseguiram generalizar aquilo que j& conheciam sobre
assintotas verticais, ao caso das assintotas horizontais. No momento de discussdo da
questdo 1 previa-se ir mais longe e procurar determinar um processo que permitisse
determinar as assintotas horizontais ao grafico de qualquer funcdo. Para concretizar
esta generalizagdao foi também necessario encaminhar os alunos numa analise muito
cuidadosa do caso estudado na questao 1.

Iniciado o trabalho auténomo na questdo 2, verifiquei a existéncia de mais
dificuldades do que na questdo 1. Em particular, os alunos revelaram alguma
dificuldade na interpretacao da questdo 2.2. e na apresentacdo de uma resposta. Esta
questao acabou por ser mais demorada, mas ndo afetou o cumprimento da planificagao
elaborada para a aula. Estava previsto os alunos trabalharem autonomamente na
questdo 2.1. e efetuar uma discuss@o a seguir, aplicando o mesmo processo para as
questdes 2.2. e 2.3. Como os alunos se revelaram empenhados e foram colocando
bastantes questdes no trabalho autonomo, optei por alterar o previsto no plano de aula
e realizar a discuss@o apenas depois de realizada toda a questdo 2. Esta foi uma boa
opgao, pois os alunos tiveram oportunidade de desenvolver o seu trabalho de forma
continua e sem interrupgdes que, em demasia, também poderiam ser pouco produtivas.
A discussdo coletiva da questdo 2 promoveu uma analise das questdes 2.1, 2.2. ¢ 2.3,

conhecendo as vdrias estratégias utilizadas pelos alunos. Surgiram estratégias que
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recorriam a calculadora grafica, mas também a métodos analiticos. Sendo o objetivo
da tarefa, a generalizagdo do processo de determinagdo de assintotas obliquas ao
grafico de uma fungdo questionei os alunos neste sentido. Como ja tinham estudado
dois casos particulares de assintotas (verticais e horizontais) foi até mais facil
compreender que nesta questdo surge uma reta com propriedades semelhantes as ja
estudadas. Conseguiu-se, no final deste momento, a generalizacdo deste processo,
tendo os alunos reconhecido que o limite da diferenca entre a fungdo e a reta que se
diz assintota deve ser zero, quando x tende para mais infinito e/ou para menos infinito.

A aula trés (Anexo 09), também realizada no dia onze de margo, iniciou com a
seguinte questdo: “Se conhecer a expressdo algébrica de uma funcao e souber que
existe uma assintota ndo vertical, como posso determinar a sua equa¢do?”. Esta
questao surge porque, na realizagdo da questao 2 da tarefa 2, os alunos verificaram que
a equacao de uma determinada reta ¢ assintota obliqua a uma funcdo. Mas, se nao
conhecerem a equacdo da assintota como a podem determinar? Fiz uma breve

exposi¢ao sobre este conteudo sempre com a participacao ativa dos alunos. Propus o
~ Z_x+1 ~ ~ \ A
estudo da fungdo f(x) = % (fungdo da questdo 2) quanto a existéncia de

assintotas obliquas. Os alunos ja sabem que esta funcdo admite uma assintota obliqua
ao seu grafico (y = x — 1) em mais infinito ¢ em menos infinito, mas o objetivo era
agir como se nao o soubessem e desenvolver um processo para determinar esta
equagao. Os alunos reconheceram que, se a assintota existe ¢ sendo uma reta, tera uma
equacdo do tipo y = mx + b que fica definida se determinar o seu declive (m) e a

ordenada na origem (b). Depois de identificarem este aspeto, informei os alunos de

. () . . .
quem = lim — ¢ seeste limite der um niimero real, avangamos para o calculo da
X—>+0o

ordenada na origem b = lir;n (f (x) — mx). Os alunos efetuaram autonomamente o
X—>400

calculo de cada um dos limites, tendo obtido precisamente a reta que ja sabiam ser a
assintota, y = x — 1.

Depois deste momento, foram propostas duas tarefas do manual, 94.3 e 94.4
da pagina 69, para trabalhar a fluéncia processual na determinagao de assintotas, mas
também continuar a desenvolver a compreensdo do conceito. Apesar de estarem
previstas trés tarefas no plano de aula, comecei por propor aos alunos a resolugao de
duas com um momento de discussdo. Estava também prevista a realizacdo da tarefa 95

da pagina 71, mas o tempo que se dedicou as tarefas anteriores ndo o permitiu.
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As aulas quatro e cinco (Anexos 10 e 11), realizadas no dia 13 de margo, foram
pautadas pela ansiedade dos alunos com a noticia de encerramento das escolas. Assim,
houve necessidade de tranquilizar os alunos e antecipar algumas formas de
funcionamento a distancia, pelo que, ndo foi possivel realizar o trabalho que estava
planeado para esta aula. Por sugestdo da professora cooperante, foi pedido aos
estudantes que realizassem em casa as tarefas 18.2, 19.2, 19.4 e 20 da pagina 31 do
manual, previstas para esta aula.

Realizadas estas aulas, seguiram-se duas sessoes de ensino a distancia. Importa
mais uma vez frisar que a situacdo andémala vivida ndo foi favoravel ao ensino-
aprendizagem dos alunos. A sensagdo de incerteza e instabilidade face aos
acontecimentos prejudicou o empenho e motivacdo da turma. Por ser também um
periodo que antecedeu a interrupcao letiva da Pascoa, os alunos pareciam sentir-se ja
de férias o que revelou algum desinteresse também pelas aulas ainda lecionadas.

Para a primeira sessao de ensino a distancia foi proposta, com antecedéncia, a
realizacdo das tarefas 18.2, 19.2, 19.4 e 20 da pagina 31 do manual. Estas tarefas
estavam previstas para a quarta e quinta aulas da intervengao cujo objetivo era o estudo
do dominio, zeros e sinal de fungdes racionais, € a resolucdo de equacdes e inequacgodes
racionais. Na aula sincrona realizei uma breve explicacdo dessas tarefas e esclareci as
davidas que surgiram. Os alunos revelaram-se muito a vontade na realizacdo das
tarefas e manifestaram duvidas apenas em célculos pontuais.

A tarefa 3 estava prevista para sexta aula (Anexo 12) da intervencdo. Esta
tarefa, que previa o estudo das assintotas ao grafico de uma fungao racional foi, por
sugestdo da professora cooperante, enviada por e-mail aos alunos, juntamente com a
sua correcao.

Para a segunda aula sincrona os alunos resolveram previamente a tarefa 4. Esta
tarefa estava prevista para a aula numero sete (Anexo 13) da intervencdo. Uma vez
que esta acabou por ndo se realizar, a tarefa foi enviada aos alunos para que a
resolvessem e enviassem a resolu¢do via e-mail. Desta forma, pude proceder a sua
analise, identificando aprendizagens demonstradas e as dificuldades apresentadas,
bem como os processos de raciocinio utilizados pelos alunos. Na aula sincrona foi
apenas efetuada a correcdo das questdes oralmente e esclarecidas as dificuldades.

Realizaram-se apenas duas sessdes sincronas, na semana de 16 a 20 de marco.
Na semana seguinte, dia 24 de margo, realizou-se o teste escrito individual previsto

para as aulas nove e dez (Anexo 15). Na impossibilidade de realizar o teste
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presencialmente, foi combinado com os alunos que o teste seria enviado para a sua
conta de e-mail as 10:58 do dia vinte e quatro de margo e teriam uma hora e trinta
minutos para o resolver e enviar para o e-mail da professora cooperante a respetiva
resolucdo. Nao seriam aceites resolucdes enviadas fora do horario indicado. Todos os

alunos resolveram o teste escrito.
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Capitulo 4: Métodos e procedimentos de recolha de dados

Neste capitulo apresento as opgdes metodologicas do estudo, justificando o
facto de a considerar uma investigacdo de natureza qualitativa e interpretativa. Depois
de identificar os seus participantes, explico os métodos e instrumentos utilizados para
a recolha de dados e, posteriormente, os métodos adotados para a analise dos mesmos.

Por fim, faco uma breve referéncia a algumas questdes de natureza ética.

4.1. Opcodes Metodologicas

O presente estudo “O raciocinio matematico dos alunos do 11.° ano de
escolaridade no topico Assintotas ao grafico de uma fungdo” tem como objetivo
compreender a forma como os alunos do 11.° ano desenvolvem a sua aprendizagem
sobre Assintotas ao grafico de uma fungao, com especial atencdo aos processos de
raciocinio mobilizados num contexto de abordagem exploratéria. Para tal, segui uma
abordagem de investigacdo qualitativa e interpretativa. Do ponto de vista de Aires
(2015), ¢ uma investigagcdo qualitativa porque considera perspetivas tedricas distintas
e recorre a varias técnicas que permitem a recolha de dados no campo. Segue o
paradigma interpretativo pois sdo avaliadas as aprendizagens e dificuldades
manifestadas pelos alunos nas diversas tarefas realizadas e também os processos de
raciocinio matematico por estes utilizados. Pretende-se aprofundar o estudo dos
processos de raciocinio dos alunos, em particular neste topico, e poder até contribuir
com informagdes e dados pertinentes que se revelem fundamentais no seu ensino-
aprendizagem.

Uma investigacdo qualitativa e interpretativa deve contemplar as cinco
caracteristicas definidas por Bogdan e Biklen (1994): 1) “Na investigacdo qualitativa
a fonte direta de dados ¢ o ambiente natural, constituindo o investigador o instrumento
principal” (p. 47). Durante o periodo de aulas presenciais acompanhei os alunos nas
atividades desenvolvidas em sala de aula, recolhendo informacdes importantes
resultantes destas atividades. Deste modo, a investigacdo realizou-se em ambiente de
sala de aula sendo eu a principal responsavel pela recolha dos dados que suportam a
investigacdo; 2) “A investigacao qualitativa € descritiva” (p. 48). Os dados recolhidos

sdo descritivos e incluem notas de campo efetuadas todas as aulas, reflexdes das aulas
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por mim lecionadas, resolucdes dos alunos, gravagdo video das aulas lecionadas; 3)
“Os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do que simplesmente
pelos resultados ou produtos” (p. 49). A investigagdo integra elementos que pretendem
compreender, promover e estimular o desenvolvimento dos processos de raciocinio
matematico dos alunos e ndo, apenas os bons resultados escolares. De facto, o objetivo
¢ que os alunos desenvolvam as suas capacidades de conjeturar, generalizar e justificar
através de tarefas e discussodes coletivas realizadas com esse proposito. A conclusido
do meu estudo nao se baseara somente nas classificacdoes obtidas no teste escrito
individual. E muito mais fundamental compreender a forma como os alunos
desenvolvem a sua aprendizagem no topico com especial atencdo aos processos de
raciocinio mobilizados no contexto de abordagem exploratoria; 4) “Os investigadores
qualitativos tendem a analisar os seus dados de forma indutiva” (p. 50). O estudo
pretende criar novo conhecimento e novas conclusdes acerca dos processos de
raciocinio dos alunos do 11.° ano de escolaridade na aprendizagem do tdpico
Assintotas ao grafico de uma fungdo. S3o poucas as perspetivas tedricas e estudos
existentes sobre o desenvolvimento do raciocinio matematico neste topico e, por esse
motivo, espero contribuir para a criacao de dados relevantes provenientes do terreno e
que relacionem uma capacidade que ¢ transversal ao ensino da Matematica com um
conteudo particular da Matematica; 5) “O significado ¢ de importancia vital na
abordagem qualitativa” (p. 51). Todos os alunos foram contributos essenciais da
investigacdo. A sua presenca ¢ participacdo nas interagcdes realizadas, as suas
resolucdes, as suas perspetivas foram sempre tidas como importantes no sentido de
compreender a forma como raciocinavam e construiam o seu conhecimento.

Como mencionado em Aires (2015, p. 16) o processo de investigacao
qualitativa € “uma trajetoria que vai do campo ao texto e do texto ao leitor”,
constituindo um processo de investigacdo que evolui ao longo de seis niveis:
investigador, paradigmas de investigacdo, estratégias e métodos de investigagdo nos
paradigmas qualitativos, técnicas de recolha de materiais empiricos, métodos de
analise de informagao e avaliagdo e conclusdo do projeto de pesquisa (Aires, 2015, p.
17). Durante este periodo desenvolvi o papel de professora, mas também de
investigadora. Lecionei o topico de ensino Assintotas ao grafico de uma fungao tendo
sido responsavel pela planificacdo das aulas, pela escolha das tarefas propostas e pela

avaliagdo dos alunos, de modo a concretizar os objetivos do estudo. No papel de
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investigadora, fui responsavel pela recolha dos dados que me permitiram dar resposta

as questdes de investigacdo a que inicialmente me propus.

4.2. Participantes no estudo

Sendo este um estudo de natureza qualitativa, os seus participantes devem
permitir “obter a maxima informagao possivel para a fundamentacdo do projeto de
pesquisa” (Aires, 2015, p. 22). A diversidade de dados permite “contribuir para o
processo de compreensdo dos fendmenos analisados” (Aires, 2015, p. 58). Decidi,
portanto, considerar como participantes no estudo os vinte e dois alunos que
constituem a turma do 11.°B do curso Cientifico-Humanistico de Ciéncias e

Tecnologias, da Escola Bésica e Secundaria Alfredo da Silva, no Barreiro.

4.3. Métodos e instrumentos de recolha de dados

O presente estudo segue uma abordagem metodologica de natureza qualitativa
e interpretativa. Neste sentido, a recolha de dados recorre a varios processos
caracteristicos de um estudo desta natureza. Segunda Aires (2015) “a selecao das
técnicas a utilizar durante o processo de pesquisa constitui uma etapa que o
investigador ndo pode minimizar, pois destas depende a concretizacdo dos objetivos
do trabalho de campo” (p. 24). As técnicas de recolha de dados utilizadas foram a
observagado participante, com registo video das aulas lecionadas e a elaboragao do
diario de bordo, e a recolha documental com os documentos que constituem as
resolucdes dos alunos de algumas das tarefas propostas. A observacao €, na opinido de
Aires (2015), uma técnica direta de recolha de dados que permite a “recolha de
informagao, de modo sistematico, através do contacto direto com situacgodes
especificas” (p. 24/25). A observagao €, neste caso, cientifica pois pretende “obter uma
visdo mais completa da realidade” (Aires, 2015, p. 25) e participante pois, enquanto
investigadora, introduzi-me no ambiente da sala de aula para um melhor conhecimento
das circunstancias e uma recolha de dados de acordo com os objetivos pretendidos. Os
registos elaborados por mim durante e no final de cada uma das intervengdes,

constituiram uma forma de apontar aspetos importantes a ter em conta em momentos
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de discussdo coletiva, situacdes em que os alunos evidenciaram processos de
raciocinio, aspetos positivos e aspetos menos conseguidos da intervencao.

Colas (1992) identificou trés etapas caracteristicas da observagdo: selecao de
cenarios, recolha de informagdo e tratamento de protocolos recolhidos. No cenario
escolhido, a sala de aula, foram ainda efetuados registos video que, posteriormente,
foram alvo de uma analise detalhada. As técnicas indiretas de recolha de dados

(1333

constituem um complemento aos métodos diretos, essenciais para ““validar” e
contrastar a informacdo obtida, reconstituir acontecimentos importantes para as
pessoas ou grupos sociais em analise, gerar hipoteses, etc” (Aires, 2015, p. 42). As
producdes escritas elaboradas pelos alunos em cada uma das tarefas, concretizadas
individualmente ou em grupo, constituiram fontes de investigagdo e a sua analise
permitiu completar as informagdes recolhidas em sala de aula. As resolu¢des dos
alunos assumiram uma maior importancia no periodo de aulas que se realizou a
distancia, permitindo ter noc¢do das aprendizagens realizadas e dificuldades
apresentadas e da forma como os processos de raciocinio sdo utilizados nas tarefas.
Para responder as questdes de investigacdo, foram planificadas aulas que
envolviam tarefas com questdes especificas que levam os alunos a utilizar os diferentes
processos de raciocinio € com momentos de discussao coletiva que permitiam também
identificar a utilizagdo de diversos processos. As produgdes escritas dos alunos nestas
tarefas foram essenciais para responder a todas as questdes, ainda mais numa situa¢ao

de ensino a distancia.

Tabela 2 - Questdes do estudo e fontes de dados

Fonte de dados Questdao | Questdo | Questdo
1 2 3
Observacgao direta — notas e reflexdo aula a aula X X X

Recolha documental - Produgdes escritas dos

alunos nas tarefas, em aulas selecionadas

Registo video de momentos selecionados X X X
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4.4. Métodos de analise de dados

Depois de efetuada a recolha de dados, “a andlise da informagao constitui um
aspeto-chave e também problematico do processo de investigagdo” (Aires, 2015, p.
43). Esta analise consiste, de acordo com Bogdan e Biklen (1994), no “trabalho com
os dados, a sua organizagdo, divisdo em unidades manipuldveis, sintese, procura de
padroes, descoberta de aspetos importantes e do que deve ser aprendido e a decisdo
sobre o que vai ser transmitido aos outros” (p. 205). Seguindo as orientagdes do autor,
comecei por efetuar uma transcricdo das gravagdes das aulas lecionadas
presencialmente, o que me permitiu uma analise mais clara dos acontecimentos e dos
dados que poderiam ser interessantes para o trabalho em causa. Realizada uma anélise
preliminar dos dialogos resultantes das aulas, analisei cada uma das tarefas realizadas.
Em cada uma delas, considerei as aprendizagens conseguidas e as dificuldades que
foram sendo evidenciadas por cada grupo ou aluno. Procurei ainda identificar

processos de raciocinio utilizados pelos alunos nas diversas questdes propostas.

Organizados os dados resultantes de cada tarefa, e para dar respostas as
questoes de investigagdo estruturei a andlise de dados da seguinte forma:
aprendizagens realizadas e dificuldades manifestadas pelos alunos (em cada uma das
tarefas realizadas) e, raciocinio na aprendizagem das assintotas (formulacao de
conjeturas, generalizagdo e justificacdo). No final, procurei analisar em que medida as
aprendizagens desenvolvidas pelos alunos correspondem aos objetivos de
aprendizagem previamente estabelecidos, quais as dificuldades manifestadas na
aprendizagem do topico e quais os processos de raciocinio mobilizados num contexto

de abordagem exploratoria.

4.5. Questoes éticas

Sendo esta uma investigacdo que envolve sujeitos, menores, ndo se podem
descurar determinados aspetos de natureza ética. Bogdan & Biklen (1994) consideram
duas questdes éticas essenciais na realizagdo de investigagdes que envolvem pessoas:
“o consentimento informado e a protegdo dos sujeitos contra qualquer espécie de
danos” (p. 75). No inicio do ano letivo foi pedido a cada Encarregado de Educagdo

consentimento para a participacao no estudo e para o registo de imagens. Assim sendo,
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as gravagdes video efetuadas foram apenas vistas e analisadas por mim para a
concretizagdo da andlise de dados no ambito da realizagdo da pratica de ensino
supervisionada. Durante todo o processo sdo protegidas as identidades e os dados
pessoais dos participantes no estudo. Deste modo, os nomes dos alunos referidos ao

longo do relatdrio sao ficticios de modo a salvaguardar o anonimato.
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Capitulo 5: Analise dos dados

No presente capitulo descrevo e analiso os dados recolhidos durante a
lecionacdo da unidade didatica. Serdo analisadas as aprendizagens realizadas e as
dificuldades observadas na realizagdo das tarefas bem como os processos de raciocinio
matematico mobilizados pelos alunos no estudo das assintotas verticais, horizontais e

obliquas em particular nas suas resolu¢des € nos momentos de discussdo coletiva.
5.1. Aprendizagens realizadas e dificuldades apresentadas pelos alunos

a) Tarefa 1

A Tarefa 1 (Anexo 01) foi proposta na primeira aula da intervencdo cujo
objetivo era a aprendizagem do conceito de assintotas verticais ao grafico de uma
funcdo. E constituida por duas questdes que pretendem fazer a introdugdo do conceito
de assintota ao grafico de uma funcao e, em particular, de assintota vertical. Os alunos
realizaram-na a pares, tendo existido um momento de discussdo coletiva para cada

uma das questdes e uma sintese no final desta aula.
Questdo 1 (Figura 5).

1. O coeficiente de ampliacio A de uma certa lupa é dado, em funcdo da distincia d (em

decimetros) da lupa ao objeto por:

Ald) = % .d € [05]

1.1. Determina o coeficiente de ampliacio quando a limpada se encontra a uma distancia do
objeto de:

a) 0dm

b) 4,5dm

c) 4,9dm
d) 4,9999 dm

1.2. Com o auxilio da calculadora, representa o grafico da funcdo A.

1.3. Determina o valor de ii?;l_ A(d) e interpreta o resultado obtido.

Figura 5 - Enunciado da questdo 1 da Tarefa 1
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A questdo 1.1. envolvia apenas o calculo de A(0), A(4,5), A(4,9) e A(4,9999).
Como esperado, os alunos ndo apresentaram dificuldades e conseguiram obter os

resultados corretos. As primeiras insegurangas verificaram-se na questao 1.2. em que

¢ pedida a representacdo grafica da fungdo A(d) = %,d € [0,5[. Surgiram
representacdes diferentes. Umas que tinham em conta o dominio da fungdo
apresentado no enunciado, d € [0,5[, e outras que ndo tinham em conta o dominio.
Discutiram-se duas representagdes correspondentes a diferentes grupos de trabalho, a

de Julia e Leonor (Figura 6) e a de Mateus e Madalena (Figura 7).

Figura 7 - Resolu¢do de Mateus e Madalena (Tarefa 1, questdo 1.2.)

O par Julia e Leonor teve em conta o dominio da fungdo apresentado no enunciado
(d € [0,5]) e, no momento de trabalho autonomo colocaram-me precisamente essa

questdo:

Julia: Para metermos o grafico temos de meter isto assim nao €?
(Julia mostra-me o que escreveu no menu Grafico da calculadora:

5
Y1:=,[0,5])
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Professora: Mas o que pretendes com esse intervalo?

Julia: Porque o d so pertence a esse intervalo.
Apesar de poderem alterar a janela de visualiza¢do do grafico para definir o dominio,
as alunas definem o intervalo de visualizacdo no local onde introduzem a expressao
algébrica, o que também permite uma visualizagdo adequada. O importante é terem

em conta este aspeto ao contrario do que fizeram Mateus ¢ Madalena.

Ao considerar as duas representagdes, Tiago descarta imediatamente o grafico
de Mateus e Madalena (Figura 7) e faz a seguinte observacdo ao grafico de Julia e

Leonor (Figura 6):

Tiago: O 5 ¢ aberto!

Professora: Tiago queres vir aqui corrigir o grafico?
De facto, a representacdo elaborada por Julia e Leonor tem em conta o dominio da
fungdo, mas a forma como ¢ apresentada no quadro parece que a fungdo interseta a
reta de equacdo d = 5, situacdo que mereceu a atencao de Tiago. No quadro, pronto a
melhorar o grafico apresentado pelas colegas, Tiago revela alguma inseguranga na

corre¢do da representacao grafica e expoe a sua dificuldade:

Tiago: Mas calma tenho de fazer a reta, ndo ¢? Ou ndo ¢ preciso? Desde que
nao toque...
Na mesma intervencao Tiago expde uma dificuldade e atribui-lhe uma resposta. Esta
confuso pois ndo sabe se deve representar a reta de equacao d = 5, pois 5 nao pertence
ao dominio da fun¢do. Ao mesmo tempo que coloca a questdo, responde
imediatamente que nao ¢ necessario pois o importante € que se saiba que a fungdo nao
interseta essa reta e que se tenha esse cuidado na representacdo. Desta forma, Tiago

mostra compreender a relagdo existente entre o grafico da fungdo e aretad = 5.

Na discussdo da questdo 1.3, onde era pedido para determinar o dll'TFr,l_ A(d) , surgem

diferentes estratégias de resolucdo. Alguns alunos respondem a questdo a partir da
andlise do seu grafico enquanto outros efetuam analiticamente o célculo do limite
quando d tende para 5~. Os alunos ja tém uma vasta experiéncia no calculo de limites

e, portanto, sentem-se a vontade neste calculo. Temos o exemplo de Inés e Joel que
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efetuaram o calculo do dlirgl_ A(d). Inés, apresenta a resolucdo no quadro (Figura 8),

com alguns erros de escrita.

Figura 8 - Resolugdo de Inés (Tarefa 1, questao 1.3.)

Quando observo que Inés se esqueceu de escrever dlirsn em alguns locais, a aluna
im

reconhece imediatamente o erro. Nao se verificaram dificuldades neste calculo, mas
houve quem o fizesse de forma diferente. E o caso de Tiago que reage a resolugdo da

colega Inés:

Tiago: Eu vi apenas no grafico!

A afirmacdo de Tiago constituiu uma evidéncia da existéncia de outras
estratégias de resolucdo adotadas pelos alunos. Muitos alunos aproveitam a
intervencao de Tiago para afirmar que também recorreram apenas ao grafico da funcdo
para responder a questdo. E, de facto, considerando que os alunos representaram o
grafico na questdo anterior, esta estratégia ¢ uma possibilidade que, inclusivamente,
pode simplificar a resolucdo da tarefa. Catia, umas das alunas que afirma ter recorrido
ao grafico, vai ao quadro explicar como tirou as suas conclusdes. Ja no quadro e, antes
de iniciar a sua explicacdo, decide representar no grafico a reta de equagdo d = 5, a
tracejado. Neste momento do trabalho, em que ainda ndo se fez mengdo ao conceito
de assintota, nem do que ela representa graficamente, € interessante a preocupacao de
Céatia em representar a reta de equacdo d = 5, antes de explicar o que quer seja. A
aluna teve a preocupacdo de o fazer, como que para indicar que o grafico da fungdo
ndo passa daquela reta para o lado direito, como se ali existisse uma “barreira”. Mas

porqué uma linha a tracejado e ndo uma linha continua? Catia reconhece que o valor
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5 ndo pertence ao dominio da fungdo e, por esse motivo, quer distinguir de alguma
forma o grafico da funcdo dareta d = 5.

Apds discussdao da questdo 1.3., os alunos comecam a revelar a compreensao
do significado do conceito de assintota graficamente. No final da questdo 1, sabem que
5 ¢ um ponto onde a fun¢do ndo esta definida pois o seu dominio (indicado no
enunciado) é o intervalo [0,5] € que d = 5 é uma reta com uma caracteristica especial
relativamente ao grafico da funcdo. No momento de discussao coletiva desta questao,
os alunos ficam a saber que a reta de equacdo d = 5 é denominada assintota ao grafico

da funcao, devido a intervencao de Julia:

Professora: Alguém sabe que nome se d4 a essa reta?
Julia: Assintota?!

Julia, ja conhece a palavra assintota, apesar de mostrar alguma hesitacdo quando
responde a minha pergunta. Afirma corretamente o nome da reta pois talvez ja tivesse
ouvido falar neste conceito, apesar de ndo ter conseguido acrescentar mais
informagdes ou uma justificagdo para a sua resposta. Ou por outro lado, podera ter tido
a preocupacao de procurar o conteudo que se segue a Continuidade de funcdes na
planificacdo da disciplina, fazendo uma preparagao prévia das aulas. O conceito de
assintota € um conceito completamente novo para a maioria dos alunos e inicia-se aqui

o seu estudo.

Questdo 2 (Figura 9).

2. Considera a funcao real de variavel real definida por f(x) = i

2.1. Com o auxilio da caleuladora, representa o grafico da funcdo f.

2.2. Indica o dominio da funcio f.

2.3. O que observas no comportamento de f quando x tende para zero por valores superiores a

zero (x = 0%) ? E quando x tende para zero por valores inferiores a zero (x = 07) ?

Figura 9 - Enunciado da questdo 2 da Tarefa 1
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Na questéo 2.1. é pedida a representagio do grafico da fungdo f(x) = i e, na questao

2.2., é pedido o respetivo dominio. Nas duas questdes, testemunho uma maior
preocupagdo e cuidado com a representacdo grafica e, uma atencdo especial, ao
dominio da fung¢do. Os alunos reconhecem estes dois aspetos como importantes para a
determinagdo de assintotas verticais, comec¢ando assim a compreender o processo para
as obter.

Na discussao da questdo 2.3 surgem novamente duas diferentes estratégias de
resolugdo: o célculo analitico dos limites quando x tende para 0% e para 0~ e a
utilizacdo da calculadora grafica para os determinar. Tiago diz que obteve +o0 e —oo
no resultado dos limites e peco que va ao quadro apresentar a resolucdo que fez para

chegar a essa conclusao (Figura 10):

Figura 10 - Resolucao de Tiago (Tarefa 1, questdo 1.3.)

O aluno, desta vez, opta pelo calculo analitico dos limites. Apesar de ter trabalhado
com Camila ¢ muito mais interventivo do que a colega, manifestando-se sempre que a
sua resolucdo ndo corresponde ao apresentado no quadro ou caso ndo concorde com
alguma afirmacao.

Para compreender se os alunos entendem o papel que a calculadora grafica
pode assumir ¢ de que forma a podem utilizar para calcular estes limites, faco a

seguinte questao:

Professora: Outra forma de encontrar o valor destes limites sem recorrer ao
calculo do limite?

Julia responde:

71



Julia: Ir ao grafico.

Mais uma vez, os alunos recorrem a diferentes estratégias para examinar o
comportamento da fun¢do consoante x se aproxima de zero por valor inferiores ou
superiores a zero. Projeto o grafico da funcdo (Figura 11) e peco a Julia que o utilize
para explicar aos colegas como procedeu e como conseguiu através da representagao

grafica as mesmas conclusdes de Tiago.

b
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Figura 11 - Grafico da fun¢ado (Tarefa 1, questao 2.3.)

Professora: Vai la ao grafico do quadro e explica isso aos teus colegas.

Juilia: Se os valores vém por 07, vai bater aqui.... vai para +0o0 mas nunca chega
ao zero.

Professora: A que zero?

Julia: Aqui (e aponta para a reta x = 0).

Professora: E o que ¢ isso?

Julia: E uma reta.

Professora: De equacao...

Julia: x = 0

Professora: E quando x tende para zero por valores inferiores a zero?

Jilia: E a mesma coisa so que vai para —oo e nunca chega a bater na reta x =
0.

Quando refere que a fung¢do “nunca chega ao zero”, Julia refere-se a reta de equacao
x = 0. Contudo, apresenta alguma dificuldade em identificar que, o valor zero do qual

diz que a fun¢do se aproxima, na verdade corresponde a uma reta. Com alguma
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insisténcia da minha parte indica que, de facto, a equagdo da reta. A resposta de Julia
revela que compreendeu que, o grafico da fungcdo ¢ um apoio excecional para a
determinagdo de um limite, bem como o procedimento para determinar a assintota
usando apenas esta representacdo. Este era também um dos objetivos da tarefa.
Pretendia-se que os alunos alternassem entre representacdes graficas e algébricas para
uma melhor compreensdo e dominio dos conceitos trabalhados. Independentemente
da estratégia utilizada, os alunos conseguem determinar os limites afirmando que,
quando x tende para 0% a fungio tende para +oo e quando x tende para 0~ a fungdo
tende para —oo. Os alunos conseguem relacionar as conclusdes resultantes da
discussao coletiva efetuada no final da questdo um com a questdo agora a ser analisada,

identificando facilmente que areta x = 0 ¢ a assintota vertical ao grafico desta fungdo:

Professora: O que conseguimos concluir desta reta?

Jodo: Que ela ¢ assintota...
No momento de discussdo coletiva, procuro levar os alunos a construir o processo de
determinacdo de assintotas verticais ao grafico de uma fun¢ao com base naquilo que
fizeram nas duas questdes desta tarefa. A questdo “Dada qualquer fungio, o que tenho
de fazer para determinar uma assintota vertical ao grafico dessa fungao?”, Catia
responde que deve comegar-se por “Calcular o valor do limite de um ponto que ndo
pertence ao dominio”. Catia faz esta afirmacdo com base naquilo que se efetuou na
tarefa 1, para as duas fungdes estudadas. Contudo, ndo afirma o ponto ou os pontos
para os quais se devem calcular os limites laterias. Para ajudar a ultrapassar esta

dificuldade, procuro que analisem melhor o que fizeram nas questdes 1 e 2 da tarefa:

Professora: No primeiro caso, qual era este ponto?

Varios alunos: 5.

Professora: E no segundo?

Varios alunos: 0.

Professora: E nos calculdmos os limites...

Catia: Para5* ¢ 5. Epara0*t e 0~.

Joel: Nao s6 para 5™.

Professora: E porque é que ndo calculamos o limite quando x tende para 5*?
Juilia: Porque o d esta entre 0 e 5, entdo ndo ha 57.

Os alunos revelam dificuldade a identificar quais os pontos para os quais se deve
calcular os limites laterais, sempre que se pretender averiguar a existéncia de assintotas
verticais ao grafico da fungdo. Através dos casos particulares das fun¢des da tarefa 1,

os alunos conseguem identificar em cada uma dessas fungdes quais os pontos para os
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quais se devem calcular os limites laterais. De seguida, é necessario saber o que se

pretende desses limites.

Professora: (...) Entao, limites laterais e depois?

Julia: Nao podem ter o mesmo limite, acho eu.
A semelhanga do que fez Catia no didlogo anterior, Jalia também responde com base
nos casos particulares que analisou na tarefa. Na questdo 2.3. os limites laterais quando
x tende para 0* ¢ 0~ deram resultados diferentes e conclui-se que y = 0 € assintota.
O erro na afirmagdo de Julia resulta, certamente, deste caso particular. Para que a aluna
compreenda que, as questoes 1 e 2 da tarefa 1 sdo diferentes na medida em que, na

questao 1 so foi calculado o limite a esquerda do ponto considerado, contraponho:

Professora: Mas nio calculamos o limite quando d tende para 5 e concluimos
a mesma que € assintota.

Julia: Mas era porque nao estava definido.

Joel: O dominio ¢ de 0 a 5.

Professora: O que deram os limites calculados?

Varios: 400 e —oo,

Julia: Tem de ser divergente.

Julia refere que a funcdao ndo estd definida para valores superiores a 5 e, por esse

motivo, ndo se calculou o dlim+A(d). Para reforcar esta conclusdo, Joel volta a
-5

mencionar o dominio da fun¢do mostrando o reconhecimento da sua importancia na
determinagdo de assintotas verticais. Deste modo, Jilia compreende o porqué de nao
ter calculado o limite quando d tende para 5%, como diz “porque ndo estava definido”.
Como este limite ndo foi calculado na questao 1, nada pode concluir relativamente a
ele. Assim, para que uma reta seja assintota vertical ao grafico da funcdo basta que um
dos limites laterais calculados para o ponto em que se suspeita a sua existéncia seja
400 ou —o0.

No final desta tarefa, apesar de apenas resolvidas duas questdes que envolvem
assintotas verticais ao grafico da funcdo, os alunos apresentaram aprendizagens sobre
o conceito e conseguiram ultrapassar entendimentos errados. O estudo de outros tipos
de assintotas, nas tarefas seguintes, impulsiona uma compreensdao mais estavel do

conceito.

b) Tarefa 2
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A tarefa 2 (Anexo 02), realizada na segunda aula, é formada por duas questoes.
A primeira (Figura 12) tem como objetivo iniciar o estudo das assintotas horizontais

ao grafico de uma funcdo. Os alunos ja efetuaram a representacdo grafica da fungdo
flx) = i na questdo 2 da tarefa 1. A segunda questdo (Figura 13) pretende iniciar o

estudo das assintotas obliquas ao grafico de uma fungdo, através da fungdo f(x) =

x%2—x+1

. A tarefa foi resolvida pelos alunos a pares. A cada questao da tarefa seguiu-se

um momento de discussdo coletiva e, no final da aula, um espaco para uma sintese

final.

Questdo 1 (Figura 12).

: 1
1. Retoma a funcio da questdo 2 da tarefa anterior: f(x) = "
O que observas no comportamento de f quando x tende para +oo 7 E para —o0?

Figura 12 - Enunciado da questdo 1 da Tarefa 2

Durante o seu trabalho autonomo, Pedro questionou-me no sentido de saber se poderia
responder a questdo baseando-se apenas na andlise da representacdo grafica. No
momento de discussao coletiva, quando o interpelo para apresentar a sua resolucao a
turma, Pedro apresenta o calculo dos limites quando x tende para +o0 e —oo. Quando
0 questiono, percebo que nao ficou suficientemente confiante com a resposta obtida
através do grafico da fungao e, por isso, terd decidido verifica-la recorrendo ao calculo

dos limites:

Pedro: Supostamente, fiz o limite.

Professora: Fizeste o limite? Entdo, mas perguntaste-me...

Pedro: Sim! Porque quando faco o grafico da para perceber que o resultado

dos limites ¢ zero.
Considerando a resposta de Pedro que relaciona o grafico com os limites da fungao,
peco-lhe para ir ao quadro apresentar o calculo dos limites e explicar como os pode
relacionar com a representagdo grafica. Neste momento, o aluno revela algumas

dificuldades na comunica¢do da sua interpretagdo tanto grafica como algébrica e, por

esse motivo, Maria intervém na discussio:

75



Professora: Entdao, vem 14 fazer os limites.

(Pedro apresenta o calculo dos limites no quadro enquanto trato de projetar o

grafico da fungdo (Figura 5))

Professora: Fizeste os limites e depois...

Pedro: Fui ver ao grafico se aquilo que eu tinha feito se confirmou. Quando x

tende para +oo, a fungdo estd a ir sobre o eixo, mais préximo do eixo... (Pedro

refere-se ao eixo das abcissas).

Professora: O que € que queres dizer com isso?

Maria: Aproxima-se do zero mas nunca la chega.

Professora: E quando x tende para —oo?

Maria: A mesma coisa.
Esta ¢ uma situagdo comum a varios alunos. Nao parecem sentir-se suficientemente
confiantes ao apresentar a resposta apenas com base na analise do grafico da funcao.
Assim, acabam sempre por recorrer ao método analitico, que lhes transmite maior
certeza ou seguranca. Ainda que, durante a discussdo coletiva consigam relacionar
corretamente as duas estratégias.
Maria e Pedro referem que a fungdo se “aproxima de zero” quando x tende para —oo
e quando x tende para +oo. Contudo, a semelhanga do que aconteceu anteriormente
com outros alunos, Maria nao se refere especificamente a reta. Refere sim que a fungao
“aproxima-se de zero”. Neste momento do trabalho, aponto-o como sendo uma
dificuldade uma vez que, na tarefa 1, os alunos ja verificaram que a fungao se aproxima
de uma reta e nao de um ponto. S6 depois de alguma insisténcia da minha parte ¢ que

os alunos referem que a fungdo se esta a aproximar da reta de equacao y = 0.

Professora: Vocés referem que se aproxima de zero, mas que zero ¢ este?
Varios alunos: y = 0.

Em conclusao, os alunos identificam que a funcao se aproxima da reta y = 0 quando
x tende para +o0 e —oo. No momento de discussdo, os alunos comprovam que,
independentemente da estratégia utilizada, se obtém o mesmo resultado. Conseguem
fazer a conex@o entre o calculo dos limites e a representacao grafica, obtendo através
de duas representacdes distintas uma mesma conclusdo. Também no momento de
discussdo conseguem descrever o processo utilizado até concluir que y = 0 ¢ assintota
1

horizontal mediante aquilo que fizeram para o caso particular da fungéo f(x) = -

Professora: Se vos desse uma fungdo qualquer e pedisse para calcular as
assintotas horizontais ao grafico dessa fun¢@o, o que ¢ que vocés faziam?
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Catia: Os limites para +oo e para —oo.

Professora: Na questao que resolveram, o que deram esses limites?

Varios alunos: 0.

Professora: E o que concluimos?

Varios alunos: y = 0 ¢ assintota.

Professora: E se os limites tivessem dado 5?

Julia: 1a ser 5.

Professora: 1a ser?

Mateus: y = 5.
Conseguem, de facto, relatar o processo para determinar assintotas horizontais ao
grafico de uma fung¢do. Tanta certeza nao tenho relativamente ao facto de conseguirem
interpretar o resultado obtido dos limites calculados se a situagao for diferente deste
caso em estudo. Nesta situacao, os limites quando x tende para —oo e para +oo, dao o
mesmo valor e conclui-se que y = 0 ¢ assintota. Para verificar se os alunos conseguem
interpretar o resultado dos limites, numa situacao diferente, pergunto:

Professora: Entdo e se este aqui ( lim f(x)) tivesse dado 0 e este ( lim f(x))

xX—+00 X——00

tivesse dado —oo?

Vérios alunos referem que nesse caso nao existem assintotas ao grafico da func¢ao, tal

como suspeitava. Mas Mateus ndo concorda com a afirmacao de alguns colegas e diz:

Mateus: Nao! Mas quando um ¢ oo, ndo precisam de ser os dois.

O aluno revela alguma confusao com o processo definido, na tarefa 1, para determinar
assintotas verticais ao grafico de uma fungdo. Esta confusdo pode resultar da pouca
experiéncia ainda na resolucdo de tarefas que envolvem assintotas dos dois tipos,

resultando assim numa falta de fluéncia processual e fraca compreensao concetual.

Questao 2 (Figura 13).
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x*-x+1

[ ]

. Considera a fungfio f definida por f(x) = earetar deequagioy = x — 1.

[ ]

.1. Como é o comportamento da funcdo f quando x tende para +o0 ? E quando x tende para —co ?
2.2. Identifica o que representa, para cada valor de x (x # 0), a expresso f(x) — (x — 1) .
2.3. Determina lim [f(x) — (x — 1)] e lim [f(x) — (x — 1)].

X—+oo X——=Co

Figura 13 - Enunciado da questdo 2 da Tarefa 2

A questao 2 (Figura 13) tem como objetivo iniciar o estudo do conceito de

assintota obliqua ao grafico de uma fun¢do. Contudo, nesta questao ¢ dada, ndo sé a

x%2—x+1

fungdo f(x) = , mas também a equacdo da sua assintota. Pretende-se que os

alunos analisem graficamente a relagcdo entre a funcdo e a sua assintota para facilitar,
posteriormente, a descrigdo do processo que permite verificar se uma reta € assintota

ao grafico da funcdo. A questdo 2.1. pede a analise do comportamento da fungao

2_
fx) = ol xx+1 quando x tende para +ocoe para —oo. Ao contrario das questdes

anteriores, aqui nunca ¢ pedido o grafico da fun¢ao deixando ao critério dos alunos
essa necessidade ou ndo. Os alunos reconhecem que tém de calcular os limites quando
x tende para +oo e para —oo ou utilizar o grafico da funcao para responder a pergunta.

Esta questdo ndo suscita duvidas e revela ser um bom contributo para um dos
objetivos transversal a todas as aulas - refor¢ar a complementaridade e as conexoes
entre o calculo dos limites e a analise do grafico da fungdo para fazer o estudo das
assintotas. O gréafico da funcdo ¢ um excelente apoio na determinagdo de assintotas ao
grafico de uma fun¢do. Madalena e Mateus optam pelo célculo analitico dos limites

(Figura 14) e Madalena interpreta corretamente o seu significado.

£ .4 ) u L =
s A Lir WSl e RS
s H “—40 M W =400
0 L »
LN __a'i_l_:_Li__+ Al R e, MAS B L | 4 =0
L —3S -y i H = -co A H—

Figura 14 - Resolugdo de Madalena e Mateus (Tarefa 2, questao 2.1.)
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Professora: O que concluis dai Madalena?
Madalena: Que quando x tende para +oo, a funcdo tende para +oo. E quando
x tende para —oo, a fungdo tende para —co.

Madalena consegue interpretar corretamente os resultados obtidos com o célculo dos
limites. Alids, todos os alunos o conseguem fazer sem dificuldade, mesmo os que
recorrem a representagao grafica. Alguns grupos de trabalho recorreram a calculadora
para estudar o comportamento da funcdo, algo que verifico no momento de trabalho
autébnomo, enquanto circulo pela sala e porque o indicam também no momento de
discussdo coletiva. Apesar disto, nas resolugdes que me entregam nenhum grupo
representa o grafico da fungdo nem uma conclusido decorrente do grafico. E o caso de

Carolina e Jodo:

Professora: Quem ¢ que nao fez assim o cédlculo dos limites nesta questao?
Carolina: Eu fui ver ao grafico e vi que quando x tende para +oo, a funcao
tende para +o0. E quando x tende para —oo, a fungdo tende para —oo.

Apesar da justificacdo apresentada oralmente pela aluna, na resolugdo entregue pelo

seu grupo (Figura 15) consta:

|
X +nal fla]

Figura 15 - Resolucdo de Carolina e Jodo (Tarefa 2, questdo 2.1.)

Mais uma vez, verifica-se que os alunos nao aceitam, exclusivamente, a analise do
grafico da fun¢do para responder a questdo, recorrendo a resolucdo analitica para se

sentirem mais confortaveis e confiantes com a resposta que apresentam.

A questdo 2.2. onde se pretendia identificar o significado da expressdo f(x) —
(x — 1) foi, de todas, a que suscitou mais dificuldades. Alguns alunos, como ¢é o caso
de Carolina e Jodo (Figura 16), comecam por determinar a expressdo algébrica

correspondente a f(x) — (x — 1).
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Figura 16 - Resolugdo de Carolina e Jodo (Tarefa 2, questdo 2.2.)

Depois de obtida a expressido simplificada (i) correspondente a f(x) — (x — 1), os

alunos nao conseguem obter nenhuma conclusao. E ficam por esta resolugao.

Ja os alunos Catia e Afonso (Figura 17) ndo conseguem identificar precisamente o que
representa f(x) — (x — 1) para qualquer valor de x. No entanto, vdo mais longe ao
indicar que a fung¢do f(x) — (x — 1) tende para zero, escrevendo: “as abcissas vio se

juntando cada vez mais quando a funcao tende para +oo, ou seja, tende para 0.

2.2
/‘)'7‘[,2’—0 :

{/Aﬁmb aaclor 4, amous Gl C Adieelcc
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~

v
Figura 17 - Resolucao de Catia e Afonso (Tarefa 2, questao 2.2.)

E possivel compreender a frase escrita pelos alunos e a ideia que pretendem transmitir.
Provavelmente, os alunos concluiram-na recorrendo a calculadora grafica (nao ¢ claro
na resolucgdo), verificando que as fungdes estdo cada vez mais proximas a medida que
x tende para +oo.

Ainda para a resolucdo desta questdo, alguns alunos decidiram representar na

xZ—x+1

calculadora gréfica, o grafico da fungdo f(x) = ,ograficodaretay=x—1 ¢

o grafico da ﬁmgﬁo% (correspondente a f(x) — (x — 1)). No entanto, ndo conseguem

interpretar o significado dos graficos obtidos e desistem da estratégia. Nenhum dos
grupos apresentou esta estratégia na folha de respostas, mas fui-me apercebendo dela
ao longo do trabalho auténomo. Para a explorar e esclarecer as dificuldades que os
alunos demonstraram na interpretacao do grafico obtido, recorro a calculadora grafica
no computador para analisar esta situagdo com a turma (Figura 18). Apesar disto, ndo
conseguem identificar precisamente o que representa f(x) — (x — 1) para qualquer

valor de x, apenas concluem que tende para zero.
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Figura 18 - Gréafico obtido na Tarefa 2, questdo 2.2.

Professora: Nesta representacao, a azul ¢ o grafico da fungdo, a vermelho € o
grafico da reta e a verde € o grafico do qué?
Jodo: Da diferenca.

Professora: Da diferenca entre f(x) e x — 1 que é i E com este grafico como

¢ que conseguiam obter a mesma conclusao?

(Ninguém responde)

Professora: Qual ¢ o limite quando x tende para +oo0 e quando x tende para
—oo da diferencga?

Julia: E zero.

Os alunos conseguem identificar a fungdo a verde como a diferenca f(x) — (x — 1).
Da mesma forma, conseguem analisar, através do grafico, os limites dessa fungao.
Verificam também que, a medida que o valor de x aumenta ou diminui, a fungao tende
para zero.

Francisco e Marta s3o quem se aproxima mais da resposta esperada. Apresentaram na
sua resolucdo (Figura 19) um referencial com a fungdo f e areta r representadas. Peco

a Francisco que va ao quadro mostrar a sua resolucao e explicar como procedeu.
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Figura 19 - Resolucao de Francisco e Marta (Tarefa 2, questao 2.2)

No momento, foi necessaria alguma ajuda da minha parte para que conseguisse

identificar efetivamente o significado de f(x) — (x — 1).

Francisco: Vamos marcar dois pontos.

Professora: Primeiro marcar uma abcissa x. E a seguir?

Francisco: Marcar f(x) ex — 1.

Professora: E o que € f(x) — (x — 1)?

Francisco: E a distancia entre a fun¢io f ¢ o x — 1 (e assinala o segmento do
grafico).

Na resolucao realizada durante o trabalho autonomo, Francisco ¢ Marta escrevem: “a
distancia entre os pontos representa a diferenga entre as duas fungdes”. Referem-se
aos pontos que assinalaram no referencial. Para completar a questdo corretamente falta
apenas identificar que, para cada valor de x, f(x) — (x — 1) representa a diferenga
entre a funcdo e a reta. Esta questdo pretende, essencialmente, que os alunos
visualizem a proximidade cada vez maior entre a funcao e a reta que € sua assintota.
Deste modo, os alunos podem compreender o que significa, na representacdo grafica,
a assintota obliqua ao grafico de uma funcdo, para que mais tarde possam compreender
que uma reta ¢ assintota ao grafico de uma fun¢do se o limite da diferenca entre a
funcdo e a reta for zero, quando x tende para +oo ou —oo.

Na resolucdo da questdo 2.3. todos os alunos conseguem calcular corretamente
os limites pedidos. Todas as resolugdes entregues apresentam o calculo analitico destes
limites, obtendo o resultado zero. Na sua resolucao (Figura 20), Francisco e Marta

simplificam a expressdo correspondente a f(x) — (x — 1), obtendo que esta ¢ igual a

1 . . , .
> tornando-se mais simples o célculo dos limites.
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Figura 20 - Resolugdo de Francisco e Marta (Tarefa 2, questao 2.3.)

Carolina e Jodo, ja haviam simplificado a expressdo f(x) — (x — 1) na questdo 2.2.
pelo que, nesta questdo, ¢ apenas necessario recuperar esse resultado para calcular o

limite de forma mais imediata, como se vé na Figura 21:

Figura 21 - Resolucgao de Carolina e Jodo (Tarefa 2, questao 2.3)

Nas duas resolugdes apresentadas acima, nenhum grupo apresenta qualquer conclusao
relativamente aos resultados obtidos. Calculam os limites, como pedido no enunciado
e terminam a resolucdo. Nesta questdo, apenas dois pares, Mateus e Madalena (Figura

22) e Camila e Tiago (Figura 23), decidiram apresentar uma conclusdo.

yru-L e
Figura 22 - Resolucdo de Mateus e Madalena (Tarefa 2, questao 2.3.)
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Figura 23 - Resolucao de Camila e Tiago (Tarefa 2, questao 2.3.)

Os dois pares, depois do calculo dos limites, escrevem a mesma frase: “y = x — 1 ¢
uma assintota ao grafico de . Os pares efetuam calculos para simplificar a expressao

f(x) — (x—1). Camila e Tiago cometem alguns erros de escrita durante este

N . x%-x+1
processo, nomeadamente a falta de parénteses quando escrevem lim — (x —
X—+00
. xZ—x+1 . .
1), sendo a forma correta lim — (x —1)|. Repito a mesma observagao na
X—+00

x%-x

. . +1 . . ,
escrita de lim — (x — 1). De assinalar ainda que, apesar de terem concluido

x—>—00
que y = x — 1 ¢ uma assintota ao grafico da fun¢ao, nenhum par refere que se trata de
uma assintota obliqua, em particular. Na discussao coletiva desta questdo, analisam-
se os resultados obtidos com o calculo dos limites. E importante que os alunos
compreendam o significado do limite da diferenca entre a fungdo e reta tender para

Z€ro:

Professora: O facto de a distancia tender para zero, o que € que significa
relativamente ao grafico da funcdo e da reta?

Francisco: Que se estdo a aproximar.

Professora: Que a fungdo e a reta estdo cada vez mais proximas, exato. E mais?
Francisco: Que ¢ uma reta assintota, a reta y = x — 1 ¢ uma assintota da
funcao f.

Depois da conclusdo correta de Francisco procurei compreender se consegue ir mais

longe na designag@o que atribui a assintota.

Professora: y = x —1 ¢ uma assintota ao grafico da fun¢do f. Vertical,
horizontal, ...?

Francisco: Diagonal.

Catia: Obliqua.
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Francisco refere ser uma assintota diagonal e esta designacao faz todo o sentido pois,
de facto, a reta ¢ diagonal. No entanto, Catia ajuda o colega com a designacao correta
que eu corroboro, a designagdo correta ¢ a de assintota obliqua. Na sintese final, que
se segue a discussdo da questdo dois, espera-se que os alunos consigam reconhecer de
que forma se verifica se uma determinada reta ¢ ou ndo assintota obliqua ao grafico da
fun¢do. Contudo, é importante considerar que os alunos apenas realizaram uma tarefa

envolvendo o conceito de assintota obliqua:

Professora: Entao, o que € que nos fizemos para ver que esta (reta) ¢ uma

assintota?

Cdtia: Calculamos os limites quando x tende para infinito.

Professora: Do qué?

Joel: De f(x)— (x —1).

Professora: E o que € que eu espero obter do resultado desse limite para

concluir que € uma assintota obliqua?

Catia: Que um deles seja zero.
Reconhecem que se calculam os limites quando x tende para —oco e para +oo da
diferenca entre a fungdo e a reta que se suspeita ser assintota. Catia refere que, basta
que um destes limites seja zero, para se concluir que a reta ¢ assintota. No entanto, nao
referiram que, se zero for o resultado do limite apenas quando x tende para —oo, a reta
¢ apenas assintota em —oo, ¢ a mesma conclusao no caso de zero ser o limite quando

x tende para +oo. Os alunos conseguem identificar todo o processo desenvolvido até

concluir que a reta € assintota obliqua ao grafico da fungao.

¢) Tarefas do manual

Na terceira aula da interven¢do sugiro aos alunos a realizagdo das tarefas 94.3.
e 94.4. (Anexo 03) da pagina 69 do manual que permitem consolidar o que foi
trabalhado em aulas anteriores: assintotas verticais e horizontais. Os alunos
desenvolvem durante alguns minutos trabalho auténomo, o que me permite apoiar
cada par de forma mais particular e compreender melhor as suas dificuldades. Desta
forma, restou muito pouco tempo para o momento de discussdo coletiva das tarefas,

tendo-se discutido apenas a tarefa 94.3.
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[ELY Determina, caso existam, as assintotas
verticais e horizontais ao grafico das funcoes
reais de variavel real definidas por cada uma
das expressdes seguintes:

1-x
94.3 hix)=
0= 5
ji:_ se x<0
94.4 i(x)= I
2+ 1 se x>0
X+ 1

Figura 24 - Enunciado da tarefa 94.3.do manual

Na tarefa 94.3. (Figura 24) ¢ pedido para determinar as assintotas verticais e
horizontais ao grafico da fun¢do racional f(x) = zlx_—:; Pego a Carolina que va ao

quadro mostrar a sua resolucao da tarefa 94.3. Enquanto isso, peco ao seu par, Joao,

que explique o que Carolina vai apresentar.

. L . 1
Jodo: Fez primeiro o limite de f quando x tende para +oo0 ¢ —oo e deu — >
Professora: Portanto, calculou primeiro as assintotas horizontais...

~ s 1, , .
Jodo: Sim, e como deu — S¢a assintota horizontal.

Ainda que, com alguma dificuldade na linguagem e na completude da resposta, Jodo
explica que, como o resultado dos limites da fun¢do quando x tende para +o0 e —oo
deu um ntmero real, conclui-se a existéncia de uma assintota horizontal. Assim,
mostram que conseguem calcular, sem dificuldade, assintotas horizontais ao gréafico
de uma fun¢do. Por outro lado, e a semelhanca do que verifico noutros alunos,

apresentam uma dificuldade na forma como se referem as assintotas. Referem-se as

’ ~ ~ v . , 1
assintotas como valores e ndo como retas. Jodo refere que a assintota horizontal ¢ — 5

. , . 1 , . 1 . .. ,
ao invés de referir y = — p Além disso, sendo — 50 resultado dos dois limites esta ¢

uma assintota em +oo ¢ em —oo, Por isso, decido intervir:
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r ’ . 1
Professora: O resultado ¢ um numero real e, portanto, conclui-se que y = — >

¢ assintota horizontal. Falta dizer uma coisa! Assintota horizontal em ...
Julia: +o0 ¢ —o0,

. ~ . 1, : ,
Carolina altera a conclusdo escrita no quadro "y = — 5 ¢ assintota horizontal ao grafico

N 1, : . ~
da fun¢do” para "y = — > ¢ assintota horizontal ao grafico da fun¢do em +o0 ¢ —0”.

Uma vez calculada a assintota horizontal ao grafico da funcdo, prossigo procurando

que seja Carolina a explicar como determinou a assintota vertical ao grafico da fungao.

Professora: A seguir Carolina, calculaste...
. o 5
Carolina: O limite para — S

Professora: Mas porqué para — ; e ndo para —1,—2,3,4...7

Carolina: Porque nao pertence ao dominio.
Professora: Entdo vamos apresentar o dominio da funcgdo.
Tiago: O denominador tem de ser diferente de zero!

. . 5 .
Professora: Exato! E para isso x tem de ser diferente de — pe E depois?

Carolina: Calculei o limite quando x tende para —g por valores superiores €
inferiores.

Professora: Atengao! Utilizamos — g porque ¢ um ponto aderente ao dominio
que nao pertence ao dominio.

Carolina: E como o limite d4 +oo ¢ assintota vertical ao grafico da funcdo.
Os alunos nao demonstram dificuldades na determinagao das assintotas tanto verticais
como horizontais. Contudo, ndo ¢ claro se os alunos compreendem que, para
determinar os limites laterais se devem calcular os limites laterais em todos os pontos

aderentes ao dominio que nao pertencem ao dominio e, em pontos de descontinuidade.

d) Tarefa 4

Prevista para a sétima aula, a Tarefa 4 (Anexo 05) tem como objetivo a
consolidacdo de conhecimentos relacionados com assintotas verticais € ndo verticais
ao grafico de uma fungdo e, em particular, de uma funcdo racional. Esta tarefa foi
proposta no periodo em que ja ndo decorriam aulas presenciais, devido a situagao de
Pandemia vivida no pais. Foi enviada aos alunos via e-mail e foi pedido que a
realizassem individualmente, como forma de consolidacao de contetdos. Os alunos
entregaram as suas resolucdes e, depois disso, realizou-se uma aula com vista ao
esclarecimento de dividas e dificuldades que possam ter surgido. Importa reforcar que,

quando foi proposta esta tarefa, os alunos ja tinham realizado a tarefa 3 (Anexo 04) e
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as tarefas do manual envolvendo fungdes racionais. Em particular, no momento de

realizagdo da tarefa 4 ja conheciam o seguinte resultado:
O grafico de uma fungdo definida por f(x) = a + ﬁ (b # 0) tem como assintotas

as retas de equacdes:

e x = c (assintota vertical)

e y = g (assintota horizontal)

Questdo um (Figura 15).

1. Para um certo valor de a e para um certo valor de b | a expressio f(x) =a+x—ib._ define a

funcio cujo grafico esta parcialmente representado na figura ao lado.

Qual das afirmacdes seguintes € verdadeira?

(A)a>0Aab>0 D ~—
B)a>0Ab<0 —~
(©a<0Ab>0 \5” '

D)a<0 Ab<0

Figura 25 - Enunciado da questdo 1 da Tarefa 4

Nesta questdo, o objetivo € que os alunos consigam relacionar a representacao grafica

de uma fung¢do racional com a respetiva expressdo algébrica escrita na forma f(x) =
1 .
a+_—. Os alunos conseguem facilmente obter os valores de a e b se reconhecerem

as assintotas horizontal e vertical, respetivamente, ao grafico da fun¢do. Por se tratar
de uma questdo de sele¢do, alguns alunos apresentam apenas a letra que corresponde

a opg¢ao correta. Mas Marta e Maria mostraram como pensaram nesta questao:

11‘

az>o0

h<io

Figura 26 - Resolu¢do de Marta (Tarefa 4, questdo 1)
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Marta (Figura 26) utiliza o desenho do referencial que é apresentado no enunciado
para explicar como identificou as retas correspondentes as assintotas vertical e
horizontal. Na sua resolu¢do, quando escreve b < 0, reconhece que a assintota vertical
se representa por b na expressao algébrica da funcdo e b ¢ um valor negativo. Da
mesma forma, quando escreve a > 0 reconhece que a assintota horizontal corresponde
ao valor de a na fungdo e a ¢ um valor positivo. Maria, na resposta que apresenta
(Figura 27), revela compreender o significado das letras a ¢ b na expressdo
apresentada, conseguindo associd-las corretamente as assintotas horizontais e

verticais:

’ﬁf?f o) ’;l 1O (@ HEAr

) (%),
€ag.0 =2\

Figura 27 - Resolucao de Maria (Tarefa 4, questao 1)

A aluna refere que a corresponde ao valor da assintota horizontal e b ao valor da
assintota vertical. D4 ainda a entender que utilizou o grafico da fungao para decidir se
a ¢ b sao inferiores ou superiores a zero. Alids, s6 mesmo pela analise do gréafico era

possivel tirar esta conclusao.

Questao dois (Figura 28).
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2. Considera a funcio g, de dominio B {3}, definida por g{x) = i—:‘:_

Em cada numa das opgoes seguintes estio escritas duas equagdes.

Em qual das opgdes as duas equacdes definem as assinfotas ao grafico de g7
Al)x=2ey=1
Blx=2ey=2
(Clx=3ey=1

Dyx=3ey=2

Figura 28 - Enunciado da questdo 2 da Tarefa 4

Nesta questao espera-se que os alunos pensem numa estratégia de resolucao que passe

pela divisdo inteira de polindmios, de modo a conseguir escrever a fungao racional na
b . . . , )
forma a + ol identificar facilmente as suas assintotas. Alternativamente, o aluno

pode aplicar os processos ja estudados para determinar assintotas verticais e
horizontais ao grafico de uma fung¢ao. E o caso de Maria que recorre aos processos de
determinacdo de assintotas verticais e horizontais utilizados nas tarefas 1 e 2 para

determinar as assintotas (Figura 29):

W

@

,

Figura 29 - Resolu¢do de Maria (Tarefa 4, questao 2)

Com o dominio da funcdo, determinou os limites quando x tende para 3 por valores
inferiores e superiores a 3, sendo que 3 € um ponto de descontinuidade, como indica a
aluna ao escrever “Ha descontinuidade”. Como o resultado, de ambos os limites, é

infinito, conclui que x = 3 € assintota vertical. Em seguida, utiliza o processo estudado
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para determinar as assintotas horizontais. Calcula os limites quando x tende para
—oo e + o ¢ obtém 1 como resultado de ambos. Conclui, desta forma, que y = 1 ¢
assintota horizontal.

Camila recorre também ao célculo dos limites para determinar a equagao das assintotas
verticais e horizontais (Figura 30). Mas, enquanto Maria calculou o limite da funcao
quando x tende para 3~ e 3™ para determinar assintotas verticais e quando x tende
para +oo e para —oo para determinar assintotas horizontais, Camila calculou apenas o
limite quando x tende para +oo e concluiu uma assintota horizontal e calculou apenas

o limite quando x tende para 3~ e concluiu uma assintota vertical.

Aaﬁ{nh‘m ot 2orta)

l\\"\'\ %(X) = limn o= | | 4 llimlae e m4 =4
X9 +oo Lotos | A -3 Xt XL X9 teo

Ass(ntota | Vontad

o ta(x) = |im e Pl e D S 1 - +02
b S Ll BRI ) 1 B o) 37-3

| Re)

Figura 30 - Resolucdao de Camila (Tarefa 4, questao 2)

De facto, no caso das assintotas verticais basta que um dos limites laterais dé infinito
para concluir a existéncia de uma assintota vertical. Por outro lado, ao calcular o limite
quando x tende para +oo e obter 1, conclui que y = 1 ¢ uma assintota horizontal ao
gréafico da funcdo apenas em +oo. Tendo em conta que esta ¢ uma questao de escolha
multipla, a resolucdo da aluna ¢ suficiente para determinar a opcao correta. Caso nao
o fosse, teria de apresentar uma resolugdo mais completa e mais cuidado no que afirma
relativamente as assintotas horizontais.

Marta pensa nesta questdo de forma diferente (Figura 31). A aluna reconhece que g ¢

x—

| N

b
na forma a + —,

uma funcdo racional. Assim, consegue escrever a expressao o

®
w

®
N
[EN

recorrendo a divisdo inteira de polindmios e obtendo g(x) = e

i
U
+

L
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Figﬁre; 31 - Resolucdo de Marta (Tarefa 4, }questéo. 2)

Desta forma, consegue identificar facilmente as assintotas pedidas pois ja sabe que a

corresponde ao valor da assintota horizontal e ¢ ao valor da assintota vertical.

Questdo trés (Figura 32).

3. Na figura seguinte. estd representada, num referencial on xQy. parte da hipérbole que € o

grifico de uma funcdo f. ¥
O grafico da funcio f intersecta o eixo Ox no ponto de abeissa —1. -1
] ™
As retas de equacdes x = 1 e y = —2 sio as assintotas do grafico da funcio ~—------ ) E—
f. ([

3.1. Responde as seguintes questdes sem efetuar calculos, ou seja, recorrendo apenas a leitura do
grifico.
3.1.1 Indica o contradominio da fun¢io f.

3.1.2. Apresenta, usando a notacio de intervalos de niimeros reais, o conjunto solugio da

condicdo f(x) < 0.

3.2. Define, por uma expressio analitica, a funcio f.

Figura 32 - Enunciado da questdo 3 da tarefa 4

Na questdo 3.1. ¢ pedido o contradominio da fun¢do f e o conjunto-solugdo da
inequagdo f(x) < 0. A resposta a esta questdo deveria ser dada apenas recorrendo a
representacdo grafica da funcdo, apresentada no enunciado, e os alunos ndo revelaram
dificuldades na sua resolucao.

Na questdo 3.2. os alunos tém de definir a expressdo analitica da fungdo f dada

a sua representacao grafica e conhecidas as suas assintotas vertical e horizontal.

92



Camila (Figura 33) decidiu escrever a fungdo f utilizando uma expressdo da
forma a + beC. Sabendo que a corresponde ao valor da assintota horizontal e ¢ ao valor

da assintota vertical, identificando-os como sendo —2 e — 1, respetivamente. Para
encontrar o valor de b utilizou a informa¢ao do enunciado “O grafico da fungdo f

interseta o eixo Ox no ponto de abcissa —1” justificando assim a utilizacdo do ponto
o ~ .y . b
P(—1,0). Camila ndo apresenta a expressio algébrica final escrita na forma a + oyt

que inicialmente recorreu. Decidiu efetuar ainda alguns célculos até obter a expressao

y = _iiz, que apresenta como resposta final apesar de ndo designar corretamente a
funcao:
W HEN (R
,,,!,!,%_‘L_{A.H!,'b}:-- AN | =
I O :
! ?71 = la 4+ = Al
N0 Y o =T
| 1| I FER ARAHER I = P\U U3
[ 1 i
EERN:S a=b 2 -1 bl [ b biETabal=DI=] -1
L T =2 RIS
B e A 1 10
(1 | [F e T[S e i
|=lel ¥ 14 = = =2 i A=A IENT dald
(Ix-li,‘ VAl i 1] ‘ U

11[,—L,,ﬁ B O B A

[ ] \ |

Figura 33 - Resolu¢do de Camila (Tarefa 4, questdo 3.2)

Ja& Afonso apresenta uma resolugdo desorganizada e bastante curta (Figura 34):

Figura 34 - Resolucdo de Afonso (Tarefa 4, questao 3.2)

b . , . )
Escreve f(x) = -2 +E’ tendo em conta ja as assintotas vertical e horizontal.

Faltando apenas determinar o valor de b, escreve 0= —2 +_£2<:> b =—4.

Compreende-se assim que utilizou o ponto (—1,0) para determinar o valor de b. Posto
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isto, determina analiticamente a expressdo da fun¢do f e ao contrario do que fez
. . b
Camila, Afonso apresenta-a escrita na forma a + P

Ainda nesta questdo, Daniela é a aluna que apresenta a resolugdo mais clara pois

explica todos os passos que efetua na sua resolugdo (Figura 35):

Figura 35 - Resolucdo de Daniela (Tarefa 4, questdo 3.2)

Comega por recuperar um resultado ja conhecido: “fun¢io definida por f(x) = a +
ﬁ ficamos coma A.V.(x = c¢) e a A.h. (y = a)”. Desta forma, a aluna identifica de

imediato que a assintota vertical ¢ x =1 e a assintota horizontal ¢ y = —2.
Determinados os valores de a e ¢ da expressao algébrica da fungao, explica “utilizamos
um ponto que pertence ao grafico da funcdo e substituimos, resolvendo em ordem a
b”. Concretizando o processo que indicou, Daniela conseguiu obter a expressdo

algébrica da fungao f.

Questao quatro (Figura 36).

Nesta questdo ¢ pedido aos alunos para indicarem os valores de a e ¢ e determinar o
~ ~ b .
valor de b na expressdo da fungdo f dada por f(x) =a + o Pretendia-se que os

alunos fossem capazes de escrever a expressao algébrica de uma fun¢ao racional tendo
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em conta a sua representacao grafica e as informagdes que tém sobre as suas assintotas

verticais € nao verticais.

4. Na figura esta representada, em referencial o.n. x0y, parte do grafico de uma funcio f, bem
como as duas assintotas deste grafico.

Tal como a figura sugere, LR |
* A origem do referencial pertence ao grafico de f; IJ
» TUma das assintotas € paralela ao eixo Ox;

e A outra assintota € paralela ao eixo Oy e interseta o eixo 0x no L
ponto de abcissa 2. o '2
Admite ainda que:

* A assintota ao grafico de f € paralela ao emo das abcissas e tem
equagio y = 3.
. fédeﬁnidapmumatxptmsioduﬁpuf{x]=u+ﬁ onde a,bec € R

Indica os valores de a e de ¢ e determina o valor de b.

Figura 36 - Enunciado da questdo 4 da tarefa 4

Nesta questdo, idéntica a questdo 3.2., os alunos utilizaram processos iguais. A
resolugdo apresentada por Daniela (Figura 37) ¢ muito cuidada e compreende-se

bastante bem como procedeu a aluna para responder a questao.

Figura 37 - Resolucdo de Daniela (Tarefa 4, questdo 4)

A aluna indica que a =3 e ¢ = 2 uma vez que, x = 2 ¢ y = 3 sdo as assintotas

horizontal e vertical, respetivamente. Para determinar o valor de b, utiliza um ponto
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que pertence ao grafico da fungdo, como indicado no enunciado “A origem do
referencial pertence ao grafico de f”, obtendo b = 6. A resolucdo de Mateus ¢

semelhante a resolucdo apresentada por Daniela, mas menos pormenorizada (Figura

38).

Figura 38 - Resolugdo de Mateus (Tarefa 4, questao 4)

O aluno comega logo por escrever que f(x) =3 + ﬁ (identifica a =3 eb = 2),

com o cuidado de referir que b € R\{0}. De facto, b ndo pode assumir o valor zero,
caso contrario, o grafico da fungdo seria uma reta horizontal o que nao ¢ verdade dada

a representagdo grafica apresentada no enunciado.

Questao cinco (Figura 39).
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5. Considera a fungdo f definida por f(x) = 4 — —

x4z

Sem recorrer 4 calculadora, resolve as questdes seguintes:
5.1 Determina o conjunto dos mimeros reais que sdo solucdes da inequacdo fix) = 3.

5.2. Na figura ao lado estio representados, em referencial o.n. x0y:

s parte do grifico da funcio f;

* asrefas 1 e 5 que sdo assintotas ao grafico da funcio f;

s 0 quadrilitero [ABCD]. ----
A e B sdo pontos de intersecdo do grafico da funcio f com os eixos

coordenados.

C € o ponto de intersecdo das retas r e 5. B
D € o ponto de intersecio da refa v com o eixo Oy.

Determina a drea do quadrilitero [ABCD].

Figura 39 - Enunciado da questdo 5 da tarefa 4

A quinta questdo ¢ talvez a questdo mais exigente da tarefa. E necessario elaborar um
plano de resolugdo que passa pela determinacao das assintotas verticais e horizontais,
pela determinacao dos pontos de interse¢do da fungao com os eixos coordenados e das
coordenadas de outros pontos até, por fim, definir a area da figura. Para calcular a area
do quadrilatero pedido, Mateus efetua a diferenga entre a area de um retangulo e a

soma da area dos triangulos [CBE] e [EOA] (Figura 40). O aluno designa esse

retangulo por [OBCD] o que nao € correto pela observacdo da figura.
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Figura 40 - Resolucdo de Mateus (Tarefa 4, questao 5)

Comega por determinar o ponto B, reconhecendo que corresponde a intersecdo da
fungdo com o eixo Ox e, por isso, efetua f(x) = 0. De seguida, recorre a norma de
vetores para calcular as distancias entre os pontos B e C e entre os pontos O e B. As
coordenadas do ponto C resultam da intersecdo das assintotas vertical e horizontal,
mas Mateus ndo justifica como as determinou. Utiliza novamente o calculo da norma
de vetores para determinar a distancia entre os pontos B e E. Os célculos efetuados
pelo aluno indicam que os dois tridngulos t€ém a mesma area. De facto, identifica [CE]
como base do triangulo e [CB] como altura. Mas os dois segmentos ndao sao
perpendiculares. O resultado final de Mateus para area do quadrilatero encontra-se
errado devido a este erro na identifica¢do da altura do tridngulo. Um erro que ja ndo
era esperado, tendo em conta o ano de escolaridade.

Tal como Mateus, Maria também ndo justifica as equacdes que definiu como sendo
assintotas ao grafico da fun¢do (Figura 41). Mostra os calculos realizados para obter
as coordenadas dos pontos A e B. Por fim, determina a area do quadrilatero fazendo a

diferencga entre a area do trapézio [OBCD] e a area do tridangulo [AOB].
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s A 1
jEngnn e R
solucdo de Maria (Tarefa 4, questao 5
Repare-se que as resolugdes de Mateus e Maria concluem valores diferentes para a
area do quadrilatero. A resolu¢do de Maria como vimos, ndo apresenta erros, € por

isso, € correta. Ainda que nenhuma resolucdo apresente a determinagdo ou uma

justificacdo das assintotas consideradas, ambos consideraram as assintotas corretas.

d) Teste escrito individual

O teste escrito individual (Anexo 06), constituido por cinco questdes, pretende
avaliar as aprendizagens dos alunos essencialmente no topico Assintotas ao grafico de
uma funcdo. Previa-se a realizagcdo do teste escrito individual nas aulas nove e dez.
Como tal ndo pode acontecer, foi combinada a data e a hora da sua realizagdo. O teste
foi enviado para o e-mail dos alunos a hora combinada previamente, devendo ser
resolvido e reenviado no espaco de uma hora e trinta minutos. A primeira questao ¢
ainda relacionada com o topico Continuidade de uma fungdo que, apesar de também

se relacionar com o tdpico em estudo, pretendia apenas verificar se os alunos sabem
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estudar a continuidade de uma fun¢do definida por ramos. Desta forma, ndo integrei a

questdao um do teste escrito na minha analise.

Questao dois (Figura 42).

2. No referencial da figura estio representadas uma funcio f e uma reta r. que é assintota ao
seu grafico. A reta r interseta os eixos nos pontos de coordenadas (0,1) e (2,0).

0 \

Indica a afirmacio verdadeira e justifica a tua resposta, apresentando todos os cileulos
Necessarios.

A) lim (f(x) +2x- 1} =0 B) lim (,f(x} —Ix+ 1) =0
(© xl—i:Tm (fx)+2x—1)=0 (D) x]—lme (flx)—2x+1)=0

Figura 42 - Enunciado da questdo 2 do teste escrito

A segunda questao do teste escrito exigia aos alunos o conhecimento do processo para
determinar uma assintota ndo vertical ao grafico de uma fun¢do e mobilizagdo de
conhecimentos anteriores, em particular, a escrita da equagao cartesiana de uma reta.
Camila comeca por determinar a equacdo da reta que € assintota obliqua (Figura 43).
Utiliza as coordenadas dos dois pontos que pertencem a reta, determina o declive e

depois a ordenada na origem.
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Figura 43 - Resolugdo de Camila (Teste escrito, questao 2)
Camila consegue estabelecer uma estratégia constituida por varios passos até obter a
assintota ao grafico da funcdo. Consegue desenvolver esta estratégia corretamente,
mas na sua resolu¢do, nunca apresenta explicitamente qual ¢ essa reta. A aluna diz que,
para a reta ser obliqua, temos de verificar “f(x) — (mx + b) = 0” e, como isso

acontece, a reta ¢ assintota. No entanto, devia sim referir que,

lirP [f(x) — (mx + b)] = 0 para a reta ser assintota. Daniela (Figura 44) apresenta
X—>+00

uma resolugdo semelhante a de Camila:

Figura 44 - Resolucdo de Daniela (Teste escrito, questdo 2)

A aluna comega por escrever a equacao da reta assintota depois de determinar o declive
(m) e a ordenada na origem (b) dessa reta. Relativamente ao limite, Daniela refere
que se y = mx + b ¢ uma assintota obliqua ao grafico da funcdo e, portanto, as duas

conclusdes sdo VélidaSleiI_Eloo [f(x)—(mx+b)]=0ce¢ xlirllm [f(x) —mx —b)] = 0.
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Camila e Daniela utilizam estratégias idénticas. Mas Daniela ¢ quem indica de forma

correta que, o limite da diferenga entre a funcdo e a reta tem de ser zero.

Questao trés (Figura 45).

3. Acerca da funcio f, sabe-se que:

e Dy =R\{-1,0}

+ FE continua no seu dominio

» limf(x)=-3 e lim f(x) = —oo
x—0 x——1

s lim [f(x)+x]=-3 e 11111 [flx)—2x+1]=0
J—¥—00 X o
Identifica as assintotas ao grafico da funcio f.

Figura 45 - Enunciado da questdo 3 do teste escrito

Na questao 3 pretende-se que os alunos indiquem as equagdes das assintotas ao grafico
da fungao, tendo em conta as afirmagdes dadas. Joel (Figura 46) revela, nesta questao,
um conhecimento dos conteudos envolvidos e da relagdo existente entre os limites e a

determinacdo das assintotas ao grafico de uma fungao.

Vit [ 4 o) B J \ S ..?—f"f ,.:.:‘,. | [f\"j}r’ 'f[.‘j‘r g il j_.;' “‘-
£ | ud E 0

o {:";i j_;."i‘_i :"g‘f r_li-.;_ 'Z(;‘f +f l] ; = ___,4 il 71( V‘;f".;: ae-! ¥ I: 5

Figura 46 - Resolucdo de Joel (Teste escrito, questao 3)

O aluno aponta x =1 como assintota vertical ao grafico da funcdo pois

lim1 f(x) = —oo. Indica também que y = 2x — 1 é uma assintota obliqua ao grafico
xX—>—

da fungdo pois lir;n [f(x) —2x 4+ 1)] = 0. Por fim, da informa¢do lim [f(x)+
X—+00 X—>—00
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x] = —3 dada no enunciado, Joel conclui que também y = —x — 3 ¢ assintota obliqua
ao grafico da fun¢do. Sempre que ¢ apresentado um limite referente a uma assintota
ndo vertical, o aluno refere que, como o coeficiente de x ¢ diferente de zero, essa
assintota ¢ obliqua. Entende-se que, caso contrario, seria uma assintota horizontal.

Também Carolina (Figura 47) e Julia (Figura 48) conseguem reconhecer a que
assintota correspondem cada um dos limites. Alids, na sua resolugdo as alunas
reescrevem os limites e, perto de cada um deles, identificam a assintota
correspondente. Importante referir que todos estes alunos tém atencdo ao facto de

lirP [f(x)—2x+1)] = lirP [f(x) — (2x — 1)] e, por isso, a assintota é y = 2x —
X—>+00 X—>+00

1.

Figura 47 - Resolucao de Carolina (Teste escrito, questao 3)

Pt i 58 h#“‘-',",_._
Figura 48 - Resolucdo de Julia (Teste escrito, questdo 3)
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Joel, Carolina ¢ Julia sabem ainda que lim [f(x) +x] = -3 & lim [f(x)+x+
X——00 X—>—00
3]=0 lim [f(x) — (—x —3)] = 0. Umn pormenor importante relativamente a
xX——00

resolucdo de Julia (Figura 30), ¢ que a aluna , tal como ja tinhamos visto na resolu¢ao
das tarefas em aula, ndo diz que as assintotas s3o y = —x—3 e y = 2x — 1 mas
escreve: “—x — 3 ¢ a assintota obliqua quando x = —o0” ¢ “2x — 1 ¢ assintota obliqua
quando x — +00”. Ainda nesta questdo, Pedro apresenta uma conclusao errada: “y =3

¢ assintota horizontal ao grafico da fungao” (Figura 49).

Figura 49 - Resolucao de Pedro (Teste escrito, questao 3)

Pedro néo considera o limite que é apresentado no enunciado: lim [f(x) + x] = —3.
xX——00

Talvez nao tenha lido o enunciado com o cuidado necessario, ou, por outro lado, os
conteudos podem ainda nao estar suficientemente claros para o aluno sendo necessario
mais trabalho para que os desenvolva com compreensdo e consiga ultrapassar as

dificuldades que ainda parecem existir.

Questao quatro (Figura 50).

4 Estuda a existéncia de assintotas ao grafico da funcio fdefimida por

x* —8x
x* —5x3 + 6x2

flx) =

Figura 50 - Enunciado da questdo 4 do teste escrito

A questdo 4 pressupde a identificacdo das assintotas ao grafico de uma funcao
racional. Carolina apresenta uma resolu¢do com bastante detalhe (Figura 51). Comega
por determinar o dominio da fungdo para encontrar os pontos aderentes ao dominio,

que ndo pertencem ao dominio e calcular os limites laterais da funcdo em cada um
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deles. Justifica o facto de x = 0 e x = 3 serem assintotas verticais ao grafico da fungao

ao apresentar lirgl+ f(x) =+ e lir;1+ f(x) = —oo. Por outro lado, ao calcular
X—> X—

11151+ flx) = ligl_ f(x) = —6, conclui que x = 2 ndo ¢ assintota vertical ao grafico

X— X—

da fun¢do. Revela assim o conhecimento de que, para que uma reta seja assintota
vertical ao grafico da fun¢do, pelo menos um dos limites laterais nesse ponto tem de
ser igual a 400 ou —oo. Compreende-se também pela resolucdo apresentada que
Carolina domina o célculo de limites de fungdes, conseguindo através de manipulacdes

algébricas determina-los sem dificuldades. Para determinar as assintotas ndo verticais,

Carolina calcula lim % com o objetivo de obter o valor do declive de uma assintota
X—+00

obliqua. Ao obter zero como resultado do limite, prossegue para o calculo dos limites
da funcdo em +oo0 e —oo. Deste modo, entende-se que a aluna compreendeu que, sendo
o declive zero, ndo existem assintotas obliquas, mas, eventualmente, assintotas
horizontais. Calcula ainda os limites quando x tende para +oo e para —oo, obtendo o
valor 1 no resultado de ambos. Conclui que y = 1 ¢ assintota horizontal em +oo e

_w‘
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Figura 51 - Resolugao de Carolina (Teste escrito, questao 4)

Tiago (Figura 52) procede exatamente como Carolina, exceto no momento de calcular

as assintotas ndo verticais ao grafico da fun¢ao.

106



Figura 52- Resolucgdo de Tiago (Teste escrito, questao 4)

Tiago calcula o 1ir+n % para obter o valor do declive de uma assintota obliqua.
X—+ 00

Obtém declive zero e calcula o valor de b que sabe resultar de liIP (f(x) —0x) =
X—+ 00

lim f(x). O aluno recorre a outro processo valido para a determinagdo de assintotas

x—+00
ndo verticais ao grafico de uma fungdo. No entanto, indica que y = 1 ¢é assintota
horizontal apenas em +00. O que ndo corresponde a verdade. O aluno deveria ter
aplicado o mesmo processo, mas para quando x — —oo, de modo a concluir que y =
1 também ¢ assintota horizontal em —oo.

Outro aluno, David, comega por calcular os limites quando x tende para +oo e
—oo (Figura 53). Em ambos obtém como resultado 1 e ndo tem dividas em conjeturar

que y = 1 ¢ assintota horizontal ao grafico da fung¢ao.

igura 53- Resolucao de David (Teste escrito, questao 4)

As principais dificuldades de David surgem no calculo das assintotas verticais. David
determina os zeros do denominador da funcdo fazendo x* — 5x3 + 6x2 = 0. Obtém
corretamente os trés zeros do denominador (0, 2 e 3) para os quais a fun¢do ndo esté

definida. Contudo, apresenta incorretamente o dominio como sendo R\{0,3}.
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Determina o limite quando x tende para trés por valores superiores a trés e concluiu
que x = 3 ¢ assintota vertical. No entanto, ndo aplica 0 mesmo processo para verificar
se x = 0 ¢ assintota vertical. Nao se compreende porque David procura justificar que
x = 3 ¢ assintota pelo calculo do limite e ndo o faz também para x = 0, ja que conclui

ser um ponto que nio pertence ao dominio.

Questao cinco (Figura 54).

5. Seja f uma funcio real de vaniavel real definida por:

20 —10x '
Fo) ===~ o
x—3 [
Al >
0 )\ X
Na figura estio representados, em referencial o.n. x0vy: R / :
P
* Asretas a e b, assintotas ao grifico de f; a " 7c D - -
* Ospontos A e B, que resultam da intersecio do grafico i : —

da funcio f com os eixos coordenados;
* O ponto D, intersecio das assintotas a e b;

O ponto C, intersegio da reta a com o emxo Oy
O quadrilitero [ABCD].

Deternmuna a area do quadnlatero [ABCD].

Figura 54 - Enunciado da questdo 5 do teste escrito

Na resolugdo da tultima questdo, os alunos tinham de estabelecer uma estratégia de
resolucao constituida por varias etapas que passam pela determinagdo das assintotas
verticais e horizontais, os pontos de intersecao da fungao com os eixos coordenados ¢
na decomposicdo do quadrilaitero [ABCD] em figuras geométricas de forma a
conseguirem obter a sua area. Analisei as resolucdes de todos os alunos e verifiquei
que poucas apresentam a justificagdo de que x =3 e y = —10 sdo assintotas ao
grafico da funcdo. A maioria dos alunos formula as conjeturas, mas ndo as justifica.
Pelo contrario, David apresenta a justificagdo com o dominio da fungdo e o calculo
dos limites (Figura 55). Consegue calcular sem dificuldade os pontos de interse¢ao da
fungdo com os eixos coordenados justificando também a sua resposta com o célculo

de ambos. Para determinar a area do quadrilatero, David efetuou a diferencga entre a
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area do trapézio [AOCD] e a area do triangulo [AOB], obtendo corretamente o

resultado pretendido.

Figura 55 - Resolugdo de David (Teste escrito, questao 5)

Ainda na ultima questao, verificamos pela resolugdo que se segue (Figura 56),
de Tiago, que este ndo justifica porque define assim as coordenadas dos pontos
necessarios para determinar a area, contrariamente a David. Para determinar a area,
este aluno efetua a diferenca entre a area de um retangulo e a soma da area do tridngulo
[OAB] e, como refere o aluno, do triangulo “[AEb]”. Apesar de se compreender,
Analisando a figura, de que tridngulo se trata, o aluno nao identifica qual ¢ o ponto E

a que se refere e ndo escreve uma designag@o apenas com letra maidsculas.
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Figura 56 - Resolucao de Tiago (Teste escrito, questdo 5)

Esta ¢ a questdao onde foram verificadas mais dificuldades. Os alunos interpretaram
corretamente o que era pedido na tarefa e conseguiram estabelecer uma estratégia com
vista a determinacao da area pedida. Para a presente investigacdo importa analisar o
desempenho dos alunos na determinacao das assintotas ao grafico da funcdo. Nesta
questdo, que ¢ semelhante a questdo 5 da tarefa 4, os alunos tém de determinar as
assintotas vertical e horizontal. David efetua o calculo dos limites para as determinar,
mas Tiago apenas escreve as coordenadas dos pontos necessarios para calcular a area
do quadrilatero. Apesar destes pontos terem por detrds a determinagao das assintotas,
o aluno nunca faz qualquer referéncia as retas nem a forma com as determinou. Apesar
de nem todos os alunos terem apresentado o processo utilizado para determinar as
assintotas ao grafico da fun¢do, todos as conseguem indicar corretamente, alids como

¢ visivel na escrita das coordenadas dos pontos 4,B,C e D.

Segue-se uma andlise quantitativa dos resultados obtidos em cada uma das
questdes relacionadas com o topico Assintotas ao grafico de uma fungdo, que
constituem o teste escrito individual. Para efeitos de contagem, as respostas foram
classificadas em: resposta correta, resposta parcialmente correta e resposta

incorreta/sem resposta.
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A tabela 3, relativa a segunda questdo do teste escrito, revela que 86% dos
alunos conseguiu dar uma resposta totalmente correta. Apesar de esta ser uma questao
de escolha multipla, muitas resolugdes apresentam uma justificagdo para a opcao
selecionada, o que permite comprovar a compreensio dos conceitos envolvidos e nao
apenas a escolha de uma opgao ao acaso. Apenas um aluno na turma apresentou uma
resposta totalmente incorreta. Precisamente, foi o aluno que apenas iniciou as aulas
em margo, por ter vindo de outro pais. Isto podera explicar a apresentacdo de uma
resposta incorreta. No entanto, ndo € possivel compreender qual o erro cometido pois

o aluno indicou apenas a opg¢ao que considera correta.

Tabela 3 - Classificagdo das respostas dos alunos na questao 2 do teste escrito

Frequéncia absoluta Frequéncia relativa (em
Questao 2
(nimero de alunos) %)
Resposta correta 19 86
Resposta parcialmente
correta ? ’
Resposta incorreta/sem
resposta ! .
Total 22 100%

A tabela 4 distribui as respostas dos alunos na questdo 3 pelas trés categorias
consideradas. A percentagem de respostas corretas (41%) foi inferior a percentagem
de respostas parcialmente corretas (50%), o que pode ser justificado pelo facto de ser
uma questao onde ¢ pedido que se identifiquem as retas correspondentes as assintotas
e, se apresente uma justificagdo para a indicagdo de cada uma delas. E necessario que
os alunos analisem cuidadosamente cada um dos quatro limites apresentados, para

averiguar se algum deles permite inferir a equacdo de uma assintota.

Tabela 4 - Classifica¢do das respostas dos alunos na questdo 3 do teste escrito

Questao 3

Frequéncia absoluta

(nimero de alunos)

Frequéncia relativa (em

%)

Resposta correta

9

41
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Resposta parcialmente
11 50
correta
Resposta incorreta/sem 5 0
resposta
Total 22 100%

Na tabela 5 apresenta-se o cenario de respostas associado a questao 4 do teste
escrito. O desempenho dos alunos foi mais baixo, relativamente as outras questdes do
teste. Uma explicacdo para esta situagdo poderd ser o facto de ser uma questdo de
resposta aberta, em que apenas ¢ dada a expressado algébrica de uma fungao e os alunos
tém de determinar todas as assintotas ao grafico dessa fun¢do. Isto implica, aplicar um
processo para determinar assintotas verticais, outro para determinar assintotas
horizontais e outro para determinar assintotas obliquas. Alguns alunos revelam pouca
experiéncia na concretizacdo dos processos que permitem determinar as assintotas ao
grafico de uma funcao. Por outro lado, alguns alunos que conhecem esses processos,
nao conseguem interpretar corretamente o que deles. Estas duas situagdes
correspondem certamente as respostas parcialmente corretas. E ainda necessaria uma
certa organizagao na resposta para que o aluno saiba em cada momento o que ja fez, o
que falta fazer e que conclusoes ja obteve. Para além disso, também a apresentagdo de

justificagdes formais € necessaria numa questao como esta.

Tabela 5 - Classificagdo das respostas dos alunos na questao 3 do teste escrito

Frequéncia absoluta Frequéncia relativa (em
Questao 4
(nimero de alunos) %)
Resposta correta 5 23
Resposta parcialmente
16 72
correta
Resposta incorreta/sem | 5
resposta
Total 22 100%

A tabela 6 considera as percentagens dos alunos em cada uma das categorias

definidas para avaliar o desempenho dos alunos nas questdes do teste individual. Como
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referi anteriormente na questdo 5 da tarefa 4, nesta questdo, importa essencialmente
analisar o desempenho dos alunos na determinagdo das assintotas vertical e horizontal
ao grafico da funcdo. A questdo envolve outros processos, como a determinagao das
coordenadas dos pontos de intersecdo de uma fun¢do com os eixos coordenados ou a
determinagdo da area de um poligono, que nao sao o foco desta investigagdo. Os trés
alunos que surgem na linha referente a Resposta incorreta/sem reposta sdo alunos que
ndo apresentaram mesmo nenhuma resposta a esta questdo. Encontro dois motivos
para isto: ma gestao do tempo de realiza¢do do teste e, sendo a ultima questao, nao a
conseguiram realizar; ou dificuldade na elaboragdo de uma estratégia de resolu¢ao que
envolve varias etapas até determinar a area. A percentagem de respostas parcialmente
corretas ser superior a de respostas corretas verifica-se porque, estes alunos, apesar de
terem efetuado corretamente os processos para determinar as coordenadas dos pontos
necessarios para o calculo da area do poligono, a area do poligono ndo foi efetuada
corretamente devido a erros na decomposicao do poligono em figuras e no calculo da

area dessas figuras.

Tabela 6 - Classificagdo das respostas dos alunos na questao 5 do teste escrito

Frequéncia absoluta Frequéncia relativa (em
Questao 5
(nimero de alunos) %)
Resposta correta 9 41
Resposta parcialmente
10 45
correta
Resposta incorreta/sem
3 14
resposta
Total 22 100%

A sequéncia de tarefas propostas ao longo da intervencdo pretendia que os
alunos explorassem, primeiramente, um caso especifico relacionado com assintotas
verticais (tarefa 1), horizontais (questdo 1 da tarefa 2) e obliquas (questdo 2 da tarefa
2). As tarefas foram construidas com este objetivo: os alunos exploram um exemplo
concreto em cada tarefa com vista a formular conjeturas e generalizagdes no momento

de discussao coletiva ou sintese final. As tarefas 1 e 2 pretendiam a compreensio do
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processo de determinag@o de assintotas verticais e ndo verticais, respetivamente. As
tarefas foram propostas com os seguintes objetivos de aprendizagem: 1) Compreender
o conceito de assintota ao grafico de uma fungdo; 2) Conhecer e compreender os
processos que permitem determinar assintotas verticais, horizontais e obliquas ao

grafico de uma fungio; 3) Reconhecer que, dada uma fungio escrita na forma f(x) =
b . , . . ~
a+ ~—»coma, b,c € R, x = c é uma assintota vertical ao grafico da fun¢doey = a

¢ uma assintota horizontal ao grafico da fungao.

Além de concretizar estas aprendizagens, pretendia-se que os alunos
utilizassem a analise do grafico da fungdo como um apoio a resolucao analitica e como
meio de apoio a compreensdo do conceito de assintota. Devem compreender que,
somente a analise do grafico ndo constitui uma justificagdo formal suficiente no 11.°

ano de escolaridade.

As aprendizagens realizadas pelos alunos verificam-se nas resolucdes
apresentadas. A maioria dos alunos apresenta fluéncia processual e consegue aplicar
os processos estudados para determinadas assintotas verticais, horizontais e obliquas.
Os alunos sdo capazes de identificar as assintotas verticais com resultado obtido no
calculo dos limites laterais num determinado ponto. Da mesma forma, conseguem
verificar que uma reta nao ¢ assintota vertical se o limite a direita e a esquerda de um
determinado ponto ndo der infinito. Para determinar as assintotas horizontais, os
alunos calculam os limites quando x tende para +oo e para —oo. Para verificar se uma
reta ¢ assintota obliqua ao grafico de uma fun¢do, calculam o limite da diferenca entre
a funcdo e a reta suspeita quando x tende para +oo e para —oo. Sabem que, basta obter
o resultado zero num desses limites para confirmar que essa reta ¢ uma assintota

obliqua em +o0 e/ou em —oo.

As dificuldades manifestadas pelos alunos comegam por se verificar na
determinagdo de assintotas verticais. Depois de identificado o ponto aderente ao
dominio que ndo pertence ao dominio, no primeiro caso que estudado (questao 1, tarefa
1), os alunos calcularam apenas o limite a esquerda desse ponto, enquanto que no
segundo caso (questdo 2, tarefa 2) ja calcularam os limites a direita e a esquerda do
ponto. Isto gerou alguma confusdo e indecisdo relativamente ao calculo dos limites

para determinar assintotas verticais.
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Quanto ao calculo de assintotas verticais, horizontais e obliquas, os alunos
revelaram dificuldade em definir uma estratégia sistematica para determinar estas
assintotas. Nos momentos de discussao coletiva e sintese final um dos objetivos era os
alunos formularem um processo de determinagao de qualquer tipo de assintota. Apesar
de os alunos terem demorado a conseguir formula-lo, através da analise e discussao
dos casos particulares estudados nas tarefas 1 e 2, conseguiram fazé-lo. Ainda
relativamente as estratégias utlizadas para determinar assintotas ao grafico de uma
fungdo, por vezes, os alunos argumentam a sua existéncia apenas porque “viram” no
grafico. O considerar que se podem identificar e determinar assintotas apenas pela
analise do grafico da fun¢do tornou-se uma dificuldade verificada nas resolucdes de
varios alunos. Por exemplo, Mateus no seu teste escrito responde a questdo dizendo
que analisou o grafico e identificou aquelas assintotas. Este tipo de consideracdes
provoca erros que poderdo facilmente ser ultrapassados se os alunos fizeram todo o
processo de determinacao de assintotas pelo método analitico e recorreram apenas ao
grafico para confirmar resultados obtidos ou para identificar potenciais retas

assintotas.

O modo como os alunos se referiram as assintotas nem sempre foi correto. Nos
didlogos que foram sendo apresentados ¢ possivel identificar diversas situacdes em
que os alunos se referem a assintotas como pontos € ndo como retas. Nomeadamente,
na andlise de representagcdes graficas referiram diversas vezes que o grafico se
aproxima de um determinado ponto ou valor, ao invés de uma reta. Sempre identifiquei

situagdes como esta tentei corrigir € insistir na questao “Aproxima-se de...?”.

A realizacdo de discussoes coletivas no final de cada tarefa e de sinteses finais
no final de cada aula, permitiu esclarecer este e outros aspetos essenciais para a
compreensdao dos conceitos trabalhados, para a revisdo dos contetidos e, para
ultrapassar dificuldades através do confronto de resolucdes e andlise de estratégias

distintas.
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5.2. Raciocinio na aprendizagem das assintotas

5.2.1. Formulagao de conjeturas

Questao 1.2. da tarefa 1 (Anexo 01). Nesta questdo ¢ pedida a representagcdo grafica
da fungio A(d) = %, para que o aluno comece a conhecer a relagdo existente entre

uma fun¢ao e a respetiva assintota vertical. Na discussao coletiva, sdo apresentadas no
quadro duas representacdes graficas distintas. A representagdo de Julia e Leonor
(Figura 57) procura ter em conta o dominio da fungdo, indicado no enunciado. A
representacdo dos alunos Mateus e Madalena (Figura 58) que ndo tem o dominio em
aten¢do. Tiago ndo estd satisfeito com a representagdo de Julia e Leonor pois considera

que ainda assim o dominio ndo esta a ser corretamente representado.

Figura 57 - Resolugdo de Julia e Leonor (Tarefa 1, questdo 1.2)

Figura 58 - Resolucdo de Mateus e Madalena (Tarefa 1, questao 1.2)
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O aluno relembra que 5 ndo pertence ao dominio da fungdo e, quando lhe pego para ir
ao quadro corrigir o grafico, hesita um pouco pois ndo sabe se deve ou nio representar

areta de equagdo d = 5.

Tiago: Mas calma tenho de fazer a reta, ndo ¢? Ou ndo ¢ preciso? Desde que
nao toque...
A conclusdo do aluno ¢ que o grafico da funcdo e a reta de equagdo d = 5 ndo se
tocam. Por isso, considera indiferente a representacdo da reta no grafico. O aluno
estabelece uma relagdo entre a reta e o grafico baseada no dominio da fungdo e na
representacdo que obteve na calculadora grafica e formula a conjetura: “O grafico da

fun¢do aparentemente ndo toca a reta de equagdo d = 5”.

Questdo 1.3. da tarefa 1 (Anexo 01). Nesta questao era pedido aos alunos o calculo do

valor de dlirsn_A(d). Na discussdo coletiva da tarefa 1, durante a explicagdo de Catia

sobre o que verifica no grafico da fun¢dao A, varios alunos tém a mesma percecao de

Tiago no que diz respeito a relagdo entre a fungdo A earetad = 5.

Varios: Vai sempre aproximar-se, mas nunca vai tocar no 5.
Professora: Que 5 ¢é esse?
Joel: Abcissa 5. d = 5.

Os alunos obtém assim a mesma conclusdo, acabando também eles por formular a
conjetura: “A funcdo A aproxima-se da reta d = 5 mas aparentemente nunca 14 vai

tocar”.

Questao 2 da tarefa 1 (Anexo 01). Na questdo 2.1. era pedida a representagdo grafica
da fungdo f(x) = i, a questao 2.2. pedia o dominio desta funcao e, por fim, a questao

2.3. pedia a analise do comportamento da funcdo f quando x tende para zero por

valores superiores e inferiores a zero. Na discussdo coletiva desta questdo, enquanto

o . 1 : 1 .

justifica porque afirma que lim f(x) = — =+ ¢ lim f(x) =—= —oo, Julia
x-07% 0 x>0~ 0

acaba por formular uma nova conjetura.

Professora: Vai 14 ao grafico do quadro e explica isso aos teus colegas.
Jiilia: Se os valores vém por 07, vai bater aqui.... vai para +0o0 mas nunca chega
ao zero.
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Professora: E quando x tende para zero por valores inferiores a zero?

Julia: E a mesma coisa s6 que vai para —oo e nunca chega a bater na reta x =
0.

Julia formula uma conjetura que relaciona o grafico da fungdo com a reta de equacao
x = 0: “A funcdo aparentemente nunca interseta a reta de equacao x = 0 quer x tenda
para zero por valores superiores ou inferiores a zero”. Esta conclusdo resulta da andlise

que a aluna faz do grafico da func¢ao.

Questdo 2.1. da tarefa 2 (Anexo 02). Nesta tarefa ¢ pedido aos alunos que estudem o
comportamento da fun¢do quando x — +o0 e quando x — —oo. Quando justificam que

lirp f(x) =0e lim f(x) = 0, Maria e Pedro analisam a relagio entre a fungdo f e
X—>+00 X—>—00

aretax = 0.

Maria: Aproxima-se de zero, mas nunca la chega.
Professora: E quando x tende para —oo?
Maria: A mesma coisa.
Professora: Vocés referem que se aproxima de zero, mas que zero ¢ este?
Varios alunos: y = 0.
Analisando o grafico da fungdo e considerando que ambos os limites tém resultado
zero e, com o que observam do grafico da fun¢do, os alunos formulam a conjetura: “A

2999

funcdo aproxima-se cada vez mais da reta y = 0 mas “nunca 1a chega™”.

Depois da generalizagcdo do processo de determinagao de assintotas horizontais
ao grafico de uma func¢ao, recorro a um caso particular para perceber o que concluiriam
os alunos, relativamente a existéncia de assintotas horizontais, se o resultado de um

dos limites no infinito for um niimero real € outro nao.

Professora: Entéo e se este aqui ( lir_P f(x)) tivesse dado 0 e este ( lim f(x))
X—+00 X—>—00

tivesse dado —oo ?

Virios alunos respondem que, neste caso, ndo existem assintotas ao grafico da funcao.

Formulam assim uma conjetura errada que surge do caso particular analisado na

questdo 1 da tarefa 2. Nessa questdo, os alunos verificaram que lim G) =
X—+ 00

lim G) = 0 e, portanto, y = 0 é uma assintota horizontal ao grafico da fungdo. A
X—+o00

questdo que coloco, tem como objetivo fazer emergir estas possiveis conjeturas e
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generalizacdes erradas e proporcionar uma oportunidade para os alunos
compreenderem que ndo ¢ necessario que o resultado de ambos os limites seja zero

para se concluir a existéncia de uma assintota horizontal.

Questao 1 da tarefa 4 (Anexo 05). Nesta questdo os alunos devem identificar se a € b
sdo valores negativos ou positivos. Os alunos conseguem formular as conjeturas a <
0 pois y = a ¢ assintota horizontal e b < 0 pois x = b ¢ assintota vertical. Estas
conjeturas formulam-se tendo em conta a expressao algébrica apresentada para a
fungdo f e o respetivo grafico, como podemos ver na resolugdo de Daniela (Figura

59):

Figura 59 - Resolug@o de Daniela (Tarefa quatro, questao 1)

Observe-se que, a aluna faz referéncia ao grafico da fungdo pois, s6 com a sua analise

¢ possivel formular tais conjeturas.

Questdo 3 do teste escrito (Anexo 06). Nesta questdo teria de ser feita a andlise de
cada um dos limites apresentados no enunciado de modo a concluir as equagdes das
retas que sdo assintotas ao grafico de uma fungao. Surge oportunidade de formulagao

de uma nova conjetura. Joel, foi um dos alunos que a formulou (Figura 60):

Figura 60 - Resolucao de Joel (Teste escrito, questao 3)

119



O aluno conjetura que: lim [f(x)+x]=-3 e lim [f(x)+x+3]=0. De
X—>—00 X—>—00

facto, um numero consideravel de alunos conseguiu elaborar esta conjetura. Devo
referir que tal situacdo nunca foi explorada em nenhuma tarefa ou discusso coletiva
de uma tarefa. Passando —3 no primeiro membro da equacdo e aplicando o principio

de equivaléncia da adigdo, os alunos conseguiram conjeturar que lim [f(x) + x] =
X——00
—3 € equivalente lim [f(x)+ x + 3] = 0 e, desta forma, concluir a existéncia de
X——00

uma assintota obliqua ao grafico da funcao.

No global das tarefas, os alunos revelaram alguma facilidade na formulagao de
conjeturas. As conjeturas formuladas foram previstas durante a planificacdo das aulas
e constituiam também um dos objetivos das tarefas. Por exemplo, a conjetura
formulada por Tiago na questdo 1 da tarefa 1: “O grafico da funcdo aparentemente ndo
toca a reta de equagdo d = 5”. Estas conjeturas foram essenciais na compreensao das
propriedades das retas que constituem assintotas e, posteriormente, na generalizacao a
outras funcdes. A formulacdo de conjeturas ¢ um indicio de que os alunos estdo a
pensar sobre a questdo, a formular ideias, a procurar relagdes entre situagdes,

independentemente de, mais tarde, as conjeturas se provarem ser verdadeiras ou falsas.

5.2.2. Generaliza¢oes

Durante os momentos de discussao das tarefas propostas os alunos tiveram

oportunidade de formular diversas generalizagdes, que sdo apresentadas a seguir.

Na discussao coletiva da questao 1 da tarefa 1 (Anexo 01), depois de Julia

conjeturar que “d = 5 ¢ uma assintota”, Tiago surpreende ao afirmar o seguinte:

Tiago: 5 ¢ um ponto aderente.

Tiago procura, neste caso em particular, uma relagdo entre o valor 5 e o facto de a
assintota ser d = 5 revelando assim o seu interesse em procurar possiveis relagdes
entre pontos relevantes da fung¢do e a equacdo da reta assintota. Efetivamente, ¢ uma
relagdo muito bem estabelecida por Tiago pois 5 € um ponto aderente ao dominio, mas
que ndo pertence ao dominio e, por isso, d = 5 ¢ assintota. Apesar de a afirmagao ser
feita para o caso especifico da funcdo A4, esta afirmacdo ndo surgiu na sequéncia de

nenhuma questdo da tarefa ou pergunta intencional da minha parte, nem em resposta
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a nenhum colega. Evidencia a procura de uma relagdo de natureza mais geral entre a
funcdo e a respetiva assintota. Tiago parece procurar uma generalizagao relativamente
aos pontos para os quais pode existir uma assintota sem ainda saber que esta ¢, em
particular, uma assintota vertical. De notar ainda que, s6 no momento de sintese final

havia a intencao de generalizagdo do processo para determinar assintotas verticais.

Efetivado o primeiro contacto com o conceito de assintota na questdo 1 da
tarefa 1, na discussiao coletiva da questiao 2 da tarefa 1 (Anexo 01), questiono os
alunos para averiguar se conseguem inferir uma conclusao semelhante para a questao
2 da mesma tarefa.

Investigadora: O que conseguimos concluir desta reta [refiro-me a reta de
equagao x = 0]?
Afonso: Que ela € assintota...

Afonso mobiliza conhecimento da generalizagdo feita na questdao 1 da tarefa 1,
reconhece que a reta de equacdo x = 0 tem propriedades idénticas a da reta d = 5,¢

formula a generalizacdo: “x = 0 ¢ uma assintota ao grafico da fungado”.

No final da discussido coletiva da questao 2 da tarefa 1 (Anexo 01), através
da andlise do gréfico, Francisco identifica a existéncia de uma reta horizontal com as

mesmas caracteristicas de x = 0 e faz a seguinte afirmagao:

Francisco: y = 0 ¢ uma assintota.
Tiago: Nao, x = 0!

Francisco: Sim, mas y = 0 também.
Professora: E é uma assintota qué?
Francisco: Horizontal.

Francisco utiliza o conhecimento que ja tem sobre assintotas verticais para explorar a
existéncia de outros tipos de assintotas. Generalizando que, a reta y =0 ¢ uma
assintota horizontal porque, aparentemente, esta reta nunca vai intersetar o grafico da
fungdo. Francisco consegue assim reconhecer a existéncia de outras assintotas, além
da assintota vertical encontrada. Indica que se trata de uma assintota horizontal por ser

uma reta horizontal.
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Na questio 2.3. da tarefa 2 (Anexo 02), apds verificarem que lirP [f(x) —
X—+00
(x —1)] = lim [f(x) — (x — 1)] = 0, dois grupos preocupam-se em apresentar uma
X——00

conclusdo (Figuras 61 ¢ 62):

Figura 61 - Resolucao de Camila e Tiago (Tarefa 2, questdo 2.3)

Figura 62 - Resolucao de Mateus e Madalena (Tarefa 2, questao 2.3)

De facto, apenas estes dois pares de alunos escrevem, na resolugdo entregue: “y = x —
1 ¢ assintota ao grafico da fun¢do”. Esta afirmacdo ¢ considerada uma generalizagao.
Os alunos mobilizaram as propriedades ja conhecidas sobre assintotas verticais e
horizontais, para aqui afirmar a existéncia de um outro tipo de assintota. Na discussao
oral e coletiva da questdao, também Francisco formula a generalizacao “y =x — 1 ¢

assintota ao grafico da fungdo™:

Professora: O facto de a distancia tender para zero, o que ¢ que significa
relativamente ao grafico da funcdo e da reta?

Francisco: Que se estdo a aproximar.

Professora: Que a fungdo e a reta estdo cada vez mais proximas, exato. E mais?
Francisco: Que ¢ uma reta assintota, a reta y = x — 1 ¢ uma assintota da
fungdo f.

Professora: y = x —1 ¢ uma assintota ao grafico da fun¢do f. Vertical,
horizontal, ...?

Francisco: Diagonal.

Catia: Obliqua.
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Como ainda ndo conhece a designagdo correta para esta nova assintota, analisando os
casos das assintotas verticais e horizontais, Francisco conjetura que a denominagdo
das assintotas esté associada a posi¢ao da reta e designa-a por assintota diagonal, o que

faz sentido pois, de facto, a reta é diagonal.

Na tarefa 94.3.do manual (Anexo 03) na determinagao das assintotas verticais

. . , ~ 1-x , .
¢ horizontais ao grafico da fungdo f(x) = So_g varios alunos formulam as

N 5, . , ~ 1,
generalizagdes: “x = 5 € assintota vertical ao grafico da funcdo” e “y = — 5 € assintota

horizontal ao grafico da fungdo em +o00 e —00”, A primeira generalizagdo resultou do

cdlculo de lim f(x) =+owe lim f(x) = — o e a segunda do célculo de lim flx)=
2\+ [ee]

2 2

lim () = -

2

Na questao 2 da tarefa 4 (Anexo 05), ¢ pedido aos alunos que identifiquem as

~ \ p . . ~ xX—2
equagdes correspondentes as assintotas vertical e horizontal da fungdo g(x) = s

x—2 1 . ~ . P
Marta escreve g(x) = T 1+ TS formular as generalizagdes: “y = 1 ¢ assintota

=

horizontal ao gréafico da fungdo” e “x = 3 ¢ assintota vertical ao grafico da fun¢do”,

como se pode ver na sua resolugdo (Figura 63).

()

x

Figura 63 - Resolucdo de Marta (Tarefa 4, questao 2)

Na questio 3.2. da tarefa 4 (Anexo 05), os alunos tém de definir a expressao
algébrica da fungdo f. Decidem escrevé-la na forma a + beC, estando os valores de a

e ¢ relacionados com as assintotas horizontal e vertical, respetivamente. Através da

analise do grafico da funcdo os alunos conhecem as equacdes dessas assintotas e
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utilizando um ponto que pertence ao grafico da fungéo, conseguem generalizar f(x) =

-2 — x4T1' Foi o que fez Catia (Figura 64):

Figura 64 - Resolugdo de Catia (Tarefa 4, questdo 3.2)

Sabendo que x = 1 ¢ assintota vertical e y = —2 ¢ assintota horizontal, consegue
b .
escrever f(x) = —2 - Para determinar o valor de b recorre ao ponto de

coordenadas (—1,0) que saber pertencer ao grafico da fungdo, pelo que ¢ dito no

enunciado: "O grafico da fungdo f intersecta o eixo Ox no ponto de abcissa —1”.

Na questio 4 da tarefa 4 (Anexo 05), os alunos desenvolvem um raciocinio
idéntico ao anterior. David (Figura 65) sabe que y = 3 ¢ assintota horizontal e,
portanto, a = 3. Sabe ainda que ¢ = 2 pois € referido no enunciado “A outra assintota
¢ paralela ao eixo Oy e interseta o eixo Ox no ponto de abcissa 2”. Para determinar o
valor de b, David utiliza o ponto de coordenadas (0,0) que sabe pertencer ao grafico.

Desta forma, David efetua uma generalizagdo do que conhece relativamente a

~ s N L . b
expressao algébrica de fungdes racionais escritas na forma a + > 20 afirmar que

fx)=3+ x_iz ¢ expressao algébrica da fungao.

Figura 65 - Resolugdo de David (Tarefa 4, questao 4)
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Na questao 2 do teste individual (Anexo 06), muitos alunos elaboram a

generalizagdo: Se y = —%x + 1 ¢ assintota obliqua ao grafico da fungdo,

lim [f (x) += x - 1] = 0. Esta afirmagdo resulta do estudo concreto efetuado na

X—+00

questdo 2 da tarefa 2, em que se conclui que o limite da diferenca entre a fungdo e a
sua assintota obliqua tende para zero, uma vez que graficamente as fungdes se
aproximam cada vez mais. A resposta apresentada por Francisco (Figura 66) mostra

que o aluno mobilizou esse conhecimento para responder a esta questao:

ziai&r’LWW4¢i=a__@u)<¢»;= '!4‘!
| I3 g k(4 (S b b este| e *’C) ?ot h‘-S‘
= oFu | =1 4 Ll _} |
RGN AN O e ¥=d lowh (£lGR) [+ [A]3e - _1} s 1_.;
z W G e LT

Figura 66 - Resolucao de Francisco (Teste escrito, questao 2)

Francisco comega até por escrever “lim [f(x) — (mx + b)] = 0” dando a entender

que se a assintota for y = mx + b esta condigdo teré de se verificar.

Ainda no teste escrito individual, Joel (e outros alunos) (Figura 67) elabora as
generalizagdes: x = —1 ¢ assintota vertical, y = 2x — 1 e y = x — 3 sdo assintotas

obliquas ao grafico da funcao na questao 3.

_ L5 | | P |

me[g PESEANES ~%¢@ﬁ[ﬁih%}ﬁj£ﬂm
B - i

Figura 67 - Resolucao de Joel (Teste escrito, questao 3)

Generalizar sobre assintotas verticais ao grdfico de uma fungdo. No momento de
sintese final que se seguiu a realizaciio e discussiio da tarefa 1, com o objetivo de
ajudar os alunos a generalizarem o processo para determinar assintotas verticais ao

gréafico de uma funcao, coloco a seguinte questao:
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Professora: Dada qualquer fun¢do, o que tenho de fazer para determinar uma
assintota vertical ao grafico dessa fung¢ao?
Catia: Calcular o valor do limite de um ponto que ndo pertence ao dominio....

Catia reconhece que as assintotas verticais se calculam através de limites para os
pontos onde a fun¢do ndo esta definida. Apesar de verdadeira, esta generalizacdo ¢
ainda insuficiente para indicar os pontos onde existem possiveis assintotas. Apenas
Tiago, na conjetura que formula (“5S ¢ um ponto aderente) para a questdo 1, em
particular, consegue sugerir o valor para o qual se calcula o limite como um ponto
aderente que nao pertence ao dominio da funcdo. Contudo, Tiago ndo consegue
generalizar aquilo que verificou naquele caso em particular e, por isso, ndo interveio
na discussao.

E necessario recorrer a um questionamento intensivo para conseguir obter

afirmagdes suscetiveis de andlise com a turma:

Professora: No primeiro caso, qual era este ponto?
Varios alunos: 5.

Professora e no segundo?

Varios alunos. 0.

Professora E nos calculamos os limites...

Cadtia: Para5" ¢ 5-. E para0t e 0~.

Catia refere o calculo dos limites laterais de pontos aderentes ao dominio que nao
pertencem ao dominio. A afirmagdo de Catia pode decorrer do facto de, na questdo
2.3. se ter calculado os limites a direita e a esquerda de zero. Mas, na verdade, na
questdo 1.2. apenas se calculou o limite quando d tende para 5 por valor a esquerda de

5. Por isso, Joel corrige imediatamente:

Joel: Nao so para 57.

Investigadora: E porque ¢ que ndo calculamos o limite quando x tende para
5%?

Juilia: Porque o d esta entre 0 e 5, entdo ndo ha 57.

Investigadora: Exato, a funcdo ndo estd definida para valores superiores ou
iguais a 5. Entdo limites laterais e depois?

Julia: Nao podem ter o mesmo limite, acho eu.

Julia formula uma conjetura apesar de errada. Este erro pode ser resultado do facto de,

na questao 2.3., se ter obtido 400 e —oo como resultado dos limites laterais e concluir-

126



se que y = 0 ¢ assintota. Assim, decidi observar que, pelo contrario, na questdo 1.3.

s6 se calculou um limite lateral e encontrou-se na mesma a equacao de uma assintota:

Investigadora: Mas ndo calculimos o limite quando x tende para 5%e
concluimos a mesma que ¢ assintota.

Julia: Mas era porque nao estava definido.

Joel: O dominio ¢ de 0 a 5.

Investigadora: O que deram os limites calculados?

Varios: +0o0 e —o0.

Julia: Tem de ser divergente.

Investigadora: Tem de ser +o0 ou —oo. E se for, o que concluo?

Julia: Que ¢ uma assintota.

Joel, ao referir o dominio da fungdo mostra conhecimento da importancia que este tem
na determinacao das assintotas verticais ao grafico de uma fungao.

Apesar de ter sido necessario algum questionamento da minha parte para
encaminhar os alunos na generalizagdo do processo de determinacdo de assintotas
verticais, concluo que compreenderam a relagdo entre assintotas verticais, calculo de
limites no infinito e a representagdo grafica da funcdo. No geral, os alunos generalizam
o processo de determinagdo de assintotas verticais como um processo que envolve a
determinacao dos limites laterais para pontos aderentes ao dominio da fun¢ao, que nao
pertencem ao dominio e generalizam também que, se algum destes limites for infinito,
conseguimos determinar uma assintota vertical. Francisco, Julia, Afonso e Tiago
foram alunos que revelaram mais facilidade na generalizagdo do processo do que

outros.

Generalizar sobre assintotas horizontais ao grdfico de uma fungdo. No momento de
discussdo da questio 1 da tarefa 2, o objetivo era generalizar o processo para
determinar as assintotas horizontais ao grafico de uma fungdo. Assim, para comegar

de discussdo coloco a seguinte questdo:

Investigadora: Se vos desse uma funcdo qualquer e pedisse para calcular as
assintotas horizontais ao grafico dessa fun¢@o, o que € que vocés faziam?
Catia: Os limites para +oo e para —oo.
Cétia formula a generalizacdo com base no procedimento que efetuou nas questdes da
tarefa 2. Contudo, ndo sabe se este serd valido para todas as fungdes, nem sequer testou
este procedimento para mais fungdes. Mas era expectavel que os alunos se baseariam

apenas neste caso particular, até porque foi o tinico estudado até agora.
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Os restantes alunos também participaram na generalizagdo ao afirmar que, se o
resultado desse limite ¢ um determinado nimero real b, entdo y = b ¢ assintota

horizontal.

Investigadora: Na questao que resolveram, o que deram esses limites?
Varios alunos: 0.

Investigadora: E o que concluimos?

Varios alunos: y = 0 ¢ assintota.

Investigadora: E se os limites tivessem dado 5?

Julia: Ta ser 5.

Investigadora: 1a ser?

Mateus: y = 5.

Os alunos contribuem para a generalizacao do processo de determinagdo de assintotas
horizontais. Os contributos que dao resultam daquilo que aprenderam na questao 1 da

tarefa 2.

Cétia sugere que, para determinar as assintotas horizontais ao grafico de qualquer
funcdo, temos de realizar o calculo dos limites da fungdo em +o e em —oo para
determinar as assintotas horizontais. Os restantes alunos tentam participar na
generalizagdo, mas apenas conseguem fazer afirmagdes para casos particulares. Julia
continua a generalizagdo afirmando que o resultado do limite ndo pode ser —oo nem

+00.

Investigadora: Para concluir que ¢ uma assintota o limite tem de dar...
Julia: Nao pode ser nem —oo nem +o00.
Professora: Exatamente! Tem de dar um nimero real.

Generalizar sobre assintotas obliquas ao grdfico de uma fungdo. Com o objetivo de
generalizar o processo para verificar se uma determinada reta ¢ ou ndo assintota
obliqua ao grafico de uma fun¢do, no momento de discussao coletiva que se seguiu

a questao 2 da tarefa 2, coloquei algumas questdes aos alunos:

Investigadora: Entdo, o que ¢ que nos fizemos para ver que esta ¢ uma
assintota?

Catia: Calculamos os limites quando x tende para infinito.

Investigadora: Do que?

Joel: De f(x) — (x — 1).

Investigadora: Portanto, se quiserem ver se uma determinada reta ¢ ou nao
assintota ao grafico de uma fun¢do, como fazem?
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Inés: Calculamos o limite quando x tende para +oo e para —co.
Investigadora: Exatamente, da...

Mateus: Da fungdo f(x) menos a expressdo da reta.

Investigadora: E o que ¢ que eu espero obter do resultado desse limite para
concluir que ¢ uma assintota obliqua?

Catia: Que um deles seja zero.

Os alunos conseguem contribuir com resultados importantes para efetuar a
generalizagdo dos processos para determinar as assintotas ao grafico de uma fungao.
Esta generalizacdo €, essencialmente, concretizada com base naquilo que os alunos
verificaram nos casos particulares estudados nas tarefas. Os momentos planeados de
generalizagdo ndo foram faceis de concretizar. A inexperiéncia dos alunos na
elaboracdo de generalizagdes levou a que houvesse dificuldade em conseguir
generalizar os processos de determinacdo de assintotas verticais, horizontais e
obliquas. Para as concretizar foi necessario um questionamento muito estruturado e
sistematico da minha parte. Os alunos basearam-se nos casos particulares estudados
nas tarefas, mas sendo muito poucos, o processo tornou-se mais dificil. De facto, um
dos objetivos das tarefas propostas era iniciar o estudo de um caso concreto, afirmar
caracteristicas e propriedades, e generalizd-las a um conjunto mais alargado. Nas
tarefas 1 e 2, os alunos identificaram um conjunto de caracteristicas comuns a reta que
corresponde a assintota ao grafico de uma funcao. Nomeadamente, o facto de uma
fungdo e a sua assintota estarem cada vez mais proximas, mas aparentemente nunca se
intersetarem. Sempre que identificam retas com essa caracteristica relativamente ao
grafico da fun¢ao, independentemente da sua posicao relativa, os alunos afirmam que

essa reta € uma assintota.

5.2.3. Justificacoes

Questao 1.3. da tarefa 1 (Anexo 01). Nesta questdo solicita-se a determinag¢do de

dlirgl_ A(d). Os alunos apontam +oco como resposta, mas surgem estratégias diferentes

de determinagdo. Inés justifica que recorreu ao célculo analitico do limite (Figura 68),

apresentando:
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Figura 68 - Resolucdo de Inés (Tarefa 1, questdo 1.3)

Com este calculo, Inés acaba também por justificar a conjetura formulada por Tiago
na questdo 1.2: “O grafico da fungdo aparentemente ndo toca a reta de equagdo d =

5”. Como dlirgl_ A(d) = +o0, d aproxima-se de 5 por valores inferiores a 5, enquanto

A(d) tende para +oo, validando a conjetura ja formulada por Tiago. Contudo, Tiago

justifica que conseguiu obter a mesma conclusao através do grafico da funcao:
Tiago: Eu vi apenas no grafico!

Surgem duas justificagdes diferentes para o facto de dlir;z_ A(d) = +o0. Inés apresenta

uma justificacao formal que recorre ao calculo analitico do limite. Por outro lado,
Tiago apresenta uma justificagdo informal resultante da representa¢do grafica da
funcdo. A calculadora gréafica ¢ uma ferramenta muito importante na formulagdo de
conjeturas e na validacdo de algumas delas. Mas também deve ter-se no¢do que a
representacao obtida ¢ limitada e podem existir aspetos que ficam omitidos. Neste
caso, atendendo ao nivel de ensino, a justificacdo dada por Tiago ndo ¢ suficiente.

Quando Tiago refere que dlirsn_ A(d) = +o0 porque “vi apenas no grafico”, Catia
concorda com a afirmag¢do do colega revelando que utilizou a mesma estratégia.
Assim, peco a aluna que justifique como tirou a conclusdo de dlirsn_ A(d) =+

efetuando a analise da representacgdo grafica:

Catia: Quando o d vai tender para 5, se formos a ver nunca vai chegar. E a
fungdo estd a tender para +00 a0 mesmo tempo.

Professora: O que € que a Céatia disse relativamente ao grafico e a fungao? Nao
vai chegar onde?

Catia: A'S.
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Catia faz uma correta interpretacdo do grafico da funcdo ao referir que, quando d
tende para 5, “estd a tender para +00 ao mesmo tempo”. Apesar desta estratégia ter
permitido concluir o resultado correto, os alunos devem apenas utiliza-la como um

apoio a resolucgdo analitica.

Questao 2 da tarefa 1 (Anexo 01). Nesta questdo, Julia recorre ao grafico da funcao

para determinar que lim f(x) = % =400 e lim f(x) = i_ = —oo. Projeto o
x—0*t 0 x-0" 0

grafico e pego que justifique aos colegas como o procedeu:

Professora: Vai la ao grafico do quadro e explica isso aos teus colegas.

Jitlia: Se os valores vém por 0T, vai bater aqui.... vai para 4+ 0o mas nunca chega
a0 Zero.

Professora: E quando x tende para zero por valores inferiores a zero?

Julia: E a mesma coisa s6 que vai para —oo e nunca chega a bater na reta x =
0.

Tal como Cétia na questdo 1.3. da tarefa 1, nesta tarefa Julia faz uma interpretagdo
correta do grafico da fung@o. A aluna afirma que “se os valores vém por 0*”, a fungio
“vai para +00”, ¢ 0 mesmo acontece quando x — 0~. Mais um caso de uma aluna que
apresenta a analise feita ao grafico da fungdo como uma justificagdo para o resultado

que indica para os limites pedidos.

Questdo 1 da tarefa 2 (Anexo 02). E pedido aos alunos que determinem os limites
quando x tende para +oo e para —oo da fungdo f(x) = 1/x. Para calcular os limites
pedidos na questao 1 da tarefa 2, os alunos recorrem mais uma vez a duas estratégias
diferentes para justificar os resultados obtidos. Uns justificam o resultado recorrendo
ao célculo analitico, outros com aquilo que observam na calculadora grafica. Pedro

apresenta o célculo dos limites (Figura 69):
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Figura 69 - Resolucao de Pedro (Tarefa 2, questao 1)

Mas justifica também que foi confirmar ao grafico da funcdo se realmente o que

concluiu se verifica.

Pedro: Fui ver ao gréfico se aquilo que eu tinha feito se confirmou. Quando x
tende para +o0, a fungdo esta a ir sobre o eixo, mais proximo do eixo... (Pedro
refere-se ao eixo das abcissas).

Investigadora: O que ¢ que queres dizer com isso?

Maria: Aproxima-se de zero, mas nunca la chega.

Investigadora: E quando x tende para —oo?

Maria: A mesma coisa.

Pedro apresenta uma justificagao formal para a questao e, confirma o resultado obtido,
na calculadora grafica. Maria decide ajudar o colega a justificar a sua conclusdo porque
o v€ um pouco inseguro. Os alunos justificam que, ao analisar a representagao grafica
da fungdo verificam que esta se “aproxima de zero” quando x tende para —oo e quando
x tende para +oo. Pedro afirma que recorreu ao grafico para confirmar o resultado
obtido no calculo dos limites. A calculadora grafica tem a vantagem de permitir, em
algumas situagdes, conferir se a resposta que se dd a uma tarefa corresponde a resposta
certa. Se ndo for a resposta certa, poderd ser um indicio de algum erro ocorrido na

resolucao analitica.

Questao 2.2. da tarefa 2 (Anexo 02). Nesta questdo pede-se aos alunos que
identifiquem o que representa a expressdo f(x) — (x — 1), para cada valor de x. Cétia
e Afonso (Figura 70) justificam que f(x) — (x — 1) tende para zero com a seguinte
frase “as abcissas vao se juntando cada vez mais quando a fun¢do tende para +oo, ou

seja, tende para zero”.
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Figura 70 - Resolugdo de Catia e Afonso (Tarefa 2, questao 2.2)

Os alunos nao justificam de que forma conseguem ver que f(x) — (x — 1) tende para
zero, no entanto, pela justificacdo apresentada parece que recorrem a representacao
grafica. De facto, ao introduzir na calculadora grafica a expressdo da fungdo f e da
reta y =x —1 e fazendo uma andlise cuidada desta representa¢do, os alunos
conseguem concluir que as duas estdo cada vez mais proximas, a medida que x tende
para +oo. Esta € uma representacao verbal escrita que ndo revela em que evidéncia se

apoiaram para a obter.

Questdo 2.3. da tarefa 2 (Anexo 02). Nesta questdo ¢ pedido aos alunos que
determinem os limites quando x tende para —oo e quando x tende para +oo de f(x) —
(x — 1). Os alunos que, nesta questdo, escrevem que y = x — 1 é assintota ao grafico
da fungao, utilizam o calculo dos limites da diferenca entre a fungdo e a reta quando x
tende para —oo e quando x tende para +oo0, como justificacdo para a generalizacdao
formulada. Retomemos a resolucdo de Mateus e Madalena (Figura 71) que ¢ uma

evidéncia disso:

Figura 71 - Resolucdo de Mateus e Madalena (Tarefa 2, questao 2.3)
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No momento de discussdo coletiva, Francisco também refere que as retas se estdo a
aproximar pois os limites tendem para zero e, esse facto, pode ser justificagdo para a
reta y = x — 1 ser assintota. Os dois grupos chegam a esta conclusdo e justificam-na

ao apresentar o calculo dos limites com o resultado zero.

Professora: O facto de a distancia tender para zero, o que é que significa
relativamente ao grafico da funcdo e da reta?

Francisco: Que se estdo a aproximar.

Professora: Que a funcdo e a reta estdo cada vez mais proximas, exato. E mais?
Francisco: Que ¢ uma reta assintota, a reta y = x — 1 ¢ uma assintota da
funcao f.

.y . ~ , ~ x%-x+1 ,
Nesta fase ja se analisou a relagdo entre o grafico da fungio f(x) = —, ¢o grafico

da reta y =x —1 quando as representamos no mesmo referencial cartesiano.
Francisco, um dos alunos que também apresenta na sua resolucao a generalizacdo y =
x — 1 é uma assintota da fun¢do f justificada com o calculo dos limites, apresenta

oralmente uma justificacdo com base na interpretagao que faz do grafico.

Tarefa 94.3. do manual (Anexo 03). Nesta tarefa pede-se que se determinem as

, . . . ~ 1-x . . .
assintotas verticais e horizontais da fungdo f(x) = Tre Carolina justifica oralmente

, . . . 5 o

que, a assintota vertical ao grafico da fungdo ¢ x = 5 porque calculou os limites quando
5~ st . .

x—>—-e quando x = — P Nao hé davidas de que Carolina conhece o processo que

permite determinar as assintotas verticais ao grafico de uma fun¢do. Procuro assim

perceber se consegue apresentar uma justificacdo para o céalculo dos limites laterais

) 5
relativamente a — .

Professora: Mas porqué para — g e ndo para —1,—-2,3,4 ...7

Carolina: Porque ndo pertence ao dominio.

5 o I ~ ~
A aluna refere que — > Dao pertence ao dominio da fungdo. De facto, ndo pertence.

Mas esta ¢ uma justificagdo insuficiente pois este valor ¢ mais do que um valor que
ndo pertence ao dominio. E um ponto aderente ao dominio que ndo pertence ao

dominio.
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Questdo 1 da tarefa 4 (Anexo 05). Marta, Maria e Daniela apresentam formas
diferentes de justificar o modo como selecionaram a opg¢ao correta. Enquanto Marta

aponta na representacao grafica as assintotas vertical e horizontal ao grafico da fungao

(Figura 72):

Figura 72 - Resolugdo de Marta (Tarefa 4, questdo 1)

Maria e Daniela optam por justificar usando a representacao verbal escrita (Figuras 73

e 74):

Figura 73 - Resolucdo de Maria (Tarefa 4, questao 1)

Figura 74 - Resolucdo de Daniela (Tarefa 4, questdo 1)

Ainda que as trés alunas recorram a representacao grafica, usam duas representacdes

diferentes, o esboco do grafico e a representacdo verbal escrita, que lhes permitem
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justificar as conjeturas formuladas: a > 0 pois y = a ¢ assintota horizontal ao grafico
da fungdo” e "b < 0 pois x = b ¢ assintota vertical ao grafico da fun¢do”. Esta ¢ uma
questdo de escolha multipla ndo sendo necesséaria a apresentagdo de justificagdes.
Contudo, devo destacar a preocupagdo destas alunas com a apresentagdo de uma

justificacdo para a firmacao escolhida.

Questdao 2 do teste escrito (Anexo 06). Enquanto a questdo 1 do teste escrito, de
escolha multipla, ndo pedia a apresentacdo de nenhuma justificagdo para a opcao
selecionada, a presente questao ja pede que os alunos o fagam. Camila apresenta uma

justificacdo para a opgao que seleciona (Figura 75):

Mol 4] p(2,0)
Y

= S 7 e S L O
FYEETN Or? P2 I [P

R A Porquo pou\a A, ominloto | em + so
({()c) —|(Imacl+/b) (2O
Lc%o({'ll L _LI. 4 )

(00 41x < 1):0
Figura 75 - Resolucao de Camila (Teste escrito, questao 2)

A aluna justifica que, para uma reta ser assintota obliqua ao grafico da fungdo em +oo,

tera de se verificar f(x) — (mx + b) = 0. E o que verifica para a reta que determinou,
y=- %x + 1, jusitifcando que ¢ assintota pois f(x) + %x — 1 = 0. Apesar de alguns
erros cometidos nesta justificacdo (referidos na seccdo 5.1.) € clara a justificacdo

apresentada pela aluna. J& Catia apresenta outra justificacdo para ter selecionado a

opcao A (Figura 76):
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Figura 76 - Parte da resolugdo de Cétia (Teste escrito, questao 2)

Esta ¢ uma justificagdo informal e simplificada que parece quase uma forma que a

oye . . 1 ~
aluna utilizou para memorizar que, se llT [f (x) +ox— 1] =0 entdo a reta
X—>+00

assintotaéy = —%x + 1.

Questdo 3 do teste escrito (Anexo 06). Joel formula trés generalizacdes e, para cada
uma delas apresenta uma justificacdo, com base nas informagdes do enunciado (Figura

77):

K L7 e 4 : [ 7P IS v T 1 LAY L o
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Y ke
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Figura 77 - Resolucgao de Joel (Teste escrito, questdo 3)

Reconhece que x = —1 ¢ uma assintota vertical pois xllrill f(x) = —oo. Identifica
ainda duas assintotas obliquas: y = —x — 3 em —oo justificando que xl_i)r_noo [f(x) +
x]=-3ey=2x—1 em 4 pois xl_l>Too [f(x) — 2x + 1] = 0. Repare-se que o
aluno nada refere quando ao }Ci_r:% f(x) = —3. Desta forma, entende-se que deste limite

ndo resultou nenhuma assintota ao grafico da fun¢ao, mas Joel ndo justifica como tira

esta conclusdo. O aluno tem ainda o cuidado de justificar que a assintota ¢ obliqua

137



dado que os coeficientes dos termos com x nos dois limites sdo ambos diferentes de

zero. Caso fossem zero, o aluno ja consideraria que a assintota seria horizontal.

Contrariamente a Joel, Daniela, na sua resolucao desta questdo (Figura 78), tem o

cuidado de justificar o porqué de x = 0 ndo ser assintota ao grafico da funcao:

Figura 78 - Parte da resolugdao de Daniela (Teste escrito, questao 3)

A justificacdo da aluna retrata que, s6 consideraria x = 0 assintota vertical se ling f(x)
X—
fosse igual a +o0 ou —oo.

Questdo 4 do teste escrito (Anexo 06). Para determinar a existéncia de assintotas ao

x*—8x
x%*—5x3+6x2’

\

grafico da fungdo f(x) = Mateus (Figura 79) recorre a representagdo

gréfica “tendo em conta a analise do grafico na calculadora” para justificar a existéncia
das assintotas, indicando a existéncias das seguintes assintotas x = 2, x =3,y =0¢
y = 1. Apesar de justificar com base na representacao grafica, o aluno ndo apresenta
um esbogo dessa representagdo na sua resposta. Esta resposta sem se basear nos
calculos dos limites, levou Mateus a identificar como assintotas retas que ndo o sdo,
nomeadamente x = 2 e y = 0. Aqui estd uma prova de que, a calculadora grafica
permite levantar a suspeita da existéncia de assintotas em determinados locais. Mas
ndo diz, de todo, que locais sdo esses nem quais as equacdes das retas assintotas. Sem
a verificagdo analitica ¢ muito dificil tirar conclusdes corretas relativamente as

assintotas ao grafico de uma fungao.
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Figura 79 - Resolugdo de Mateus (Teste escrito, questao 4)

Para estes alunos, a elaboracdo de conjeturas parece mais facil do que a
elaboragdo de justificacdes. Foi curioso testemunhar a iniciativa tomada por alguns
dos alunos de apresentar uma justificagdo sem que isso fosse pedido no enunciado da
tarefa, como aconteceu na questio 1 da tarefa 4. E notavel a preocupagdo e cuidado
que alguns alunos demonstraram na elaboracao de justificagdes. Destaco Daniela e
Maria que procuram apresentar em todas as questoes uma justificacao através de uma
representacao verbal escrita ou de métodos analiticos. A representacao grafica foi
frequentemente utilizada como justificagdo de afirmagdes. Procurei, durante os
momentos de discussao coletiva, que os alunos compreendessem que podem utilizar o
grafico da fun¢do para confirmar resultados obtidos dos métodos analiticos, como o
calculo de limites. Mas tirar conclusdes apenas pela andlise do grafico ndo ¢ uma
estratégia muito fidvel e que justifique formalmente as afirmacdes acerca de assintotas

ou outras propriedades.

As tarefas exploratdrias propostas tinham a inten¢do de promover processos de
raciocinio como a justifica¢do e, averiguar, como ¢ que os alunos desenvolvem este
processo. Existem ainda bastantes aspetos a melhorar na elaboracdo de justificagdes.
A distingdo entre justificacdes informais, como a andlise do gréfico, e justificagdes
formais, como o célculo dos limites, foi algo que tentei explorar ao longo da
intervengdo. H4 alunos que apresentam uma justificagdo formal com clareza e corregao
e optam pela utilizagdo do gréafico para apoiar a resolucdo. Enquanto outros, como
Mateus, na questdo 4 do teste escrito, continuam a justificar as suas conclusdes apenas

pelo grafico. Claramente, isto leva a conclusdes corretas, mas também erradas.
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As opgoes foram tomadas tendo em vista uma abordagem de ensino
exploratoria, em que se pretende que os alunos analisem casos concretos para, mais
tarde, conseguirem formular generalizagdes. As tarefas de cunho exploratorio surgem
num contexto que proporciona a utilizacdo de processos de raciocinio matematico,
nomeadamente a formulacao de conjeturas, generalizagdo e justificagdo. Os momentos
de discussao e sintese final assumiram um papel determinante na aprendizagem destes
conceitos e dos processos associadas a determinagdo de cada um dos tipos de
assintotas. Foi nos momentos de discussdo coletiva que se explorou cada um destes
processos, com os contributos dados pelos alunos resultantes daquilo que concluiram

de cada uma das tarefas.

140



Capitulo 6: Conclusoes

Neste ultimo capitulo apresento uma sintese do estudo desenvolvido e as
conclusdes dele obtidas, procurando responder as questdes de investigagdo a que
inicialmente me propus. Por fim, fago uma reflexao pessoal sobre a importancia deste
estudo e dos contributos do trabalho desenvolvido para a minha futura pratica

enquanto professora.

6.1. Sintese do estudo

O raciocinio matematico, apontado como uma capacidade transversal no
ensino e aprendizagem da matematica e cujo desenvolvimento deve ser estimulado em
sala de aula, ¢ um campo cada vez mais estudado por diversos investigadores. Ora,
para melhor compreender como ¢ que os alunos desenvolvem esta capacidade e que
estratégias cumprem este proposito realizei este estudo com a pretensao de dar alguns
contributos neste campo. Assim, a investigacao “O raciocinio matematico dos alunos
do 11.° ano de escolaridade no topico Assintotas ao grafico de uma fun¢ao” procura
compreender a forma como os alunos do 11.° ano de escolaridade desenvolvem a sua
aprendizagem sobre Assintotas ao grafico de uma fun¢ao, com especial atengao aos
processos de raciocinio mobilizados num contexto de abordagem exploratoria. Para

atingir este objetivo estabeleci trés questdoes de investigacao:

e Quais as aprendizagens realizadas pelos alunos no topico Assintotas ao
grafico de uma func@o e em que medida estas correspondem aos objetivos
estabelecidos?

e Quais as dificuldades que os alunos apresentam na aprendizagem das
assintotas ao grafico de uma fun¢do. Em particular, em tarefas que
envolvem o raciocinio matematico?

e De que modo os alunos mobilizam os processos de raciocinio matematico
na aprendizagem do topico Assintotas ao grafico de uma fungdo, em

particular, a formulagdo de conjeturas, generalizacao e justificagdo?
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No quadro tedrico deste estudo abordo quatro aspetos que considero essenciais
para o seu desenvolvimento: raciocinio matematico e tipos de raciocinio matematico,
processos de raciocinio matematico, ensino-aprendizagem no topico Assintotas ao
grafico de uma funcao e a abordagem de ensino exploratéria. O primeiro ponto explora
diferentes defini¢des de raciocinio e, em particular, de raciocinio matematico dando a
conhecer alguns tipos de raciocinio. Relativamente aos diferentes processos de
raciocinio matematico, desenvolvo os trés que constituem a base desta investigagao:
formulagao de conjeturas, justificagcdo e generaliza¢do. Sobre o ensino-aprendizagem
no topico Assintotas ao grafico de uma fungdo considero as orientagdes dos
documentos curriculares e as perspetivas de alguns autores sobre o tema. A abordagem
de ensino exploratdrio € finalmente considerada por ser um ambiente favoravel quando
se pretende promover o desenvolvimento do raciocinio matematico no contexto sala
de aula.

Como ja referido, a investigacao desenvolve-se no topico Assintotas ao grafico
de uma fungdo ao longo de um conjunto de aulas que envolvem tarefas que favorecem
a utilizacao de diversos processos de raciocinio. Para melhor responder as questoes de
investigacao apresentadas, foram planificadas aulas que seguem, essencialmente, uma
abordagem de ensino-aprendizagem exploratéria. As tarefas propostas
proporcionaram aos alunos a oportunidade de explorarem casos especificos dos
diferentes tipos de assintotas, o que lhes permitiu formular conjeturas com base em
exemplos concretos, fazer generalizagdes e justificagcdes. Por outro lado, foi também
importante analisar as aprendizagens realizadas pelos alunos e as dificuldades
apresentadas que podem informar a reflexdo sobre as tarefas e as aulas planificadas,
bem como, sobre a minha propria pratica. A situacdo imprevista que ocorreu ao longo
da intervengao, causada pela Pandemia Covid-19, fez com que se fizessem alteragoes
a planificagdo ja elaborada, para que fossem lecionadas a distancia as aulas restantes.

A investigagdo segue uma abordagem de natureza qualitativa e interpretativa,
onde se procura identificar as aprendizagens realizadas e as dificuldades apresentadas
pelos alunos bem como os processos de raciocinio mobilizados por estes na realizagao
das tarefas propostas. Para cumprir este objetivo e dar resposta as questdes de
investigagdo, analisei os dados recolhidos em ambiente de sala de aula, registados em
video, ou presentes nas produgdes escritas dos alunos. Para além disso, a observagao
participante foi também um contributo essencial para alcangar os objetivos de

investigacdo. A andlise de dados foi bastante detalhada para que, de facto, esta
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investigacdo possa ser um contributo para se desenvolver uma melhor compreensao

sobre o desenvolvimento do raciocinio matematico dos alunos no topico.

6.2. Conclusoes do estudo

Nesta sec¢do apresento as principais conclusdes do estudo, procurando
responder as trés questdes que guiaram esta investigacao. Assim, apresento conclusoes
referentes as aprendizagens realizadas e dificuldades apresentadas pelos alunos e aos

processos de raciocinio matematico utilizados na aprendizagem do topico.

6.2.1 Quais as aprendizagens realizadas pelos alunos no topico Assintotas ao
grafico de uma funcdo e em que medida estas correspondem aos objetivos

estabelecidos?

O conceito de assintota vertical foi o primeiro a ser estudado pelos alunos, na

tarefa 1. Os alunos estabeleceram o primeiro contacto com o conceito de assintota

5

através da representagdo grafica da fungdo A(d) = o

d € [0,5]. Nesta
representagdo aperceberam-se da existéncia de pontos da forma (x,f(x)) que
pertencem ao grafico da funcdo, que se aproximam da reta, quando x varia. Como
refere Nair (2010) uma assintota comeca a ser perspetivada como um objeto
geométrico do qual a funcdo se aproxima. Foi, de facto, o que varios alunos
conjeturaram a partir da analise do grafico da funcao. Depois desta nocao informal de
assintota, a forma como esta estruturada a tarefa 1 levou a que os alunos fossem
capazes de identificar as assintotas verticais através do resultado obtido no calculo dos
limites laterais num determinado ponto. Da mesma forma, conseguem verificar que
uma reta ndo ¢ assintota vertical sempre que nenhuma das seguintes condi¢des se
verifica: lim f(x) = 4+oo, lim f(x) = —oo, lim f(x) = 4+ ou lim f(x) = —oo.
x-a~ x-a~ x—-at x—-at

Estabelecido o primeiro contacto com o conceito de assintota, foi facil
relaciond-lo depois com assintotas horizontais e obliquas. Os alunos conseguiram
transpor as ideias ja estabelecidas sobre uma assintota vertical para outros tipos de
assintotas. Ao identificarem, a partir do grafico de uma func¢do, uma reta da qual a
funcdo se aproxima, mas aparentemente nunca interseta, indicam ser uma assintota ao

grafico daquela fungdo. Apesar de serem os pontos da forma (x,f(x)), que pertencem
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ao grafico da fun¢do, que se aproximam da reta, quando x varia, esta é a no¢ao informal
de assintota que os alunos desenvolvem num estudo inicial do conceito.

As tarefas permitiram que os alunos conseguissem visualizar as assintotas
através da representacgdo grafica, mas também que reconhecessem as assintotas a partir
do célculo de limites. Desta forma, os alunos demonstraram saber que, para determinar
as assintotas horizontais ao grafico de uma fungdo f, se calculam os limites de f
quando x tende para +oo e para —oo. Sabem que, basta obter como resultado um
nimero real num desses limites para confirmar que uma determinada reta ¢ uma
assintota horizontal em 400 e/ou em —oo. Para determinar uma assintota obliqua ao

grafico de uma fungdao em +oo, alguns alunos calculam um limite para determinar o

declive m (lim AC))

) e outro para determinar a ordenada na origem b
x—too X

li£n (f (x) — mx) |. Por outro lado, também reconhecem que uma retay = mx + b
X—>1T 00

¢ uma assintota obliqua ao grafico da fungdo em =+oo0 e/ou —oo se se

verificar lier [f(x) — (mx +b)] =0. A maioria dos alunos apresenta fluéncia
x—+oo

processual, conseguindo aplicar e compreender os processos estudados para
determinar as assintotas verticais, horizontais e obliquas ao grafico de uma fungao. A
compreensao concetual ndo foi atingida por todos os alunos uma vez que, de acordo
com NCTM (2009), isso s6 acontece quando estes entendem a validade dos
procedimentos, como e quando podem ser utilizados e conseguem interpretar
criticamente os resultados.

No que diz respeito as fungdes racionais escritas na forma f(x) =a +
b ] . . .
o (a,b,c € R), os alunos conseguem encontrar assintotas horizontais e verticais

quando a expressdo algébrica estd escrita desta forma. Reconhecem, sem dificuldade,
que y = a ¢ assintota horizontal ao grafico da funcdo e x = ¢ ¢ assintota vertical ao
gréfico da funcao.

A calculadora grafica ¢ uma ferramenta muito importante no estudo das
assintotas ao grafico de uma fungdo pois a visualizagdo do grafico da funcdo ajuda os
alunos a fazer uma andlise mais completa da fungdo, a presumir a existéncia de
assintotas em certos locais, proporcionando assim uma oportunidade de explorar esta

importante caracteristica das fungdes.
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6.2.2. Quais as dificuldades que os alunos apresentam na aprendizagem das
assintotas ao grafico de uma funcio. Em particular, em tarefas que envolvem o

raciocinio matematico?

As dificuldades manifestadas pelos alunos comegam por se verificar na
determinagdo de assintotas verticais ao grafico de uma funcdo. Yerushalmy (1997)
afirma que, uma das definicdes apresentadas para assintota vertical é que esta ¢ "uma
linha vertical que existe apenas em pontos onde a funcao ndo esta definida e os valores
da funcdo se aproximam do infinito negativo ou positivo" (p. 8). De facto, esta
concegdo foi também desenvolvida pelos alunos que, determinam, os limites laterais
para os pontos onde verificam que a fun¢do nao estd definida. Contudo, revelam
também considerar possivel que, nem todos os pontos em que a funcdo ndo esta
definida, correspondam a assintotas verticais. Alids, na questdo 4 do teste escrito,
verificou-se a existéncia de um ponto para o qual a funcao nao estd definida, mas que
nao corresponde a uma assintota vertical. Neste conceito os alunos demonstraram
alguma dificuldade em compreender quais os limites laterais que se devem determinar
para obter assintotas verticais: limite a direita de um ponto, limite a esquerda de um
ponto ou ambos? Este assunto foi explorado na discussao coletiva da questdao 2 da
tarefa 1, depois de terem sido analisados dois casos distintos, levando os alunos a
compreender que tudo depende do dominio da fungao.

Os alunos revelaram ainda dificuldade em definir uma estratégia sistematica
para determinar estas assintotas. Nos momentos de discussao coletiva e sintese final,
um dos objetivos era que os alunos generalizassem um processo para a determinagao
de qualquer tipo de assintota, o que nem sempre se revelou facil. Os alunos
conseguiram construir e generalizar esses processos, através da analise e discussao dos
casos particulares estudados nas tarefas 1 e 2, apesar de terem demorado bastante.

Relativamente as estratégias utlizadas para determinar assintotas ao grafico de
uma funcdo, por vezes, os alunos referem apenas a andlise do grafico da fungdo.
Considerar que se podem identificar e determinar assintotas apenas pela analise do
grafico da funcdo tornou-se uma dificuldade verificada nas resolugdes de varios
alunos. Por exemplo, no teste escrito houve ainda um aluno que referiu que identificou
as assintotas, exclusivamente, através da andlise do grafico da funcgdo. Este tipo de
consideragdes provoca erros que poderdo facilmente ser ultrapassados se os alunos

fizerem todo o processo de determinagdo de assintotas pelo método analitico e
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recorreram apenas ao grafico para confirmar os resultados obtidos ou para identificar
potenciais retas assintotas. Como referem Magalhdes e Martinho (2011) os alunos
devem adaptar-se a cada situagdo, identificando a necessidade de justifica¢do analitica

ou apenas grafica para conseguir validar a conjetura.

6.2.3. De que modo os alunos mobilizam os processos de raciocinio matematico
na aprendizagem do topico Assintotas ao grafico de uma func¢io, em particular,

a formulacgao de conjeturas, generalizacio e justificacio?

No global das tarefas, os alunos revelaram alguma facilidade na formulacao de
conjeturas. Muitas das conjeturas formuladas foram previstas na planificagdo das aulas
e constituiam também um dos objetivos das tarefas. Estas conjeturas revelaram ser
essenciais na compreensao das propriedades das retas que sdo assintotas ao grafico de
uma fun¢ao e, posteriormente, na sua generalizagao a outras fungdes. Apesar de ainda
sO terem estudado o conceito de assintota vertical, os alunos conseguiram, no final da
discussao coletiva da tarefa 1, afirmar que y = 0 ¢ assintota horizontal ao grafico de

1
flx) = e

A elaboragao de conjeturas revelou-se mais facil do que a elaboragdao de
justificagdes. Apesar disso, devo realgar o esfor¢o que alguns alunos fizeram para
apresentar uma justificagdo sem que isso fosse pedido no enunciado da tarefa, como
aconteceu na questdao 1 da tarefa 4. Quando efetuadas justificagdes, estas sao
apresentadas através de uma representagao verbal escrita e recorrem a métodos
analiticos ou recorrem a representacao grafica, muitas vezes, através da calculadora.
As duas estratégias, grafica e analitica, foram exploradas nos momentos de discussao
coletiva, procurando que os alunos compreendessem que o grafico da fungdo permite
apenas confirmar resultados obtidos através dos métodos analiticos nao sendo
considerada uma justificagdo formal suficiente para este ano de escolaridade.

No que diz respeito a generalizagdo dos processos para determinar as assintotas
ao grafico de uma fungao, prevista na planificagao das aulas e na concegdo das tarefas,
os alunos conseguem contribuir com ideias importantes para a efetuar. As
generalizagdes surgiram dos casos especificos analisados nas tarefas 1 e 2. O mesmo
apresenta Mata-Pereira (2012) no seu estudo "Em grande parte destas situagdes os
alunos utilizam exclusivamente um caso particular para formularem a generalizagao.

Noutras situagdes, as generaliza¢des sdo formuladas com base em mais de um caso
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particular” (p. 107). Os momentos planeados de generalizagdo ndo foram faceis de
concretizar. A inexperiéncia dos alunos na elaboracdo de generalizagdes levou a que
houvesse a dificuldade em conseguir generalizar os processos de determinagdo de
assintotas verticais, horizontais e obliquas. Diversos autores consideram que
generalizar ¢ uma tarefa desafiante para os alunos (Zazkis, Liljedahl, & Chernoff,
2008). Para as concretizar foi necessario um questionamento muito estruturado e
sistematico da minha parte. Nas tarefas 1 e 2, os alunos identificaram um conjunto de
caracteristicas comuns a reta que corresponde a assintota ao grafico de uma fungao.
Nomeadamente, o facto de o grafico de uma fungao e a sua assintota estarem cada vez
mais proximas e aparentemente nunca se intersetarem. Sempre que identificam retas
com essa caracteristica relativamente ao grafico da funcao, independentemente da sua
posicao relativa, os alunos afirmam que essa reta € uma assintota.

As opgdes foram tomadas tendo em vista uma abordagem de ensino
exploratoria, em que se pretende que os alunos analisem casos concretos para, mais
tarde, conseguirem formular generalizagdes. Também as tarefas de cunho exploratdrio
surgem num contexto que proporciona a utilizagdo de diferentes processos de
raciocinio matematico e, de acordo com Ball e Bass (2003), as planificagdes das aulas
devem integrar tarefas que estimulem o raciocinio matematico dos alunos. Os
momentos de discussdo e sintese final assumiram um papel determinante na
aprendizagem destes conceitos e dos processos associados a determinagao de cada um
dos tipos de assintotas. Foi nos momentos de discussao coletiva que se explorou cada
um destes processos, com os contributos dados pelos alunos resultantes daquilo que
concluiram de cada uma das tarefas, o que vai ao encontro com o que referem Ponte,
Quaresma & Mata-Pereira (2020) sobre a aula de caracter exploratorio.

As tarefas exploratorias propostas tinham a intengao de promover processos de
raciocinio como a justificagdo e averiguar como ¢ que os alunos desenvolvem este
processo. A distincdo entre justificagdes informais, como a andlise do grafico, e
justificagdes formais, como o célculo dos limites, foi algo que tentei explorar ao longo
da intervengdo. Ha alunos que apresentam uma justificacdo formal com clareza e
corregdo e optam pela utilizagdo do gréafico para apoiar a resolugdo. Enquanto outros,
no teste escrito, continuam a justificar as suas conclusdes apenas pela observacao do
grafico.

A opg¢ao por uma abordagem de ensino exploratoria, com a proposta de tarefas

que exploram casos mais especificos e ddo oportunidade aos alunos de alargar esse
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conhecimento a situagdes mais gerais, os momentos de discussdo coletiva em que se
analisaram e confrontaram estratégias, a calculadora grafica como instrumento
importante no apoio a resoluc¢do analitica sdo aspetos que destaco das aulas lecionadas
como promotores da aprendizagem dos alunos. Os alunos manifestaram-se sempre
motivados e até alunos que nem sempre sdo tdo empenhados na realizagdo das tarefas,

participaram ativamente na sua realizacao.

6.3. Reflexao final

Concluo este relatorio com um breve balango sobre o estudo realizado e as suas
contribuicdes para a minha formacao e destaco alguns aspetos que terei em conta no
meu futuro como professora. A relacdo professor-aluno ¢ um fator determinante na
criacdo de um ambiente propicio ao ensino e a aprendizagem. Nessa relagdo e
ambiente ¢ importante desenvolver uma relagdo de confianga entre todos e os alunos
devem ser constantemente desafiados para aprender e incentivados a expor as suas
dificuldades e as suas estratégias, sem receio de errar ou de sofrer alguma repreensao.
Para além disso, de acordo com os objetivos definidos para uma aula, ¢ importante que
seja definida e implementada uma estratégia de ensino adequada. Esta estratégia
envolve a proposta de tarefas propicias ao objetivo da aula, o trabalho auténomo dos
alunos nessas tarefas e o estabelecimento de momentos de discussdo coletiva em que
decorrem apresentagdes de resolucdes, discussdes de estratégias e confronto de
resultados.

Uma dificuldade com a qual lutei ao longo da intervencao foi a forma como
conduzi os momentos de discussdo coletiva. Estes sdo momentos de grande relevancia
na aprendizagem dos alunos, que devem ser estrategicamente conduzidos pelo
professor. A existéncia de um reduzido nimero de alunos participativos na turma foi
para mim um desafio constante. Recorri a um questionamento frequente como forma
de atingir as conclusdes pretendidas ao mesmo tempo que me preocupava para nao
utilizar perguntas retoricas.

Considero que as opgdes tomadas ao longo da intervengao contribuiram para a
concretizacdo de aprendizagens no topico Assintotas ao grafico de uma fungao e, em
particular, contribuiram para o desenvolvimento da sua capacidade de raciocinar
matematicamente. Todo o estudo realizado permitiu-me aprofundar, explorar e saber

como promover uma capacidade que ¢ apontada como transversal e de especial
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importancia no ensino da Matematica. Reconheco que, esta capacidade acaba por ser
pouco incentivada e desenvolvida também porque alguns professores desconhecem
estratégias e formas de a promover. Fatores como a abordagem de ensino selecionada,
as tarefas propostas, a forma como se desenvolve o trabalho na sala de aula, as
ferramentas a que se recorre, podem influenciar fortemente o desenvolvimento do
raciocinio matematico dos alunos e também a sua aprendizagem.

No entanto, a minha intervengdo no ambito da pratica de ensino supervisionada
nao decorreu nas circunstancias planeadas. Uma situacao inesperada de pandemia que
afetou todo o pais e, em particular, o funcionamento das escolas levou a que parte da
minha intervengao fosse realizada nos moldes de ensino a distancia.

Para cada uma das dez aulas previstas para a intervencao, elaborei um plano de
aula com tarefas pensadas para atingir os objetivos definidos em cada um deles. A
primeira aula do periodo de intervencdo, no ambito da pratica de ensino
supervisionada, ndo foi a primeira aula que lecionei durante o ano letivo. Alids, no
momento de intervengao ja havia construido uma relagcdo bastante promissora com os
alunos, que sempre me respeitaram e encararam também como professora da turma.
As aulas lecionadas presencialmente correram de acordo com o previsto conseguindo,
no geral, cumprir o plano de aula. Na fase de ensino a distancia, sinto que o trabalho
foi muito mais complicado de efetuar, pela desmotivacdo e desorganizacao decorrente
de toda a situagdo. Apesar disso, consegui ainda desenvolver algumas tarefas
planeadas e também o teste escrito individual. Considero que o ensino a distancia tem
vantagens e desvantagem como o tem o ensino presencial. Mas € um universo ainda
pouco explorado e para o qual nao estdvamos preparados.

A forma como acabou por decorrer a minha intervengdo (alheia a minha
vontade) ndo espelha de todo, a minha dedica¢ao e o meu empenho em todas as aulas
e atividades ao longo ano letivo. Desde o inicio do ano letivo que acompanhei a
professora cooperante na maioria das suas aulas. Assisti e participei nas aulas da turma
na qual realizei a investigagdo, mas também assisti, uma vez por semana, durante todo
o ano letivo, as aulas de Matematica A de outra turma de 11.° ano de Ciéncias e
Tecnologias e ainda as aulas de Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais de uma
turma de 11.° de Linguas e Humanidades a cargo da professora cooperante. Dediquei
400 minutos por semana a observacdo e participagdo nas aulas das turmas ja
mencionadas e, ainda, a lecionacdo de algumas delas. Em cada uma destas semanas,

houve também oportunidade para uma reunido semanal de cerca de 100 minutos onde
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conversava e discutia, com a professora cooperante, alguns assuntos pessoais
relacionados com os alunos, os desempenhos da turma, a planificacdo das aulas ou os
testes escritos.

No que diz respeito a atividades fora do periodo letivo, participei na cerimonia
de boas-vindas e apresentacdo de novos professores e funcionarios no inicio do ano
letivo e também no primeiro conselho de turma que me permitiu um conhecimento
prévio dos alunos no que diz respeito ao aproveitamento, a0 comportamento ¢ também
das relacdes entre pares. Relativamente aos projetos do plano anual de atividades, a
turma envolveu-se no projeto “Alfredo vai ao mercado” que consiste em idas, aos
sabados de manha, ao Mercado Municipal da cidade apresentar algo relacionado com
as diversas disciplinas. Os sabados dedicados a cada uma das disciplinas estdo
definidos desde o inicio do ano letivo. Participei ativamente com ideias de
apresentacoes e sugestoes de atividades a desenvolver nos dias dedicados a
Matematica. Apesar de ndo se ter realizado devido a pandemia, estava ja preparada
uma visita ao mercado para o dia catorze de margo, Dia Internacional do Pi, com um
conjunto de atividades sobre o tema deste ano, “A Matematica estd em toda a parte”.

Apesar dos contratempos, a intervengao contribuiu positivamente para a minha
formacao enquanto professora. O acompanhamento de uma turma durante todo o ano
letivo, a vivéncia na escola e a participagdo em atividades nao letivas permitiram-me
conhecer todo o trabalho que um professor desenvolve. Mantém-se a certeza de que
esta ¢ uma profissao exigente, que impde uma constante adaptagao a novas realidades
e requer um cuidado planeamento do que se pretende realizar e atenta reflexao sobre

o que realmente se realizou.

FIM
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Anexo 01: Tarefa 1

Ano Letivo 2019/2020
Matematica A — 11.° Ano

Escola Basica e Secundaria Alfredo da Silva

Professora: Catarina Dias

Tarefa 1

1. O coeficiente de ampliagdo A de uma certa lupa ¢ dado, em fungdo da distancia d (em

decimetros) da lupa ao objeto por:

A(d) =% ,d € [0,5[

1.1. Determina o coeficiente de ampliacdo quando a lampada se encontra a uma distancia do
objeto de:

a) 0dm

b) 4,5dm

c) 4,9dm

d) 4,9999dm

1.2. Com o auxilio da calculadora, representa o grafico da fungéo 4.

1.3. Determina o valor de dligl_ A(d) e interpreta o resultado obtido.

2. Considera a fungéo real de variavel real definida por f(x) = )1—6

2.1. Com o auxilio da calculadora, representa o grafico da fungéo f.
2.2. Indica o dominio da fungéo f.

2.3. O que observas no comportamento de f quando x tende para zero por valores superiores a

zero (x > 0%) ? E quando x tende para zero por valores inferiores a zero (x = 07) ?
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Anexo 02: Tarefa 2

Ano Letivo 2019/2020
Matematica A — 11.° Ano

Escola Basica e Secundaria Alfredo da Silva

Professora: Catarina Dias

Tarefa 2

1. Retoma a fungdo da questdo 2 da tarefa anterior: f(x) = i

O que observas no comportamento de f quando x tende para +oo ? E para —oo?

2_
2. Considera a fungdo f definida por f(x) = xx—xﬂ earetar deequacdoy = x — 1.

2.1. Como ¢ o comportamento da fungdo f quando x tende para +oco ? E quando x tende para —co ?
2.2. Identifica o que representa, para cada valor de x (x # 0), a expressdo f(x) — (x — 1) .

2.3. Determina xllrpm[f(x) —(x=-1Dle xl_i)rpm [fC) = (x=1D)].
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Anexo 03: Tarefas do manual

Tarefa 94 da pagina 69 do manual Novo Ipsilon 11- Volume 3.

[EL] Determina, caso existam, as assintotas
verticais e horizontais ao gréfico das fungdes
reais de varidvel real definidas por cada uma
das expressdes seguintes:

_1-x
94.3 h{x}—2x+5
% se x<0
94.4 i(x)=
2+ se x30
x+1

Tarefa 95 da pagina 69 do manual Novo Ipsilon 11- Volume 3.

[EE) Considera uma fungao f, de dominio
IR e continua, tal que:

e lim (}"[x}— 2x — 3}= 0

X —+ 4 o

e lim (f(x)+2x-3)

X — — o=

0

95.1 O grafico de f tem assintotas verti-

cais? E horizontais? Justifica as tuas respos-

tas.

95.2 Escreve as equagdes das assintotas

ao graficode f.

95.3 Representa num referencial carte-

siano as assintotas ao grafico de [ e faz,

nesse referencial, a representacao grafica de
uma funcdo com as caracteristicas enuncia-

das da funcao f.
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Anexo 04: Tarefa 3

Ano Letivo 2019/2020
Matematica A — 11.° Ano

Escola Basica e Secundaria Alfredo da Silva

Professora: Catarina Dias

Tarefa 3

1. Considera o seguinte par de fungdes.

f@=2 e f=-3

Estuda as assintotas ao grafico de cada uma das fungdes.

2. Considera o seguinte par de fungdes.

3

=2 ¢ filx)=——=

x+1 x—1

Estuda as assintotas ao grafico de cada uma das fungdes

3. Considera o seguinte par de fungdes.

1
x+3

[ =1+7 ¢ fi)=—3+

Estuda as assintotas ao grafico de cada uma das fungdes.
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Anexo 05: Tarefa 4

Ano Letivo 2019/2020
Matematica A — 11.° Ano

Escola Basica e Secundaria Alfredo da Silva

Professora: Catarina Dias

Tarefa 4

~ 1
1. Para um certo valor de a e para um certo valor de b , a expressdo f(x) = a + P define a

fungdo cujo grafico esta parcialmente representado na figura ao lado. y

Qual das afirmagdes seguintes ¢ verdadeira? : \
(A)a>0Ab>0 N
(B)a>0Ab<0 \ ______ '
(C)a<0Ab>0 \EO !
(D)a <0 Ab<0 :

2. Considera a fungdo g, de dominio R\{3}, definida por g(x) = g

Em cada uma das opgdes seguintes estdo escritas duas equagdes.

Em qual das opgdes as duas equagdes definem as assintotas ao grafico de g?
A)x=2ey=1
B)x=2ey=2
O x=3ey=1
D)x=3ey=2
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Tarefa 4 (continuagdo)

Ano Letivo 2019/2020
Matematica A — 11.° Ano

3. Na figura seguinte, esta representada, num referencial o.n. xOy, parte da hipérbole que € o

grafico de uma fungéo f.

y
O grafico da fungdo f intersecta o eixo Ox no ponto de abcissa —1. -1 J h

of |
As retas de equagdes x = 1 e y = —2 sdo as assintotas do grafico da fungdo =——---- 10 -
f. 3 f

3.1. Responde as seguintes questdes sem efetuar calculos, ou seja, recorrendo apenas a leitura do
grafico.

3.1.1. Indica o contradominio da fungéo f.

3.1.2. Apresenta, usando a notagdo de intervalos de numeros reais, o conjunto solugdo da

condi¢do f(x) < 0.

3.2. Define, por uma expressdo analitica, a fungdo f.

4. Na figura esta representada, em referencial o.n. xOy, parte do grafico de uma fungao f, bem

como as duas assintotas deste grafico.

Tal como a figura sugere,
[ A origem do referencial pertence ao grafico de f;
1 Uma das assintotas ¢ paralela ao eixo Ox;

A outra assintota ¢ paralela ao eixo Oy e interseta o ¢ixo Ox no ==z "

ponto de abcissa 2. 2]

Admite ainda que:

A assintota ao grafico de f ¢ paralela ao eixo das abcissas e tem
equagdo y = 3;

f ¢ definida por uma expressédo do tipo f(x) = a + ﬁ ondea,bec €R.

Indica os valores de a e de ¢ e determina o valor de b.
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Tarefa 4 (continuagdo)

Ano Letivo 2019/2020
Matematica A — 11.° Ano

4
x+2"

5. Considera a fungdo f definida por f(x) = 4 —

Sem recorrer a calculadora, resolve as questdes seguintes:
5.1. Determina o conjunto dos nimeros reais que sdo solugdes da inequagdo f(x) = 3.

5.2. Na figura ao lado estdo representados, em referencial o.n. xOy:
parte do grafico da funcéo f; .
as retas r ¢ § que s3o assintotas ao grafico da fungdo f;

o quadrilatero [ABCD]. SO I ... SRR

A e B sdo pontos de intersegdo do grafico da fungdo f com os eixos

coordenados.

C ¢ o ponto de intersecdo das retas r € s.

D ¢ o ponto de intersegdo da reta r com o eixo Oy.

Determina a area do quadrilatero [ABCD].
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Anexo 06: Teste escrito

ESCOLA BASICA E SECUNDARIA ALFREDO DA SILVA

Ano letivo 2019/2020
Matematica A — 11.°ano 24 de margo de 2020
1. Para um certo niimero real a, considera a fungdo g, de dominio R, definida por:

g(x)={5x+a sex>1
2ax?>+1 sex <1

Determina o valor de a para que g seja continua em x = 1.

2. No referencial da figura estdo representadas uma fun¢io f e uma reta r, que ¢ assintota ao seu

grafico. A reta 7 interseta os eixos nos pontos de coordenadas (0,1) e (2,0).

Indica a afirmagdo verdadeira e justifica a tua resposta, apresentando todos os célculos

necessarios.
(A) XETw(f(x) +31x-1)=0 (B) xgglm(f(x) —2x+1)=0
©) xlixpm(f(x) +2x—-1)=0 (D) xlir:lm(f(x) —-2x+1)=0

169



Teste escrito (continuacao)

ESCOLA BASICA E SECUNDARIA ALFREDO DA SILVA

Ano letivo 2019/2020

Matematica A — 11.°ano

3. Acerca da fungido f, sabe-se que:

7 D =R\{-1,0}
E continua no seu dominio

0 limf(x)=-3 e lim f(x) = —o0
x-0 x—--=1

0 lim [f(x)+x]=-3 e liIP [f(x)—2x+1]=0
X——00 X—>+0
Identifica as assintotas ao grafico da fung@o f.

4. Estuda a existéncia de assintotas ao grafico da fungéo f'definida por

x* —8x
x* — 5x3 + 6x2

fl) =

5. Seja f uma fungao real de variavel real definida por:

10x

20 —
fO) =——5~

Na figura estdo representados, em referencial o.n. x0y:

As retas a e b, assintotas ao grafico de f;

Os pontos A e B, que resultam da intersegao do grafico
da fungéo f com os eixos coordenados;

O ponto D, intersegdo das assintotas a e b;

O ponto C, interse¢do da reta a com o eixo Oy;

[ O quadrilatero [ABCD].

Determina a area do quadrilatero [ABCD].
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Anexo 07: Plano de aula 1 (10 de marco)

U Ie IPP III

M Ealioagho Mestrado em Ensino da Matematica
Escola Basica e Secundaria Alfredo da Silva
Data: 10/03/2020 Ano: 11.° Turma: B Durag¢io: 50 minutos

DOMINIO: Fungdes Reais de Variavel Real (FRVR11)
SUBDOMINIO: Assintotas ao grafico de uma fungio

TOPICOS MATEMATICOS: Assintotas verticais ao grafico de uma fungio

OBJETIVO(S) DE APRENDIZAGEM:

= Identificar, dado um referencial cartesiano, uma fungao real de variavel real f ¢ a € R, a reta de
equagdo x = a como “assintota vertical ao grafico de f”” quando pelo menos um dos limites laterais
de f no ponto a for infinito.

ESTRATEGIA GERAL:

= Proposta de uma tarefa com duas questdes;
= Trabalho a pares;
= Discussdo e analise coletiva da tarefa.
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TEMPO
ESTRUTURA DA AULA (EM
MINUTOS)
1. Introdugao. 5
2. Resolugdo da questdo 1 da tarefa. 7
3. Discussdo coletiva da questdo 1. 5
4. Resolucdo da questdo 2 da tarefa. 6
5. Discussdo coletiva da questdo 2. 12
6. Sintese final. 15
RECURSOS
Do aluno Do professor
[ Tarefa 1 [] Tarefa 1
[ Calculadora grafica [l Computador e projetor
2
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DESENVOLVIMENTO DA AULA

Tarefas e Dur
atividades aciio - T Respostas do professor e
™ ¢ Atividades dos alunos e possiveis P P Objetivos e
de Espe q e aspetos a ter em v
. dificuldades < avaliagcdo
aprendiza rada atencio
gem
e “Na aula de hoje vamos
descobrir novos conceitos
relacionados com fungdes
reais de varidvel real e
utilizar também alguns dos
conceitos que tém vindo a
trabalhar. Vou distribuir
uma tarefa constituida por 2
Introdugio 5 questdes. Peco que
resolvam a questdo 1. para
depois fazermos uma breve
discussdo sobre a mesma.
Depois disso, resolvem a
questdo 2. e discutimos
novamente.”
o Distribuir um exemplar da
tarefa a cada par de alunos.
o (1.1.) Calcular
5
A(0) = as— 1
A(4,5) = =10
(#5) 5-4,5
A(4,9) = 5 =50 e Os alunos
5—-49 . devem
5 (O professor circula pela conceber
A(4,9999) = ————— = 50000 sala para apoiar eventuais .
5—4,9999 . . . diferentes
dificuldade e identificar .
. ‘- estratégias  de
diferentes estratégias de ~
ou ~ resolugdo  da
. resolucdo que podem ser mesma tarefa
Resolugio . . < . utilizadas no momento de ’
~ Podem introduzir a fungdo no Menu Grafico . ~ .
da questio 5 discussdo coletiva).
1 (trabalho 7 da calculadora e usar a ferramenta Y. Calc e Os alunos
quando devem realizar a
a pares) x=0, x =45 x =49, x =4,9999. tarefa  com
sucesso
Este ¢ apenas um exercicio de célculo. Os independenteme
alunos podem recorrer a calculadora grafica. nte da estratégia
Nio prevejo dificuldades a ndo ser possiveis utilizada.

erros de calculo.
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[1(1.2.) Recorrer a calculadora para representar
a fungdo.

L

ajustada  para

A janela deve ser
Xmin: 0 e Xmax: 5

Dificuldade: A representagdo deve ter em
conta o enunciado do problema (d € [0,5] ).
Se isso ndo acontecer os alunos vao obter um
grafico como o seguinte:

Neste caso, as variaveis sio d e A por isso
devem colocar corretamente a legenda na
representaco grafica.

[1(1.3.) Pelos resultados obtidos em 1.1. os
alunos verificam que a medida que o valor de
d se torna cada vez mais proximo de 5 (por
valores inferiores 5), o valor de A(d) aumenta.
Assim, dlirsn_ A(d) = +oo.

ou

Concluir dli?g"t_ A(d) = 400 recorrendo a

representacdo grafica de 1.2. e verificando que
a medida que d se torna cada vez mais
proximo de 5 (por valor inferiores a 5), o valor
de A(d) aumenta

L

Calcular analiticamente:

dmAd =g ==t
Dificuldade: interpretar o resultado obtido com
dlirsrg A(d). Os alunos devem compreender que

a medida que d se torna cada vez mais proximo
de 5 por valores inferiores a 5 (ou quando d
tende para 5 por valores a esquerda, d = 57),
o grafico da fungdo aproxima-se cada vez mais
de uma reta vertical de equagdo x = 5.

0(1.2)
“Qual é o valor de A quando
d=5?

“Qual ¢ dominio da
fungdo?”

[(1.3)

Dificuldade na
determinagdo de

Jim A@:
formas de
limite.

“Ha varias
determinar  este
Como ¢ que serd que o
consegues determinar?”’
“Sera que a representagdo
grafica é uma delas?”

O Dificuldade na
interpretagdo do resultado
obtido:

“O que acontece ao grafico
da fungdo quando d —
577
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Discussao
coletiva
das
questdes 1

0 (1.1.) Pedir a um aluno que apresente os
calculos e os resultados de
A(0),A(4,5),A(4,9) e A(4,9999).

A(0) = R
5-0
A5 =g—==10
A49) =g —75=50
A(49999) = 55555 = 50000

No caso de algum aluno ter recorrido ao Menu
Grafico na calculadora para calcular os valores
pedidos deve explicar como procedeu. Caso
ninguém o tenha feito, ficamos apenas pelo
célculo analitico dos valores e avanga-se para
a questdo 1.2.

0(1.2.) No caso de se detetarem representagdes
que ndo tiveram em conta o dominio indicado
no enunciado, pedir a dois alunos com
representagdes diferentes que vao ao quadro
apresenta-las. Em seguida, pedir comentarios
acerca das duas representagdes.

L

Se todos os alunos representarem corretamente
a fungdo tendo em conta o dominio
apresentado no enunciado, pedir a um aluno
que represente no quadro e explique os
cuidados que teve nesta representagio.

0 (1.3.) Um aluno que tenha recorrido a
representagdo grafica de 1.2. explica como
procedeu. Pode utilizar a representagdo grafica
que se mantém no quadro e indicar que a
medida que o valor de x se aproxima de 5, o
valor de A(d) aumenta.

Assim, dlirsn_ A(d) = oo,

Em seguida, um aluno que tenha recorrido ao
calculo analitico explica como procedeu:

lim A(d) = = > =
A A =g ==

Se algum aluno pensou na estratégia que
recorre aos valores obtidos em 1.1. para

0O (1.1.) Sendo esta uma
tarefa simples, basta que
um aluno apresente os

calculos  efetuados  no
quadro. Eventualmente,
podem surgir erros de

calculo, sem grande
interesse para a discussao.

0(1.2.) Pedir comentarios
acerca das duas
representagoes
apresentadas no quadro.

0O (1.3.) Se algumas das
estratégias pensadas ndo
surgir: “Sera esta (ou estas)
as Unicas formas de resolver
isto?...”

[J Caso ninguém tenho
utilizado esta estratégia, a
professora diz: “Reparem

[ Explorar com
0s alunos
diferentes
estratégias para
resolugdo de a
mesma questao.
Explorar tanto
estratégias que
recorram a
representagao
grafica como ao
célculo
analitico e, de
que forma estas
podem ser tteis
para responder
as questoes.
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determinar o limite pedir a esse aluno que
explique como procedeu.

Explorar as varias interpretagdes do resultado
obtido com dlirsn_ A(d) = +oco.

O objetivo é concluir que & medida que o valor
de d se aproxima cada vez mais de 5, por
valores inferiores a 5, o coeficiente de
ampliagdo A ¢é cada vez maior. Contudo, o
valor de d nunca ¢ 5, uma vez que 5 ndo
pertence ao dominio da fungdo. Como
dlir?_ A(d) = +oo, diz-se que d =5 é uma

assintota vertical ao grafico da fungao.

nos resultados obtidos em
1.1.? O que verificam?”

[1“O que esta a acontecer ao
grafico da fungdo quando
d—-577

[J Se algum aluno afirmar
que d =05 ¢ assintota ao
grafico da fungdo, validar a
sua afirmagdo e dizer que
no final da aula vou pedir
que me justifiquem tal
afirmagéo. Caso nenhum o
afirme, dizer que d = 5 diz-
se uma assintota vertical ao
grafico da fungéo.

[JUma assintota ao grafico
de uma fungdo representa-
se usualmente por uma
linha a trago interrompido.

[0 Os alunos
devem formular
a conjetura:
“O grafico da
fungao
aproxima-se
cada vez mais
da  reta de
equacgdo d =5,
mas nunca se
vao intersetar.”

[Eventualmente
, alguns alunos
podem formular

a conjetura:

“d =5 diz-se
uma assintota
vertical a0
grafico da
fungdo.”

Resolucio

da questio

2 (trabalho
a pares)

10

0(2.1.) Recorrer a calculadora para representar
a fungao.

O (2.2.) Calcular o dominio da fungdo.
Relembrar, do 10.° ano, que Dy = {xeRix #

0} = R\{0}.

0(2.3.) Calcular analiticamente:
1

i 1) =5 =+
lim f(x) ===~
ou

Recorrer a representagdo grafica em 2.1. para
concluir f tende para+oo quando x tende para
zero por valores superiores a zero e f tende
para —oo quando x tende para zero por valores
inferiores a zero.

(O professor circula pela
sala para apoiar eventuais
dificuldade e identificar
diferentes estratégias de
resolugdo que podem ser
utilizadas no momento de
discussdo coletiva).

0O (2.3.) “Tal como na
questdo anterior a
representagdo grafica pode
ser uma ajuda...”

[ Os alunos
devem
conceber
diferentes
estratégias  de
resolugdo  da
mesma tarefa.

[0 Os alunos
devem realizar a
tarefa com
sucesso
independenteme
nte da estratégia
utilizada.
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ou

Recorrer a valores cada vez mais proximos de
zero (valores a esquerda e a direita de zero)
para determinar os limites a semelhanga do que
foi feito na questdo 1.1. Por exemplo:
f-D=-1
f(-05)=-2
f(-0,1)=-10
£(=0,00001) = —100000

. 1
Portanto, xlirgl_ fx) = ==~
fH=1
f(05)=2
£(0,1) = 10
£(0,00001) = 100000

. 1
Portanto, xlirggr fx) = 5= +00.

Alguns alunos podem reconhecer que x = 0 ¢
uma assintota vertical ao grafico da fungdo, da
mesma forma que d =5 era assintota na
questdo 1.

Discussao
coletiva
das
questio 2

10

0(2.1.) Visualizar o grafico da fungéo.

0(2.2.) Indicar que Dy = R\{0}.

0 (2.3.) Explicar as varias estratégias para
responder a questao.

Apresentar uma estratégia que recorre a
representacdo grafica:

Como se pode ver no grafico da fungdo, a
fungdo tem um comportamento diferente
consoante o valor de x se aproxima de zero por
valores superiores a zero ou por valores
inferiores a zero. f tende para +co quando x
tende para zero por valores superiores a zero ¢
f tende para —co quando x tende para zero por
valores inferiores a zero. Contudo, em
qualquer dos casos o grafico da fungdo
aproxima-se da reta vertical x = 0.

Apresentar uma estratégia que recorre ao
célculo dos limites:

i 1
M fe) ===

0O(2.1.) Projetar o grafico da
fungdo.

[] Explorar com
os alunos varias
estratégias  de
resolugdo
nomeadamente
as que recorrem
representagao
grafica e ao
calculo
analitico.

[l Os alunos
devem formular
a conjetura:
“O grafico da
fungao
aproxima-se
cada vez mais
da reta de
equagdo x = 0,
mas nunca se
vao intersetar.”

[J Os alunos
devem formular
a conjetura:
x=0 ¢ uma
assintota

vertical ao
grafico da
fungdo
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. 1
Jm S =g = e

ot
Concluir que f tende para +o0 quando x tende
para zero por valores superiores a zero e f
tende para —oo quando x tende para zero por
valores inferiores a zero. Contudo, em
qualquer dos casos o grafico da fungdo
aproxima-se da reta vertical x = 0.

e O que permite, de facto,
concluir que x=0 ¢
assintota vertical ?

e Que limites foram
calculados?
Qual o resultado de

lim () e lim f()?

o Justificar que
x=0¢

assintota
vertical ao
grafico da
fungdo f pois
lim f(x) =
it f)

0—+ = 400 e
lim f(x) =
x-0"

1 = —o00,

o

Sintese
final

e Generalizar o processo para determinar
assintotas verticais ao grafico de uma fungao.

Vimos dois casos de
fungdes com  assintotas
verticais ao seu grafico.

“Conseguem definir um
processo para determinar as
assintotas  verticais a0
grafico de qualquer fun¢do?

Em caso de dificuldade a
responder na generalizagdo:

Como  procedemos na
questdo 1 e como
procedemos na questdo 2?

Na 1. calculamos o limite
quandox — 57...

Na 2. calculamos o limite
quando x - 07 ¢ x —
0%..”Que pontos serdo
estes?”, “O que ¢ igual
nestes limites?”

e “E como posso verificar
que uma reta ¢ assintota
vertical ao grafico?”

e Os alunos
devem

generalizar o
processo  para
determinar uma

assintota
vertical de
qualquer
fungao:

1. Determinar o
dominio da
fungéo.

2. Determinar os
pontos de
descontinuidade

3. Determinar os
limites em todos
0s pontos
aderentes ¢ em
pontos de
descontinuidade

4. se algum dos
limites for
infinito, a reta
x=a ¢ uma

assintota
vertical ao
grafico da
funcao.

o Generalizar:

x=a é
assintota
vertical ao

grafico de f se

tim 1)

=+
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® A representagdo grafica permite levantar uma
suspeita relativamente a existéncia de
assintotas verticais e pode ajudar no calculo
dos limites.

e “Quais os contributos da
representagdo grafica na
determinagdo das
assintotas?"

TAREFAS COMPLEMENTARES

Pagina 67 do manual.
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Anexo 08: Plano da aula 2 (11 de marco)

U Ie IPP III

M Ealcagho Mestrado em Ensino da Matematica
Escola Basica e Secundaria Alfredo da Silva
Data: 11/03/2020 Ano: 11.° Turma: B Duragdo: 50 minutos

DOMINIO: Fungdes Reais de Variavel Real (FRVR11)
SUBDOMINIO: Assintotas ao grafico de uma fungio

TOPICOS MATEMATICOS: Assintotas ndo verticais ao grafico de uma fungio

OBJETIVO(S) DE APRENDIZAGEM:

= Designar, dados uma fung¢do real de variavel real f e um referencial cartesiano, a reta de equagao
y =mx + b (m,b € R) por “assintota ao grafico de f em +0” (respetivamente, por “assintota ao
grafico de f em —0”) se lirP [f(x) — (mx + b)] = 0 (respetivamente, se lim [f(x) — (mx +
X—+00 X——00
b)] = 0) e designa-la, quando m = 0, por assintota horizontal e, quando m # 0, por assintota
obliqua.

ESTRATEGIA GERAL:

=  Proposta de uma tarefa;
= Trabalho a pares;
= Discussdo e analise coletiva da tarefa.
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TEMPO

ESTRUTURA DA AULA (EM
MINUTOS)
1. Introdugao. 5
2. Resolucdo das questdes 1. 3
3. Discussdo da questdo 1. 5
4. Resolucdo da questdo 2.1. 3
5. Discussdo coletiva da questdo 2.1. 5
6. Resolugdo da questdo 2.2. 4
7. Discussao coletiva da questdo 2.2. 3
8. Resolucio da questdo 2.3. 5
9. Discussdo coletiva da questdo 2.3. 5
10. Sintese final 12

RECURSOS
Do aluno Do professor
[J Tarefa2 [J Tarefa?2
[ Calculadora grafica [l Computador e projetor
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DESENVOLVIMENTO DA AULA

Tarefas e Dur
St acao Atividades dos alunos e possiveis LR Objetivos e
de Espe q professor e aspetos a P
. dificuldades - avaliacdo
aprendiza rada ter em atencao
gem
O “Vamos dar
continuidade ao estudo
iniciado na aula anterior.
Para isso, vou distribuir
uma tarefa com duas
questdes que  devem
resolver a pares.
Introdugio 5 Comegam por resolver a
questdio 1. e depois
fazemos uma  breve
discussdo. Da questdo 2
vamos resolver o 2.1. ,
discutir, resolver o 2.2.
discutir, e assim
sucessivamente.”
[0 Os alunos podem rever a representagdo
grafica elaborada na tarefa 1 para f(x) = i 1 Os alunos
devem conceber
3 diferentes
estratégias de
; _ (O professor circula pela resolugao da
o ‘R sala para apoiar eventuais | mesma tarefa.
dificuldade e identificar
diferentes estratégias de O Os alunos
resolu¢do que podem ser devem realizar a
Pela representagdo grafica podem verificar que | utilizadas no momento de | tarefa com
Resolucio quanto maior o valor de x mais proximo est o discussdo coletiva). sucesso
da questdo grafico da fungdo do eixo das abcissas. Da 1ndependenterrrle¥1
1. 5 mesma forma, quanto menor for o valor de x ‘ ) Se 0s alunos tCA .da estratcgia
mais proximo esta o grafico da funcio do eixo | manifestarem utilizada.
(trabalho a . :
das abcissas. Contudo, em nenhum dos casos o dificuldade, relembrar
pares) grafico “toca” no eixo das abcissas que tem | que tém a representacdo | [JAvaliagdo:
equacio y = 0. grafica desta fungdo na Conseguem  ou
tarefa anterior o que pode nao encontrar

Provavelmente alguns alunos irdo afirmar que
y = 0 é uma assintota ao grafico da fungao.

ou
Calcular analiticamente
1 1
lim f(x) = lim —-=—=0
x~>+oof( ) xX—>4+0 X +o0

e lim f(x) = lim 1-L oy
Pra— Xo— X __ —0

ser uma ajuda. Por outro
lado, podem optar por
calcular analiticamente os
limites pedidos.

uma  estratégia
para  responder
corretamente  a
questdo e que
dificuldades
manifestam.
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[ Apresentar as estratégia que utilizaram para
responder a questao.

Comegar por apresentar a estratégia que
recorre a representagdo grafica.

A medida que x toma valores positivos cada
vez maiores, verifica-se que as respetivas

[] Projetar o grafico da
fungéo.

] “Concluimos 0 mesmo
com a representagdo
grafica e com o calculo
analitico do limite?”

1 (Se nenhum aluno se
antecipar a afirmar que
y= 0 ¢ assintota) “E o que
sera que me podem dizer
com os resultados que
acabamos de ver?”

[1 Os alunos
devem conhecer e
compreender
outras estratégias
de resolugdo.

[JFormular uma
conjetura: y =0
¢ uma assintota
ao grafico a
funcao.

[0 Justificar o
porqué y = 0 ser

Discussio imagens se aproximam cada vez mais de zero. . o assintota a0
coletiva da 10 Tambeém se verifica que & medida que x toma :xistlgncia suslzlzlta ulgz erafico da fungio.
questio 1 valore§ negativos cada _vez maiores, as assintota horizontal bod 1 Generalizar o
: respetivas imagens aproximam-se cada vez ! POCe 1 rocesso  para
mais de zero. surgir da observacdo da d .
= ; cterminar uma
Assim. representa¢do grafica. Ao .
S : calcular  lim f(x) ou ass1.ntota
xgrllw fx)=0¢ J61_1)11100 fx)=0 i xmkoo horizontal ao
xk@mf () podemos grafico de uma
Em seguida, apresentar de que forma se | confirmar a  nossa | funcdo:
poderia  obter o mesmo resultado | suspeita se esse limite
analiticamente: existir ¢ for um nimero Se xljvaf ()=
. real. b, y=>b diz-se
. . uma assintota
xllrflmf () = XLHPOO x = T =0 U Dizemos que y =0 ¢ horizontal do
. o1 1 uma assintota horizontal grafico de f em
XE@wf(x) = XLHPOO; i 0 ao grafico da fungdo em +00;
+00 e em —00, Se xl—i>I—noof(x) =
b, y=>b diz-se
uma assintota
horizontal do
grafico de f em
— oo,
1 Os alunos
devem conceber
[Dificuldade: “Por onde comegar?” diferentes
estratégias de
[1 Os alunos podem optar por recorrer a JEm caso de dificuldade, resolugdo da
calculadora grafica para representar a fungdo f sugerir a representa¢do do mesma tarefa.
Resolucio e verificar que quando x tende para +oo, f(x) | grafico da fungdo f.
da questéo também tende para +oo e quando x tende para O Os alunos
2.1. 3 —oo, f(x) também tende para —co . [J Circular pela sala e devem realizar a
identificar diversas tarefa com
(trabalho a estratégias de resolugdo. Sucesso
pares) independentemen

te da estratégia
utilizada.
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ou
Os alunos podem optar por determinar
analiticamente

linn f(x) e lim f(x).
x2—x+1_  x?

dn 1= o == o =

= lim X =+
Ay

lim f(x) = lim ————= lim —=
X——00 xX—+oo —o

= lim X = —00

[JAvaliagdo:
Conseguem  ou
nao encontrar
uma  estratégia
para  responder
corretamente  a
questdo e que
dificuldades
manifestam.

[ Apresentar as conclusdes obtidas com a
representacdo grafica da fungdo e como
procedeu para responder a questao.

[J  (outro aluno) Explicar como calcular

] Projetar o grafico da
fungéo.

[0 Os alunos

Discussdo I~ i
coletiva da analiticamente os limites para estudar o devem cor(lihecer ¢
- comportamento da fungao. compreender -
questao = outras estrateégias
2.1 Apresentar o calculo dos limites: de resolugdo.
2 _ 2 .
lim f(x) = lim xix'{'l = lim X lim X ]“As duas representagdes
xove xore =2|C_00 wore X xmke permitem tirar a mesma
conclusio?”
) CoxP—x+1_ x2_
Jim fG) = tm ———— = lm — = lm X [1 “Qual a vantagem de
= - uma e de outra?”
[1 Caso ndo tenham recorrido a representagao [J Os alunos
grafica da fungdo para resolver a questdo 1.1. devem conceber
podem  fazé-lo agora. Devem ainda diferentes
representar, no mesmo grafico a reta estratégias de
y=x—1. resolugdo da
mesma tarefa.
B & EEIEEEY .
Gheet] (Sheet2/Sheetd Sheetd Sheets \Sugerlr que representem O Os alunos
Hvi=xi=xel o = 1
Resolugio ; : - a fungdo e a reta no | devem realizar a
5 ’ mesmo referencial. tarefa com
da questio .
(; 2 s sucesso
¢ b. l.h T [J Sugerir aos alunos que, | independentemen
(trabalho a 1 para qualquer x, |te da estratégia
pares) | | assinalem no grafico o | utilizada.

Podem  concluir que f(x)—(x—1)
representa a distincia entre a fungdo e a reta.
Ou seja, corresponde ao comprimento do
segmento que representa a diferenga f(x) —

(x—-1).

correspondente valor de
f(x) (no graficode f)e
de x — 1 (nareta 7).

[ Avaliag@o:
Conseguem  ou
nao encontrar

uma  estratégia
para  responder
corretamente  a
questdo e que
dificuldades
manifestam.
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Dificuldade: compreender o que representa
f(x) — (x — 1) mesmo com a representagdo
grafica.

Ou

O aluno pode resolver f(x) —(x — 1) =

2_ 2
k- =E-fil x41=
X x X X
x—1+s—x+1=2
x x

Dificuldade: Os alunos mesmo com este
resultado podem ndo conseguir tirar nenhum
conclusao.

® Os alunos podem dar valores a x.

4-2+1 3
f@-@-D=—"F—-1=5-1
_1
T2
1
/‘(3)—(3—1):§

1
f(4)—(4—1):Z

Verificam que a medida que o valor de x
aumenta, f(x) —(x —1) diminui. Podem
concluir que representa a distdncia entre a
fung@o e a reta.

Discussao
coletiva da
questio
2.2.

10

e Explicar como procedeu recorrendo a
representagao grafica.

Para cada valor de x, assinalar no grafico o
correspondente valor de  f(x) e (x —1).
Destacar o segmento que corresponde a

f)—(x-1.

e Nesta questio sera
abordada  apenas a
resolugdo que utiliza um
grafico com as duas
fungdes.

Uma resolugdo que prevé
o célculo de flx) -
(x—-1) =i nio traz
grande vantagem uma vez
que o objetivo ¢
identificar que  esta
diferenga corresponde ao
comprimento de um
segmento de reta.

o Sugerir aos alunos que,
para qualquer X,
assinalem no grafico o
correspondente valor de

e Os alunos
devem conhecer e
compreender
outras estratégias
de resolugdo.
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f(x) (no grafico de f)e
de x — 1 (nareta 7).

T f@-(x-1
corresponde ao
comprimento do
segmento representado no
grafico.

Calcular

lim [0~ (= D] = lim — =

x-4+0Xx  +00

=0
e calcular
lim [f() — (c— D] = lim ~=—
dim () = (= D) = Jim, ==
=0

Para quem ja tiver resolvido f(x)— (x —

] “O que acontece ao
segmento que representa
f(x) — (x — 1) a medida
que x tende para +o ? E
quando x tende para —oco
?”  (Remeter para a
representagao grafica

[ Os alunos
devem realizar a
tarefa com
sucesso

independentemen
te da estratégia
utilizada.

(lilesoluczio 1) = : , torna-se mais facil o calculo do limite. | efetuada em 2.2.)
a questio 5 x -
23 ) [JAvaliagdo:
e Ou [1“Como ¢ que se calcula Conseguem  ou
analiticamente ndo encontrar
Podem verificar pela analise do grafico que Jim [f@) = = D17 uma  estratégia
contém a fungfio e a reta que quando x tende | (Substituimos f pela sua | para  responder
para +oo e para —oo, o comprimento do | €Xpressdoe...) corretamente 4
segmento que representa a diferenca f(x) — questdo e que
(x — 1) ¢écada vez menor, ou seja, tende para dlﬁc_‘ﬂdades
Zero. manifestam.
Verificar que esse comprimento do segmento
de reta assinalado vai diminuindo & medida que
o valor de x tende para +o0 ou —oo.
[ (Caso todos os alunos
[l Apresentar o calculo analiticos dos limites: tenham utilizado a mesma 0o
X . L . fossor s alunos
Discussio 1 1 est;ategla, O pro devem conceber
coletiva da 10 lim [f(x) —(x—1] = lim —=— go ? sugefn(rjoutras...zj . diferentes
questiio x—+00 —o xotwXx 400 rofessor: Como poderia estratégias de
23. = calcular  este hmm? resolugio da
1 1 recorrendo N , a mesma tarefa.
lim [fG) — (x— 1] = lim == — representagdo grafica? E
[t Xm0 X  —00 recorrendo  apenas &

=0

resolugdo analitica?
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e Concluir que o grafico da fungdo f se
aproxima cada vez mais do grafico da reta 7.

e y=x—1 ¢ uma assintota ao grafico da
fungdo f em +o00 ¢ em —oo pois

lim [f(x) —(x-1D]=0 e lim [f(x)—
x>+ X—>—00
x—1]=0.

e y=x—1 diz-se uma assintota obliqua ao
grafico da fungdo.

e O que representa a reta
y = x — 1 relativamente
ao grafico da fungdo?

¢ O que podemos concluir

de lim [f(x) — (x —
xX—+0

D]=07?

E de xlime(x) —(x—

D]=07?

e Os alunos
devem formular a
conjetura:  y =
x—1 ¢ uma
assintota ao
grafico da fungao
f

e Os alunos
devem justificar
que:

y=x-—1 ser

assintota ao

grafico da fungdo

f pois
lim [£(x) — (x —

x>+

1)]=0e

lim [£G0) - (x -
D] =0.

Sintese
final

 Indicar o processo para verificar se uma reta
¢ assintota ndo vertical ao grafico de uma
fungdo.

® “Como verificar se uma
reta ¢ assintota ndo
vertical ao grafico de uma
fungdo?”

o (Apds a generalizacdo)
“E se m=0? Qual ¢ a
equagdo da assintota?"
()

Se m =0, a assintota é
definida pela expressdo
y=>b. “Que tipo de
assintota ¢ essa?”

e Uma assintota ndo
vertical pode ser
horizontal ou obliqua.

e Os alunos
devem

generalizar:
y=mx-+b é
assintota nao

vertical ao grafico
da fungdo f em
+0o0 se

lim [f(x)
xX—+00
—(mx+b)]=0
e em —oo se
Jim [£GO
—(mx+b)]=0
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[ “Ja sabemos como
verificar se determinada
reta ¢ ou ndo assintota nao
vertical ao grafico de uma
fungdo. E se conhecer a
expressdo algébrica de
uma fungdo e souber que
existe uma assintota nao
vertical, como  posso
determinar a sua
equagao?”

TAREFAS COMPLEMENTARES

Pagina 71 do manual.
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Anexo 09: Plano da aula 3 (11 de marco)

U Ie IPP III

M Eacagho Mestrado em Ensino da Matematica
Escola Bésica e Secundaria Alfredo da Silva
Data: 11/03/2020 Ano: 11.° Turma: B Duragdo: 50 minutos

DOMINIO: Fungdes Reais de Varidvel Real (FRVR11)
SUBDOMINIO: Assintotas ao grafico de uma fungiio

TOPICOS MATEMATICOS: Assintotas verticais e nio verticais ao grafico de uma fungdo

OBJETIVO(S) DE APRENDIZAGEM:

[ Determinagdo de assintotas ndo verticais ao grafico de uma fungo

ESTRATEGIA GERAL:

0 Proposta de tarefas do manual;
0 Trabalho a pares;
0 Discussdo e analise coletiva das questdes da tarefa.
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TEMPO
ESTRUTURA DA AULA (EM
MINUTOS)
. Introducao. 2
. Assintotas ndo verticais ao grafico de uma fungéo 12
. Resolucdo da tarefa 94.3 e 94.4. 10
. Discussdo coletiva da tarefa 94.3 e 94.4. 8
. Resolugdo da tarefa 95. 5
. Discussao coletiva da tarefa 95. 8
. Sintese final. 5

RECURSOS

Do aluno

Do professor

[ Calculadora grafica
(] Manual
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DESENVOLVIMENTO DA AULA

Tarefas e Dur
atividades agao Atividades dos alunos e possiveis Respostas do Objetivos e
de Espe 3 professor e aspetos a -
. dificuldades ~ avaliagdo
aprendiza rada ter em aten¢io
gem
o Ja estudamos assintotas
verticais e ndo verticais
ao grafico de uma fungao
e sabemos como
Introdugio 2 determina-las.  Assim,
vamos trabalhar algumas
tarefas que envolvem
estes processos.
* Reconhecer que a equag@o de uma assintota
vertical é a equac@o de uma reta. Portanto, sera
da forma y = mx +b. Para escrever esta
equacdo preciso de declive (m) e da ordenada e Retomar a questdo
na origem (b). langada na aula anterior:
“E  se conhecer a
e Calcular m: expressdo algébrica de
¥—x+1 uma fungio e souber que
1 & _ X _ existe uma assintota ndo
im = lim = .
x>t X x>+00 x vertical, como  posso
determinar a sua
oo Dol xR e equagao? Posso  até
= lim = lim = =1 (é finito, é um quag )
JXote X Xt X perguntar como ¢ que
nimero real) verifico se ha ou néo ha
Calcular b alguma assintota ndo
L] ; . 99
Assintotas et vertical?
nao xl_i,Tw(f () = mx) = xl_i,rfw(f -1 = Como vimos as assintotas
verticais 12 ndo verticais podem ser
ao grifico x2—x+1 horizontais ou obliquas.
de uma = Xlilpw (f - x) = Quanto as assintotas
funcio horizontais ficou

= lim =
X—+00
—x+1 . =X
= lim = lim —=-1
xX—=+00 X x—+00 X

e Areta ¢ y = x — 1. Corresponde a assintota
obliqua encontrada na tarefa!

determinado que:

Se lim f(x) =b,

X—>+00

y=b dizse uma
assintota horizontal do
grafico de f em +oo;
Se Jclﬁimmf(x) =b, y=
b diz-se uma assintota
horizontal do grafico de
f em —oo.

Retomando a
2—x+1

fl) = XT
que y=x-—1¢
assintota obliqua ao

fungdo

vimos
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grafico da fungdo. Mas e
se ndo soubesse da
existéncia desta
assintota?

Claro que o grafico da
fungdo pode ser levantar
uma suspeita...

Analiticamente, eu
consigo verificar se existe
ou ndo assintota ndo
vertical. Como ¢ a
equagdo de uma assintota
ndo vertical?

O declive calcula-se
fazendo:

Se o limite der um
nimero real, avangamos
para o calculo da
ordenada na origem:

b= lim (f(x) —mx)
X—+00
O resultado também ¢ um
numero real.

Como fica a equagdo da
reta?

e Quantas assintotas ndo
verticais pode ter o
grafico de uma fungao?

e Os alunos
aprendem que a
equagdo de uma
assintota ndo
vertical ao grafico
de uma fungdo ¢
dado por
y=mx+ b

com

- f

m= lim —
x-+0 X

e

b=

lim (f(x) —

x—>+00

mx) e (me b

finitos).

e Os alunos
devem formular a
conjetura:

Uma frv.r. tem,
no maximo, duas
assintotas nao
verticais ao seu
grafico.

e Os alunos
devem justificar:
Uma fr.v.r. tem,
no maximo, duas
assintotas nao
verticais ao seu
grafico.
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[ Propor as seguintes
tarefas do manual:

94.3. ¢ 94.4. da pagina 69
95 da pagina 71

Resolucio
da tarefa
94.3 € 94.4.
(trabalho a
pares)

0(94.3.)
Os alunos podem utilizar a calculadora para
obter a representacdo grafica da fungéo.

Com a representacgdo grafica os alunos podem
suspeitar da existéncia de algumas assintotas.
Com o calculo do dominio da fung@o,

th{xER:2x+5¢0}=R\{—g}

Além disso, h ¢é continua no seu dominio por
ser uma fungao racional.
Dificuldade: ~ Estudar  os
descontinuidade.

pontos  de

Verificam assim a existéncia de uma assintota
. - 5
vertical de equagdo x = -7

Também pela analise da representagdo grafica
suspeita-se da existéncia de uma assintota
horizontal abaixo do eixo das abcissas.

Para a determinar os alunos calculam
lim hGO) = 1i 1—x_l_ —X 1
e ) 2 =5 w2 2
lim hQo) = li 1—x_l_ X 1
xalToo *) = xilllw 2x—5 xﬁlr}-loo 2x 2

(Ou h ¢é continua no seu dominio pois ¢ uma
fungéo racional).

1, ; ) .
y = —3 ¢ uma assintota horizontal ao grafico
de h em —c0 e em +00.

ou
Nao representam a fun¢do graficamente e
optam logo por calcular os limites necessarios

para determinar as assintotas pretendidas.

Assintotas verticais:

th{xeR:2x+5¢0}=R\{—g}

[1“Qual o processo que
viram para determinar
assintotas verticais?”

“Comegavamos por
determinar dominio ¢ os
pontos de
descontinuidade...

“E que tal representar o
grafico da func¢do? Pode
ser uma ajuda...”

[l Os alunos
devem mobilizar
0S processos para
estudados  para
determinar
assintotas ao
grafico de uma
fungdo.

O Os alunos
devem realizar a
tarefa com
sucesso

independentemen
te da estratégia
utilizada.

[1Avaliagdo:
Conseguem  ou
nao encontrar

uma  estratégia
para  responder
corretamente  a
questdo e que
dificuldades
manifestam.
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lim_h(x) =———%—=-%-=-»
_ (_é)* 7
1in;+ h(x) = 73 = 02—+ =+
= 2(-3) +5
Como lim_f(x) # lim f(x) ndo existe
X==; x—»—g

limsf(x). Logo a fungdo ¢é continua em

-2
=

R\{~3}

x= —g ¢ uma assintota vertical ao grafico de
h.
Assintotas horizontais:
lim h(o) " 1—x " —-X 1
im h(x) = lim = lim —=-=
xX——00 x»-w2X —5 x--0 2x 2
lim hCx) " 1—x I —x 1
im h(x) = lim = lim —=-=
X—+00 x-+02X — 5  x-+0w 2x 2
y = —% ¢ uma assintota horizontal ao grafico

de h em —oco ¢ em +o00.

*(94.4))
Os alunos podem representar a fungdo
graficamente. Contudo, neste caso torna-se
mais complexo fazé-lo uma vez que a
expressdo algébrica da fungao é% (sex<0)e
2x%+1
- x+1
contruir esta representagdo podendo sempre
recorrer a calculadora para determinar o grafico
de cada uma das expressdes.

(se x = 0). Terdo de ser os alunos a

ou
Calcular analiticamente as assintotas.
Assintotas verticais:

Dificuldade: “Quais as possiveis assintotas
verticais?”

A fungdo i ¢ continua em R\{0} (Dificuldade:
porqué?).

. 2 2
N
im0 = 2 +1 1 L
ot TR T

Dificuldade: x = 0 ¢ assintota vertical apesar
de

lim i(x) =-1?
x-=0%

e Relembrar a defini¢do
de fungdo continua num
ponto:

Dada uma fr.v.r. f eum
ponto a do respetivo
dominio, a fungdo f ¢é
continua em a quando
}ci_(r; f(x) existe.
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x = 0 ¢ uma assintota vertical ao grafico i.

Assintotas horizontais:

N .22
lim i(x) = lim —=—=0
xX——00 xX——00 X —00
o . 2x% +1 . 2x?
lim i(x) = lim ———— = lim ——
xX—+00 x—+0 x+1 x—+w x
= lim —2x=-o
x—+00

y = 0 é uma assintota horizontal ao grafico de
i em —oo.

[ Responder a questdo e explicar como
procedeu.

[1 Representar cada uma das fungdes
graficamente.
ulril' O — -

. . Sheet Sheet2 Sheetd [Sheetd [Shests g “E suficiente a 0 Os alunos
Discussio o= —= | representacdo grafica devem conhecer ¢
coletiva da : para  determinar  as compreender

tarefa 12 i assintotas?” P L

n . outras estrat€égias

94.3. ¢ o ] Questionar o processo de resolugdio

94.4. 7 para determinar :

assintotas  verticais e
ﬂ S horizontais.
T al
0es.1.) i ) ) | “Lé atentamente as O Os alunos
Dificuldade: Como verificar a existéncia de informagdes dadas no devem mobilizar
assintotas verticais sem a representacdo grafica | epunciado  relativas  a 08 DroCessos para
e sem a expressao algébrica da fungdo? fungdo". CStlrl) dados gara
Dlﬁculdqde: Como saber se eflsten? assintotas | [} «Q que fago para determinar
horizontais sem a representagao grafica e sem | determinar assintotas assintotas 2
a expressao algébrica da fungido? verticais?" grifico de uma
. . [1“Qual e o dominio da funcio
Verificar que a fungdo tem dominio R e é fungdo?” 0.
continua em R logo ndo existem assintotas 0 Os  alunos
Resolugio yorticais ao grifico da fungdo. ) Dada wm frve | devem realizar
da tarefa %uan; as ezissm o l?ls' orizontats, S; (Jia existem no maximo duas tarefa com
05 5 i entt1~1catmost~ uas o 1qua:is no em:m;:la o da | jesintotas ndo verticais a0 | sucesso
questdo, entdo ndo podem existir mais | o orafico ;
. N . E independentemen
(trabalho a assintotas ndo verticais. 3 ..
pares) te da estratégia

Como existem duas assintotas obliquas ao
grafico da fungdo pois
lim (f(x) —2x—3)=0

xX—>—00

Xlirjlw(f(x) +2x-3)=0

nao existem assintotas horizontais.

0(95.2.)
xl_i)r_nw(f(x) —2x-3)=0

[JRelembrar que uma reta
y=mx+b¢ assintota
ao grafico de f em —oo
se

Jim (£G0) — (mx + b))
=0

Analogamente, em +oo.

utilizada.

[ Avaliag@o:
Conseguem  ou
nao encontrar
uma  estratégia
para  responder
corretamente  a
questdo e que
dificuldades
manifestam.
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Portanto, y = 2x + 3 ¢ assintota obliqua ao
grafico da fungdo.

lim (f(x) +2x—3)=0

xX—>—00
Portanto, y = —2x + 3 ¢ assintota obliqua ao
grafico da fungao.

Dificuldade: Os alunos podem responder
erradamente y = —2x —3 ¢ y = 2x — 3.

O (95.3.) Recorrer a calculadora para
representar as retas que sdo assintotas.

Dificuldade: Representar uma fungdo com
estas assintotas.

Discussao
coletiva da
tarefa 95

0(95.1.) Apresentar o dominio da fun¢io Dy =
R. Justificar que se a fung@o ¢ continua em R
ndo existem assintotas verticais ao grafico da
fung@o. Quanto as assintotas horizontais, se ja
existem duas obliquas no enunciado da
questdo, entdo ndo podem existir mais
assintotas no verticais.

O (95.2.) Apresentar uma resolugdo errada
como:y=—-2x—3ey=2x—3

Os alunos analisam a resolucdo e espera-se que
detetem o erro, apresentando uma justificagdo
para 0 mesmo

Caso ninguém apresente uma resolugdo errada,
questionar o porqué das assintotas ndo serem
y=-2x—3ey=2x—3.

00 (95.1.) “Como verificar
a existéncia de assintotas
sem a representacdo
grafica e sem a expressdao
algébrica da funcdo?
Apenas com a
informagdo dada no
enunciado...”

] Dada uma frv.r.
existem no maximo duas
assintotas ndo verticais ao
seu grafico. “O
enunciado ja mnos da
informagao de alguma?”

0O (95.2.) Pedir para
justificar o porqué dey =
—2x—3 ey=2x—3
nio serem assintotas
obliquas ao grafico da
fungéo.

Pedir para justificar o
porqué dey =2x+3 e
y=2x-3 serem
assintotas obliquas ao
grafico da fung@o.

[0 Os alunos
devem conhecer ¢
compreender
outras estratégias
de resolugdo.

[l Os alunos
devem justificar
que: se a fungdo ¢
continua em R

nao existem
assintotas
verticais ao

grafico da fung@o.

0 Formular
conjeturas: As
assintotas ao

grafico da fungdo
sioy=2x+3 ¢
y=2x-—3

As assintotas ao
grafico da fungdo
sdo y =—2x—3
ey=2x-—3.

[ Justificar que
y=2x+3 e
y=2x-—3 sdo
assintotas

obliquas ao
grafico da fung@o.
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O (953.) Representar as assintotas
graficamente.

Apresentar sugestdes de graficos de fungdes
com estas assintotas.

O (95.3.) Projetar a
representagdo grafica das
assintotas.

Reforgar que existem
varias possibilidades de
resposta.

Os  alunos
devem
compreender que
fungdes distintas
podem apresentar
as mesmas
assintotas.

Sintese
final

[Indicar o processo para determinar assintotas
verticais.

[IIndicar o processo para determinar assintotas
ndo verticais.

[] “Relembrem-me como
posso determinar uma
assintota vertical?”

[1 “Relembrem-me como
posso determinar uma
assintota ndo vertical?”

[J Os alunos
devem recordar
0s processos
estudados nas
aulas 1,2 e 3.

TAREFAS COMPLEMENTARES

Pégina 67 do manual.
Questdo 96 da pagina 71 do manual.
Pégina 75 do manual.
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[EEY Determina, caso existam, as assintotas
verticais e horizontais ao grafico das fungées
reais de variavel real definidas por cada uma
das expressdes seguintes:

_1-x
94.3 h{x}_zx+5
E se x<0
94.4 i(x)=
—2f+1 se x=0
x+1

EEl Considera uma fungao f, de dominio
IR e continua, tal que:

¢ lim (f(x}—2x—3)

X—+4 o0

e lim (fo)+2x-3)=0

0

95.1 O grdéfico de [ tem assintotas verti-

cais? E horizontais? Justifica as tuas respos-

tas.

95.2 Escreve as equagdes das assintotas

ao grafico de f.

95.3 Representa num referencial carte-

siano as assintotas ao grafico de [ e faz,

nesse referencial, a representagao grafica de
. uma fungao com as caracteristicas enuncia-

das da fungao f.

10
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Anexo 10: Plano da aula 4 (13 de marco)

U Ie IPP III

LIsBoA Instituto de

e Educagéio Mestrado em Ensino da Matematica
Escola Basica e Secundaria Alfredo da Silva
Data: 13/03/2020 Ano: 11.° Turma: B Duragdo: 50 minutos

DOMINIO: Fungdes Reais de Varidvel Real (FRVR11)
SUBDOMINIO: Limites segundo Heine de fungdes reais de variavel real.

TOPICOS MATEMATICOS: Funcdes racionais.

OBJETIVO(S) DE APRENDIZAGEM:

= Estudo do dominio, zeros e sinal de fungdes racionais.

ESTRATEGIA GERAL:

= Proposta de tarefas do manual;
= Trabalho a pares;
= Discussdo e analise coletiva das questdes da tarefa.
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TEMPO
ESTRUTURA DA AULA (EM
MINUTOS)
. Introdugao. 5
. Estudo do dominio, zeros e sinal de fungdes racionais. 14
. Resolugdo da tarefa 18.2. da pagina 31. 5
. Discussdo coletiva da tarefa 18.2 da pagina 31. 5
. Resolugdo da tarefa 19.2. da pagina 31. 8
. Discusséo coletiva da tarefa 19.2. da pagina 31. 8
. Sintese final. 5
RECURSOS
Do aluno Do professor

[J Manual
[ Calculadora grafica

[J Manual
[1 Computador e projetor
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DESENVOLVIMENTO DA AULA

Tarefas e Dura
atividades 320 A o] S8
de ]gs e Atividades dos alunos e possiveis Respostas do professor e Objetivos e
. P dificuldades aspetos a ter em atengao avaliacio
aprendizage rada
m
[1 A aula tem como objetivo o
estudo do dominio, zeros e sinal
. de fungdes racionais. Para isso
Introdugio 5 .
podem comegar por dizer-me o
que entendem por fungdo
racional...
Dlﬁculdade: O que ¢ uma fungdo || «g que ¢ uma fungdo 0 Os alunog d
racional?” racional?” devem determinar
“Sera que me conseguem dar | © dominio ¢ d(z)ls
um exemplo de uma fungdo zeros € estu~ r
racional?” sinal de fungdes
racionais.
Uma fungéo racional ¢ uma
fungao real de variavel real
dada por uma expressao da
P .
forma P& ,onde P e Q sdo
Q(x)
polindmios.
Exemplo:
[“Vamos agora estudar o
dominio, os zeros e o sinal de
1-x uma fungdo racional.”
Estudo do f&)=-—;
dominio, [J“Considera a fungdo racional
Z.eros € 14 [IRepresentagdo grafica: fl) = X Utilizem a
sinal de =2
~ calculadora grafica para
fungoes <
L, representar a fungao.
racionais

J

OlIndicar Dy = R\{2}.

[IPara calcular os zeros da fungéo temos
de igualar a fungdo a zero:

f(x)=0<:>i%;=0

Dificuldade: Alguns alunos podem
afirmar:
1-—x

=0=ol-x=0=x=1

x —

(A professora representa
também a fungao e projeta).

Qual o dominio desta fung¢ao?”

] “Como calculamos os zeros
de uma fungéo racional?”
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A fungdo ndo esta definida em x = 2 até
porque Dy = R\{2}.

f)=0=1-x=0Ax—-2#0¢&
Sx=1Ax#2

Estudar os zeros do numerador e 0s zeros
do denominador:
l1-x=0e=x=1
x—2=0=x=2

[1Os alunos podem afirmar que estudar o
sinal de uma fungdo é “ver onde ¢
negativa e onde ¢ positiva”.

Para estudar o sinal da fungdo, construir
um quadro de sinais.

Dificuldade: construir o quadro de sinais
e completa-lo.

1-x
o 1 I B
x—2

X —o0 1 2 +o0
1 +] 0 - - -

—-x

x - - - - +

-2

1-x| - 0 + |nd | —

x—=2

f positivaem ] 1,2[
f negativa em ] — 00, 1[ U ]2, +oo[

Dificuldade: interpretar os resultados
obtidos no quadro de sinais.

[JO que acontece se x =2 ?

[1“Assim, como determino os
zeros de uma fungdo racional
PX) o

Q)

[1“Em que consiste estudar o
sinal de uma fun¢do?”

[INa primeira linha do quadro
de sinais colocam-se por
ordem crescente os zeros do
denominador e os zeros do
numerador. Na segunda e na
terceira linha regista-se a
variagdo do sinal da fungdo
denominador e da fungdo
numerador.

[1“Se representarem a fungdo
numerador e denominador é
muito mais facil estudarem o
sinal.”

| Pretendemos ver onde a
fungao ¢ positiva
(representada pelo sinal +) e
negativa (representada pelo
sinal - ).

|Propor as tarefas 18.2. e
19.2. da pagina 31 do manual.

Objetivo:

|Os alunos devem
generalizar:

PG
e I

Px)=0AQ(x)#0
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Resolugao
das tarefas
18.2 da
pagina 31
(trabalho a
pares)

[1Os alunos podem recorrer a calculadora

o

= % -1 o 1 2 3 & &

e
grafica para resolver a questdo,
principalmente para o estudo do sinal.
Contudo, a representagdo pode induzir os
alunos no erro:

f positiva em ]—3, +oo[
f negativaem ] — o0, =3[

Apenas com a representagdo grafica os

alunos ndo percebem que a fungdo nao
esta definida para x = —1.

|Para determinar o dominio da fungéo:
Dy ={x € R:ix* + 4x + 3 # 0}

Calculo auxiliar:
x*+4x+3=0x=-3vx=-1

Assim,
Dy = R\{-3,-1}

[IPara determinar os zeros da fungdo:
X)) =0 —mM8M8=
f® x?+4x+3
©x+1=0Ax24+4x+3+#0
Sx=—-1Ax#*-3Ax#* -1
Portanto, a fungdo ndo tem zeros.

[Estudar o sinal da fungdo f:

x+1=0=x=-1

x?+4x+3=0x=-3vx=-1

[10 objetivo destas questdes é
determinar analiticamente o
dominio e os zeros bem como
recorrer ao quadro de sinais
para estudar o sinal da fungao.
Contudo, a calculadora grafica
¢ uma excelente ferramenta
para confirmar os resultados
obtidos ou identificar
eventuais lacunas na resolug@o
analitica.

[J A questdo ¢ semelhante ao
exemplo dado no inicio da
aula.

LACON PN
Q@)

P(x)=0AQ(x)#0

[IRelembrar que

O Os alunos
relevar

conhecimento do
processo para

estudar o dominio,
zeros e sinal de
fungdes racionais.

[JAvaliagdo:
Conseguem  ou
ndo aplicar esse
processo e que
dificuldades
manifestam.
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Construgdo do quadro de sinais:

x —oo| —3 —1]| +oo
x+1 - - — 0 +
x? +4x + 0| -0+
+3

f — | nd| + | nd| +

Dificuldade: podera ser construir o
quadro de sinais ¢ preenche-lo; interpreta
os resultados obtidos no quadro de sinais.

o Sugerir que representem 0
grafico de cada uma das
fungdes envolvidas no quadro
de sinais: x + 1ex? +4x + 3
para facilitar o preenchimento
do quadro de sinais.

e Pedir a um aluno que tenha cometido
algum erro (que tenha interesse para a
discussdo) para ir ao quadro apresentar a
sua resolugdo.

Caso isso ndo tenha acontecido, pedir que
apresentem a resolugdo da questdo e
explique como procederam.

Dominio:
Dy ={x € R:x? + 4x + 3 # 0}
=R\{-3,-1}
Zeros: e Os alunos
x+1 conseguem
Discussio f =0 Tax+3 " desenvolver um
coletiva Sx+1=0Ax2+4x+3+0 processo para
das tarefas Sx=—-1Ax#-3Ax# -1 determinar o
18.2 da dominios e os
pagina 31 Estudo do sinal: zeros, € estudar o
sinal.
x —oo| —3 —1]| +oo
x+1 -l =1=101]+
x? + 4x + 0| =10+
+3
f - | nd| + |nd| +
f positiva em ]-3, +oo[\{—1} e Sugerir a representagdo
f negativaem ] — oo, =3[ grafica para confirmar o
conjunto-solugdo obtido.
e Alguns alunos podem recorrer a . Os alunos
Resolucio calculadora grafica para determinar a | o Estas questdes pressupde a | devem  revelar
solugdo da equagdo. determinagdo  analitica do conhecimento do
da tarefa ¢ quag ¢
19.2. da conjunto-solugao das | processo para
4 'in'a 31 No Menu Griéfico introduzem: condigdes. Contudo, a | determinar o
pag calculadora grafica ¢é uma conjunto-solugdo
g 1] G
(trabalho a Y X+ 1 excelente ferramenta para | de condigdes que
pares) 'y +3 confirmar o resultado obtido | envolvem a

analiticamente ou até detetar

determinagdo dos
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x—2

Y,:

Tx—1
E calculam a interse¢do das duas fungdes.
Obtém apenas o ponto de interse¢do
(5;0,75).
Assim, a solug@o da equacdo é
x =5.

(1

[ Passar todos os termos para o primeiro
membro da equagio:

x+1_x—2(:»x+1 x—2_
x+3 x—-1 x+3 x—-1_

0

Reduzir as fragdes ao mesmo
denominador, de modo a obter uma
fungéo racional:

x+Dx—-1D)—-(x—2)(x+3)

x+3)x—-1)
x2—1-(x*4+3x—2x—6)
=0&e

x+3)(x—1)

¥ =1-x*-3x+2x+6
(x+3)(x-1)
—x+5 0
s — - =
(x+3)(x—-1)

S -x+5=0A(x+3)x—-1)#0

Dificuldade: determinar
x% + 2x — 3 # 0 ou, equivalentemente,
(x+3)(x—=—1)+#0

Calculo auxiliar:
—-x+5=0=x=5
x+3)x—-1D=0&

©x+3=0Vvx—-1=0 &
eSx=-3vx=1

Portanto,
x=5Ax#-3Ax+#1

Assim, C.S.= {5}

Podera obter-se também
—x+5

x2 +2x—3

S —x+5=0Ax2+2x—3#0

=0

Cilculo auxiliar:

erros na determinagdo
analitica.

[1“Se calcular

(x +3)(x — 1) = 0 ja sei que
x ndo pode assumir esses
valores”.

zeros de uma
fung¢ao racional.

| Avaliagao:
Conseguem  ou
ndo aplicar esse
processo e que
dificuldades
manifestam.
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—x+5=0=x=5
x2+2x—-3=0x=-3vx=1
Portanto,
—x+5=0Ax?>+2x—3%#0

Sx=5Ax#-3Ax#1

Assim, C.S.= {5}

Discussao
coletiva da
tarefa
19.2. da
pagina 31

e Um aluno apresentar uma resolugdo
errada.

(Caso ndo surja nenhuma resolugdo
errada, pedir a um aluno ao acaso que
apresente a sua resolugdo no quadro).

Reduzir as duas fragdes ao mesmo
denominador uma vez que as duas ja estao
no primeiro membro.

x+1 x-—2
- =0
x+3 x-1
x+Dx—-—1)—(x—2)(x+3)
< G+3)@ -1
=0

Simplificar a expressio obtida.

x+3)(x—-1) -
=
—-x+5

“Eraa-n °
Determinar os zeros da fungdo

—Xx+5=0A(x+3)x—-1)+#0
Analogamente para ,

& —x+5=0Ax2+2x—-3#0
-x+5=0=x=5
x+3)x-1=0=
©x+3=0vx—-1=0 <
eSx=-3vx=1

Concluir que os zeros sdo —3,1 e 5.
Concluir entdo que:
x+1 x—2

x+3 x—-1
S x=5Ax#*-3Ax*1

=0

C.S.= {5}

 Visualizar o grafico da fungdo e concluir
que o ponto de intersegdo ¢, de facto, 5.

x+Dx-1)—-(x-2)(x+3)
= =0

e Pedir comentarios de outros
alunos relativamente a
resolugdo errada. Pedir que
identifiquem erros.

e  Sugerir a representagdo
grafica para confirmar o
conjunto-solugao obtido.
Projetar o grafico da funcéo.

. Um aluno
apresenta a
resolugdo com
todo o processo
para determinar os
zeros de uma
fungéo racional.
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Sintese
final

[TRelembrar o processo para estudar o
sinal de uma fungéo.

[1 “O que devo fazer para
estudar o sinal de uma fungao
racional?”

|Os alunos devem
generalizar o
processo para
estudar o sinal de
uma fungio
racional:

- Determinar os

Zeros do
numerador;
- Determinar os
Zeros do
denominar;
- Construir o

quadro de sinais.

TAREFAS COMPLEMENTARES

Tarefas 18 e 19 da pagina 31 do manual.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Determina o dominio & os 26105 e &s-
tuda o sinal de cada uma das fungdes defini-
das pelas seguintes expressbes analiticas:

181 fix)= 2
x=5
+1
182 gx)=- >~ 1
. X+ dx+3
r =1 1
183 hig=1""+
tx) 2x+1 x+1
18.4 j(x)=X*t2x+l  x-3
x=2 X =3x+2
.
188 j=FtX B3
-3
2_
186 ki=X—7_-8
x-2 x

Determina o conjunto-solugio das se-
guintes condighes:

194 —— »=

19.5 <

10

209

Ma figura estdo representacas partes
dos grifices das fungdes [ e g definidas por:

"

. 3 |
xX==e
f T g ',IIJ'
—-.__3,_ \a
4x - 10
(x)=
s)=——5 .
| ]
1 —
S S B

Do trapézio [ABCD], sabe-se que:
* A e B sioos pontos de intersecao dos
graficos das fungdes [ e g
= C e [ pertencem ao eixo Oy ;
= A e D tém amesma ordenada;
* B e C témamesma ordenada.

Determina a drea e o perimetro de [ABCD] .

Um sumao obtém-se misturande 1 L de
sumo de laranja com m ol de sumo de manga.
21.1 Mostra que a percentagem de sumo
demanga, p, existente no sumo de frutas,
édado, em fungao de m, por
100m
m+ 100"
21.2 Determina a percentagem de sumo
de manga existente na mistura se se usarem
60 centilitros de sumo de manga.

plm) =

21.3 Determina a quantidade de sumo de
manga, em centilitros, arredondada as uni-
dades, a partir da qual a percentagem deste
sumao na mistura € superior a 40% .



Anexo 11: Plano da aula 5 (13 de marco)

U Ie IPP III

LIsBoA Instituto de

e Educagéio Mestrado em Ensino da Matematica
Escola Basica e Secundaria Alfredo da Silva
Data: 13/03/2020 Ano:11.° Turma: B Duragdo: 50 minutos

DOMINIO: Fungdes Reais de Varidvel Real (FRVR11)
SUBDOMINIO: Limites segundo Heine de fungdes reais de variavel real.

TOPICOS MATEMATICOS: Fungdes racionais.

OBJETIVO(S) DE APRENDIZAGEM:

= Resolugdo de inequagdes que envolvem fragdes algébricas.

ESTRATEGIA GERAL:

= Proposta de tarefas do manual;
= Trabalho a pares;
= Discussdo e analise coletiva das questdes da tarefa.
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TEMPO

ESTRUTURA DA AULA (EM
MINUTOS)
1. Introdugéo. 5
2. Resolucdo de inequagdes que envolvem fragdes algébricas. 10
3. Resolugdo da tarefa 19.4. da pagina 31. 6
4. Discussdo coletiva da tarefa 19.4. da pagina 31. 4
5. Resolugdo da tarefa 20 da pagina 31. 10
6. Discussdo coletiva da tarefa 20 da pagina 31. 10
7. Sintese final. 5

RECURSOS
Do aluno Do professor
[J Manual 1 Manual
[ Calculadora grafica (1 Computador e projetor
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DESENVOLVIMENTO DA AULA

Dur
Tarefas e acdo
20T Espe Atividades dos alunos e possiveis L0 Objetivos e
de rada q professor e aspetos T
. dificuldades = avaliacdo
aprendiza (em a ter em atencio
gem min
utos)
© “Na tltima aula vimos
como determinar o
dominio, os zeros e
estudar o sinal de uma
fungdo racional. Para
além  disso, vimos
Introduciio 5 tambéIn como resolver
equagdes que envolvem
fungdes racionais.
Vamos agora ver como
resolver  inequacdes
que envolvem fungdes
racionais.”
. Apresentar a
Exemplo: condi¢do que se
pretende resolver
3x-2 _x 3;_;2 S% (o conjunto-
3-x 2 solugio  deve  ser
apresentado usando a
Os alunos vao dando sugestdes de resolugao. n(?tagao de 1r}tewalos de
numeros reais).
«
e Passar todos os termos para o primeiro O que sugerem que
membro: que fe’l’ca em primeiro | o Objetivo:
- lugar? 0s alunos
Inequagdes 3x—2 x 3x—2 x compreendem 0
que 3_x 2% 3—x_5_0 processo para
envolvem 10 determinar 0
fracdes o Simplificar a expressdo: conjunto-solugao
algébricas de inequagdes que
2Bx—2)—x(3—x) envolvem fungdes
——————<0&e racionais.
2(3—-x)
x?+3x—4
ST

e Calcular os zeros do numerador:
x’+3x—4=0Sx=1vx=—4

o Calcular os zeros do denominador:
6—2x=0=x=3
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. . x%43x-4
[1Estudar o sinal da fungdo %

x —® -4 1 3 +o0
+1]0 - 0 + +

xZ

+3x

-4

6 + + + + + 0 -

—2x

x2+7 + 0 - 0 + n -

5 d
x2+3x—4
[Basta agora ver onde e <0

C.S.=[-4,1]U]3,+oo[

Representagdo grafica:

[J Sugerir aos alunos

que introduzam a
~ x2+3x-4
fungdo ———— na
6—2x
calculadora grafica e
confirmem o

conjunto-solucdo

obtido. A professora
projeta a
representacdo grafica.

9 ——
[IPropor as tarefas 19.4.
e 20. da pagina 31 do
manual. Na tarefa 20.
calcular apenas a area e
nao o perimetro.
4
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Resolucio
da questiao
19.4.
(trabalho a
pares)

] Os alunos devem recorrer ao exemplo
anterior para resolver esta questdo.

Passar todos os termos para o primeiro
membro:

x? -2 2 x2-2 2
— =
x2+3x  x

S——-20
x?2+3x x

(x? = 2)x — 2(x? + 3x) -

0=
(%% + 3x)x -
x3—2x—2x2—6x>0
I et et o7 -
(%% + 3x)x -
x3 —2x% —8x
20

PN
(x2+3x)x
2 _ oy —
x(x* —2x —8) -
x(x?+3x)
x2—2x—8
x2 4+ 3x

0=

Zeros do numerador:
x’-2x-8=0o
S x=4Vx=-2
Zeros do denominador:
x*+3x=x(x+3)=0&

Sx=0Vv(x+3)=0s
©x=0vx=-3

[1Representar o grafico
de cada uma das
fungdes  facilita o
estudo do sinal.

|Objetivo:
os alunos aplicam o
processo para
resolver inequagdes
que envolvem
fungdes racionais.

| Avaliagdo:
os alunos resolvem
inequagdes que

envolvem fungdes
racionais.

| Avaliagdo:
0s alunos
manifestam
dificuldade na
resolugdo de
inequagoes que

envolvem fungdes
racionais.

x —»| =3 -2 0 4 +o0
H+ |+ o | = =] -1-1+

2

—2x

-8

X+ 0| = = =10+ |+ |+

+3

S o+ | nd] =] o [+ [ nd|] -0 +

5
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C.S.=]-0,-3[U[-2,0] U [4, +oo[

o Sugerir que utilizem a
calculadora grafica para
confirmar o conjunto-
solugdo obtido.

Discussao
da questio
19.4.

e Caso seja detetado algum erro numa
resolu¢do durante o trabalho a pares pedir a
esse aluno para apresentar a sua resolugo.
Nestas questdes ndo se verifica tanto a
possibilidade de existéncia de varias estratégias
de resolugdo. Contudo, podera ser importante
alertar os alunos para erros durante a resolugdo
que ndo devem ser cometidos. Assim,
apresentar uma resolugdo errada e pedir aos
alunos comentarios sobre aquela resolugdo.
Assim, os alunos terdo oportunidade de apontar
erros nessa resolugdo ou apresentar uma
estratégia diferente.

Caso ndo ocorram resolugdes erradas, pedir a

um aluno para apresentar a sua resolugdo e
explicar como procedeu.

x2—2 2 x2—-2 2

St -Z>0
x% + 3x x‘:)x2+3x x
2_2 — 2
(x )x —2(x +3x)20ﬁ
(x% + 3x)x
x?2—2x—8
x2+3x

Zeros do numerador:
x?-2x-8=0&
Sx=4vVx=-2

Zeros do denominador:

x2+3x=x(x+3)=0<

Sx=0V(x+3)=0
©x=0vx=-3

Quadro de sinais:

x | —o| =3 -2 0 4 | 4o
| H+ [+ o =] -]-1-]+
x
—2x
-8
2l 4+ o -] —-|=10+[+]+
+3

S o+ (ndl =] o[+ [nd]l -0 [+

C.S.=]—00,—3[U [-2,0] U [4, +oo[

e Vamos ao menu
grafico da calculadora,
introduzir esta fungdo e
verificar se realmente é
superior a zero nos
intervalos obtidos.
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Resolucio
da questio
20.
(trabalho a
pares)

[J Uma primeira dificuldade podera ser
identificar a sequéncia de passos a executar
para responder a questio.

[1Os alunos devem relembrar a formula da area
do trapézio.

Dificuldade: “Como se calcula a area do
trapézio?”

Neste caso,

CB+DA __
Ajapcp) = Y xDC
Para determinar as medidas necessarias
precisa-se das coordenadas dos pontos
A,B,CeD.

Como ¢ dito no enunciado, as coordenadas dos
pontos AeB resultam da interse¢do das
fungdes f e g.

3 4x-10
f@ =g =2 =T—
3 4x-10
S-——-——=0
x x—=3
3(x —3) — x(4x — 10) _
x(x —3) -
—4x% —13x -9 0
Y e
x(x —3)

& —4x?-13x-9=0Ax(x—-3)#0 &

9
@x:ZAx=1Ax¢0Ax—3¢O4:>

9
<:>x=ZAx=1Ax=#0/\x¢3

Dificuldade: Identificar que os valores obtidos
correspondem as abcissas dos pontos A ¢ B.

Assim, o ponto A tem abcissa 1 e o ponto B
tem abcissa %,
Para determinar as ordenadas destes pontos:

oms ()31
Z

Ou, usando a fungéo g,
9 4
g(1) =3, 9(;) =3

Portanto, A(1,3) e B(%, g).

[1 “O que pretendes
determinar?”

“O que precisas para
determinar essa area?”

[ICircular pela sala para

apoiar eventuais
dificuldades e analisar
estratégias de
resolugdo.

[1Relembrar férmula da
area do trapézio:

B+b
Atrapézia = T xh

[1Atengdo que a abcissa
do ponto B ¢ superior a
abcissa do ponto A.

L1Objetivo:
0s alunos
determinam  uma
estratégia para
resolver um
problema
envolvendo o

estudo de fungdes
racionais.

[JAvaliagdo:
0s alunos
conseguem
encontrar e por em
pratica uma
estratégia para
resolver a tarefa.

[JAvaliagao:
0s alunos
manifestam
dificuldades na
resolugdo do
problema.
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Como C pertence ao eixo Oy e tem a mesma
ordenada de B, C(0, 45)

Como D pertence ao eixo Oy e tem a mesma
ordenada de A, D(0,3).

Temos entdo:
CB=2
Dificuldade: Calcular a altura

DA=1 DC 3_§=_

DC.

9

2t1 5 _ 65
—4 2 _5

Alagcp) = 5~ X 5 = 3, unidades quadradas.
Responder: A area da figura ¢ % unidades

quadradas.

e “Como se calculam a
distancia  entre  os
pontos?”

Discussao
da questio
20.

e Caso surja uma estratégia de resolugdo
alternativa, pedir ao aluno responsavel para a
apresentar aos colegas.

Caso as resolugdes vao de encontro ao que foi
previsto, pedir a um aluno que explique o
procedimento que aplicou para determinar a
area.

CB+DA

Ajapcp) = 2 xDC

Determinar as coordenadas dos pontos 4 e B.

3 4x-10
fO =90 e =——3
3 4x-10
= =0&e
X x—
3(x —3) — x(4x — 10) 0
- S o0
x(x —3)
—4x*—13x -9 _
x(x-3)

& —4x?—-13x-9=0Ax(x-3)# 0 &

9
<:>x=z/\x=le=#0Ax—3¢0<=>

9
<:>x:ZAx:1/\xi0Ax¢3

O ponto A tem abcissa 1 e o ponto B tem
abeissa .
Para determinar as ordenadas destes pontos:

s s34
b

A3 eB(2, Y
(0,9 e D(0.3).

TB=2

DA=1 C=3-%=2
4 3

e Para determinar as
ordenados dos pontos A
¢ B pode ser utlizadas a
fungdo f ou a fungdo
g umas vez que os
pontos pertencem s
duas fungdes.

® objetivo:
0s

alunos

compreendem a

estratégia
apresentada
resolver
problema.

para
o
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9
-+1
A =4_
[ABcD] >

5 65 .
X 3= Zumdades quadradas.

Sintese
final

e Nas ultimas duas aulas aprendemos a
determinar o dominio, os zeros ¢ estudar o sinal
de uma fungdo racional. Para além disso, vimos
também como resolver equagdes e inequagdes
que envolvem fungdes racionais.

. Relembre-me
trabalho temos
desenvolvido nas

ultimas duas aulas...

e Na proxima aula
continuaremos a
trabalhar com fungdes
racionais.

ATIVIDADES COMPLEMENTARES

Questdes 18, 19 e 21 da pagina 31.
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Anexo 12: Plano de aula 6 (17 de marcgo)

U Ie IPP III

LISBoA Instituto de

e Educagéio Mestrado em Ensino da Matematica
Escola Basica e Secundaria Alfredo da Silva
Data: 17/03/2020 Ano:11.° Turma: B Duragio: 50 minutos

DOMINIO: Fungdes Reais de Variavel Real (FRVR11)
SUBDOMINIO: Assintotas ao grafico de uma fungdo

TOPICOS MATEMATICOS: Assintotas ao grafico de fungdes racionais definidas analiticamente por

f(x)=a+xbfc,coma,bec €ER.

OBJETIVO(S) DE APRENDIZAGEM:

= Determinagdo das assintotas e da representagdo grafica de fungdes racionais definidas analiticamente

porf(x)=a+beC,coma,bec €R.

ESTRATEGIA GERAL:

= Proposta de uma tarefa;
= Trabalho a pares;
= Discussdo e analise coletiva das questdes da tarefa.
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TEMPO
ESTRUTURA DA AULA (EM
MINUTOS)
. Introdugao. 5
. Resolugio da questdo 1. 5
. Discussdo coletiva da questdo 1. 5
. Resolugdo da questdo 2. 5
. Discuss@o coletiva da questao 2. 5
. Resolugdo da questdo 3. 5
. Discusséo coletiva da questao 3. 5
. Sintese final. 15

RECURSOS
Do aluno Do professor
[J Tarefa3 [J Tarefa3
[J Calculadora grafica [1 Computador e projetor
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DESENVOLVIMENTO DA AULA

Tarefas e
- Dur
atividade = g g Respostas do professor N
acao Atividades dos alunos e possiveis Objetivos e
s de . e aspetos a ter em .o
. Espe dificuldades ~ avaliacdo
aprendiz atenc¢io
rada
agem
[1 “Nas ultimas aulas
trabalhamos o conceito de
assintota ao grafico de uma
fungdo. Para além disso,
Introduc resolvemos equagdes e
P 5 inequagdes que envolvem
fungdes racionais. Na aula
de hoje vamos mobilizar o
que sabemos sobre estes
dois conteudos para
resolver a tarefa 3.”
[ Para estudar as assintotas os alunos podem | -/ A Tepresentagdo gréﬂca |Objetivo:
optar pela representagio gréfica de ambas as | pode levantar uma suspeita Os alunos vao
fungdes. sobre a existéncia de determinar  as
B algumas assintotas. Mas assintotas  ao
principalmente, as grafico de uma
assmtotgs obllquas' ndo fungdo do tipo -
conseguimos determinar a -
sua equagdo apenas com a
representagdo grafica. 1 Os alunos
devem
conceber
diferentes
estratégias  de
resolugdo  da
mesma tarefa.
Resoluga
p ¢ ] Os alunos
0 _a devem realizar a
questio 1 5 tarefa com
(trabalho sucesso
a pares) Dificuldade: Os alunos devem entender que tém independenteme
de calcular todas as assintotas (verticais e ndo nte da estratégia
verticais). utilizada.
Dificuldade: Sera a representagio grafica
suficiente para identificar todas as assintotas [ Avaliagio:

existentes?

Com as representagdes graficas das fungdes,
conseguem identificar uma assintota vertical
(Bo= 0 ) e uma assintota horizontal @ = 0 ) ao
grafico das fungdes em +o0 e em —oo.

[ Os alunos podem utilizar os processos
analiticos estudados para determinar assintotas
verticais € ndo verticais.

[l Como se calculam as
assintotas verticais a uma
fungéo?

Conseguem ou
ndo encontrar
uma estratégia
para responder
corretamente  a
questdo e que
dificuldades

manifestam.
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Assintotas verticais:

Dy, = Dy, = R\{0}

2
e
Ou
lim 2= 2 =
eorx 0m

x =0¢ uma assintota vertical ao grafico da
fungdo f;.

Dificuldade: E necessario calcular os dois
limites laterais?

Assintotas ndo verticais:

2
. z
m= lim &— lim £
x—-+0 X x—=+00 X
T
b= lim (f(x) —mx) =
X+
2
= lim —==0
x—=+00 X
f 2
m= lim —= = lim £
x——00 X xX——00 X
li 2 0
T T

b= xlirpw(f(x) —mx) =
2
= lim —==0

x—>—00 X

y = 0 ¢ uma assintota horizontal ao grafico da
fungdo fi em 400 e em —oo.

Proceder analogamente para f,:

Assintotas verticais:

li 3 3 +
im - —=—— =40
x-0%t X ot
. 3 3
ou lim —==—-—= -0
x-0" x 0

x = 0¢ uma assintota vertical ao grafico da
fungdo f;.

Assintotas ndo verticais:

3
() “x
m= lim f—= lim —%
x>+ X x-+0 X
= lim ——=0
x>+ X

e Como se calculam as
assintotas ndo verticais?

e Se um dos limites laterais
ja deu 400 ou —oo, ndo ¢
necessario o calculo do
outro para concluir que ¢
assintota vertical.
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. . 3
b= lim 6= mo = i -

X
==
3
» _3
m= lim L)= lim —%
X——-0 X X——0c X
= e T T ey

3
b= lim (f(x) —mx) = lim ——
x—?;—m X—>=0 X

=—— =90

—00

y = 0 ¢ uma assintota horizontal ao grafico da
fungdo f, em +00 e em —oo.

Ou

Pela representagdo grafica os alunos podem
reconhecer que ndo existe nenhuma assintota
obliqua. Portanto, podem utilizar o calculo de

. .2 2
x‘i':‘mﬁ<")—x'1‘1’m;—§—°
Jm () = lim 2=—2=0
li = li 3— 3 =0

xlTw}cZ(x)_xlTw_)Sc__+§>0_
Jim f() = lim -2 =-—5=0

y = 0 ¢ uma assintota horizontal ao grafico da
fungdo f, em +00 € em —co.

Discussa
o coletiva
da
questio 1

e Indicar o que fizeram para responder a questao
(estudo das assintotas verticais e ndo verticais).

e Explicar que contributos teve a representagao
para a resolugdo. Em seguida, solicitar ao mesmo
ou a outro aluno a resolugdo analitica. Deve
apresentar como determinou a assintota vertical
e a assintota horizontal:

® “O que foram determinar
para estudar as assintotas?”

e Inserir a fungdo na
calculadora e projetar o
grafico da fungdo.

® “Que informagao nos dé o
grafico da fung@o?”

e “Sera que a representagao
grafica permite determinar
as equagdes das
assintotas?”

e “Que semelhangas e
diferengas existem entre as
duas fungdes?”

e Os alunos

devem
conhecer e
compreender
estratégias  de
resolugao.
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Resoluc¢a
oda
questio 2
(trabalho
a pares)

[1 Os alunos podem optar pela representagdo
grafica de ambas as fungdes para conhecer
melhor o seu comportamento. Isto pode ser uma
ajuda para determinar as assintotas ao grafico da
fungdo.

f5

[1 Os alunos podem utilizar os processos
estudados para determinar assintotas verticais ¢
ndo verticais.

Assintotas verticais:

Df3 = Df4 = R\{_l}

lim —— = +o0
x--1tx + 1
. 2
ou lim —= -
x—-17 X+1
x = —1¢ uma assintota vertical ao grafico da

fungao f3.
Assintotas horizontais:

2 2

lim ——=—=0
xo+ox +1 400

y = 0 ¢ uma assintota horizontal ao grafico da
fungdo f3 em +oo.

2 2

lim ——=—"—=0
xlmmx+1 —00

y = 0 ¢ uma assintota horizontal ao grafico da
fungdo f3 em —co.

ou

m=tm f& = i

:+_oo_

. . 2
b= xllrllm(f(x) —mx) = xllj—oom

[Proceder como na questao
1.

[1*“Como posso determinar
as assintotas verticais ao
grafico de uma fungio?”

[1“Como posso determinar
as assintotas ndo verticais
ao grafico de uma fun¢ao?”

[1Objetivo:
Os alunos vao
determinar  as
assintotas  ao
grafico de uma
fungdo do tipo
b

x—c

| Os alunos
devem
conceber
diferentes
estratégias  de
resolugdo  da
mesma tarefa.

[l Os alunos
devem realizar a
tarefa com
sucesso
independenteme
nte da estratégia
utilizada.

[1Avaliagdo:
Conseguem ou
ndo  encontrar
uma estratégia
para responder
corretamente  a
questdo e que
dificuldades
manifestam.
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=——=9
“+o00
= 1li = li 2
m=lm f6) = lim =
=——=0
—00
b=l — = 1li
Jim (£ (x) = mx) Jim
2
=—=0
—00

y = 0 ¢ uma assintota horizontal ao grafico da
funcdo f3 em +o0 e em —co.

Proceder analogamente para f;.

Assintotas verticais:

lim — =-
xo-1t x+1
ou

. 3

lim_— =+
x--1" x+1

(oo}

x = —1¢ uma assintota vertical ao grafico da
fungao fy.

Assintotas horizontais:

. 3 3
lim — =——=0
x>+ x4+ 1 400

y = 0 ¢ uma assintota horizontal ao grafico da
funcdo f, em 4oo.

li 3 _ 3 =0
x—lgloo_x—l__—oo_

y = 0 ¢ uma assintota horizontal ao grafico da
fungdo f, em —oo.

ou
@ :

x -
m= lim —== lim —x=1_
x—-+00 X X—+00 X

-3

= Am_ x(x—1)

b= lim (f(x) —mx) = lim —
x—+00 Xx——00

x—1
-_— 3 .
T T Ye
f(x) -
m= lim—x= limx—_lz
x--00 X x——00 X
7
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- -3
AL e

o
]

Jm () —ma) = Mm ———

=——=90

—00

y = 0 é uma assintota horizontal ao grafico da
fungdo fy em 400 ¢ em —co.

| Pedir que indiquem o que fizeram para
responder a questdo (estudo das assintotas

verticais e ndo verticais). d | Os alunos
evem
Discussa .
. [JSolicitar a um aluno elaborado a representagao conhecer ¢
o coletiva . . . compreender
d grafica para explicar que contributos teve a tratéed d
a~ representagao para a sua resolucdo. Em seguida, L f:srifg;(a)s N
questio 2 solicitar a0 mesmo ou a outro aluno a resolugao Gao.
analitica. Deve apresentar como determinou a [ Que semelhangas e
assintota vertical e a assintota horizontal: diferengas existem entre as
duas fungdes?
[1Comparar as fungdes f €
fs
[1Comparar as fungdes f, €
fa-
[1 Os alunos podem optar pela representagdo |Objetivo:
. ~ Os alunos vao
grafica de ambas as fungdes para conhecer .
determinar  as
melhor o seu comportamento. Isto pode ser uma assintotas a0
ajuda para determinar as assintotas ao grafico da grafico de uma
fungao. fungdo do tipo
b
a+—
. xX—=c
Resolugi [J Os alunos podem utilizar os processos
o da estudados para determinar assintotas verticais e | Os alunos
questdo 3 nao verticais. devem
conceber
(trabalho Assintotas verticais: diferentes
a pares) -
estratégias  de
Dy, = R\{0} Dy, = R\{-3} resolugdo  da
1 1 mesma tarefa.
lim x) = lim (1+—)=1+—=+oo
x-0* ) x-0% X 0+ | Os alunos
devem realizar a
ou tarefa com
sucesso
8
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i i 1 1
b 0= Jip (145) =140
x =0¢ uma assintota vertical ao grafico da
fungdo fy
Assintotas horizontais:

. . 1 1
dm i) = m (147) =151
y = 1¢ uma assintota horizontal ao grafico da
fungdo f5 em +oo.

. . 1 1
Jim ) = tim (147) =1+ =51

y =1 ¢ uma assintota horizontal ao grafico da
fungdo f5 em —oo.

ou

1

X 1+=

m= lim f—( )= lim X
x->-0 X x——00 X

1
b= lim (f(x) —mx) = lim (1+—) =1
x——00 x——0 X

y = 1¢ uma assintota horizontal ao grafico da
fungdo fz em +00 e em —oo,
Proceder analogamente para f;.

Assintotas verticais:

; (1+1)_ 1,1 1
o\ T2 x+3) T T2 3 3T T2

ou

I ( 1 + 1 ) _ 1 + 1 _ 1
-T2 T x¥3) T T2 3 137 2
x = —% ¢ uma assintota vertical ao grafico da
fungdo fg.

Assintotas horizontais:

independenteme
nte da estratégia
utilizada.

o Avaliagdo:
Conseguem ou
ndo encontrar
uma estratégia
para responder
corretamente  a
questdo e que
dificuldades
manifestam.
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i ( [T ) 1
wrw\ 2 x+3) " 2

y=- % ¢ uma assintota horizontal ao grafico da
fungdo fg em +oo.

I (1+ 1)_ 1
s 2 x4+3/7 2

1, ‘ . 7
y = —3 ¢ uma assintota horizontal ao grafico da

fungdo fi em —oo.
ou

1 1

x ~3t733

m=1imf()=lim 2 x+3)_
x40 X x—+00 X

Y T
= o T2k x(x +3)

. . 1 1
b= xlalTooU(x) —mx) = xlﬁupco (_E + x+ 3)

= i ( Ly 1L )—0
Pt x(x +3))

. ) 1 1
b= Am U mma = i, (z+553)

2

1, ’ . z
y = — ¢ uma assintota horizontal ao grafico da

fungdo fg em +0 e em +co.

o ¢oletiva
da
questio 3

D%'scussﬁ

[Indicar o que fizeram para responder a questao
(estudo das assintotas verticais e ndo verticais).

| Explicar que contributos teve a representagdo
grafica para a sua resolugéo.
Em seguida, outro aluno apresenta a resolugao
analitica. Deve apresentar como determinou a
assintota vertical e a assintota horizontal:

0 Representar
graficamente a fungdo

fs:

[] Os alunos
devem

conhecer e
compreender
estratégias  de
resolugdo.

10
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0 Representar
graficamente a fungdo

fe:

[1 Que semelhangas e
diferengas existem entre as
duas fungdes?

Dada uma fungdo racional escrita na forma
fx) =a+£,coma,bec ER,

x = c ¢ assintota vertical ao graficode f e

y = a ¢ uma assintota horizontal ao grafico de
f. (Registar no caderno diario).

Sintese
final 15

[1Comparar as fungdes f; €

f2

[IComparar as fungdes f3 €

fa

[JComparar as fungdes f5 €

fe-

[’Dada uma fungéo racional
b
da forma f(x) = a+ -
quais as assintotas
verticais e ndo verticais?

[1E se a fung@o racional ndo
estiver escrita desta forma?

[0 Os alunos
devem
generalizar:

Dada uma
fungdo racional
da forma
b

f@)=a+_—
, x=c ¢ uma
assintota
verticale y = a
¢ uma assintota
horizontal  ao
grafico da
fungéo.

TAREFAS COMPLEMENTARES

Questdo 102 da pagina 77.

11
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Anexo 13: Plano de aula 7 (18 de marco)

U Ie IPP III

usm '"&‘L‘é‘éés‘f Mestrado em Ensino da Matematica
Escola Basica e Secundaria Alfredo da Silva
Data: 18/03/2020 Ano:11.° Turma: B Duragdo: 50 minutos

DOMINIO: Fungdes Reais de Varidvel Real (FRVR11)
SUBDOMINIO: Assintotas ao grafico de uma fungdo.

TOPICOS MATEMATICOS:

OBJETIVO(S) DE APRENDIZAGEM:

= Determinar assintotas verticais, horizontais e obliquas ao grafico de uma fungao.
= Resolugdo de inequagdes racionais.

ESTRATEGIA GERAL:

= Proposta de uma tarefa;
= Trabalho a pares;
= Discussao e analise coletiva das questdes da tarefa.

230




TEMPO

ESTRUTURA DA AULA (EM
MINUTOS)
. Introdugao. 5
. Resolucdo das questoes 1 e 2. 2
. Discussdo das questdes 1 e 2. 3
. Resolugiio da questiio 3. 7
. Discussio da questio 3. 5
. Resolugdo da questdo 4. 5
. Discusséo da questao 4. 5
. Resolugdo da questio 5. 8
. Discussdo da questdo 5. 10

RECURSOS
Do aluno Do professor
[J Tarefa 4 [1 Tarefa 4
[ Calculadora grafica [1 Computador e projetor
2
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DESENVOLVIMENTO DA AULA

Tarefas e Durac¢
atividades ao a.q s Respostas do ]
Atividades dos alunos e possiveis P Objetivos e
de Esper q professor e aspetos a -
. dificuldades ~ avaliacao
aprendizage ada ter em atencio
m
e “Vou distribuir uma
tarefa a cada par de
alunos com  algumas
Introdugio 5 questdes que envolvem
0s conceltos que temos
trabalhado a0  longo
destas aulas.”
. Os alunos
devem encontrar
estratégias  para
e x = b ¢é uma assintota verticale y = a é resolver a tarefa
uma assintota horizontal. com sucesso
Tendo em conta a representacdo grafica, independentemen
b<0ea>0. te da estratégia
Resolucio utilizada.
da questio 1 o Testar chg uma das opges: atribuir o
2 valores positivos ou negativos a a e b o Avaliagdo:
(trabalho a 1 ~ .
) (conforme o que ¢ dito na opgdo) e verificar Conseguem  ou
pares na calculadora grafica se se obtém um ndo definir uma
grafico semelhante ao da figura. estratégia  para
responder
Opgao correta: (B). corretamente  a
questio e que
dificuldades
manifestam.
e Aplicando o algoritmo da divisio a o 1
z L]
(x = 2) = (x — 3) obtém-se: S awunos
devem realizar a
x-2)=(x-PN+1e tarefa com
Y—2 1 sucesso
o 3= 1+ 3 independentemen
x- x- te da estratégia
. . . . _ utilizada.
Resoluciio Assrn;n,t ahas§1ntc>ttatl yertlcall é x=3¢ca
= assintota horizontal ¢ y = 1. o
da questio 2 3 y o Avaliagdo:

(trabalho a
pares)

e Dado que o dominio da fungdo é R\{3} e
representando a fung¢do na calculadora
grafica, os alunos podem excluir de
imediato as opgdes (A) e (B). Ou até,

. . . x=2
determinando lim g(x) = lim — =
x-3+ x—-3*tx-3
1
— =+

Logo, x = 3 ¢ assintota vertical.

Conseguem  ou
ndo definir uma
estratégia  para
responder
corretamente  a
questio e que
dificuldades
manifestam.
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Para determinar a assintota horizontal
podem usar a representagdo grafica que
também a permite identificar ou podem
calcular-se facilmente

lim g(x) = lim 2= Jim 2=1.
x—+00 x—+00 X—3 x—+00 X

Logo, y = 1 ¢ assintota horizontal.

Opcao correta: (C)

Discussao

® (1.) Apresentar a estratégia de resolucdo:

Como f ¢é dada por uma expressdo do tipo
1

a+ — tem-se que X = b ¢ uma assintota

vertical e y = a é uma assintota horizontal.

Tendo em conta a representacdo grafica,

b<0ea>0.

(Caso surja outra estratégia interessante que
ndo  prevista, pode também  ser
apresentada).

® (2.) Apresentar a estratégia de resolugdo
que recorre ao algoritmo da divisdo:

o Privilegiar a estratégia
que identifica x=D»b

e Os alunos
devem relembrar
que numa fungao
do tipoa + ﬁ,

X=cC é a
assintota vertical
e y=a ¢ a
assintota
horizontal ao
grafico da fungao.

e Os alunos
devem relembrar
como  escrever

coletiva das como assintota vertical e uma fungio
questdes 1 e x-2)=x-3)+1e y=a como assintota | racional na forma
2 x—2 1 horizontal. a+->
eo—=1+ x-c
x—3 x—3
Assi i cal & _ e Os alunos
SSrlm, a as'smtota fzertlca ¢ x=3¢eca devem relembrar
assintota horizontal ¢ y = 1. como se
. determinam  as
A'presentar a estratégia que recorre a0 assintotas
calculo dos limites: verticais e
horizontais ao
. Cox=2 1 4fi d
Jim g() = lim ~—— =7 =+e0 Igra ico de uma
L — 3 6 assi ical ungdo
080, X ¢ assintota vertical.
x—2 x recorrendo  ao
lim g(x) = lim = lim —-=1 calculo dos
X—>+00 x>+0X —3 x>+ X A
Logo, y = 1 ¢ assintota horizontal. limites.
e Os alunos
o Dificuldade: “O que ¢ uma hipérbole?” conseguem
mobilizar
*(3.1.1.) conhecimentos de
Como y = —2 ¢ assintota horizontal, aulas anteriores
CDy = R\{-2}. A expressdo algébrica para responder a
1
Resolugio a +— representa tarefa.

da questio 3
(trabalho a
pares)

*(3.1.2)

Para apresentar o conjunto-solu¢do de
f(x) <0, basta recorrer ao grafico da
fungdo e ver para que valores de x se
verifica f(x) <0.

Portanto, C.S. = ]—o0,—1] U [1, +oo[.

um caso particular de
uma hipérbole.

. Os alunos
definem uma
estratégia  para
realizar a tarefa
com SuCesso
independentemen
te da estratégia
utilizada.
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e (3.2.) Para determinar a expressdo
analitica de f devem ter em conta as
assintotas verticais e horizontais.
flx)=-2+ thl pois y = —2 ¢ assintota
horizontal.

Para determinar o valor de b, utilizar um
ponto que pertence a fun¢do. Como diz no
enunciado, o grafico da fungdo f intersecta
o eixo Ox no ponto de abcissa —1. Quer isto
dizer que (—1,0) pertence ao grafico da
fungdo, ou seja f(—1) = 0.

Substituindo as coordenadas desse ponto na
expressdo de f:

b
—2+_1_1—0=>_—2—2(:>
= b=-4
Assim,
= 24—
() =2+

o Avaliagdo:
Conseguem  ou
ndo definir uma
estratégia  para
responder
corretamente 2
questio e que
dificuldades
manifestam.

e (3.1.1.) Indicar o contradominio da
func¢do:
€Dy = R\{-2}.

® (3.1.2.) Apresentar o conjunto-solugdo de
f(x) <0, recorrendo ao grafico da funcao
apresentado. Explicar como identificar os
valores de x para os quais f(x) < 0.

Portanto, C.S. = ]—oo,—1] U [1, +oo[.

e (3.2.) Explicar como determinou a

Discussio expressdo analitica de f:
coletiva da e Os alunos
questio 3 Como y = —2 ¢ assintota horizontal, devem relembl:ar
FoO) = -2 42 que numa fungdo
T I do tipo a + =,
Como o grafico da fungdo f intersecta o x=c
eixo Ox no ponto de abcissa —1, f(—1) = X_tct 1: ‘;
0. assintota vertica
- e y=a ¢ a
Substituindo as coordenadas desse ponto na ;
expressio de f: if)srli;g;:?al ao
grafico da fungdo.
e x =2 ¢é a assintota vertical e y =1 ¢é e Os alunos
assintota horizontal. Portanto, a = 3 e c = conseguem
2 mobilizar
Resoluc¢io ¢ N o i
¢ Dificuldade: os alunos podem ndo se e Recordar as questdes | conhecimentos de

da questio 4
(trabalho a
pares)

recordar qual das letras corresponde a cada
uma das assintotas.

Portanto, f(x) = -3+ 2

x=2

resolvidas anteriormente.

aulas  anteriores
para responder a
tarefa.

. Os alunos
devem realizar a
tarefa com
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Dificuldade: Os alunos podem nédo
conseguir identificar a  informagdo
importante do enunciado que permite
determinar o valor de b.

Como a origem do referencial pertence ao
grafico da fungéo, £(0) = 0.

b
—3+m=0¢>—3=_—2(:>b=6

. Analisar
cuidadosamente o
enunciado e identificar a
informagdo que ainda ndo
foi utilizada.

sucesso
independentemen
te da estratégia
utilizada.

o Avaliagdo:
Conseguem  ou
ndo definir uma
estratégia  para
responder
corretamente &
questdo e que
dificuldades
manifestam.

e Justificar que x = 2 ¢ a assintota vertical
ey = 1 ¢ a assintota horizontal.
Concluirque a =3 ec = 2.

e Os alunos
devem relembrar
que numa fungio
do tipoa + L,

x—c

Discussdo Portanto, f(x) = =3+ x=c ¢ a
coletiva da ) assintota vertical
questio 4 Determinar o valor (li)e b: , e y=a ¢é a
fO=0e-3+;—=0=-3=— assintota
—b=6 horizontal a0
grafico da fungao.
*(5.1.)
4
f(X)zi‘:4_E23‘=
S4-——-320
x+2
e1- >0 e Os alunos
(x +x2-;—3 4 conseguem
T > mobilizar
x=2 conhecimentos de
AR 0 aulas  anteriores
para responder &
Zeros do numerados: tarefa.
x-2=0x=2 . Os alunos
. devem realizar a
Zeros do denominador: tarefa com
x+2=0=x=-2
Resolucio sucesso
da questio 5 Construir do quadro de sinais: mdependenten}ep
(trabalho a te' ‘da estratégia
x —o | -2 2 +oo utilizada.
pares) = — 0 n
x—=2 o Avaliagio:
x+2 - 0 + + + C~0 nseguem - ou
ndo definir uma
estratégia  para
x—2 + nd. | — 0 + responder
x+2 corretamente &

C.S =]-00,-2] U [2,+oo]

*(5.2)

Dificuldade: Identificar a sequéncia de
passos necessarios para determinar a area
da figura.

e “Comega por pensar
como podes determinar a
arca dessa figura”

questdo e que
dificuldades
manifestam.
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4
=4 ——
feo x+2
x = —2 ¢ assintota vertical e y=4 ¢ a
assintota horizontal.

ry=4esix=-2
Assim, C(—2,4) eD(0,4).
O ponto B tem ordenada nula pois

corresponde a interse¢do do grafico com o
eixo das abcissas:

f(x)=0<:>4—xi:0<:>

4(x+2)—4 4x+8—-4
=0 =
x+2 x+2
4x + 4

=0=24x+4=0Ax+2%0
x+2
S 4x =—4ANx#* =2
Sx=-1Ax+#*-2

Portanto, B(—1,0).

O ponto A tem abcissa nula pois
corresponde a interse¢do do grafico com o
eixo das ordenadas:

4
0)=4-———=4-2=2
FO 0+2

Portanto, A(0,2).

1x4 1x2
22

= 5 unidades quadradas.

(Neste caso calculou-se a area da figura
como sendo a diferenga entre arca do
retingulo [0BCD] e a soma das areas dos
dois tridangulos a branco. Contudo, podem
considerar-se outras formas de calcular a
area da figura).

Aascp) =2 X 4— =8-2-1

Dificuldade: os alunos podem considerar
erradamente [ABCD] um trapézio e aplicar
a formula da area do trapézio.

Discussao
da questio 5

e (5.1.) Apresentar todos os passos para
resolver a inequagao.

Passar todos os termos para o 1.° membro:

4
> -
fx)=23=4 x+273®

S4-—5-320
x+2

Determinar os zeros do numerados:

e Os alunos
devem relembrar
como se resolve
uma inequagdo
envolvendo
fungdes racionais.

e Os alunos
devem conhecer e
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x—2=0ex=2

Determinar os zeros do denominador:
x+2=0=x=-2

Construir do quadro de sinais:

x —0 -2 2 +oo
- - - 0 +
x—2
x+2 - 0 + + +
x—=2 + n.d. | — 0 +
x+2

Apresentar o conjunto-solugao:
C.S =]-0,-2] U[2,+oo[

*(5.2)

Justificar que x = —2 ¢ assintota vertical
ey = 4 ¢ assintota horizontal ao grafico
da fungéo.

Definir as retas:

rry=4es:ix=-2

Indicar as coordenadas dos pontos
C(=2,4)eD(0,4).

Explicar como se obtém as coordenadas do
ponto B:

B tem ordenada nula pois corresponde a
intersecdo do grafico com o eixo das
abcissas:

f(x)=0c>4—L:0c>

4(x+2)—4 4x+8—-4
= =0 =
x+2 x+2
4x + 4

= =0=24x+4=0Ax+2%#0
x+2

Sdx =—4ANx#F =2

Sx=—-1Ax#-2

Portanto, B(—1,0).

Explicar como se obtém as coordenadas do
ponto A:

A tem abcissa nula pois corresponde a
intersecdo do grafico com o eixo das
ordenadas:

4
fm)=4—a:E=4—2=z

Portanto, A(0,2).

Definir um estratégia para calcular a area do
quadrilatero.
1x4 1x2

2 2
= 5 unidades quadradas.

Appep] = 2 X 4— =8-2-1

Apresentar uma forma diferente de calcular
a mesma area (outro aluno).

e Sugerir representar
graficamente a solucdo
como forma de confirmar
o resultado obtido.

compreender
outras estratégias
de resolugdo.
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Anexo 14: Plano de aula 8 (18 de marc¢o)

U Ie IPP III

LIsBoA Instituto de

e Educagéio Mestrado em Ensino da Matematica
Escola Basica e Secundaria Alfredo da Silva
Data: 18/03/2020 Ano:11.° Turma: B Duragdo: 100 minutos

DOMINIO: Fungdes Reais de Varidvel Real (FRVR11)
SUBDOMINIO: Assintotas ao grafico de uma fungdo.

TOPICOS MATEMATICOS:

OBJETIVO(S) DE APRENDIZAGEM:

= Determinar assintotas verticais, horizontais e obliquas ao grafico de uma fungao.

ESTRATEGIA GERAL:

= Tarefas de consolidagdo;
= Trabalho a pares;
= Discussdo e analise coletiva das questdes da tarefa.
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TEMPO
ESTRUTURA DA AULA (EM
MINUTOS)
. Introdugao. 5
. Resolugdo das questdes da pagina 86. 5
. Discussdo das questdes da pagina 86. 6
. Resolugdo da questdio 129. da pagina 87. 12
. Discussdo da questdo 129 da pagina 87. 10
. Resolugdo da questdo 132 da pagina 87. 5
. Discusséo da questdo 132 da pagina 87. 5
. Sintese final 2

RECURSOS
Do aluno Do professor
[1 Manual [] Manual
[1 Calculadora grafica [ Computador
[ Projetor
2
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DESENVOLVIMENTO DA AULA

Tarefas e Durac¢
ULELC a0 Atividades dos alunos e possiveis LERDHECD Objetivos e
de Esper q professor e aspetos Tt
. dificuldades ~ avaliacdo
aprendizage ada a ter em atencio
m
e “O objetivo da aula ¢
resolver algumas tarefas
de consolidac¢ao
relacionadas  com o
tema  Assintotas ao
grafico de uma fungao.
Introdugio 5 Comegam por rrqsolver
as tarefas da pagina 86
do manual e depois
fazemos uma breve
discussdo. Em seguida,
passam as tarefas 129 e
132 da pagina 87 do
manual”.
* (123.)
Dificuldade: Reconhecer que o valor de e Os alunos
xlir}lm% corresponde ao declive da reta d;vem conceber
que ¢ assintota obliqua. d1ferept§s
estratégias de
Dificuldade: Encontrar dois pontos para resolugio da
determinar o declive da reta. mesma tarefa.
(0,1) e (4,0) sdo pontos da assintota ao * .OS alunos
eréfico de f. moblllz@m
conhecimentos de
Pela representagdo grafica apresentada, aulas anteriores
esta assintota ¢ obliqua. Portanto, a sua para  resolver a
Resolugio equagdo ¢ da forma y = mx + b. O valor tarefa.
das questdes de m pode calcular-se de varias formas:
da pagina 5 e Relembrar como se s Os  alunos

86 (trabalho
a pares)

01 - (40) = (-4 em=—=

0-1_ 1

mEiT0T s

. h(x 1
Comom = lim 2= _1
x—-+0 X 4

Opgao correta: (B)

determina a equagdo de
uma assintota obliqua.

justificam as suas
respostas,
apresentam  uma
razao para a
escolha de cada
uma das opgdes.

e Os alunos devem
realizar a tarefa
com sucesso
independentemente
da estratégia
utilizada.
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o (124,
f&_ 1

x>+ X 3
Como f tem apenas uma assintota, esta

. . 1 .
tera declive —3 uma vez que o declive de

uma assintota obliqua ¢ dado por lim [,
x—+00 X

A assintota ¢ obliqua por isso excluem-se
as opgdes (A) e (D), e o declive da assintota
¢ negativo por isso exclui-se a opgao (B).

Opgao correta: (C)

* (125))
y = %x — 3 ¢é uma assintota ao grafico da
fungéo em +oo.

fx»_1

lim — =
x—+00 X

Dificuldade: Reconhecer que
o f®_1
m= lim ——= >

xdo X
Portanto, L L

X
XE‘:‘W(g‘E) =272°°
Opgao correta: (A)

* (126.)
Como y = 2x — 1 ¢ assintota ao grafico da

fungdo em —oo, entdo lim fi—x) =2
x——00

Dificuldade : Reconhecer que

m= lim f2=2

x—=-0 X
Portanto,
lim 29 _ (1 9(90)_
im —= lim (- x—]=
x-—00 2X x——00\ 2 X
==X lim &

x-»—0 X
=—X2=

Dificuldade: Escrever

g . 1 g
lim =—— como lim {-Xx=——
x-—00 2X x——c0 \ 2 X
Opgao correta: (C)

* (127.)
Como y = —4x — 3 ¢ assintota ao grafico
da fungdo em —oo, entdo xlirpm% =—4 ¢

lim (£ — (—4x)) = 3.
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Dificuldade: Reconhecer que

X
m=-4= lim —

x—-—00 X

€
b==3= lim (f(x) - (~4x))

Portanto,

xlirpm <@ —f(x) — 4x>

= Jim_ fi—") - (f@) + 4x))
=—4—-(-3)=-1

Dificuldade: Reconhecer que

lim <¥ —f(x) - 4x> =

x—>-00

Jim (@ -~ 4x>)

Opgao correta: (D)

e Os alunos
Di 5 L e Em cada uma das devem conhecer e
Iscussao o Alunos distintos apresentam a resposta Lestdes. questionar se compreender
coletiva das correta as questdes 123, 124, 125, 126 e questoes, q omp!
~ 6 . alguém tem uma outra diferentes
questdes da 127, respetivamente, bem como uma Lo M N ~
tvina 86 justificagdio para essa escolha justificagdo  para a justificagdes para a
pagina ’ opgao escolhida. escolha de cada
uma das opgdes.
* (129.1)  “Que informagdes me e Os alunos
Dificuldade: determinar a e b, por onde da o enunciado? devem  conceber
comegar? g(5)=2 .. entdo diferentes
Dificuldade: a fungdo g ndo ¢ do tipo a + escrevam a expressao estratégias de
2 de g(5)e sabem que | resolugdo da
e tem de dar...” mesma tarefa.
3 . Os  alunos
g(5):24:>5a+b+75+1:2 mobilizam
Satb 3 s tath =2 3 conhecimentos de
eSatbte=2eSatb=2-¢ aulas anteriores
. (:)5a+b:§4:>b:§—5a para resolver a
Resolugio 2 2 tarefa.
da questio
129 12 Por outro lado,
3 3
trabalho a ax +5—5a+ e Os alunos devem
. . 2 x+1
pares) dm e = m x realizar a tarefa

- i <ax+3 5a+ 3 )7
TP\ T T % x(x+1))

= lim (a+i—5—a+ 2 )=a
x—-+0 2x x x(x+1)

com sucesso
independentemente
da estratégia
utilizada.

o Avaliagéo:

Como, no enunciado lim 98 _ 1, entdao Conseguem ou ndo
B x>k X encontrar uma
a=z estratégia para
responder
3 5 2 corretamente a
b=3-5xg=9-3=—3="1 questio e que
5
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«(129.2)

. 1

Jim (o0 -3%) =

- 5 1 1 3 1 )_
_xalToo(Zx_ ;X+1_2X -
lim <—1+ )=—1
X—>+00 x+1

—1 ¢ o valor da ordenada na origem da
assintota obliqua ao grafico da fungdo em

+00 de equagdo y = %x -1

Dificuldade: indicar o significado do
limite.

0 (129.3)
1 3
5x—1+
m= lim @= lim 2 x+1
x—--—0 X x—=—00 X

- i (1 1 3 )71
=G v /) T2

Portanto, y = %x — 1 ¢ assintota obliqua
ao grafico da fungdo em —oo.

* (129.4.)

Dy =R

Dificuldade: Determinar o dominio da
fungdo.

g ¢ uma fungdo racional (quociente de
fungdes polinomiais), logo ¢ continua em
R.

Dificuldade: A fungdo ¢ continua? Onde?

Portanto, ndo existem assintotas verticais
ao grafico da fungdo.

e “Quando ¢é que se
calcula este limite?
Permite determinar o
que?”

e “Porque ndo fazem a
representagdo grafica da
fungao?”

® “A fungdo apresentada
¢ ou ndo racional?”

dificuldades
manifestam.

Discussao
coletiva da
questdes 129

10

* (129.1.)
Apresentar uma estratégia para resolver a
questdo.

® (129.2.)
Apresentar o calculo do limite:

lim (g(x) — %x) =

x—+00
i (Lelq 3 1
Ui‘&(i"‘ ;ﬁ_i")_
= lim (—1+ ):—1
x—+00 x+1

Indicar o seu significado: —1 ¢ o valor da
ordenada na origem da assintota obliqua ao
grafico da funcdo em +oo.

e Os alunos
devem conhecer e
compreender outras
estratégias de
resolugdo.
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* (129.3)
Explicar o processo para determinar uma
assintota obliqua de equagdo y = mx + b.

1 3
x 5x—1+

m= lim _g()= lim 27 x+1
x--0 X X——00 X
. (1 1 3 1
=, am\2 x+x(x+1)>_2

o

.

1 3 1
lim (7x—1+7—7x)
X

—o \2 3 x+ 2
= lim <—1+7)= -1
x—>-00 x+

Portanto, y = %x — 1 ¢ assintota obliqua
ao grafico da fun¢do em —oo.

* (129.4.)

Justificar que ndo existem assintotas
verticais ao grafico da fungdo pois Dy = R
e g ¢ uma fungdo racional (quociente de
fungdes polinomiais), logo ¢ continua
em R.

Resolugio
da questdes
132
(trabalho a
pares)

e Como limzf(x)=—oo, X =—2 uma
x>

assintota vertical ao grafico da fungéo.

. Como
Dy =R\{-2,1}e a fungdo ¢ continua,
entdo lim3 f(x) existe e ¢ finito. Sendo que
X"

lim f(x) =lim f(x),
x-3 x-1

lim1 f(x) existe e € finito, entdo o grafico
x>

também

da fung¢do ndo tem mais assintotas verticais.

Dificuldade: Quais sdo as assintotas
verticais?

e Como Xlirjlmf(x) =1, y=1¢ uma

assintota horizontal ao grafico da fungao
em —oo,

e Como lirp fx)—2x)=1,y=2x+1¢
Xo+oo

assintota obliqua ao grafico da fungdo em

+o00.

e “Que
possiveis
verticais?”

pontos  sdo
assintotas

e Os alunos
devem  conceber
diferentes
estratégias de
resolugdo da
mesma tarefa.

. Os alunos
mobilizam
conhecimentos de
aulas anteriores
para resolver a
tarefa.

e Os alunos devem
realizar a tarefa
com sucesso
independentemente
da estratégia
utilizada.

o Avaliagdo:
Conseguem ou nao

conceber uma
estratégia para
responder
corretamente a
questio e que
dificuldades
manifestam.
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Discussao
coletiva da
questdes 132

o Identificar as assintotas ao grafico de f
justificando a razdo de cada uma das
equagdes ser assintota.

x=-2 uma assintota vertical pois
lim f(x) = —oo.

x—>=2

Nao existem mais assintotas verticais pois
Dy = R\{-2,1} ¢ a fungdo € continua, entdo
lim3 f(x) existe ¢ ¢ finito. Sendo que
x>

lim f(x) =lim f(x), também
x-3 x-1

lim1 f(x) existe e ¢ finito.
X

y =1¢ uma assintota horizontal em —oo
pois lim f(x) = 1.
x——00

y =2x+1 ¢ assintota obliqua em +oo
pois lir+n f(x) —2x) =1.
xo+oo

e Os alunos
devem conhecer e
compreender outras
estratégias de
resolugdo.

Sintese final

® “Ao longo das aulas
temos feito tarefas
relativas ao  topico
Assintotas ao grafico de
uma fungdo e algumas
relacionadas com a
resolugdo de equagdes e
inequagdes que
envolvem fungdes
racionais. Estes serdo os
contetdos que sairdo na
ficha de avaliagdo de
sexta-feira.”

TAREFAS COMPLEMENTARES

Tarefas 128, 130, 131 e 133 da pagina 87 do manual.
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1]} Seja f afuncdo racional definida por fix) = X +70—28x+3 y
S5x'—15x+ 10

128.1 Determina o dominiode [ .

128.2 Justifica que f é uma fungao continua.

128.3 Determina as assintotas verticais ao graficode f

128.4 Determina as assintotas ndo verticais ao gréficode f

n Na figura seguinte, esta representada graficamente
¥

a funcdo racional h definida por hix)= w

a,bER. *

A reta que passa nos pontos de coordenadas (0, 3) e (3, 0)
& a assintota obliqua ao grificode h em — co eem + oo,

Determina os valoresde a ede b. 4 -3 -2 _1[3 I| 2 3«\1:

n Determina, caso existam, as assintotas ao gréfico das fungoes definidas por cada uma
das expressoes seguintes:

fav? + &
3x+6 2 +4x +3 Vox® + 5x
131.1 flx)= 131.3 hlx)= ——nou-—" 1318 pix)s ——
) (x + 2y ) xX=1 P& X+
- N ) 2+ 3 PRRTE—
1312 s{x}=2§—++1‘ 1314 j()=2_" 1316 r()=\ard+1
2
1317 s(=X=3
fs - x|
=
|2 = x

m Seja g afungao rv.r. definida por g(x)= Ve
133.1 Determina o dominio de g.

g 133.2 Identifica as assintotas ao grafico de g. No caso de existir alguma assintota vertical,
classifica-a como unilateral ou bilateral.

[T

Anexo 15: Plano das aulas 9/10 (20 de marg¢o)
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U ic

LISBoA Instituto de

IPP III
Mestrado em Ensino da Matematica

e Educacao
Escola Basica e Secundaria Alfredo da Silva
Data: 20/03/2020 Ano:11.° Turma: B Durago: 100 (50+50) minutos

DOMINIO: Fungdes Reais de Variavel Real (FRVR11)

SUBDOMINIO: Assintotas ao grafico de uma fungéo

OBJETIVO:

O primeiro tempo de 50 minutos sera dedicado ao esclarecimento de eventuais duvidas dos alunos. No caso
de ndo existirem duvidas, ou estas serem insuficientes para preencherem todo o tempo da aula, propde-se a

resolugdo das seguintes tarefas:
- 5 da pagina 92;
- 6,7 ¢ 9 da pagina 93.

No segundo tempo de 50 minutos sera entregue uma ficha de avaliagdo aos alunos que sera resolvida a pares.
Os pares, formados pela professora, serdo constituidos por alunos com o mesmo nivel de desempenho.

TEMPO
ESTRUTURA DA AULA (EM
MINUTOS)
1. Introdug@o. 5
2. Esclarecimento de davidas/Tarefas de consolidagéo. 45
3. Realizagdo de uma ficha de avaliagdo a pares. 50
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RECURSOS

Do aluno

Do professor

[1 Manual

[J Calculadora grafica
[] Ficha de avaliagdo

[l Manual

248




Il S5eia g umafuncao par, de dominio R, tal que Jrli.l.'?m(g{x)— S5x+3)=0.

Qual das seguintes & uma equagao da assintota ao grificode g em —oco?
(A)y=—=5x+3 (C)y=5x+3
(B)y=-5x-3 (D)y=5x-3

KA A uma dada mistura de dois liquidos A e B foi adicionado mais liquido B. Inicialmente, a
mistura tinha 5 litros e a percentagem de liquido A era de 60% .

Seja x a quantidade, em litros, de liquido B adicionada a mistura inicial.

6.1 Mostra que a percentagem de liquido B presente na mistura é dada, em funcio de x,

_ 200+ 100x
par PR = e

6.2 Atendendo ao contexto do problema, indica o dominio de p.

6.3 No minimo, quantos litros de liquido B tém de ser acrescentados a mistura inicial para
que a percentagem deste liquido seja de pelo menos 90% ?

6.4 Determina lim p(x). Interpreta o resultado no contexto do problema.
X =+ 00

200 + 100x

6.5 Determina as assintotas ao grafico da fungao racional definida por f(x)= T x

Calcula os seguintes limites, comegando por identificar, caso exista, o tipo de indetermi-
nagao.

74 lim X +X —13x+6 72  lim (V3x+1-Vx-3)

=1 r=-5x+6 A=t oo

EJ 0O grifico da fungao [, parcialmente representado na fi-
gura ao lado, tem exatamente duas assintotas: a reta r e areta
vertical s.

Sabe-seque lim (f(x)-x)=—3 equeo ponto A intersecio

das retas r e s) tem ordenada - 6.

Determina equagoes das retas r e s.
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