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Resumen

La conexién de las algebras booleanas a través de homomorfismos. Se da inicio a partir de la
Légica Proposicional, definiendo sus operadores y conectivos logicos, asi como también los
cuantificadores, teoria de conjuntos, un poco de algebra proposicional y dlgebra de conjuntos.
Posteriormente se da paso al estudio del Algebra Booleana definiendo el algebra booleana,
su estructura, propiedades, también se definirda una subalgebra booleana, anillos booleanos,
ideales booleanos, ideales maximales, los homomorfismos de algebras, sus propiedades, el
concepto booleano de filtro y el cociente de anillos booleanos. Cuando se habla sobre aplica-
ciones del algebra booleana es comin escuchar que las algebras booleanas son la base de la
informacion digital, y que son parte fundamental de los circuitos electrénicos, debido a que
el funcionamiento de las computadoras estd basado en la estructura booleana del sistema
binario. Pero, no es natural imaginar que dentro de los organismos vivos se pudiera hacer uso
de estructuras booleanas. Es asi, como se finaliza con el estudio de las compuertas logicas y
también se describe brevemente un modelo del cédigo genético dado en términos de algebras

booleanas y Z5.

Palabras claves: Homomorfismo booleano, isomorfismo booleano, algebra booleana,
anillo booleano, ideal booleano, filtros, cociente booleano, circuitos 16gicos, reticulo y cédigo

genético.

Abstract

The connection of Boolean algebras through homomorphisms. It starts from Propositional
Logic, defining its logical connectives and operators, as well as quantifiers, set theory, a bit
of propositional algebra and set algebra. Subsequently, the study of Boolean Algebra is gi-
ven, defining the Boolean algebra, its structure, properties, a Boolean subalgebra, Boolean

rings, Boolean ideals, maximum ideals, the homomorphisms of algebras, their properties, the
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Boolean concept of filter and the Boolean ring quotient. When talking about applications of
Boolean algebra, it is common to hear that Boolean algebras are the basis of digital infor-
mation, and that they are a fundamental part of electronic circuits, because the operation of
computers is based on the Boolean structure of the binary system. But, it is not natural to
imagine that within living organisms one could make use of Boolean structures. This is how
the study of logic gates ends and a model of the given genetic code is also briefly described

in terms of Boolean algebras and Z$.

Keywords: Boolean homomorphism, Boolean isomorphism, Boolean algebra, Boolean

ring, Boolean ideal, filters, Boolean quotient, logic circuits, lattice, and genetic code.



Introduccion

El 4lgebra booleana o dlgebra de Boole es la notacion algebraica usada para el tratamiento
de variables binarias. Cubre los estudios de toda variable que solo tenga 2 resultados posibles,
complementarias y excluyentes entre si. Por ejemplo, las variables cuya tnica posibilidad es
verdadero o falso, correcto o incorrecto, encendido o apagado son el objeto de estudio del

algebra booleana.

El dlgebra booleana fue introducida en 1854 por el matematico ingles George Boole (1815
- 1864), quien fue un autodidacta erudito de la época. Su inquietud surgié de una disputa
existente entre Augustus De Morgan y William Hamilton, acerca de los parametros que

definen a este sistema légico.

George Boole argument6 que la definicion de los valores numéricos 0 y 1 corresponde, en
el campo de la légica, a la interpretacién nada y universo respectivamente. La intencion de
George Boole fue definir, a través de las propiedades del algebra, las expresiones de la légica

proposicional necesarias para tratar con variables de tipo binario.

El presente trabajo denominado Homomorfismos entre algebras booleanas esta
enfocado en el andlisis de las conexiones entre dlgebras booleanas mediante homomorfismos
y su estructura, para ello el trabajo se divide en tres capitulos los cuales se han planteado

de la siguiente forma:

El Capitulo 1 denominado Légica proposicional describe los operadores fundamentales
del algebra booleana, dando inicio con breves definiciones sobre la 1égica proposicional las
cuales son definiciéon de proposicion, operadores logicos, tablas de verdad para operadores
l6gicos asi como sus definiciones, definiciones sobre los cuantificadores, leyes de De Morgan,

finalizando con definiciones y ejemplos de algebra booleana.

En el Capitulo 2 denominado Estructuras de algebras booleanas se pretende pre-
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sentar las diferentes propiedades del algebra boolena, asi como analizar las conexiones entre
algebras boolenas mediante homomorfismos, para ello se estudiaran los ideales booleanos,
ideales maximales booleanos, conceptos booleanos de filtros, homomorfismos de anillos boo-

leanos y cociente de anillos booleanos.

En el Capitulo 3 denominado Aplicaciones del algebra booleana, se estudian las
compuertas légicas que son de gran utilidad en los circuitos 1égicos (o digitales), debido a
que son la base de la electrénica digital moderna. Otra aplicacién importante del algebra
booleana se encuentra en la genética, es por ello que se presenta un breve estudio del ARNm

en términos del dlgebra booleana y ZS.
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Justificacion

La investigacion denominada “ Homomorfismos entre algebras booleanas ” tiene
como objetivo principal analizar las conexiones de las algebras booleanas mediante homo-

morfismos asi como su estructura.

En el desarrollo del tema se hace la presentacion de estructuras booleanas como son anillos
y algebras booleanas, después de haber recordado algunas definiciones de logica proposicional

y propiedades conjuntistas llegando hasta estudiar los homomorfismos de algebras booleanas.

Esta presentacién de estructuras booleanas nos sirve para el estudio de homomorfismos
booleanos ya que un homomorfismo booleano es un mapeo que preserva estructuras entre

algebras booleanas.

Los motivos que nos llevaron a investigar los “homomorfismos entre dlgebras booleanas”,
se centran en que a través de los homomorfismos booleanos podemos conocer la estructura
booleana, y ademas nos permite conocer diferentes casos que ocurren al mapear dos algebras

boolenas.

Este trabajo fue disenado con la finalidad de que pueda ser de utilidad para los estudian-

tes, profesionales y aficionados que deseen conocer sobre el algebra booleana.
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Objetivos

Objetivo general: Analizar las conexiones entre algebras booleanas mediante homomorfis-

mos asi como su estructura.

Objetivos especificos:

» Describir los operadores fundamentales del dlgebra booleana (Simbologia, expresiones

matematicas, tabla de verdad).
= Presentar las diferentes propiedades de las algebras booleanas.
= Analizar las conexiones entre algebras booleanas mediante homomorfismos.

= Implementar y simplificar circuitos 16gicos empleando diferentes leyes del algebra boo-

leana y definiciones de De Morgan.

= Escribir la expresion booleana para las compuertas logicas y las combinaciones de

compuertas logicas.

= Describir una reciente e ilustrativa representacion de ARNm en términos del dlgebra

booleana y ZS.
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Antecedentes

El algebra de Boole se invento en el anio de 1854, por el matematico inglés George Boole.
Primero declaré la idea del algebra de Boole en su libro “ Una investigacién de las leyes del
pensamiento”. Después de esto, el dlgebra de Boole es bien conocida como la forma perfecta

para representar los circuitos légicos digitales.

A fines del siglo XIX, los cientificos Jevons, Schroder y Huntington utilizaron este con-

cepto para términos modernos.

En la década de 1940, Claude Shannon en su tesis doctoral titulada “A Symbolic Analysis
of Relay and Switching Circuits” logré establecer una relacion entre las algebras de Boole

con los circuitos digitales, estableciendo asi, la base de la electronica digital moderna.

La sintesis légica de las herramientas modernas de automatizacion electréonica se represen-
ta de manera eficiente mediante el uso de funciones booleanas conocidas como * Diagramas
de decision binario”.

El édlgebra de Boole permite sélo dos estados en un circuito légico, como verdadero y

falso, alto y bajo, si y no, abierto y cerrado o 0 y 1.

En el 2007, el grupo de investigadores formado por R. Grau, M. Chavez, R. Sanchez,
E. Morgado, G. Casas e I. Bonet construyeron un modelo matematico del codigo genético,
basado en un algebra de Boole particular, la cual facilita la comprension de la légica sub-
yacente en el codigo genético. Mas especificamente, este modelo refleja una fuerte conexion

entre los ordenes del codigo genético y las propiedades fisico-quimicas de los aminoacidos.



Capitulo 1

Logica Proposicional

En el presente capitulo se enuncian definiciones, ejemplos, teoremas, lemas, sobre logica
proposicional y algebra booleana.
1.1. Proposicién

Definicién 1.1 Una proposicion p es una oracion que tiene exactamente un valor de verdad:

verdadero que denotamos con v, o un valor falso que denotamos con f.

Tabla 1

Posibles valores de la proposicion p.
b
v
f

Ejemplo 1.1 Las siguientes oraciones son proposiciones verdaderas:
1. Los numeros pares son divisibles por dos.
2. La capital de Rusia es Mosci.

Ejemplo 1.2 Las siguientes oraciones son proposiciones falsas:
1. 4 es divisor de 15.

2. En el ano 2019 Hitler era el presidente de los Estados Unidos.

Ejemplo 1.3 Las siguientes oraciones no son proposiciones:

1. ;Como te llamas?.

2. [Estds muy guapal.



CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL 2
1.2. Operadores légicos y sus tablas de verdad.

Los operadores logicos contribuyen en la construccion del dlgebra proposicional y las
tablas de verdad son representaciones gréficas, en forma de arreglos, que sirven para ana-
(139l

lizar los posibles valores de verdad que puede tener una proposicion. En general, para “n

proposiciones, se pueden presentar 2" posibilidades.

Tabla 2

Operadores logicos mds recurrentes.

Operador légico Simbolo
Conjuncién o conjuntor A
Disyuncién o disyuntor Y

Condicional o implicador —
Coimplicador o bicondicionador —
Negador =

A continuacién se presentan las definiciones de los operadores logicos y sus correspon-

dientes tablas de verdad.

Definicién 1.2 La negacidon de una proposicion p, denotada por —p, es la proposicion “no p .
g prop b, p D, prop p

La proposicion —p es verdadera exactamente cuando p es falso.

Tabla 3

Valores de verdad correspondiente a la negacion.

b —p
v f
f v

A la izquierda se encuentran los dos valores de verdad posibles de p, con los correspon-

dientes valores de verdad de —p a la derecha.
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Ejemplo 1.4 Encontrar la negacion de las siguientes oraciones:
1. Hay vida en el planeta Tierra.

2. Todos los jugadores de baloncesto son altos.

3. 14+5=6.

Solucion:

1. No hay vida en el planeta Tierra.
2. Algunos jugadores de baloncesto no son altos.
3. 1+5#6.

Definicién 1.3 Dadas dos proposiciones p y q, la conjuncion de p y q denotada por p A q,

es la proposicion “p y q”. p A q es cierto exactamente cuando p y q son verdaderos.

Tabla 4

Tabla correspondiente a la conjuncion de p y q.

P g PAg
vov W
v f f
foo f
[ r

En las columnas p y ¢ se enumeran las cuatro posibles combinaciones de valores de verdad

para p y ¢, y en la columna de p A ¢ se encuentra el valor de verdad asociada por p A q.

Por ejemplo, las entradas de la tercera fila nos dicen que, si p es falsa y ¢ es verdadera,
entonces p A q es falsa. De hecho, la tinica manera de obtener una v en la columna de p A ¢

es que sean verdaderas p y ¢, como se indica en la tabla de verdad.
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Ejemplo 1.5 FEncontrar:

1. (p A q) donde, p: Hay vida en el planeta Tierra y q:No hay vida en Europa.

2. (p A (—q)) donde, p: Aterrizé un hombre en la luna y q: El programa lunar tripulado

estd vivo.

3. ((=p) A (—q)) donde, p:14+4<5yq:1+4=5.

Solucion:

1. p A q: Hay vida en el planeta Tierra, pero no en Europa.

2. pA(—q) : A pesar de que ha aterrizado al menos un hombre en la luna, el programa

lunar tripulado estd muerto.

3. (p)A(mg):14+4>5.

Definicién 1.4 Dadas dos proposiciones p y q, la disyuncion de p y q denotada por pV q,

es la proposicion “p o q”. p\V q es cierto exactamente cuando al menos p o q es verdadera.

Tabla 5

Tabla correspondiente a la disyuncion

P q pPVgq
v v
v f v
f v v
7

En las columnas p y ¢ se enumeran las cuatro posibles combinaciones de valores de verdad
para py q, vy en la columna de p V g se encuentra el valor de verdad asociado por pV ¢. La
unica manera de obtener una f en la columna p V ¢ es que sean falsas p y ¢, tal como se

indica en la tabla de verdad.
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Ejemplo 1.6 FEncontrar:

1. (pV q) donde, p: Hay vida en la Tierra, q: Todos los patos son negros.

2. (pV —q) donde, p: Hay leones que son blancos y q: Todos los lobos son negros.

3. (pVq) A (—p) donde, p: x =y yq: x <y.
Solucién:

1. pV q: Hay vida en la Tierra o, todos los patos son negros.

2. pV (—q) : Hay leones blancos o, existe al menos un lobo que no es negro.

3. (V@A (p):z<y.
Definicién 1.5 Una tautologia t es una forma proposicional que es verdadera para cada

astgnacion de valores de verdad a sus componentes, mientras que una contradiccion ¢ es una

forma proposicional que es falsa para cada asignacion de valores de verdad a sus componentes.
Ejemplo 1.7 Probar que (pV q) V ((—p) A (—q)) es una tautologia.

Prueba.

Para realizar la prueba se hace uso de las tablas de verdad para esta forma proposicional,
conociendo la conjuncion, disyuncion y negacion.

Tabla 6

Tabla de verdad para la proposicion.

P g pVg —p —q (—p)A(—q) (pVq)V ((—p)A(—q))

v v v f f f v
fv v v f f v
v f v f f v
Ffof v v v

Como en la ultima columna todos sus valores son verdaderos, entonces podemos concluir

que es una tautologia. [ |
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Definicién 1.6 Dos formas proposicionales son equivalentes si y solo si, tienen las mismas

tablas de verdad.

Definicién 1.7 Para las proposiciones p y q, la condicion p — q es la proposicion “si p,
entonces q”. La proposicion p es llamada el antecedente, o hipdtesis, y q es llamada la con-
secuente, o conclusion. La oracion condicional p — q es verdadera si y solo si, p es falso o

q es verdadero.

Tabla 7

Tabla de verdad correspondiente al condicional de las proposiciones p vy q.

P g p—q
v
fvo v
v f /
I r v

En las columnas p y ¢ se enumeran las cuatro posibles combinaciones de valores de verdad
para p y q, y en la columna p — ¢ se encuentra el valor de verdad asociado por p — ¢. El

condicional sélo es falso cuando el antecedente es verdadero y el consecuente es falso.

Ejemplo 1.8 Conteste si la oracion es verdadera o falsa.

1. Si1+1=23, entonces 1 +2 = 3.
2. Si la tierra es redonda, entonces marte es plano.

3. Si la tierra es redonda, marte es redondo.

Solucion:

1. Verdadero, dado que 1+ 1 = 3 es falso pero 1 + 2 = 3 es verdadero.
2. Falso, dado que es cierto que la tierra es redonda pero no es cierto que marte es plano.

3. Verdadero, dado que la tierra y marte son redondos.
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Definicién 1.8 Sean p y q proposiciones.
1. El reciproco de p — q es ¢ — p.
2. El contrarreciproco de p — q es (—q) — (—p).
Teorema 1.1 Para las proposiciones p y q:
1. p — q es equivalente a su contrarreciproco (—q) — (—p).
2. p— q no es equivalente a su reciproco q — p.

Prueba.

La prueba se realiza haciendo uso de las tablas de verdad.

1. Probando que p — ¢ = (—q) — (—p).

Tablo 8

Tabla de verdad correspondiente a la equivalencia del inciso 1.

p g p g p—>q (—q) — (—p)

v v f f v v
v f f v S S
f v v f v v
f f v v v v

Asi, como los valores de la columna de p — ¢ son los mismos valores de la columna

de ¢ — (—p), se puede concluir que p — ¢ = (—q) — (—p).
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2. Probando que p — ¢ no es equivalente a su reciproco.

Tabla 9

tabla de verdad correspondiente a la equivalencia del inciso 2.

P 9 p—q q—p

v v v
v f v
[ v f
ff v

Asi, como los valores de la columna de p — ¢ no son los mismos de la columna de

q — p, se puede concluir que p — ¢ no es equivalente a ¢ — p. -

Definicién 1.9 Para las proposiciones p y q, la oracion bicondicional p <> q es la proposi-
cion “p sty solo si ¢, p <> q es cierto exactamente cuando p y q tienen los mismos valores
de verdad. También escribimos p si y solo si q.

Tabla 10

Tabla de verdad correspondiente al bicondicional para las proposiciones p y q.

P q pgq
vov W
frv f
v ff
fr v

El bicondicional es verdadero sélo si ambas proposiciones poseen idénticos valores de

verdad y es falso sélo si ambas proposiciones poseen diferentes valores de verdad.

Definicién 1.10 El dlgebra de proposiciones es una cuddrupla (A, \,V,—) donde A es un
conjunto de proposiciones formada por equivalencias logicas, las cuales nos permiten simpli-

ficar un problema y expresarlo en forma mds sencilla.
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Las principales leyes son las siguientes:

1. Ley de no contradiccion
—(pA-p) =t

“Una proposicion no puede ser falsa y verdadera a la vez

2. Ley del tercio excluido

(pV-p) =t
“Una proposicion o es verdadera o es falsa no existe una tercera posibilidad”.

3. Leyes de idempotencia

pVp=p,
PAP=Dp.
4. Leyes conmutativas
pPVqg=qVp,
PAG=gGAD.
5. Ley de la doble negacion

6. Leyes asociativas

(pV@Vr=pV(gVr),

(PAQAT=pA(gAT).

7. Leyes distributivas

pVgAr)=({@Vg AN(pVr),

pA(@Vr)=(@AqV(pAT).
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8. Leyes de identidad

pVit=t,
pVec=p,
pPAL=Dp,
pAN\c=c.
9. Leyes del complemento
pV-p=t,
pA—p=c.

10. Leyes de absorcion

pA(pVaq) =p,

pV(pAg) =p,
pA(-pVaq) =pAg,
pV(pAg =pVa.

11. Leyes de De Morgan

=(pVaq) = (=p) A (—9),

~(pAq) = (=p)V (—9).

Teorema 1.2 Para las proposiciones p,q y r:
1. p — q es equivalente a (—p) V q.
2. p <> q es equivalente a (p — q) A (¢ — p).

3. =(p = q) es equivalente a p A\ (—q).

10
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4. =(p A q) es equivalente a p — (—=q) y a ¢ — (—p).

5. p— (q—r) es equivalente a (p A\ q) — .
6. p— (gNr) es equivalente a (p — q) A (p — 7).

7. (pV q) = r es equivalente a (p — r) A (q — ).

Prueba.

1. Se probarad que p — ¢ = (—p) V q.
Tabla 11

Tabla correspondiente a la equivalencia del inciso 1.

p g p p—>q (—p)Vg

vov o f v v
v f f f
foo o ow v v
fow v v

En la tabla de verdad se puede observar que las columnas p — ¢ y (—p) V ¢ tienen los

mismos valores de verdad, entonces por 1.6 podemos concluir que p — ¢ = (—p) V q.
2. Se probard que p <> ¢ = (p = q) A (g — p).

Tabla 12

Tabla de verdad correspondiente a la equivalencia del inciso 2.

P g p—>q q—p p<q (p—q) N(g—Dp)

vov 0 v v v
v f f v

f f
voow f f f
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En la tabla de verdad se puede observar que las columnas p <+ qy (p — q) A (¢ — p)

tienen los mismos valores de verdad, entonces por podemos concluir que:

prq=(p—q) N(g—p).

3. Se probard que —=(p — q) = p A (—q).

Tabla 13

Tabla de verdad correspondiente a equivalencia del inciso 3.

pla|~q|p—>q|(p—>q) | PpA(7q)

viv| f v f f

v f] v f v v

flo] f v f f
flw v f

En la tabla de verdad se puede observar que los valores de verdad correspondientes a la
columna —(p — ¢) son iguales a los de la columna p A (—¢), entonces por podemos
concluir que: =(p — q) = p A (—q).

4. Se probard que =(pAq) =p = (mq) y =(p A q) = g = (—p).

Tabla 14

Tabla de verdad correspondiente a la equivalencia del inciso 4.

p g °p °q pAq (pAq) p—(—q) qg— (—p)

vov ff  w f f f
v f O f v v v v
T v v v
ff v v f v v v
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En la tabla de verdad que se realizd, se observa que las columnas =(p A q), p — (—q)

13

y ¢ — (—p) tienen los mismos valores de verdad, por lo cual, por se puede concluir

que:

=(pAg)=p— (—q)

—(pNq)=q— (—p).

5. Se probard que p — (¢ > r) = (pAgq) — .

Tabla 15

Tabla de verdad correspondiente a la equivalencia del inciso 5.

p r pAg gq—r (pAg) =71 p—(q—T)
v v v v v
v v f v v v
v [ f f f
v Foof v v v
/ v f v v v
f v f v v v
f o f / v v
f o f v v

En la tabla de verdad que se realizd, se observa que las columnas p — (¢ — r) y

(p A q) — r tienen los mismos valores de verdad, por lo cual, por se puede concluir

que:

p—(qg—r)

(pAq) —r.
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6. Se probard que p — (¢gAT)=(p = q) A (p — 7).

Tabla 16

Tabla de verdad correspondiente a la equivalencia del inciso 6.

p

g r gATr p—q p—=7r p—>(@Ar) (P> A(pP—T)

f
f
f

f

v

v

f

[

- =

f
f

v
f
f
f
v

f
f
f

v

v

v

v

- =

v

[

v
f
f
f
v
v

v

v

- =

v

(Y

14

En la tabla de verdad se puede observar que los valores de verdad correspondientes a

la columna p — (¢ A r) son iguales a los de la columna (p — ¢) A (p — ), entonces

por podemos concluir que: p — (A7) = (p—q) A (p— 7).

7. Se probard que (pVq) =r= (P —=>7r)A(qg—T1).

Tabla 17

Tabla de verdad correspondiente a la equivalencia del inciso 7.

p

g r pvVgqg p—r gq—r (pVg)—>r

(p—r)AN(g—)

<

- = = =

v

[

- =

v

v

(Y

-~ = =

<

(Y

v

f

v

<

-~ =

v

- =
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En la tabla de verdad se puede visualizar que los valores de verdad obtenidos en la
columna (pV q) — r son los mismos valores obtenidos en la columna (p — ) A (¢ — 7),

entonces por [1.6] podemos concluir que:

(Vg —r=p@—=r)N(@—=r).

1.3. Cuantificadores

Cuando se habla de cuantificadores en la logica, la teoria de conjuntos y las matematicas
en general, se hace referencia a aquellos simbolos utilizados en una proposicién légica para

indicar “CUANTOS” elementos de un conjunto dado cumplen con cierta propiedad.

Los cuantificadores permiten la construccion de proposiciones a partir de funciones propo-
sicionales, bien sea particularizando o generalizando. Por ejemplo, si consideramos la funcién
T icional:
proposiciona P(z) : © es menor que dos.

Esto podria particularizarse asi: “Existe un nimero real que es menor que dos”, o gene-

ralizarlo diciendo: “Todos los nimeros reales son menores que dos”.
Tabla 18

Tabla de los cuantificadores mas utilizados

Cuantificador légico Simbolo
Universal Y
Existencial =

Negacion del universal ——[Vz € A, P(x)] = 3z € A|-P(x)
Negacion del existencial —[3x € A/P(z)] =Vz € A,-P(x)

A continuacion se dan unas definiciones sobre dichos cuantificadores 16gicos.

Definicién 1.11 FEl cuantificador universal es la operacion logica que es verdadera cuando
todos los valores de x, pertenecientes al conjunto con el cual se relaciona, son verdaderos.
Se denota con el simbolo ¥ y se lee “para todo”, y la expresion Vx se lee “para cada x”,

“todos los x” .
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Ejemplo 1.9 Sea A ={1,2,3,4,5,6}. Determinar el valor de verdad de Vx € A, 2% < 34.

Solucion:

Evaluamos z? < 34 para cada elemento de A.

Para z = 1.

P<34=1<34...... (v)
Para z = 2.

22 <34 =4<34. (v)
Para x = 3.

32 <3M=9<3. (v)
Para = = 4.

42 <34 =16 < 34.oceen.... (v)
Para z = 5.

52 <34 =25 < 3. (v)
Para = = 6.

6% <34 =36 <34 (f)

La proposicién Vo € A, 22 < 34 es falsa, ya que no todos los elementos de A satisfacen

la desigualdad.

Definicién 1.12 FEl cuantificador existencial es la operacion logica que es verdadera cuando
al menos un valor de x pertenece al conjunto con el cual se relaciona, es verdadero. Se
denota con el simbolo 3 y se lee “existe”, y la expresion Iz se lee “existe por lo menos un x”,

“hay un x” o “algunos x”.

Ejemplo 1.10 Sea A =1{1,2,3,4,5,6}. Determinar el valor de verdad de:

Jr € A|2® —x =15
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Solucion:

2

Evaluamos 2* — x = 15 hasta encontrar un valor de A que satisfaga la igualdad.

Para z = 1.

P-1=1-1=0#15ccoe.. (f)
Para = = 2.

22 -2=4-2=2#15........... (f)
Para z = 3.

32-3=9-3=6#15............. (f)
Para = = 4.

42 —4=16-4=12#15.cc...... (f)
Para z = 5.

52 —5=25-5=20#15............. (f)
Para z = 6.

6°—6=236—6=230%15.cc....... (f)

La proposicion es falsa, ya que no existe por lo menos un valor de A que haga verdadera

la igualdad 2% — z = 15.

Teorema 1.3 La negacion de los cuantificadores se realiza negando la funcion proposicional

P(x) y cambiando el cuantificador universal por el cuantificador existencial, o viceversa. Asi:

1. =(Vx)P(x) es equivalente a (3x)(—P(x))

2. =(3x)P(z) es equivalente a (Vx)(—P(x))
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Prueba.
Para literal 1. Se quiere probar que —(Vz)P(x) es equivalente a (3z)(—P(z)), sea U el
universo (El universo es el conjunto formado por todos los objetos de estudio en un

contexto dado). La proposicion —(Vz)P(z) es cierto en U.

—(Vx)P(z) es verdadero en U <= (Jz)P(x) es falso en U

<= (Jz)(—P(x)) es verdadero en U

Para literal 2. Se quiere probar que —(3z)P(x) es equivalente a (Vx)(—P(z)), sea U el
universo (El universo es el conjunto formado por todos los objetos de estudio en un

contexto dado). La proposiciéon —(3x)P(z) es verdadera en U.

—(3x)P(x) es verdadero en U <= (Vx)P(x) es falso en U

<= (Vz)(=P(x)) es verdadero en U

Ejemplo 1.11 Simbolizar y negar la siguiente proposicion:

“Todos los numeros enteros son impares’ .
Solucion:
Sean el dominio Z y la funcién proposicional P(z) tal que x es un nimero impar. Sim-

bolizando mediante el cuantificador universal se tiene entonces que:
Vo € Z, P(x).

Negando el cuantificador universal tenemos entonces que:

-\Vz € Z,P(z)]=3x € Z | =P(x).

Lo cual se lee como: Existe al menos un ntimero entero x que no es impar.

Definicién 1.13 La proposicion (3z)P(x) se lee “existe una x unica tal que P(x)” y es
cierto si y sdlo si, el conjunto de verdad de P(x) tiene exactamente un elemento. El simbolo

3! se llama el cuantificador existencial inico.
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1.4. Conjuntos

Por un conjunto entendemos una coleccién de objetos. Los objetos individuales se llaman
elementos del conjunto, si un conjunto tiene un nimero finito de elementos entonces se llama

conjunto finito, en caso contrario se llama conjunto infinito.

Denotaremos usualmente a los conjuntos con letras mayusculas y a sus elementos con letras
mintsculas. Denotemos el hecho de que b sea un elemento del conjunto B por b € B. La

expresion “b € B” se lee “D es un elemento de B”, “b pertenece a B” o “b esta en B”.

Definicién 1.14 Un conjunto A es un subconjunto de un conjunto B, lo que se denota por

A C B, si todo elemento de A es también un elemento de B. Véase Fig.[1.]]

A C B se lee a menudo “A estd contenido en B”.

Figura 1.1: Ilustraciéon de A C B.
Fuente: Creacion propia en GeoGebra.

La definiciéon de subconjunto implica que un conjunto es un conjunto de si mismo. Por
tanto, A C A es siempre cierto. Los diagramas pueden ayudar a visualizar las relaciones
entre conjuntos. Por ejemplo, en la figura[l.1] A es todo el interior del circulo pequefio y se

ilustra la relacién A C B.
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Dos conjuntos son iguales si y solo si son idénticos, es decir, si y solo si ambos estan com-

puestos de, exactamente, los mismos elementos. Asi, A= Bsiysolosi AC By B C A.
Ejemplo 1.12 Sea P el conjunto de los nimeros pares: P = {2,4,6,8,10,...}.

El conjunto P estd contenido en el conjunto de los nimeros naturales N = {1,2,3,4,5,6,...},
dado que todos los elementos de P estan incluidos en N. Estd relacion se expresa como

PCN.

Definicién 1.15 La interseccion de A y B, escrita AN B, es el conjunto de elementos

que estdn en ambos A y B. Es decir, x € AN B siy solo siz € A yx € B. Véase Fig. [1.5

/
7

Figura 1.2: Tlustracion de AN B.
Fuente: Creacién propia en GeoGebra.

Ejemplo 1.13 [lustrar la interseccion de los conjuntos:
A - {a’ f? h? k:76’y77:7g7b707 s7t’u}7v = {k’ a’7c7d7€’j7i7m7p707 l?“’”}'

Solucion:

Se sabe por la definicion que la interseccién son todos aquellos elementos que ambos
conjuntos A y V tengan en comun, en otras palabras, son todos aquellos elementos que

estan tanto en A como en V| asi, se tiene entonces que:

ANV ={a,e,i,o,u}.



CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL 21

Ahora, en la figura se observa de manera ilustrativa dicha interseccion.

A Vv

Figura 1.3: Interseccién de los conjuntos A y V.
Fuente: Creacién propia en Paint.

Definicién 1.16 La union de A y B, escrita AU B, es el conjunto de elementos que estdn

en A o en B. Es decir, v € AU B si y sdlo si, v € A ¢ x € B. Véase Fig. [1.4)

Figura 1.4: Tlustracion de A U B.
Fuente: Creacién propia en GeoGebra.

Ejemplo 1.14 [lustrar la union de los conjuntos:
Z ={1,2,3,4,5,6,7,8 11}, W = {8,12,5,13,7,9,10}.
Solucién:

Se sabe por la definiciéon que la unién son todos aquellos elementos que estan en Z y W,

asi, se tiene entonces que:

ZUW ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13}.
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Ahora, en la figura se observa de manera ilustrativa dicha unién.

7 W

Figura 1.5: Unién de los conjuntos Z y W.
Fuente: Creacion propia en Paint.

Definicién 1.17 La diferencia de A y B, escrita A — B, es el conjunto de elementos que

estdn en A y no estdn en B. Es decir, v € A— B si y sélo siz € A yx ¢ B. Véase Fig.[1.0

Figura 1.6: [lustraciéon de A — B.
Fuente: Creacién propia en GeoGebra.

Ejemplo 1.15 Sean los conjuntos A = {1,2,3,5,6} y B ={2,4,6,7,8}. Encontrar A — B
yB— A.
Solucion:
1. Encontrando la diferencia de A — B.
Por la definicién de diferencia se tiene que, A — B es el conjunto formado por todos

aquellos elementos que estdan en A y que no estan en B, lo cual serda A — B = {1, 5, 3},

esto se observa en la figura [1.7]
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2. Encontrando la diferencia de B — A.

Por la definiciéon de diferencia se tiene que, B — A es el conjunto formado por todos
aquellos elementos que estan en By que no estdn en A, lo cual serd B — A = {4,7,8},

esto se observa en la figura [1.7]

En la siguiente ilustracién se presentan los conjuntos A y B.

Figura 1.7: Tlustracion de los conjuntos A y B.
Fuente: Creacién propia en Paint.

Definicién 1.18 Los conjuntos A y B son disjuntos si y sdélo si, ANB = (). Véase Fig. .

Figura 1.8: Tlustraciéon de AN B = ().
Fuente: Creacién propia en GeoGebra.

Ejemplo 1.16 Sean A = {1,3,5,7} y M = {2,4,6,8}, se tiene que AN M = 0, pues no

hay elementos en A que también estén en M. Véase[1.9.
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A

Figura 1.9: Tlustracion de los conjuntos A y M.
Fuente: Creacién propia en Paint.

Definicién 1.19 Sea U el universo y A C U. El complemento de A es A°=U — A. Véase
Fig.[1.10.

Figura 1.10: Ilustracién de AY = U — A.
Fuente: Creacién propia en Paint.

Ejemplo 1.17 Dados los conjuntos A = {7,5,9,1,15} y U = {2,7,6,1,3,15,4,9,10,5}.

Encontrar AC.
Solucion:

Por la definicién de complemento se tiene que A = U — A, lo cual significa que A® es lo

que le falta al conjunto A para ser el conjunto universal U, entonces A° = {2,4,6,3,10}.

En la Figura se puede observar la representacion de los conjuntos.
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\4 10/

Figura 1.11: Ilustracion de los conjuntos A y U.
Fuente: Creacién propia en Paint.

Definicién 1.20 La diferencia simétrica de dos conjuntos A y B es el conjunto A N B

cuyos elementos son todos los elementos de A o B, a excepcion de los elementos comunes

en ambos:

xr € AN B siy sélo si, o bienx € A o bien x € B.

Esta diferencia simétrica se denota como:

ANB=(A—-B)U(B— A).Véase Fig.[1.13

A B

Figura 1.12: Tlustracién de A A B.
Fuente: Creacién propia en Paint.



CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL 26

Teorema 1.4 Sea U el universo, y sea A y B subconjuntos de U. Entonces se cumple:

1. (A9)Y = A,
2. AUAC =U.
3. AN A€ = (.

4. A—B=AnNBC.
5. (AUB)® = A° N B°.
6. (AN B)° = A° U B°.
Prueba.

1. Se quiere probar que (A“)¢ = A.

Sea x € (AY)C.

r € (A9)Y = ¢ A°
—zecA
Asi, (A9)C = A.

2. Se quiere probar que AU AY = U.

Sea r € AU A°.

reAUAY <= e Avaxe A®
—rxeAvae ¢ A

<—zxeclU

Asi, AUAC = U.
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3. Se quiere probar que AN A¢ = ().

ANA® ={z|zc Anz € A}
={z|ze ANz ¢ A}

—0

Por lo que, AN A¢ = 0.

4. Se quiere probar que A — B = AN B,

Seax € A— B.

r€A-B<<=xec ANz ¢ B
—zrxe ANz e B°

<z € (AN BY)

Asi, A— B= AN BC.

5. Se quiere probar que (AU B)¢ = A° N BC.

Sea x € (AU B)°.

r€(AUB)Y <=1 ¢ AUB
—cr¢ ANz ¢ B
—rec A° ANz e BC

— re AN B¢

Asf, (AU B)Y = A° N BC.

27
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6. Se quiere probar que (AN B)¢ = A° U BC.

Sea x € (AN B)°.

r€(ANB)Y <= ¢ ANB
—xr¢AVae ¢ B
—=arcA°vzeB®

«— re AU B¢

Asf, (AN B)¢ = AU B°.

Definicién 1.21 El conjunto potencia de un conjunto X denotado por P(X) es el conjunto

formado por todos los subconjuntos de A.
Ejemplo 1.18 Sea X = {a,b,c}. Encontrar P(X).

Solucion:

Los subconjuntos de X son: 0, {a}, {0}, {c}, {a, b}, {a,c}, {b,c},{a,b, c}. Entonces, el con-
junto potencia de X es: P(X) = {0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a,c},{b,c},{a,b,c}}.

1.5. Algebra booleana

Definicién 1.22 Un conjunto no vacio de elementos A con dos operaciones binarias (+),

() se llama dlgebra booleana si y sélo si valen los siguientes postulados:

1. Las operaciones (+), (-) son conmutativas.

2. Existen en A elementos identidad 0 y 1 relativos a las operaciones (+) y (-), respecti-

vamente.
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3. Cada operacion es distributiva con respecto a la otra:
a-(b+c)=a-b+a-c

a+(b-c)=(a+0b)(a+c)

4. Para cada a en A existe un elemento a’ en A, tal que a+a' =1 ya-a =0

Denotaremos a - b por ab.

Teorema 1.5 FEl dlgebra de proposiciones es un dlgebra booleana, con las operaciones bina-

ras,p+q:=pVq,p-q:=pAq.

Prueba.

Sean las operaciones binarias p + ¢ :=pV ¢, p- q := p A ¢, por Definicién [[.10] se sigue de

manera inmediata que las condiciones 1-3 se cumplen. Ahora, para la condicién 4 se debe

probar que:
Vp € A, 3(—p) € A,
tal que:
p-(=p)=c
y
p + (-p) =t

donde, el 0 de algebra de proposiciones es ¢ y el 1 es ¢, esto es cierto por Definicion [1.10

inciso 8) y por la parte 9) de la Definicién las dos igualdades anteriores se cumplen. H

Ejemplo 1.19 Si X es un conjunto, entonces el conjunto de partes de X, notado con P(X),

es un dlgebra booleana, los elementos distinguidos se definen de la siguiente manera, 0 := (),

yl:=X,ysi A, B € P(X), entonces A+ B:=AUB yA-B:= AN B. Mds ain, el
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complemento de un elemento A € P(X) coincide con el habitual complemento conjuntista

X\A.

Prueba.

VA, B,C € P(X) se tienen las siguientes propiedades las cuales son ciertas en teoria de

conjuntos.
1.
AUB=BUA,
ANB=BnNA.
2.
ANX = A,
AUD = A
3.
AU(BNC)=(AuB)N(AU(),
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).
4.
ANAc =0,
AUA®=X.
Luego, X es un dlgebra booleana. [ |

Definicién 1.23 Sean A un dlgebra booleana y p,q € A. Se llama sustraccion de p y q a la

operacion definida de la manera siguiente:

p—q:=pAq.
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Definicién 1.24 Dados A dlgebra booleana y p,q € A. Llamaremos implicacion y bicondi-

cional a las operaciones definidas como sigue:

pP=q:=p Vg,

peqg=@pP=>q¢AN(qg=Dp).

1.6. Anillos booleanos

Definicién 1.25 Un anillo booleano es un séxtuplo A = (A, +,—,0,-,1) tal que :

1. Ve,y,z€ A,z + (y+2) = (z+vy) + =

2.VreA, 2+0=2y0+x=u2x.

3 NVreA x+(—2)=0y(—x)+2=0.

4. VNr,ye A, v +y=y+z.

5 Vr,y,z€ A,z (y-2)=(x-y) - 2.

6.VreA,z-1=xyl-x=ux.

Vv yzeAda-(yt+z)=(-y) +(@-2)yy+z2)- 2=y 2)+(z 2)
8. VreA x-x=u.

Observaciones 1.1 Un anillo booleano es un anillo con unitario en el cual cada elemento

es idempotente, es decir p* = p.

Ejemplo 1.20 Un ejemplo trivial de anillo booleano es el anillo de los enteros modulo 2,
es decir, Zy = {0,1}, donde 0,1 representan el elemento neutro y la identidad multiplicativa

respectivamente.
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Prueba.

Es claro que todos sus elementos son idempotentes, ya que:

0.0=0-0=0,

—1-1=

|
—|

1-

Por lo tanto, (Zs, +, ) es un anillo booleano. [ |

Ejemplo 1.21 Si X es un conjunto cualquiera, entonces R = P(X) el conjunto de partes
de X, (o conjunto potencia), es un anillo booleano, donde 0:=0, y1:= X, ysi A,B € R,
entonces A+ B:= AAB = (A— B)U(B—A) (La diferencia simétrica), y A- B := AN B.

Prueba.

1. Probemos que AA(BAC)=(AAB)AC
Sea A, B,C € R,

AAN(BAC)=(A—(BAC)U((BAC)— A)
=[A-((B-C)U(C-B)JU[((B-C)U(C = B))—A]
=[AN((BNCY)U(CNB)TuUl(BNC®) U (CNBY))n A
= [An(B°uC)n(C°uUB)JU((BNCY U (CNBY))NA°]
= (ANB°NCHUANBNC)U(A°NBNCY)U(A°NBYN0O)
=(ANBNCHOUANBNCYYUA°NB NC)U(ANBNC)
=[((ANBY)YU(BNA)NClUCN((A°UB)N (B°UA))
=[(A=B)U(B-A)NCTU[CN((A=B)U (B~ A4))]
=[(A=B)U(B-A))-ClUlC—-((A-B)U(B - A))
=((AAB)-C)uU(C—-(AAB))

—(AAB)AC.
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2. Probemos que AAD=AyDAA=A

Probaremos tinicamente que A A () = A ya que la otra parte se demuestra de manera
analoga.

Sea Ac Ryxe AN
rEAND<—= e (A-DHUD—A)
= ze(ANP9)uU (DN A°)
= zre AUl

+— z € A.

3. Probemos la existencia del inverso.
Sea A€ Rysea AAB=1).
AANB=0= (A-B)U(B-A)=10
—= A-B=0AB—-A=10
— ACBABCA

— B =A.

Por lo cual, el inverso de A es A entonces A A A = ().

4. Probemos que AAB=BAA
Sea A,Be Ryseaz e AA B.

reAAB<=zxe€(A-B)U(B—-A)
—z e (ANnBY) U (BN AY)
«—rec(BNA°)U (AN BY)
<~ zre(B-A)U((A-B)

<~ xrx e BAA.
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5. Probemos que AN (BNC)=(ANnB)NC

Sea A,B,C € Ryseaxz € AN(BNC).

reAN(BNC)<=zec ANz e (BNCO)
—recANzxeBANxel
< zrze(ANB)ANz el

<—ze(ANnB)NC.

6. Sea A€ R
Es claro que AN X = A.

7. Probemos que AN (BAC) = (ANB)A(ANC)
Sea A,B,C € R
(ANB)A(ANC)=((ANB)—(ANC)U((ANC)—-(ANB))

=(ANB)N(ANC))YU(ANC)N(ANB)Y)

= (ANB)N(A°UCY))U((ANC)n (A U BY))

= ((ANB)NAYYU((ANB)NC))U
(ANC)NASYU ((ANnC)n BY))

= (ANAYNB)U((ANB)NCU
(ANAYNCYU((ANC)n BY))

=0NB)U(ANB)NCHU(DNC)U((ANC)N BY))

= (ANB)NC U ((AnC)Nn BY)

= (AN(BNCY))U (AN (CNBY))

= An((BNnCc%u(CnBY))

—AN((B-C)U(C - B))

—AN(BAC).
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8. Sea A € R.

Se cumple que AN A = A.

Asi, se concluye que R es un anillo booleano. [ |

La idempotencia en la definicién de anillo booleano tiene gran influencia en su estructura.

Proposicién 1.1 Sea A un anillo booleano:

1. A es un anillo conmutativo.

2. A tiene caracteristica 2 (i.e. x+x=0,Vre€A)
Para demostrar esta proposicion, necesitaremos el siguiente lema que anunciamos y pro-

bamos a continuacién.

Lema 1.1 Sea A un anillo booleano y sea a,b € A, entonces ab = —ba

Prueba.
Por ser A un anillo booleano, para cualquier para de elementos a,b € A, se cumple que
(a+b)?=a+by (ab)? = ab.

Por otra parte, aplicando la propiedad distributiva del producto con respecto de la suma,

se obtiene.

(a+b2=a+b

(a+b)(a+b)=a+Db

a*>+ab+ba+b’=a+b

a+ab+ba+b=a+0
ab+ba =0

ab = —ba.

Ahora, procedemos a demostrar la proposicion, haciendo uso del lema [1.1]
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1. A es un anillo conmutativo.
Prueba.

Por los axiomas de anillo booleano se tiene que A es un anillo booleano ahora solo
falta demostrar la conmutatividad del producto para que A sea un anillo

conmutativo. Usando el lema [1.1| se tiene que:
(ab)® = ab
(ab)(ab) = ab
(—ba)(—ba) = ab

(ba)(ba) = ab

(ba)? = ab
ba = ab.
Por lo que, ab = ba para todo a,b € Ay asi A es un anillo conmutativo. [ |

2. A tiene caracteristica 2 (i.e.z+x =0,V z € A).
Prueba.
Dado cualquier z € A, por ser A booleano, se tiene que (x + z)* = x + z.
Puesto que
(z+a2)=@+a)(r+z)=2*+2>+2°+2° = (v +2) + (z +2).

Se tiene
(r+2)+ (r+2) = (v +2).

Por lo tanto, x + x es idempotente con respecto de la suma y, puesto que (A, +) es un

grupo,  + x = 0. u
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Definicién 1.26 En cada anillo booleano (A, +,-) podemos introducir operaciones similares

a las usadas en teoria de conjuntos, las cuales seran definidas de la siguiente forma:

pAqg:=p-q, (1.1)
pVg:=p+q+(p-q), (1.2)
p=1+p. (1.3)

tales operaciones son llamadas conjuncion, disyuncion y complementacion.

Proposicién 1.2 La suma y el producto de un anillo booleano A pueden ser expresadas en
términos de la conjuncion, la disyuncion y la complementacion asi como se muestra en las

ecuaciones y[1.3 Dicho en otras palabras, si p,q € A entonces se cumple que:

p-qa=pAg, (1.4)

p+ra=@ANd)V P Nq). (1.5)

Prueba.

Primero probamos que p-q = p A ¢, pero tenemos que esto es consecuencia inmediata de la
definicién [1.26] Ahora, para probar que p4+q¢= (pA¢) V (p Aq) es suficiente desarrollar el

lado derecho de la misma como sigue:

AV A)=(p-d)V (/P q)
=)+ -D+@-q) ¥ 9
=@ A+q)+(A+p)-a+p-1+q) (1+p)-q)
=p+(-)+a+t-9++®-9) ¢+ 9)
=p+a+3- )+ @ -9+ @)+ (-9’
=p+q+3p-a)+@-a+p-0)+®-q
=p+q+6(p-q)
=p+q+3[p-a)+ -9

=p+q.
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La ultima igualdad se deduce del hecho de que (p-q) + (p - ¢) = 0 como consecuencia de la

parte 2) de la proposicién [L.1] [ |

Teorema 1.6 (Teorema de conexion). Cualquier anillo booleano es un dlgebra booleana, y

viceversa, toda dlgebra booleana es un anillo booleano. Mads precisamente:

i) Si (A,+,-) es un anillo booleano, entonces definiendo las operaciones conjuncion, dis-
yuncion y complementacion sobre A a partir de las ecuaciones (1.1), (1.2), (1.3),

respectivamente, tenemos que (A, A\, V) ) es un dlgebra booleana.

ii) Si (A, A\, V) es un dlgebra booleana, entonces definiendo las operaciones de producto

y suma sobre A por medio de las siguientes identidades:

p-q:=pNgq, (1.6)

p+q:=pmNd)V (P Ng). (1.7)

Con p,q € A, tenemos que (A, +,-) es un anillo booleano.

Prueba.

i) Sea (A, +,) un anillo booleano. Definamos las operaciones conjuncion, disyuncién y
complementacién sobre A a partir de las ecuaciones (1.1), (1.2), (1.3) y mostraremos

los axiomas que satisface un algebra booleana.

a) Mostraremos que V, A son conmutativas.

Sea p,q € A.
pVg=p+q+(p-q PAG=p-q
=q+p+(q-p) =q-p
=qVp =pAp

Por lo tanto, V, A son conmutativas.
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b) Mostraremos que existen en A identidades relativas a las operaciones V, A.

Sea p € A.
pVli=p+1+(p-1) pAO=p-0
=p+1+p =0
=1l+p+p
—1

Asi, 1y 0 son las identidades relativas a las operaciones V, A respectivamente.
c) Seap,q,r € A.

Se probard que pA (¢V r) = (pAq)V (pAr). Asi,

pA(gVr)=p-(g+r+(q-7))
=p-q+p-r+p-(q-7)
=p-q+p-r+p-(qg-7)
=p-q+tp-r+@-q-(pr)
=(@-9Vp-r)

=(@AgVpAT).

Por 1o tanto, p A (qV7) = (pAq) V (p AT).
Ahora, se probard que pV (¢Ar) = (pVqg) A(pVr). Asi,
pVigAr)=pV(g-r)
=p+(g-r)+p-(qg-7)
=p+@-r)+@-r)+-d+@-a+gr)+p-(g-r)+
+r-(p-g)+r-(p-q
=(@+q+@-q) +r+@-r)

=@V A(pVvr).



CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL 40

ii)

Por lo tanto, pV (g Ar) = (pVq) A(pVr).

d) Sea p € A.

Probaremos que 3p' € Atal que pVp =1y pAp =0.

pVDp =p+p +(p-p) pAD =p-p
=p+l+p+p+p =p+p
=l+p+p+p+p =0
=1

Por lo tanto, 3p' € Atal que pVp =1y pAp =0.
Por lo tanto, (A, A,V,”) es un élgebra booleana.

Sea (A, A,V,") un algebra booleana.

Consideremos el producto y la suma definida sobre A por medio de [1.4] y
respectivamente. Entonces veamos que A tiene estructura de anillo booleano con

estas operaciones.

En primer lugar, es claro que A es cerrado bajo las operaciones v [L.5] luego

probaremos los axiomas que cumple un anillo booleano.

a) Sea x,y,z € A,

T+ (y+2) = (
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¢) Sea p,q € A. Queremos probar que p + (—p) = 0.
Sea g =—ptalque, p+qg=20

p+a=0= pAqd)V(p Aq) =0
—pAgd =0yp Aqg=0

Comprobando que p = ¢

p+p={@ADP)V(p Ap)
—0V0

=0.

Por lo tanto p = —p.

d) Sea p,q € A,

p+a=mAd)V{® Aq)
=@ A V(PAQ)
=(qAp)V(qd Ap)

=q+p.

e) Sea p,q,r € A,

p-(qg-r)=pA(gAT)
=(Ag AT

=(p-q) -
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f) Seap e A,

p-1=(pA1)

g) Sea p,q,r € A,

p-a)+ @)= @A) A@AT ]V [EA)) AP
A AG V| V]G Ve A AT

=:«pAmAPUV«pA@ATﬂ\/WJA@ATDVQXA@ATD

= [pAtant)| v[patd an)
—pA @A)V (@A)

=p-(qg+r)

Por lo tanto, p- (¢ +7)=((p-q)+ (p-7)

h) Sea p € A,

pp=pAp

Por lo tanto, (A, A,V,") es un anillo booleano.

Por lo tanto, toda algebra booleana es un anillo booleano y viceversa, todo anillo booleano

es un algebra booleana. [ |
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1.7. Campos de subconjuntos

Formar P(X) no es la unica forma natural de hacer un algebra booleana a partir de un

conjunto X no vacio, Una forma mas general la presentamos en la siguiente definiciéon.

Definicién 1.27 Sea A una subclase arbitraria no vacia de P(X) que estd cerrado bajo
unién y complemento, es decir, si P y Q estdn en A, entonces también lo estin PUQ y P'.
Como A contiene al menos un elemento, se sigue que A contiene O y X. Y por lo tanto A
es un dlgebra booleana. Cada dlgebra booleana obtenida de esta manera se llama campo de

conjuntos.

Normalmente no hay peligro en denotar un campo de conjuntos por el mismo simbolo que
la clase de conjuntos que lo componen. Sin embargo, esto no justifica la conclusion de que la
interseccion, la unién y el complemento de la teoria de conjuntos sean las tinicas operaciones

posibles que convierten una clase de conjuntos en un algebra booleana.

Para mostrar que una clase A de subconjuntos de un conjunto X es un campo, basta
mostrar que A es no vacio y estd cerrado bajo uniéon y complemento. De echo, si A esta
cerrado bajo estas dos operaciones, entonces también debe estar cerrado bajo interseccién,
ya que

PNQ=(PuQ).

Para dos subconjuntos cualesquiera P y () de X. Dualmente, A es un campo siempre que

sea no vacio y esté cerrado bajo interseccion y complemento.

Un subconjunto P de un conjunto X es cofinito (en X) si su complemento P¢ es finito:
en otras palabras, P es cofinito si puede obtenerse de X eliminando un nimero finito de

elementos.

Proposicién 1.3 La clase A de todos los subconjuntos de un conjunto X no vacio que son

finitos o cofinitos es un campo de subconjuntos de X.



CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL 45

Prueba.

La unién de dos subconjuntos finitos es finita, mientras que la unién de un subconjunto
cofinito con cualquier subconjunto es cofinito; ademas, el complemento de un subconjunto
finito es cofinito, y viceversa. Si el conjunto X es finito, entonces A es simplemente P(X);
si X es infinito; entonces A es un nuevo ejemplo de algebra booleana y se llama élgebra (o

campo) finito-cofinita de X. |

1.8. Orden

A continuacién se enuncian conceptos de relaciéon de orden de forma superficial y seran

utilizados posteriormente.

Lema 1.2 p-q=p si y solo sip+q = q.

Prueba. “« ="
La hipodtesis es que p - g = p.

pg=p=p+q=I(p-q) +q
= p+ ¢ = ¢; usando ley de absorcién en la Definicién [1.10]
" <://
La hipotesis es que p+ g = q.

prtg=q=p-q=p-(p+q)

= p-q = p; usando ley de absorcién en la Definicién [1.10]

Definicién 1.28 Sean A un dlgebra booleana y p,q € A. Diremos que p estd antes que q si

y solosip-q=p 6p+q=q ylo denotaremos como p < q.
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Lema 1.3 Dada un dlgebra booleana A. La relacion < es un orden parcial sobre A. Ademds,

se satisface que:

1.0<pyp<1,VpeA.
2. Sip<qyr<s,entoncesp-r<q-syp+r<q-+s.
3. Sip<gq, entonces ¢ <p.
4. p<gqsiysdlosipg =0.
Prueba.

1. Probamos que 0 <pyp<1,Vpe A

a) Sea p € A. Por hipétesis 0 < p.
0<p=0-p=060+p=p,pe A; usando la Definicién [L.28
b) Sea p € A. Por hipétesis p < 1.

p<l=p-1l=pbép+1=p,p €A; usando la Definicién [.28

2. Probamos que p < ¢ si y sélo si pg’ = 0.
a) Probamos que si p < ¢, entonces pg = 0.

Se sabe por Definicion que si p < q, entonces p-q=p, p+ q = q. Asi,

p<q=ptqg=gq
= (p+q) =4
—pqd =q
—=q =pq
= pq =p(p'q)
—pq = (pp)q
= pg =0-¢

:}pq/:()
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b) Probamos que si pg = 0, entonces p < q.

Se sabe por Definicién que si p < g, entonces p-q=p, p+q=q.

Asi, por hipétesis pg = 0.

pqd =0=pq =ppq
= pq +pq =ppq +pq
= (p+p)d =@+ 1pq
—1-¢ =(1+p)pq
—=q =ppq
—q =pq
— (¢) =@q)
—q=(p+0q))
—q=p+q

—p<gq

Por lo cual, podemos concluir que p < ¢ si y sélo si pg’ = 0.

3. Probamos que si p < ¢, entonces ¢ < p .

Como hipétesis p < ¢ y por lo demostrado en el ftem anterior tenemos que pg = 0.

pq/ _ 0 — (p/)/q/ _ O

— q/(p/) =0

:qlgp/

Por lo cual, si p < ¢, entonces ¢ < p'.

47
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4. Probaremos quesip<qyr <s,entoncesp-r<qg-syp+r<q-+s.

48

Usando el inciso 4 se tiene que si p < ¢, entonces pg = 0y si r < s, entonces rs = 0.

a) Probamos que p-r <gq-s.

pg +rs =0
r(pq/ + 7‘8/) =r-0

rpq’ +rrs =0

prq/ +rs =0

pprq +prs =0

prq, +prs/ =0
pr(¢ +5)=0
prigs) =0
Por lo cual, pr < gs.
b) Probamos que p+1r < ¢+ s.
pq/ +7rs =0

pg(s+s)+rs(g+q)=0
pq's +pq/s/ + Ts/q + rslq' =0
pq/s/ + rs/q' =0

pq/s/ + rq/s' =0
(p+7)(gs) =0

(p+7)(g+s) =0

Por lo cual, p+7r < g+ s.

Asi, se puede concluir que sisip<qyr <s,entoncesp-r<gqg-syp+r<q+s.
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Lema 1.4 La relacion < es un orden parcial. Es decir, es reflexiva (p < p), antisimétrica

(sip<qyq<p, entonces p=q) y transitiva (sip < q yq<r, entonces p <r).

Prueba.

1. Probamos transitividad. Sip < qy q < r, entonces p < r.
Se tiene por Lema [1.3| que:
p<qge=pd =0, yq<r<<qr =0.

Se probard que si pr’ = 0, entonces p < r. Pues, p < r si y sélo si pr' = 0. asf,

’

pr =pr(qg+q)
=prg+prq
= p(0) +7'(0)

=0

2. Probamos antisimetria. Si p < ¢y ¢ < p, entonces ¢ = p.

Se tiene que: , /
p<qg—=pq =0, yqg<p<qp =0.

Asi,
pq = qp pq = qp
(pg) = (ap) (pg) = (qp)
pPHqg=q+p pPH+ag=q+p
p(p +q) =p(qd +p) 90’ +q) = ald +p)
pp +pg=rpq +pp @ +qq=qq +qp
0+pg=0+p 0+qgq=0+¢qgp
pa=p ¢=qp

ap =p
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Por lo que se puede concluir que si p < q v g < p, entonces g = p.

3. Probando que es reflexiva. p < p. Como pp’ = 0, entonces p < p. u

Definicién 1.29 Un reticulo X es un conjunto parcialmente ordenado en el cual cualquier

conjunto de al menos dos elementos tiene tanto supremo como infimo.

Dado X un reticulo, en analogia con las algebras booleanas denotaremos por x Vy =

sup{z,y} y Ay = inf{z, y}, para cualesquiera z,y € X.

En cualquier reticulo X se tiene que si x A (yV z) = (x Ay) V (x A 2) se satisface, entonces
zV(yAz)=(zVy) A(xVz) también se satisface, y viceversa. Un reticulo X en el cual

ambas leyes distributivas se satisfacen es llamado distributivo.
Definicién 1.30 Un reticulo X es llamado complementado si,

1. X contiene dos elementos denotados por 0 y 1 tales que x € X, se tiene 0 < x yx < 1.

2. Para cada x € X, existe al menos uny € X conzAy=0yzxzVy=1.

Observaciones 1.2 Note que si X es un reticulo distributivo y complementado entonces el

elemento de la sequnda parte de la definicion [1.30 es inico.

En efecto, supongamos que para x € X existen yg,y; € X tales que t Ayg=0=1x Ay

yxVy,=1=2xVy. Entonces, como consecuencia de las leyes distributivas tenemos:

=y ANl
=y A (zVy)
=W Ax)V (11 Ayo)
= (@ Ay) V(11 Ayo)
=0V (y1 Ayo)
= (x Ayo) V (Y1 A o)
=(zVy) Ay
=1Ayo

=Y



CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL 51
Por lo tanto, yo = ;.

Teorema 1.7 Todo reticulo complementado y distributivo es un dlgebra booleana.

Prueba.

Sea A un reticulo complementado y distributivo. Probamos que A satisface las condiciones

de con las operaciones:

xVy = sup{z,y},

x Ay = inf{z,y}
y complementacién (") definida en [1.30, de la manera siguiente: dado = € A, existe al menos
un elemento y € A tal que t Ay =0y 2 Vy =1, pero por la Observacion [1.2] este elemento

es unico cuando A es distributivo, por lo tanto denotaremos a tal elemento y por x’ y lo

llamaremos complementario de x.

Es claro que las condiciones de algebra booleana se cumplen, con lo cual nuestro problema

se reduce a verificar la condicién 4.

(@ V) A@ay) =@ V) Az] Ay
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Anéalogamente,

Por tanto, (z' Vy ) A (zAy) =0y (z'Vy )V (zAy) =1

= VI Az V1)

=1

(x \/y/)\/x:
(y \/x)\/x:

y vV (x vgc)_

A1l

52



Capitulo 2

Estructuras de Algebras Booleanas

El presente capitulo esta orientado al estudio de las &algebras booleanas y los homo-
morfismos entre ellas, asi como la dualidad de estos conceptos con los anillos booleanos y
homomorfismos entre anillos booleanos, en cada seccién se presentan definiciones, teoremas,

proposiciones y ejemplos.

2.1. Ideales y filtros booleanos

Definicién 2.1 Sea M un subconjunto del dlgebra booleana B. Se dice que M es un ideal

booleano de B si se satisfacen:

1.0eM
2. Para todo a,be M, aVbe M

3. Para todoae M ybe B, aNbe M
Observaciones 2.1 La condicion 1 en la definicion puede ser reemplazada por la con-
dicion de que M es distinto de vacio, sin cambiar el concepto de ideal, pues si M no es vacio

existe un a € M, luego por la condicion 3 de la definicion se tiene que a N0 € M, pero

como B es un dlgebra booleana se cumple que a N0 =a-0 =0, por tanto 0 € M.

53
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La Definicion [2.1] no es la tinica manera de definir un ideal booleano, esta definicién se
puede dar a partir de teoria de anillos, asi como también usando la nocién de orden. Asi, se
tiene la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.1 Un subconjunto M de una dlgebra booleana B es un ideal booleano si y

solo si es un ideal en el anillo booleano.

Prueba.

13 :> 7
Por hipdtesis M es un ideal en el dlgebra booleana B y M es un grupo booleano aditivo

sobre el algebra booleana.

1. Probando que M es estable.

Seana € M ybeB.

a € M,be B=—=a-b:=aAb, por Definicion [2.1] inciso 3 se tiene que a ANb € M

= a-be M

Por lo cual, M es estable.

2. Probemos que M es grupo booleano aditivo sobre el anillo booleano B.

a) Probando que M es cerrado.
Seaa,be M ya',b € B por inciso 3 se sabe que a Ab € M ya Abe M.
Luego, por el inciso 2 se tiene que (a Ab) V (¢’ Ab) € M.
Por tanto, como a +b:= (a Ab) V (a' Ab) € M se tiene que a +b € M, asi se

concluye que M es cerrado.

b) Probando que M es asociativo.

Sean a,b,c € M ya,b,¢ € B. Como M es cerrado bajo la suma se tiene que
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a€Myb+ce M, entonces a+ (b+c¢) € M. Asi,

a+ (b+c) =

:a/\ ((b'v(z)/\(b\/c') ]

:a/\ ((b/\c’) v Ac)” Vv [a' A ((bAc’) v (b' /\c))}

a A ((b/\ V(A c))]

:(a A VE)A DBV c’)} v [(a’ ABAE)V (@ AB A c))]
:((a/\b') v (a/\c)> A (bvd)] v [((a’ AB)AC)V ((d AD) AC)}
:((a AVYA(BVE)V ((ane)A bV c'))] v

:((al AB)AC)V (@ AB)A c)}

:(a ABYA BV E)V (@ Ab)A c’)] v

:((a A ABVENV (@ A A c)}

:((a AVYAD)V ((aAb)YAC)V ((d AD) Ac’)] v

:(((a A AV ((ahe) ANV ((a AD) A c)]

(@ nD) AV (@ AB) AV [(lane) Ab) V(@ Ab) A G

Nuevamente, como M es cerrado bajo la suma se tiene que a+b € M y c e M,

entonces (a + b) + ¢ € M. Asi,

(a+b) +

c=[(ant)v (@A) AV [((@nb) V(@ Ab)Y /\c}

= [(ant) Vi@ ap) ac]v (@ VB A BV ) Ac]

= [((ant)v (@ Ab) AV (V) A @V b)) A c}

— [((ant)yv (@ b)) Ac]v

:(((a Va)ABVA)A(aVE)ABVE)))A c}
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= -((a AD)V (a Ab))A Jlv -(((a ALYV a)A((anb) VD)) A c]

= [(ant) Vi@ ap)ac] v [(@np)via At Ac|

= [((anb) Vv (d Ab) A c v :((a AB)AC)V (@ AB)A c)}

:((a/\b') AEYV (@ AD) Ac’)] v [((a/\c) AD)V (@ AD) Ac)]
Por tanto, (a +b) +c¢=a+ (b+ ¢). Asi, M es asociativo.

¢) Probando que M tiene identidad.

1) Probando que a4 0 = a estd en M.

Sea a,0 € M, la suma la definimos como a + 0 := (a A 0') V (¢’ A 0).

aeM0eM=—=a+0:=(@N0)V(dAO)
—a+0=(an1)V(a NO)
—a+0=(a-1)V(a -0)
=—a+0=aVO0

= a+0=a

2) Probando que 0+ a = a estd en M.

Sea a € M, la suma la definimos como 0 +a = (0Aa’) V (0' A a). Asi,

aeM0eM=—=0+a:=(0Aa)V (0 Aa)
—0+a=(0Aad)V(1Aa)
—0+a=(0-a)V(l-a)
= 0+a=0Va

—0+a=a

Por tanto, 0 es el elemento neutro para la suma en M.



CAPITULO 2. ESTRUCTURAS DE ALGEBRAS BOOLEANAS 57

d) Probando que M tiene inverso.

Sea a € M. Se prueba que el inverso aditivo de a es el mismo a.

a+a:=(and)V(d Aa)
=(a-d)V(d -a)
=0VO0

=0

Por tanto, a es el inverso de él mismo en M.

Asi, se ha probado que M es un ideal en el anillo booleano B.

14 <: 7
Por hipétesis M es un ideal en el anillo booleano B y se quiere probar que M es un ideal

en el algebra booleana.

1. Probando que 0 € M.

Es claro que 0 € M, porque M es un ideal en el anillo booleano B.

2. Probando que M es estable.
Seaae Mybe B.

aeM,be B=—=aAb:=a-b;, peroa-be M

== a/ANbe M

3. Probando que M cumple la condicién 2 de ideal.

Sea a,b € M.

a,beM —=aVb:=a+b+ab; peroa+be Mya-be M
—aVb:=a+b+abe M

—aVbe M
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Asi, se ha probado que M es un ideal en el algebra booleana B. [ |

Observaciones 2.2 La condicién 3) de la Definicion puede ser reemplazada por: Si

ac M yb<a, entoncesb e M.

Prueba.
Para realizar la prueba se hace uso del Lema|l.3, asi se tiene que:
b<a=ba =0
= ba+ba = ba+0
— bla+d)=ba
= b(1) = ba
= b=ba
= b = ab; pero abe M

—=be M

Ejemplo 2.1 Sean X un conjunto no vacio y ¢ ={A € P(X) : A es infinito numerable}.
La familia ¢ es un ideal en P(X).

Prueba.

Se quiere probar que ¢ es un ideal.

1. Probamos que cumple la primer condicién.

Recordemos que en el dlgebra booleana 0 = (). Asi, 0 = () € P(X), entonces () es

numerable, por lo cual se puede concluir que 0 € _¢.

2. Probamos que cumple la segunda condicién.
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Sean A, B € ¢ donde Ay B son numerables, se quiere probar que AU B € P(X).

Para ello debemos de probar que si existe una funcién
h:AUB— N
inyectiva, ast AUB € 7.

Se sabe que N es numerable, entonces probemos que

f:NxN— N,

es inyectiva.

Sea f: N x N — N definida por (n,m) — f(n,m) = 2™ - 3" como se quiere probar

que f es inyectiva se tiene que:

Sea f(n,m) = f(x,y) donde f(n,m)=2"-3"y f(z,y) = 2Y - 3", entonces

n=x,m=4y.

1) Sin # x se tendrian dos casos.

1) Sin > z.
2M3" = 293" = VT =37 F
a) Siy>m.
y>m=—3""=2""(—¢)

pues, 3"~ seria par.
b) Siy < m.

y<m=3""=2"(=¢)

pues, 3"~ % seria un racional irreducible.
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c) Siy=m.

y=m=3"""=1(—=+¢)
pues, 3"7% £ 1.
Por lo que, n # .
2) Sin<uz.

2m3t =293 = 2"V = 37",

a) Siy>m.

y>m=2"""Y=3""(—=¢)

pues, 3°~" seria un racional irreducible.
b) Siy < m.
y<m=—2""Y=3""(—¢)
pues, 3°~" seria par.
c) Siy=m.
y=m=1=3""(=+¢)
pues, 3*7" #£ 1.
Por lo que, n £ .
Asi, se puede concluir que n =x y m = y.
11) Sim # y se tendrian dos casos.
1) Sim >y.

M3 = 2T = 2"V = 3"

a) Siz > n.

r>n=2""Y=3""(=¢+)

pues, 2"7Y seria impar.



CAPITULO 2. ESTRUCTURAS DE ALGEBRAS BOOLEANAS 61
b) Siz <n.

r<n=2""Y=3""(5¢«)

pues, 2™7Y seria un racional irreducible.
c) Siz=n.

r=n=2""Y=1(—¢)
pues, 2™V £ 1.
Por lo que, m % y.

2) Sim <.

2M3" =293 =2V =377,

a) Six > n.

r>n=2""=3""(><«)

pues, 2Y~™ seria un racional irreducible.
b) Six < n.
r<n=2""=3""(=¢)
pues, 2Y7™ geria impar.
c) Six=n.
r=n=2=1(—¢«)
pues, 2Y7™ £ 1.
Por lo que, m £ y.
Asi, se puede concluir que n =x y m = y.
Dado que se ha probado que f es inyectiva, podemos concluir que N x N es
numerable.

Sean A, B numerables, se tiene entonces que A U B es numerable.
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Definamos ¢ : A — N inyectiva definida por a — ¢i(a) y ws : B — N inyectiva

definida por b — @o(b).
Ahora, sea

w:AUB — N x N,

definida por:

(p1(2),1), siz€eAbze ANB
r = () =
(p2(2),2), siz€eByx¢gA

Probamos que 1 es inyectiva.

Sea z,y € AU B tal que ¢(z) = ¢(y).

p

(p1(x),1), sizxecAdbx e ANB
U(x) =
(pa(x),2), sizeByaxz¢A
) = (¢1(y),1), siye Abye AnB
L (902(y)72)7 SlyEByy¢A

(p1(2),1) = (¢1(y),1), siz,yec Adz,yec ANDB

— é

—~

S

[\

—~
8

~—
[\

~—
I

(902(?/)72)7 sl x7y€ By$7y¢A
e1(z) =¢1(y), siz,ycAdx,yc ANB
— é
a(z) = @a(y), siz,yeByx,y¢A
r=y, sir,yecAdéx,yc ANB
E— é

r=y, siz,y€eBywzyg¢gA
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Asi, tenemos que x = y. Por lo cual ¢ es inyectiva, asi hemos probado que AU B es

numerable.

Por tanto, AUB € 7.

3. Probamos que se cumple la tercera condicion.
Sea AeP(X), Be /.

Si ANB =0, AN B es numerable, pues @) es numerable. Ahora, si ANB C B, ANB

es numerable pues B es numerable. Asi, concluimos que AN B € 7.

Por tanto, se ha probado que ¢ es un ideal en P(X). [ |

Toda dlgebra booleana B contiene un ideal trivial, el conjunto {0} (formado justamente
por 0). Anélogamente, toda &lgebra booleana B tiene un ideal impropio, B (él mismo);

cualquier otro ideal sera llamado propio.

Proposicién 2.2 Sea B un dlgebra booleana. Un ideal booleano M C B es propio, si y solo

si no contiene a 1 (si lo contuviese seria el propio B).
Prueba.
14 :> 7
Supongamos que M es un ideal propio de By que 1 € M.
pe B, 1€ M= pA1le M, porinciso 3 de la Definicién 2,1]

—pAl=peM

Asi, M = B. Lo que contradice el hecho de que M sea un ideal propio de B. Por lo cual, si

M es un ideal propio 1 ¢ M.
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13 <: 7

Por hipodtesis, se tiene que 1 no estd contenido en M.
1 ¢ M = M no es impropio
— M #B

= M es propio

Definicién 2.2 Sea B un dlgebra booleana. El generado por E denotado por Gen(E), es la

interseccion de todos los ideales en B que contienen a E.

Teorema 2.1 Sea B un dlgebra booleana y E C B. El Gen(E) es el ideal que consiste de

todos los elementos de la forma

(yl/\l’l)\/...\/(yk/\l'k),k}21

donde, x1,...,x, € E yy1,...,yr son elementos arbitrarios de B.

Prueba. Se quiere probar que el ideal Gen(FE) consiste de todos los elementos de la forma

(yi ANz1) V...V (yp Axg), k > 1 donde, z1,...,2x, € Eyyi,...,yx € B.

Sea D={ze€Blr=(y1ANx1)V...V(ypAxp),k>1z; € E, yy, € Bi=1,...,k}.

1. Probando que D es un ideal.

a) Probando que 0 € D.

Sea 0 € B.

OGB:>0:(0/\:1:1)V(O/\xg)\/...v(O/\xk),xiGC’,izl,...,k

—=0e€D
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b) Probando que si x,y € D, entonces x Vy € D.

Sean z,y € D, donde z = (y1 Az1) V... V(ye Ax) yy = (1 Awp) V... V(2 Awy,),

con y;,2; € B, x;,w; € E con k,n > 1.

aVy=[Az) V..V Az)] VI Aw) V.. V(20 Aw,)]
= As)V... V(g Axp) V(21 Awy) V...V (20 Awy,) € D;

Yi, %4 S Buxhwi EE

Por lo cual, se puede concluir que z Vy € D.

c¢) Probando que si x € By y € D, entonces x Ay € D.

cAy=xA[(z1 Awy) V...V (2, Awy)]
=(@AN(zrAw))V...V(TA(zn ANwy))
=((xAz)Nwy) V...V ((xAz) ANwy,) € D; porque z Az € Biw; € E
Por lo cual, concluimos que x Ay € D.
Asi, se ha probado que D es ideal.

2. Probamos que £ C D.

yeE=y=(1Ay)V(0Ay); donde 1,0 € B.
—y=01Ay)V(OAy) €D

= yecD

Por lo tanto, £ C D.



CAPITULO 2. ESTRUCTURAS DE ALGEBRAS BOOLEANAS 66

3. Probamos que D es la interseccion de todos los ideales que contienen a FE.

Se quier probar que

D= ﬂ Iy, we.J

ECly

a) Probando que (-, I, C D,w € J.

EFEcD—=— D=1, para algin w € J
= () LLCD
ECI,

b) Probando que D C (e, Ty, w € J.

Seaz € D.

re€D=x=(y Ax1)V...V(yp Nxy), con z; € I,,Yw € J
=y Nx; € l,,YweJi=1 ...k
— Y Nx; € m I,,weJ

ECIUI

Por tanto, se ha probado que:

D = ﬂ I,,we.J

ECIy

Pero,

Gen(FE) = ﬂ Iy, weJ

ECIy

Asi, D = Gen(FE).

Por lo cual se ha probado que el ideal Gen(FE) consiste de todos los elementos de la forma

(i Ax) V...V (yp ANzg), k> 1 donde, zq,...,2p. € Eyy1,...,yx € B. [ |

Ejemplo 2.2 Si E = {0}, entonces Gen(E) = {0} es el ideal trivial.
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Teorema

2.2 Sea B un dlgebra booleana y E C B, el ideal Gen(FE) consiste de todos los

elementos y tal que;

donde, x4, ..

Prueba.

y<z1V...Vxp

., Xy son elementos arbitrarios de E.

SeaC={yeFE:y<x;V...Vay,k>1conuz; € E}.

1. Probando que C' es un ideal.

a)

b)

c)

Probando que 0 € C.
0<zxzVazVzxeC,xeC Porlocual0eC.
Probando que se cumple la condicion 2 de ideal.

Seay <z V.. Vapyz<axV...Va, conz,zv; € Li=1,...kj=1...n

y<mzV..Vrpyz<nV..Va,=yVz<|[r;V...Vx Vi V...V,
= yVz<xryV..VapyVr1 V...V, €l

= yVzel

Por tanto, se ha probado que y VvV z € C.

Probando que se cumple la condicion 3 de ideal.

Para probar estd condicién haremos uso de la Observacién

Seay e C,veB.

yelCyvr<y=—y<nrV...Vrryov<y

—v<z21V...VIg
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Por tanto, se ha probado que v Ay € C

Asi, se puede concluir que C' es un ideal.

2. Probando que EF C C.

Seax € E.

relbh—=zc<zVazVvVzel

— FcC

3. Probando que C' = Gen(FE)

a) Probamos que C' C Gen(E).

Seay € C.

yeC=y<xzV...Vxy; conzx; € ECI,,YweJ
— (ryV...Vap) ANy € [,,Vw € J
—yel,,YVweJ
=y € Npcr, Ly, weJ

= y € Gen(F)

b) Probar que Gen(E) C C es inmediata.

Asi, se puede concluir que C' = Gen(FE). [

Corolario 2.1 Sea B un dlgebra booleana y E C B, entonces el ideal Gen(E) generado por
E es un ideal propio si y sélo st

V...V #1

para todo xy,...,x, € F.
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Prueba.
13 : 7

Supongamos que existe un x; € E,i =1,... ktalque 1 =21 V... 1.

Haciendo uso del Teorema [2.2] se tiene que si 1 <z V... x,. Asi,

1<xyV...x, = 1€ Gen(E); con xy,...,0, € E

= Gen(F) no es propio

14 2
—

Supongamos que el Gen(E) no es propio.

Gen(E) no es propio = Gen(E) = B
= 1 € Gen(B)
= 1<z V...24
= (1 V...zp)AN1=1

Teorema 2.3 §i J es un ideal de un dlgebra booleana B, y si y € B, entonces el ideal

Gen(J U{y}), generado por J unido con {y}, consiste de todos los elementos de la forma

(zAy)Vz

donde z € Byx € J.
Prueba.

Sea H={(zANy)Vz|z € B,x € J}, y fijo.
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1. Probando que H es un ideal.

a) Probando que H cumple la condicién 1 de ideal.
0=(0Ay)VOe€H; con0€ B,z e J,y fijo.
asi, 0 € H.

b) Probando que H cumple la condicién 2 de ideal.

Sea (z1 Ay)Vaxy, (20 ANy) Vg € H.

(i Ay)Va) V(2 Ay)Va) = (1 Ay) V(2 AY)) V(21 V a2)

=({(z1Vz)ANy)V(r;Vay) € H

Por lo cual, hemos probado que se cumple la condicién 2.

c¢) Probando que H cumple la condicién 3 de ideal.

Seaw€e€ By (zAy)VexeH.

wA((zAy)Va)=(wA(zAy))V(wAx)

=((wA2z)ANy)V(wAzx)e H
Por lo tanto, se ha probado que se cumple la condicién 3.
Asi, se puede concluir que H es un ideal.

2. Probando que JU {y} C H.

a) Probando que J C H.

teJ=t=(0Ay)Vte H
—=tecH

— JCH
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b) Probando que {y} € H.

y=1Ny)V0O=yec H

— {y} C H

Por lo tanto, J C H.
3. Probando que H = Gen(J U{y}).

a) Probando que H C Gen(J U {y}).

Seate H.

teH=3zeBydrveJtalque, t=(zAy)Vz
—t=(zAy)V(LAz)€E Gen(JU{y})

— H C Gen(J U{y})

b) Para probar que Gen(J U {y}) C H es inmediato.

Por lo cual, H = Gen(J U {y}). |

Corolario 2.2 Si J es un ideal de un dlgebra booleana B, y si y € B pero y ¢ J, entonces
el ideal Gen(J U{y}) generado por J unido con {y} es un ideal propio si y sélo si x\Vy # 1

para todo x € J, i.e. si y sdlo si, para todo x en J, y' £ x.

Prueba.
[13 :> 7
Razonando por contradicciéon. Supongamos que existe x € J talque x Vy = 1.
z,y € Gen(JU{y}) = 1= Vye Gen(JU{y})
= 1€ Gen(JU{y})

= Gen(J U{y}) no es propio
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13 <: 7

Razonando por contradiccién, y haciendo uso del Teorema [2.2

Sea Gen(JU{y})={z€ Blz<x1V,...,z,Vy,x; € Jyy € {y}}.

= 1<zVy

Asi, como Gen(J U {y}) es ideal, por la Observacién [2.2] se tiene que si 1 <z V y, entonces:

IN(zVvy)=1
l=aVy

[ |
Definicién 2.3 Un ideal M de un dlgebra booleana B se dice que es mazimal si y solo si,

M es un ideal propio y no existe un ideal propio J de B tal que M C J.

Teorema 2.4 Dado un ideal propio M de un dlgebra booleana B. M es maximal si y solo

si, para cada y en B, se tiene que y € M oy € M.
Prueba.
14 i 7

1. Suponiendo que y ¢ M.

M maximal =— M # B
= dyeBly¢ M
= [ = Gen(M U {y}) es un ideal en B, con M C I

—I=B
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= [ no es propio
— Jze My <z
:>y/x:yl€M

—yeM

2. Suponiendo que y € M donde M es propio.

Supongamos que 3 € M.
y eM=yVy =1eM

Pero, esto seria una contradiccion dado que M es propio y por la definiciéon de propio

se tiene que 1 ¢ M.

Por lo cual, se ha probado que si M es propio y maximal, entonces para cada y € B,

se tiene que y € M oy € M, pero no ambos.

14 2
—

Se quiere probar que M es maximal.
Supongamos que M no es maximal, entonces existe un ideal J propio en B tal que M C J.

Como M C J, existe y € J tal que y ¢ M.

y ¢ M =y € M; por hipotesis
—yeMcJ
— yVy =LyVy €J

= 1€ J(—+—)

Por lo cual, se ha probado que M es maximal. [ |

Definicién 2.4 Sea B un dlgebra booleana. Para p € B, el ideal generado por el conjunto
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{p} es llamado ideal principal de B. Lo denotaremos por (p).

Ejemplo 2.3 El ideal trivial es mazimal en el dlgebra booleana {0, 1}.

Prueba.
Sea M el ideal trivial, anteriormente se ha mencionado que el ideal trivial esta denotado
por {0} asi; M = {0} donde B = {0, 1}.

Se puede observar que M # B, ahora sea N un ideal de B tal que M C N.

1. Supongamos que N # M.

N # M =3z € N tal que v ¢ M
—xr=1

— N=2B

2. Supongamos que N # B.

N#B=1¢ NAOEN

— M=N

Por lo cual, se ha probado que el ideal trivial es maximal en el algebra {0, 1}. [ |

Hasta este punto se ha definido en un algebra booleana B un ideal booleano, ahora se
define su dual el cual se denota como F y se tiene que F es un subconjunto de B al cual se
le llama filtro.

Dado un filtro F en un algebra booleana, se define el ideal dual de F como el conjunto
Mz = {a € Bla' € F}. Andlogamente, dado un ideal M en B, se define el filtro dual de M

como el conjunto Fy; = {a € Bla' € M}.

Asi, el dual de un ideal booleano se define a continuacién:
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Definicién 2.5 Sea F un subconjunto del dlgebra booleana B. Se dice que F es un filtro

booleano de B si se satisfacen:

1.1eF
2. Sip,q € F, entoncesp/\q e F

3. SipeF yq€e B, entoncespV q € F

Observaciones 2.3 La condicion 3 se puede reemplazar por: si a € F y b > a, entonces

be F.

La Definicion la llevamos a un caso particular del algebra booleana. Sea X un sub-
conjunto arbitrario; consideremos el dlgebra booleana generada por P(X), donde se denota

la suma como unién, el producto como interseccién y (') como el complemento.

Definicién 2.6 Un ideal en P(X) es un conjunto M C P(X) tal que:

1. 0 e F
2. VA BEM, AUBEM

3. YVAe M,VBeP(X), AnNBeM

Dualizando se tiene la siguiente definicion de filtro como dual de un ideal booleano.

Definicién 2.7 Un filtro en P(X) es un conjunto F C P(X) tal que:

1. X e F
2.VA,Be F, AnNBeF

3. YVAe F,VBeP(X), AUBeF
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Definicién 2.8 5i X es un conjunto no vacio, un filtro F sobre X es una subcoleccion no

vacia de subconjuntos de X tales que:

1. 0 ¢ F
2. F es cerrado bajo intersecciones finitas.
3. (VP,Q)(PeFAQeP(X)ANPCQ),QeF.

Probemos que la Definicién y la Definicién son equivalentes:

Prueba.

1. Probamos la equivalencia de la propiedad 1.

Un ideal propio (no trivial) no debe contener a X (X es neutro multiplicativo),
porque si lo contiene, el ideal M contendria a P(X). Por lo cual X ¢ M y por
dualidad, () ¢ F. Reciprocamente, la condicién 3 de implica que X € F en2.§

2. Probamos la equivalencia de la propiedad 3.
Definicién de filtro como dual de un ideal implica definicién [2.8
Si P C (@, entonces PUQ = @ y como PU(Q € F por hipdtesis, entonces () € F.
Definicién implica definicién de filtro como dual de un ideal.

VPe FAVQ e P(X),PUQ € F.

PCcPUQ = PeF

Por lo cual, P C Q € F.

Por lo cual se ha probado que la Definicién 2.8 y la Definicién [2.7] son equivalentes. |

Ejemplo 2.4 {1} es el filtro trivial.
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Definicién 2.9 Sean Fy y Fy dos filtros, diremos que Fy es mas fino que Fy si F € Fy,

implica que F € F.

Los ideales y los filtros no son las tnicas subestructuras de una &algebra booleana. De

hecho, existe una mas natural, la de subalgebra:

Definicién 2.10 Sea A una dlgebra booleana y B C A. Se dice que B es una subdlgebra de

A si B es no vacio y B es cerrado bajo las operaciones. Es decir:

1. Sia,b e B, entoncesaVbeE B.
2. Sia,be B, entoncesa ANb € B.

3. Sia € B, entonces a' € B.

Ejemplo 2.5 Demuestre que toda subdlgebra de una dlgebra booleana contiene al conjunto

{0,1}.

Prueba.

Sea A un algebra booleana y sea B C A una subdlgebra que satisface las condiciones de la

Definicién 2101
Se quiere probar que {0,1} C B.

Como B es una subdlgebra se tiene que si a € By a' € B por inciso 3, entonces a V a' € B

por inciso 1 y a A a €B por inciso 2. Asi,

aVad € B=aVa =1 ahNad EB=—alNd =0

— 1B —0eB

Por lo cual, se puede concluir que {0, 1} estd contenido en toda subdlgebra. [
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2.2. Homomorfismos entre algebras booleanas

Definicién 2.11 Sean A y B dlgebras booleanas . Un homomorfismo booleano es una apli-
cacion f : A — B que es compatible con las operaciones de disyuncion, conjuncion y

completamentacion de ambas dlgebras, es decir, la aplicacion f : A — B satisface que:

1. flpva) =fpVfla),

2. flpAq) = f(p) A f(q),

para cualesquiera p,q € A.

Definicién 2.12 Un homomorfismo booleano f : A — B se dice monomorfismo si f(p) =
f(q), implica que p = q, es decir, si f es inyectiva. Si f es sobreyectiva, entonces decimos
que f es un epimorfismo y si fes biyectiva decimos que [ es un isomorfismo. Si B = A
decimos que f es un endomorfismo y por ultimo, f es un automorfismo si es endomorfismo
e isomorfismo a la vez . Si existe un isomorfismo entre A y B entonces A y B son llamadas

dlgebras booleanas isomorfas. Denotaremos que A y B son isomorfas escribiendo A = B

Al igual que en las dlgebras booleanas, los elementos distinguidos también juegan un
rol importante en los homomorfismos booleanos. Ciertamente, todo homomorfismo booleano
preserva elementos distinguidos. En efecto, sea f : A — B un homomorfismo booleano,

entonces

!

FO)=FfpAp)=Ff)AF)=flp)A(f(p) =0
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Lema 2.1 Sean A y B dlgebras booleanas. La aplicacion f : A — B tal que para todo

p € A, f(p) = 0, no es un homomorfismo booleano. En otras palabras, en la teoria de

algebras booleanas no existe un homomorfismo trivial.

Prueba.
Razonando por contradiccion.

Supongamos que la aplicacion f : A — B es un homomorfismo booleano, tal que para

todo p € A, f(p) = 0. Entonces

L= f(p)V(f(p) =fpVvp)=0,

con lo cual 1 = 0, pero esta es una contradiccion, pues en un algebra booleana los elementos

distinguidos deben ser diferentes. Por lo tanto, no existe un homomorfismo trivial. |

Definicién 2.13 Sea f: A — B un homomorfismo booleano. Definimos el ker(f), Im(f)

y Sh(f) como los conjuntos

ker(f):={pe€ A: f(p) =0},

Im(f):={f(p):pe A},

Sh(f):={peA: f(p) =1}.

Respectivamente.

Los homomorfismos booleanos también preservan las operaciones de suma, diferencia,

producto e implicacién, como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 2.5 Sea f: A — B un homomorfismo booleano, entonces para p,q € A tenemos

L flp+q) = fp)+ flq),
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2. flp=4q) = f(p) = f(q),

3. flp—q) = flp) — f(a),
4 flp-a) = f(p)- f(q)

Prueba.

Probaremos tinicamente el inciso 1), la prueba para los demds incisos es anéloga.

Sea p,q € A,

fo+a)=f(pnd) v Na)
=fleAd)V ' Aa)
= (f) A F@) V@) A F(a)
= (f) A (F(@)) Vv ((f) A f(a)
= f(p) + f(a).

Proposicién 2.3 Sea f: A — B un homomorfismo booleano, entonces:
1. El kernel de f es un ideal booleano en A.
2. f es monomorfismo, si y sdlo si, ker(f) = {0}.

3. f(A) es subdlgebra booleana de B.

Prueba.

1. Probaremos que ker(f) es un ideal booleano de A.

a) Probando que 0 € ker(f).

Por hipétesis 0 € A, luego f(0) = 0, entonces 0 € ker(f).
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b) Probando la segunda condicién de ideal booleano.
Sea p, q € ker(f).
p € ker(f) = f(p) =0, q € ker(f) = f(q) = 0, luego
floVa) = flp)V flg) =0Vv0=0.

Por lo tanto si p,q € ker(f), entonces p V q € ker(f).

¢) Probando la tercera condicién de ideal booleano.
Sea p € ker(f)y q € A.

flong) = f) A flg) =0A f(g) =0.
Por lo tanto, si p € ker(f) y ¢ € A, entonces p A q € ker(f).

Por lo tanto, ker(f) es un ideal booleano.

2. f es monomorfismo, si y sélo si, ker(f) = {0}.

14 i 7
Sea p € ker(f),

p € ker(f) = f(p) =0
= f(p) = f(0)
—p=0
= ker(f) ={0}.
Por lo tanto, ker(f) = {0}.

13 ¢ 7
Sea p,q € A tal que f(p) = f(q). Haciendo uso del teorema [2.5]inciso 3) tenemos:

fp)=fla) = flp—q) =0
= p—q € ker(f)
—p—q=0

= p=4q.

Por lo tanto, f es monomorfismo.
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3. Probaremos que f(A) es subélgebra booleana de B.

Se tiene que f(A) ={be€ B,b= f(a)|la € A}.

a) Probamos que f(A) no es vacio.

Sea 0 € A.

0e A= f(0)=0

= 0 € f(A), por se homomorfismo

Asi, f(A) # 0.

b) Probamos que se cumple la condicién 1 de subdlgebra.

Sean by, by € f(A),

bi,be € f(A) = Jay,a2 € A/ f(a1) = b1 y f(az) = by
= by Vby = f(a1) V f(az)
= by Vby = f(a; Vag), peroa; Vas € A
—> Ja; Vag € A/by Vby = f(a1 Vas) € f(A)

— b Vb € f(A).

c¢) Probamos que se cumple la condicién 2 de subdlgebra.

Sean by, by € f(A),

bi,by € f(A) = Jaj,as € A/f(a1) =b1 y f(ag) = by
= by A by = f(a1) A f(az)
—> by Aby = f(a; A ag), pero a; Aay € A
= Jda; Nag € A/by ANby = f(a1 Nas) € f(A)

== b ANby € f(A)
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d) Probamos que se cumple la condicién 3 de subalgebra.

Sea b e f(A),
be f(A) = Jac A/b= f(a)
— b =f(a)
— —b= f(—a),ma € A
= b e f(A).
Por lo cual, podemos concluir que f(A) es subdlgebra de B. [ |

Procederemos a considerar algunos ejemplos de homomorfismos booleano:

Ejemplo 2.6 Sea A un dlgebra booleana arbitraria y sea ag # 0 un elemento arbitrario de
A. Sobre el conjunto B de todos los subelementos de ag (esto significa los elementos a con
a < ag), puede construirse un dlgebra booleana como sigue: el 0, la suma y producto en B

. / .
son los mismos de A, pero el 1 ya en B se definen como sigue:
!

li=ap y a:=ag—a

para a,aqg € A. El mapeo f: A — B:a+— a-ag es un homomorfismo booleano.
Prueba.

1. Sean x,y € A,

flety)=(z+y) - ao
= (z-a0) + (y - ao)

= f(x) + [(y).

Por lo cual, f(z +y) = f(z) + f(y).
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2. Sean z,y € A,

f@) - f(y) = (x-ao) - (y - ao)
= (z-y) - (a0 - ao)
= (z-y)-a

= f(z-y).

Por lo cual, f(x-y) = f(x)- f(y).

3. Sea x € A,

=g — T - Qo
=ap— T
/
=T
/
=X - Qo

Por lo cual, f(z') = (f(x))".

Por lo cual, f: A — B :a — a - ag es un homomorfismo de algebras booleanas

84

Ejemplo 2.7 Sea ¢ un mapeo arbitrario de un conjunto no vacio X en un conjunto Y, y sean

A y B campos de subconjuntos de X eY respectivamente. Sea f = ¢~1, o explicitamente, para

cada P en B, sea f(P) la imagen inversa de P. En general el conjunto f(P) no pertenecerd

al campo A. Si f(P) € A siempre que P € B, entonces [ es un homomorfismo de B en A.

Prueba.

1. Sean P,Q) € B.
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Queremos probar que :

fPuQ)=fP)ufQ)
f(PUQ)=¢""(PUQ)=¢(P)Ud(Q)

Seax € o~ (PUQ).

r€d (PUQ) < ¢(z) e PUQ
< ¢(z) € P od(z) €Q
= arcodp(Ploxeco Q)

=ared (P)U(Q)

Luego, f(PUQ) = f(P)U f(Q).
2. Sean P,() € B.

Queremos probar que :

fPnQ)=frP)nfQ)
fPNQ)=¢""(PNQ)=¢"(P)N¢ Q)

Seax € ¢~ (PNQ).

r€d (PNQ) = ¢(x) e PNQ
> ¢(z) € Py o) €Q
—=re¢ (P)yreo(Q)

=ae¢ (P)Ne Q)

Ast, f(PNQ) = f(P)N f(Q).

85
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3. Sea P e B.

Queremos probar que :

Sea € ¢~ '(P").

re ¢ Y(P) = ¢(x)eP
= g(x) ¢ P
=az¢eo (P
= ae(o'(P)

Ast, f(P') = (f(P))". Por lo tanto, f : B — A es un homomorfismo booleano. [

Llamaremos al homomorfismo descrito en estos ejemplos, homomorfismo inducido por ag

y ¢ respectivamente.

Ejemplo 2.8 Para cualquier dlgebra booleana A existe un unico homomorfismo booleano

1 sip=1,
f:Zy — A:pr— f(p) =
0 sap=20

Prueba.
Sean p,q € Zs.

Para la demostracién consideraremos los siguientes casos:

Caso 1: p=0y qg=0.

a) f(OV0)=f(0)=0=0Vv0=f(0)Vvf0).
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b) f(0OAN0)=f(0)=0=0A0= f(0)A f(0).

Caso2:p=1yq=1.

a) JAV1) = f(1)=1=1V1=f(1)V f(1).

b) FLAL) = f(1) =1=1A1= f(1) A f(L).

Caso 3:p=1yq=0.

a) f(IVO)=f(1)=1=1v0=f(1)Vf0).

b) FLA0)=f(0)=0=1A0=f(1)A f(0).

Por ultimo probemos que f es unico.

Supongamos que existe g tal que:

1 sip=1,
g: 2y — A:p—g(p) =
0 sip=0

Sea p € Zs,
Si p =0, entonces g(0) =0 = f(0), luego g = f.

Si p = 1. entonces g(1) = 1 = f(1), luego g = f.

En todo caso g = f, Por lo tanto f : Zs — A es un homomorfismo booleano tnico.
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Proposicién 2.4 Sean f: A — B y g: B — C homomorfismos de dlgebras booleanas.

Entonces g o f es un homomorfismo de dlgebras booleanas.
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Prueba. Sea p,q € A,

1.

(go NpVa)=y9(flpVa)
=g(f(p) Vv f(a))
=g(f(p)) vV 9(f(9))
=(go NPV (go f)la).

(goNleng) =9(f(pAa))
= g(f(p) A f(a))
= 9(f(p)) N g(f(a))
= (go f)p) Alge flq).

Por lo tanto, g o f es un homomorfismo booleano. [

Teorema 2.6 (Primer teorema de homomorfismos booleanos). Todo ideal booleano propio

es el kernel de algiun epimorfismo booleano.

Prueba.

Sea B un algebra booleana, por el teorema de conexion [1.6, B también tiene estructura de

anillo booleano. Si M C B es un ideal propio de B, entonces el cociente B/M tiene
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estructura de anillo con las siguientes operaciones, para p,q € B/M,

pPOg=p-q

Donde p,q € B y +, - son las operaciones de suma y producto en el anillo booleanos B. Mas
aun, con las operaciones (B/M;®;®), es un anillo con unidad en el que todos sus

elementos son idempotentes, es decir, es un anillo booleano.
Definimos la aplicacién ¢ : B — B/M, dada por ¢(p) = p para cada p € B.
Probemos que ¢ esta bien definida.
Sean p,q € B tal que p = g,
e(p) =P=7= (0.
Por tanto, ¢ esta bien definida.
Probemos si ¢ es un homomorfismo de anillos

Sea p,q € B,

ep+q) =p+q e-q)=pq
=pbq =pOgq
= »(p) ® »(q) = (p) © ©(q)

Por lo tanto, ¢ es un homomorfismo de anillos. Probemos si ¢ es un epimorfismo.
Seap € B/M,

P € B/M — Jp € B tal que ¢(p) =D.

Por lo tanto, ¢ es un epimorfismo

Nuevamente, por el teorema de conexion B/M tiene estructura de algebra booleana.
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Finalmente probemos si ¢ es un homomorfismo booleano.

1. Sea p,q € B,
e(pVa) =elp+a+(-q)
=p®70(POQ
= ¢(p) ® ¢(q) @ (¢(p) © ¢(q))
= ¢(p) vV o(a).
2. Seap,q € B,

ppANqg) =9 q)
= »(p) © ¢(q)

= »(p) N p(q).

3. Seap,p € B,
w(p) = (1 + p) por 1,26
=1® ¢(p)

= (p(p)) -

Por lo tanto ¢ es un homomorfismo booleano, con lo cual ¢ es un epimorfismo booleano.

Por tltimo, la igualdad M = ker(p) es consecuencia inmediata de la definicién de ¢. |

El lgebra booleana B/M es usualmente llamada el cociente de B médulo M.
Lema 2.2 Cada ideal booleano mazimal es el kernel de algin homomorfismo booleano.

Prueba.
Sea M un ideal booleano maximal, entonces se quiere probar que M ~ ker(yp).

Para realizar la prueba se hace uso del Teorema [2.6]
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En el Teorema M es un ideal propio, haciendo uso de ello tenemos que como todo ideal
booleano propio es el kernel de algin epimorfismo booleano y todo ideal maximal es

propio, entonces M es un ideal maximal y un ideal propio.

Ahora, para realizar la prueba usamos la aplicacion
¢:B— B/M,

definida por:
x—x+ M.

1. Probamos que M C ker(p).
Sea x € M.

reM = y¢(x)=x+M=M=0€ B/M

= 1z € ker(y)

2. Probamos que ker(yp) C M.

Sea = € ker(p).

x € ker(p) = (x) =M
—ac+M=M

—=xecM

El lgebra booleana B/M es usualmente llamada el cociente de B médulo M.

Teorema 2.7 (Segundo teorema fundamental de homomorfismos booleanos). Sean B, B' dos

dlgebras booleanas y ¢ : B — B un homomorfismo booleano, entonces o(B) = B/ker(yp).
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En otras palabras, p(B) es isomorfa al cociente de B mddulo ker(yp).

Prueba. Debemos encontrar un isomorfismo booleano W, tal que el diagrama sea

conmutativo:

B

L o(B)
N

B/ker(p)

La aplicacién U : B/ker(p) — ¢(B) se define para cada p € B/ker(y) como V(p) = ¢(p).

Por el teorema de conexién B, p(B) y B/ker(p) tienen estructura de anillos
booleanos, por ello podemos demostrar este teorema a partir de la teoria de anillos.

Probemos que, ¥ es un isomorfismo de anillos, para ello probaremos lo siguiente :

1. Esta bien definida.

2. Es un homomorfismo de anillos.
3. Es sobreyectiva.

4. Es inyectiva.

1. Probamos que ¥ esta bien definida.

Sean p,q € B/ker(p) tal que p =g,

=q=p+q=0

3

= p+q € ker(p)

= o(p+4q) =0y

= @(p) + ¢(q) = 0p
= ¢(p) = »(q)

= ¥(p) = ¥(q).

Por lo tanto, ¥ esta bien definida.

92



CAPITULO 2. ESTRUCTURAS DE ALGEBRAS BOOLEANAS 93

2. Probemos que es un homomorfismo de anillos.

Sean p,q € B/ker(p),
a) Vpoq =Yp+q) =elp+q =9eb)+el)="Vp + Y@,
b) ¥(pOq) =¥(pq) =elp-q) = elp) - elq) =¥ ¥({Q)
Por lo tanto, ¥ es un homomorfismo de anillos.
3. Probemos que es sobreyectiva.

Sea p € ¢(B),

p € ¢(B) = 3Jq € B tal quep = p(q)
=p=(q) = ¥(q)

=p=V().

Por lo tanto, ¥ es sobreyectiva.

4. Probemos que es inyectiva.

Sea P, q € B/ker(p) tal que ¥(p) = ¥(7),

= pt+q=0
—=p+q=0

Por lo tanto ¥ es inyectiva, con lo que hemos probado que ¥ es un isomorfismo de
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anillos. Por 1ltimo demostraremos que ¥ es un isomorfismo de algebras booleanas,

para ello utilizaremos el teorema de conexion.

Es claro que B/ker(¢) v ¢(B) son anillos booleanos, asi por el teorema de conexién ambos
tienen estructura de algebras booleanas, sélo falta probar que ¥ es un homomorfismo

booleano.

1. Sea p,q € B/ker(p),

Y(pvyg =Y{p+7+(@-9)
=V(p+q+ (P 9)
=V(p+q+(p-q)
=wlp+q+(p-9)
=p(p+a)+ep-q)
= ¢(p) +#(q) + (e(p) - £(q))
= ¢(p) V ¢(q)

= ¥(p) v ¥(q).

2. Sea p,q € B/ker(y),
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3. Sea p € B/ker(y),

= ¢(p),
= U(p)
=(p)
Asi, ¥ es un isomorfismo booleano
Por lo cual, se puede concluir que ¢(B) = B/ker(y). |

Definicién 2.14 Un homomorfismo f es llamado completo en caso de que preserve todo
supremo y consecuentemente todo infimo. Esto significa que si a; es una familia de elementos

en el dominio de f con supremo a, la familia f(a;) tiene un supremo y este supremo es igual

a f(a).

2.3. Homomorfismos entre anillos booleanos

Definicién 2.15 Sean A y B dos anillos booleanos. Un homomorfismo de anillos booleanos

de A en B es un mapeo f: A — B tal que: Vx,y € A,

1. f(x+y) = flz)+ f(y).

2. f(w-y)= f(x)- f(y).
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Observaciones 2.4 A los homomorfismos de un anillo booleano en si mismo los denomi-

namos endomorfismos.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del teorema [2.5]

Corolario 2.3 Todo homomorfismo booleano es un homomorfismo entre anillos booleanos, y
viceversa, todo homomorfismo entre anillos booleanos es un homomorfismo booleano. Ademds,

todo homomorfismo booleano preserva el orden, es decir,si p < q, entonces f(p) < f(q).

Prueba. Sea f : A — B un homomorfismo booleano, probaremos que f es un

homomorfismo de anillos booleanos. Aplicando el teorema tenemos:

1. Sea p,q € A,

flp+q) = fp) + fla).

2. Seap,q € A,

flp-q) = f(p)- flq).

3. Seape A,
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Ahora, supongamos que f : A —> B es un homomorfismo de anillos booleanos y probemos

que f es un homomorfismo booleano. Nuevamente haremos uso del teorema [2.5]

1. Sea p,q € A,

fova) =flp+a+ (- q)
=fp+a)+(flp-9)
= (fp)+ F@) Vv (fp)- f9))
=fp)V f(a)

2. Sea p,q € A,

3. Seape A,

Por lo tanto, todo homomorfismo booleano es un homomorfismo entre anillos booleanos, y

viceversa, todo homomorfismo entre anillos booleanos es un homomorfismo booleano.

Por 1ltimo probemos que si p < ¢, entonces f(p) < f(q).
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Sea p < ¢,

p<q=pANqg=p,
— flpAg) = f(p),
= f(p) A fla) = f(p),
= f(p) < f(q).

Por lo tanto si p < ¢, entonces f(p) < f(q). [ |

2.4. Cociente de anillos booleanos

Sea F un filtro e I un ideal, definimos las siguientes relaciones de equivalencia:
r~rpy<s—dJfeFtalquezAf=yAf;y

r~yy<= dieltalquezVi=yVi.

Solo demostraremos que ~; es una relacién de equivalencia, la demostracién para ~r es

dual.

Sea A un algebra booleana y x,y, 2z € A.

1. Reflexiva.

Sea t =0 € [ tales que x Vi = x V1, entonces x ~ x.

2. Simétrica.

Supongamos que x ~y .

x~yy=d €l talesquexVi=yVi
= yVi=xVi

—— Yy~
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3. Transitiva.

Por hipotesis x ~; y y y ~; 2.

r~yy= di €l talesquexVi=yVi

y~rz=—dj€ltalesqueyVvj=2V]y

De [2.1] tenemos:

TVi=y\Vi
(xVi)Vji=(yVi)Vj
zV(iVi)=(yVj) Vi
xV (V) =(zVj)Vi
xV(iVy)=zV(jVi)

xVk=zVkdonde k=1i1Vjel.

Luego, dk € I tales que x V k = 2 V k, entonces x ~j 2.

Por lo tanto ~; es una relaciéon de equivalencia,

99

Proposicién 2.5 Las relaciones definidas anteriormente son relaciones de equivalencias.

FEs decir:

1. Six~gy (x~ry), entonces s ~ry (' ~19y).

2. Stxy ~F Ty YY1 ~F Yo (T1 ~1 T2 Y Y1 ~1 Yo2), entonces x1V y1 ~r T2 VY (1 VY1 ~p

) V yg)

3. Sixy~F T Yy ~F Y2 (X1 ~1 T Y Y1~ Ya), entonces 1y Ayr ~F TV ye (21 Ayr ~p

) \/yg).
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Prueba.

Se demostrara solo para ~z, el otro caso es dual.

1. Sean x,y € A tales que x ~x y

t~ry=3feFtalquezAf=yAf
= (zAf) =WAS
—aVf=yVv/f
—= @V INF=W VNS
— (@ ANV AN =W ANV AL
— a2 ANf=y Af

— JfeFtalquez ~ry.

2. Sean x1, X2, Y1, Y2 € A tales que 1 ~r x5 v y1 ~F Y. Entonces existen fi, fo € F
tales que 1 A fi =29 A fi vy 1 A fa = x5 A fo.

Entonces,

(T Vy) AN fa) = (@ AN f2) V(g A (fL A f2))
= ((m A L) AN 2) V(3 A f2) A fr)
= (w2 A fL) AN f2) V(12 A f2) A fr)

= (22 V y2) A (fi A fa)-

Como F es filtro f1 A fo € F por lo que 1 V y1 ~x 22 V 4.
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3. Sean w1, T2, y1,y2 € A como en el inciso anterior.

Entonces,

(@1 Ay) A(fi A fa) = (@0 A f1) Ay A fa)
= (22 A fi) A (2 A f2)

= (22 Ay2) A (fi A fa).

Por lo que z1 A yp ~7 x2 A ys.
[ |

Si I es un ideal y F un filtro, es posible construir una algebra booleana con las relaciones

inducidas por ellos. A estas dlgebras se les llama algebras cociente:

Definicién 2.16 Sea I un ideal. Al conjunto A/I = {[a|~r|la € A} (recordemos que [a]~; =
{b€ Alb~ja} esla clase de equivalencia de a ) se le llama A mdédulo I y se puede proveer

de una estructura de dlgebra booleana con las siguientes operaciones:

1 [ A =[and].

2. [ V] =[aVi.

Si F es un filtro entonces A/F es el dlgebra booleana de las clases de equivalencia bajo la

relacion ~x con las operaciones heredadas. Tanto A/I como A/F son algebras booleanas

gracias a la proposicién
Problema 2.1 Sea I un ideal y F un filtro en A. ;Quién es el 0 y el 1 de A/I y de AJ/F?.

Prueba.

Para encontrar el cero de A/I tendremos:
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V[a] € A/I 3[b] tal que [a] V [b] = [a]

la] v [b] = [a] = [a v b] = [d]
=—aVbr~ra
= Ji € I tales que (aVb)Vi=aVi
—aV(bVi)=aVi
= adVaVv(bVi)=d VaVi
= bVi=0V1

= b~y 0

Para encontrar el 1 de A/ tendremos:
Va] € A/ 3[b] tal que [a] A [b] = [a]
[a] A (0] = [a] = [a A b] = [d]
—alAb~ja
= Ji € [ tales que (a Nb)Vi=aVi
= aAN(bVi)=aVi
—adVaA(bVi)=d VaVi
= bVi=1Vi1

—b~;1

Luego, el 1 de A/I es [1]. Siguiendo un proceso de manera andloga, llegamos a que el 0 y 1

de A/F son [0] y F respectivamente. |
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Existen homomorfismos naturales de A en A/I y A/F llamados proyecciones

pr:A— A/l

pr:A— A/F

y cumplen que p(a) = [a], Ya € A.
Prueba.

Probaremos tinicamente que p; es un homomorfismo booleano, la prueba para pr es dual.

1. Probemos que p; esta bien definida
Sean a,b € A tal que a = b, y probaremos que [a] = [b]
Sea x € [a
r€fa)<=x~sa
< die [ talesque xNVi=a\V1
< zxVi=bVi
— x~gb

<z eb.

Por lo tanto [a] = [b] asi p;(a) = p;(b)
2. Probamos si p; es homomorfismo booleano.

a) Sean a,b € A
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b) Sean a,b € A

c) Seaac A

pi(a) = la] =[a] = (ps(a))

Por lo tanto, p; es un homomorfismo booleano. [
Lema 2.3 Sea I un ideal en A, y F un filtro,. Entonces ker(p;) =1 y Sh(pr) = F.

Prueba.
Demostraremos sélo el caso de los ideales. La demostracién para los filtros es dual.

Sea a € ker(py).

a € ker(pr) = pr(a) = [0],

:>CLN]0,

— JieltalesqueaVi=0Vi=1€l,

—aViel,
—acl.
Luego, ker(p;) C I. Ademas, Vi € I [i] = [0]. Por lo tanto, Ker(p;) = I. [

Las algebras cociente se comportan de una manera bastante interesante como lo evidencia

el siguiente teorema.

Teorema 2.8 Sea I un ideal en A. Entonces A/I cumple la siguiente propiedad (universal):
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si f: A— B es un homomorfismo booleano tal que I C ker(f), entonces existe un unico
homomorfismo h : A/I — B tal que f = hop;. O en otras palabras, que hace conmutar el

siguiente diagrama.

AL . B

7
Pll -
7
L 3

AJI

Prueba.

Sea [ un ideal y f: A — B un homomorfismo booleano tal que I C ker(f). Definamos

h:A/I — B como sigue: h([a]) = f(a). Tenemos que verificar tres cosas:

1. Que la funcion h esté bien definida,
2. Que h es un homomorfismo booleano tnico y que ,

3. Hace conmutar el diagrama.
1. Sean [al,[b] € A/I tales que [a] = [b]

[al| =[b] = a~; b

— JdieltalqueaVi=>bVi,

Luego, se tiene que:
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= f(bVvi)
= f(b)V f(i)

Por lo que h esta bien definida.

2. Que h sea un homomorfismo es consecuencia de que f es homomorfismo y de como
indujimos las operaciones en A/I.
3. Es claro que f = h o p;. Por iltimo probemos que h es tinico.

Sea h' : A/I — B un homomorfismo tales que f = h' o py.

Entonces, h([a]) = h(p;(a)) = f(a) = K (p;(a)) = h'([a]), por lo que h' = h.

Por lo tanto, se puede concluir que existe un tinico homomorfismo h : A/I — B tal que

f=hop. L]

Teorema 2.9 Sea f: A — B un homomorfismo booleano. Entonces A/ker(f) ~ Im(f).

Prueba. Sea I = ker(f) por el teorema anterior existe un homomorfismo h: A/I — B
tal que f = hop;. Veamos que h es un isomorfismo con la imagen, anteriormente probamos

que h estd bien definida sélo probaremos que h es monomorfismo y epimorfismo.

Probando que A es monomorfismo.
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Sean [a], [b] € A/I tales que h([a]) = h([b])

h([a]) = h([b]) = f(a) = f(b)
= f(a—5b)=0
= a—-beker(f)=1

:>aij

Por lo tanto A es monomorfismo.

Es claro que I'm(h) = Im(f) porlo tantoes h : A/I — I'm(h) monomorfismo y epimorfismo

por lo tanto isomorfismo. Por lo que A/I ~ Im(f). |

Corolario 2.4 Sea f: A — B un epimorfismo booleano. Entonces A/ker(f) ~ B.

Prueba. Como f es epimorfismo, entonces I'm(f) = B. Luego, por el teorema se sabe
que:

A/ker(f) = Im(f),

de donde se obtiene que:

A/ker(f) ~ B.



Capitulo 3

Aplicaciones del Algebra Booleana

El presente capitulo esta dirigido al estudio de aplicaciones del dlgebra booleana. Una de
ellas son las compuertas logicas, las cuales son de gran utilidad en el diseno de los circuitos
16gicos. La otra es el c6digo genético y Z$ donde se describe brevemente un modelo del cédigo

genético en términos de dlgebra booleana y ZS.

3.1. Compuertas Loégicas

Una compuerta es un circuito electrénico que trabaja con dos estados 0" y "1”, el estado
1 tiene un valor de 5V (5 voltios) como maximo y el estado 0 tiene un valor de 0V (0 voltios)
como minimo, una compuerta légica estd compuesta por dos o mas entradas y una salida,
que tiene la capacidad de tomar decisiones. La decisiéon tomada por una compuerta es situar
su salida en 0 6 en 1, depende del estado de sus entradas y de la funcién légica para la cual
ha sido disenada. Las compuertas légicas son dispositivos que operan con aquellos estados
l6gicos que funcionan igual que una calculadora, de un lado se ingresan los datos, ésta realiza

una operacion, y finalmente, muestra el resultado. Ver figura 3.1

Datos de Compuerta

entrada Logica

Figura 3.1: Fases de un circuito.
Fuente:
http://service.udes.edu.co/modulos/documentos/pedropatino/compuertas.pdf
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Las operaciones boolenas son posibles a través de los operadores binarios negacién, suma
y multiplicacion, es decir, que estos combinan dos o méas variables para conformar funciones
l6gicas.

Una compuerta es un circuito util para realizar las operaciones anteriormente menciona-

das, cada una de las compuertas légicas se representan mediante un simbolo, y la operacién

que realiza (operacién légica), le corresponde una tabla llamada tabla de verdad.

Las compuertas son los bloques basicos de cualquier circuito digital, todos los apara-
tos digitales desde el més simple dispositivo hasta el mas sofisticado estdan formados por

compuertas conectadas a una gran variedad de configuraciones.

Las puertas o compuertas légicas basicas son: La puerta AND, la puerta OR y la puerta
NOT. Si a las compuertas anteriores se les niega la salida en el sentido l6gico, tenemos la

configuracién de otras compuertas como NAND, NOR. La puerta XOR es una puerta que

se denomina OR EXCLUSIVO.

Existen 8 tipos de compuertas, las cuales se muestran en la Figura y se define a

continuacion:
AND OR NOT XOR
NAND NOR YES X NOR

Figura 3.2: Tipos de compuertas logicas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.
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3.1.1. Compuertas AND de dos entradas

Una compuerta AND de dos entradas es un dispositivo légico que entrega una salida alta
cuando todas sus entradas son altas y una salida baja cuando hay un bajo en cualquiera

de sus entradas.

Simbolo I6gico Tabladeverdad
A » [s]]
B a 0 oo
0 110
1 0 0
I Q=AeB=-AB 1 KN

Ecuacién logica

Figura 3.3: Compuerta AND de dos entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

La expresion () = A - B debe de leerse como @) es igual a A y B, el signo (-) denota la
funcion propia de una compuerta AND y se puede omitir. La funcién logica realizada por una
compuerta AND se denomina operacion AND o producto 16gico, en la compuerta AND la
salida sera 1 solo cuando sus 2 entradas estén en 1. La operacién de una compuerta AND se

representa como el circuito siguiente:

II‘Il +
|

" Galida

Figura 3.4: Circuito 16gico AND de dos entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.
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Los interruptores A y B representan las entradas de la compuerta y la lampara @) su
salida, puesto que A y B estan en serie, la lampara ) sélo se enciende cuando ambos
interruptores estan cerrados y permanece apagada mientras cualquiera de los interruptores,
o ambos, esté abierto. Un interruptor cerrado se asimila a un nivel alto 6 1 légico y un

interruptor abierto a un nivel bajo 6 0 légico.

3.1.2. Compuertas AND de varias entradas

En general, una compuerta AND de dos o mds entradas entrega un nivel alto (6 1 légico
en su salida) cuando todas sus entradas estdn en alto y un bajo (6 0 16gico) cuando por lo

menos una de ellas, o todas, estdn en bajo.

Simbolol4glco Tabla de verdad

Q

| a-seBec - aBC |

D

0

0

Ecuaclén légica L0
i)

i
i

1

Figura 3.5: Compuerta AND de tres entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

En la figura [3.5] se presenta el simbolo légico, la ecuacién logica y la tabla de verdad de

una compuerta AND de tres entradas la cual nos dice la salida dependiendo de las entradas.

La expresién (Q = A - B - C puede leerse como () es igual a Ay By C, en la compuerta

AND de tres entradas la salida sera 1 sélo cuando sus 3 entradas estén en 1.

La operacion de una compuerta AND de tres entradas se representa como el circuito |3.6),

donde los interruptores A, B y C representan las entradas de la compuerta y la lampara @)
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su salida.

Circuitoeléctricoequivalente
e et

Figura 3.6: Circuito AND de tres entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

3.1.3. Compuertas OR de dos entradas

Una compuerta OR de dos entradas es un dispositivo légico que entrega una salida baja
cuando todas sus entradas son bajas, y una salida alta cuando existe por lo menos un alto

en cualquiera de sus entradas o en las dos al mismo tiempo.

Simbolo l6gico Tabladeverdad
A

rQ=A+§|

Ecuacién I6gica

Figura 3.7: Compuerta OR de dos entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

En la figura se muestra el simbolo l6gico, la ecuacién légica y la tabla de verdad de

una compuerta OR de dos entradas, la cual nos dice la salida dependiendo de la combinacién


https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.
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de las entradas. La expresién () = A+ B debe leerse como () es igual a A o B. El signo (+)

denota la funciéon propia de una compuerta OR y no se puede omitir, no debe confundirse
con el signo "+” de la suma aritmética. La funcién légica realizada por la compuerta OR se
denomina operacién OR o suma légica, en la compuerta OR la salida sera 1 cuando una o

las dos entradas estén en 1.

La operacién de una compuerta OR se representa como el circuito siguiente:

Figura 3.8: Circuito l6gico OR de dos entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

Los interruptores A y B representan las entradas de la compuerta y la lampara @) su
salida. Debido a que los interruptores estan en paralelo, la lampara () sélo se apagara cuando
ambos interruptores A y B estén abiertos y permanecera encendida mientras cualquiera de

los interruptores, o ambos, estén cerrados.

3.1.4. Compuertas OR de varias entradas

En general, una compuerta OR de dos o mas entradas entrega un nivel bajo en su salida
cuando todas sus entradas estan en bajo y uno alto cuando por lo menos una de ellas, o

todas, estan en alto.

En la figura (3.9 se presenta el simbolo logico, la ecuacion légica y la tabla de verdad de

una compuerta OR de tres entradas la cual nos dice la salida dependiendo de las entradas.
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Simbololégico Tablade verdacll_

. B lcla)

c @ o [olo
o lo 111
I Q=A+B+C I i i
o o 11 1111
Ecuacloniogica o Lol
1101111
1j11jol1

1 11 11 11]

Figura 3.9: Compuerta OR de tres entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.
La expresion () = A+ B+ C puede leerse como Q) es igual a A 6 B 6 C, en la compuerta
OR de tres entradas la salida sera 1 cuando una, dos o tres entradas estén en 1. La operacién

de una compuerta OR de tres entradas se representa como el circuito siguiente:

Entradas

Figura 3.10: Circuito légico OR de tres entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

En la representacion del circuito eléctrico, los interruptores A, B 'y C' representan las
entradas de la compuerta y la lampara () su salida. La lampara () sélo se apaga cuando

todos los interruptores estén abiertos; permanece encendida mientras cualquiera de ellos esté

cerrado.
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3.1.5. Compuertas NOT o Inversores

Una compuerta NOT o inversor es un dispositivo 16gico con una linea de entrada y una
linea de salida que entrega una salida alta cuando su entrada es baja y una salida baja
cuando su entrada es alta. En otras palabras, un inversor invierte, niega o complementa el

nivel 16gico de la senal de entrada. Es una de las compuertas mas utilizadas.

Simbolo légico Tabla de verdad
A Q A Q
1 0
Ecuacionlégica 5 p
| Q=A |

Figura 3.11: Compuerta NOT o Inversor.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

En la figura[3.11]se muestra el simbolo 1égico, la ecuacién logica, a tabla de verdad de una
compuerta NOT o Inversores, la cual nos dice la salida dependiendo de la combinacién de
las entradas. La ecuacion logica debe leerse como @ es igual a no A 6 @) es igual a A negado.
El circulo o burbuja (o) en el simbolo 16gico y la barra horizontal (—) en la ecuacién légica
denotan el proceso de inversion realizado por esta compuerta. La funcion légica realizada por
un inversor se denomina inversiéon o complemento l6gico. No existen inversores de dos o
mas entradas. La operacién de un inversor es analoga a la del circuito mostrado en la figura

siguiente:

iste

Salida

Figura 3.12: Circuito l6gico NOT.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.
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El interruptor A representa la entrada de la compuerta y la lampara () su salida, debido
a que el interruptor esta en paralelo con la lampara (), esta ultima se encendera cuando el

interruptor A se abra y se apagara cuando el interruptor se cierre.

3.1.6. Compuerta YES

La compuerta légica mas simple es la compuerta YES. La compuerta YES es un disposi-
tivo légico con una linea de entrada y una linea de salida que entrega una salida alta cuando
su entrada es alta y una salida baja cuando su entrada es baja. En otras palabras, en una

compuerta YES la salida toma siempre el mismo valor de la entrada.

Simbolo légico Tabla de verdad

Entrada | Salida
A Q A Q
0 0
Q - A 1 1

Figura 3.13: Compuerta YES.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

En la figura se muestra el simbolo l6gico, la ecuacién logica, la tabla de verdad de una
compuerta YES, la cual nos dice la salida dependiendo de la combinacion de las entradas.

La ecuacién légica debe leerse como @ es igual a A.

+

Entrada

£

Circuito eléctrico equivalente

Figura 3.14: Circuito légico YES.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.


https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.
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En la figura se muestra el circuito légico equivalente de una compuerta YES donde,

la lampara () se enciende cuando el interruptor A se cierra y se apaga cuando este ultimo se

abre.

3.1.7. Compuertas NAND de dos entradas

Una compuerta NAND de dos entradas es un dispositivo 16gico que opera en forma
exactamente contraria a una compuerta AND, entregando una salida baja cuando todas sus

entradas son altas y una salida alta mientras exista por lo menos un bajo en cualquiera de

ellas.

Simbolo Légico Tabla de verdad

SID R e

B— 0 0 1

0 1 1

—_— 1 0 1

Q=AeB=AB
1 1 0
Ecuacién légica

Figura 3.15: Compuerta NAND de dos entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

En la figura [3.15] se muestran el simbolo 1égico, la ecuacion logica y la tabla de verdad
de una compuerta NAND de dos entradas. La ecuacién 1égica debe leerse como @) es igual a
Ay B negado, una compuerta NAND es equivalente a una compuerta AND seguida de un

inversor. En la figura se puede ver graficamente esta equivalencia.

D= DD

NOT
NAND AND

Figura 3.16: Equivalencia de una compuerta NAND y una compuerta AND seguida de un
inverso.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.


https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.
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La operaciéon de una compuerta NAND es andloga a la del circuito eléctrico mostrado en

siguiente figura:

Entradas

I||+
|

Figura 3.17: Circuito 16gico NAND de dos entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

Los interruptores A y B estan en serie entre si y en paralelo con la lampara (), esta ultima
solo se apaga cuando ambos interruptores estdn cerrados y permanece encendida mientras

cualquiera de ellos esté abierto.

3.1.8. Compuertas NAND de varias entradas

En general, una compuerta NAND de dos o més entradas entrega un nivel l6gico bajo
en su salida cuando todas sus entradas estan en alto y un bajo cuando por lo menos una

de ellas esta en bajo.

Simbolo légico Tabla de verdad

S— )= A B8 Cl|loO
— Q

c — 0 0 Q 1
0 4 1 1

(4] i 0 1

Ecuacion logica 0 1 1 1
Q-A*B°C=ABC 1 Jo Jo 1
1 Q 1 1

1 i 0 1
111 =0 —nd 1 1 1 Q

Figura 3.18: Compuerta NAND de tres entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

En la figura |3.18 se muestra el simbolo 1égico, la ecuacién légica, la tabla de verdad.


https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.
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La ecuacion logica debe leerse como @ es igual a A y B y C negado. La operaciéon de una

compuerta NAND de 3 entradas es andloga a la del circuito mostrado en la figura siguiente:

Circuito eléctrico equivalente

| +
i
Entradas

Figura 3.19: Circuito 16gico NAND de tres entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

En el circuito eléctrico, los interruptores A, B y C representan las entradas y la lampara
@ la salida de la compuerta. La lampara sélo se apaga cuando todos los interruptores estan

cerrados y permanece encendida mientras cualquiera de ellos esté abierto.

3.1.9. Compuertas NOR de dos entradas

La compuerta NOR es una combinacion de las compuertas OR y NOT, en otras palabras,
es la version inversa de la compuerta OR. Al tener sus entradas en estado inactivo 0 su salida

estara en un estado activo 1, pero si alguna de las entradas pasa a un estado binario 1 su

salida tendra un estado inactivo 0.

Simbolo légico Tabla de verdad
A A B| Q
D‘ & o |o]| 1]o+0=1
B 0 1 0
1 0 0
Q=zA + B 1 1 o
Ecuacién légica

Figura 3.20: Compuerta NOR de dos entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.
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En la figura se muestra el simbolo l6gico, la ecuacion logica y la tabla de verdad de

una compuerta NOR de dos entradas. La ecuacién légica puede leerse como @) es igual a A
o B negado. El signo (+) y la barra (—) en la ecuacién légica y la burbuja en el simbolo
OR confirman esta equivalencia. Una compuerta NOR es equivalente a una compuerta OR

seguida de un inversor tal como se observa en la figura [3.21]

L o= ] DD

NOR OR NOT

Figura 3.21: Equivalencia de una compuerta NOR y una compuerta OR seguida de un
inverso.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

La operacion de una compuerta NOR es analoga a la del circuito eléctrico mostrado en
la figura [3.22] Donde los interruptores A y B representan las entradas de la compuerta y
la lampara @ su salida. Debido a que los interruptores A y B estan en paralelo entre si y
con la lampara @), esta ultima soélo se enciende cuando ambos interruptores estan abiertos y

permanece apagada mientras cualquiera de ellos, o ambos, esté cerrado.

|1}
I
Entradas

Figura 3.22: Circuito légico NOR de dos entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.


https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.
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3.1.10. Compuertas NOR de varias entradas

En general, una compuerta NOR de dos 6 més entradas entrega un nivel légico alto en
su salida cuando todas sus entradas estan en bajo y un bajo cuando por lo menos una de

ellas esta en alto.

S/mbolo légico Tabladeverdad

B Q

c a 0 0 1

0 0 1 Q

Ecueaciénlégica 0 i 0 lo

—_— 0 1 1 0

Q=A+B+ C : 5 - -

1 Q 1 0

1 1 0 0

1 1 1 0

Figura 3.23: Compuerta NOR de tres entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

En la figura se muestra el simbolo 1égico, la ecuacion logica, la tabla de verdad de
una compuerta NOR de tres entradas. La ecuacién légica puede leerse como () es igual a A
o B o C negado. Y su representacion eléctrica equivalente de una compuerta NOR de tres

entradas se muestra en la siguiente figura:

Clrcuite elécirico equlvalente
R A

Salida

Figura 3.24: Circuito légico NOR de tres entradas.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

En el circuito eléctrico, los interruptores A, B y C representan las entradas de la compuer-
ta y la lampara () su salida. La lampara @) sélo se enciende cuando todos los interruptores

estan abiertos y permanece apagada mientras cualquiera de ellos esté cerrado.


https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.
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3.1.11. Compuertas OR exclusivas o XOR

Una compuerta OR exclusiva o XOR es un dispositivo digital con dos lineas de entrada y
una linea de salida que entrega una salida alta cuando una de sus entradas es baja y la otra
alta y una salida baja cuando sus entradas son ambas bajas o ambas altas. Es decir, una
compuerta XOR informa, mediante un 1 en su salida, cuando las dos entradas tienen estados
l6gicos diferentes. Esta caracteristica permite que se utilice como verificador de desigualdad

en comparadores y otros circuitos aritméticos.

En la figura [3.25] se muestra el simbolo légico, la ecuacion logica y la tabla funcional de

una compuerta XOR. La ecuacion logica puede leerse como () es igual a A o B exclusiva.

Simbolo légico Tabla de verdad
Q
0 ¢ 0
B
0 1 1
Qz=A(®B 1 0 1
1 1 0
Ecuacion léglca

Figura 3.25: Compuerta OR exclusivo o XOR.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

3.1.12. Compuertas NOR exclusivas o XNOR

Una compuerta NOR exclusiva o XNOR opera en forma exactamente opuesta a una
compuerta XOR, entregando una salida baja cuando una de sus entradas es baja y la otra
alta, y una salida alta cuando sus entradas son ambas altas o ambas bajas. Es decir, una
compuerta XNOR indica, mediante un 1 légico en su salida, cuando las dos entradas tienen
el mismo estado, caracteristica que hace ideal su utilizaciéon como verificador de igualdad en

comparadores y otros circuitos aritméticos.

En la figura [3.26] se muestra el simbolo légico y la tabla funcional de una compuerta
XNOR. La ecuacion légica puede leerse como @ es igual a A o B exclusiva negada. Para
efectos préacticos, una compuerta XNOR es igual a una compuerta XOR seguida de un

Inversor.


https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.
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Simbolo l6gico Tablade verdad
Q
0 0
B 1
0 1 0
— 1 0 0
Q=A @ B ] ] ]
Ecuacién légica

Figura 3.26: Compuerta NOR exclusivo o XNOR.
Fuente: https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.

3.1.13. Operaciones booleanas

Sea X el conjunto de estados de un circuito 16gico. El cuaterno (X, +,,” ) forma un alge-

bra booleana, es decir, se satisfacen las siguientes operaciones booleanas para cualesquiera

A B,C en X:
1. A+A=1
2. A-A=0
3.0+A=A
4.1-A=A
5. 1+4A=1
6. 0-A=0
7. A+A=A
8. A-A=A

9. A+ B=B+ A, A-B = B- A; Conmutatividad

10 A+ B+C=(A+B)+C=A+(B+C(C),A-B-C=(A-B)-C=A-(B-C);

Asociatividad


https://www.academia.edu/16651436/1184_compuertas_logicas.
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11. A+ (B-C)=(A+B)(A+(C), A- (B+(C)=(A-B)+ (A-C); Distributivo

12. A+ (A-B)=A(1+B)=AA-(A+B)=(A-A)+ (A B) = A; Absorcién.

13. A+ B=A-B,A-B= A+ B; De Morgan

Estas operaciones nos sirven para simplificar expresiones logicas.

Ejercicio 3.1 Escribir la tabla de verdad y la expresion logica de los siguientes circuitos:

1.
A = 1
B
_|: .
Solucion:

Observando la figura se tienen las entradas A y B asi se hard uso de la figura y,
entonces en el circuito su salida sera A - B, luego, en la otra figura, se observa que sus
entradas son B y C por lo cual, aqui se hara uso de la figura y, entonces en el circuito
su salida serda A - B. Es asi que teniendo estés dos salidas las cuales son ahora las entradas
para el siguiente circuito, se tendran entonces las entradas A - B y A - B. Luego, haciendo
uso de la figura su salida serd Q = A- B+ A- B. Y se puede observar graficamente en

la siguiente figura:

A'B)+B.C

Figura 3.27: Solucion del circuito.
Fuente: Creacion propia en PowerPoint.
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Haciendo uso de las tablas en las figura v 3.7 se puede obtener la tabla corres-

pondiente al circuito logico, ya como se observa en la tabla.
Tabla 19

Tabla de verdad correspondiente al circuito logico.

A B C A-B B-C A-B+B-C

0O 0 O 0 1 1
0 0 1 0 1 1
0O 1 O 0 1 1
0 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1
1 0 1 0 1 1
1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 0 0
2.
: B
B .
C j
Solucién:

Observando la figura se tienen las entradas B y C' asi se hara uso de la figura y
entonces en el circuito su salida sera B + C', ahora para el siguiente circuito se hara uso de

la figura [3.3] y entonces su salida seré:

Q=A-(B+0).

Y se puede observar graficamente en la siguiente figura:
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A

>y

B+C

4 (B+()

Figura 3.28: Solucién del circuito.

Fuente: Creacion propia en PowerPoint.

Haciendo uso de las tablas de verdad en las figuras [3.7] se puede obtener la tabla

correspondiente al circuito logico, tal como se observa en la tabla.

Tabla 20

Tabla de verdad correspondiente al circuito l6gico.

A B C B+C A-(B+0O)
0O 0 O 0 0
0O 0 1 1 0
0O 1 0 1 0
0O 1 1 1 0
1 0 0 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 1 1
p—>

C —

B

126
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Solucion:

Observando la figura se tienen las entradas A, B, C'y D. Asi,

1. En la primer columna se tiene que:

a) Para la compuerta NOT se tiene la entrada D y se hace uso de la figura [3.11]

entonces en el circuito su salida es D.

b) Para la compuerta NOT se tiene la entrada C'y se hace uso de la figura [3.11}

entonces en el circuito su salida es C.

c¢) Para la compuerta AND se tienen las entradas B, C'y se hace uso de la figura

3.3] entonces en el circuito su salida es B - C.
2. Para la segunda columna se tiene que:

a) Para la compuerta NAND se tienen las entradas C, B - C' y se hace uso de la

figura |3.15, entonces en el circuito su salida es C - (B - C).

b) Para la compuerta NOR se tienen las entradas C, A y se hace uso de la figura

3.20 entonces en el circuito su salida es (C' + A).

c) Para la compuerta NAND se tiene la entrada B y se hace uso de la figura m,

entonces en el circuito su salida es B - B = B.
3. En la tercer columna se tiene que:

a) Para la compuerta NAND se tiene las entradas D, C, B - C'y se hace uso de la

figura |3.15] asf la salida del circuito serd D - (C - (B - C)).

b) para la compuerta NAND se tiene las entradas (C + A), B y se hace uso de la

figura [3.15] asi la salida del circuito sera (C'+ A) - B.

4. Para la cuarta y ultima columna se tiene que las entradas de la compuerta OR

son D-(C-(B-C))y (C+A)-B. Asi, haciendo uso de la figura su salida serd

D-(C-(B-C))+ (C+ A)- B. Se denotar4 la salida como:

S=D-(C-(B-C))+(C+A)-B.
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Se observa graficamente en la siguiente figura:

D
C

D“’E’

N, €
>

L

Py

—

O~

I
C-(B-C) |

) DD ¢

C+4

B

D~

(C+A)-B

Figura 3.29: Solucién del circuito.
Fuente: Creacion propia en PowerPoint.
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Haciendo uso de las tablas de verdad de AND, NOT, NAND, OR Y NOR se puede

construir la tabla de verdad correspondiente al circuito logico.

Tabla 21

Tabla correspondiente a los posibles valores de las entradas y sus correspondientes negaciones.

A B C D B C D
0O 0 0 0 1 1 1
0 0 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 0 1
0O 1 0 0 0 1 1
0 0 1 1 1 0 0
0 1 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 0 1
1 0 0 1 1 1 0
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1 1.0 0 0 1 1
1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0
1 1 1 0 0 0 1

11 1 1 0 0 O

En la siguiente tabla se puede observar la correspondiente tabla de verdad del circuito légico.

Tabla 22

Tabla del circuito logico.

B-c C-(B-C) C¥A D-C-(B-C) C+A-B S

0 1 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1
0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 1
0 1 1 1 1 1

]
—_
o o o o o o o o o
=}
—_
—_
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Ejemplo 3.1 Un avion del aeropuerto internacional de El Salvador emplea un sistema para
vigilar las rpm (revoluciones por minuto), presion y temperatura de motores usando censores

que operan como sigue:

1. Salida del sensor R =0 sélo cuando la velocidad es menor que 4800 rpm.
2. Salida del sensor de P = 0 sélo cuando la presion es menor que 220 psi.

3. Salida del sensor T = 0 solo cuando la temperatura es menor que 200F.

La siguiente figura muestra el circuito l6gico que controla la luz de advertencia de la cabina

)i

Luz de
advertencia

para ciertas combinaciones del motor.
Sensor de
presion
Sensor de
temperatura
Sensor de
RPM

Figura 3.30: Circuito légico que controla la luz de advertencia de la cabina
Fuente:
http://service.udes.edu.co/modulos/documentos/pedropatino/compuertas.pdf

o

Determinar que condiciones del motor advertirdan al piloto.

Solucion:

Primero se encuentra la ecuacion logica, haciendo uso de los circuitos logicos NOT, OR

y AND.
Sensor de P P (T T R)
presién | . %%
Sensor de

Luz de
- advertencia

T+R

temperatura |

Sensor de
RPM

Figura 3.31: Solucion del circuito 16gico que controla la luz de advertencia de la cabina
Fuente: Creacion propia en PowerPoint.

Como se observa en la figura, la salida es P- (T + R), y se denota por W = P- (T + R).


http://service.udes.edu.co/modulos/documentos/pedropatino/compuertas.pdf
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Tabla 23

Tabla de verdad correspondiente al circuito logico.

T P R T+R W

o 0o 1 1 0

1 1 1 1 1
1 0 O 1 0
1 0 1 1 0

11 0 1 1

Ahora, buscamos en la tabla aquellos valores cuya salida sea 1, pues cuando la salida es

1 es porque se encendera la luz de advertencia. Véase Fig. |3.32,

T|P|R T+R|W|
0(0 (1] 1 |0

0100 0 0 T=0P=1R=0
Lol 171 1 1]4—|_

0}11]0 0 0

(T[T T T [T T=1,P=1,R=0
1100 1 0

11011 1 0

(L1110 1 1

l<—|_
T=1,P=1,R=1

Figura 3.32: Valores de W donde su valor es 1.
Fuente: Creacién propia en PowerPoint.

Asi, las condiciones cuando el motor advertird al piloto se presentan en los siguientes

Casos:

Caso 1: Cuando las condiciones son: 7' = 0,P = 1y R = 0 se tiene que la luz de

advertencia se encendera dado que, T' < 200F', P > 220psi y R < 4800rpm.

Caso 2: Cuando las condiciones son: 7' =1, P = 1y R = 0 se tiene que la luz de

advertencia se encendera dado que, T' > 200F, P > 220pst y R < 4800rpm.
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Caso 3: Cuando las condiciones son: 7' = 1, P = 1 y R = 1 se tiene que la luz de

advertencia se encendera dado que, T'> 200F, P > 220pst y R > 4800rpm.

Ejemplo 3.2 Supongamos la siguiente situacion que deseamos resolver. Debemos identificar
las entradas y salidas del sistema para poder obtener un circuito logico que se ajuste a las

especificaciones marcadas.

Un sistema de aire acondicionado se puede poner en marcha mediante un interruptor (A)
manual. Se encenderd de forma automdtica, aunque el interruptor estd apagado, cuando un
termostato (B) detecte que la temperatura exterior pasa de 30C. Existe también un detector
(C) que desconecta el sistema, incluso estando el interruptor encendido, cuando la ventana

estd abierta.

Disenar el sistema electronico que permite el control del aire acondicionado.

Solucion:

Se necesita determinar primero los bloques de entrada y salida.

Entradas:

A: Interruptor manual. 0 = apagado, 1 = encendido.

B: Termostato. 0 si T' < 30C, 1 si T' > 30C.

C: Detector. 0 = ventanas cerradas, 1 = ventanas abiertas.

Salida:

S: Sera la puesta en marcha o el apagado del sistema de aire acondicionado.

Dado a que ya estan determinadas las entradas y la salida, obtenemos su correspondiente
tabla de verdad para encontrar los valores de la salida que satisfagan las condiciones dadas

para dicho sistema.
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Tabla 24

Tabla de verdad del proceso del sistema

A B C S
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
10 1 0
11 0 1
11 1 0

El sistema no funcionara (S = 0) cuando haya ventanas cerradas (C' = 1) o cuando el
interruptor esté apagado y tampoco haya temperatura alta en el exterior (Ay B = 0). El

resto de los casos la salida sera 1.

Asi, a continuacién se presentan las salidas que cumplen las condiciones especificadas, en

otras palabras nos da 1.

Al B|C| S
0[0]0]O
00110
(0T 11011)
0[1]1]0
(11010 11)
1L{0[1]0
(1 [ 1]0]1]
11110

Figura 3.33: Seleccion de los datos donde la salida es 1.
Fuente: Creacion propia en PowerPoint.
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Teniendo estos valores en la tabla de verdad, se puede obtener la funcién légica del
sistema, la cual se debe de simplificar.
S =ABC + ABC + ABC.

Podemos encontrar dos maneras diferentes de simplificar, ambas son correctas:

S =ABC + ABC + ABC S =ABC + ABC + ABC
= ABC + ABC + ABC = ABC + AC(B + B)
=BC(A+A)+ABC = ABC + AC
=BC+ ABC

Optamos por la expresién S = ABC + AC' y la implementamos mediante puertas légicas.

’ . . . s .
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Figura 3.34: Circuito légico que controla el aire acondicionado.
Fuente: Creacion propia en PowerPoint.

3.2. El cédigo genético y Z$

El codigo genético es el sistema bioquimico que permite establecer las reglas a través de
las cuales la secuencia de nucleétidos de un gen es transcrita en la secuencia de codones del
ARN mensajero (ARNm) y luego traducida en la secuencia de aminodcidos de la proteina

correspondiente. Se le llama cdédigo genético al conjunto de las relaciones existentes entre

codones y aminoacidos. Ver Figura |3.35
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Figura 3.35: Reglas a través de las cuales la secuencia de nucledtidos de un gen es transcrita
en la de codones del ARNm y traducida en la secuencia de aminoacidos de una proteina.
Fuente: https://images.app.goo.gl/FTb2V5Pc6DseHZ2f8

Nota: El conjunto de codones es una extension del alfabeto de cuatro letras de la molécula
de ADN. Estas letras son las moléculas basicas del ADN: Adenina (A), Guanina (G), Citosina
(C) y Timina (T).

Si cada nucleétido determinara un aminoacido, solamente podriamos codificar cuatro
aminodcidos diferentes ya que en el ADN solamente hay cuatro nucledtidos distintos (A, G,
T y C). Cifra muy inferior a los 20 aminoacidos distintos que existen. El cédigo genético
funciona de manera que cada cadena de ADN se lee de tres en tres nucledtidos, de manera

que cada grupo de tres nucleétidos determina un aminoacido.

Teniendo en cuenta que existen cuatro nucleétidos diferentes (A, G, T y C), el nimero
de grupos de tres nucleétidos distintos que se pueden obtener son variaciones con repeticién
de cuatro elementos (los cuatro nucleGtidos) tomando de tres en tres son: VRy3 = 4% =
4 x 4 x 4 = 64. Por consiguiente, existe un total de 64 tripletes diferentes, cifra mas que
suficiente para codificar los 20 aminoacidos distintos. Las bases nitrogenadas se parean en
la hélice del ADN de acuerdo a los puentes de hidrégeno: G con C (tres puentes) y A con T
(dos puentes). Ver Figura [3.36]


https://images.app.goo.gl/FTb2V5Pc6DseHZ2f8
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Figura 3.36: Base de nucle6tidos del ADN
Fuente: https://images.app.goo.gl/viMnxUGZXRoZzhc97

El ARN mensajero es el dcido ribonucleico que contiene la informacién genética (el cddigo
genético) procedente del ADN del nicleo celular a un ribosoma en el citoplasma, es decir, el
que determina el orden en que se uniran los aminodacidos y actia como plantilla o patrén para
la sintesis de proteinas, ver Figura[3.35 Similarmente al caso del ADN, las moléculas basicas
del ARNm son representadas por las letras A,G,C y U, correspondientes a la Adenina, la
Guanina, la Citosina y el Uracilo respectivamente, (se sabe que en el ARNm la Timina es

sustituida por el Uracilo). En la Figura se presenta las diferencias entre ADN y ARN.

Cltasina . Cltosina .
Rk, ~Bases Rk
. nitrogenadas
N o ; o
Guanina . Guanina .
o
N iH
.. -
ol N
i Par de bazes H
Adenina Adenina
" [al ey B
N :3 "
58 £358
H A
Uracilo . Tirmina .
o
]
" L
,L Colurmnas de e
[ azticar-fosfato a °
Bases Bases
del ARMN del ADMN
ARN ADN
Acide ribunociéico Acido desoxirrbonucieico

Figura 3.37: ARN mensajero vs. ADN
Fuente: https://images.app.goo.gl/wMV5Sp12y2GNwMSTA


https://images.app.goo.gl/viMnxUGZXRoZzhc97
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En el transcurso de la historia han existido varios intentos para introducir caracteriza-
ciones formales (incluso algebraicas) del codigo genético, recientemente se ha podido ilustrar
una representacion de ARNm en términos del dlgebra booleana y Z$, dicha caracterizacién
involucra la representacion binaria de las cuatro bases nitrogenadas del ARNm y un orden

sugerido para ellas.

Sea X = {U,C,G, A},el conjunto de las cuatro bases del ARNm (4cido ribonucleico
mensajero). Dotaremos al conjunto X de un orden y una estructura booleana de la siguiente
manera;

1. Se parte de que cualquier reticulo booleano (B(X),V, A), construido a partir del con-
junto X, definiendo para dos elementos o, € X, a < fsiysflosia’ V3 =10
equivalentemente, a A f' = 0, donde 1 es el elemento maximo del reticulo booleano y
el 0 el elemento minimo. Ademsds, si a < 0o a > (3 se dice que los elementos a y § son
comparables. Dos elementos a, 8 € X. se dicen complementarios siy sélosi aV =1
yaAp=0.

2. Es conocido también que en cualquier reticulo booleano con cuatro elementos todos
los elementos son comparables excepto dos de ellos, que son complementarios.

3. El reticulo booleano de las cuatro bases nitrogenadas X = {U,C, G, A} se construye
asumiendo que las bases complementarias en el reticulo son también complementarias
(apareadas) en la molécula del ADN. Este reticulo de cuatro bases debe tener un

maximo, un minimo y dos elementos no comparables.

Sea X = {U,C,G, A} el conjunto de las cuatro bases nitrogenadas, a partir de este

conjunto construiremos un reticulo booleano mediante las siguientes observaciones.

a) Ambos codones, GGG y CCC tienen el mismo nimero méximo de puentes de hidrégeno.
Esta propiedad debe estar reflejada en el reticulo de manera que GGG sea complemen-
tario a CCC. Ademas, ambos codifican para cadenas de aminoacidos pequenas con poca
diferencia en la polaridad: Glicina y prolina. Esta propiedad de similaridad determina

que estos elementos son comparables.
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b) UUU y AAA tienen el mismo nimero minimo de puentes de hidrégeno entre ellos, y
por tanto, el elemento complementario de UUU en el reticulo es AAA. Pero estas triple-
tas codifican respectivamente para cadenas de aminoacidos con polaridades opuestas
extremas (Leucina y Lisina). Consecuentemente esta propiedad opuesta determina que

estos elementos no son comparables.

Asi, existen solamente dos posibilidades para el reticulo de las cuatro bases nitrogenadas.
Del literal a) resulta que el minimo elemento es G y maximo C o al contrario el minimo
es C y el maximo es G, y de b) resulta que U y A no son comparables, y en particular no
pueden ser minimo o maximo si queremos tal significado biolégico. Con estas observaciones
surgen dos reticulos para las bases nitrogenadas llamados convencionalmente reticulo primal,
B(X)={G,A,U,C} conel orden G < A< U < C,y el reticulo dual, B(X) = {C,U, A, G}
con el orden C' < U < A < (. Trabajaremos con el reticulo primal. Es importante destacar,

que el significado bioldgico de los reticulos primal y dual es el mismo.

Dado que B(X) es un reticulo complementado y distributivo, entonces B(X) es un élgebra
booleana. Desde un punto de vista algebraico el dlgebra booleana (B(X), V, A) es isomorfa a
Z3. Esto resulta del hecho de que todo par de reticulo booleanos con la misma cardinalidad
son isomorfos. Por lo tanto, es posible establecer un isomorfismo booleano ¢ : B(X) — Z3

dado por: ¢
sirx =G,

sixz="U,

)

0,1) siz=A,
)
)

six=C.

Partiremos del conjunto de las cuatro bases nitrogenadas del ARNm para llegar al conjunto
de los 64 codones del codigo genético. La idea es obtener un reticulo booleano para los codones
del cédigo genético, recordemos que los codones son tripletas formadas por los elementos de
X, con X = {U,C,G, A} y cada codén codifica al menos un aminoécido, este reticulo es

inducido por el reticulo de las cuatro bases nitrogenadas del ARNm, B(X).
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Sea C(X) = {GGG,...,CCCY. El reticulo de los codones del cédigo genético, con el

orden GGG <, ..., < CCC, ademés, 1 := CCC y 0 := GGG. Al igual que B(X), C(X) es
un algebra booleana ya que es un reticulo complementado y distributivo. En la figura |3.38

se muestra los 64 codones del ARNm.
Segunda Letra
U C A G

UUU  Phe | UCU Ser | UAU Tyr | UGU Cys

UUC Phe | UCC Ser | UAC Tyr | UGC  Cys
U UUA Leu | UCA  Ser stop Y stop
UUG Leu | UCG  Ser E STOP| UGG Try
CUU Leu | CCU Pro | CAU His | CGU Arg
C CUC Leu | CCC Pro | CAC His | CGC  Arg
CUA Leu | CCA Pro CAA Gln CGA  Arg
CUG Leu | CCG Pro | CAG Gh | CGG Arg
AUU  I1so | ACU Thr | AAU Asn | AGU  Ser
A AUC I1so | ACC Thr | AAC Asn | AGC  Ser

AUA Iso ACA Thr AAA Lys AGA Arg
AGGY Met  ACG  Thr | AAG Lys | AGG  Arg
GUU Val | GCU Ala | GAU Asp | GGU  Gly
G GUC Val | GEC Ala | GAC Asp | GGC Gy

GUA Val | GCA Ala | GAA Gl | GGA Gy
GUG Val | GCG Ala | GAG Glu | GGG Gy

Primera Letra
B} eJ92Ig)

Q@ P OCoe > OCcCe PP oOocer o6c

ERIOINN
nevabaiogR Ccom

$

Figura 3.38: Tripletas o codones del ARNm.
Fuente: https://images.app.goo.gl/ki6oAbQkMKahGkZu7

Sea C'(X) el dlgebra booleana inducida para los codones, es decir, el dlgebra inducida para
los codones a partir de B(X). Usando el hecho de que el producto cartesiano finito de dlgebras
booleanas es un dlgebra booleana, se obtiene que C(X) es isomorfa a B(X) x B(X) x B(X).
Pero, ya que B(X) = Z2, se obtiene que:

C(X) = B(X) x B(X) x B(X) > 75 x 73 x Z3 2 75.

Para definir un isomorfismo booleano ¥ : C'(X) — ZS. podemos partir del isomorfismo
¢ : B(X) — Z2 anteriormente definido, procediendo de la forma siguiente: a cada codén W
le asigna una 6-tupla correspondiente a un elemento de Z3, la cual se compone precisamente

de las imagenes de ¢ en cada una de las componente del codon.
Asi que, por ejemplo:

GUC VvV CAG = CCC —s (0,0,1,0,1,1) v (1,1,0,1,0,0) = (1,1,1,1,1,1),


https://images.app.goo.gl/ki6oAbQkMKahGkZu7
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GUC ACAG = GGG — (0,0,1,0,1,1) A (1,1,0,1,0,0) = (0,0,0,0,0,0),

~ (GUC) = CAG ~—~(0,0,1,0,1,1) = (1,1,0,1,0,0).
Asi, U se define para cada codén de C(X) como se ilustra en la figura [3.39]

Sea ¥ : C(X) — Z$§. dada por:

S
- "
/- "
PP CoC AT T -
I cac SRR (0,0,0,1,00) 4
x>

é B GAU TR (00.,0,1,1,0) 2

DUCAC R (0.0.0,1,1,1)
- "
-

p AGC g S (0.10.0.1.1) 4
N e
BN UG S
P CUG S ——

o« "

Figura 3.39: Los 16 codones del ARNm asociados a la Guanina (G) y sus correspondientes
imégenes por V.

Fuente: Quintana, Y., & Hernandez, S. Estructuras booleanas y el codigo genético:
algunos comentarios.

De igual manera se define para las tres bases restante. El isomorfismo ¥ : C'(X) — ZS.
permite realizar operaciones logicas entre nucledtidos y codones, término a término, estas
operaciones son precisamente permutaciones de los elementos de Z$. Cada permutacion de
7Z§. representa una mutacién en el cédigo genético. De esta conclusién surgen las siguientes
preguntas. jAcaso cada permutacién implica un cambio en el orden en que se unirdn los
aminoacidos para sintetizar una proteina determinada?, jes posible que cada permutacién
de Z$ altere el correcto plegamiento de las proteinas? Estds preguntas son inquietudes que

nos han surgido en el desarrollo de esta aplicacion.
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