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Duality with

expanding maps and shrinking maps, and

its applications to Gauss maps

古川勝久 (早大理工)

1 Introduction

任意標数の代数閉体上の射影多様体 X ⊂PN に対して,ガウス写像 γを

γ : X 99KG(dim X ,PN ) : x 7→Tx X

により定義する. ただし, Tx X は非特異点 x ∈ X に対する PN 内の埋込み接空間を表す. ま

た,一般に有理写像 f : X 99K Y が分離的であるとは, K (X )/K ( f (X ))が分離的であること

を言う. 本稿では,主にガウス写像 γが分離的である場合について考察し「分離的ガウス

写像のファイバー線型性」などの結果について解説する. なお,本稿で解説する結果は論

文 [Fur12b]にて得られたものであり,議論のさらなる詳細などについてはそれを参照され

たい.

はじめに,標数零においては射影多様体の再帰性とよばれるところの,「すべての射影多

様体 X に対し等号 X ∗∗ = X が成立する」という性質が γを調べる上で有用である (任意標

数では C (X ) =C (X ∗)が成立するとき再帰的であると定義する;詳細は §4にて補足する).

一方で正標数においては,たとえ X のガウス写像が分離的であっても, X の再帰性は成立

しない例が存在する (楫 [Ka03a]・深澤 [Fuk06b]の各氏による, Kleiman-Pieneの問題の否

定的解決として知られている).そこで,本研究では再帰性にかわるものとして,任意標数で

の γの調査のために, expanding mapおよび shrinking mapという写像に着目した (詳細は

§2で後述).これらの写像を用いて得られた主結果 (定理 7)から導かれる事のひとつが以下

の定理である:

定理 1 ([Fur12b, Thm. 1.1]). 射影多様体 X ⊂PN のガウス写像 γが分離的であるとする.こ

のとき γの一般ファイバー (の閉包)は PN 内の線型多様体となる (特に連結となる).
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さて, X ⊂PN を線型多様体ではないとする.この時, X が非特異ならば γは有限射となる

事が知られている (Zak [Z, I, 2.8. Cor.]).この事実と定理 1とをあわせると以下の系を得る:

系 2 ([Fur12b, Cor. 3.7]). 射影多様体 X が非特異ならば,分離的ガウス写像 γは双有理と

なる.

幾何学的には,この γの双有理性は「一般の埋込み接空間は唯一の点でのみ X と接する」

ことを意味している.

標数零においては,上述の「ガウス写像の一般ファイバーの線型性」は古典的に知られ

た結果であり (Griffiths-Harris [GH, (2.10)], Zak [Z, I, 2.3. Thm.]),特に, Kleiman-Pieneの

両氏により再帰性をもちいた証明があたえられていた ([KP91, pp. 108–109]). また一方で,

正標数においては, γが非分離的な場合にその一般ファイバーが線型とならない例が存在

する (楫 [Ka86] [Ka89], Rathmann [R87],野間 [N01],深澤 [Fuk05] [Fuk06a]の各氏による).

このことから,「分離的ガウス写像に対して一般ファイバーの線型性は成立するか？」と

いう問題が提起された ([Ka03b]など). 定理 1によりこの問題は肯定的に解かれたことと

なる.

以下では, §2にて expanding map・shrinking mapの定義を紹介し,それらを用いて得

られる主結果について解説する. つぎに, §3にて,定理 1の内容にあたる主結果の一部につ

いて証明を見てゆく.

2 Expanding maps and shrinking maps

2.1 定義

ここでは表題の有理写像の定義を与えてゆく. なお, shrinking mapは,もともと標数零

での「Gauss imageの特徴づけ」を行うために, Landsbergと Piontkowskiとの各氏によ

り独立に導入されたものであった ([IL, p. 93]の記述によると 1996年頃のこととなる; [FP,

2.4.7]についても参照). さらに本研究では, expanding mapとして shrinking mapの双対

にあたるものを定義した.これは後でみる様にガウス写像の一般化となるものである.

定義 3. グラスマン多様体の部分多様体X ⊂ G(m,PN )に対し, expanding map γ : X 99K
G(m+,PN )が以下の様に定義される (m,m+はm É m+を満す整数である).

はじめに, G(m,PN ) に対し QG(m,PN ) および SG(m,PN ) により, その上の階数 m + 1 の

universal quotient bundleと階数 N −m の universal subbundleとを表す (ここで, 0 →
SG(m,PN ) → H 0(PN ,O (1))⊗OG(m,PN ) →QG(m,PN ) → 0なる完全列が成立する). また, QX :=
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QG(m,PN )|X によりX 上の universal quotient bundleを表わすことにする (以下, SX など

も同様に定義する).さて,層の準同型写像 ϕを合成写像

ϕ : SX sm →H om(H om(SX sm ,QX sm ),QX sm ) →H om(TX sm ,QX sm )

により定める. ただし, 一番目の写像は QX ⊗Q∨
X

→ O の双対から, 二番目の写像は

TX sm ,→ TG(m,PN )|X sm = H om(SX sm ,QX sm ) から導かれたものである. さて, 整数 m+

(m É m+ É N )を,一般点 x ∈X に対し

dim(kerϕ⊗k(x)) = N −m+

を満たすものとして取る.すると,ある開集合X ◦ ⊂X が取れて, kerϕ|X ◦は階数N−m+の

H 0(PN ,O (1))⊗OX ◦ ' H 0(P̂N ,O (1))∨⊗OX ◦の subbundleとなる (ここで P̂N :=G(N−1,PN )

は双対射影空間を表す).これにより,グラスマン多様体の普遍性から,

γ= γX /G(m,PN ) : X ◦ →G(m+,PN )

なる射を得られ,これを X の expanding mapと呼ぶこととする.

注 4. X ⊂ PN = G(0,PN ) に対して, expanding map γ = γX /PN は ガウス写像

X 99K G(dim(X ),PN )に一致する. と言うのも,上の定義の設定のもとで, SPN =Ω1
PN (1)か

つQPN = OPN (1)であり,故に ϕは自然な準同型写像 Ω1
PN (1)|X →Ω1

X (1)に一致する. この

ことから等号 kerϕ= N∨
X /PN (1)を得る.

定義 5. 部分多様体 Y ⊂G(M ,PN )に対し shrinking map σ : Y 99KG(M−,PN )が以下の様

に定義される (M , M−はM Ê M−なる整数である).

層の準同型写像Φを合成写像

Φ : Q∨
Y sm →H om(H om(Q∨

Y sm ,S ∨
Y sm ),S ∨

Y sm ) →H om(TY sm ,S ∨
Y sm )

として定める. ただし二番目の写像は TY sm ,→ TG(M ,PN )|Y sm =H om(Q∨
Y sm ,S ∨

Y sm )により

導かれるものである.ここで整数M− (−1 É M− É M)を,一般点 y ∈Y に対し

dim(kerΦ⊗k(y)) = M−+1

を満たすものとして取る. すると,ある開集合 Y ◦ ⊂ Y に対し, kerΦ|Y ◦ は階数 M−+1の

H 0(PN ,O (1))∨⊗OY ◦ の subbundleとなり,

σ=σY /G(M ,PN ) : Y ◦ →G(M−,PN )

なる射を誘導する.これが shrinking mapと呼ばれるものとなる.
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注 6. X ⊂G(m,PN )に対して,同一視 G(m,PN ) 'G(N −m −1, P̂N )の下で対応する多様体

を X̄ ⊂G(N −m −1, P̂N )により表す.この時, γX /G(m,PN )は shrinking map

σX̄ /G(N−m−1,P̂N ) : X̄ 99KG(N −m+−1, P̂N )

と G(m+,PN ) 'G(N −m+−1, P̂N )の下で同一視することができる.同様にして, σY /G(M ,PN )

を expanding map γ
Ȳ /G(N−M−1,P̂N )と同一視することができる.

2.2 主結果

部分多様体 Y ⊂ G(M ,PN )に対し, shrinking map σ : Y 99K G(m0,PN )を取る. 定義 5の

様に, M ,m0 は M Ê m0 なる整数である (m0 := M− とおく). また, X0 により σ(Y ) ⊂
G(m0,PN ) の閉包を表し, UX0 ⊂ X0 ×PN により X0 上の universal family を表す. また,

π0 : UX0 →PN をその射影とする.さて

σ∗UX0 ⊂Y ×PN

をUX0 の σの下での引戻しの閉包として定め, σ∗π0 : σ∗UX0 → PN によりその射影を表

す.ここまでの σや σ∗π0やの構成はY のみに依存することを注意しておく.

つぎに X ⊂PN に対し

Γ(X ) := { (Tx X , x) ∈G(M ,PN )×PN | x ∈ X sm }

により埋込み接空間とその接点の incidence varietyを表わすこととする.

定理 7 ([Fur12b, Thm. 3.1]). 整数 N , M (0 < M < N )について, M 次元射影多様体 X ⊂ PN

と,閉部分多様体 Y ⊂G(M ,PN )とを取る. また σなどを上の様に決める. このとき以下の

三条件は同値となる:

(a) ガウス写像 γ= γX : X 99KG(M ,PN )は分離的で,その像 (の閉包)はY に一致する.

(b) G(M ,PN )×PN 内にて Γ(X ) =σ∗UX0 が成立する.

(c) σ∗π0 : σ∗UX0 → PN は分離的かつ generically finiteで,その像は X に一致する (特

に,像の次元がM となる).

系 8. 条件 (a-c)のいづれかが成立するとする.この時m0 = M −dim(Y )が成立し,また,つ
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ぎの図式が可換となる:

UX0

π0 //

��

X

γX

���
�
�

X0 γX0

//___ Y .

ここで γX0 はX0の expanding mapであり,実のところ双有理で shrinking map σの逆写

像となる.また,一般点 y ∈Y に対し, σ(y) ∈X0はファイバー γ−1
X (y) ⊂PN の閉包で得られ

る線型多様体に対応する.

注 9. 定理 7における “(a) ⇒ (b)”の部分は,定理 1で述べたところの「分離的ガウス写像の

一般ファイバー線型性」の成立を導く.また “(c) ⇒ (a)”の部分は Landsbergと Piontkowski

との各氏による「Gauss imageの特徴づけ」の任意標数での一般となるもので「グラスマ

ン多様体の部分多様体が分離的ガウス写像の像であるための同値条件」を与えている.

注 10. 実際の証明では “(a) ⇒ (b)”および “(c) ⇒ (a)”は一つ枠組みのなかで議論をすすめ

ることができる. と言うのも,注 6でみた様に, “(c) ⇒ (a)”の中で σと γとの役割をいれか

えると,似た形の状況の下である程度まで話ができるためである.

本稿では, “(a) ⇒ (b)”の部分を示し定理 1を得る部分について見てゆく. そのために次

節にて,ガウス写像 γと shrinking map σの合成 σ◦γについて調査してゆく. (上の注にの

べた様に “(c) ⇒ (a)”まで示すことを考える場合には, γを expanding mapとして議論した

方が効率がよい. 本稿では定理 7全体の証明はしないので, γをガウス写像とした場合のみ

考える.)

3 Gauss maps and shrinking maps

本節では, M 次元射影多様体 X ⊂ PN を取り,そのガウス写像を γ : X sm → G(M ,PN )と

置く.ここでは Y ⊂G(M ,PN )を γ(X )の閉包として定める.このY について定義 5の層の
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射Φを考える.さて, Φを γで引き戻すことにすると,つぎの図式を得られる:

γ∗Q∨ //

Ψ
00

γ∗Φ

++
H om(H om(γ∗Q∨,γ∗S ∨),γ∗S ∨) //

−◦dγ ++WWWWWWWWWWWWWWWWWWW
H om(γ∗TY sm ,γ∗S ∨)

��
H om(TX sm ,γ∗S ∨).

(1)

ここで, Q = QG(M ,PN ), S = SG(M ,PN ) の様に置いた. また, Ψ を合成写像 Ψ : γ∗Q∨ γ∗Φ−−−→
H om(γ∗T,γ∗S ∨) → H om(TX sm ,γ∗S ∨) により定義し, ついで dγ を次の様な tangent

bundle間の射として定義した:

dγ : TX sm → γ∗TG(M ,PN ) 'H om(γ∗Q∨,γ∗S ∨).

注 11. ガウス写像 γが分離的であるとすると,ある開集合 X ◦が取れて次が成立する:

kerγ∗Φ|X ◦ = kerΨ|X ◦ .

というのもこの時, 一般点 x ∈ X にて (1)における縦の矢印 Hom(Tγ(x)Y ,S ∨⊗γ(x)) →
H om(Tx X ,S ∨⊗γ(x))は単射的となるからである.

つぎに OX (1) :=OPN (1)|X とおくと,縦横について完全な,次の可換図式が得られる:

0

��

0

��
OX (−1)

��

OX (−1)

��
0 // γ∗Q∨ //

ξ

��

H 0(PN ,O (1))∨⊗OX
//

��

γ∗S ∨ // 0

0 // TX sm (−1) //

��

TPN (−1)|X //

��

γ∗S ∨ // 0

0 0.

(2)

(なお, γ∗S ∨(1)はNX /Pn に一致し,また γ∗Qは一次のOX (1)の principal parts P 1
X (OX (1))

に一致する.) ここで ξを (2)の最初の縦の部分にあらわれる層の射とする. さすれば,次の
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合成射 dγ(−1)◦ξを得る:

dγ(−1)◦ξ : γ∗Q∨ ξ−→ TX sm (−1)
dγ(−1)−−−−−→ γ∗TG(r,Pn )(−1)|X .

注 12. 点 x ∈ X について, (2)の二番目の横の成分 γ∗Q∨⊗k(x) ⊂ H 0(PN ,O (1))∨ は包含関

係 Tx X ⊂PN に対応する.また (2)の最初の縦の成分により, ker(ξ)⊗k(x) ⊂ γ∗Q∨⊗k(x)は

一次元のベクトル空間となり,さらにその射影化は x ∈Tx X に対応することとなる.

以上の設定のもとΨと dγ(−1)◦ξとの間の同一視を得ることができる.より正確には:

定理 13. ある開集合 X ◦ ⊂ X について次が成立する:

kerΨ|X ◦ = kerdγ(−1)◦ξ|X ◦ .

特に,右側の X ◦×PN 内での射影化は対角線集合 ∆X ◦ := { (x, x) ∈ X ◦×PN | x ∈ X ◦ }を含ん

でいる.

注 14. (Z 0 : Z 1 : · · · : Z N )を PN の斉次座標とする. このとき標準的開集合 G◦ ⊂ G(M ,PN )

を PN のM 次元線型部分空間で (N −M −1)次元線型部分空間 (Z 0 = ·· · = Z M = 0)と交わ

らないもの全体とおく. なお, Z0, . . . , ZN によって Z 0, . . . , Z N の双対基底をあらわすことと

する.以下,表記をさだめるために,以下の様に G◦の記述を与えてゆく.

Q|G◦ およびS ∨|G◦ は G◦上では自由層となる.ここで, q i は H 0(PN ,O (1))⊗O →Qのも

とでの Z i の像とし, s j は H 0(PN ,O (1))∨⊗O →S ∨のもとでの Z j の像とし,さらに,ふた

つのベクトル空間を以下で定める:

Q :=
M⊕

i=0
K ·q i and S∨ :=

N⊕
j=M+1

K · s j .

このときに, Q|G◦ =Q ⊗OG◦ およびS |G◦ = S∨⊗OG◦ なる等式を得られる.

さて,ここで以下の標準的同型を得る:

G◦ ' Hom(Q∨,S∨) : y 7→ ∑
0ÉiÉM ,M+1É jÉN

a j
i ·q i ⊗ s j , (3)

ここでM 次元線型部分空間 y ∈ G(M ,PN )はつぎの (M +1)× (N +1)行列の横ベクトルで

張られるものとなっている:
1 0 · · · 0 aM+1

0 · · · aN
0

0 1 · · · 0 aM+1
1 · · · aN

1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1 aM+1

M · · · aN
M

 .
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定理 13 の証明. 一般点 xo ∈ X をとり,次の等式を示せば充分である:

kerΨ⊗k(xo) = ker(dγ(−1)◦ξ)⊗k(xo). (4)

以下では二段階にわけて考える.はじめに標準的方法にて γ(x) ∈G(M ,PN )の記述を与える

(cf. [FK07, Proof of Proposition]).次にそれを用いてΨをも記述し,さらにΨと dγ(−1)◦ξ
とが同一視されることを見る.

段階 1. PN の座標 (Z 0 : Z 1 : · · · : Z N )の変換によって,

xo = (1 : 0 : · · · : 0), Txo X = (Z M+1 = ·· · = Z N = 0)

となる様にする. さらに元々の埋込み X ,→ PN が xo のまわりで以下の様にパラメーター

づけされていると要請できる:

(1 : z1 : · · · : zM : f M+1 : · · · : f N ). (5)

ここで z1, . . . , zM は正則局所環 OX ,x の system of regular parametersであり, f M+1, . . . , f N

は正則関数である. (5)を横ベクトルとみて v と記す.このとき次の行列を得る:
v

vz1

...
vzM

=


1 z1 · · · zM f M+1 · · · f N

0 1 · · · 0 f M+1
z1 · · · f N

z1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1 f M+1

zM · · · f N
zM

 ,

ここで f j
ze := ∂ f j /∂ze のように置いた. さて xo に充分近い点 x ∈ X について,埋込み接空

間 Tx X は点 v(x), vz1 (x), . . . , vzM (x) ∈PN により張られている事になる. v から
∑

ze · vze を

引き算して次の行列を得る:
1 0 · · · 0 f M+1 −∑

e ze f M+1
ze · · · f N −∑

e ze f N
ze

0 1 · · · 0 f M+1
z1 · · · f N

z1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1 f M+1

zM · · · f N
zM

 . (6)

これらの横ベクトルは,なおも Tx X を張ることとなる.

注 14の様に G◦を置く.すると (3)と (6)とにより, xo に近い点 x ∈ X について, γ(x) ∈G◦

は以下で表示されると考えられる:∑
M+1É jÉN

(
( f j − ∑

1ÉeÉM
ze f j

ze )(x) ·q0 ⊗ s j +
∑

1ÉiÉM
f j

zi (x) ·q i ⊗ s j

)
. (7)
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段階 2. Q をQ⊗k(γ(xo))により,また S を S ⊗k(γ(xo))により同一視する. 線型写像

Ψxo : Q∨ → Hom(Txo X ,S∨)は,図式 (1)を用いて以下の手順により表現が与えられる.まづ

xo = (1 : 0 : · · · : 0)であることと ( f j −∑
ze f j

ze )zν =∑
e ze f j

ze ,zν であることにより, (7)を用い

て,線型写像 dxoγ : Txo X → Tγ(xo )G' Hom(Q∨,S∨)が以下で与えられるとわかる:

∂

∂ze 7→ ∑
1ÉiÉM ,M+1É jÉN

f j

zi ,ze (xo) ·q i ⊗ s j . (8)

よってHom(Hom(Q∨,S∨),S∨) → Hom(Txo X ,S∨)は次で与えられる:

q0 ⊗ s j ⊗ sν 7→ 0, qi ⊗ s j ⊗ sν 7→
∑

1ÉeÉM
f j

zi ,ze (xo) ·d ze ⊗ sν (1 É i É M).

いま Q∨ → Hom(Hom(Q∨,S∨),S∨)は qi 7→ qi ⊗ (
∑

j s j ⊗ s j )により定まるものであったか

ら,目的の線型写像Ψxo : Q∨ → Hom(Txo X ,S∨)は以下で与えられるとわかる:

q0 7→ 0, qi 7→
∑

1ÉeÉM ,M+1É jÉN
f j

zi ,ze (xo) ·d ze ⊗ s j (1 É i É M). (9)

さて ξxo : Q∨ → Txo X は ξxo (q0) = 0および ξxo (qe ) = ∂/∂ze (1 É e É M),により与えられ

るので線型写像 dxoγ◦ξxo と Ψxo とは (8)および (9)により同一視できる. 特にそれらの

kernelは一致することとなり等式 (4)の成立を得られる.

また,注 12により,一般点 x ∈ X について kerdxγ◦ξx を PN 内に射影化したものは x を

含むこととなる. よって X ◦×PN の部分多様体となる kerdγ(−1)◦ξ|X ◦ の射影化は対角線

集合 ∆X ◦ を含む.

定理 7 の (a) ⇒ (b) の証明. 部分多様体 Y ⊂ G(M ,PN )を γ(X )の閉包として得られるも

のと置き, σ : Y 99KX0 ⊂G(m0,PN )によりその shrinking mapを表す.ここで,ある開集合

X ◦ ⊂ X について, γ∗σ∗UX0 |X ◦ が ker(γ∗Φ)|X ◦ の射影化で得られることに注意する.さて, γ

が分離的なので,注 11に述べた様に kerγ∗Φ|X ◦ = kerΨ|X ◦ となる.さらに定理 13によれば

kerγ∗Φ|X ◦ = ker(dγ(−1)◦ξ)|X ◦

が成立することとなる.ここで,ふたたび分離性から右側の bundleの階数はM −dimY +1

になると分かる. よって, 等式 m0 = M −dimY を得られる. さらに, 定理 13 の後半に

述べたことから, γ∗σ∗UX0 |X ◦ は対角線集合 ∆X ◦ を含むこととなる. これは等式 Γ(X ) =
σ∗UX0 を導く. というのも,まづ包含関係 Γ(X ) ⊂ σ∗UX0 が成立し,ついで,右辺の次元が

dimY +m0 = M の様に計算されるからである.
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上述した (a) ⇒ (b)の成立により,分離的ガウス写像の一般ファイバーの線型性が証明さ

れる:

定理 1 の証明. σ∗UX0 → Y の一般ファイバー Fy (y ∈ Y )に対し,その像 σ∗π0(Fy )はm0

次元の線型多様体 σ(y) ⊂PN に一致する.ここで γが分離的なら, (b)により Γ(X ) =σ∗UX0

を得て,以下の図式が可換となる:

Γ(X )

��

σ∗UX0

��

σ∗π0

zzvvvvvvvvv

X γ
//____ Y .

故に, σ∗π0は双有理であって,一般点 y ∈Y に対し γ−1(y) = X sm ∩σ(y)を得る.

4 補足

分離性 有理写像 f : X 99K Y が分離的 (separable)であるとは体の拡大 K (X )/K ( f (X ))が

分離的に生成されていることを言う. これは, Zariski 接空間のあいだの線型写像 dx f :

Tx X → T f (x) f (X )が一般点 x ∈ X で全射であることと同値である. 有理写像 f が分離的で

ないとき, f は非分離的 (inseparable)であると言う.正標数においては,ガウス写像は非分

離的となりえる (Wallace [W56]).

ところで,ガウス写像 γが分離的であるか,あるいは非分離的であるか,ということは X

のもつ幾何学的性質に大きく影響すると考えられる. 非分離的な γの研究としては, §1で

述べた非線形なファイバーの研究に,また,別の視点のものとして階数零のガウス写像の研

究 [FK10], [FFK], [Fur12a]などがある.

再帰性 射影多様体 X ⊂ PN に対して P̂N により PN の超平面全体の集合 G(N −1, N )をあ

らわす.ここで以下を定義する:

C (X ) := { (x, H) ∈ X sm × P̂N |Tx X ⊂ H } (conormal variety),

τ : C (X ) → P̂N (conormal map),

X ∗ := τ(C (X )) ⊂ P̂N (X の双対射影多様体).

ここで, X が再帰的 (reflexive)であるとは, P×P̂N ' P̂̂×P̂N の同一視のもとでC (X ) =C (X ∗)

となることで定義する.特に, X が再帰的であれば X ∗∗ = X が成立することもわかる.また,

次のことが知られている:「X が再帰的であることと, τが分離的であることとは同値であ
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る」(Monge-Segre-Wallace criterion). 故に,標数零であれば全ての射影多様体は再帰的で

ある.
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