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PREFΛCE

　　　　　Threshold　Logic　is　the　branch　of　Switching Theory　that

deal3　with　the　use　of　threshold　elements　as　the　fundamental

building blocks　for　the　synthesis　of digital　machines.

Digital　systems　such as　ｅ１･ectronic　digital　computers,　digital

c omtnunication　systems,　and　digi･tal　control　systems　ordinarily

contain　ne tworks　whose　input　and　output　variables　have　onJy

two　distinct　values, namely binary‘rvaltied.　The　analysis

and　synthesis　of　such digital　networks　are　the　main ｍａ七erial

of　Switching Theory。

　　　　　Ａ　threshold　element　is　ａ　device　with ａ　single　binary-

valued　output and a　number　of binary-valued　inputs.　The

output　value　of　the　device　is　solely　dependent　on w he t he r

or　not　the weightedﾄinputs　sum　exceeds　ａ　real number,　called
　　　　　　　　　　　ｌ

threshold.　This　mathematical　model　is　applicable　to　certain

areas　such as　Decision Theory and　Adaptive　Control,　Physi-

cally, parametrons,　magnetic　cores・　and　Esakl　diodes　based

on　the　threshold　principle　have　been　used　for　digital　networks。

　　　　　Recently, considerable　attentions　have　been　given　on

the　threshold　logic　because　of ･its　loGically powerful　abil-

ity　compared with　the　conventional　logic　gates　3UCh as　AND,

０Ｒタ　NAND, or NOR　gates.　Therefore　ａ　given　switching　function

can　generally be　implemented　i>rith　fewer　七hreshold　elements

by　using犬this　gates　properly.　　since　new　Industrial　tech-
　　　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　●　　　　-･．

nl q ue s　can　now mechanize　reliable, Ineχpensive　and minute
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Ｉ
Ｉ

threshold　elements, it　promises　that　this　logic　will　be　used

more　and　more　for　digital　systems　in　future.

　　　　　０ｎaccount　of its　increased　logical　complexity, however,

the　developments　of ａ　new　switching　theory about　threshold

gates　are　ｓ･trongly　required in　order　to　use　this　gates　eff-

iciently･

　　　　　This　thesis　deals　withThreshold　Logic　mostly　through

the　linear algebra　aspec ts. The　linear Inequality　system

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　丿inherent　to　ａ　threshold　func tion will　be　treated　elaborately・

This　approach will　be　easy　to　comprehend and achieve　fur the r

insights　and　will　give　us　an　intuitive　conception.

　　　　　ChapterII　consists　of basic　developments　for　this　theory・

Some　fundamental　relations　and　theorems　which　further　advance―

merits　of　our study base　on are　presented　mainly　in　this　chapter.

Here　the　ma terial　１８　indicated　as　the　autonomous　network　problem

for　some　purpose.　　However　this　is　hardly　different　from　the

ordinary problem　handled　in Threshold　Logic,

　　　　　　Chapterｌ工工　treats　the　physical weight　values　and　threshold

value　which realize　ａ　given　threshold　function.　These　values'

range　is　stated　as　the　domain in　Euclidean　space・

　　　　　The　test　for　the　linear　separability １Ｓ　treated　in Chapter

IV,　１ｎChapter ｖ and　in Chapter VI.　Three　ｄ１８tineｔ　methods　are

proposed　in　each chapter.　The　first　method １Ｓ　based　on　the

solutions　of　the　adjo±nt　linear　equation　system.　The　second

one　１Ｓ　stated as　the　de terminantal condition　of certain ma―

trices.　The　last　one　１Ｓ　based　on　the　successive　trans forma ti ons

１１
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and　eliminations　of variables.

　　　　　Chapterｖ工工　and　Chapterｖ工Ｉ工　treat　the　synthesis　proce-

dures　to　realize　any　given　transition of states　for　the　auto-

notnous　network.

　　　　　Chapter　工ｘ　deals　with　the　synthesis　procedure　to　realize

any　given　Boolean　function　through　the　successive　decomposition.

　　　　　Chapter
ｘ discusses　the　similar　subjects,

mentioned　hith-

erto,　by using　the　simplified　inequality　system based　on　the

characteristic　vector・ｓ　properties.

　　　　　Our　study　for　the　threshold　logic　started　orleinally　from

the　investigation　for　the　nervous　network.　For　this　purpose,

the　electric　analogue　of　the　neuron was　constructed at　the

first　stage.　　This　analogous　device　not　only　is　one　kind　of

threshold　devices　but also　has　other　features　such as　the　ｒｅ一

frac tory period. the　frequency modulation ability and　so　on.

This　analogue　and　its　properties　are　presented　in Chapter ｘ工．

December, 1^6^

Kazuhiro　Sugata
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Threshold　Element

CHAPTER Ｉ，

工ＮＴＲＯＤＵＣＴ工ON

pointed　out　to　use　magnetic　cores

． ● １　－

　　　　　Theoretical　aspects　of　the　logical　device　based　on　the

threshold　principle　were　first　investigated by McCulloch and

Pitts　in　1943．　Later von Neumann al3o　considered　this　logic

to　discuss　the　reliable　network　composed　of unreliable　elements.

They　regarded　the　threshold　element as ａ mathematical　model　of

ａ　neuron　of　living　things　rather　than as　ａ　logical　element　for

the　engineering｡

　　　　　Since　then,considerable　attention　has　been　given　to　the

threshold logicこ)゛(Ｗ particular, the availability of physical

elements　opera七ing　on　the　threshold　principle　seems　to　have

stimulated　further　developments　of　the　study　of　this　logic.

Some　mathema tical　aspects　of　the　threshold　function were　studied

by　Gilbert　in　195't≫ however　apprecialble　studios　have　been　done

since Karnaugh and Gutermぼ

as　threshold　devices.

　　　　　At　present,most digital　computers　are　constructed　from

the　fundamental　building blocks　such as　AND, OR, NAND and　NOR

ga te s.　Ａ１１　of　these　conventional　gates　have　some　very excellent

properties　mentioned below.

　　　　　（１）　　Ａ１１　of　them　canbe　easily constructed　from　simple

　　　　　　　　　　elements　suchas　diodes, resistors　and　transistors.



　　　　　　　　　　Moreover　they　require　not　so much　tolerance　or ･reli-

　　　　　　　　　　ability.

　　　　　（２）　　Their　input一〇utput ･relations　are　connected　in　the

　　　　　　　　　　convenient　forms　for　the　Boolenn expression.　Besides,

　　　　　　　　　　the　input-output　relation　of ａ　network synthesized　is

　　　　　　　　　　ordinarilydescribed　by　these　logical　opera tions.

　　　　　　　　　　Therefore　the　theory　of　the　analysis　and　synthesis

　　　　　　　　　　for　digitalnetworks　using these　gates　will　be　tractable

　　　　　　　　　　and　unified.　This　fact　１Ｓ　very　desirable　especially

　　　　　　　　　　for　the　practical　design　engineer　of digi tal　systems ．

　　　　　These　factors　may　suggest　surely in　some　sense　that　it　is

entirely　natural　to　chooze　these　c onventi onal　gates　for　the

construction　of digital　ne tworks,　However, there　is　no　striqt

reason　only　such　simple　conventional　gates　must　be　adopted　as

the　fundamental　building blocks　for　digital　networks.

　　　　　In　fact, as　electronic　digital　computers　are　becoming

more　and more　extensively used　not　only　for arithmetic　calcu-

lations　but for　various　information processings, our　require-

ments　on　their　speed, ability and　compactness　increase　more　and

more strongly. To aim　at　more　speed　and　compactness, １ｔ　needs

at　least　ａ　logically more　powerful　basic　building block.　工ｎ

actual, the　number　of gates　that　are　required　to　Implement　ａ

given Boolean　function can be　practically decreased　by using

more　powerful　fundamental　building blocks.　still　more, this

fact　promises　the　possibility　of c ons true ting　faster　digital

computers　only　if　the　switching　time　of　the　more　poweful　gate

－　２　－



１ｓ　as　small　as　the　conventional　gates。

　　　　　Furthermore　the　promise　of an　intrinsic　decrement　in　the

number　of　gates　will　give　ri3e　to　the　decrement　in　the　number

of internal　interconnections.　This　１ｓ　particularly　sicniflcant

for　the　sake　of decreasing　the　circuit　complexity｡

　　　　　The　threshold　gate　is　certainly　one　of　the　logical　devices

that　is　endowed with　these　properties.　In　fact, since　the

Boolean　function　implemented　by ａ　3ingle　threshold　gate　is

relatively complex　compared　with　the　conventional　gates.　In

other　words, any　given Boolean　func tion　can　generally be　real―

ized　with　less　threshold　gates.　Therefore　the　proper　use　of

threshold　gates　provides　the　possibility　of　increments　in　speed

and　savings　of　gates　toge ther with decrements　of　the　circuit

complexity｡

　　　　　Besides　above　all　mentioned　advantages, there　exists　ａｎ一

〇ther　very principal　advantage　that　tlie　Boolean　function　im-

plemented･by　threshold　gates　can　be　easily modified.　Since

the　Boolean　func ti on　realized　by　threshold　gates　１ｓ　comple tely

de tertnined　by weights　values　and　threshold　value　setting, it

１ｓ　easy　to　change　the　Boolean　function by　adjusting weights

　　　　　　　　　　　　　　　　(kl)values　and　threshold　value.

　　　　In　order　to modify　the　Boolean　func tion　of　the　network

ｃons true ted　from　the　conventional　gates, it　needs　to　change　the

internal　interc onnec tions ･　This　is　rather　troublesome　operations.

Hence, this　Indicates　that　threshold　devices　are　suitable　for　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（２６）（３６ｊne twork whose　Boolean　func tion　has　to be　adjuste　by　the　learn-

－３－



ing process　based　on　the　past　experiences。

　　　　　　The　recent　emergence　of new　technologies　for　the　manufac-

ture　of　reliable, minute　and　inexpensive　threshold　elenien4;s

provides　the　possibility more　surely　that　threshold　gates　can

be　used　as　the　fundamental　building blocks　to realize　any

Boolean　func tion　in　the　same　manner　as　AND, OR, NAND and　NOR

gates。

　　　　　　These　factors　seem　to　have　aroused much attention in　the

threshold　device.　０ｎ　the　other　hand, because　of　its　logical

complex　performance, it　requires　further developments　of　the

theory about　Threshold　Logic　so　that　this　device　might be　used

efficiently.　　Considerable　researches　have　been done　by many

　　　●ｌ　ｉ
　　　　－investigators　at　various　laboratories.　These　efforts　have　much
　●　　　　　　　　　　　　･●㎜
contributed　to　develop　the　theory　of Threshold　Logic.　However

many interesting and　challenging problems　still　remain。

　　　　　　Although　the　recent　rapid　growth　of　studies　for Threshold

Logic　may　be　due　to above　mentioned　factors, the　positive　atti-

tude　to　grasp　the　information processir】ｇ mechanism　of　living
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(51)(61)
organisms　is　one　of undeniable　causes.　Actually, appreciable

works　of　Threshold　Logic　have　been done　in association with

the　neurons, since　McCulloch and Pi tts.　It　is　not　surprised

that　the　attempt　to analysing　the　nervous　network・ｓ　behavior

leads　to　analysing　the　threshold　devices　ne tw ork゛ｓ　behavior　in

the　course　of natuz-al。

　　　　　The．properties　of ａ　threshold　device　have　been　surveyed.

－４－



To　summarize,　the　advantages　of ａ　threshold　device　from　the

engineering point　of view　c onsist　in

　　　　　（１）　its　logicallypowerful　abili ty

　　　　　（２）　its　elastic　behavior

　　　　　（３）　its　relative　economy　of　physical　realization.

１．２　　　Boolean　Func and　Threshold　Function

　　　　　In　general, a　Boolean　func tion　is　defined　as　follows. Let

ｘ denote ･the　set which　consists　of　the　two values　of　the　binary

logic.　The　two　elements　in　ｘ are　usually denoted by　the　two

integers　ｌ　and　Ｏ．　For any　given　positive　integer　n, consider

the　Cartesian power

　　　　　　　　　　x"= X R X 0・‥．０Ｘ

which　is　the　Cartesian product　of ｎ copies　of ｘ．

Thus, the　elements　of X" are　given as　the　2 ordered　ｎ一tuples

　　　　　　　　　　（ｘ１タ　ｘ２９　・・・・９ｘｎ）

where　the　k-th coordinate　ｘｋ　is an　element　in　χ　for　every

k=l, 2,・・・・，ｎ．　　Hereafter, x" will　be　called　the　n-cube　and

its　２ｎ　elements　are　called　the　inpu七　points　or　vertices.　By

ａ　Boolean　function ｆ（ｘ１゛ｘ２゛゜゛゛・゛ｘｎ）ｏｆｎ variables゛ we　mean

　　　　　　　　　　　　　　　　－ａ　func tion

　　　　　　　　　　　　　　　　　ｎ　　　　　　　　　　ｆ　ｓ　　　χ　→　χ

from　the　n-cube　X" into　χ．　In　other words, a　Boolean　func tion

ｆ（ｘ１９　×２９　°゛’・．　ｘｎ）ｏｆｎ variables　is　defined by assigning　one
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of　two　integers　in　ｘ　to　each　２ｎ
　２ｎ

２

input　point.　Thus, there　are

distinct　Boolean　functions　of　ｎ　variables.

　Ａ　threshold　function　is　one　class　of Boolean　functions

which can be　realized by ａ　single　threshold　gate.　Ａ　threshold

gate　is　ａ　device　with ａ　single　binary一valued　output　and　ａ

number　of binary-valued　inputs.　Ａ real　number　is　given　in

associa･tion with each input which　is　referred　to　as　”weights”．

　　　　　The　output　of　the　device　takes　ａ　constant　value　denoted　by

the　logical　value　ｏ　unless　the　weighted　sum　of　the　inputs　exceeds

ａ　real　number, referred　to　as　”threshold”．　０ｎ　the　other　hand.

１ｆ　the　weighted　sum　of　the　inputs　exceeds　the　threshold, the

output　of　the　device　takes　ａ　different　constant value　denoted

by　the　logical　value　１．

　　　　　Therefore, a　threshold　device　is　defined　by　the　following

relations：

ｆ　＝　１　　ifand　only iff

＝　０　　１･ｆand only iff

Σ

j＝１

　ｎ

Σ

j＝１

”j゛ｙj＞ｅ

゜jj゛ 乱
ｇｅ

－

―

where

ｆ＝　binary　output　of　the　device, 1　or　ｏ

乱

゛j

＝　j-th binary　input　to　the　device, 1　or　ｏ

= weight　of the　j-th input, a　real　number

ｎ　＝　total　number　of　the　inputs

ｅ　＝　threshold, a　real　number

－６－

(1.1)



Observe　that　X , X ,゜゜゛･．゛ｘｎare　interpre ted in　Relation　１.1

as　real　numbers　ｏ　or　ｌ　rather　than as　Boolean values.

　　　　　Ａ　given　Boolean　function ｆ（ｘ１９　×２゛”’゜９　x)is　said　to

be　linearly　separable　if and　only　if　there　exist　real　numbers

ω１夕　">p,.゜゜゜９　ωn*　ｅ　such　that　Relation　１．１　holds.　Ａ　threshold

func tion　is　referred　to　as　various　ｎａ川es　such ａ８　ａ　linear

separable　function, a　majority　or　ａ　voting　func tlon, and　ａ

linear　input　function.　These　names　come　from　Its　behavior.

　　　　　工ｔ　is　convenient　to　consider　the　geome trical　interpre ta tion

of ａ　Boolean　function.　This　will　serve　to　give　an　in tilltive

interpre tation　to　some　of　the　definitions　and　theorems　given

in　the　subsequent　discussions.

　　　　　Let　us　consider　the　n―cube　in　n-dimensional　Euclidean

space　where　oach coordinate　axis　corresponds　七〇　〇ne　of　七he

input　variables.　It　is　■rfholly　immedin te　to　establish ａ　one-

to―one　correspondence　between　七he　set　of vertices　of　the　ｎ一

cube　ａｒ】ｄ　the　set　ofarguments　of ａ　Boolean　func tion　of ｎ

variables.

　　　　　工ｆ　the　Boolean　function　takes　the　value　ｌ　for　ａ　given

argument, the　c orre sponding　vertex　Is　said　to be　an　element

of　the　function.　０ｎ　the　other　hand･-If　the　opposite　ca3e　is

true, the　vertex　is　said　to　be　an　element　of　the　c omplement

function.　In　this　way, the　value　ｏ　or　ｌ　wliich　the　Boolean

func tl on　take ｓ， divides　the　set　of vertices　into　two　classes.

　　　　　工ｆａ　given　Boolean　function　is　ａ　threshold　func tion, there

exists ‘an （ｎ‘-l)-dimensional　hyperplane　π　which effects　this
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separation. That is　to　say, i:　separates　the　on―set　ｆ‾１（１）

from　the　off-set　ｆ
－１

(○)．　　Therefore, the　on―set　of　the　thresh-

old　function　lies　on　one　side　of　It, and　the　off-set　lies　on

the　other　side　of　π．　The　hyperplane　７て　１ｓ　called　ａ　separating

hyperplane　of　the　threshold　function.　The　separating　hyperplane

can be　expressed　in　the　f ollovtfing　form.

π　：
ω１×１ ＋　ωりＸ２ ＋　・・・●　＋　ω　χ　＝　ｅ

　　　　　　　　　　　　　ｎ　ｎ

（１．２）

For all　those　vertices　lying　on　one　side　of　the　hyperplar】ｅ　π，

the　linear　form　of　the　left　hand　of　Equation １．２　takes　the

value　greater　or　smaller　than　the　threshold　Θ。

　　　　　This　geometx'ical　interpretation　is　of　great　value　when

It　is　used　to　explain　the　properties　that　have　been　derived

abstractly, even　if it　has　the　disadvantage　of being nonvisual

for　the　case　of more　than　three　variables.

1．３　　Ex　lanation　of　the　Problem

　　　　　With　respect　to　threshold　devices　there　are　two basic

problems.　The　first　is　the　practical　fabrication　of reliable

and　inexpensive　threshold　elemenﾋｓ　w hi c h depends on　the　technical

level　at　that　time.　･The second　is　about　Threshold　Logic　which

does　not　depend　on　the　technological level.　Threshold　Logic

can be　discussed　apart　from・the　physical　elements.　It　is

Threshold　Logic　that　Is　dealt with　henceforth。

　　　　　Since　only　logical　properties　are　concerned with, the　theory

of Threshold Logic　１Ｓ　not　necessarily　limited　to　the　logical
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　design, bu七　can be　applied　to　the　system where　the　mathematical

　model　of　the　threshold　principle　dominates　such as　Deci sion

　Theory･

　　　　　In　general, Switching Theory primarily　consists　of　two

　problems;

　　　　　（１）　specification　of　the　input-output　relation　of　the

　　　　　　　　　　digital　netw ork　often　in　the　form　of ａ　truth　table

　　　　　　　　　　orａ　Boolean　function.

　　　　　（２）　the　method　of　the　synthesis　of　the　digital　network

　　　　　　　　　　based　on　its　input-output　relation　by using　certain

　　　　　　　　　　given　fundamental　building blocks.

　The　fundamental　building blocks　selec ted by　the ，engineer　are

　ordinarily　determined by various　criteria　such as　logical

　abilities, availabilities　of physical　elements, easiness　of

　design　procedures　and reliabilities.　Ａｔ’ present　AND, ０Ｒand

NOT　gates　are　usually used　and　its　synthesis　procedures　are

　well　known.

　　　　　Once　threshold　gates　are　selected because　of　some　require―

　ments, let　us　consider　the　subject (2) mentioned　concerning

　Switching Theory.　　This　subJec t　can be　stated　in　details　as

　follows.

　　　　　（１）‘　　Conditions　whichａ　Boolean　func tion　must　sa ti3fy

　　　　　　　　　　　tobe　ａ　threshold　function, that　i3, linear　separa一

　　　　　　　　　　bilityｃｏｎｄｉｔｉｏｎｊ９）（２９）（５４）

　　　　　（２）　　Actual　procedures　for　finding　the　physical　realiza-

　　　　　　　　　　　tion　in　terms　ofweights　values　and　threshold　value,
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　　　　　　　　　when　it　is　ａ　threshold　function.

　　　　(３)　　Practical　algorithms　for　determining　whe ther　ａ

　　　　　　　　　givenBoolean　function　is　ａ　threshold　function　or

　　　　　　　　　　(13)(39K56)
　　　　　　　　　not.

　　　　(ｌｌ)　　Actual　methods　for　synthesizing any　given　Boolean

　　　　　　　　　functionwith　generally more　than　one　threshold

　　　　　　　　　　　　　　(４)(７)(１１)(３４)
　　　　　　　　　element.

This　thesis　handles　the　materials　mentioned above　individually

１ｎ　each chapter.

　　　　These　materials, however, will　be　reformulated　in　rather

different　forms　from　the　subjects　reviewed　above.　This　is　due

to　the　motivation　from which　our　study arised.　However, there

exists　no　essential　difference　between　the　original　and　reforrau―

lated　materials.　That　is, the　subjec ts　will　be　treated　ａ８　the

problems　of　the　autonomous　network　construe ted　from　Ｎ　threshold

elements, instead　of　treating ａ　single　threshold　element.　This

reformulation will　be　ｓｅ‘en　tobe　only　the　expansion　of　treating

ａ　single　threshold　element。

　　　　　The　problem　of　the　autonomous　network　can be　stated　as

follows.　When ａ　behavior　of　the　autonomous　network　composed

ｏｆ･Ｎ　threshold　elements　is　given　as　ａ　transition　state　diagram.

consider　the　conditions　and　practical　procedures　to　testify

whether　or　not　such ａ　given be havi or　is　realizable　with Ｎ　thres-

hold　elements.　This　reformulation　of　the　problem will　corres-

pond　to　the　areas 。(l), (3) mentioned　above・
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　　　　　Ifany　given behavior　of　the　autonomous　network　is　seen

to　be　realizable　wi th Ｎ　七hreshold　eletnents, let　us　consider

the　systematic　determination　procedures　of　the　ac tual　weights

values　and　threshold　value　which realize　the　given　behavior.

０ｎ　the　other　hand, if　the　glvei】behavior　can bot　be　realized

with Ｎ　threshold　elements, consider　the　me thods　which　realize

the　given behavior　using　some　add!tional　control　threshold

elements.　Note　here　that　the　given　behavior　Is　realized　wi th

more　than　Ｎ　threshold　elements　in　the　meaning　that　we　are　con-

cerned　only with　its　behavior　of　the　ne twork　construe ted　from

the　originally　given　Ｎ　threshold　elements. In other words, it

is　only Ｎ　threshold　elements　given　from　the　beginning　that

their　functions　are　observed.　Λdditional　attached　threshold

elements　only　serve　to　control　ｔ警ｅ　behavior　of　the　autonomous

ne twork　and　their　functions　are　not　observed.

】．．４　　Preliminar　Consideration

　　　　　The　motivation that　the　autonomous　network　of　threshold

elements　was　first　treated, originates　from　the　attempt　to

U3e　the　nervous　network as　an　information　processing　filter.

Here　the　information　processing　･near】ｓ　the　two―diraonsional

optical　ｐａ七tern　recogni tion.

　　　　　To　explain　the　motivation more　in　detail3, consider　ａ

two―dimensional　arrayed　nervous　ne tivork　construe ted　from　Ｎ

neurons. The　nervous　ne twork　has ２Ｎ　internal　states　on　the
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whole　If each neuron is　assumed　t o■have　two　states, namely,

fire　or rest.　Attach　to　each neuron ａ　receptor　such as　ａ

photo-transistor which　feels　the　optical　pattern.　The　sensed

input　signal　is　amplified appropriately　if necessary　and　trans-

mitted　to　the　corresponding　neuron・

　　　　　At　some　instant　of　time,a　two―dimensional　optical　pattern

c omes　into　this　nervous　network　system.　Assume　moreover -that･’

no　input　pattern comes　successively　for　ａ while.　Then　the

nervous　network　is　initialized　to　one　of 2^　internal　states

　　　　　ｆcorresponding　to　the　Input pattern.　Hence　we ･･are　considering　the

autonomous　network whose　initial　internal　state　１８　solely　set by

the　external　Input　pattern.

　　　　　Furthe rm ore　suppose　that　the　internal　state　of　the　ne twork
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｊ
i3　transi ted　autonomously and　synchronously　time　to　time　from

the　initial　state.　After　some　lapse　of　time, the　internal　state
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(37)
of　the　nerwork　is　changed periodically　or absorbed　into　ａ　certain

‘　internal　state,
since　there　are　only　finite　Internal　states　and

　　yet　the　following internal　state　１Ｓ　uniquely　dependent　on　the

　　previous　internal　state。

　　　　　　　Let　us　try　to　determine　the　interconnection　coefficients

　between　the　neurons　and　each　ｔｈ】reshold　value　to　satisfy　the

　　following　Ｃondiｔ１０ｎ．　The　set　of　internal　states　of　the　network

　　makes　groups　in　the　transition　state　diagram　so　that　the　grouped

　　internal　states　may　transit　to　each　other within　the　internal

　　states　corresponding　ｔ０　input patterns　of　one　symbol　which are

－　１２　－



● ，

deformed　in　various　forms　and may never transit between　the

ｊ｡nternal　states　corresponding　ｔｏ･ the　distinct　symbols。

　　　　　Thu3　all　the　internal　states　whichbelong　to　one　group

in　the　transition　state　diagram　correspond　to ｖａ宣･iously　deform―

ed　patterns　of　one　symbol.　If 3uch ａ　synthesis　of ａ　nervous

network　１Ｓ　possible, the　internal　state　always　either passes

over periodically　or　falls　Into　the　internal　state　corresponding

to　one　of　the　representative　symbol　patterns　after　some　lapse

of　time。

　　　　　Therefore　itwill　be　possible　to diacriminate　two―dimen一

slonal　optical　patterns　by considering　that　some　groups　of　the

internal　states　in　the　transition　state　diagram make　one　symbol

of　the　patterns　or　one　category　of　the　patterns.　Since　the

internal　state　of　the　autonomous　network　exposed　to an　input

pattern always　becomes　the　internal　state　c orre spondlng　to　one

of　the　representative　patterns, the　output　of　to which category

the　input pattern belongs　can be　readily　indicated。

　　　　　Hitherto　the　autonomous　network　has　been considered whose

initial state　is　set by　the　external　Input. As　long as　we　are

concerned with　the　realization problem　of　such an autonomous

network, this　will　be　only　the　modification　of Threshold　Logic

of ａ　single　threshold　element.　However, the　synthesis　problem

of　such ａ　netw ork will　not　necessarily become　only　the　modifica-

tlon.　In　some　phase　the　subject will　be　mainly discussed　as　the

problem　of　the　autonomous　network　and　in another　phase　the　sub―

Jecｔ will　be　discussed　as　the　problem　of Threshold　Logic　of　one
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threshold　element　】Like　usual works　inve s ti ga te d　up　to　date.

However, the　results　obtained　in　the　autonomous　network prob-

lems　can be　immediately　transformed　to　the　results　of Threshold

Logic,
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CHAPTER工工

BASIC　DEVELOPMENT

　　　　　Althoughmany　electrical　analogues　for ａ　neuron are　ｐｒｏ一

posed　by various investigators, the　essential　behavior　is　based

on　the　threshold　principle.　The　following relations

u (t゛･c) =TjJ･

Y(x) =

↓

ｔ

Σ　“じ）
’゛j（七-ri:）’ｅ１

ｊ，「

１　　，

０　　９

Ｊ

（１　＝　1, 2,・・・・．）

for　ｘ＞Ｏ

for　ｘζ○
　　　－

are　proposed as　the　fundamental　behavior equations　of　the　nerv一

〇us　neｔｗｏｒｊｊHere,

　　　　ij　the coupling ｃoeｉヽficient　that　transfers　the pulse

　　　　　　　　　generatingin neuron ｊ　at　the Instant of (t-rz ) to

　　　　　　　　　neuronｉ at　the　instant　of ｔ・　ｔis　time　delay・

　　　　　９１　°threshold　of neuron　１．
１　　　　

　１

　　uj(t) = the　state　of neuron J at　the　Instant　of　t, namely.

　　　　　　　　　1or Ｏ　corresponding　to　fire　or rest,　respec tively・

　　　　工ｎactual,　however, there　Is no　necessity　to　treat Re la ti or

　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜２．１　itself.　工七　１８　sufficient　to　deal　with　the　case　where　the

present　Internal　state　la　completely dependent　on　the　just
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previous　internal　state. That　is　to　say,　the　behavior equa一

tions　of　the　nervous　netw‘ork are　given as　follows.

u^(t+゛

r N　“1jヅj（1;）’ｅ１｝

　　　　　　■ j=l

(1=1, 2,　・・・・９Ｎ）

ドレ二二
(2.2)

where　“１ｊ °(0) This will be easily
admitted by Imaging

additional　neurons　Instead　of　taking account　of　the　past　effects

ぺ

．
;）（ｒ＝１，２・　・・・．）．　　Therefore,　there　exists　no　substantial

difference　between Relation ２．１　and　Relation　2.2.

　　　　Hereafter let　us　concider　the　autonomous　network constructed

from Ｎ　threshold　elements,　Ｔ１夕　Ｔ２゛゜゜゛゜．　Tj,whose　be havl ors　are

expressed　by Relation 2.2.　The　network　transits　sync hronously

with　time　delay　て・

２．２　Notations　and　Definitions

　　　　工ｆ all　the　components ｖｉ of ａ vectoｒ　-ｖ　.＝■(v,, Vg,゜゛゜゜゛ｖｎ）

are positive, let us denote v>0.　工ｆ all the components ｙｉ are

nonnegative,　let us denote ｖ≧０．‘　Furthermore,　１ｆ besides v>0,

there　，１ｓ　at　least　one　positive　component　in v,(i°１．　２・ ・・・●９　Ｎ），

let
U3 denote ｙ≧０．　Hereafter,　the

expressions v>-0, V≧Ｏ and

ｖ≧Ｏ are　distinguished in such meanings.　These will be called

ａ　positive　vector, a　nonzero nonne ga tive　vector and ａ　nonnega一
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tive　vec tor, respec七ively・

　　　　　Likewise, the　3inii！ar notations v<0, v^O, and ｖ≦Ｏ can

defined.　　Ｗ１七ｈ regard　ｔ０ ，ａmatrix H,　the　similar　notations　are

also used　such as　Ｈメ０，Ｈ≧Ｏ and Ｈ≧０．

　　　・　The　letter　”七”written　at　the　left-hand upper　corner　of ａ

vector　or ａ matrix　denotes　the　transpose　of　the　vector　or　the

matrix.　The　letter　”－１”written at　the　right-hand　upper　corner

of ａ matrix denotes　the　inverse　of　the　matrix.　By the　terms　of

a (m,　ｎ）一type　matrl×．　we　mean　the　matrix has　ｍ rows　and　ｎ Ｃolumn

　　　　　Definition 2,1.　　Let tJ.　and w.　denote　the　N-dimensional

vec tor and　the (N+l)-dimen3ional　vector夕　reapec tively, as

follovfs。

　　　　　　　　　　Ｑ１　°（ω１１讐　"i2'　゜゜゜’゛t｀11N）

●･

１
= (-c..ω１１゛"12'゜゜゛゛゛仙１Ｎ）

The se Ｑ１　and ゛１ are　called　the　weight vector and　the　threshold-

weight vector.

　　　　　Definition 2.2.　　Assume　ｔｈａ七　each　threshold element　takes

either　of　ｔｗｏ夕tates denoted by integer　１　or　Ｏ．　Ｌｅｔ゛ｊ　den゜te

generally　the　state　of element T･．　Then, the ‘ordered　set
　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　ｊ

（ｕ１．　ｕ２９　°¨．り　゛Ｎ）゛illbe called the ･internal　state　ｖｅｃ七〇ｒ．

There　exist ２Ｎ　distinct internal　state　vectors　on　the　whole　In

ａ　netw ork constructed　from Ｎ　threshold elements.
These　２Ｎｄｉｓ一

tinct　internal　state　vectors will　be　labelled by
ａ１゛ａ２１‘¨゛ａ２Ｎ

in ascending　order　of　these　binary numbers.　　However, make　an

－17 －



exception in labeling ｇｊ＋１（ｊ°１．　２１　°‥．　Ｎ）’　Ｎ゛゜ely, ‘Ｇ｀ｊ＋１

represents　the　internal　state　vector such　that　only ゛ｌｊ　°１

and ゛１１　the other u.　°○（１°１９　２・ ・●．｀ﾀ　Ｎ；　１芦!ｊ）．　That　ｉｓ；

　
１
　
２
　
３

へ
Ｕ
（
Ｕ
（
Ｕ

= (o, o, 0,　・・・・９０）

゜（１９　０．　０９　・・・・９０）

= (O, 1, O, . . .･．，０）

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

tlN＋1
= (o, o, 0,　・・・●９

£ＩＮ｡-２　°(1, 1,0, ..゜゛

1）

Ｏ）

八
Ｕ

　　　　　　　　　　宕

２Ｎ
°（１ｓ　1, 1,

..・.. 1)

･=バ）ｂｓｅｒｙｅ　that　ｔｈｅ‘
labeling defined　above　ｆｏｒＱＮ＋２゛令Ｎ＋３゛’‥゛

bears　no particular　significance　other　than
ａ　convenience

　２‘'
of notati on.　In　Chapter Ill　this　labeling will　be　altered　for

ａ

convenience　of analysis　by regarding　the　set　of all　the　internal

state　vec tors　as　Galois　ｆｉｅｌｄＧＦ(２Ｎ)．

　　　　　Definition　2.3.　　　Consider　the(N+1)-dimensional　vector

u. (j=l, 2, , 2 )･　whose first　component　is　always　ｌ　and

｀ｔ卜ｅ　remainder　components　equal　　to　the
components　of ≪J-

That　is:

゛lj °（１”Qj）　1

This　vector "J

(ｊ　＝　1, 2, ...., 2 )

１ｓ　referred　to　as　the　content　vector.

　　　　　Definition　2.1*. Consider　the　function 9.　defined　over
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ﾆ１

the
‘set　of internal state　vectors　that　takes　as　its　value　the

i-th component　of　the　intei'nal･ state　vector.

－　１８ －



That　１８：

　　　　　　？１（６｀ｊ）゜"ji　　゛

where令j°（11j1゛11j2゛‘¨゜゛1ljN）゛

Definition ２．

(J, i=l, 2,　・・・・９Ｎ）

Consider　the （２Ｎ，Ｎ＋１）－ｔｙｐｅ　matrixＵ

whose　j-th row (j=l, 2, ...., 2 ) is　the　c ontent　voc tor ｕ．．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｊ

Tills　　matrix　is　referred　to　as　the　universal　tna trix.

That ｉｓ二

Ｕ＝

１　０　０　０　・・・．　り

１　１　０　０ ・・・．　０

１　０　１．０　・・・．　り

１　０　０　１　・・・．　０

●●●●●●●●●●●●●●

１　０　０　０　．１・・．　１

１　１　１　０　・・・．　０

１　１　０　１ ・・・．　０

●●●●●●●●●●●●●●

１　１　１　１　・・・．　１

Pur t he riJiore　ｃonsider　the　submatrix U工 that　consists　of

the　first (N+l)　rows　０ｆ Ｕ．　This U　is referr･ed　to　as　the ｐｒｉ一

mary　universal　matrix.

That ±s：

Ｕ
　工

-
-

１　０　０　０　・・・．　０

１　１　０　０ ・・・．　０

１　０　１　０ ・・・．　０

１　０　０　１　・・・．　０

●●●●●●●●●●●●●●

１　０　０　０　・・・．　１

　　　　　Consider　the　submatrix U^^　that　consists　of　the　last

(2^-N-l) ro゛ｓ　ofU.・This　ＵＩＩ　is　referred　to as　the　secondary
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universal　matrix.

　　　　　Pro　osition　2.1.　　The　rank　of the　primary　universal　matrix

is (N+l).

　　　　　The　terms　of　the　”internal　state”or　”state”will　be　used

１ｎ　place　of　the　”internal　state　vector”for brevity, if it　does

not　make　any　confusion　from　the　context.

　　　　　The　behavior　of　the autonomous　ne tw ork can be , １ｎ　general,

expressed　by assigning・ fbr　１１１　the　Internal　sta
tes, to what　state

　　　　　　　　　　　　●ｊ　　　　　　　　　　　　　　♂．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

the　pi-esent　one　transits　at　the　next　time.　The　diagram which

illustrates　this　behavior　１８　called　the　transition　state　diagram

and will　be　denoted　by　the　notation　”Ｆ”．

　　　　　Definition　2.6.　　Let　the　notation Ui, = f.u . denote　the

relation be ｔ゛een Ｑｈ and ａｊ　ｓ゛?ｈ that　in　ａ　given　transition

state　diagra「１１ ”Ｆ”
゛Ｑ」

１ｓ　」ust　folio゛゛ed by 令ｈ’

　　　　　De f i ni ti on　２． ． Consider　two　se ts Pi　and　Qi　that　consist

of all　such Internal　states　as　satisfy　the　condition,

9i(f-Gj)゜１　ｏｌ｀？１（ｆ’‘ａｊ）゜０．　respec
tively.

That　is:

　
　
１
９
　
　
　
φ
９

　
　
　
ｊ
　
　
　
ｊ

　
　
（
Ｕ
　
　
　
〈
Ｕ

ｌ
ｔ

　
　
一
一
　
　
　
一
一

‘

　
　
）
　
町

?１(ｆ．Ｑｊ)゜１

？１(ｆ'ｉｊ)゜ｏ

―

―
（ｉ　＝　1, 2,　･･･・・Ｉ　Ｎ）

These
’
two　sets　Ｐ１ and　Ｑ１　are　called　the　positive　set　ａ”ｄ　the

negative　set, respectively・

　　　　　Following　two　relations　always　hold　as　the ．consequence ．of

－　２０　－



the　previous　definition.

　　　　　Pro　osition　2.2.

P.U Q1 °▽
（１　＝　1, 2,　・・・・．Ｎ）

　　　　　　　　　　　　P.flQ.　°Φ

where　▽　and　Φ　denote　the　se t　composed　of　the　w h o I ≪>　ｉｉ】tei'Tial

s tates　and　an　empty　set, respectively･

Defini tion　２． ８．　　Consider　the　（２Ｎ，２Ｎ
一一一一

)-typo　din gonal

matrix C(i).　Let　ｃｊｊ(ｉ)・denote　the　.j-th　i-ov　and the　.i-th

column　component　of C(l) wliich　takos ‘｀ａ　value　either　ｌ　or　－１

as　follows.

^iJ
（１）＝

　
　
　
　
　
　
　
　
一

↓

１-ｒnnr]　only　ｉｒ令J^^

１ｆ arif] only ｉｆ愈jＥＱ1

This　diagonal　!Tiatrix　C(i) is　referi-ed　to　as　the　chaiヽacteristic

”latrl°Ｃ　゛゛1th　respec参　to　element　Ｔ１．　(See　page　16.)

　　　　　Decompose　C(l) into　the　direct　sum　of　two　subinatricos　as

follows.

Cエ（ｉ）　Ｏ

Ｏ

where　ＣＩ（．１）　１ｓ　the(N+1,

ＣＩ工 (1)

N+l)-type　diagonal　tnatri x and C工Ｉ(1)

１ｓ　the (2^-N-l,　２Ｎ‾Ｎ‾１)‾ｔｙｐｅ　diaconal　ma trix. Cj.(i) and ＣＩＩ(１)

are　called　the　primary　characteristic　matrix and　the　secondary

characteristic　matrix, respectively, with regard　to　element　Ｔ１゛

－　２１　－



／

　　　　　The se　arguments　result　in　the　following proposition。

　　　　　　　　　　　　／　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　　－　　　　　　　　　　・

　　　　　Pro　osltion　2.3. The　Ｃ harac teristic ’ｍ６ﾌﾟtrix C(i) is　an-

other　representation　of ａ‘Boolean　function.

　　　　　Proof：　　　There　exist, by Definition　２．８，２２Ｎ　distinc
ｔ

charac teristlc　matrices which　have　ａ　，ｏｎｅ－ｔｏ一〇ne　correspondence

to　each　Boolean　func tion of　Ｎ　variables.　Thus, to　give　ａ　ｃ liar-

ac teristic　matrix　１８　equivalent　to　Give　ａ　Boolean　function.

　　　　　Henceforth,　let　us　denote　the　Boolean　function by　ｆｉ　which

the　characteristic　matrix　C(l) represents。

　　　　　　　　For　ａ　given　transition　state　diagram　of

the　network with　Ｎ　threshold　elements,　Ｎ characteristic　matrices

C(l) (i=l, 2・　・・・・．　N) are　completely de term±ned,　Conversely,

１ｆ Ｎ characteristic　matrices　are　given, then ａ　transition state

diagram　Ｆ can be　drawn uniquely・

　　　　　Proof：　　　To　give　ａ　transition　state diagram　is　equivalent

to　give　Ｎ　Boolean　func tions
’ｆ１　゛

ｆ２　゛
゜’ Ｉ゚ ゛

ｆＮ of Ｎ variables.

　　　　　From　now,　the　relations　mentioned　in Proposition ２．４　are

denoted　as　follows：

g( F ) = C(l) c C(2) c　・... c c(n)

ｇ‾１(ｃ(１)ｅｃ(２)ｅ　‥‥　c C(N)) =『

Pro　osition ２．． 　Ｃ(１)‾１ｉＣ(ｉ)

ＣＩ(ｉ)‾１こＣＩ(ｉ)

ＣＩエ(．１)'１°ＣＩエ(１)

２２　－

(2.3)



Proof： C(i)・１ｓ　ａ　diagor】al　mntrlx whose　diagonal　components

are　all　either　ｌ　or －１．

Pr osition　2.6. 　％（１）＝ｃ（１）

　％

エ（1）゜ｃ:Iﾋ（1）

tＣ
Ｉエ（i）゜ＣＩエ（１）

　　　　　Definition　２．．　　Let　ＥＮ　denote　the (N, N)-type　identi ty

matrix.　Let　≪i denote　the　i-th　row　of Ejj,　referred　to　as　the

i-th　unit　vec tor.

　　　　　Pro　osition　2.7.　　The　inverse　of　the　primary　universal

matrix Ｕ;１ always　takes　the　following　form.

　　　-1に

１

ﾐ」

where　゛１　implies　the　N―dimensional　vector (-1, -1, ...., -l).

２．３　　Inherent　Ine　ualit　　Ｓ　stem

　　　　　Behavior　Equation　２．２　implies　Relation　２．４．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｎ

111(七゛幻゜

ｒ
Ｌ
～
■
>
～
～
／

1, Iff

0, iff

Σ

j＝１

Σ

゛ｊｉｊ ゜"j 0)＞ｅ1

yLj”.j(t)≦ｅ1

（２．４）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｊ＝１

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（１＝　1,2,　●●●●●　Ｎ）

where　the　terms　”１ｆｆ”implies　if and　only　if.　The　terms　will　be

－23 －



used　hereafter　for　the　siinplicl ty　of notation.　Now, consider

the　rune tion　ｖ．

　　　　　　　　　　　　　　１．
（ｔ十で）ｄｅ fined　as　follows 。

ｖ１（ｔ＋ｔ）゜２　ｕ１（ｔ＋て）“　１ （２．５）

Then,　the　func tion　Vi(t+'C )　has　ａ　value　either　ｌ　or　－ｌ as　the

following manner・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｎ

ｖ１（ｔ＋ｔ）＝

１
　
　
　
　
　
　
１

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
一

で iff

iff

Hence, the　following equations

　　　　　　　　Ｎ

Σ.. .uj(t)>e^

ｊ＝1

　N
ΣU.

,Uj(t)≦≪i

j＝1

　(1=1, 2・　・・・・9N）

(2.6)

　　　　　　ΣU)^j.Uj(t).゛１（゛゛゛）≧≪i ’゙ １（゛゛゛）　　　　　　(2.7)

　　　　　　ｊ＝１

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(1=1,2,　. .... N)

result　from　Relation　２．６　by　the　slight　rearrangement.　Observe
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

that　In Inequality　２°７　the　relation≧　holds　iff ゛１（ｔ＋で）゜‾１

and the relation > holds iff ゛１（ｔ゛ｔ）゜１．

　　　　工nequali ty　２．７　１ｓ　expressed　in　terms　of　the　function　of

the　time　variable.　Now　regard　工nequality　２．７　as　the　inequality

system　v,rlth respec t　to　the　internal　state,　For　this　purpose,

let us denote the internal state at time ｔ by li. , then the in-

ternal　state　at　七工ｍｅ　（･t+*C ) can be　known　immediately as ｆ’宕ｋ

- 2k －



by　the　gi ven　trar】sition　state　diagram.　　Tlius, the　following･

relations　are　obtainod by　the　deflni tions　ｏｆ？１　and　ｃｋｋ(１)．

　　　　　　　　　　　゛１(“幻゜2<p(f.G ) -]．＝　(‰ｋ(１)

and 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2.8)

　　Uj(t) =？j(亀)

Substitution　of nelation　２．８　into Inequality　２．７　y Lo 1 d s:

　Ｎ

Σ

ｊ＝１

ｆ

“1j’9j(ａｋ)’ｃｋｋ(1)

}

‾ｅｉｌｃｌａ(1)≧０　(2.9)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(i=l, 2,　･ ･ ･ ･ f　Ｎ）

Now, consider　the　following　replacement:

･"iO　= -＼ (2.1り)

Furthermore, consider　an　imaginary　threshold　element　whicli

always　remains　s ta te　ｌ　regarrilos3　of　the　intei'nal　s tfite　to

assume　the　following relation.

?ｏ（％）゜1 （２．11）

Note　that　the　function 9　１ｓ used　above　in　an　extended ineanlnfT

from　Definition　２．４．

　　　　　Substitution　of Relation　2.10　and　2.11　into　Inequali ty　２．９

yields　the　following inequality　systems

Σ

j＝○

"1j’？j(亀)｀ｃｋｋ(1)≧ｏ (2.12)

（ｋ°1, 2,　・・・・，２Ｎ），　(i=l, 2,・・・・，Ｎ）
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With respect to　each　threshold　element　there　are ２Ｎinequalities.

Ｔｈｅ：set　of　these ２Ｎ　inequalities　is　referred　ｔ６　as　an　inequal―

ity　system　Inherent ．to　ａ　completely　specified　Boolean　function.

Hence,工nequality　2.12　contains　Ｎ　inequality　systems.

　　　　　工nequality　Systems　2.12　can　be　rewritten by using　the

･>',　　　’
　threshold―weight･vector and　the　content　vector　as　follows.
　　　ぷ．

(‰ｋ(１)｀(゛ｌｋ’‰１)＞Ｏ・ ｆｏ゛へｑｌ)１

ｃｋｋ(ｉ)り゛ｌｋ｀

ｔ
゛“ｉ)≧０ ９　　ｆｏｌ'宕ｋＥＱi

(k=l, 2

where　the　ｎｏｔａｔｉｏｎ（ｕｋ｀
ｔ

●｀ｊ１

and Ｕ．
　　　　ユ．

･ ･ ･ ≫

↓

(2.13)

２Ｎ），　(1=1, 2,・・・・，Ｎ）

) implies　the　inner　product　of "k

　　　　Let　us　express　Inequality　Systems　2.13　１ｎ　terms　of　the

charac terlstic　matrix　C(i) and　the　universal　matrix ｕ　as　follows.

C(i) ･ U　.V≧Ｏ　゛　　（１°1, 2,゜１’゜゛Ｎ）
(２．14)

The　expression　of each Inequality　System　2.lli　contains　all　the

internal　state　vectors　in　the　implicit　form.　Let　ｕ８　pay at ten-

tion that in each Inequality System 2.1'↓the relation≧holds

if and　only　if　ｔｈむ　internal　sto te　is　involved　in　the　negative

set and　七he　relation > holds　if and　only　if　the　internal　state

is　Involved　in　ｔｈｅ、 positive　set.

　　　　Each Inequality System　2.14 contains　２Ｎ inequalities　and

　　　　　　　　　　　　”　　　　　　Ｉ　　　　　　●　　～　　　　　　　　　　　　　　　　ｈ　　　　　　　　。

(N+1) unknown variables　ω１０゛ω１１゛　・・'・・９　ω１ＩＮ°　　Since　the　relation

，２６ －



2 > (n + l) holds　in　general　wi th　exception　of　Ｎ　＝　1, it　fol-

lows　that we　are　faced　to　the　inequality　system where　the　numljer

of inequalities　is　larger　than　the ･number　of unknown variables,

The　difference　be tween　the Dumber　of inequalities　and　unknown

　　　　　　　　　　　　　　ｌvariables　in　each　工nequal±ty　System　2.1'f　increases　monotonically:ヽ;･

Almost　every difficulty　of　our work　consists　in　the　fact　that

the　number　of inequalities　becomes　formidable　as　Ｎ　increases　ａ

little.

　　　　　Bypreceding arguments, ±t　Is　concluded　that　the　treatment

of an　autonomous　threshold　network　is　reduced　to　the　treatment

of each　threshold　element　individually,　１ｎ　so　far ａ８　we　are

concerned with　the　realization problem.

　　　　　Hitherto　discussions　can be　summarized　in　the　following

theorem.

　　　　　Theorem　2.1.　　If ａ　given　transition　state　diagram　”Ｆ”１ｓ

realizable　with Ｎ　threshold　elements, then　Inequality　Systems

２．111　are　consistent　for　every charac teriatic　matrix C(i) (i=l,

２夕　・・・・９　N)determined　completely by　Relation ２．３。

　　　　　Conversely, if ａ　given　transition　state diagram　is　not

realizable　with Ｎ　threshold　elements, then　there　exi3ts　at

least　one　charac teristic　ma triχ　determined by Relation　２．３

for which Inequality　System　2.1't　1ｓ not　consistent。

　　　　　工ｔ　Is　rather　complicated　to　handle Inequality　Systems

２.14　directly because　the　equality　3ign does　not　necessarily

hold.　That　is, the　equality　sign　holds　only　for　the case where

－27 －
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the　internal　state　is　involved　in　the　negative　set.　So　as　to

avoid　this　complication, let　us　establish　the　following　theorem

stated　in　the　absolute　inequality　form.

　　　　　匹　　The　Inequality　system

C(i) ･ U
t≧○ (2.15)

is　consistent, if and　only １１｀　the　absolute　inequality　system

　　　　　　C(i)・u 。
‰１＞゛Ｏ

１ｓ　consistent.

(2.16)

　　　　　Proof:　　　Sufficiency１８　obvious.　Thus, only　necessity

will　be　shown.　If Inequality　System　2.15　h゛ｓ　ａ　solution Ｓ１９

then　leｔ　ｕ８　verify　thatAbsolute　Inequality　System　2.16　always

has　ａ　solution。

　　　　　If　for　the　solutionC.,　all　the　linear　forms C(i)
. U

°t-

have　positive　values, there　is　no　question.　Thus,　let　us

consider　the　case　where　some　of　the　linear forms C(i) ･ U °
'=i

have　zero values.　That　is, consider　the　case：

ｃｊｊ（１）‘゛ｊ　°
＼

>○　・ for u eひ１しトQj（２°17）

ｃｋｋ（１）’Ｕｋ ’

ｔ１１　°
○　’

゛　　　for
ｌｋ’ＥＱ１ (2.18)

Since　each left　side　of Inequality　2.17　１ｓ　ａ　continuous　func ti on

with respect　to w , it is　possible　to　c hange　the　vector石１ｂｙ゛

minute　vector　ｌ　wi thin　the　range　ｉ､^hich　does　not　alter　the

－　２８　－



direction　of　the　inequality　sign　＞ｏｆ Inequality 2.17.　　Besides

it　is　po33ible　to make　the　following relation

ｃｋｋ（１）゛゛ｋ　゛（ｉｋ゛ ｌ ）＞Ｏ

hold　for　the　minute　vector　ｌ　satisfying　above　conditions, since

all　the　coefTiclents　of　the　linear　forms　of Equation　2.18　are

negative　numbers.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D.

　　　　　There fore, The orem　２．１　１ｎaasociation with　Theorem　２．２

lemds　to　the　next　theorem, which is　ａ　basic　theorem　for　our

further developments.

　　　　　Theorem ２．：}|．　　Ifa given transition state万diagram Ｆ１１ｓ

realizable　with Ｎ　threshold　elements, then Absolute　工nequality

Systems

C(i) . U°七勁１ ＞０　　， (i≫l, 2・　●・・・．　N) (2.19)

are　consistent　for　every characteristic　matrix C(i) (i=l, 2・　・・・！

N) determined　completely by Relation ２．３。

　　　　　０ｎ　the　contrary,　１ｆａ　given　transition　state　diagram is

not　realizable　with Ｎ　thr･eshold　elements,　then　there　exists　at

least　one　characteristic　matrix　for which Absolute　Inequality

System 2.19　１ｓ　not　consistent.

　　　　By　theorem 2.3, it ･１ｓ　concluded　that we　can deal with

Absolute　Inequali ty　Systems　2.19　independently　for　each　threa―

hold　element　in　order　to　treat an　autonomous　ne tw ork.　This

29－



means　there　is　no　intrinsic　difference　between an autonomous

network problem and　ａ　single　threshold　element　problem・

　　　　　Thus, hereafter　let　us f orcus　ｏｕｒ･atteりtion　to　only　one

Absolute　Inequality　System　2.16 with respec ｔ　to　ａ　certain　thres―

hold　element　Ｔ１゛ Consider　the　following　theorem which is　well

known　in　the　linear　algebra　so　as　to　transform　the　absolute

inequalities　problem　into　the　equations　problem.

　　　　　　二　　　　（１８）
　　　　　Theorem 2.4.:´万Le ｔ Ｈ and ｘ be　an arbitrary (m, n)-type

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

matrix and ａ　n-diraensional　column vector.　Moreover, let ｙ　and

Ｑ　be　m-dimensional　row　vectors.　Then　the　equations

Ｈ・Ｘ＝４

are　consistent　if and　only　if　the　next　equations

（　(k) t　）＝　０　　。　　　　(k=l, ２１　・・
ｌ゚ｓ　m-r

)

hold　for　all　ｋ．　Where　ｒ　implies　the　rank　of　the　matrix Ｈ　and

ｙ（ｋ）１ｍｐｌｉｅＳ　the　k-th　fundamental　independent　solution　of　the

adjoint　linear　equations：

　　　　　　　　　　　　　ｔＨ●ｙ＝Ｏ

Moreover, (　ｙ（ｋｔｔ４　）implies　the　inner　product　of　the　vectors

ｙ（ｋ）ａｎｄ　Ｑ・

　　　　Pro　osition 2.8.　　The　rank　of　the　matrix
％・C(i)

is

always (N+1), regardless　of value　１．

　　　　Therefore, instead　of　treating Absolute　工nequality　System
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(2.16)＞○

１ｓ　consistent, if and　only if　the　equations

(2.21)

Before　proceeding　to　Theorem　2.5, c onaider　the　following prop-

osition.

　　　　　Pro　osition　２．．　　There　exist (2^-N-l) fundamental　inde-

pendent　3olution3　for Equation　System　2.21.

　　　　　Then夕　the　ｎｅχｔ　theorem　ia　obtained　as　the　consequence　of

Theorem　2.'l.

　　　　　Theorem 2.5.　　　Absolute　工nequallty　System　2.16

Ｃ（ｉ）・ Ｕ　°t

　　　　　　　　　　　　　　　‥　　　　　　　(53)have　ａ positive solution
‘ｄ１＞○。

　　　　Thus, the　realization problem　of ａ　completely　specified

Boolean　function by ａ　single　threshold　element　is　reduced　to

the　problem　of whether　or　not　certain　linear　equations　have　ａ

positive　solution.　This　material　will　be　handled　elaborately

31 －

（ｌ）（７）‘　ｄ１　）゜Ｏ’　(k=l, 2, ..゜. 2N-N-1)　　(2.22)

2.16　itself, consider　the　following　equations.

　　　　　　　　　　　　C(l)･ U　t゜ｄ１

where　ｄ１

(2.20)

１ｓ　ａ　２‘-dimensional　colu;nn･vector　3UCh　that d > O.

　let　ｂ(ｔ)ｄｅｎｏｔ６　the　k-th　fundamental　independentNow, let　ｂ

solution　of　tlie　adjoint　linear equations：

　　　　　　　　　　　　　*u. c(i) . *b　°○



１ｎ Chapter　IV.

２。５　　Fundamental　Solution Matrix

　　　　　In　order　to　develop　The orera　２．５　further, １ｔ　needs　all　the

fundamental　Independent　solutions　of Equa ti on　2.21.　The　purpose

of　this　section is　to　introduce　the　fundamental　solution matrix.

This　matrix will　play an　important　role　in Chapter　IV.

Pro　osltlon　2.10.　　The (N+1,　N+l)-type　matrix
ｔＵエ゛ｔＣエ（１）　　　’

has　rank (N+1).

　　　　　Theorem　2.6.　　Consider　the （２Ｎ，２％Ｎ－１）－ｔｙｐｅmatrix B(i)

whose　k-th c olumn equals　to　the　k-th　fundamental　independent

solution　of Equation 2.21.　Then, B(i) can be　expressed in　the

following　form.

B(i)。

－ＣＩ（１）｀ Ｕ;１ ． Xi ｀ＣＩエ（１）

E

２Ｎ一Ｎ－１

(2.23)

　　　　Proof:　　Each c olumn of B(i) surely leads　to zero vec tor,

１ｆit　１８　substituted　Into　the　linear　forms　of Equation　2.21.

Besides, it　Is　linearly independent, since　the　identity matrix

Ｅ
２Ｎ

１ｓ　contained as　the　submatrlx　of B(i).
Q.E.D.

-N-1

　　Definition 2.10.　Let　B(i) denote　the　submatrlx　that

consists　of the　first (N+1) rows　ｏｆ含(i).　This matrix B(i) is

referred　to ａ８　the　fundamental　solution matrix.
　　　　　　　　　　　　　　Ｉ　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｉ　　Ｉ　●
　　　　　　Naturヽally,there　exist　infinite　forms　to　express　all　the
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fundamental　solutions.　It　i3　desirable, however, that　all　the

fundamental　solutions　are　given in an　easier　form　for　the　com―

putation.　工ｎ　fact, it　hardly requires　complex　c omputa ti ons　vi th

the　ｅχception　of matrices・　multiplication as　shown in　Matrix

　　　　　　　　　　　　　－１
２‘２３９　since　Ｕ工　　１ｓ　givenin Proposition　２゛７°　Thus,　the　expres-

sion by Matrix　2.23　１ｓ　one　of　the　most　simplified　forms　to　pro―

vide　all　the　fundamental　solutions.
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CHAPTER工工工

ARGUMENT ON　WEIGHTS　AND THRESHOLD　SPACE

　　　　　Throughout　this　chapter,　the　materials　are　described　ａ８

the　problems　of ａ　single　threshold element　rather　than as　the

autonomous　network problems,　because　of　the　reason mentioned　in

the　previous　chapter.　The　results　obtained、here、ｈｏｉ､/･ever、are

readily applicable　to　an autonomous　ne twork by　trivial　modifi-

cations.。

　　　　　工ｎ　this　chapter,　the　procedure　ofdetermining　the　practical

values　of weights　and　threshold　which realize　the　given Boolean

functior! will　be　presented at　first.　Fur the rm ore　it will　be

shown　in　the　explicit　form　what domain　these　practical　values

occupy in (N+l)-dimensional　Euclidean　space.　　Some　knowledges

about　the　Galois　field　are　required　for　the　advancement　ｏｆ･ our

theory.　　Only　the　necessary knowledge　will　be　listed　ｕｐ・

．１　　Wei hts ･and　Threshold －Values　ｉｎＲＮ．＋１

・　　　　Bypreceding arguments, It　is　concluded　that　we　can　testi-

fy by　the　following procedures whether　or　not　ａ　given　transition

state　diagram　13　realizable.

　　　　　（１）　Fora　given　transition　state　diagram F。find　ｅ!ich

　　　　　　　　　characteristicmatrix　C(i) de termined　ｃ omple tely by

　　　　　　　　　Relation２．３・，

　　　　　（２）　For　each　obtained　characteristic・matrix C(i). produce ’

－３４ －



fundamental　independent　solutions　ｂ!ｌ
）（ｋ＝１。２９　・・・・９

　　　　　　　　２-N-1) by Matriχ ２．２:ｊ．

　　　　　(３)　For　these　fundamental　independent　solutions, ascertair

　　　　　　　　whether　or　not　Equation　System　2.22　has　ａ　positive

　　　　　　　　solution ｄ１＞○．

　　　　　(４)　工ｆfor each １ (i=l, 2,　・・・・９　N),Equation　System　2.22

　　　　　　　　has　ａ　positive solution, then　the　given　tranai ti on

　　　　　　　　state　diagram　is realizable　by　the　autonomous　ne twork

　　　　　　　　constructed with Ｎ　threshold　elements.　otherwise　it

　　　　　　　　１ｓ　not　realizable　with Ｎ　threshold　elements.

　　　　　Now,suppose　that　Equation　System　2.22　１ｓ　turned　out　to

have　ａ　positive　sloution　through　the　test　stated　in　the　subse-

quent　chapter.　Thus, suppose　that　the　Boolean　function　repre-

sented　by　the　characteristic　matrix　C(i) can be　realized　by ａ

single　threshold　element.　Then,　let　ua　provide ・the　procedure

how　to　find　the　practical　values　of weights　and　threshold　to

realize the given Boolean function.　Lot A^ denote the first

(N+1) components　of ｄ１　 t゙hen　the　following　theorem　is　eatab―

llshed。

　　　　Theorem　3.1.　　　工ｆａ　given　Boolean　runetion represented by

C(l) 13　realizable　with ａ　single　threshold　element, then　the

practical　values　of weights　and　threshold are　given by　the　fol-

lowing　vec tor 仙１°

Ｕ１
一

一 U;１｀　dエ (1)・町
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Proof: Substitution　of w given by Relation ３．１　into　the

linear　forms　of Absolute　Inequality　System　2.16　yields　the　vector

ｄ１’　　Thi3　Is　immediately　followed　by Theorem 2.h.　　　　　Ｑ．Ｅ．Ｄ･

　　　　　The　expression　of ｄｉ　generally　contains (N+1) parame ters ゛

since　the number　of Equations　2.22　１ｓ （２Ｎ一N-l)　and　the　number

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｎof unknown variables　is　２　．　工f di　Is fixed　to ａ　certain posi-

tive　vec tor by affording appropriate　ｃ oncre te　real　numbers　into

these　parameters,　the　threshold-weight　vector Wj　that　realizes

the　given Boolean　function can be　obtained by Relation　３．１　for

this　fixed　positive　vector.

　　　　　By　this　way, the　practical　values　of weights　and　threshold

can be　easily　obtained by ａ　simple　and　unified computation,

only if　the　positive　solution　of Equation 2.22　１ｓ　found　for

the　c harac te r1s ti c　matrix c(i).

．２　　Domain　of Vel

　　　　　　　（４６）
ts　and　Threshold

　　　　　In　this　section,the　concrete　correspondence　between ａ

given　threshold　function and　the　domain　of (N+l)-dimenslonal

Euclidean　space　will　be　presented.　Therefore, if　the　given

transition　state　diagram can be　realized with Ｎ　threshold

elements,　then　the　actual　threshold　and　weights　values　are

given as　an arbitrary　element　contained １ｎ　the　direct　sum　of

such　obtained　Ｎ　domains.　To　begin with, le ｔ　ｕ８　introduce　two

terms, a　conve X　cone　and ａ　polyhedral　convex　c one, by　Defini-

tion ３．１・and ・Definition 3.2, respectively.
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　　　　　These　terms　themselves　are　well　known　in　the　linear algebrj

but　used　here　to　respresent　ａ　little　different　concepts　from　ｔｈぞ

familiar　ones　so　as　to　handle　the　absolute　inequali ties　rather

than　the　inequalities　where　the　relations　hold　always　in　the

form≧．

　　　　Definition　3.1.　　Let　Ｌ be　ａ　subset　of n-dimensional

Euclidean　space.　　Then･Ｌ is　called　ａ　convex　cone, If　the

arbitrary　linear　combination with positive　coefficients　of

any　two elements　of Ｌ is　involved　in Ｌ．　　That is, L ±3　ａ

convex　cone　If ･ind　only if

　　　　≪y.　＋　Ｂｙ２∈｀Ｌ　　holds　for　∀ｙ１゛∀ｙ２ＥＬ゛　∀α＞○゛｀ｲＢ＞○

　　　　　Pro　ositlon　3.1.　　　Let　Ｈ and ｙ　denote　an arbitrary (m,n)―

type　matrix　and　an　n-dimensional　column　vector, respectively･

Then　the　whole　solutions　Ｒ　of　the　absolute　inequalities

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H. y>0

constitute　ａ　convex　cone.

　　　　　Proof:　　　since　Ｈ°yi>o　and　n.y2ンＯ　hold　for any　two

elements ｙｌ゛ｙ２　contained　in　R, the　following relation　i3

obtained.

H'(a2yi + a2y2) = ≪iH≪yi　+ a2H.y2>0

ｗｈｅｒｅα１＞０９ oe2>0゜Hence, “１ｙｌ゛゛ｘ２ｙ２Is an　element　of　Ｒ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D.
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　　　　　Consequently,　the　whole　solutions　of any　absolute　inequal-

ities　can　be　given as　ａ　convex　cone. This　result　itself is

not　of　so　much　s i gni fi c anc e .　However, it will　be　seen more ―

over　that　the　whole　solutions　of any　alsolute　inequalities

constitute　ａ　polyhedral　convex cone　which　has　ａ　more　strongly

defined　structure.　For　this　purpose, let　us　consider ･the

following　definition。

　　　　　Definition　3.2.　　Let　Ｈ and ｖ denote　an (in,n)-type　matrix-

and　an　n-dimensional　column vector respectively.　　Then　the　set

of　the　whole　vectors ｙ which can be　expressed　in　the　following

form：

ｙ°Ｈ・ｖ　， Ｖ＞○

１ｓ･called　ａ　polyhedral　convex　cone　generated　from　the　matrix　ｌ!．

This　polyhedral　convex　cone　is　denoted by K(H).

That　is:

K(H) =
I

y ;　ｙ＝Ｈ・ｖ　, v>o}

　　　　　Theorem3≫ヌｔ　　Any　subspace　Ｌ　of　the　Euclidean　space -１ｓ

ａ　polyhedral　convex　cone。

　　　　　Proof:　　　If　the　dimension　ofａ　subspace　Ｌis　k, then　Ｌ

equals　to　the　set which consists　of　the　whole　vectors　constructed

from　the　linear combination　of ｋ ･linearly　independent　vectors,

ｅｌ゛ｅ２゛‘゜゜゜゛Cj^,given by　Definition 2.9.
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Therefore, consider　the　matrix　Ｈ with ２ｋ　columns　such　that

　　　　　　　　　　Ｈ　°（ｅ１９　ｅ２９　°゜゜’９　≪k'　-e,,　‾ｅ２゛゛゜‘゜' -*k)

Then, L　equals　to　the　polyhedral　ｃ onvex　ｃ one　K(H). Q.R.D.

　Theorem　3.3.　　The　set　L which　consists　of　the　whole
　-

positive　vec tors　involved　in ａ　subspace　Ｌ;

Ｌ＋　＝｛ｙ　；　ｙ＞０　，　yeL
}

１ｓ　ａ　polyhedral　conveχ　cone.

Proof： If　the　dimension　of ａ　subspace　Ｌ is　k, then　Ｌ

is　the　polyhedral　convex　cone　genera ted　from　the　identity

ｍａｔｒｉｘＥｋ‘　　Namely　Ｌ＋　゜Ｋ(Ｅｋ)゜ Q.R.I).

　　　　　Pro　osition　ﾆ3.2.　　Let　Ｈ and　ｖ be　an　arbitrary matrix

and　ａ　column vector, respec tively.　　Then　ｔｈｅ。^hole　vec tors

that　can be　expressed　in　the　form　Ｈ･Ｖ make　ａ　subspace　Ｌ．

Proof： Suppose　that　ｙｌ　and ｙ２　can　be　expressed　by　H≪v

and　ｌｌ°ｖ２９　respectively.　　Then,　the　element　expressed　by

α１ｙ１＋α２ｙ２　Is　involved　in L, since　ｃｘｌｙ１十゛ｚ２ｙ２゛Ｈ｀(α１ｖ１＋ｃｘ２ｖ２)'

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D.

　　　　　Theorem 3.h.　　Let　Ｈ be　an (n,n)―type　square　matrix whose

rank is　ｎ．　　Then, the　whole　solutions　Ｒ -of　the　absolute　in-

equallties

Ｈ・Ｖ＞○
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can be　expressed　as　the　polyhedral　conveχ　cone　K( A ).

Here,　Ａ　is　the (n,n)-type　ma trlx ．

　　　　　Ｐｒｏｏｆ：　　　Consider　the　subspace　Ｌ　that　consists　of　the

whole　vec tors　expressed　in　the　form　Ｈ･ｖ．　Then　ｉ ｔ　follows

from　The orem　３。３　ｔｈａｔＬ＋　defined　by　the　relation

Ｌ＋　゜｛ｙ　；　ｙ°Ｈ゛ｖ　，　ｙ＞○｝

１ｓ　ａ　polyhedral　conveχcone.　Hence the　relation

　　　　　　　　　　Ｌ十　=K(En)

(3.2)

holds.　Fur t he rm ore　consider　the　vectors ｑ１゛ｑ２゛゛゛゜゜゛ｑｎ

such　that

where　ｅ

^i °Ｈ’ｑｊ （ｊ　＝　１，２タ　・・・・．　ｎ）

ｊ　is the　j-th　unit　vector.　　　Note　that　each q.　is

defined　uniquely since　det(H)〆　Ｏ　by　the　hypothesis.

　　　　　Now　suppose　that　the　matrix　Ａ　stated　in　this　theorem

has　these　vectors ｑ１゛ｑ２゛゛’゜’゛ｑｎas its　ｎ columns.　This

is　shown as　follows.　Let　ｖ be　an arbitrary element　involved

in Ｋ（Ａ）．　　Then,･Vcan be　expressed in　the　following　form.

　　　　　　　　　　　　　　ｎ

　　　　　　　　　゛゜Σ“ｊ゛ ｑｊ　゛　　aj>0 (j　＝　1, 2, ...., n)

　　　　　　　　　　　　　ｊ＝１

Therefore　the　relation

Ｈ・Ｖ　＝
Σり’ll“1j

°
Σ;“j’ej＞Ｏ

ｊ＝１
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holds.　Consequently　the　relation

　　　　　χ（Ａ）

１ｓ　obtained.

⊂

－
Ｒ

　　　　　Conversely, let ’ｖbe　an arbitrary element　involved　in

the　set　Ｒ　of　the　whole　solutions.　Then　the　vector　ＩＩ・ｖ　is

always　contained　in　Ｌ＋　given by　Relation　3.2.　　Thus, the

vector　Ｈ･ｖ can be　expressed　in　the　following　form.

H . V =
Σ

j＝１

"i ・ ≪J　ｚ

　ｎ

Σ

j＝１

町

｀゛here　゛ｊ >○　（ｊ　= 1, 2,　・・・・.n).　This　relation　leads　to

the　equation.

　　　　　Ｈ’（゛‾Σ≪j ･ nj ) = 0

　　　　　　　　　ｊ＝１

Consequently, since　det(H) 4.　0,the　following equation

Ｖ－

　ｎ

Σ

ｊ＝１

゛ｊ°･^J　°○

results　from　Relation　3.3.　Thus, the　relation

Ｒ ⊇　K( A)

(3.3)

１ｓ　obtained.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D.

　　　　　The　following　theorem is　well　known in　the　linear algebra,

which will　be　used　for　further　developments.　For　the　sake　of
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unity, let　us　mention it with ａ　slight modification.

　　　　　　　　　　　　(38)
　　　　　Theorem3.5.　　Assume　it　is previously　observed　that

there　exist　ｎ　linearly　independent vectors　In ｍ vectors　set

v-L, vg.゜゛’‘゛Ｖｍ h゙owever　there　never∧exist　(n+l) linearly

independent　vectors　in　this　set　even　if we　choose　appropriately･

Then,　any　set　Ｃomposed　of ｋ (where　ｋ　is　less　than n) linearly

independent　vec tors　which are　selected　from Vn, V2, ...., V^

can be　expanded　to　contain ｎ　linearly　independent　vec tors　by

adding adequately (n-k) vectors　in ｖ１９　ｖ２９　・・・・９　ｖｍ・

　　　　　Theoremﾚ3.6.　　The　whole　solutions R(i) of Absolute

Inequality　System　2.16

　　　　　　　　　　Ｃ（ｉ）｀Ｕ｀ｔｕ１＞○

can be　given in　the　following　form.

(2.16)

　　　　　　　Ｉ゛（ｉ）゜･∩. K(A )　　　　　　　　　　　　　　（３‘４）

　　　　　　　　　　　　　ｊ＝１

Namely, R(i) is　an　intersection　of　fini te　number　of polyhedral

convex ｃ ones K( A-,.), K(　Ａ１２）゛‘゜゛゜゛K(A. )゜　　Where　the　bounds

for　the　value ”ｓ”ﾊﾞwill　be　given in Theorem　３．１４．

Proof: Let　｛Ｗｉ｝　denote　the　set V､､hich consists　of ａ１１　　　　　　・

the　２Ｎ　row　vec tors　of　the　matrix　Ｃ（１）・Ｕ．　Divide　the　se ｔ

i".}
ｊ　into　’ｌｓ”

subsets　｛ ｗ１１１　　１　｛ｗ１２１　９　．・・・・．　K]　so

that　the　following conditions　may be　satisfied:
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and

{○＝

det(l゛1j)

where　each　subset

,!

CJ　t ｗijl

j＝1

(3.5)

０　　，

ﾄ
1j

　　　　　(J=l,2,　・・・・９ｓ）

contains (N゛l) elements　and　･'ij

denotes　the　matrix whose　each row　is　one　of　these (N+1)

elements.　Observe　that　the　relati on

卜
u

] n (゛１ｋｌ
４ ・（ｊ・ｋ　＝　１，２，．．．．，９；　ｊｉ／ｋ）

needs　not　necessarily　hold.　　Theorem　3t5i guarantees　that

such ａ　division exists.

　　　　　Ｎｏ゛９　adopt　such　ＡIJ　as　is　given by　the　relation;、

Ａ

1j
＝　Ｗ‾１
　　　i.1

Then, the　relation

(J = 1, 2,　・・・・９　ｓ）

　　　　　　　　　　　　　Ｓ
　　　　　　　R(i) = Pi k(a

ｉｊ）

　　　　　　　　　　　　ｊ＝１

follows 。immediately　from Theorem　ﾆ３．４ Q.E.D.

　　　　　The　りext　theorem　is　almost　obvious　from　the　above　proof.

　　　　　Theorem　3.7.　　The　set　R(i)does　not　depend　on　how　to

divide　the　matrix　c(i)・Ｕ．　Namely　two　distinct　divisions,

satisfying　Relationﾆ3.5･ make　the　two　intersections　which

represent　the　same　set.
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　　　　　By　these　discussions,it　is　concluded　that　the　whole

solutions　of Absolute　工nequality　System　2.16　can be　given by

the　intersec tion　of　finite　number　of polyhedral　convex　cones.

However, if any　given　Boolean　func ti on is　ａ　threshold　function,

we　must　treat　Inequality　System　2.15　itself inherent　to　the

given　Boolean　func ti on rather　than　Absolute　Inequality　System

２．１６　so　as　toargue　rigorously　the　whole　prac tical　solutions

in　terms　of　the　weights　and　the　threshold。

　　　　　For　this　purpose,it　only needs　ａ　minor modification.

That　is, according　to　Definition　3.2. a　polyhedral　ｃ onvex

cone　equals　to　the　set which consists　of　the　whole　linear

c omblna tlons　of　the　column vectors　of ａ　matrix　Ｈwith positive

coefficients.　Now　in　order　to　argue　about　Inequali ty　Sys tern

2,15. adopt　nonnegative coefficients゛ｊ　for e゛ery　ｊ　such　that

u e Q Instead　of positive　coefficients.　In　the　ac tual　si tua-

tlon, however, ±t　hardly brings　important　effects　with except―

ion　of whether　or not　the　boundary　of ａ　polyhedral　convex　cone

１ｓ　contained.　Therefore　it will　be　admitted　to　restrict　our-

selves　to　the　solutions　of Absolute　工nequality　System　2.16　so

as　to avoid　complications。

　　　　　Thus,Absolute　Inequality　System　2.16　will　be　treated

throughout　the　remaindez* instead・of Inequality　System　2.15・

Then,　１ｆany　given　transition　state　diagram　can be　implemented

by　Ｎ　threshold　elements, the　whole　weights　and　threshold　values

realizing　this　behavior are　given ａ８　ａ　direct　sum　of　such

obtained　Ｎ　intersections
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which　is　ａ　subset　of (N十N)-dlmensi onal　Euclidean　space

ntroduc tion　ｔ‘ｏ　Galo

　　(38)

ｓ　Field

　　　　　To　obtain　the　bounds　for　the　number　of divisions　of　the

matrix　c(i)・Ｕ，　some　knowledges　about　Galois　fields ａｒｅ‘used.

The　minimum background　for　the　subsequent　discussions　is　pre-

sented　here　for　the　sake　of unity　and　continui ty.

　　　　　In　the　theory　of rings, ideals　play very important　roles

Just　like normal　subgroups　in　groups.　　An　ideal　１　１ｓ　ａ ･subse ｔ

of　elements　of ａ　ring　Ｒ with　the　following　two　properties.

　　　　　（１）　　１　１ｓ　ａ　subgroup　of　the　additive　group　of　Ｒ．

　　　　　（２）　　Forany element　”ａ”of ｌ　and　any element　”ｒ”９ｆ　Ｒ．

　　　　　　　　　　ａ・ｒand　ｒ・ａ　are　contained　in　ｌ．

Since　an　ideal　is　ａ　subgroup, coseta　can be　formed.　In　this

case　the　cosets　are　called　residue　classes.　Then, the　residue

classes　of ａ　ring with re spec t　to　an　ideal　form ａ　ring.　　This

ring　is　called　the　residue　class　ring.

　　　　　工!!91やrem3.8.　　The　residue　class ringヶmodulo ｐ　Is　ａ　field

if and　only　if ｐ　is　ａ　prime　number.　This　field　is　called　the

Galois　field　of ｐ　elements, denoted　by　gf(p).

　　　　　工ｎ　so　far　aswe　are　ｃoncerned　with　the　integer, the　field

whic ｈ has ｐｌｌ(n>l) elements　can　not　be generated.　Now　let　(IS

- k5 '



consider　the　polynomial　f(x) of degree　ｎ with　one　variable　ｘ

and　with　the　coefficients　from　any　field　Ａ：

ｆ（Ｘ）゜ａＯ　＋　a.X　＋　ａ２×
２　＋　゜”Ｉ　＋　ａｎｘｎ

Polynomials　can be　added　and
multiplied　in　the　ordinary way,

and　thus　they　form ａ　ring.　・Ａ　set　ofpolynomials　is　an　ideal

if and　only　if　it　consists　of
all　the　multiples　of ａ　certain

polynoぶial　f(x).　　This　ideal　is　denoted by　{f(x)}

residue　class　ring　formed by　such an　ideal　(f(x))

the　ring　of polynomials　modulo　f(x).

．　The

is　called

　　　　　Then,every　residue　class　modulo　ａ　polynomial　f(x) of

degree　ｎ　ｃontains　either　ｏ　or　ａ　polynomial　of
degree　less　than

ｎ．　　Zero　is　an　element　of　the　ideal,and　every polynomial　of

degree less　than　ｎ　is　in　ａ　distinct　residue　class。

　　　　　Some　symbol, usually　a, is　used　to　represent　the　residue

class　containing　ｘ．　The　residue　class　containing
ａ　field

element　is　given　the　same　name　ａ８　the　field　element.　This,

however, should　not　cause　any　ｃ
onfusion.　Then　the　cose t　that

contains

ａｏ

　尚　　　　　　　　　　　　　　　　ｎ－１

+ a,X +　．．．．＋　^n-1^

can be　denoted by

　　　　　　　　　　ａＯ　＋　ａ１戊　＋　‥゛’＋　n-1

Thus　every　residue　class　can be　represented　by
ａ　polynomial　of

degree　less　than　ｎ with respect　to　α．　Con3eq,uently　the　number

of distinct　residue classes　is　m" where　ｍ　denotes　the　number
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of elements　contained　in ａ　field　Ａ．

　　　　Theorem　3.9.　　　１ｎ　the　residue　class　ring modulo　ａ　poly-
　　　　-

nomial f(x) of degree n, the relation f(≪) = (f(x)) = {o}

always　holds.　But　no　polynomial　in　戊　of degree　less　than ｎ

is the ideal (f(x)} or {O}・

　　　　　Theorem　3.10.　　Let　Ｐ(χ)ｂｅ　ａ　polynomial　０ｆ degree　ｎ' wi th

the　coefficients　from ａ　field　Ａ．　工f P(X) is　irreducible　in　Ａ，

that　is, if P(x) has　no　fac tors　with　the　coefficients　of　Ａ，

then　the　residue　cla3s　ring modulo　P(x) becomes　ａ　field。

　　　　　It　is　shown　that　the　ring　of polynomials　over any　finite

field　ha a　at　least　one　irreducible　polynomial　of every　degree・

The　field　of polynomials　over　GF(p) modulo　an　irreducible　pol-

ynomial　of degree　ｎ is called　the　Galois　field　of ｐｎ　elements ，

denoted　by　gf(p ).　It is　verified　that　every　fini七ｅ　field　is

isomorphic　to　some　Galois　field.　Furthermore　it　is　also　veri-

fied　that　any　two　finite　fields　with　the　same　number　of ele-

merits　are　isomorphic　to　each　other.　Hence, for　any　given

positive　integer　ａ　there　exists　ａ　field　GF(fl), if and　only　if

ｎ　is　ａ　power　of ａ　prime　number。

　　　　　There　is　ａ　natural　correspondence　be tween GF(p") and　the

n-tuples　composed　from　the　elements　of gf(p).　Ｔｈａ七　is, the

polynomial　ａＯ　＋　ａ１α　＋　゛゛゜゜n-1　corresponds　to　the

ｎ“ｔｕｐｌｅ(ａＯ゛ａ１゛゜゜'゜゛ａｎ－１)゜ The　sura　of　two n-tuples　corre―

sponds　to　the　sura　of　the　two　c orresponding polynomials, and

the　multiplication by　scalars　carries　over　similarly.　　Thu3
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Ｇｌｉヽ(ｐｌｌ)　canbe　considered　as　ａ　vec tor space　of　the　dimension ｎ

over GF(p). Consequently the ｓｅｔ▽which consists of all the

internal　state　vec tors u (j　°1, 2 , . . .゜, 2^) can be regarded

as ＧＦ(２Ｎ)．　　　ニ　　　　　　　　　　．'

　　　　　　　　　　　(48)

　　　　The orem 3. 石二＼　工ｎ GF(2^) there is ａ primitive　element　α

which １８　an element　of　order (２Ｎ－１)．　Thus　every nonzero　ele-

merit　of　ＧＦ(２Ｎ)ｃａｎ be　expressed as　ａ　power　of　＆．　　Therefore,

the　multiplicative　group　ｏｆＧＦ(２Ｎ)１ｓ　cyclic・

　　　　心　　The　Galois　field　of ２５　elements　can be

formed　as　the　field　of polynomials　over　GF(2)　ｍｏｄｕｌｏｘ５＋Ｘ２＋１．

Let　α　denote　the　residue　class　that　contains　the　polynomial　Ｘ．

Then a　is ａ　root　ｏｆ(Ｘ５　＋　Ｘ２　＋　１　＝　○)、and　this　α　happens　to

be　ａ　ｐｒｊ､mltive　element　of　the　field.　Then　the　３１　nonzero

field　elements　ｏｆＧＦ(２５)　are　given by Table　3.1.
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　　　　　An　irreducible　polynomial　of degree　ｎ　over　GF(p) is　called

primitive　If it　has　ａ　primitive　element　of ＧＦ(Ｐｎ)ａｓ　ａ　root.

There　exist　the　irreducible　polynomials　which are　not　neces-

sarily　primitive .　Thus, the　actual　procedures　to　examine

whether　or　not　ａ　polynomial　is　　primitive　are　one　of　subJec ts

to be　studied.　Moreover　it　is　significant　to　find　out ａ　prim-

itive　polynomial　for　any　given ＧＦ(Ｐｎ)。

　　　　　With　regard　to　suchproblems　some　studies　have　been done

by various investigators.　For　the　practical　use　they　gave　the

primitive　polynomials　for GF(2") where　ｎ　is　up　to　３４．Thus　we

can easily produce　such an　ordered　representation　of Gr(2") for

any given　positive　integer ｎ　less　than　３４as　Table　3.1.

　　　　　The　bounds　for　the　number　of divisions　of　the　matrix　c(i)・Ｕ

still　remain unknown.　　The　object　of　this　section　is　to　provide

this　bounds　by　utilizing　the　above　stated　preliminary　knowledges

about　the　Galois　field.　To begin with let　us　consider　the　fol-

lowing　theorem which １８　almost　evident　from　the　definition　of

the　linearly　independence。

　　　　　Theorem　３°:１ｇ｀　　If the　given Ｎ　vectors ｖ１．　ｖ２９　゛:゛¨ｌ　ｖＮ

are　linearly　independent　over　GF(2), then　they are　also　linearly

independent　over　the　real　number　space。

　　　　　Theorem 3.13.レ　　エｎ　the　ordered　representation　ｏｆＧＦ(２Ｎ)√

any　successive Ｎ elements　of GF(2N)　are　linearly　independent.
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Proof： Any　successive　Ｎ　elements　in　the　ordered　repre-

sentatlon　of ＧＦ（２Ｎ）ｃａｎbe　given as

　　　　ヽ　　　　a, a ,　●・・・．　m+N-l

where　α　denotes　the primitive　element　ｏｆＧｒ（２Ｎ）ａｎｄ　ｍ　denotes

the　integer　such　that １≧ｍ≦２Ｎ － Ｎ．

　　　　　Therefore　the　linear combination　L(a) of　these Ｎ　succes―

sive　elements　is　expressed　in　the　following　form.

　　　　　　　　　　Ｌ（ぽ）゛ａＯαｍ　＋　ａ１αｍ＋１　＋　･･ ･ ･ + N~l

　　　　　　　　　　　　　　　°（ｚｍ（ａＯ　＋　ａ１α　＋　．．．．＋ａＮ－１αＮ‾１）

where　a.(i=O,　１・ ・・・・９　N-l)i3 an　element　of GF(2).

　　　　　On　the　other　hand, since　a　is　ａ　primitive　element, at.must

be　ａ　root　of an　irreducible　polynomial　of degree　Ｎ． －　Thus　the

following equation　holds　through　Theorem　3.9.

　　　　　　　　　　　　ａＯ　＋　a-j^ot　＋　ＩＩ”＋ａＮ－１αＮ‘１メ｛０１

　　　　　　●Hence, L(a) does　not　equal　to jo} except　for

　　　　　　　　　　　　ａＯ　゛ａｌｚ　．．・●　ｚ　^N-1　°Ｏ

This　implies　m m+1　・・・・９　αｍ＋Ｎ“１　are　linearlyindependent

over GF(2).　Consequently any successive　Ｎ　elements　in　the

ordered　representation　of ＧＦ（２Ｎ）ａｒｅ　linearly　independent　over

the　real　number　space. Q.E.D

工ｎ　fact, the　validity　of Theorem　3.13　will　be　assured by
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checking Table　3.1.

　　　　　ら　　When　the　whole　solutions　R(i) of Absolute

Inequality　System　2.16　are　expressed　in　the　following　form.

　　　　　　　R(i)゜　∩．　K(A )

　　　　　　　　　　　　　　ｊ＝１

the　bounds　for　the　number　ｓ　are　given by　the　next　relation:

喘〕ｓ・≦[ぞ]

where　the　notation ’（ＸＪ　means　the　smallest　integerwhich does

not　exceed　the　value　ｘ．

　　　　　Proof:　　　The　number　of divisions　of　the　matrix　C(i)・Ｕ Is

same　as　that　of　the　matrix Ｕ　, since　C(i) is　ａ　diagonal　matrix

and　every diagonal　component　１８　not　zero.　Hence,　１ｔ　Is　suffi-

clent　to　consider　the　matrix Ｕ．

　　　　　The　lower bound　１８　obvious　since　each W^ (defined in　the

proof of Theorem　3.6) is　an (N+1, N+l)-type　square　matrix.

　　　　　As　for　the　upper bound, divide　all　the　internal　state

vec tors　into f2*^/N] sets　by　taking　the　internal　state　vectors

N by Ｎ　from　top
to bottom in　the　ordered　representation of

-･･●　’･=¶●・・

ＧＦ(２Ｎ)．　　Permit,　however.　an　overlapping extraction　only　for

the　last　division unless　２１１　１ｓ　ａmultiple　of Ｎ．　Namely, the

last･division　set may be　constituted　from the　last　Ｎ　internal

state･･vectors　in　the　ordered　representation of GF(2 ).
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FHir therm ore , add　the　vec tor Ｑ１　= (0, 0・ ・・・・．　０）･　to　eachdivisioη

set　obtained by　the　above　stated　process.　　Now　replace　the　in-

ternal　state　vectors　involved　in　each resulted　division　set by

the　corresponding content　vectors.　Then each matrix　generated

from　the　above　raentloned (N+l)　content　vec tors　has　the　rank

(N+1) through Theorem　3.13.

　　　　　By　suchｗａｙｓ[２Ｎ／Ｎ]matrices, all　of which　have　the　rank

(N+1), can be　produced.　Therefore　such〔２Ｎ／刈ｍａｔｒｉｃｅｓ　can be

expressed　as　roiiows.
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This　completes　the　part　of

the　upper bound.　　　Q.E.D.
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　　　　　Thus　it　Isconcluded　that　all　the　･threshold　and weights

values　realizing ａ　threshold　function represented by　C(i) can

be　given comple tely by Theorem　3.14.　工ｔ　is　the　well　known

fact　that　the　whole　solutions　of　the　linear inequalities　are

generally　expressed　as　ａ　polyhedral　convex　cone .　工ｎ　this

chapter, the　practical　procedures　which determine　the　polyhed-

ral　convex　cone　have　been provided.　The　terms　of　the　polyhed-

ral　convex　cone　is　modified　here　so　as　to　handle　the　absolute

inequalities。

旦ΞＥ!Ｓ１』４Ｌ　The　submatrices U^ (j　°１゛2 7)

of　the　universal　matrix ｕ　for　Ｎ　＝　5.de･fined by　the　relation

^ij　°ぺ1;しfEj(1)'11j〕‾1｀゛here C4(i) denotes　the　subraatrix

of C(i) corresponding　to ａ　division　set　expressed　by Uj, a：「ｅ

given by Table　3.2.　　Thus C (i) is　the (6,6)¬type　diagonal

matrix which consists　of　the　ｋ゛ｓ一throws　and　columns　of C(i),

１ｆ"J ｃontalns　the　ｋ s゙-th rows　of Ｕ。

　　　　　Therefore　the　polyhedral　conve X　cone　for　the　whole　solu-

tions　of ａ　threshold　function　of ５　variables　can be　constituted

by　using these matrices Uj　１１１　the　ｆｏ゛”１　：

ｎ(１)＝５・(弓１ 。Cj(i))

　　j＝１
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３。２・　･The　Basic　Component Matrices　for　the　Polyhed-Table

ral　Convex Cone　of ａ Threshold　Function of ５　Variables.
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CHAPTER工Ｖ

LINEAR　SEPARABILITY BY FUNDAMENTAL SOLUTION MATRIX

　　　　In　this　chapter　the　problem・　generally known ａ８　the　linear

separability, is　treated.　Concerning　this　problem various

approac hes, practical procedures and conditions have been pro-

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（４５）　　　　（４０）
posed　such ａ８　Linear Programming, Function　Tree　and　Asummabili―

ty.　　This　problem　１Ｓ　one ．０ｆ　the　most　classical　and yet　the　most

difficult　ones　１ｎ　Threshold　Logic　as　the　number　of Input　vari-

ables　Increases　ａ　little.　　Here　the　subject　１Ｓ　discussed　with

using　the　fundamental　solution matrix.　The　linear separability

condition １８　established with respect　to　the　properties　of　this

matrlχ．

４．１－　　The　Basic　Back　round

　　　　　By　the　preceding argument,　１ｔ　Is　concluded　that　ａ　given

Ｂｏふlean　func ti on represented by　C(l) is　realizable　by ａ　single

threshold　element　if and　only if Equation　System　2.22　has　ａ

positive　solution ｄ１．　Here　the　practical　procedures　which

examine whether　or not　Equation　System　2.22　has　ａ　positive

solution　are　presented.　For　this　purpose　let　us ･first　consid-

er　the　next　theorem。

　　　　　　　　　　　　(18)
　　　　　Theorem　4.1.　　　£c[uatlon　System　2.22　ｔ!as　ａ　positive solu--

tion ｄｉ　if and only if　the　minimum　c onvex body which Involves
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the　２ Ｎ points of　the　s-dimen3ional･ space (a=2^-N-l) whose

coordinates　are　given by

Ｐ１

Ｐ２

.

Ｐ

２

Ｎ

＝（

＝（

（１）

ｂ１１゛

（１）

ｂ１２゛

●　●

・

（２）

b , ..゜゜゛

（２）

ｂ１;1
９ ●●●●９

（ｓ）

b11）

　
　
Ｉ

Ｉ
　
２

　
Ｓ
　
・
一

く
ｂ

●　●　●　●　●　●　●　●　●

contains　the　origin.　Here　the　k-th　fundame n ta1　solution Is

expressed by　the　coordinate

に）＝（以，娼‥‥･，べZ）．

　　　　　However　it　is　oftendifficult　to analyse　the　Equation

System 2.22 by　the　aid　of Theorem･ '.1.　Now consider　the　next

theorem　established by　Purtwangler and Ｍ・Fujiwara which pro-

vldes　the　foundation　of　the　subsequent　argument。

　　　　　Furtwan　ler's　Theorem　　There　exists　ａ　system　of positive

numbers　ｙ１゛ｙ２゛゛“., y_ such　that　the　relations

Mk(y) =Σ

　　　j＝１
＼

yj<0, (k°１゛ ２゛゜･ ･ ･ I s)

hold,　１ｆand　only　if at　least　one　of ｒ　linear　forms

： ． ● 57 －
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Lj（3c）゜

'S;

Σ

ｋ＝１

αｋj ｘｋ゛　（ｊ　°1, 2, .°゜., r) (4．２)

becomes　ａ　negative number for any nonzero　nonnegative　vec tor ･

Ｚ°（ｘｉｇ　ｘ２・　゛゜¨９　S

　　　　　　Since　the　linear　forms　of Relation　k,l take　negative

values. let　us　represent　these　values by ｙｒ＋１゛ｙｒ＋２゛’゛゜゛ｙｒ’＋ｓ．

Then　the　next　theorem is obtained　immediately from　FurtwSngler゛ｓ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ダ　　　　　　　　　　ｊTheorem.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　ぺ一
匹。Ｔりｅ　リLnear equations

　　　　　・　　　I･r　　　　　　　　.　. χ.r　‘●　　　　.　　　　　　　　゛　　　　　　　　　ミ

　　　　　　　　　　　　「

Σ αｋｊ　’ｙｊ　°’ｙｒ＋ｋ　゛　　（ｋｌ＝１，２，‥‥，・１）ニ･･（４．３）

　　　　　　　　　　ｊ＝１

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｉ
have　ａ　positive　solution (y. , ｙ２９ °゛゛゜ ｙ゙１ｒ＋８）゛１ｆand only

if at　least one　of ｒ linear forms　given in Relation ４．２becomes

ａ　negative　nvunber ･for any nonzero　nonne ga tlve　vec tor

Ｘ°（Ｘ１９ ×２・ ゛゛゛゜９ＸＳ）≧○゛

　　　　　Therefore　the　fact　that　at　least　one　of ｒ　linear forms

given in Relation ４．２becomes negative for any ｘ２０ １ｓ equiya-

lent　to　七he　fact　that　the　origin　lies　within　the　minimum　conveχ

body containing　the　ｆｏ１!owing　ｓ＋ｒ points　in　the　s-dlmensi onal

space:
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p

Ｐ２

Ｚ

Ｚ

●　●　●

Ｐ　　＝

　「

Ｐ
ｒ＋１

Ｐｒ＋２

(α
１１゛α２１゛゜゜゜Ｉ゛α'ｓ１)

(α１２゛α２２゛゜゛゛゜゛αｓ２)

　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●

＝（

＝（

●　●　●　●

Ｐ
ｒ＋Ｓ

Z

≪lr'

　　１，

　　０，

　●

（

"2r'

０，

●　●

０９

１，

０，

●●●

●●●

●●

●９

●●●●タ

≪sr)

　ｏ）

　Ｏ）

●　●　●

●●●●
1）

Then　the　next　theorem　is　established which is　the　basic　theorem

for　the　further　development.

　　　　　Theorem U.:３１．　　　EquationSystem 2.22　has　ａ　positive　solu-

tion ｄ１＞０１ｆ and only if one of Ｎ＋１linear forms

Lij(x)゜

２‘'-Ｎ一

　Σ

　ｋ＝１

1椙　

。。（ｊ　＝　1, 2, ..... N+l)　（４．ｚｌ）

becomes　ａ　negative　number　for any nonzero　nonnegative　vector

ｘ　ｚ（ｘ　ｇ　ｘ　夕　・・・・．　ｘ　　　）２０．
　　　　　　１　　２、　　　　　　2N-N-1

　　　　　Proof：　　　The　coefficients　of Equation　System　2.22　have

the　same　forms　as　the　coefficients　of Equations　４．３．　That

is, the　２Ｎｐｏｉｎｔｓ　stated　inTheorem 14．１　have　the following

coordinates.
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Ｐ１

Ｐ２

-

-

一

一

（

（１）

ｂ１１゛

(１)

ｂ１２゛

（２）・

b , ...･゜゛

（２）

ｂ１２゛　・・●・９

以）

心）

●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●

ＰＮ＋１

ＰＮ＋２

ＰＮ＋３

Ｓ

S

　　　(１)

(ｂ１Ｎ＋１゛

ト　１，

＝（　　０，

　　（２）

ｂ１Ｎ＋１・　゜゜゜゛゛

　　　　○夕　●●●●夕

１●’‘　●●●●夕

　（ｓ）

ｂ１Ｎ＋１）

Ｏ）

Ｏ）

●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●

　　　　　　　　　　　Ｐ　Ｎ　’゜（　　　　o,

　　　　　　　　　　　　２

where　ｓ　＝’２Ｎ一Ｎ－１ 。

０●　･
･ ･ ･ f

１　）

Q.E.D.

１･．２　　Develo ment

　　　　　The　mainｐｕ：rpose　of this　section Is　to develop Theorem

４．３　１ｎ　order　to　make　it more　tractable.　　The　conditions　for

the　existence　of a positive　solution ｄｉ　of Equation　System　２°２２

are　stated as　the　properties　of　the　fundame n ta1　solution matrix

B(i)･defined, by　Definition 2.10.

　　　　　For　brevity　of ，notations　the　terms　of ‘ａ　nonnegative　col―

umn, a　negative　row　ａ･nd　ａ　nonzero　nonpositive　row ｗｉ】L-1　be　used

in　the　same ･meaning defined　for ａ　vector in Chapter ｌ工．，

－６０ －



　　　　Theorem　４．４．　　If　there　exists　at　least　one　nonnegative

column In　the　fundamental　solution matrix　fl(i), then　Equation

System　2.22　has　ｎｏ･positive　solution.

Proof: Suppose　that　the　k-th column　of B(i) is　nonneg-

ative.　Consider ａ　vector ｘ　such　that　only　the　k-th component

Is　ａ　sufficiently　large　number and　all　the　other　components

are　zero, then　the　linear　form Ｌ
^

(x) of Relation　４．４　does　not

become　ａ　negative　number　for any　ｊ・ Q.E.D.

　　　　　Υheoremk,5.　　If there　exists at　least　one　negative　row

in　the　fundame n ta1　solution matrix　B(i), then Equation　Sys tern

2.22　has　ａ positive　solution.

Proof: Suppose　that　the　k-th row　of B(i) is　negative,

then　the　linear　form L

number.

(x) of Relation　４．４　becomes　ａ　negative

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D.･

　　　　Since　Theorem　h.lt　and The orem　h 。５　are　not　so applicable

excepting　the　limited　fundamental　solution matrix, let　us　de-

velop Theorem　４．３　in　the　easier　form　to apply.　　For　this　pur―

pose　consider　the　following　tvo　definitions。

　　　　Definition　４°１°　　工ｆ　the　１１“七hrow　of B(i) is nonzero

nonpositive, then　the　submatrix B(i：li) of B(i) is constructed

１ｎ　七he　following manner.　　That　is, exclude　all　the　ｃ olurnhs　from

B(i) such　that　the components　of　the　l^-th row　are　negative.

'B(i:l,) la called　the　reduced　fundamental　solution matrix　of

○‘rder　ｌ　concerning　the　１１“ｔｈｒｏｗ°　Similarly　if　the　1-th row

6１ －



ｏｆ盲(１：1 ) is nonzero nonposi tive,　then　the　submatrix“B(i:l^l2)

of B(i) is　constructed　in　the　aame　manner.　That is, exclude

ａ果１　the　ｃoluuins ｆｒｏ°"Biti:!!) such　that　the ｃ'ふnponents　of　the

lp-th ｒｏ゛゛ｒｅnegative.
・(Ｄ１１１２)１ｓ

called the reduced fun-

damental　solution matrix　of　order　２　concerning　the　１１‾ｔｈ　row

and　the　１２‾ｔｈ　row. Likewise　the　reduced　fundamental　solution

matrix B(

manner.

i:lll2.
’
.In) of order　ｎ can be　defined ｂｙ’the　similar

　　　　　Definition　4.2.　　Consider　the (N+1, 2*^-N-l)-type　matrix

B(l:row) which　is　construe ted　from　B(i) in　the　following man-

ner.　　That　is, first　make　ａ　linear　combination　of　some　rows

of B(i) with positive　coefficients, and　then replace　an arbi―

trary　row　which was　Joined　in　the　linear combination with　this

linear　combined　row.　B(i:row) is　called　the　row―c ombined　fun-

damental　solution matrix.　Similarly, the　column―combined　fun-

damental　solution matrix　B(i;column) can be　defined。

　　　　　　ら　If "5(1:1^12°’゜1 ) becomes　the (O, 0)-type

matrix　for an appropriate　number　ｎ．　namely,　vanished, then

Equation　System　2.22　has　ａ　positive　solution。

　　　　　Proof:　　Let　us　represent　the　1,-th ｒｏｗ゛１２’ｔｈ　ｒｏｗ･゛・・・・９

ａｘｌｄｌｎ’ｔｈｒｏｗ　of B(i) by ●）１１１゛ｂｉ１２ﾆ゛ダ゛゜ｌ゛,and "iln-　respective―

１ｙ．　　Then　the　linear　combination
ｓ　　　　ｘ

　∧　　　　　ｂ１ °£‘='j ’ｂ１１
゛　(ai >≫≪2>≫....

≫ぽｎ＞○）

　　　　　　　　　　　　　ｊ＝１　　　　　　ｊ

6２ －



becomes ａ･negative vector.　Hence　the　linear　form　of　Relation

4.4 which　takes　the　componen七８　of　this　negative　vector ｂ１　゛｀ｓ

its　coefficients　becomes

２

ｋ＝１

ｂｉｋ｀　ｘｋ゛
Σ

j＝1

where　ｂ１　°（ｂ１１゛ｂ１２゛¨゜‘　ｂ１２

り‘Lij(゛)＜ｏ

^-N-1
)・　Therefore　at　least　one

of Lij(x) (J=l,　２・　‥・’９　n)bee°mes　ａ　negati゛ｅ　nu°ber.　Q.E.D･

　　　　The case where B(i:l,) becomes ａ（○゛ O)-type matrix cor-

responds　to　Theorem　4.5.

　　　　　乙　　工ｆ It　is　possible　to　make　ａ　column-combined

fundamental　solution matrix　B(1: column) whose　at　least　one　of

columns　becomes　nonnegativeタ　then　Equation　System　2.22　has　no

posl tlve　solution.

Proof: Let　E(column) denote　the　matrix which is　con-

3 true ted　from　the　identity matrix　Ｅ Ｎ　　　　byperforming　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２　-N-1

same　linear　combination and　the　same　replacement as　B(iJcolumn)

Then　each column　of　the　matrix

B(i:column)

E(column)

becomes　the　fundamental　solution　of Equation 2.21.　　　　Q.E.D･

　　　　工ｎDefinition　４．１　the　reduced　fundamental　solution matrix

気１ｓ１１１２゛゜゛‘１ｎ）ｏｆorder ｎ Is constructed　for B(i).　Likewise・

the　reduced　row― c ombined　fundamental　solution matrix

－63 －



B(i:rov゛１１１１２・・‥ １ｎ）ｏｆ order n can be de ｆ１･ned
ｌ
for Ｂ（１: row)

by　the　similar manner.　Then, the　next　theorem　Is　established.

　　　The °Ｅｅ° ４１゛ﾚ8-゛レ　エｆﾌﾟ盲(i:ｌ｀ｏ゛1111121‥‘1 ) becomes the (０． ０)‾

type　matrix　for an appropriate　number　ｎ９　namely, vanished,

Equation System 2.22　has　ａ positive　solution.

Ｐｒｏｏｆ： Let L. .(x) denote the linear fo°1｀゛hen B(l:rov゛）

１ｓ　considered instead　of B(i) in ‘Relation　Ｚ･．４．　Suppose　that

B(i;row) is　constructed in　the way such　that　the　t-th row　１８

ｒｅｐ】Lacedby　the　linear combination　of ｍ rows　of B(i) with

positive　coefficients　Ｂ１゛Ｂ２゛¨’゜゛ａｍ°　Then　the　ｆｏ１再owing

relations hold.

　　Lij(x)゜I･ij(x), (jA)

　　7
1t(゛)゛

£ａ
ｋ°Ｌｉｋ(｀)

　　　　　　　ｋ甲１

On　the　other　hand　１６七″ir１１

１゛

b., , ･ t゜゜.ｌｇｉｌｎｄｅｎｏtｅ　the

１１’ｔｈ　row,　l2-throw,　’゜１°,l_-th row　of B(i:row) respectively°

Then, the　linear combination

rj
ｂ１

． ■

●

　ｎ

Σ

ｊ＝１

‘"j ’

　
』

‘
ｋ
ｌ

(≪1≫ ≪£>ン’‘’・.≫ ot >0)

becomes　ａ　negative　vector..　Hence　the　linear　form　ofRelation

４．４which　takes　the　components　of the　negative　vector

coefficients　becomes

－64 －
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pN-N-iへｊ　　　　　　　　ｎ　　　　　へＪ

　　Σ　ｌ)１ｋ ゛ ゜'k ° Σ;゛ｊ ' Ｌｉｊ(｀)＜ｏ

ｋ＝１

wｈｅｒｅy1’（y11’凡２‥¨ｊ;

ｊ＝１

１２Ｎ－Ｎ－１

)
゜

Therefore　the　following relation holds

£

“j‘

ylj（゛）’“t£Ｂｋ”
Ｌｉｋ（｀）゛Σ“j｀Ｌｉｊ（｀）＜ｏ

j＝１ ｋ＝１

Thus　at　least　one　ｏｆＬｉｊ

negative　number.

（ｘ）（ｊ＝１，２・　・・・.N+1)　becomes　ａ

　　　　　　　　　　Q.E.D.

　　　　　Let　us　practise　the　arguments　stated　hitherto　for　the

case　N=3.　　The　notations　and　terms　will　be　used　to　represent

the　same　conception defined　in　the　preceding discussions.
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４。３　　Exampl旦

　　　　　心　　Examine　whether　’ｏｒ　not　the　transition

state　diagram　given by　Fig.　４．１　１８　realizable　with　three

threshold　elements*　If it　is　realizable, then de termine　the

ac tual　weights　values　and　the　threshold value　of each element.

Furthermore　let　us　determine　what　domain　these　weights　values

and　threshold　value　occupy in　the (N+1)―dimensional　Euclidean

space・

八
Ｕ１

(Ｏ

ベ
(:(１

へ
Ｕ３

ｆ

a２

　○

Q7

(Ｏ １

Ｉ
Ｉ
ｉ
－
ｇ
８

(１ １

へ
゛４

1）

O）入

金5←金6

1）　　(1 1 O)　　(1 O 1)

1）

Fig.　４．１．　　Transition　state　diagram
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Three　characteristic　matrices　for　this　behavior are　given by

the　following matrices.

c(i) =

Ｃ（３）＝

　１-1　　0

1　

0　

≒

-1

１　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
１

C(2) =ﾚ11‾1べ.0]

　　　　O　≒

1

Thus　the　corresponding　fundamental　solution matrices　are　given

by　the　following　three　matrices.

13(１)＝

lj -１　１　１　-２　　　　　　　　　　　　　　　　“１　-１　１　-２

-１　　１　０-１　　　　　　　　　　　　　　　　　’１　-1　0　-１

　１　０-１　１

ｊ　　　　　

B(2) =　１　ｏ゛１　１

　０　-１　-１　　１　　　　　　　　　　　　　　　　　０　１　-１　１

　　　　　　-1　1　　1　-２

　　　　　　-1　1　0-１

B(3) =　１　０-1　］

　　　　　　　○-1-1　１

67－
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　　　　　Since　b(3) is　coincident with B(l),･only･B(i) and　B(2)

are　considered　hereafter.　Construct　the　ｒｏｗ一combined　funda―

mental　solution matrix　B(l:row) by adding　the　fourth ｌrow　to

the　first　row　of Ｂ(１)．　As　the　first　row　of B(l:row) is　non―

positive, construct　the　reduced　row―combined　fundamental　８ｏ－

lution matrix "Sl^lrrowtl) of order １ . Thu3 B(l:row：l,k) be-
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●●　●　　　　●

comes　vanished.

　　　　　０ｎ　the　other　hand　since″the　second　row　of B(2) Is　ｎｏｎ一

positive, construct "b(2:2).　Then 'b'(2：2,3) becomes　vanished.

Hence　Equation　System　2.22　has a　positive　solution　for any　１．

Thus　the　transition　state　diagram　given by　Fig. 4.1. is　realized

with　three　threshold　elements.　These　processes　are　shown in

Table　４．１．

　　　　　　　　　-１　０　０-１

　　　　　　　　　-１　１　０-１

B(l:row) =　1　　0-１　１｣=#>B(1:ｒｏヽ，･１)＝

　　　　　　　　　　○ -１　-１　　１

１
　
０

－１

－１

Table　４．１

　○　○

　１　０

　０ －１

－１　－１

　　　４

B(l:row:l,4) S ○

⇒　　Ｂ（２：2,3) = 0

Ac tual　processes　for　linear　separability

： ■ 6８ －

●



　　　　　The　following three　vectors　ｄ１゛ｄ２゛ｄ３　can be　positive

solutions　of Equation System　2.22.

　　　　　　　　　　　ｄ１ °(/i, 1, 2, 6゛3, 1, 't゛１）

　　　　　　　　　　　ｄ２　°(1, 1, 1, 1, 1゛１゛1. 1)

　　　　　　　　　　　ｄ３　°（４゛１゛2, 6, 3, 1゛４゛１）

Thus, by Theorem　3.1≫ we　obtain

駄}１ ＝（　'≪, -5, -2,　２）

　　　　　　　　　　　　　　ｕ２　゛（‘１●　　２゛　○゛　○）　　‘・

　　　　　　　　　　　　　　ｕ３　°{-'>,　５゛　２゛‾２）

　　　　Therefore　the　autonomous　network　given　by　FiR. t,,2　shows

the　behavior　given by Fig.　４．１．

Fig.　４．２．　　The　autonomous　ne twork
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　　　　　The　domain　of　the　weights　values　and　the　threshold value

of each element　is　given as　the　intersection　of　the　polyhedral
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２

convex cone,　Ri　°　∩

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｊ＝１

vided as　follows.

A１１
｡゜

A21　゛

Ａ
　ﾆ3１

一

一

　１　　０

－１　－１

－１　　０

－１　　０

Ｋ(Ａｉｊ)・゛here　each matrix　^ij　is　pro-

○
　
○
　
○

○
　
０
　
１

○

1

１

1

１

1

1

1

1

0.０

1　　０

１

○
　
○

○　－１　　０

０　０－１

○　○　○

１　　０　０

０　－１　　０

０　０－１

Ａ

１２

A
２２　゛

Ａ
３２

一

一

１　１　　１　　２

０　０　－１　－１

０　－１　　０－１

１　０　０　－１

　１　　１　－１　－２

　０　０　１　　１

　０－１　　０　１

－１　　０　０　１

１　－１　－１

　○　○

　０　１

－１　０

―
　
○
　
○

２
　
１
　
１
　
１

一
」

匹　　Examine　whether　or not　the　transition　state

diagram　given by　Fig.　4.3 is　realizable　with　three　threshold

elements.
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Ｆ
２
０

（
Ｕ
　
　
　
　
　
べ
Ｕ

　
　
　
　
　
　
　
戸

１　０

　べ　゛16

(0 1 1)

へ
、
ノ

√

０１０）

　ｕ３

入
～

（１１０）（ＯＯＯｙヽ、、
へ＿．／

／

（００１）

　　　　　　　　　　Fig.　I*.3.　　Transition　state　diagram

　　　　　Three　characteristic　matrices　for　this　behavior are　given

as　follows.

C(l) =

－１

　　１

０

１

　－１

０

１

　１

　　　１

　　　　１

１

C(2) =

１

　１

０

１

　－１

　　　－１

０

１

　－１

－１
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Thus　the　corresponding fundamental　solution matrices　are

given　as　follows.

B(l) =

－１　－１　－１　－２

－１　－１　　０　－１

　１　。０　１　　１

　０　１　　１　　１

fl(3) =

Hence B(1：１） and

processes　shown below.

"6(2:3) =

　　　　　　　　　-1　　1　-１　-2

　　　　　　　　　　1　-１　　０　１

B(2)゜　

|　

｡１　ｏ　-１　-１

」

　　　　　　　　　　0　1　’１　-１

1

１

１

０

－１　　１　　２

　１　　０　－１

　０　１　　１

　１　－１　－１

B(2:3≫1) become vanished through the

1
１
０
１

　
一

|⇒１(２ﾜ'1)吋ｏ〕

　　　　However　the　column一combined　fundame n ta1　solution matrix

Ｂ（３：column) constructed by adding　the　second　column　to　the

fourth column　of B(3) has　ａ　nonnegative　column in　the　fourth

column　as　follows.

B( 3:column) =　lj

:
１　－１　　１

１　　１　　０

１　　０　　１

０　１　－１

7２ －

１
　
０
　
１
　
０



　　　　Hence　Equation　System　2.22　has　no　positive　solution　for

i=3.　Therefore the　behavior　given　by　Fig. '4.3　１９　not　realiz-

able　with　three　threshold　elements.

　　　　　Note　that　if　the　component　of ａ　matrix　is　not　given, that

is, left blank, then　it　means　the　component　is　zero　throughout

the　above　representation　of ａ　matrix.　Such ａ　representation

will　also　be　used　in　the　remainder　of　this　paper.
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CHAPTER Ｖ

LINEAR　SEPARAB工LITY BY VARIABLE TRANSFORMAT工ON

　　　　The　tests　for　the　linear　separability　so　far proposed

are, In　general, not very practical　when　the　function　of more

than･five　or　six　variables　Is　to be　tested.　Since　most　of

these　proposed methods　require　ａ　large　amount　of computation.

the　problem　of determining whether　or not　ａ　given　function １Ｓ

ａ　threshold　function　１Ｓ　commonly　solved　in actual　by reducing

the　function　to　ａ　canonical　form　and　checking　to　see　if it　１Ｓ

contained　In　the　entry　of　the　tables　prepared　for　ｔｈｉＳ

(

ｌ

ｊＭり

ｐ

ｘ２ｊ？

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(４５)(６４)

　　　　Since　the　number　of　threshold　functions　grows　very　rapidly

with an increase　of the　number　of variables. １ｔbecomes　necessary

to　enumerate　only　the　representatives　of equivalence　classes.

The　number　of representatives　even In　the　most　enlarged　con―

cept　of equivalence　becomes　more　than　two　thousands　for　the

func ti on　of　seven input　variables.　Thus　this　fact　indicates

that　it　is　still　necessary　to　develop　ａ　general　test　for　the

linear　separability　for　the　function　of ａ　large　number　of

variables。

　　　　　The　mainpurpose　of　this　chapter　is　to　develop　ａ　general

test　to mee ｔ　this　requirement.　This　test　is　ａ　method which

examines whether　or　not ａ　certain equation　system　has　ａ　non―

zero　nonnegative　solution.
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５。１　　Preliminar　Consideration

　　　　　The　practical procedures to be　presented　in　this　chapter

consist　of　two　fundamental　operations, the　trans forma ti on　of

input　variables　and　the　eliminations　of columns　and　rows　６ｆ

matrices.　This　test　procedures　require　at most　Ｎ　times of　the

trans forma ti on　of input　variables　in　order　to　examine　whether

or　not　the　func ti on　of Ｎ variables　is　ａ　threshold　function.

Hence　this　test　is　useful　even　if　the　number　of input　variables

increases。

　　　　　The　facｔ　that　at　most　Ｎ　times　of　the　trans forma ti on are

sufficient　Is　due　to　the　treatment　of　the　adjoint　linear equa-

tiona　instead　of　the　inequalities　dlrec tly.　　The　following

theorem　promotes　this　Idea　and　gives　the　foundation　of　the

subsequent　analysis.　This　theorem,　brought　out　at　first by

Stlemke　and　settled　later　in　the　refined　form by　Tucker, plays　ａ

very　important　role　not　only　in　the　theory　of linear　inequality

but　also　in　the　theory　of　games　and　linear programming。

　　　　　Stiemke･s　and　Tucker's　Ｔｈｅｃ(ｒ

ｔａ

ｌ
?　　

Lot　Ｈ　denote　an arbitrary

　(m.n)‘type　matrix. Then　either　of　the　following　two　proposi tlons

　always　holds　and　never　holds　simultane ously・

（１）　　The　inequalities

　　　　　　　　Ｈ・χ＞○

　　　　have　ａ　solution ｘ　＝
ｔ(ｘ１９　×２・　゜゜゛゜．　ｘｎ)゜
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　　　　　(２)　　The　equations

　　　　　　　　　　　　　　　ｔＨ●ｙ°○

　　　　　　　　　　have　ａ　nonzero　nonnegative　solution ｙ　＝
ｔ(ｙ１９　ｙ２゛

　　　　　　　　　　・・・・９　ｙｍ)２０．

　　　　　By　applying　this　theorem　to　Absolute　Inequality　System

2.16　it　is　concluded　that we　have　to　examine whether　or not

Equation　System　2.21　has　ａ　nonzero　nonnegative　solution ｂｉ之０．

That　is, if Equation　System　2,21　has　no　nonzero‘ nonnegative　‥

solution bj ^ O, then Absolute　工nequality　System　2.16　has　ａ

solution　and　the　reverse　fact　is　also　true.

　　　　　This　theorem　states　very　concisely and explicitly　the

condition　for　the　consistency　of　homogeneous　strict　Inequal―

ities, however　it　is　not　８ｏ surprised　one.　工ｔ　states　the　en-

tirely　same　fac ｔ　as　Theorem　４．３　which is　reduced　through

Furtwangler's　Theorem.　Hence　we　can　say　that　in Chapter IV

we　have　rearranged　this　theorem into　the　more　tractable　form

for　the　analysis.

　　　　　The　practical　procedure　to　be　discussed　hereafter　is　ａ

method which can　test whether　or　not　Equation　System　2.21　has

ａ　nonzero　nonne ga ti ve　solution.　There　are　Ｎ＋１　equations　in

Equation　System　2.21 whose　coefficient matrix　is
ｔＵ・c(i).

The　primary concept　of　this　method　１８　to　diminish　the　equations

one　by　one　by the　elimination　of　the　row　and　columns　of
*U・c(i)

or　by　the　transformation　of input　variables.　Hence　the　necessary
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the　number　of　transformations　to　examine　the　existence　for ａ

nonzero　nonnegative　solution is　decreased as　many　times　as

the　order　of　the　eliminations。

　　　　　For　the　efficiency　ofprocedures, the　eliminations, in

general, are　performed before　the　transformations　until　further

eliminations　become　to be　unexcuted.

　　　　　In　this　section let　us　present　the　simplification procedure

of Equation　System　2.21　by　the　eliminations　of rows　and　columns

of　ｔＵ・Ｃ(１)．

　　　　　Definition　5.1.　　Consider　the　set V^　of　the　internal　state

vectors　defined　as　follows.

".1
∈

４

Ｖ１

Ｖ１

１ｆ <Pi(Uj) = 1タ

１ｆ ?１（ａｊ）゛ｏ

Pro　osltion　5.1.　　If　the　relatic･ｎ

ｖｊ⊆Ｐ１　　　（ｊ　= 1. 2,　・・・・９　Ｎ）

１ｓ　satisfied, then　the (j+l)-th row　of　*u ・ C(i) is　ａ　nonzero

nonnegative　vector whose　each component　is　either　ｏ　or　１．　０ｎ

the　other　hand　if　the　relation

ｖｊ　⊆　Ｑ１　　　　（ｊ　°１９　２９　・・・・９　Ｎ）
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１ｓ　satisfied, then　the (j+l)-th row　of　tu ・C(i) is　ａ nonzero

nonpositive　vector whose　each component　is　e i t he r ｏ　or －１．

Proof： If ^kG Vj　⊆　Pi.　then　the　ｋ一th column　ｏｆｔＵ・Ｃ（ｉ）

equals　ｔｏ宕ｋ・　Hence　the　k―thcomponent　of the　(j+l)-th row　of

ｔＵ°C(i) is　ｌ　for "k e v_^ and is　ｏ　for uj.
４Ｆ

Vj- Thus　in any

way　the　component　of (j+l)-row is　either ｏ　or１．

　　　　エｆ亀亡ｖｊ⊆　Q^, then　the　k-th　c olumn　of
*U ･

C(i) equals

to ’ａｋ’　Therefore　by　the　similar　argument　the　proposition

follows.

　　　　　Pro　osi tion　５．２・　　　:if　the　relation

Ｐ１ ＝▽

Q.E.D

（５．１）

１ｓ　satisfied, all　the　components　ｏｆ％・C(i) are　ｌ　and　Ｏ．

On　the　other　hand　if　the　relation

Ｐ１　°･Φ (5.2)

１ｓ　satisfied, all　the　components　of　*u ・ C(i) are　－１　and　Ｏ．

Proof： If Pi ＝▽, then the characteristic matrix Ｃ（ｉ）

becomes　the　identity matrix E jg° Thus tu . c(i)゜ｔＵ°　On　the

other　hand　if Pi　°Φ　９　then　C(i)　becomes　’Ｅ２ＮＩ　　Therefore ｊ

*U
･ C(i) = -*U

Q.E.D.

　　　　　Pro　osition　5.3.　　　１ｆeither　Relation　５．１　or　Relation　５.2

1ｓ　satisfied, then Absolute　Inequality　System　2.16　１ｓ consist-

ent.
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Definition ．２．

Ｖ１１⊆　Pi

工ｆ either　of　the　two　relations

Ｏ「 Ｖ１

１

⊆　Ｑ１

１ｓ　satisfied, exclude　all　the　ｋ・s-th columns　from　the　matrix

*U . C(i) such　ｔｈ８七宕ｋ回Ｖ１１　and moreover　exclude　the　li-th rov゛゜

Such　an　obtained　matrix　is　referred　to　as　the　curtailed matrix

ｔｉ７で1,). C(i) of　order　ｌ　concerning　the　threshold　element　Ｔ１１‘

　　　　　Leｔ　us　expand　this　concept　and　define　the　curtailed matrix

リて

Ｔ１
１゛

１

Ｔ

　　　　　　　　←

２・‥１ｎ)゜C(i) of
order　ｎ ｃoncerning　the　threshold　elements

１．､９　°゛゜９　Tls tated　as　f0ll0W3.　That　ｉｓ、１ｆ　there　exists
ｎ

the　curtailed　matrix 肺≒･‥ １ｎ－１）

："cTi)
of order ｎ‾１ and

moreover　if either　of　the　two　relations

Ｏ「

(Ｖ１　－

ｎ-１

　Ｕ　Ｖ１．）⊆　Ｐ１

ｊ＝１

　　　　　　　ｎ-１

（Ｖ１　‾　Ｕ　Ｖ１．）⊆　Ｑ１
ｎ

ｊ＝１

(5.3)

（５．４）

１ｓ　satisfied, exclude　all　the　k'3-th columns　from　the　matrix

1司刄ﾐり‥１．１）でC(i) such　ｔｈａｔａｋＥ（Ｖｌ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｎ

thermore　exclude　the (In゛l)-th row.

-

ｎ－１

ぐＵ　Ｖ１.）ａｌｌｄ　fur-

ｊ＝１

　　　　Pro　osition 5.^.　　The　curtailed matrlχ　of order n (n=l.

2, ...., N)　１ｓ　an （Ｎ’ｎ＋１，２Ｎ‾ｎ）－ｔｙｐｅ　aubmatrix　ｏｆｔＵ・c(i).

Proof： The　number　of　the　components　contained　in　the
　　　　　ｎ

se t　ｊｔご

which are　to be　excluded　from　the ２Ｎcolumns　of　*u ・C(i) is
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(２Ｎ－２Ｎ‾ｉｌ)．　Onthe　other　hand　one　row　is always　excluded　as

the　order　of　the　curtailed matrix　１ｓ　ral8ed.　　　　　　　　　Q.E.D･

　　　　Theorer!1 5≫1≫　　The　equations　whose　coefficient ma trix　ｉｓ

the　curtailed matrix　of　order　ｎ－１

*uTrii2...in-i)・罰１）．１屯ｎ－１＝Ｏ (5.5)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　←
have　ａ　nonzero　nonnegative　ｓｏｌｕｔｉｏｎｂ１，ｎ’１≧○゛１ｆand　only if

the　equations　whose　coefficient matrix　is　the　curtailed matrix

of order ｎ

　　　　i;面ｙ
１１２‥．１ｎ）．盲（１）．１愕ｎ＝ｏ

have　ａ　nonzero nonnegative　ｓｏｌｕｔｉｏｎ私ＪＯ．

(5.6)

　　　　　Proof:　　　First　consider　the ”only ｉｆ”part.　　The (In゛l)-th

row　of
ｔｉｌで１１１２‘

゛゚ １ｎ－１）１ｓａ　nonzero　nonnegative　vec
tor which

consists　of ｌ　and　0, if Relation ５．３　holds.　　０ｎ　the　other　hand,

１ｆ　Relation ５．４　holds, then　this　row　is　ａ　nonzero　nonposl tive

vector which consists　of －１　and Ｏ．　Hence　all　the　ｋ・s-th com―

ponents of the ｓｏ?ｉ!!１１０ｎ̂,n-l of Equation ５．５　must be　ｏ　ｓリch　　■

that u　∈．（Ｖ　　－　り　　Ｖ　　）．　　Therefore　from　the　definition　of　　　　　　．

嗜で1
1

こ

...1^) ･ C(i), １：follows that ゛ｅ 2^~"-diniensional vec―

ｔｏｌ｀瓦，ｎ obtained by excluding all the ｋ°s-th components of　　　４

the　２Ｎ’ｎ＋１－ｄｉｍｅｎｓｉonal solution　of Equation ５．５　such　that

　　　　　　　　　　　ｎ一ｌ

ａｋＥ（Ｖｌｎ “　ｊ?１ Ｖｌｊ）ｃｌｌｌｌba　surely ゛ ｓ°lution　of Equation　５°６°

This　completes　the　proof　or the　”only if" part.

　　　　　Let　us　construct　ａ pN-n゛―dimensi onal ゛ｅｃｔｏ゛
ｔｉ

，ｎ－１き○

８０ －



from　the　solution bj^
jj

^ O of Equation ５’６ by attach!”ｇ 2N-n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｎ－１

zeros　as　the　k's-th components　such　that u".∈（Ｖｌｎ‾二ｊ?１ Ｖ１,ｉ）

Such an　obtained　vec tor b.。_, can be　surely ａ　solution of

Equation　５．５　from　the defi”ition of
七司ｉ１１２‥。１ｎ）゜■c(i).　This

comple tes　the　proof　of　the　"if･　part.　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D･

　　　　　Forａ　convenience, the　matrix
ｔＵ・C(i)

itself will　be

called　the　curtailed matrix　of　order　Ｏ．　The　next　ｃ orollary

follows　immediately　from　Stiemke's　and　Tucker・ｓ　Theorem and

Theorem　５．１・

　　　　　Corollar　5.1.1.　　Suppose　that　there　exists 哺

Then　Absolute　Inequality　System 2.16　１ｓ　consistent　if and　only

if　the　equations

　　　　*u(i,)・司１）’１司，１°ｏ

have　no　nonzero　nonnegative　ｓｏｌｕｔｉｏｎ罵，エ ２０．

　　　！!匹竺Ｌ匹．　For　the　case　where there exists ｔ収１１１２・‥

ln)-"c"(i), the equations

　　　　　ｔＵ゛Ｃ(１)●ｔｂｉ＝ｏ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2.21)

have　ａ　nonzero　nonnegative ｓｏ１゛ｔｌ°１１ｂ１２ ０．１ｆ and only if the

equations

　　　　　笏ｉ１１１２‥゜１ｎ）‘罰１）’ｔＧ，ｎ’Ｏ

have　ａ　nonzero　nonnegative solution i,n

８１ －

(5.6)



Ｐｒｏｏｆ： This　fac ｔ　ｉ８　immediately　obtained　by applying

Theorem　５．１　successively by ｎ　times. Q.E.D

　　　　The　number　of equations　and　unknown variables　１りEquation

5.6: is　decreased by ｎ and 2N_2N-n　respectively, c ompared wi th

Equation　2.21.　Hence　Theorem　５．２　shovs　that　the　teat　for　the

linear　separability‘ becomes　easier　if we　use　Equation ５．６　rath-

er　than　Equation 2.21.　The　nearer ｎ approaches　N, the　easier

the　test　with Equation　５．６　becomes.

　　　　Therefore　in　order　to　examine　the　consistency　of Absolute

Inequality　System　2.l6, Equation ５．６　where　the　curtailed　matrix

of　the　highest　order is　adopted　ｉ８　most　convenient　to　investi-

gate. Th゛Ｓ if
ｔ筑１１１２‥．１Ｍ）‘C(l)

denotes　the　curtailed matrix

of　the　highest　order, then　it　is　easiest　to　examine　whether

or　not　the　equations　・

ｔ苛１
１１２°゜１１Ｍ）゜

司１）゛ｔiy;T
，Ｍ°○

(5.7)

have　ａ nonzero nonnegative　ｓｏｌｕｔｉｏｎＸ，Ｍ２０°

　　　　　ｍ　　If　there　exists　the　curtailed matrix　of

order　N, then Absolute　工nequality　System　2.16　１ｓ　consistent.

　　　　　Proof:　　　The　curtailedmatrix　of　order　Ｎ always　becomes

a (1,1)-type　matrix　from Proposition　5. if, and its　component

must　be ｌ　or -1. Hence　Equation 5¬６ becomes ^.N ° Ｏ　for　n=N.

Thus　it　is　concluded　that　there　exists　no　nonzero　nonnegative

solution　ｂ１ ２ ０　of Equation ２°２１　through Theorem　5.2. Ｑ．Ｅ･!)．
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　　　　:Theorem 5≫^!ｔ　　Let　七靴１１１２‥．ＩＭ)゜cr(i) denote　the　curtailed

matrix　of　the　highest　order　that　exists　really.　　Then　neither

nonnegatlve　row　nor　nonpositive　row　exists　in　the　rows　of

ｔ苛１１１２‥．１Ｍ)･c"(i).　That　is, each row　ｏｆ陥

always　contains　1, -1, and　ｏ as　its　c omponents.

Proof: If　the １Ｍ＋１‾ｔｈｒｏｗ　ｏｆｔ貿1112‥．１Ｍ）．司１）１ｓ ゛

nonzero　nonnegative (nonpoaitive) vector, then　the　relation

　　　　　　　　　　　　　　Ｍ

　　　　　　　M゛１‾ｊ

と

１

Ｖｌｊ）⊆Ｐ１（Ｑ１）

holds.　Hence　the　curtailed matrix・of order Ｍ＋１　canexist.

This　contradicts　the　assumption. Q.E.D.

　　　　　It　is　not　necessarily　so easy　except　for　the　case　Ｍ。Ｎ　to

investigate　about　Equation 5.7≫ since　every equation contains

both　ａ　positive　coefficient　term and ａ　negative　coefficient

term.　Thus　in　this　section let　us　develop　the　prac tical　ｐｒｏ‘

cedure　to　examine　the　existence　of ａ　nonzero　nonnegative　solu一

tion　of　the　equations　like　Equation　５．７。

　　　　　The　procedure　to be　discussed　in　this　section　is　ａ method

which decreases　the　number　of equations　by　transforming　the

unknown variables.　If　the　trans forma ti on is　performed　once,

one　equation always　vanishes.　Therefore　if　there　are　ｍ equa-

tions　In ａ　given　equation　system, the　transformation　of ｍ－１

times　is　sufficient　to　examine　completely whether　or　not　the
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given　equation　system　has　ａ　nonzero　nonnegative　solution.

　　　　　Let　Ｈ　denote　an arbitrary (m.n)‘type　matrix which　has

neither nonnegative　row　nor　nonpositive　row.　Hence　if h.°（ｈ１１゛

ｈ１２タ　･･ ･ ･ I　ｈｉｍ）ｄｅｎｏｔｅｓ　the　i-th row　of H,　then some　of　these

componen'ts　ｈ．．
　　　　　　　　　　　　・Ｊ

(J=l. 2,　・・・・,m) take　positive　numbers, others

take　negative　numbers　and　the　remainders　may　take　zeros.　With-

out　loss　of generality　suppose　that　the　first　ｐ　components　are

positive, the　successive　ｑ components　are　negative　and　the　last

ｒ　components　are　zeros.　Then　the　i-th equation　of　the　equation

system Ｈ・ｘ ＝　Ｏ　canbe　written ａｓ‘follows 。

h.j_xj_　＋　ｈｉ２×２゛゜’＋　･^ip^p　°爽ｈｉｐ＋ｌｘｐ＋１‾ｈｉｐ＋２ｘｐ＋２’１°ip+q p+q

゛゛here hj^j > O (j=l, 2, ..゜９ｐ）゛１１ｄ‾ｈｉｐ＋ｊ＞○（ｊ°1, 2,゜¨゜゛ｑ）

Now　consider　the　transformation　table　given by Table　５．１　and

make　such ａ　trans forma ti on of unknown variables　as　given by

Relation　5.8.

ｈｉｌｘｌ

ｈ１２×２

ｈ１３｀３

・
　
ｅ

　　●

　　●

ｈｉｐｘｐ

‾ｈｉｐ＋ｌｘｐ＋１　‾ｈｉｐ＋２ｘｐ'＋２　‾ｈｉｐ＋ｑｘｐ＋ｑ

　　　　　　　　　　Table　5.1.　Transformation　Table

－８４ －

’ ●



h.^xj_　　°ｚ１１　＋　ｚ１２　＋　　．．．．＋ｚｌｑ

ｈ１２×２　　°ｚ２１　＋　ｚ２２　＋　　．．．．＋ｚ２ｑ

h13｀3　　°Z31　゛２３２　゛

●

●

●

●

●　● ●　●

●　●　・＋Ｚ

●　●　●　●　●　●　●　●　●

●

●

●

●

3ｑ

●　●

●　●

　　　　　ｈｉｐｘｐ　　°ｚｐｌ　＋　"p2　＋　　．．．．＋ｚｐｑ

‾ｈｉｐ＋１ｘｐ＋１　　°ｚ１１　＋　ｚ２１　＋　　．．．．＋ｚｐ１

゛ｈｉｐ＋２ｘｐ＋２　　°ｚ１２　十　ｚ２２　十　　．．．．＋ｚｐ２

‾ｈｉｐ＋3ｘｐ＋:３　　°ｚ１３　＋　ｚ２３　＋　　．．．．＋ｚｐ３

●　●
●　●　●　●　●　●　●

●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●

‘ｈｉｐ＋ｑ゛ｐ＋ｑ　°==iq　゛゛２ｑ　゛　・

ｘｐ＋ｑ＋１　lp+q+1

ｘｐ＋ｑ＋２　°ｚｌｐ＋ｑ＋２

●　＆　●　●　●　●　●　●

Xn　°^ln

●　●　●　●

．＋ ''pq

（５．８）

This　transformation can be　expressed･ by　the　matrix　shown in

Table　5.2.
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1

(X)

C入

Ｉ

ＸＩ

Ｘ２

・
　
～

～
　
１

ｘｐ

ｘｐ＋１

ｘ
ｐ＋２

●
　
●

●

ｘｐ＋ｑ

ｘｐ＋ｑ

ｘｐ＋ｑ

●

●

●

●

●

ｘｎ

ｐ

＝　ｑ

『

゛here　　αｊ

ｑ

七

L戊１°゜゜゜゜a

ｆ
戊
。
０
　
　
０
　
　
・
　
　
Ｏ
　
　
Ｏ
　
　
ａ
　
　
Ｏ
　
　
・
　
　
○

　
１
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
１

　
″
‘
　
　
○
　
　
○
　
　
・
　
　
Ｏ
　
　
ａ
　
　
Ｏ
　
　
Ｏ
　
　
・
　
　
○

　
　
１
　
　
１ ○　●●●●●○

２

●●●●●

●　●　●

●●●●●

●●●●●

●●●●●

03

●

○

●●●

●

●●

　　　　　ｑ　　　　　　　　　　　ｑ　　　　　　　　　ｑ　　　　　　　　ｒ

　　／~ｚ一一　　／~～-ヽ　　⌒ぶ一一、　七

１　００　・・・・●○　○　○　・・・・●○’●●○　○　・・●●．０

　　α２α２●●●●●α２　０　０　．．．．．０　．．０　０　．．．．．０

Ｏ　Ｏ　Ｏ　．．．．．．０　OCoOCo ･ ･･・・．α３・．０　０　．．．．．

○

○

○

○

゜≪q

●　●　●　●

○　○　●●●･●● ○　○

Ｂ１０　°゛゜゜゛○

Ｏ　Ｂ

○

●

○

2●●●●●

Ｏ　ａ３．．．

●　●　●　●

○ ○
●●●

０

○

○

°q

こ

●　● ●　●

○　●●●●●○　゜‘αｐαｐ●●●●●

○

●

αｐ

Ｂ１０　°１１°１０　１‘Ｂ１０　｀゜゜゛゜Ｏ

Ｏ Ｂ２゛゛゜゛゛○　゜゜Ｏ Ｂ２゛゜゜゛゜○

Ｏ　Ｏ　ａ３゛゛゛○　゛゛Ｏ　Ｏ　Ｂ:j. ..O

●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●

○ ○ ○
●●●

D . .0　○　○ ●●● ａｑ

１

○

○

●

●

○

１

０

●

○

０

. . .0

０　. . .0

１

●

●

●●●

●　●

●　●

○

○　○　０　...1

Ｚ１１

●
・

"iq

２２

　
　
　
　
ｑ

・
　
　
　
　
･
　
ｃ
ｖ

　
　
　
Ｚ

一
　
・

"pi

=p2

pq

ｚｌｐ＋ｑ＋１

・
　
１

Ｚｌｎ

ｈ;１＞９（ｊ°1, 2, ...., p),　１３ｊ °‾ｈ;ぶ＋jン0 (j = 1, 2, ..... q)

　　　Table　5.2.　　Transformation　Matrix



Definition Let us represent by　ｘ゛ Ｄ１Ｚ　　the　rela-

tion denoted by Table　5.2.　The　”latrix　Ｄ１　１ｓcalled　the　trans-

formation matrix　of variables.　Here　the　suffiχ’ １　shows　the

i-th　row　of　the　matrix　Ｈ．

　　　　Pro　osition　5.5.　　The　transformation matrix Ｄ１　１ｓ　always

posi tive definite ’ That is, Ｄ１之○゜

　　　　Theorem　5.5.　　　Let　Ｈ　denote　an(m.n)―type　matrix　which

has　neither　nonpositive　row　nor　nonnegative　row.　Moreover　con-

sider　the　transformation matrix Ｄｉ　givenby Table　５°２°　Then

the　equation　system

　　　　　　　　　　Ｈ　･D. ･　Ｚ　＝○　　　　　　　　　　　　　　　・

consists　of ｍ－１　equations　and　ｐ・ｑ＋ｒ　unknownvariables　where

p. q　and　ｒ　denote　the　number　of　the　positive　compononts, the

negative　components　and　zero　components　contained　in　the　i-th

row　of H, respectively・

　　　　　Proof:　　　The　i-thequation　of　the　equation　system

　　　　　　　　　　　　　　　Ｈ●　こＣ　＝　Ｏ

１ｓ　transformed　into　the　form

Σ

１，ｊ

゛1j

Σ

１，ｊ

２１ｊ　°○

by　the　trans forma ti on　given by　Relation　5.8.　Then　the　i.-th

equation becomes　vanished.　The　number　of unknown variables　is

obvi ously p.q+r　through Table　5.2.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D.
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　　　　ら　　Le ｔ Ｈ　denote　an (m,n)-type　!natrix which

has　nei ther　nonposi tive　row　nor nonne ga tive　row, and　Ｄｉ　denote

the　transformation matrix　given by Table　5.2.　　Then　the　equa―

tion　system

Ｈ・　こX!;　＝　○
（５．９）

has ａ nonzero nonnegative solution こＸＬ≧０１ｆand only if the

equation　system　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１

　　　　　　　　　H ･ D. . Z °Ｏ

has ａ nonzero nonnegative solution Ｚ ２ ０．

(5．10)

　　　　Proof:　　IfEquation　5.10　has　ａ　nonzero　nonnegative　solu-

tion Ｚ， then X. determined bv　the　relation　こＸＩ．＝Ｄ１･２　becomes　ａ

nonzero　nonnegative　vector　through ＰＩヽoposition　５．５　and　it　can

surely be　ａ　solution　of　Equation ５．９。

　　　　・Converse　facｔ　１Ｓ　proved　as　follows．　Here　the　proof is

shown by　giving　the　practical　procedure　to　determine　an actual

nonzero nonnegative vector　ｚ ≧Ｏ for ａ given nonzero　nonnegative

vec tor こＣ≧　Ｏconnected by the･relation　　ｘ°Ｄ１゛Ｚ　゛　The　trans―

formation　ｚ ゛Ｄ１

to　the　part

Ｚ　is　shown by Equation 5.8.　Here　with respect

ｘｐ＋ｑ＋１　°’ｚｌｐ＋ｑ＋１

ｘｐ＋ｑ＋２　°ｚｌｐ＋ｑ＋２

●　●　●　●　●　●　●　●

ｘｎ °^ln

　　　　　　　－ ８８ －



there　is　no　problem゛１ｆ it　is　determined that　^ij　has　the　equal

value　to　the　given ｘｊ（ｊ＝ｐ十q+1, p十ｑ十２，’．．．．，ｎ）．　Hence　it　is

sufficient　to　consider･ the　remaining part ．

ｈｉｌｘｌ（○）　゜ｚ１１　＋．ｚ１２　＋　. . . . + z

ｈ１２×２

●　●　●

（○）‘　゜

，
ｚ２１　＋　ｚ２２　＋　．．．．＋゛２ｑ

●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●

　　　ｈｉｐ｀ｐ（Ｏ）

‾ｈｉｐ＋１ｘｐ＋１（○）

一ｈ

こ　Ｚ

ｐ１
＋　Ｚ

ｐ２
＋　・・●●　＋　Ｚ
　　　　　　　　　　　　　pq

゜ｚ１１　＋　ｚ２１　＋　゛゜゜゛＋　^'pl

ｉｐ＋２ｘ ｐ＋２（○）　゜ｚ１２　＋　ｚ２２　＋　．．．．＋　%2

●　●　●　●　●　●　●

’ｈｉｐ＋ｑｘｐ＋ｑ（○）
Ｓ　Ｚ

１ｑ
＋　Ｚ

２ｑ

●　●

＋　゜゛゜゜＋　ｚｐｑ

(5.11)

Here　the　index　”(○)”　attached　to　the　term h x.(o) represents

the stage　of the　operation stated in the following paragraph.

For any given ｈｉ
ｊ｀ｊ(Ｏ)≧Ｏ(ｊ°１゛２゛¨¨゛ｐ)゛１１ｄ‾ｈｉｐ＋ｊ｀ｐ＋ｊ(ｏ)≧ｏ

(ｊ°１．　２９・・・・９．　q),let　us　determine concrete　value3 ２１ｊ≧Ｏ

(i=l, 2, ..･・，ｐ，ｊ＝１，２，‥・. , q) in　Equation　5.11.

　　芦ぷ‾‾ｉｌ

　　　　　　　ｈｉ１)ｃ１(Ｏ)゛ｈｉｐ＋１｀ｐ＋１(Ｏ)≦Ｏ

　　　holds, then determine　as　folloW3

　　　　　　　２１１　°ｈ１１゛ｃ１(○)゛　２１２　°・"l3　°¨゜２１ｑ　°○゜
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Moreover perform　the　replacement　given ａ８　follows.

　　　　　　　　　　　　　ｈ１２×２（Ｏ）＝ｈ：Ｌ２×２（１）

　　　　　　　　　　　　　゛１ｆ３（ｏ）゛“ｉﾆ3X3(1)

●　●　●　●　●

ｈｉｐｘｐ（ ○

－ｈ

一ｈ

ｉｐ＋１　ｐ＋１

(０)‾２１１

●　●　●

ｈｉｐり)(１)

゜’ｈｉｐ＋１ｘｐ＋１
（１）

ｉｐ＋２ｘｐ＋２
（○）’ｚ１２　°’ｈｉｐ＋２ｘｐ＋２（１）

． Ｉ

ip+q p十ｑ

●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●

(○)‾ｚｌｑ　°'ｈｉｐ＋ｑｘｐ＋ｑ(１)

Now rev゛rite　Equation　5.11　by using　such defined　h X (1)

(J=2, 3, ...゛p) and -hip + jXp^.j(l) (j°１゛２゛, , , , , q) and

enter　the　stage　２．

　　　０ｎ　the　other　hand　If　the　relation

　　　　　　ｈｉｌｘ１（○）＋，ｈｉｐ＋１゛ｐ＋１（○）＞○

holds, then　de termine　as　follows ．

　　　　　　ｚ１１　°‾ｈｉｐ＋１ｘｐ＋１（○）゛　ｚ２１　゛２３１　°゜”゛ｚｐ１　’Ｏ

Moreover perform　the　replacement　given as　follows.

９０ －



ｈｉｌｘ１(○)'ｚ１１　゛ｈｉｌｘ１(１)

ｈ１２×２(○)‾ｚ２１　゛ｈ１２×２(１)

●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●

ｈｉｐ｀Ｉ)(０)‾

‾ｈｉｐ＋２ｘｐ＋２

%1　°ｈｉｐｘｐ（１）

（○）゛‾ｈｉｐ＋２ ｘｐ＋２ (１

‾ｈｉｐ＋3ｘｐ＋3（○）゛’ｈｉｐ＋3ｘｐ＋3（

●　●
●　●

-h X (O

●

）

●　● ●　●

＝一ｈ　　　χ　　　ip+q　ｐ＋ｑ

１

(1

●

）

Now　rewrite Equation　5.11　by using such defined １１１ｊ゛ｊ（１）

(J=l, 2, ..・・,p) and －ｈ

enter　･stage　２．

１ｐ＋ｊ）ｃｐ＋ｊ（１）（ｊ゛２゛３゛¨゜゜, q) and

　　　After the　similar　operations　as　stage　ｌ　are　performed

by　”七”times, Equation　5.11　１ｓ　replaced　into　the　following

form.　　Ｉ‘

　　　　　　　　　　　　　ｈ　χ（七）＝　ｚ　　＋ｚ　　　+....+z
　　　　　　　　　　　　　　１η　η　　　　　　η１１　　川ｔ＋１　　　　　　ηｑ

h１η
＋１ｘη＋１

（七）゜ｚ
↑）＋１tl＋

ｚ
η＋11t＋１＋゛’‘゛＋ｚη＋１ｑ

●　●　●　●　●　●　●　●

“i♂ｐ(Ｏ

‾ｈｉｐ＋11

●　●

゜ｚｐμ＋ｚｐ１１＋１＋¨’゜＋ｚｐｑ

xｐ＋lt

“ｈｉｐ＋μ+1 p +μ＋１

（七）゜ｚημ＋ｚη+in +....+z

　　　　　　　　　ｐμ

●　●

（ｔ）゜ｚ
η１１＋１＋ｚη＋１μ＋１｀＋゛゜゜゜＋ｚｐμ＋１

●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●

‘ｈｉｐ＋ｑｘｐ＋ｑ（ｔ）゜ｚηｑ＋ｚｋ＋１ｑ＋゛゜゛゜"pq
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where　η　and　l≫　satisfy　the　relation rj+n°ｔ＋２．　Now　enter

stage　ｔ＋１　stated as・follows 。

匝Ξ二璽］

工ｆ　the　relation

ｈ　ｘ（ｔ）＋　ｈ　　　ｘ

　ｉη　η　　　　　　１ｐ＋μ　p+[l

（ｔ）≦Ｏ

holds, then determine　as　follows.

ｚ　　　°ｈ　X (t), Z　　　　＝　ｚ　　　　＝　．．．．＝　ｚ　　＝　Ｏ
　ημ　　．１η　η　　　　　ημ＋１　　　i)l≫+2　　　　　　　　　　ηｑ

Moreover perform　the　replacement　given as　follows.

ｈ１η＋１ｘη＋１（ｔ）゜h. , X¶７＋１（ｔ＋１）

ｈ１１７＋２ｘη＋２（ｔ）゛ｈ１η＋２ｘη＋２（七＋１）

　　　　　　　　　ｈｉｐｘｐ（ｔ）゜ｈｉｐｘｐ（ｔ＋１）

‘ｈｉｐ＋μｘｐ＋１１（ｔ）゛ｚ川l　°’ｈｉｐ＋11ｘｐ＋11（ｔ＋1）

‾ｈｉｐ＋μ+1 p+p+1
(ｔ)-ｚ

tjH+1　°“ｈｉｐ＋μ＋１ｘｐ＋１１＋１
（ｔ＋１）

●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●

　　　　　　　　‾ｈｉｐ＋ｑｘｐ十(t)-z　°‾ｈｉｐ十ｑｘｐ＋ｑ（ｔ＋１）

Furthermore　rewrite　Equation 5.11　by　using　such defined

ｈｉｊ゛ｊ（ｔ゛1) (J=r)゛１゛t)+2, ...゜t p) and ”ｈｉｐ＋ｊ）ｃｐ＋ｊ（ｔ゛１）

(j＝μ
夕 [1+1, . . . . , q) and　enter stage･　ｔ。２．
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On　the　other　hand　if　the　relation

hiηｘη（七）＋　ｈｉｐ＋μｘｐ＋11（t）＞○

holds, then　de termine　as　follows 。

Ｚ
　訓t ゛ｈｉｐ＋μｘｐ＋１１（ｔ）゛　ｚη゛１μ　- %+2,t　゛・‘゛‘’゜z　°Ｏ

Moreover　perform　the　replacement　given　as　follows.

ｈ

h

１77 ＋１Ｘ

●　●　●

一ｈ

．ｘ（ｔ）－ｚ　＝　ｈ　ｘ（ｔ＋１）
１一刀　η　　　　ημ　　　１η　η

η＋１

（

t)-z

ｈｉｐ°ｃｐ（ｔ）

ｉｐ＋ｌｔ＋１
ｘ

ｐ＋μ

’ｈ１

●　●

ｐ＋μ＋
２ｘｔ）

t)+ln

‘Ｚｐμ

＋１

＋μ＋２

一

一

-
-

ｈｉη+
1 Tl+l

（t＋1）

ｈｉｐ｀ｐ（ｔ゛１）

（ｔ）゜’ｈｉｐ＋μ＋ｌｘｐ＋μ＋１（ｔ＋１）

（七）゜‾ｈｉｐ十ｌｔ＋２ｘｐ＋μ＋２（ｔ＋１）

●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●　●

‾ｈｉｐ＋ｑｘｐ＋ｑ（ｔ）゛’ｈｉｐ＋ｑｘｐ十ｑ（ｔ＋１）

Furthermore　rewrite　Equation　5.11　by using　such　defined

ｈｉｊ）ｃｊ（七゛１）（ｊ°η９　η゛１゛･･ ･ ･ ( p) and　‾ｈｉｐ＋ｊ°ｃｐ＋ｊ（七゛1)(J=μ゛１・

H+2,　・・・・, q) and　enter ･stage　ｔ＋２。

　　　After　similar　operations　are　performed by ｐ＋ｑ　times, the

nonzero nonnegative vec tor Ｚ ２ ０ has been already determined

for any given nonzero nonnegative vector　混色○．　Q.E.D.
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工ｎ　the　preceding　section　the　curtailed matrix　is　defined

for　the　matrix
*u

°Ｃ(１)．　　Here,let　us　apply　this　concept　to

an arbl trary matrix　Ｈ．

Definition

which　has　no　row　formed　only by　zero　components.　Suppose　that

the 1.―th row　"ll　of H is　ａ　nonpositive (nonnegative) vector。

then exclude　all　the　c olutnns　from Ｈ　such　that　the　components

of hi are　nonpositive (nonnegative) numbers　and　exclude, more-
　　　　　１
overタ　the　１１‾ｔｈrow.　　Such an　obtained matrix　is　called　the

curtailed matrix 'h{1 ) of order ｌ’

　　　　　By　the　similarmanner, the　curtailed　matrix H(l2l2°.･In)

of　order　ｎ can be　defined　as　follows.　That　is, if　there　exists

the　curtailed　ｍａｔｒｉｘｌ’（１１１２
°’゜

１ｎ－１) of order　ｎ－１　which　has　no

row　formed　only by　zero　components.　Suppose, moreover, that

the　ｌｎ’ｔｈｒｏｗｈｌ　　of Ｈ（１１１２
°゜゜

１ｎ－１）１ｓ　ａ　nonpositive (nonnega-

　　　　　　　　　　　　　　　ｎ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･←

tive) vector,　then　exclude　all　the　ｃ olumns　from H(1 1
°゜゜

１ｎ－１）

such　that　the　components　of ｈ　　are　nonpositive (nonnegatlve)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１　　　　　　　　　　　　　　　。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｎ

numbers　and exclude
゛

furthermore
゛

the　ｌｎ‾ｔｈ ｒｏｗ°　If　there

exists in"H"(l 1
‘゙ ゜

１ｎ－１） such ａ　row　as　is　formed　only by　zero

components, then at　first　exclude　this　zero　vec tor and　then

perform　the　same　process・　　　　　　　　　　犬

　　　　　Then, the　similar　theorems　as　given in　Section ５．２　can

be　established by　the　almost　same　arguments.
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←
II（１１１

J上旦orem　5.7.　　The　equations　whose　coefficient　matrix　is

２●●●．&．ｎ－１

　　　　　←

Ｈ

）

1１１２° ●●

１

ｎ－１
）・

ｔ←

　淀　　= 0
　ｎ－１

have　ａ　nonzero nonnegative　solution ^n-1 ^° ｉｆ and only ｉｆ

the　equations　whose　coefficient　matrix ゛１ｓｌ（1112‥．１ｎ）

　　　　　　　　　←　　　　　　　　　　　　ｔ←　　　　　　　　　Ｈ（１１１２゛゜゛゜１ｎ）゛　　こｘ!：’ｎ　°○

have　ａ　nonzero　nonnegative solution　竃ｎ≧Ｏ

　　　　The or万ｅ”１５‘８゛ Le ｔ
iTc

１１１２‥‘1..) denote　the　curtailed

matrix　of　the　highest　〇rder　for　Ｈ．　Then　the　Inequalities

　　　　　　　　　*II●ｔｙ　＞Ｏ

are　consistent　if and　only　if　the　equations

　　　　　　　乱１
１１２¨¨ＩＨ）゛尽１°ｏ

have　no　nonzero nonnegatlve solution　ｘＭ ２ ０．

　　　　里h旦旦retn 5.9.　　If there　exists　ａ　curtailed matrix H(1 1

‥゛１ｍ－１）－ｏｆｏｒｄｅｒｍ－１　for any　given (m,n)-type　matrix　H, then

the　Inequall ties

　　　　　　　*H ●ｔｙ　＞○

are consistent if and only ｉｆ盲(１1 ...1 ) is　posl tive　def-
　　　　　　　　　　　　　‾‾　‾‾‾‾‾‾　‾‾‾‾‘　‾‾　”｀‾１‾２”m-1'　ー4｀゛^ ＼ t̂JJ^ W JL.VV?　｀4wふ

inlte
"h(1

l,...l , ) >0 or nega七ive definite ji(l 1°¨１ｍ－１）く○゜
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tions

Ｐｒｏｏｆ： Ｓｉｎｃｅ驚１１１２°”ｌｍ－１）１ｓ　ａ　row　vector, the　equa-

１（１１１２‥‥１ｍ－１）’馬－１°ｏ
(5.12)

have　nonzero　nonnegative solution ^m-1　きＯ　for any vec tor

ｌｉ（１
１１２°¨１ｍ－１）ｅｘｃｅｐｔ

ｆｏｌ｀ＩＴｉ（１１１２・‥１ｍ－１）＞Ｏ ｏ゛ｌｉ（１１１２°‥１ｍ－１）

<０． 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D

Observe　here　that　Equation 5.12　can　possess　ａ　nonzero

nonnegati゛ｅ solutionこＸ;ｍ－１２０ even if Ｈ（1112‘‥１ｍ－１）ζＯｏｌ｀

Ｈ（１１１２‥．１ｍ＿１）２０．

　　　Theorem　5.10.　　１ｆ　there　ｅχists　ａ　curtailed　matrix　of

order　ｍ　for　any　given (m,n)-type　matrix H, then　the　inequalities

　　　　　　Si ●ｔｙ　＞Ｏ

　　are　consistent.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　Proof:　　　The　curtailed　matrix　of　order　ｍ－１　１ｓ　always　com-

　　posed　of　one　row ｈ．　Since　there　exists　ａ　curtailed　matrix　of

　　order ｍ by assumption,・ the　row　ｈ　has　to　be　ａ　nonnegative

‘　vector
ｈ ｌ：Ｏ or ａ nonpositive vector ｈ£O. However, If at

　　least　one　zero　component　is　contained　in　the　components　of １１，

　　all　the　c omponents　of　the　column corresponding　to　this　zero

　　component　must　be　zero　through　the　definition　of　the　curtailed

　　matrix.　Consequently　the　vector　ｈ becomes　positive　or　negative。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D.
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　　　　The　purpose　of　七his　sec tion　１９　to　provide　ac tually　the

procedures　七〇　examine　the　consistency　of Absolute　工nequaltty

System 2.16　by using　the　basic　principles　3O　far discussed.

　　　　（１）　Construe ｔ 七he cur七ailed ”riatrix七戟1112’‘゛１Ｍｌｎ

　　　　　　　　　C~(i)of the highest order for -u ．Ｃ（１）．　This

　　　　　　　　　process　is　done only by　searching　for　ａ　nonnegative

　　　　　　　　　row　or　ａ　nonposi tive　row ．　Hence　it　is　performed

　　　　　　　　　easily.

　　　　（２）　　If Ｍ１　= N, Absolute　工nequali七ｙ　Sys tern　２’１６　１ｓ　con-

　　　　　　　　　sistent　from Theorem　5.3.

　　　　（３）　工ｆ Ｍ１＜Ｎ． compute the value （ｐ°q + r) for each

　　　　　　　　　row　ｏｆ司1112°゜‘１Ｍ１）‘■ "(1) and　then　determine　the

　　　　　　　　　row　for which　this　value　becomes　minimum where　ｐ，

　　　　　　　　　ｑand　ｒ　represent　the　number　of positive　components,

　　　　　　　　　negative　components　and　zero　components　of each row,

　　　　　　　　　respec tlvely.　　This　process　is　performed　in　order

　　　　　　　　　to　make　the　dimension　of　the　vector Z　, introduced

　　　　　　　　　by　Definition　5.3. minimum.

　　　　（４）　　If the　row　searched by Process (3) is　J -th, then

　　　　　　　　　construct　the　transformation matrix　Ｄｊ　　concerning

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　゛１

　　　　　　　　　the　ｊ１‾ｔｈrov゛゜

　　　　（５）　Compute　the　product 七句１１１２‥．１Ｈ，）｀貧（１）’Ｄｊ・

工ｆ Ｍ１゛１°Ｎ゛ then
１（1112’¨ＩＭ１）’１’（１）｀Ｄｊｌ ｂｅｃ°”１゛3S

ａ　matrix　composed　of one　row.　Thus　it　is　readily
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examined whether　or　not　the　equations

柚'(1112¨¨１ＭＩ)゛芯(ｉ)’Ｄｊ１｀ｔ
゛Ｍ１゛１ ° ｏ

　　　have　ａ　nonzero　nonnegative　solution by using Theorem

　　　5.9.

（６）　If ”１゛1 -C N, then　construct　the　curtailed　matrix　of

　　　the highest ０１７ｄｅｌ｀ｆｏｌ｀ｔｉＲ１１１２‘ ゜’１Ｍ１)
.T(i) . D . Le ｔ

　　　us denote this matrix by
ｔ畝１１１２¨゛１Ｍ１）゛ｔ（１）’1551

　　　(Ill2.゜゜１Ｍ２）’

（７）　　If Ｍ１゛１゛M2=N゛ then Absolute　Inequality　System　2.16

　　　1ｓ　consistent　from Theorem　5.10.

（８）　If Ｍ１＋１＋Ｍ２くＮ゛then compute　the value (p . q+r) for

each roぽ　。ｆ t苔(１
１１２゛‘’

１Ｍ１）‘釈ｉ）‘巧

１．

（１１１２’゜’１Ｍ２）

　　　　　and　then　determine　the　row　forwhich　this　value

　　　　　becomes　minimum.

（９）　If the　row　searched by Process(8) is　Jp-th,　then

　　　　　construct　the　transformation matrix　Ｄ　　。

(lO) Compute the produc ｔ
*U(1

1 ..゜１Ｍ↓）゛Ｌｊで１）

　　　　‥.１　）．Ｄ

(11)エｆ

?y

←Ｈ２

］:

li･陶

瓦

１

(１１１２

1１１２１１°１”１）゜‘ｌｉ（ｉ）’瓦
１

（１１１２１’‘１Ｍ

２

）　

－

＼ becomes　ａ　matrix　composed　of　one　row.　Hence　it

１ｓ　readily　examined whether　９ｒ not　the　equations

tiyで１

１１２‘゜’ ＼> ゛気ｉ卜ｙj1（１１１２’゜゜１Ｍ２）｀Ｄｊ２’Ｘ１゛Ｍ２゛２ぺ）

－９８ －



　　　have　ａ　nonzero　ｎｏｒ】negative　solution by using Theorem

　　　5.9.

(12)工ｆ M,+M2+2くN,　then　construct　the　curtailed　matrix

　　　of the highest order for
*U(lil2.‘゜１Ｍ１）’茫｀（１）‘＼

　　　（１１１２’¨１Ｍ２）゛Ｄｊ２°　　Let　us　denote　this　ma trix by

　　　嶮（１１１２”゜１”
１

）｀可１）゛Ｒ

１

（１１１２゛¨１”２）’
ｙ

ｊ２

（1112¨‘１”:３）

(13)　工ｆ　the　similar processes　stated　in (7), (8), (9),　・・・

are　repeated, the　matrix ｔＵ・C(l)
is　transformed　into

　　　　　　　　　one　row　at　last.　Therefore　since　It　can　be　readily

　　　　　　　　　examinedwhe ther　or　ｎｏ七　Equation 2.21　has　ａ　nonzero

　　　　　　　　　nonnegative　solution　エきＯ by　using Theorem　5.9,

　　　　　　　　　we　can　test　very　easily　the　consistency　of　Absolute

　　　　　　　　　工nequality　System　2.16

　　　　By　the　above　arguments　it　i3　concluded　that　the　number

of　times　of　the　transformation　to　be　ｅχcuted　is　decreased　by
Σ　Ｍ　．　Therefore　the　necessary

number　of　times　of　the　tran3一
　１　　１

formation　for　the　linear　separabillty　is　given by

　　　　　　　　　　　　　いΣ･１●
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１
　　　　　　　　　　　　　　　　　ｉ
　　　　Construe ting ａ　ｃｕｒ七ailed　matrix　Is　ａ　much easier　process

than c ons true ting ａ　trans forma ti on　matrix.　Hence　the　procedure

becomes　easier as　the　value Σ "i　becomes　larger
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5.6 Exampl旦

　　　　　Example　5.1.　　Examine　whether　or not　the　transition　state

diagram　given by　Fig. 5.1　１ｓ　realizable　with　three　threshold

elements.

八Ｘ

イ

へ
“３

グ

／卜
兪6　　　　　　　a1

　　｀ヽ、、ノ

Fig.　5.1.

へ
り
↓
へ
○

The　･transition　state　diagram

The　three　characteristic　matrices　for　this　behavior are　given

as　follows.

Ｃ（１）＝

１

１

　－１

０

　　　　　　　　　　　　　　－1

　　　0　　　　　　　1　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　-１

-１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-１

　　１　　　　Ｃ（２）＝　　　　　1

　　-１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－１

　　　－1　　　　　　　

0　　　

－１

　　　　　-１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１

： ● １００ －



Ｃ（３）＝

１

　－１

０

１

　－１

－１

０
　
　
　
　
１
’

　　　　　There　exists　the　curtailed　matrix　of　order　３　for　<iJ ・ 0(1)

as　shown　in　Table　5.3.　Thus　Absolute　工nequali ty　System　2.16

1ｓ　consisten七　for　i=l.

　　　　　There　does　not　exist　any　curtailed matrix　for　tu ・Ｃ(２)．

Thus　construct　the　transforma七ion matrix　％　concerning　the

sec ond　row　of　ｔｌＪ・Ｃ(２)．　There　exixts　七he　curtailed　ma trix　of

order　２　ｆｏｒｔＵ・0(2)・ら．　Hence　Absolute 工nequality　Sys torn

2.16　is consistent　for　i=2.　These　processes　are　shown　in
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－

Table　5.h.

　　　　　Since　it　is　seen by　the　processes　shown　in Ｔａｂ]､ｅ　５．５　that

Equation　2.21　has　ａ　nonzero　nnnnegative　solution、Absolute

工nenuality　System　2.16　１ｓ　inconsisten七　for　i = 3.　There fore　the

behavior　given　by　Fig. 5.1　is　ｎｏ七　realizable　with　three　thresh-

old　elements.

１０１　－



ｌ

‥
［
（
）
Ｎ

*U(3)。盲（１）。

*ur3,i)・T(i) =

*u(3,2,l) .T(l) =

1

０

０

０

１　－１　－１　　１　－１　－１　－１

１　０　０　１－１　０－１

０－１　０　１　0 -1 -1

０　０－１　0 -1 -1 －１

　
―
　
○
　
○

―

１

１　－１

１　０

０　－１

ヽ

ひ

’

〔
1　-1

。-。

〕

碁
、
リ

　
Ｃ

１

―
　
―

」

」

Table　5.3.　　　Simplification process　by　elimination



１

1
０
３

Ｉ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
Ｃ

１　　０

０　１

　　　１

０　１　０　０

０

―
　
○
　
―

―

―
　
○

一

一

［

Ｄ２

　
一
―

１　－１　－１　　１　－１　－１

１　０　０　１－１　０

○　－１　０　１　０－１

０　０－１　０　－１　－１

　　　　　４

１　０　－１　－１　０

０　０　０　０　０

０　０　－１　０　１

０　－１　０　－１　－１

　　　　　　　　４

こ
４
べ

　
　
　
　
　
Ｃ

Ｏ
　
―

　
　
一

じ

○ －１

０　０

１　－１

０ －１

　
　
一
Ｉ

Ｎ
Ｉ
Ｉ
ノ

　
ー
　
○

ｊ

１
　
１

１

１

゛　

ｔＵ゛Ｃ（２）｀Ｄ２

1;ｒ・司2）・D2(l)

〕＝惣．？(2)・ 瓦(1,:3)

Table　5A.　　Simplification process　by transformation and　elimination



１

○

１

０

１

１

０

○

１

０

１

１

０

○
　
１
　
１

１
　
１
　
　
　
　
０

１

０ 1

０

０

１

０

1

１

０

０

○

○

１

０

　
１
　
０
　
１
　
０

　
１
　
１
　
０
　
０

　
一
　
　
一

　
―
　
○
　
○
　
○

―
１　－１

０　－１

Ｏ
　
Ｉ

　
　
　
一

１　　１　－

１　０　－

－１　　０　１　－

　０　１　　１　－

＝ら　↓

１

Ｏ

Ｏ

Ｏ

｜

｜

１

○

○

○

１

１

○

１

０

－１

　０

　０

－１

＝、↓

１

○
　
○
　
○

○
　
○
　
○

１
　
０
　
１
　
０

　○　０　１

　０　０　０

－１　－１　１

　１　０　１

ｊ　
ｏ
　
ｏ
　
ｌ
　
ｏ

　
　
　
　
　
　
一

　
１
　
０
　
１
　
０

　
一
　
　
　
　
一

　
〇
　
〇
　
―
　
○

○

○

Ｏ

Ｏ

＝り↓

○

○

１

０

○

○

○

Ｏ

○　○　○

○　○　○

１　－１　－１

０　０　０

　
　
　
　
　
　
　
一
一

ｊ　
ｌ
　
１
　
１
　
１

ｉ;Ｕ ・ C(3)

＝ｔＵ°C(3)‘Ｄ２ ‘ Ｄ４

|

＝1;ｕ・ C(3)・Ｄ２・I)4・I〕3

Table　5.5.　　Simplification process　by　transformation
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CHAPTER VI

LINEAR　SEPARAB工LITY BY　DETERM工NANTAL ＣＯＮＳ工STENCY　ＣＯＮＤ工TION

　　　　　Concerningａ　system　of inequalities　many　studies　have

been done　from　various　aspects　including　the　consistency ｃｏｎ‘

dition.　Ａ　system　of strict　inequalities　has　also been　treated

by many investigators　such as　W. B. Carver　and T. Motzkin who

studied　the　concept　of an　irreducibly　inconsistent　system.

工ｎ　the　various　proposed　consistency　conditions　there　exists

such　one　that　is　grounded　on　the　concept　of　”irreducibly　in-

consistency" .　　The　purpose　of　this　chapter　is　to　present　the

prac tical　procedures　to　examine　the　linear　separability based

on　this　concept.　This　procedures　consist　of computation　of

the　de terminants　of certain matrices.

６．１　　　Basic　Prlnci　le

　　　　　The　method　for　the　linear　separability　to be　argued　here ―

after　has　two　prominent　features　stated　as　follows.

　　　　　(１)　　The　basic　principle　and　the　algori thm are　very　aim-

　　　　　　　　　　pie.

　　　　　(２)　　The　condition　for　the　linear　separability can be

　　　　　　　　　　written　only　in　terms　of　the　components　of　the　char-

　　　　　　　　　　acteristic　matrix　c(i).

　　　　　Ａ　system　ofinequalities　is　said　to　be　irreducible　Inc on―

sistent. If　the　system itself is　inconsistent　and　if　every
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proper　subsystem ｉ８　consistent.　Hence　the　sy8 tern　oflinear

Inequalities

fi(x) >≪ （１　＝　1, 2,　・・・・・ｍ）

Is　±rreducibly Inconsistent, It and　only　if　the　following　two

conditions　are　simultaneously　fulfilled.

　　　　　（１）　　Anyｍ’１　of　the　linear　functionals　ｆ１９　ｆ２９　・・・・９　fm

　　　　　　　　　are　linearly Independent.

　　　　　（２）　There　exist　ｍ nonnegative　numbers　Oi^O (i=l,　２９

　　　　　　　　　・・・・・　ra),not　all　zero, such　that

Σ

１＝１

131°ｆ１　°０　　　9

　ｍ

Σ

１＝１

１３１’“１２０

　　　　　The　next　theorem was　established by　Ky　Fan which is　the

basic　theorem　for　the　subsequent　argument.

　　　　　Ｋ　　Fan'ｓ　Theｏｔｉａ）　Let　the　rank　of　the　matrix　Ｈ be　m-1.

Suppose　that　the　first　ｍ－１　columns　of Ｈ are　linearly　independ―

ent, and let

へｊ

Ｈ

　
―
　
―

ｈ
ｌ
　
ｈ
２

ml

ｈ
１２　　°゛゛゜

ｈ
２２　１１゛゜゜

ｈ
　l,m-l

ｈ
　2,m-l

*^n,2　・・・●　　ni.ra-l

be　submatrix　of H formed by its　first　ｍ－１　columns.　For each

１０６　－



1=1, 2, ...., m, let N　denote　the　de terminant　of　order ｍ－１

　　　　　　　　　　　　　　　６Ｊobtained　from Ｈ by　deleting its　i-th　row.　Then　the　sys tern

of linear　inequalities

Ｈ・Ｘ＞ｄ

１ｓ　irreducibly inconsistent　if and　only if　the　following　two

conditions　are　both　fulfilled.

Ｎ１

　ｍ

゛Ｎ１＋１

Σ

<０　，

り.・　hil之ｏ

（１　＝　１，２・　・・・・．　ｍ－１）

　　　　　　　　　　１＝１

　　　　　Clearlyａ　system　of linear inequalities　is　consistent,

１ｆand　only if it　does　not contain any subsystem which la

irreducibly inconsistent.　Hence　the　next　theorem and　its

corollary　follow　directly　from Ky　Fan' s　Theorem..

　　　　　匹

Ｃ（１）゛Ｕ゛ｔｕｉ＞Ｏ (2.16)

１ｓ　inconsistent, if and　only if certain　ｑ　linearly dependent

rows　of　the　matrix　c(i)・Ｕ contain a (q.q-l)-type　subma trix

C(i) . U such that

　　　　　　　Ｎｋ（１）゛Ｎｋ＋１（１）くＯ　　゛　　　(k= 1, 2, q-l)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(6.1)

where　Ｎｋ（ｉ）（ｋ°１９　２・　¨¨゛ｑ）　denotes　the　determinant‘of　order

ｑ“１obtained from C(i) ･ U by deleting its k-th row.

－　１０７　９



　　　　　Corollar　6.1.1. Absolute　Inequality　System　2.16　1ｓ con-

sistent　if and　only if　there　exists no　submatrix　such　that

Relation　６．１　１ｓ　fulfilled.

６。２　　Develo　merit

　　　　　Theorem　６．１　states　the　inconsistency　condition　only as

the　property　of　the　coefficient　matrix　of inequalities.　Let

us　restate　this　theorem　in　the　more　deveJ-oped　form　in　order

that　it　may be　applied　readily.　Before　advancing Theorem　6.2,

consider　the　next　definition.

Definition 6.1.　Le ｔ U(q) denote　the (q,q-l)-type matrix

which consists　of　the　ｑ　linearly　dependent　rows　of　the　univer―

sal　matrix　ｕ　such　that　every　ｑ“１　rows　of　these　ｑ Irow:ｓ　are　in-

dependent.　Hence　the　ｑ’１　columns　of U(q) are　linearly　Indend―

ent. Let us denote by |U (q)j (k=l, 2,　・・・・・ｑ‘l)the　deter-

mlnant　of the matrix obtained from ‘U(q) by deleting its k-th

row.

Suppose　that　the rows　・f U(q) correspond　to　the　1,-th row,

the　l2-th row,
゜゙ ゜゚ ゛

and　the　lq-th row　of　the universal　matrix.

Then the k-th row and the k+l-th row ６ｆU(q) become the content

ｖｅｃｔｏｒｕｌ
ｌ↓　and

Ｕｌｋ＋ｌ　respec tively.　　Hence　the　next　proposition　　　．

follows　Immediately・

　　　　　Pro　osltion　6.1.　　The　de terminants ｌヽIj^(i)and Ｎｋ．１（１）

defined　in Theorem　６．１　are　given by　the　relation

－１０８ －



Nｋ（1）゛

Ｎｋ＋１（１）゜

ｆ

ｆ
Ｌ
Ｌ
、

n ｃｌjｌj

　Ｈ　

。

ｊﾒ１ｋ４．１

１ｊ

　
　
・
　
Ｉ

―　
　
Ｉ

　
’
ｉ

　
　
く

clj(1)

(k = 1

1元(ｑ)|

―

|叛。１(ｑ)|

．　２・　・・・・９　ｑ－１）

Theorem　6.2.　　Absolute　Inequality　System　2.16　has　ａ

solution if and　only if　there　does　not　exist　any　submatrix

U(q) of the　universal　matrix ｕ　such　that　the　condition

c与１ｊ１)゛ｃｌｌｕ｡111c。1(1)゛|穴((1)目八4'１((l)|くｏ　(6.2)

１ｓ　fulfilled

　　　　　Proof：

as　follows.

（ｋ　＝　1, 2,　・・・・, q-1)

The　produc ｔ　of N (i) and　Ｎｋ＋１（１）ｃａｎbe　wri tten

Ｎｋ（１）・Ｓｋ。l(i) =

Ｈ
μ
μ

～
「

　　　　　　　　　　２

ｋ　

ｃｌｊｌｊ(１)

}

゜ｃｌｋｌｋ(１)

ｋ＋１

c１１９.１１１９.1(１)・r孔((l)卜匹

（゛１((l)1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D

工ｎ　Relation　６．２　the　part which will　be　Influenced by ａ

given　transition　state　diagram　is　the　product　term ｃ

k+1

11cllc
（１）’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-一一　一一

ｋ。１

(１)

゛１｀ｈｅ゛｀ｏ(ｉｌｌｃ
゛ ter”１

１ ?ｙｌ（(ｑ)|゛ｌｉｋ＋１(ｑ)ｌｒｅｃｅｉｖｅｓ　no

Influence　and　takes　the　fixed　value　notwithstanding　the　given

； ●
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behavior.　The number of matrices llCq) and the values of the

de termlnants ｌ?Jj.(q)| (k=l, 2夕　・・・・夕　q)are　fixed when　the

number　of　threshold　elements　of ａ　network is　once　determined.

If　these　matrices　and　the　determinants　have　been preliminarily

investigated　in beforehand, the　consistency　of Absolute　Ine―

quality　System 2.16　can be　ｅｘ゛・lined　only by the　sign of ｃｊｊ(１)１

　　　　The　value　of ｃ

lations

and

１ｋｌｋ

（ｉ）゜ｃ１

Ti(f ゛
ａｌｋ）゛１

？１(ｆ °
ａｌｋ．１ ）　＝　１

ｋ＋１
１ｋ＋１

(i) takes　ｌ when　the　re-

hold　simultaneously　or when　the　relations

and

？ｉ（ｆ°Ｑ１）＝Ｏ

　　　　ｋ

　　　　　　　　¶･１(ｆ●"1　　)＝Ｏ
　　　　　　　　　　　　　　ｋ＋１

hold　simultaneously・

　　　　On　the　other　hand　the　value　of ｃ

takes　－１　when　the　relations

　　　　　　　　9i(f°愈１ｊ °１

and

１１０　－

１ｋｌｋ

（ｉ）゛ｃ
ｌｋ．１１ｋ･,･１

（ｉ）



(Pi(f.
ａ１

ｋ＋１
）＝Ｏ

hold　simultaneously　or when　the　relations

and

？１（ｆ・亀）＝　○

　　　ｋ

　　　　　　　　　　？ｉ（ｆ｀ａｌｋ＋１）゜１

hold　simultaneously.　　Anyhow　this. value　is　immediately　obtained

when　ａ　transition　state　diagram is　given.

,らｊ_　Example

　　　　Exa!!iDle 6ｿ,ち　Let us examine by Theorem ６．２whe ther or

not　the　behavior　given by　Fig.　４．３　１ｓrealizable　w± th　three

threshold　elements.　工ｎ　this　case　there　are　twelve　matrices

ij(q) which possess　the properties prescribed in　Definition

６．１　for　q=i..　These　twelve　matrices　are　given In Table　６．１　１ｎ

the (4,4)-type　matrix　rather　than　the （４ﾀ3)-type　matrix　in

order　to　show　clearly　the　corresponding content　vector.　By

this　expression we　can infer　immediately what　content　vector

each　row　of Ｕ（ｑ）　consists　of.　The (4,3)-type　matrices　required

by Theorem　6,1 are　constituted　by excluding　the　column marked

by　”ｘ”from　each matrix.

・ ● １１１　－



亀（4）＝

七（4）゜

ち（4）゜

i7（4）゜

へｊ
Ｕ

９

ﾍノ
Ｕ１１

（４）＝

※
○

　
○

　
○

　
―

１

１

１

１

０

１

○

１

１

○

Ｏ

Ｏ

Ｘ
Ｏ

　
Ｏ

　
Ｏ

　
１

１

１

１

1

１

１

１

１

０

１

○

○

１

１

○

１

１

○

１

０

１

○

１

１

減
○

○

１

１

　
○

　
Ｏ

Ｘ
Ｉ

　
Ｉ

１

１

１

0

１

０

１

０

１

○

１

１

　
Ｏ

　
Ｏ

廸
―

　
―

１

１

１

１

１

１

１

０

１

○

１

１

　
○

珊
―

　
○

　
１

１

１

１

１

０

１

１

１

１

0

１

１

孔（4）゜

秘（4）゜

ち（4）゜

i１

１０
（4）゜

へＪ
Ｕ１２（４）＝

｜

Table　6.1.　　The　submatrices　U(q)

． ● １１２　－

1

１

１

１

１
　
１
　
１

１

○

１

０

１

※

０

０

０

０

　
　
Ｏ
　
Ｉ

驚
○
　
○

Ｏ

Ｏ

○

１

○

○

１

１

○
　
０
　
１

１

　
Ｏ

Ｘ
Ｏ

　
Ｏ

　
―

１

１

１

0

１

１

○

１

１

１

０

１

※
Ｏ

　
―

　
○

　
―

１

１

１

１

０

１

１

１

１

0

１

1

　
Ｏ

Ｘ
Ｉ

　
Ｏ

　
Ｉ

１

１

１

○

１

１

○

１

０

１

０

１

Ｘ
Ｉ

　
Ｏ

　
Ｏ

　
Ｉ

１

１

１

１

０

１

○

１

１

１

１

１



　　　　　By　testing　on these　matrices　it　is　easily　observed　that

there １８ no submatrix U(q) such that Relation ６．２ １ｓ fulfilled

for　１＝１　and　１＝２･．　Hence　Absolute　Inequality　System　2.16　１ｓ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へｊ
consistent　ｒ°ｌ’１°１　and １＝２‘．　However　for i=3.　the　matrix　Ｕ７（１１）

satisfies Relation 6.2. That is, for ?ｙ７{k) each functional
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　７

of　Relation　６．２　takes　the　value

N1(ﾆ3)-N2(3) =　－１ ・１･－１･－１　＝　－１

N2(3).N (3) =　１・１･－１・１　＝－１

Ｎ３(３)'Ｎ４(３)゜１°-1 ･ 1 ･ 1 =　－１

Hence　it　is concluded　that　Absolute　Inequality System　2.16

1ｓ　inconsistent　for i=3.
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CHAPTER　Ｖ工工

SYNTHESIS PROCEDURE　BY　SUCCESSIVE　SUPPLEMENT

　　　　The　purpose　of　this　chapter is　to　establish　the　procedures

to　realize　any　given　transition　state　diagram by　using more

than Ｎ　threshold　elements　in　the　case　where　the　given　transi-

tion　state　diagram　Is　not　realizable　with　Ｎ elements.　The

synthesis　method　to be　discussed　here　consists　of　the　prpce一

dures　that　are　the　successive　supplements　of　threshold　elements

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(55)

one　by　one　until　the　given　transition　of　states　is　realized.

７．１　　Basic　Princi　le

　　　　　In　order　to　avail　of　threshold　elements　as　the　logic　gates

０ｆdigi tal　systems ，１ｔ　is　required　that　any　given Boolean　func-

tion can　be　realized by　threshold　gates.　工ｆ ａ　certain Boolean

function　１８　not　realized by ａ　single　threshold　element, this

function　has　to be　synthesized by more　than　one　element.

　　　　　Similarly,when ａ　certain　transition　state　diagram　of　the

autonomous　network　Is　not　realizable　with　Ｎ　threshold　elements

since　at　least　one　of Ｎ elements　does　not　satisfy　the　linear ．

separability　condition, we　have　to　supplement　some　elements

to　achieve　this　transition.　The　supplemented　threshold ele―

ments　are　called　control　elements　henceforth.

　　　　　工ｎ　this　case　the　transitionIs　said　to　have　been achieved
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１ｎ　the　meaning　that we　are　concorred　only with　the　behaviors

of　the　Ｎ　threshold　elements　given　from　the　beginning.　　These

Ｎ　threshold　elements　are　called　the　primary elements　so　ａ８　to

distinguish　from　the　ｃ ontrol　elements.　This　interpretation

corresponds　to　considering　such an automaton where　only　the

autonomous　ne twork　given　from　七he　beginning is　in　contact with

the　external　environment　and we　are　concerned　only with　its

inputs　and　outputs.　０ｎ　the　other　hand, the　network　supple―

merited　later　has　no　func ti on except　controlling　the　behavior

of　the　network。

　　　　　In　this　section　the　basic　principle　of how　to　supplement

the　control　elements　is　discussed.　Stietnke・ｓ　and　Tucker・ｓ

Theorem becomes　the　fundamental　七heorem　for　our　further　devel-

opments.

Definition

さ
jo(ｏ)゜lj

i7
jo(ｏ')ド｀lj

　P1(ｏ)゜Ｐ１

　Ｑ１(Ｏ)゜Q１

Consider　the　replacements

↓

１

(.i = 1. 2,　・・・・．　２Ｎ)

(１　＝　1, 2,　・・・・９噸

゛゛here　the
ａｊ

゛
１１ｊ゙ Ｐ１゛ and　Ｑ１　imply the　Internal　state　ｖｅＣ七〇ｒ，

the　content　vector, the　positive　set　and　the　negative　set　de-

fined　in Chapter 工I, respec tively・
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→
　　　　　Define　the (N゛1)―dimensi onal vector ＼i, (l)　and　the (N+2)-

dimensional　vec tor u. (l) as follov゛ｓ．

ijｒ（１）゜

↑
(馬ｏ(ｏ)'1)'　il｀ｌｊｏ(ｏ)

(Ｗｊｏ(ｏ)'ｏ)　'　11｀ｌｊｏ(ｏ)

馬

ｒ
（１）゜（１’

ＥＰｒ(Ｏ)

e Q (0)

１（ｏ））　　，　(J
= 1. 2,　・・・・

　ｊ『

２Ｎ）

　　　　　Let　F(i)denote　the　transiti'on　state　diagram　obtained by

replacing ｇｊ with^ (l) inやhe　given　transition　state　diagram

Ｆ of　the　primary　ne twork.

Consider　two　sets P^(l) and "^(l) of the　vectors u.田

defined　as　follows.

尺(１

可(１

　
　
　
ｒ
　
　
　
ｒ

　
↓
へ
り
　
’
ぺ
１
１
一
Ｊ

ｆ
、
f

　
　
1
1
　
　
　
一
一

(１)

(１)

●
９

●
９

～か●

　９１
（衣１）・馬

エ、(1) ) = 1

　焉｡（衣１）・馬。（１））＝ｏ

（ｉ　＝　１，２・　・・・・９　N+l)

―
―

Here,　the notation 7(1).馬ｒ(１)８ｔａｎｄｓｆｏｒ　the　vectorwhich　is

the successor of* u. (l) in F(i) and ~^.implies　the　func ti on

defir】ed　over　the　set　of vectors　that　takes　as　its　value　the

i-th component　of　the　vector.

　　　　　Furthermore, define　recursively　ｔｈｅ(Ｎ＋ｋ)一dimensional

ｖｅｃｔｏｒ百ｊｓ(ｋ)ａｎｄthe (N+k+1)-dimensional vector ir.g(k) as

follows.
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瓦
七(k)

=

↑

(馬ｓ(゛‾ｌ)'１)'11｀■lｓ(l(-1)∈瓦(I(｀1)

(罵９(ｋ‾１)'Ｏ)・1f竃jｓ(ｋ-1)∈罵(ｋ゛１)

　　罵ｔ（ｋ）゛（１’
■ｊｔ（ｋ））　　(j

= 1, 2 , 2^')

Ｔｈｅ罵七（ｋ）叩du.^(k) are called the expanded internal　ｓ tate

vec tor　of　order　ｋ　concerning　the　threshold　element T ａｒ】ｄ　the

expanded　content　vector　of　order ｋ　concerning　the　threshold

element　Ｔ七９　respectively.

　　　Let　iでk) denote　the　transition　state　diagram　obtained by

replacing ti. (k-l) with u.^(k) in the　transition　state　diagram

i7k-i).　The
Fでk) is　called　the　expanded　transition　state　dia-

gram　of　order ｋ．

－ａ
j

　　Moreover, consider two sets 竃（ｋ）ａｌｌｄ罵（ｋ）ｏｆthe vectors

+(k) defined　as　follows.

可(幻＝

て(k) =

ｆ
ｆ
　
’
１

罵ｔ（ｋ）；　鰐（衣ｋ）・罵ｔ（ｋ））＝１
｝

男t㈲　；　竃（事（ｋ）・馬t（ｋ））＝０｝

　　　　(i　＝　1, 2,　･･･・9　N＋ｋ）.

Here・ the notation f(k)≫u..(k) stands　for　the　successor vector

Just ｆ°１１°゛ｅ(ｉｊ７罵t(ｋ)111 7りO ｡

The　next　proposition Is　evident　from　七he　above　definition.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→　　　　　　Pro　osition　　。１．　　The　transition　of states　in　F(k) is･

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→completely　same　as　the　transition　of　states　in　F(k-l), if we
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are　ｃ once me d　only with　the　behaviors　of　the　elemen'ts ＴＩ゛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｊ

゛゛゜゛゛

Ｔ

Ｎ゛

Ｔ

Ｎ＋１゛　・・・・９　

Ｔ

Ｎ＋ｋ－１゛

T
２゛

　　　　　Therefore,the　next　proposition　is　an immediate　consequence

of　this　proposition.

　　　　　Pro　osition　7.2.

可(ｋ)＝可(ｋ-１)

可(ｋ)＝可(k-1)
for　ｉ　＝　1, 2,　・・・, N+k-1

Hence, ゜nly the ｓｅｔｓ飛ｋ（ｋ）“ｉｌｄ乙ｋ（ｋ）ａｒｅ　newly　defined

whenて（ｋ）ａｎｄ可（ｋ）ａｒｅ　constituted.

Moreover, the　following relations　are　clear　from　the　def-

initions　of 可(ｋ)ａｎｄ罵1(ｋ)・

罵(ｋ)Ｕ罵(ｋ)＝∇

　　　　　　　　　　　　for　ｉ　＝　１，２タ　゜●●９　Ｎ＋ｋ

可(ｋ)∩で(ｋ)＝Φ

　　　　　】｀　　　　　　　　　　　　　　ｋ　＝　1, 2,　●●●●

Definition 7.2.　　　Let　ｃ
Jj

(N+i) denote　the　J-th row and

the　j-th　column component　of　the　charac teristic　matrix　Ｃ（Ｎ＋１）

of　the　control　element T (１　°１゛２゛Ｉ゛゜., k).　Then ｃｊｊ(Ｎ＋ｉ)

takes　the　value　given as　follows.

ｃｊｊ（Ｎ゛１）゜

↓

１　　９

－１・　，

1｀（?’刄→･１（衣lc）’ｔj（lO ）’１

fｏ゛馬4･１(衣ｋ)
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→
Ｕ１

Definition Consider　the (2^, N+k+l)-type　matrix

(k) whoｓｅ　j-th　row　equals　tｏ首ｊ１(ｋ)．　Ｔｈｉｓ哭(゛)１ｓ ｃ°lied

七he　universal　matrix　of　order　ｋ　concerning　the　element　Ｔ１

司1(ｋ)

馬1(ｋ)

馬1(ｋ)

　Definition　　。１１．　　Consider　the (N+k+l)-dimen3ional　vec tor

吼（ｋ）ｄｅｆｉｎｅｄas follows.

　　　司（ｋ）゜(w., WiN+1.ωiN+2' ･ ･ *･ ･ω１Ｎ＋ｋ）

Thi3 ｉ：(k) is called the expanded threshold-weigh七vector of

order　ｋ．

　Theorem　7-1.　　　１ｆ　there　exist　certain　real　numbers　ｊ　and　-

ｋ　such　that　the　inequality　systems

C(i)・罵(ｋ)．゛i;(ｋ)＞Ｏ （１　＝　1, 2,　・・・・, N+k)

are　consistent　for every 1, then　the　network　supplemented with

ｋ　control　elements　realizes　the　transition　ofstates　defined

by T(k).

　　Theorem ７．ｋ　　The　equations

： ・ ●
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　　/　　1;弓（ｋ）・ｃ（１）．゛ｉｌ（ｋ）＝ｏ

have no nonzero nonnegative solution b^(k)≧○

(7.1)

Proof： Suppose　that ｖ　°(vi, V2, .゜１’゛ｖ２Ｎ）ｄｅｎｏｔｅｓthe

(N+k+l)-th row vector of ｔ司(ｋ)・Ｃ(１)．　Then　the　following

relation　holds.

　
―
　
　
　
○

ｒ
Ｌ
～
ｔ
Ｌ
Ｌ
Ｊ

　
　
　
　
　
Ｉ
一

　
　
　
　
　
ｊ

　
　
　
　
　
Ｖ

・ for

for

→･

"ji'
(k-1)∈廼(ｋ-１)

鳥
ｉ･(k-1)∈刄(ｋ'１)

Therefore,　there　exists　no　solution b^(k　°（ｂｉ１（ｋ）・ｌ）１２（ｌＯ・

‥‥９ｂ　Ｎ（ｋ））２
０ of Ｅｑ゛atlon 7.!．　such　that all　the　j-th com-

　　　　　　１２　　　　　　　　　　　　　→●　　　　　　　　　→
ｐ°nents　b. .(k) satisfying ａｊ１゛（ｋ“１）Ｅ　Ｐ１（ｋ’１）　are　nonzero　non-

negative‘　　Hence,　゛゛ｅ　can regard　゛１１　the　j-th components　ｂｉｊ（ｋ）

as　zeros.

　　　　　On　the　other　hand, all　the　J-th　components　of　the　first

row vect°ｒ of *U^(k) . C(i) satisfying ^j,,(k゜１）∈■Q^(k-l) are

’１．　Therefore, there　exists
no ｓｏｌｕｔｉｏｎ凡（ｋ）２（ｊsuch that

all the J-th ｃｏ°ponents b^ (k) satisfying"? ,(k-l)∈罵（ｋ‾ｌ）

are　nonzero　nonnegative.

　　　　　Consequently,if we　assume　that　Equation　System　７．１　has

ａ　nonzero　nonnegative　solution, it　contradicts　either　the　first

equation　or　the (N+k+l)-th equation.

　　　　Theoremｿ7.3.　　The　inequality　system

　　　　　　　　　C(i)・司(ｋ)．゛略(ｋ)＞Ｏ

１２０　－

Q.E.D



１ｓ　always　consistent　regardless　of　the　value　ｋ．

　　　　Theorem　７．３　guarantees　that　if　the　inequali ty　system

C(ｉ)・'u'h(k-l).七応(ｋ-１)＞Ｏ

１ｓ　inconsistent, then　this　system　can be　made　consistent　by

supplementing　one　control　element　ＴＮ＋ｋ゛　This　supplement　gives

rise　to　the　construe tion　of　the　expanded　universal　matrix

可（ｋ）ｃｏｎｃｅｒｎｉｎｇ
the element Ｔ１°

　　　　七　　工ｆ　the　Inequality　systems

c(i)･て(ｋ).七ぐ(ｋ)＞Ｏ 　　　　　　　　　　　　　　　　(7.2)

（ｋ　＝　O, 1, 2,　・・・・．　n-1)

are consistent for at least one value of the order ｋくn-1,

then　the　inequality　system

c(i)・Uj(n) . Wji^(n) > 0 ［7．］）

becomes　always　consistent.

　　　　　Proof：　　　Suppose　that　工nequality　System　７．２　１ｓ　consistent

for k=m < n, then　the　equations

゛で(ｍ)・C(l).*ir(ra) = O (７．'･)

have　no　nonzero　nonnegative solutlor】ｂ１（ｍ）之０．０ｎthe other

hand, the　first　Ｎ＋ｍ＋１　equations　of　the　equation　system

t弓（ｎ）・ｃ（1）．t弓'(n)
= O

１２１　－

(7.5)



are　just　same　as　Equation　System ７．４　from　the　definition　of

可(ｎ)．　Consequently, Equation System ７．５has no nonzero non―

negative ｓｏｌｕｔｉｏｎ司（ｎ）≧０．　　　　　　　　　　Q.E.D.

　　　　Theorem J. >t　guarantees　that　the consistency　of　the　ｉｎ一

equalities　is　not　changed, even If some　control　elements　are

supplemented　to　the　network.

　　　　Theorem ７。５．　　Assume　that　the　expanded　content　vector

罵１(ｋ)ｉｓ generated if and only if the inequalities

　　　　　C(i)・兄(ｋ-１)．゛号(ｋ-１)＞Ｏ (7.6)

have no solution "wt(k-l) . Then the rank of the expanded uni-

versal matrix U：(k) becomes Ｎ＋ｋ＋１．

Proof: The　rank　of　the　expanded　universal　matrix　of

order　ｌ　is　always　N+2.　工ｆ　the　rank　of

the rank of U.(m+l) becomes N+m+2.

→
"j

(m) is　N+m+1, then

　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D.

　　　Theorem 7.6.　　　The　Inequality　system

　　　　　　C(i)・罵（２Ｎ－Ｎ－１）．ｔ『（２Ｎ－Ｎ－１）＞Ｏ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（１　°１，２，●●●●●　２
Ｎ－１）

１ｓ　always　consistent　for　every　ｉ．

(7.7)

　　　　　　Proof:　　Since　the　rank　of C(i)・可(2 ―N―1) becomes　２Ｎ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－

from Theorem　7.5, all　the　row　vectors　of　this　coefficient

matrix　are　linearly　independent. Q.E.D.

　　　　Theorem　７．６　guarantees　･that　七he　synthesis　procedures　so

far discussed　terminate　at　the （２Ｎ－Ｎ－１）－ｔｈｓｔｅｐwithout　fail.

－　１２２　－



　　　　Since　the　basic　principle　to　realize　any　given　transition

3tate　diagram　has　been provided　In　the　preceding　section, here

let　us　set　forth　the　practical　procedures　in　order.

　　　　(１)　　Examine　first　of all　whether　or　not　工nequality

　　　　　　　　　System　2.16　1ｓconsistent　for　every characteristic

　　　　　　　　　matrix　C(i)determined　by　Relation 2.3.　１ｆ it　has

　　　　　　　　　turned　out　tobe　consistent　for　every C(i), then

　　　　　　　　　determine　the　actual　thre3hold-weight　vector by

　　　　　　　　　Theorem　ﾆ3.1.

　　　　(２)　　工ｆ工nequali ty　System　2.16　has　turned　out　to　be　In-

　　　　　　　　　consistent　for ａ　certain　C(h), then　supplement　one

　　　　　　　　　control　element ＴＮ＋１ａｎｄmake　it　consistent.　This

　　　　　　　　　canbe　performed　by　constructing　the　expanded　ｕｎｉ一

　　　　　　　　　versalｍａｔｒｉｘ凡(１)１ｎ Theorem 7.3.

　　　　(３)　　Moreover, if工nequality　System　2.16　also　turned

　　　　　　　　　out　to　be　inconsistent　for another　C(n), then　sup―

　　　　　　　　　plement　another　control　element Tj, ,　and make　it

　　　　　　　　　consistent. This is possible by considering罵(２)

　　　　　　　　　１ｎTheorem 7.3.

　　　　(４)　　Similarly, if　there　exist　other　inconsistent　In-

　　　　　　　　　equality　Systems　2.l6, supplement　ｃ ontrol　elements

　　　　　　　　　andmake　them consistent.

　　　　(５)　　Even if control　elements　are　supplemented　to　the

　　　　　　　　　network,such工noquality　System 2.16　1ｓ　still con―

１２３　－



sistent　as　is　originally　consistent.　That　is, even

if　the　procedures　mentioned　in　step (1), (2), (ﾆ３）

are　performedタ　the　inequality　system

｡（１）ス 1（ｋ）＞ｏ

　　　　　is　still　consistent　regardless　of ｋ and　J, where　Ｃ（ｉ）

　　　　　represents　ａ　threshold　func tlon.

　　　　　　Likewise, if a　certain工nequality　System　2.16　has

　　　　　beenmade　consistent　once, then　fur t he r　supplements

　　　　　ofcontrol　elements　do　not　change　the　consistency

　　　　　of　this　system　from Theorem 7.^.　Hence　there　is　no

　　　　　necessity　to　deal　with　the　primary　elements　again

　　　　　after　the　procedures　stated (l), (2), (3) are　pel―

　　　　　formed　once.

（６）　　Now　it　ｉ８　sufficient　to　consider　only　the　control

　　　　　elements.　Examine　whether　or not　the　inequality

　　　　　systern　for　the　ｃｏｌ!trol　element　ＴＮ＋１

(?(Ｎ＋１)・罵(ｋ)．iiiも１(ｋ)＞Ｏ

　　　　　　(１　＝　1, 2,　・・・・９ｋ)

（７．８）

１ｓ　consistent.　　If Inequality　System　７．８　has　turned

out　to　be　consistent　for　every i, then　the　given

transition　state　diagram　is　realizable　with　the　pri-

mary elements　and　the　Ｎ＋ｋ　ｃontrol　elements　so　far

supplemented.

一一１２４ －



（７）　　On　the　other　hand, if工nequality　System　７．８　has

　　　　　turned　out　to　be　inconsisten　forc(n+η) , supplement

one　more　control　ｅｌｅｍｅｎｔＴＮ十k+1*

sis tent　system becomes

ｃ（Ｎ゛η）‘馬
＋η

Then　this　incon-

Ｎ十η
（ｋ＋１）＞ｏ．

　　　　　Thus,this　inconsistent　system　i3　made　consistent

　　　　　fromTheorem　7.3.

（８）　　Moreover, examine　whe ther　or　ｎｏ七　the　inequali ty

　　　　　system　for　the control　element ＴＮ＋ｋ＋１　supplemented

　　　　in step （７）

Ｃ（Ｎ゛ｋ゛１）’馬＋１（ｋ゛1）‘1弓＋ｋ＋１（ｋ゛１）＞Ｏ (7.9)

　　　　　is　consistont. If this　system　has　turned　out　to　be

　　　　　consistent, then　search　for　the　inconsistent　system

　　　　　ｏｆ工nequality　System 7.8.　Then, perform　the　3lmilar

　　　　　procedure　stated　in　step (7).

（９）　　Ｉｆ工nequality　System ７．９　１ｓ　inconsistent, then　sup-

　　　　　plement　one　more　control　ｅｌｅｍｅｎｔＴＮ＋ｋ＋２‘　　Further-

　　　　　more, examine　whether　or　not　the　inequality　system

　　　　　　　　　　　→
Ｃ（Ｎ＋ｋ＋２）・Ｕ

　　　　　　　　　　　・Ｎ＋ｋ＋１

（ｋ゛２）ｊｉ;．
ｋ．２

（ｋ゛2) > O (7.10)

　　　　　１ｓ　consistent.　Repeat　the　similarprocedures.

（１０）　The　supplement　of ２Ｎ‘Ｎ‘１control　elements　terminates

　　　　　these　procedures　atworst　case.
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7。３　＿＿旦再旦ｍ趾旦

　　　　いExamp!£７．1ﾚJﾚ。二　Ｌｅ七十usrealize△the transition state　diagram

shown in Fig.　４．３by　the successive　supplement　of control　ele-

　　　　　　　　　　　　　　　　”ments･･　It　has already　turned　out　that Inequality　System　2.16　･Ｔ

Is Inconsistent　only‘for　C(3) through　the　argument　mentioned　in

Example　４．２．

　　　　　Hence, supplement　one　control　element T. and　construe ｔ

the　expanded　content　vector　of　order 1　concerning　element T

as　follows.

言

　Ｅ3
（１）＝１００００

亀
３（１）゜１１　０　０　０

馬３（１）゜１’０ １ ０ １

馬３（１）．゜１００１０

馬３（１）゛１ １ １ ｏ １

司ﾆ3(1)゜１ １ ｏ １ １

　　　　　　　弓3(1)゜１ ０１ １ ０

ニ　　　　　罵３（１）゜１　１　１　１　０

Thus夕we obtain the expanded transition state diagram F(i) as

follows. (０１１０)

　/（;1・・ｏ）へ　　に（・ｌｏｌ≒

（１１１０）　（１１０１）

　ｙ　　　ノ　　（００００ｊ，（０９１０）

　　(1011)　　　　　　　’｀゛｀之
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Therefore, the　charncteris tic　matrix　Ｃ（４）ｆｏｒ　the control　ｅｌｅ一

ment　で１１　１ｓ　givenas　follows

１

１

０

１

　－１

The　inequality system

１

　－

C(i)・馬(１).七Sk(i) >o

becomes　consistent　for　C(l), C(2) and　Ｃ(:3) through Theorem　７．３

and Theorem　７．４．　Now, examine　the　consistency　of　the　inequali-

ty　system

c(4)・罵(１)．1;べ(１)＞ｏ

Ｓｉｒ】ce　this　system　turns　out　tobe　consistent, it　is　concluded

that　the　transition　state　diagram　showm　in　Fig. 4.3　１ｓrealized

with　one　control　element。

　　　　The expanded threshold-weight vec torsｉ;ｉ(1) (i = 1, 2,

3, k) are　obtained　through　the　similar　computation　stated　in

Chapter工Ｉ工。for instance, as　follows.

号（1）＝（ -^, 8, 5, 3, -5)

■^(1) = ( 1, O, -h, -2, 2)

弓（１）＝（・１;　０，０，０，２）

べ(1)
= ( 1, 2. -1, -3, -1)
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－ － ／

Consequently, the　autonomous　network　shown in　Fig.　７．２　realizes

the　transition　state　diagram　given　Fig. ^.3, if　ｔｈｅ‘transits

of the　elements Ｔ１９　Ｔ２９　Ｔ３are　observed.

　　　　　　　　　８

Fig.　７．２ The　autonomous　ne twork

－１２８ －

primary　elements



CHAPTER ＶＩＩ工

GENERAL　SYNTHESIS　PROCEDURE

　　　　　The　general　method　to　realize　any　given　transition　of

states　is　treated　In　this　chapter, although concerning　this ・

problem an effective　method　has　been already　given　in　Chapter

Ｖ工工．　The　method　tobe　discussed　here　is　very　Intuitive　and

systematic, it　i3, however, forced　to　use　much more　control

elements　in　compensation　for　its　advantages.　　In　fact, It

requires　M-N-1　control　elements, where　Ｍ denotes　the　number

of　states　specified　their　successor　states.

８。１　　Basic　Princi　le

　　　　　The　methodpresented　here　is　in actual　applicable　to　the

±ncomple tely　specified　transition　state　diagram, since　the

number　of　the　necessary control　elements　becomes　very　large

for　the　completely　one.　　For　the　generality, however, the

argument will　be　stated with　respect　to　the　latter　case.

　　　　　Consider　the　autonomous　network which is　constructed with

Ｎ　threshold　elements.　　This　netv゛ork Is called　the　primary　net―

work. The　primary network　has （２Ｎ）゛´ｄｉｓｔｉｎｃｔ　transitions.
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However　some　of　them　are　realizable　and　others　are　not　realiz-

able　by　the　primary　ne twork.　工ｆ ａ　certain　given　transition

１ｓ not　realizable ， then supplement　２Ｎ－Ｎ’１　threshold　elements

to　the primary neｔｊﾑ１１ｔ?The network supplemented with 2N-N-1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　ｙ　　　　　　　　　　　　　　　　－，’elements　is　referred　to as　the　general　network. Suppose, how-

　●　　　　　　　　　　　　　●　ｊ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ever, that　only　the　inputs　and　the　outputs　of　the　primary　net-

work are　observed　from　the　outsldes.　Then let　us　show　that

the　general network can realize　all ｔｈｅ（２Ｎ）（２Ｎ）ｔｒａｎｓｉtions

by ａｄ･justing　the　threshold values　and　the　weights　values.　工ｎ

this　chapter　the　argument will　be　done　for Inquality　Systems

２.14　rather　than Absolute　Inequality　Systems　2.19.

Definition ８ １

Let　us　define　the (2^-l)-dimensional

vector E：x(u. ) by extending　the　internal　state　vector u ゛｀ｓ

follows.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｎ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　２　-N-1　zeros

Ex (a

Ｎ＋１・　・ｉ．'，２
Ｎ

　　　(ａｌ
ｉ

， 0, O, O,　・　・　・　・　・　・　・夕　Ｏ)｢

　　　　　　　　　for　１　＝　１，２・　・・・・９　Ｎ＋１

°

|　　　　　　

(i-N-l)-th position

　　　(ａ

ｉ゛0,
O, ..., O, 1, 0, ..゛○)

for １　＝　N+2, N+3, ....,　２Ｎ

This　vector　is　called　the　extended　internal　state　vector.

　　　　　　　F＼irt he rm oreヽconsider　the 2 -dimensi onal　vec tor　ＥＸ（ｕ１）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝attached　1 as　the first　cotnponやnt　to Ex('u ) as follows.

Ex(u )ｽﾞ(1.　Ｅ：x(u.‘))１ ･ｆ°ｌ｀１°１９　２．
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嘱

This　vector　is　called　the　ｅχtended　content　vec tor.

　　　　Definition 8.2.　　Consider　the　(２Ｎ，２Ｎ)－ｔｙｐｅ　matrix　Ex(u)

whose　i-th row　equals to　the　extended　content　vec tor Ex(u.).

This　square　matrix　is　called　the　ｅｘ七ended　universal　matrix.

Ex(u) =

―
Ｕ工

Ｕ
　工工

０

Ｅ

　2N-N-

１
　
１
　
１
　
１
　
１
　
１
　
・
　
　
一
　
１

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
一
一

　
　
　
　
　
ｊ

○

1

０

０

1

○

○

１

０

１

○

○

○

１

０

１
　
一

〇
　
・

―
　
・

―
　
一

●

１ １

●

１

●●●●

●●●●

●●●●

●●●●

●●●●

●●●●

●

●

●●

●　●

●　●

●●

0

０

０

０

○
　
○

　　●

１

　
　
　
　
　
　
Ｏ
　
　
　
°

Ｏ
　
　
　
　
　
　
　
　
・
．

　
　
　
　
　
－

１
　
０

Ex

　　Definition 8.3.　　Consider　the　2N-dimensional　vector

w ) attached　2^-N-l weights　values　to the‘ threshold-weight

vector ｕ１ as　follows

E｀（“ｉ）゜(w.
. i1，Ｎ＋11 ゛’1,Ｎ＋２゛¨¨゛“１,２Ｎ－１）

This　vec tor　is　called　the　ｅχtended　threshold-weight　vector.

　　　　　Defini tion 8.h.　　Let　Ex(f) denote　the　transition　state

diagram which is　obtained　by　replacing v[ with励ｃ(‘G ) for　the

given　transition　state　diagram　Ｆ．

　　　　　Therefore　Ex(F)becomes　an incompletely　specified　transi-

tion　state　diagram　for　the　general　network.

　　　　　Then　the　next　propositionis　almost　obvious 、from　Definl-

●

131 －



tion　８．１　and　Definition 8.h.

　　　　Pro　osition　8.1.　　工ｆ we　take　notice　only　the　primary

network, then　the　transition　of　states　in Ex(f) is　completely

same　as　the　transition　of states　in　Ｆ．

　　　　Definition　8.5.　　　Let　ｕ８　define　the　characteristic　matri-

ces C(i) for　the　control　threshold　elements ＴＮ＋１゛ＴＮ＋２゛゛゛゜゛゛

　　　　　　　　･●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｜Ｔ　　　　as　follows.
　２Ｎ－１

cjj（１）゜

圭
１　・・．　for ゛(ai＋1)゜Ex(f)゜励c(aj)

Here　Ex(G

　　　　　　　　　１＋１

－１　.. . for　　Ex(u^・１）メ　Ex(f)‘EJc（aj）

)゜Ｅ)c(ｆ)｀Ｅ゛(へ)ｉ”i?１１ｅｓ that E,(u ）ｉｓ　just

follov゛ed by　Ex(u ) in the　extended　transition　state　diagram

Ｅχ(Ｆ)．　　　　　　　　゛

　　　　　Now　consider　the　inequalities

ｃｊｊ(１)｀励c(゛j ) .
*Ex(t.

)≧0 , (j
° １゛ ２゛ ¨¨゛２Ｎ）

where　the relatﾆion ”≧”holds　for　ｊ satisfying c..(i)゜-1 and

the　relation　”＞”　holds　for　ｊ　satisfying c (i)゜１°　Let　us

represent　such defined inequalities　by

C(i) ･ Ex(u) ･
*Ex(w^)

^ O

　　　　　　　　（１　＝　1, 2,・・・・，２Ｎ‾１）

(８．１)

Theorem 8.し_　　If Inequality　System 8.1 is　consistent　for
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every　i, then　the　primary　ne twork performs　the　transition given

by　Ｆin　the　general　notwork.

Proof： 工ｆ工nequality　System　８．１　１ｓ　consistent　for　every

i, then　the　general　network　performs　the　transition　given by

Ｅχ(Ｆ)●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D.

　　　　Pro　osition　8.2.　　The　set　of all　row vec tors　of　Ex(u) is

linearly inde‘pendent.

　　　　Theorem　8.2.　　Inequality　System　８．１　１ｓ　consis七ent　for

every　１．

　　　　　Proof： 工七　is　sufficient　to　show　that　the　set　of all　row

vec tors　of C(i)・　Ex(u) is　linearly　independent.　In　fact, the

following relations　hold.

ｄｅｔ〔C(i)・Ex(u)]= det C(i)・det Ex(u)

　　　゜det C(i) . det Ｕエ’ｄｅｔ R2N-N-1 ゛（－１）ＩＱ１１

｀゛here IQJ denotes　the　number　of components　contained　in　the

negative　set　Ｑｉ・

８。２　　　Wei　ｈｔｓ･and　Threshold　Values

　　　　　The　method　hov/　･the　general　networkrealizes　any　transition

of　the　primary　ne tw ork　has　become　evident　through　the　preceding

discussion.　工ｎ　this　section let　us　discuss　the　prac tical　thres―

hold values　and weights　value3　of　the　general　network which

realize　the　given　transition.
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　　　　Pro　osition　8.3.　　　The　inverse　of　the　regular　matrix

C(i)・Ex(u) is　given as　follows.

―

〔C(i)゜Ex(u)〕‾≒
に1

―　
　
　
　
　
　
一
一

（１）゜ＵＩ　Ｉ　　Ｏ

（１）゛ＵＩＩ（ＣＩエ（ｉ

　　ぐ・

’ＵエlrＵ;
１

°

ＣＩ（１）・Ｏ

ＣＩ（１），Ｃ

―一
ｊ

ｊ　
　
　
Ｇ

　
　
　
　
ｍ

(８．２)

　　　　　Here　thei･nverse　I　１ｓ given by Proposition 2.7.　　Hence

the　troublesome　computation which １８　ordinarily brought by　the

Inverse　calculation is excluded.　The　inverse　of C(i)・Ex(u)

can be　readily　obtained　only by　the　multiplication　of matri-

ces.

　　　Definition 8.6.　　Let　i:*.(i) denote　the　j-th column vec tor

ｏｆ〔c(i)・Ex(U)〕'１．

　　　匹　　The　whole　solutions　of Inequality　System

８．１

c(i)‘Ex(u) .
*Ex(w.)

^0 (i°１９２゛‥¨゛２Ｎ‘1) (8‘１）

are　given　by　the　following　form.

゜:(゛１
一

一

　２Ｎ

Σ

j＝１

“ｊ（ｉ）ｊｌ｀ｊ（１）（ｉ°1,
2, ..... 2^-1) (8.3)
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Q.E.D.

｀゛here　aj(i) is　either an arbitrary positive rmmber　for cjj(i)゜１

or an arbitrary　nonnegatlve　number　for ｃ

Proof：

jj（1）”１

Since　the　following relation

C(i)・Ex(u)

2Ｎ

Σ

j＝１

≪j(i)゜％j（1）゜(aj,(i), 02(1), ..・’“２”（jL））

holds,　Ex(w. ) is　surely ａ　solution　of Inequality　System　8.1.

Conversely, let ｙ　denote　an arbitrary　solution　of 工nequality

System　8.1, then　the　relation

　　　　　　　　C(i)・Ex(u)・ｙ２０

holds.　　Hence　we　can　rewrite　by　using　the　j-th　unit　column

vector ｅ．
　　　　　　　Ｊ

as　follows.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｎ

　　　　　　　C(i) . Ex(u) . y =Σ;“ｊ（１）゜*J

　　　　　　　　　　　　　　　　　ｊ＝１

Therefore ｙ can be　expressed　as　follows.

ｙ　＝ c(i)・Ex(u)〕'１．

Ｎ
　
　
　
Ｉ

　
ｚ
Σ
・
・

　２Ｎ

Σ

j＝1

.,(i)‘*J

≪j(l).rj(i)
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　　　　It　is　not　necessary　to　assign　the　internal　state　vector

of　the　general　network as　given by　Definition　8.1.　Any assign一

ment will　do　only if it makes ･the　rank　of　the　coefficient

matrix　of Inequality　System ２.14

c(i)・Ｕ
％

１≧ｏ

２Ｎ．　Thus　there　aremany assignments　to satisfy　this　require―

merit.　However　such an assignmer】ｔ　is　desirable　as　makes　the

further analysis　easier.　For　instance, in　order　to　de termine

the　prac tlcal　threshold　values　and weights　values, such　one

is　suitable that we　can　obtain　the　inverse　of 〔c(i)・Ex(U)j

as　easily　as　possible.　In　fac ｔ　the　inverse　is　given by Proposi-

tion　8.3, if we　define　the　extended　internal　state　vec tor by

Definition　8.1.

　　　　This　method　requires　2N-N-1 control　elements　for　the　com―

pletely specified　transition.　The　number 2^-N-l　becomes　tre-

mendous　large　if Ｎ　Increases　slightly.　　Thus　it　is ･not　neces・

sarily applicable　to　this　case.　This　method　is　rather　appro-

priate　for　the　incompletely　specified　transition where　the

number　of　states　specified　their　following　states　is　small.

　　　　　One　of　the　most　advantageous　points　of　this　method　is　the

fact　that　the　practical　threshold values　and weights　values

can be　determined　very　easily by Theorem　8.3.

　　　　　There　is　ａ　means　todecrease　the　number 2^-N-l　of control

elements　ｓ tated　as　follows.　That･ １ｓ， at　first we　realize　the

静 １３６ －



given　transition by　the　general　network. After　that　we　search

for　the　unnecessary control　elements　and　exclude　them.

β。３　Example

　　　　Example　8.1.　　The　transition state　diagram　shown by　FlK.

４．３　１ｓ　not　realizable　with　three　threshold　elements.　Hence ,

supplement　four control　elements　and　consider　the　extended

internal　state　vectors　given as　folloW3.

Ex(u )゜（１･０００００００）

Ex(u )゜（１ １ ０ ０ ０ ０ ０１０ ）

Ex(u3)゜（１０１０００００）

ＥＸ（Ｕ４）＝（１００１１００００）

Ex(u )゜（１ １ １ ０ １ ０･Ｏ Ｏ ）

Ex(u6) = ( 1 １ ０ １ ０ １ ０ ０ ）

Ex(u≫)゜（１ ０ １ １ ０ ０ １ ０ ）

Ex(uq) = ( 1 １ １ １ ０ ０ ０ １ ）

Then　the　characteristic　matrieＧＳ　for　this　transition　are　given

as　follows.

Ｃ（１）＝

　
１
　
　
０

　
１

－

１

　－１

１

ｊ　
Ｏ
　
　
Ｉ C(2) =

・ ●
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―

１
　≒　　０

　　　-１

　　　　-１　Ｏ　　≒

　　　　　　　－

ｊ



Ｃ（３）＝

Ｃ（５）＝

－１

　　－１

０

　
　
　
１
　
　
　
０

　
１

－

１

　－１

－１

　　－１

１

１

１

０

１

０

１

１

　－１

　　　－１

」

Ｃ（４）＝

ｃ（６）＝

｜
－１

１

　－１

　　　－１

　　　　　－１

０

　
　
　

１
　
　
　
０

　
－
　
一
―

－１

　　－１

０

－１

　　－１

　　　　－１

」

ｊ　
　
Ｏ
　
　
次

　
　
　
　
　
　
１

　
　
　
　
　
　
１

Now　deterroine　the　extended　threshold-weight　vector by Relation

8.3.　The　following extended　threshold-weight　vectors　are

obtained　by　fixing a.(i)=l (j=l, 2, ...., 8, i=l.　２，’・・・・．　７）．

　　　　　　　　　　ＥＸ（町）＝（－１２００００２０）

　　　　　　　　　　ＥＸ（｀^ｊ２）゜（１　0-2-2　０　２　２ ２）

　　　　　　　　　　Ex(w^) = (-1 0 2 0 0 2-2-2)

　　　　　　　　　　Ex(u^) = (-1 ２ ０ 0-2-2 0-2)

　　　　　　　　　　Ex(u)^)゜（－１リ○　０　２　０　０　ｏ）
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Ｅ）ｃ（“６）゛（’１０００００００）

　　　　　　　　　　Ex(wy) = (-1 0000200)

Therefore　the　autonomous　network　shown by　Fig.　８．１　performs

the　behavior　given by　Fig.･'t.3, If we　observe　only　the　primary

network.

ｃontrol　elements

Fig.　8.1.　　The　autonomous　ne twork
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CHAPTER　IX

MULTIGATE　SYNTHESIS OF BOOLEAN FUNCTION

　　　　　The　problem　of synthesizing　threshold-element　networks

to realize any given Boolean ｆｕｎｃｔｊ忿）１．ｓｔｒｅａｔｅｄin　this chap一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－
ter.　This　problem　has　not　received　as　much attention as　the

problem　of ａ　single　threshold　element.　This　certainly depends

on　the　fac ｔ　that　sufficient　knowledges　of　the　latter　seem　to

be ’essential　for　the　successful　solution　of　the　former.

　　　　　Although　the　network resulting　from　the　･synthesis　proce-

dures　discussed　here　has　ａ　similar　form　to　that　obtained by

Threshold-Or network　synthesis　or Threshold-Cascade　network

　　　　　　　（１４）（５９）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¨
synthesis　so　far proposed, the　procedures　to be　presented　are

very　straightforward.　However,　they　do　not　give　the　most　eco-

nomic　synthesis　in　the　meaning　of ａ　network construe ted with

the　least　number　of　threshold　ga te s.

　．１　　Basic　Princi　le

　　　　　Withａ　view　to　designing more　efficient　digital　systems・

１ｔ　is　desirable　to　obtain ａ　most　economic　network　of　threshold

gates　realizing ａ　given Boolean　func ti on.　This leads　us　to　the

problem　of　finding　for ａ　given　Boolean　func tion　ｆ･ａ　minimal

decomposition　of　f with　threshold functions.

　　　　　For　this　purpose,the　classical　network　synthesis　techni-
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●

qjj2･t(jUtt as the Quine―McCluskey procedure for AND-OH syn―

thesis　play　an　important role ．　If ａ　minimal　decomposition　is

obtained, the　subsequent　procedure　i3　straightforward.　Hence ,

the　central　subject　consists　in　ｈｏ･,ｒ　to　make　the　minimal　decom―

position。

　　　　　As　in many　synthesis　problems, the　fac ｔ　that　ａ　large　num-

ber　of　the　configurations　ｃａｎ･ be　employed　for　ａ　general　ne twork

entails　many admissible　decomposi tion　forms.　This　often makes

the　synthesis　procedure　complex.　In view　of　the　complexity

imposed by　the　unres trie ted　network, it　is　not　necessarily　un-

reasonable　to　postulate　the　ne twork　ｃ onfigurations.　Hereafter,

let　us　assume　that　the　network consists　of　the　two　levels, an

input　level　and　an　outpu七　level　which i3　an on gate。

　　　　　If all　the　ONES　of ａ　Boolean　function　f^ are　covered with

ｆ１１゛ｆ１２・　”‘ ゜
゛

ｆｉｍａｎｄ　if　there　exists　no　other ONE covered

wi th　these　func tions, then　ｆｉ　is said　to　be　decomposed　Into

ｆ１１ ｆ゙ｉ２゛゜
゛゙ ’゙ ｆｉｍ°　Here,

the　connotation　of　”cover” implies

the　concept　used　in　AND-OR　synthesis。

　　　　　As　M. L. Dertouzos　and　other　investigators　have　already

pointed　ｏｕｔ夕　if a　given Boolean　func tion　fi　can be　decomposed

into ｍ　threshold　functions, f.　is realized with　the　two-level

ne twork whose　ｍ　input　level　elements　produce　these　ｍ　threshold

functions　and　one　output　level　element　produces　an OR　function.

Since　an OR　function １９　ａ　threshold　functionﾀ regardless　of　the

number　of input　variables, these　fac ts　are　restated　in　the　fol-
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lowing　theorem which　is　the　foundation　of　the　prac tical　proce―

dures　mentioned　in　the　subsequent　section.

　　　　　The ore！9.1上,上　　If ａ　givenへBoolean　function　ｆｌｌｌ　can be　de-

composed into ｍ threshold functions ４１ ･ %2 ≫ ･ ･ ･ ･ ≫ ^im ， then

ｆ　can be　synthesized　with　the　two―level　network　constituted
　１

by ｍ＋１　threshold　gates.

　　　　　However, the　threshold　element　representing　the　output　OR

gate　is　not　needed, since　any　two―level　Throshold-Or　network

Is　equivalent　to　ａ　cascade　’ｏｆ　the　input　level　elements.　This

fact　can　be　understood　easily by　considering　the　case　where　the

weights　values　associated with all　interconnec ting　leads　are

made　sufficiently　large　to　permit　the　propaga ti on　of ａ　ONE

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（１４）

ｇｅｎerated　by any　threshold　element　toward　the　network　output.

These　statements　are　formalized　in　the　next　theorem.

　　　　　Theorem 9.2.　　　工f a　given　Boolean　function ｆｉ　can be　ｄｅ‾

composed　into　ｍ　threshold functions　ｆｉ１゛ｆ１２゛゛’‘゜, f then

ｆｉ　can be　synthesized with　the　Cascade-Ne twork　constituted by

ｍ　threshold　gates.

　　．２　　Ｓ　nthesis　Procedure

　　　　　The　practical　procedures　to　synthesize　any Boolean　func-

tion are　given without　justification In　this　section. Ｉ　However,

its justification ｗ１１１１　immediately　follow　fromTheorem ９．１　and

Theorem　9.2.　Let　us　ｅχamlne　by　the　method presented　in Chapter

Ｖ　or by any　other available test　whether　or not　ａ　given Boolean
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function is　ａ　threshold　func'ti orii　Ｉ七　is, of course, more　im-
　　　　‥　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(１４)(４０)(６２)
mediate　to　consult　for　the　same　purpose　the　Table･which　lists

up　all　ｔｈｅ・threshold functions　of less　than　８　variables.

　　　　The　characteristic　matrix　C(i) represents　the　Boolean

function　f-i as　stated　in Proposition　2.3.　Hence゛C(i) is　used

１ｎ　some　case　as　the　matrix　and　in　another　case　as　the　Boolean

func tion. However, it won'七　any　confusion　from　the　context.

　　　　Then, any　given Boolean　func七ion C(i) is　synthesized　by

the　following　finite　steps・

　　(１)　　Examine　whe ther　or　not　C(i) is　ａ　threshold　func tion.

　　　　　　工fC(i) is　ａ　threshold　function, then　determine　the

　　　　　　actual　weights　values　and　the　threshold　value　by Theorem

　　　　　　3.1.　　If C(i) is　not　ａ　threshold　func tion ，・proceed　to

　　　　　　step　２．

　　(２)　Let ^.i denote　the　set given by De fini tion　５．１１，ａｎｄマ

　　　　　　denote　the　complement　ｓｅｔ．ｏｆｖｊ
゛　The　notation　ｌ

ｘｌ　im-

　　　　　　plies　the　number　of　components　contained　in　the　set　ｘ．

　　　　　　　　Now,search for　the　suffix k　of　七he　input　variable

　　　　　　such　that

max

　ｊ

　
（
‐

　
　
Ｉ

　
Ｐ
　
―

ｆ

リ り
　　　　　　　Ｃ

Ｐ

１

ｎＩｖ

ｊ
１

－
Ｐ

１

ｎＩｖ
ｋ

】．

･| P1nｖ;
1

If　there　exist　more　than　one　suffixa　satisfying　Re-

lation 9.1, selec ｔ　an arbitrary　one　of　them.　More-

over, construct　two　characteristic　matrices　C(i;　ｋｌ)

and C(i;　k~) defined as　follows.
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ｃｊｊ（１； ｋｌ）゜

and

'^JJ
　　　　－（１；　ｋ１）゜

where　ｃ

―
　
　
　
　
―

　
　
　
　
　
　
・

ｆ

　
　
　
　
　
　
　
一

ｆ

（１； k+ ) and ｃ

for　ａｊ（Ξ（Ｐ１ｎＶｋ
１

）

for　aj4(I)in゛lc1)

for　u G (p n V:１）

for　宕j 0『
i

ｎｖ;

１

）

（１；　k ) denote　the　J-th row and
　　　　　　　　　　　.1.1　　　　ｌ　　　　　　･IJ　　　　Ｉ

　　　　j-th column　of C(i;　k ) and　C(±;　k ), respec tively.

　　　　　Examine　whether　or　not　C(i;･k,) and　C(i;　ｋ;) are

　　　　threshold　functions.　工ｆ both　of　them　are　threshold

　　　　functions, then　C(i) can be　synthesized with　the

　　　　Cascade-Ne twork　of　two　elemen七s. Determine　the　ac tual

　　　　weights　values　and　threshold　value　through Theorem　３．１

　　　　forC(i;　ki) and C(i;　ｋ;)．　エｆonly C(i;　k~) is ａ　'・

　　　　threshold　function, proceed　to　step　３．　０ｎ　the　other

　　　　hand, if　only C(l:　ｋ;)１ｓ　ａ　threshold　function, proceed

　　　　to　step　４．　エｆneither C(i;　ｋ：)nor C(i;　k~) is ａ

　　　　threshold　function, proceed　to　step　５．

０)　　Search　for　the　suffix k2　of　the　input　variable　such

　　　　that

ご

　
　
Ｉ

　
　
Ｐ

　
－
ｆ　

　
χ

　
　
ａ
．
ｊ

　
　
ｍ

Ｐ
１

∩ ｖ

ｋ１

∩

∩

ｖ

ｋ１

∩

ｖ

ｋ２

×

vj
ト

Ｐ
１

∩

－１４４ －

卜
∩

与

１

∩

＼

痢|



Furthermore ， construe t　two　chnrac teristic　matrices

C(i;　ｋ;，ｋ;）ａｎｄ C(l;　ｋ;：，ｋ;）　defined　as　follows.

cjj(1;　kj"ｋ;)

and

―
　
　
　
　
―

Ｌ

cjj（1;　ｋﾆ　ｋ;）゜

９

Ｌ

for　宕ｊＥ（Ｐ１ n V,

for　ａｊ

ｎｖｋ
２

）

４（Ｐ
１

ｎｖ
ｋ、ｎｖｋ．､）

for　むjE（Ｐ１ｎｖｋ

１

∩畷

２

）

fｏｌ’ａｊ４ （Ｐ１ｎＶｋｌｎＶ;２
）

Examine　whe ther　or　not　c(i;　ｋｌ，ｋ;)ａｎｄ　C(i;　ｋ１９ k;）

are　threshold　functions.　If both　of　them are　threshold

functions, then C(i) can be　synthesized with　the

Cascade-Ne twork　of　three　elements.　The　ac tual　weights

values　and　threshold　value　are　obtained　through The orem

３．１for C(i. k~), C(i5 ｋ;， kg), and C(i. ｋ;・ｋ;)。

　If only C(i; ｋ：！k~) is a threshold　func tion, construe ｔ

two　characteristic　matrices　c(i;　ｋｌ，ｋ;，ｋ;)ａｎｄ　C(i;

ｋｌ，ｋ;，ｋ;)１ｎ　the　similar manner.　０ｎ　the　other　hand,

if　only　c(i;　ｋ;，ｋ;)ｉｓ　ａ　七hreshold　function, construct

Ｃ(１；ｋ;， ｋ;，吋)ａｎｄ C(i; ｋｌ,．ｋ;，ｋ;)１ｎ the similar

manner.　工ｆ neither　of　them　Is　ａ　threshold　func tion

　　　ｃons true ｔ　similarly C(i: ｋ：，ｋ;，ｋ;)，Ｃ(１； ｋ;，ｋ:, k").

　　　C(i; kl・ ｋ;' ｋご)ａｎｄＣ(１； K- k-. k-).

(４)　　Search　for　the　suffix ｋ２ of　the　input variable　such　that
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７{皿ッ;j.にjトドｉ『ぺj帽』

丿1）in歿1nｘ２レドX
K∩べ:２1

　Moreover, construct　two　charac teristic　matrices　C(i;

ｋ７，ｋ;）ａｎｄ　c(i;　k^,k ) defined　as follows・

ｃｊｊ（ｉ；　ｋ;･ｋ;）゛

ｃｊｊ(１；　ki,
　－

ｋ２）

　
　
　
　
　
　
一

ｆ
Ｌ
し

ｊ
卜
し

１

－１

fｏ゛　*J

for　宕j

for　右ｊ

for ^

∈（Ｐ１
ｎｖ：

k k　　１　　　２

味（I）inべ:∩

　　　　1

∈(p.n

呼（

.
I）ｉ

１

Ｖｋ

　－２

　Henceforth, perform　the　similar procedures　shown in

step　３．

（５）　Search for　the suffixs k and　ｋ

and

Z

３
such　that

t{iリl ykj ゛j卜II)１９ｋｌｈ゙;|}･

|Pin vj^^nvk I　×　jPiO ｖｋｌｎｖn２1

7’{II}i('尽
1

ふljl゛II)１゛:１r“;1}

゛ＩＰｌｎＩＶ:1 h.ｖk31 X I p n V:１ｎＶも|

Furthermore ，ｃons true ｔ　four　むharac teri s tic　matrices

C(i;：吋， k;)，Ｃ(１;lkJ;。

）

ｋ;）’Ｃ（１； ４・ べ) and C(i; k:;J･弓）
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　　　　　　　　１ｎ　the　similar manner　shown　in　step　３　and　step　ｊｌ。

　　　　　　　　Hereafter,･perform　the　similar procedures　shown in

　　　　　　　　step　３．

　　　　１　C(i;　1' 2 *　･-･゜゜９　kjj)becomes　ａ　threshold　func tion.

where　”）を”implies　either　” ４．”or　”－”， because　c(i;　ｋ;，ｋ;・　・・・・

ｋ;）ｉｓ　ａ　Boolean　function which　takes　the　value　ｌ　for　ａ七　most

one　input　vertex。　Hence　七he　above　synthesis　procedure　torini-

nates, even at　the　worst　case.　after C(i:　ｋ;．　ｋ;゛ ・・・。″．　ｋ;）

１ｓ　constructed.

　　　　　The　synthesis　procedure　to　have　been presented　here　is

not　superior　to　the　Threshold-Cascade　synthesis　or　the　Thres-

hold-Or　synthesis　insofar　ａ゛ｓ　we　are　concerned　only with　the

number　of　the　required　elements.　However, this　procedure　does

not　need, in advance, the　knowledge　of whether　the　decomposed

func tlon　土ｓ　ａ　threshold　function.　That　is, at　first　the　de-

composition is　perfomed　and　then　the　docomposed　func tion　Is

examined　to be　ａ　threshold　ｆｕｒ】ction.　Thus, the　procedure　Is

s trai ghtforward　and　can be　excuted　easily by　the　computer.

　　　　　Some　consideration　to　decrease　the　number　of required

elements　is　given by　searching　for　the　suffix　of　the　input

variable such that ”ｍａｘ”
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｊ‘
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9.3 Example

　　　　旦Ξ旦mple∧9.1.　　　Synthesize　the　network　of　threshold　ele-

merits　realizing　the　Boolean　function

f
ｉ

一

一

　＋

㎜
Ｘ５

ｆ　
χ

－
X. X

－
x.x

yc5＋ｘl

　　－

2°C4J(5　゛

　　　χ１

　　ら、

2°C4J(5　゛x^x^x

×

× ×

× 〉く×

×
｀一一Ｙ一一一一″

　Ｘ

２

　
　
χ

―

－

Ｘ5 ＋Ｘ１

ｆ　
３
　
χ

X3X^X3

　　　－

X3°C4゛C5

　一一＋ＸＩＸ

Ｘ１

←

　Ｘ２

一一
２×３×５

４

　　　　　Since　C(i) is　not　ａ　threshold　func tion, decompose　c(i)

into　two　rune ti ons c(i;　５゛) and　C(i:　5 ) given as　follows.

　　　　　C(l;　５゛) = Xj^X^X:5　゛｀11213）c5　゛゛c1°c2iｙc4゛5

　　　　　　　　　　　W　　　－皿　－　－　　　－　　　　－　　　　　　　　　　皿　　　　　　　　　㎜　　　　　C(i;　５　）゜゜ｃ１゛ｃ２×３勺　十　勺
．
ｘ２゛４×５　＋　）ｃ１゛ｃ２｀３゛５　゛｀１×３｀４×５°

　　　　　However, since　C(i;　５＋）ｉｓ　not ａ　threshold　func tion,

decompose　c(i;　５゛） into　two　func ti ons C(i;　５十，１゛･) and　C(i;

5,1) given as ’follows 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－

　　　　　　　　　　C(i;　芦乙　1,) =又１×3゛C5

　　　　　　　　　　C(i;　5゛゛１゛）゜’｀

1

1

2

1

3゛5　゛）c1Jc2ぢc4ぺ

　　　　　On　the　other　hand, since　C(i;　5~) is　not　ａ　threshold

function, either, decompose　c(i;　5~) into　C(i:　５’，３＋）ａｎｄ’
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C(i;　5~, 3~) given　as　folio゛ｓ．

　　　　　　　　－　　＋　　　　　　　　－　　　　　　　　　皿　　　－　　　　　　－　　　　c(i; 5　９　3 ) = x,X2×３町＋ｘlｘ3×4×5＋Jc1°c2勺x^x.

　　　　　　　　－　　－　　　－　－　－　－　　　－　一　　一　　　　C(ii 5゛３)゛ｊｃ１゛２勺｀5＋勺ｊ？４)ｃ５

　　　　Now, since　C(i:　５＋，１＋)９　c(i;　５＋９　1"),　C(ii　５‾．　３゛) and

C(i; 5~, 3") are　threshold　functions, C(i) is　composed　of　the

four　threshold　functions　shown as　follows.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｃ(１)

C(i; ５゛) C(i; ５‾)
　　八　　　　八

C(i; 5゛， 1゛) C{i; 5゛， l") C(i; 5“， １゛) C(i; 5", 1")

Hence,・C(i) can be　synthesized by　the cascade　ne twork　of　four

elements　shown in　Fig.　9.1.

　　　C(i;5゛，１゛）　c(i;5゛,l')　C(i;5",3゛）　c(i;5~,3~)

Fig. 9.1.　　　The　cascade　network
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CHAPTER Ｘ

Ｌ工NEAR MΛPPING OF　Ｆ工RST　QUADRANT

　　　　　Ａ１１･the　subjec ts, so　far　treated,　have　been investigated

by　solving　the　slraultane ous　inequalities　directly.　　In　this

chapter, similar　subjects　are　discussed　from　an aspec t　of　the

linear mapping which maps　ａ　first　quadrant　vector　into　ａ　first

quadrant　vec tor.　For　this　purpose, some　properties　of　the

c harac teri s tic　vector　are　used。

　　　　　Before　proceeding　to　the　treatment　of the　linear mapping,

the　procedure　to　reduce　the　number　ｏｆ工nequalities　2.16　inher―

ent　to　the　linear　separability　problem　Is　presented.　This

reduction procedure　is　based　on　the　idea that we　can　eliminate

some　inequalities　which are　the　direct　consequence　of　the　other

Inequalities.

卜

　　　　　　The　characteris tic　vector　or　other　similar parameters

were pointed out by Ｍ．L, Dertouzos, C. K, Ghow and other in-
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　Ｗ　　　・

vestigators for　the　purpose　of　identification　of ａ　Boolean ･

function with ａ　certain　real　number　set.　They also　proved

various　properties　of　these　parame ters.　However, let　us　list

up　only　the　necessary definitions　and　properties　for　the　devel-

optnent　of　our ･theory・
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　　　　The　general　expression　of ａ　Boolean　func tion ｆ１（ｘ１゛ｘ２゛

‥‥・）ｃＮ）ｏｆ Ｎ variables　is　converted　so　that　all　the　binary

variables　may　have　the　value　－１　or　ｌ　rather　than ｏ　or 1, re一

spectively.　　This　is　easily accomplished　through　the　following

algebraic　transformations ･
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　ｙｋ　゛２χｋ‾　１

　　　　　　　　　　　　ｇｉ　°２ｆ１　‾　１

Hence
゛

ｙｋ　and　ｇ１ 七ake　either　ｌ　or　-1, depending on whe ther ｘｋ

and　ｆ．
　　　　　１．

are　ｌ　or　0, respectively･

　　　　The　２Ｎ　input　points　of ａ　Boolean　func tion　ｆｉ（ｘ１９　×２９　・・・・９

X ) can be　identified by　the　internal　state　vectors u. {^°１’

２，・・・・，２Ｎ）ｄｅｆｉｎｅｄｉｎChapter工工．　Since　the　quanti ties ｙｋ゛

and　ｇｉ are　defined　for every　input　point ii , they aro　denoted

by ｙｋ(u ) and　g1（令j）゛respectively

　　　　　Then　the　charac teristic　vector･ｒ１　°（ぴiO' "^il'゜･ ･ ･ ≫ぴ１Ｎ）

１ｓ　de fined　as　follows.

　　　　　　　２Ｎ

ぴ１ｋ　°Σ　ｙｋ（aj）｀g1（aj）　゛　　（ｋ　°1, 2, , N)

　　　　　　j＝１

　　　　　　　２Ｎ

(ｙｉＯ　° Σ;gi（aj）

j＝1

Therefore,　the　characteristic　vector c.　is　completely　determined

by　the　given　Boolean　func ti on ｆ１１

　　　　　With　regard　to　the　components　of　the　characteristic　vector,

● 151　－



some･　relations　which involve　the　algebraic　sign are　proved.

That　is, if ａ　given Boolean　function
1　is

a　threshold　function,

then　the　following　relations　always　hold.

1）

2）

sign　Uk　°sign　ぴik≪　for　&ｉｋ　ﾀ!Ｏ

Ｉｆ（ﾌﾟ.
　　　　:Lk

゜○゛then　ωｋ 　＝　Ｏ　is　admissible.

(ｋ　＝　1, 2,　・・・・タ　Ｎ)

(１０.１)

where　ωｋ　implies　the　weight　valtie　associated　with　the　k-th

input　ｘｋ‘　　Since　the　component　ぴ１０　１ｓ　not　used　In　the　subse―

quent　argument, the　relation　holding　for　ぴiO　is　eliminated

here.

10.2　　Reduction　ｏｆ工ne ualities

　　　　Ａmodified positive　set　and　ａ　modified　negative　set　are

first　construe ted　by　using　the　characteristic　vector　and　then

ａ　partial　order　relation is　introduced　into　these　sets　in　order

to　find　immediately　such、inequalities　as　the　direct　consequence

of　the　other、inequalities.　The　elimination　of　the　inequali ties

is　excuted　by　constituting ａ　minimal　set　and　ａ　maximal　set　in

these　partial　ordered　sets.

　　　　Definition 10.1.　　Consider　the　N-dimensional　vec tor

e^ = (aでi1゛
yL2゛

゛”’゛gで.-.)
which is completely determined by

the　characteristic　vector <r^　as　follows．
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Tｈ・町

ぺぴ
　１ｋ

ス １

○

－１ ・

１ｆ　（ﾌﾟ

１ｆ　ぴ

１ｋ

１ｋ

>○

＝○

if　ぴ１ｋ＜Ｏ

１ｓ　called　ａ　sign vector.

(ｋ　＝　1, 2,　・゜. , N)

　　　　Ifａ　given characteristic　matrix C(i) represents　the

threshold func tion ｆ１，C(i) is identified with　the　charac ter―

istic　vector　咆　which corresponds　to　only　one　threshold　func tion

ｆ１‘　Thus, C(i) determines uniquely the sign vector 弓｡゛ How-

ever, the　ぞｔ　does　not　correspond　to　one　characteri3tic　matrix

c(i)。

Definition １０ ２。 　　　　　　　　　　　　　　～　　　～Consider　the　two　sets P.　and　Ｑｉ gone一

rated　from　the　positive　set Pi　and　the　negative　se t　Q , re-

spec tively. as　follows.　That　is, P"　and　父　consist　of　such

components as the bit-wise produc t be tween the sign vector ２１

and　every component　contained　in Pi　and　Q., respectively°

八゜
{1r

j
ぺ宕

j°ぞL
}　；　1｀゜ｌ｀ｅ゛ery

Uj G P^

気゜
{R

j＝[aj ・
y1]　；　1｀・Ｉ｀・ヽ'・ｌ｀ｙilj G Qi

―
―

where　the notation I Uj . c'j1̂ indicates　the　bit-wise　product　of

"J ゛１１ｄy1° The
y1

and 芦ＩＬａｒｅ　called　the　modified positive　set

and　the　modified　negative　set, respectively.　　The　N-dimensional

vector u.゜〔aj　Q;１１ is called　the　modified　Internal state

vector.

　　　　　　　　～　　　～We　can regard Pi　and　Qi　as　the　partial　ordered　sets by
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introducing ａ　partial　order　relation defined　as　follows.　That

ｉｓ’ １り弓゜（瓦１！Uj2 , ..... Ujj^) and
C5r

°
（Ｗｈ１’ ｌｈｊ¨‥’１’ｈｌヽ,）

be　arbitrary　two　elements　contained　in Ｐ　．　Then, it　is　said　to
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１　　　　　　　　　　　　　　　　－

be 2≧谷ｈｌ if and　only　if　the　relation　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。

　　　　　　　　　　　　　｀ｌｊｋ≧"hk　　　　（ｋ°1, 2,　・・・・．　Ｎ）

holds　for　every ｋ．　By　the　similar　manner, the　partial　order

relation　can be　introduced　into Ｑ１‘　。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　♂二り
　　　　Definition　10.3.　　A modified　internal　state　vector u^ is

said　to be　minimal, if and　only　if, for an arbitrary modified

Internal　state　vector u ,, the　relation

　　　　　　　　　　　　ｌｈ≧Of

inplies

　　　　　　　　　　　　久’　　灸’　　　　　　　　　　　　゛ｈ°゛１ｊ

Similarly, a　modified　internal　state　vector u. is　said　to be

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”maximal,　１ｆ and　only if,　for ゛ｌｌarbitrary
ａｊｇ　the　relation

　　　　　　　　　　　　２’　　２　　　　　　　　　　　　゛ｌｈ≦｀１ｊ　　　　　　　　　　　　　　　　　一一

implies

　　　　　　　　　　　　７　　ｇ　　　　　　　　　　　　｀ｌｈ°｀ｌｊ

　　　　Le ゛ Min(P.) denote　the　set which consists　of all　the　mini-

　　　　　　　　　ｌ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｆＷ　　　　　　　　　　　　♂Ｗmal　vectors　contained in　the　set Pi and　let Max(Q.) denote　the

set which　consists　of all　the　maximal　vectors　contained　in　the

set
♂Ｗ
Ｑ１゛ The　Min(?j^) and Max(Q^)　are　called　the　minimal　set　and

the maximal　se ｔ 。
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　　　　Definition　１０．４．　　Delete　all　the　j-th　rows　and　J-th

columns　from ａ　charac teristlc　matrix C(i), if
ｉｉｊ　is　ｎｏ七con-

tained in the set-sum Min(八)Ｕ Ｍａｘ(Ｑｉ)．Ｓｕｃｈan obtained

matrix is denoted by CM(i).

　　　　Likewise, delete　from　the　universal　matrix　ｕ all　the　J-th

rov゛ｓ．　１ｆ

ａ″ｊ　is

not　contained　in　the　sot-sum Min(‘ら．)Ｕ Max(%).

　　　　　　　　　　　　　1.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　珊

Such ａ deletion yields submatrix of Ｕ， denoted by ＵＭ・

１
　
１

● 　 ●

●　●

１

　a1
1

　ぺ
　t112

●　●

●　●

　"i.

The　subscript　ｉｊ

１ｆ
ａ，

appears　in　the　above　expression　of Uj, only

１ｓ contained in the se t―sum Min(p'i) U Max(Qi). Moreover,
－‾　‾　　－｀″‾‾‾'‾‾‾"‾‾　‾‾'‾‾‾‾　‾‾‾　‾‾‾"‾　‾‾‾‾ｉ　λ／　　　　　゛ふｆ‾

replace　all　the　vectors u. of Ｕ;ｗｉｔｈ　the　corresponding modi-

fled　internal　state　vector　ａ　．　Let　us　denote　such an　obtained
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１．

ma trix by ｕｉｌｉ

Furthermore,

Ｕ＋　＝

　Ｍ

４

―
　
　
―

●

●

１

’
町
’
り
．
．
町

replace　all　the １゛Ｓ

u. EMin(‘F1)Ｕ Max(Q.)

　(ｊ　= 1, 2,　・・・・９ｍ)

of　the　first　column　of Ｕ; with
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一
一１．　The　resulting matrix

。１ｓ　denoted
by ＵＭ'

　一

馬

　　　－１

　　　－１

こ　　　●

　　　－１

●　●

セ

　●

　●
駝

吼

j

EI｀ｕ'11(‘ら

'

)Ｕ Ｍ８３ｃ(略)

　(J = 1, 2,　・・・・９ｍ)

　　　　　With　reapec ｔ　to　the　matrices ＣＭ(！)Ｉ　Ｕｉ;and　Ｕ;;ｉ　defined

above, the　next　theorem　Is　established.

　　　　　Theorem　１＼Ｑ。恥レ　　エnequality・System 2.16

C(i) U°％１＞Ｏ ( 2.16)

is　consistent, if and　only If either　of　the　inequality　system

　　　　　　　　ＣＭ(iﾚ)・Ｕ;; ．ｔωｉ＞Ｏ

　　　　　　　　　　　　　　べ：ｇｏ

or　the　inequality　system

　　　　　　　　CM(i)・Um-S：＞Ｏ

ａ,‾２０

１

（１０．２）

（10．3）

１ｓ　consistent.

　　　　　Proof：　　　ｌｆ工nequality　System2.16　is consistent,　then

C(i) is　ａ　threshold　function.　Hence, there　exists　the　charac-

terlstic　vector *i　which　has　one　to　one　correspondence　with
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c(i).　The　components　of "i.　constrain　the　signs　of　the　compo―

nents　of ｕ１

句１

as　given by　Relation　10.1.　Hence, if we　assume

^ O, then we must compensate this constrain by changing

the　signs　of　the　components　of　the　universal　matrix　Ｕ．　This

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　　　　　－

compensation Is done by introducing Um and Dm. Here, note

　　　　　＋　　　　　㎜　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．that　"m　and　ＵＭａｒｅ　considered because　we　can not detec tﾀ：　１ｎ　ａｄ‾

vance ｇ　the　3ign　of ωiO'　the　threshold　value.　　Therefore, either

of Inequality　System　10.2　or　10.3　becomes　ａ　subsystem　ｏｆ工ｎ－

equality　System　2.16。

　　　　　Conversely, from the definitions of Min(p'^) and Max(Q'. ),

the　following relations　always　hold.

and

（（１･
aa

）‘●１）≦（（1･ "b ）¨j1）

　　　　　　ｆｏｒ孔ＥＭｉｎ（y1）

　　　　　　　　％EPi but
lib g

Min(p'^ )

（１，
a。）｀●1）≧（（１･‘ id ）・’1）

　　　　　ｆｏｌ’筧呵Ｍ゛｀（Ｑ１）

　　　　　　　゛ｄＥ　Ｑｉ but ｉｌｄ
ｇ Max(Q^)

｀゛here ( (　１゛
ｌｊ　）｀“１　)

Implies　the inner prod゛ct of the

vec tor3　（１’ち）　and ta..　Hence, If either　ｏｆ工nequality

System　10.2　or　10.3　1ｓ　consistent, then工nequality　System　2.16

becomes　consistent.
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　　　　　Ifwe　ｒｅｇａｒｄＣｊ１）｀べ叩（ｉC,(i) ･ U, as the　linear map―

pings　of the (N+l)-dimensional Euclidean space ＲＮ゛１，Theorem

１０．１　can　be　restated as　follows.

　　　　　Theorem　10.2.　　工nequalﾆity　System　2.16　１Ｓ　consistent. If

and　only　if either　of ＣＭ（１）’゛べ　or　ＣＭｔ１）゜仙　is　a　linearmap-

ping which maps　ａ　vector　of　the　first　quadrant　to　ａ　vector　of

the　first　quadrant.・

　　　　　We　canalso　rewrite　Theorem　10.2　１ｎ　the　following　form.

　　　　　Corollar　10.2.1.　　　工nequality　System　２． １６　１ｓ　consistent,

if and　only　if　there　exists　ａ　vector　of　the　first　quadrant　of

　Ｎ＋１Ｒ　　　which　is　mapped　to　ａ　vector　of　the　first　quadrant　by　ｅ１－

ther　of C｡（ｉ）゜べｏｌ’ＣＭ（１）｀ＩＪ;・

　　　The less the nu°ber of components ｉりthe set―su° Min(P^)

Ｕ Max(Q, ) becomes, the easier the analysis based ｏｎ工nequality

System　1O.2　or　10.3　rather　than　工nequality　System　2.16　becomes.

10.3　　Develo　ment

　　　　　Theorem　10.3.　　If　there　exists　at　least　one　nonpositive

row　In both　the　matrices ＣＨ（１）・べand ＣＭ（１）・Uw, then Ｃ（１）

Is　not　ａ　threshold　function.

Proof: Let　the　k-th row　ｏｆＣＭ（１）‘Ｕ;;　１ｓ　nonpositive
゛

then　the　k-th inequality　of　System　10.2･is　not　satlsTled.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q.E.D
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　　　・　ら　　工;f there　exist3　at　least　one　positive

column　in　either　of C (i)゜べｏｌ｀ＣＨ（１）゛仙・then C(i) is ゛

threshold　func tion.

Proof： Let　the　ｋ一th　column　ｏｆＣＭ（１）｀べ　１ｓ　positive,

then consider ａ　vector v)^　such　that　only　the (k+l)-th compo―

　　　　　　　　　　　　１
nent　ω１ｋ　is　sufficiently　large‘　　Then, this　w.　becomes　a so-

lutlon of Inequali ty　System　１０．２ Q.E.D

　　　　　匹　　工ｆ we　can generate　ａ　nonposi tive　vec tor

by　the　linear　combina七ion　of　the　rows　with　posi tive　coefficients

for both C (i)‘Ｕ;ａｎｄＣＭ（１）‘Ｕ;’ＵｌｅｉｌC(i) is no七　ａ　threshold

function.

　　　　　Proof: The　existence　of nonpositive　linear　combinations

shows　that　there　exists　at　least　one　inequality which　does　not

satisfy　Relation　１０．１　and　10.2. Q.E.D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋

　　　　　De finltion　１０°５°　　If　the　^ -th colv‘ｌ°１１　of ＣＭ（１）｀ＵＭ　is

nonzero　nonnegaやive,　then　eliminate　all　the　rows from ＣＭ（１）‘べ

such　that　the　components　of　the　μ-th column are　positive.

Such　ａ resulting matrix is　denoted by Ｃ;ｙｉ了・べ(ti-,). Similarly,

１ｆ the lip-th ｃ°lumn of ｃ;でiT｀べ((1 ) ±3 nonzero　nonnegative,

then eliminate all the rows from ｃこFiﾌj゛゛べ(n ) such that the

components　of　the　μ2-th c olumn are　positive°　Such an　obtained

matrix　is　denoted by (こてi7F･べ（μ１，μ２）．　Likewise, Cj^j石了・Ｕ；

（μ１゛１１２゛’-゜゜゛H ) can be　de fined　by　the　similar manner°　For
’

　　　　　　．－　　←　　＝
ＣＭ（１）｀ＵＭ Ｃ゙Ｍ（１）｀ＵＭ（η１゛η２゛゙ ゜‘゛ηｍ）ｃａｎｂ’ｅ　also　defined　by

the　similar ｗａｙ･
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　←

　　　　!'heoremユ0.6.　If there　exists　ｅｉｔｈｅｒＣＭ（１）゛Ｕ;（１１１゛μ２゛

　　　　　　　　　　←　皿　　　　　　　　・　　　　　　　　　　．　　　●　　　　　　　　　　．

‘゜゜゛μｎ）ｏｒ
ＣＭ（１）゛ＵＭ（η１９η２９

’゛゛・ηｍ）ｗｈｉｃｈ
becomes　the （０，０）－

type　matrix, namely, vanished, then C(i) is　ａ　threshold　func―・

tion.

Proof： Consider　the　vectors ≪i　or U)j　such　that

4

μ１才’“

;

μ２≫゜¨゛才

ぺふ

ｎ

才’4j＞ｏ

　　　　　　　　　（jﾀgμ19μ2 ≫ ･ ･ ･ ･ ≫μｎ）

ｏ『

The　知

　－　　　　　　皿　　　　　　　　　　　－　　　　　　㎜

゛'１η１才｀^j1η２≫゛¨¨３＞゜'m ゛１ｊ
＞ｏ

　　　　　　　　　　　ヽ　　　　　　　　　
（ｊ　７９１１１●　112●　‥‥９　１１ｍ）゜

＋　or tl)　can be　surely one　of solutions　ｏｆ工nequality　10.2

or Inequality　10.3, respectively・

form.

Q.E.D.

Let　us　develop　Theorem　10.6　１ｎ　order　to be　more　applicable

Definition 10.6.　　First, make　ａ　linear combination of

some columr】ｓof ＣＭ(１)｀Ｕ;with positive coefficients　８ｏ　that

the　linear combined　column may 'ｂｅ　nonzero　nonnegative, then

eliminate　all　the　rows　from CM(i)・VxM such　that　the components

of　this　linear　combined　column are　positive.　Such an　obtained

matrix １８　denoted by C^(i)・ Ｕ;(ｃｏｌｕｍｎ＝１)．　　similarly,make　ａ

linear combiりation　of　some　columns　ｏｆ(ﾖ;でi了. U^(coluran:l) with

positive　coefficients　so　that　the　linear　combined c olumn may

be　nonzero　nonnegative, then　eliminate　all　the　rows　from
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CM(i) ･べ(column：l) such　that　the　components　of　this　linear

combined　column are　positive The　resulting matrix　is　denoted

by c (i) . Uw(column:2).　Likewise, Cてi‾F・Ｕ;（ｃｏｌｕｍｎ:n)and

Ｃ;でi ) ･ Uj^(column:m) can be　defined.

　　　　　Then, the　next　theorem　is　established　by　the　similar

manner　to　Theorem 10.6.

　　　Theorem 10.7.　If there exists either Ｃこて7F・Vx.(column: n)

or Ｃ;ﾏでi)・UL,(column:m) which becomes the (０,０)－tｙｐｅmatrix,

namely, vanished, then　C(i) is　ａ　threshold　function

10.t･　　Example

　　　　　Example　10.1.　　Unless　the　unate　Boolean　function of more

than　ｇ　variables　is　tested, it　is　not　instructive　because　var―

lous　Tables　have　been already prepared　for　this　purpose・

However, for　the　illustration　of　the　method mentioned above,

test　the　following　function.

　　　　　　　　　　　－　　　　　　　　　－一一　　－　　－　　　　－一一
　　　　　ｆ１　°）ｃｉｘｊｘ４　＋　Ｊｃ２Ｊｃ３Ｊｃ４　＋　ｘ１｀４×５　＋　ｘｌｘ２｀４゛ｃ５　゛｀１×２゛:３｀４°ｃ５

The　characteristic　vector　ｌ゛　１８　given as　follows.
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１

　　　　　　　　　・１　= (-2,　－２９　６．　｀２．　１０９　’６）

Hence, the　sign vector　ｇｌＬ　Is　given as　follows.

　　　　　　　　　弓
．゜

(-1, 1, -1, 1,　－１）

Therefore, the　order　relations in Ｋ１ and in　＼　are　shov゛ｎ In

Fig.　１０．１　and　in　Fig.　10.2, reapoc tively･
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９

29

３０

16 ﾆ3

Fig.　１０.１

19

２３

１３

１１

The order relation ｉｎ気

１２

25

○

２８

　　　　　　　Fig. 10.2.　The order relation In ?ｉ：１

Here, the　number　implies　the　suffix　of　the　modified　internal

state　vec tor.
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Thus, we　obtain Min('p^)゜（亀・a11・馬３・馬６・O02) and

M゛゜c（馬）゛（ら
.２

follows.

）

Hence, C(i)・ＵＪｔ　and　C(i)・Ｕ二　are　given as

○
　
Ｏ
　
Ｉ
　
０
　
１

　
　
　
　
　
　
一
　
　
　
　
一

１
　
１
　
１
　
１
　
１

１ －１

－１　０　－１　０

　０　－１　０　０

　０　０　・１　０

　１　－１　０　－１

　０　０　１　－１

　１　－１　　１　－１

　　　　　　－Ｃ（1）｀ＵＭ °

　１　　０　－１　　０－１　０

－１　　０　０　－１　０　０

－１　－１　０　０　１　　０

－１　　０　１　－１　０　－１

－１　－１　０　０　１　－１

－１　－１　１　－１　１　－１

」

」

Since　the　first　row　of Ｃ（１）・Ｕ;and　the　second　row　of c(i)・Ｕ；

are　nonpositive, f^　Is not　ａ　threshold　function.

　　　　Example　10.2.　　Synthesize　the　network whose　behavior １８

given by Fig. 't.3.　Since　C(3) is　not　ａ　threshold　function,

generate　the　charac teristlc vec tor ゛ｙ３and ｔｈ? sign ゛ｅｃtor ≪r・

　　　　　　　　　　　　゛ｙ３　°（‘２゛２゛2,-2)

　　　　　　　　　　　　ち　=(1, 1, -1)

　　　　　　～　　～Hence, Ｐｉand % are　given as　follows.
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八ぶ
Ｐ３

l
＜
ｄ
＾
l
＜
：
ｒ
　
>
＜
＾

Z

Ｚ

Ｚ

（０　１　０）

（１　１　０）

（１　O -1 )

ﾉ几

馬

瓦

隻

＝（Ｏ

＝（１

瓦゛

¨7・゜

ii
8＝

○

○

Ｏ）

Ｏ）

（Ｏ　0 -1 )

（０　1 -1 )

（１　1 -1 )

８

７

　　　　　　　　　　Fig.　10.3.　　The　order　relation ｉｎ篤・11d篤

Hence, we　obtain Min("p ) = (S・Og) and Max (Oj)゜（ら・１８）

Thus,　C(3)-U-　１ｓ　given as　follows.

　１　－１　　０　０

　１　－１　－１　　１

－１　　０　１　　０

－１　　１　０　－１

Now,　supplement　one　threshold　element　Ｔ４　and　convert

罵　into　the　following　form.

(１

(Ｏ

(１

１

１

０

　　Ｐ３

　０）→（１１　０１）

　０）→（０１　０１）

－１）→(l 0 -1 1)

（

（

（

○　○

１　０

/≪*
Ｐﾆ3 and

　　％

ｏ）→（ＯＯ　ＯＯ）

ｏ）→（１０　００）

ＯＯ-１）→（Ｏ Ｏ -１ ０）

０１－１）→（０１－１０）

１ １ -１）→（１ １ -１ ０）
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工ｎaccordance　with　this　conversion, 0(3)‘Ｕ;　is　altered

as　follows

Hence ,

→

゛に3

equalities

　　→

C(3)・
　－

Um
一

一

１　－１　０　０　０

１　－１　－１　　１　　０

１　　０　１　　０　１

１　　１　０　－１　　１

｜

= (2, 1, 1, 1, 3) is　one　of　the　solutions　of　tlin　in-

C(3)・Ｕ;j弓＞ｏ

　　　　　The　conversionmentioned　above　de termines　the　charac tei―

istic　matrix　Ｃ（／↓）as　follows.

Ｃ（４）＝

１

１

　－１

０

Thus, we　obtain Cr　°(-2,　２９　’２． “６） and c/i　°（１．　’１．　’１）・

Hence,　the　order　relations　ｉｎ巧ｌ　and　?ｉｌ↓　are　shown in　Fig.　10.'≫

孤

八
Fig.　１０．4

　　　　‰　　　　　６　　３

５　

ブ

y4 and Q.
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Thus, C (4) ･ べ １ｓ　obtained　ａ８　follows

cｸﾞ(4)

･

’Ｕ　’

lj 　１　　０　０

　１　　１　－１

－１　－１　０

－１　　０　１

○

○

１

０

」

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｕ;　=(2, 2, 3, 5) is　one　of　the　solutions　of　the

Inequall ties

CＭ（4）Ｕ;‰;＞Ｏ.

　　　　　Consequently, the　network　shown In　Fig.　１０．５　performs　the

behavior　given by　Ｆｉｇ・　7.1.

primary　elements

Fig.　10.5.　　The　autonomous　ne twork
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CHAPTBR　XI

AN　ELECTRIC　ANALOGUE　OF THE NEURON

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(19)(2O)

　　　　　An electric　analogue　model　of　the　neuron　i3　described.

The　model　neuron is　composed　of　the　active　units which　simulate

the　electric　behaviors　of　the　active　loci　of　the　membrane　of ａ

neuron.　The　ac tive　uni ts　Include　the　model　axon and　the　model

synapses　of　six different　types (　the　ordinary, incremental　and

decremental　ones　each　having　the　excitatory and　the　inhibitory

types).　　The　properties　of　the　models　aro　described.

11.1　　Introduc ti on

　　　　　During　the　last　decade　there　have　been many attempts　to

construct electric analogues of the ｒ£ｌ£ｔＱ７)工ｔseems to have

･｛乙卜・

・－[豆卜

・－[Σト・

Fig.　11.1　　The　circuit　of　the　model　neuron
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paramount　importance　to　investigate　the　elec trie　performance

of　the　neuron　and　the　nervous　system constructing an analogue

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(5)(15)

model.　As　the　electrophysiological　data　show　the　electric

properties　of　the　neuron are　fairly　complex and　it　does　not

operates　in　ａ　simple　digital　or　analogue　manner　as　the　ａｒ七ifi-

cial　da ta　processing　organs.　　工ｎ　some　respec ts　it　operates　in

the　analogue　way and　in　the　other　respects　１ｔ　does　in　the　　　　　　　　　、

digital　way.　　工七　seems　fairly certain　that　such complex　nature

of　the　nervous　func tion　has　some　deep　implications　in　the　data

processing　in　the　nervous　system.　To　unders tand　the　func tions

of　the　neuron in　detail　and　how　It works　ａ８　ａ　data　processing

unit　in　ａ　nervous　system　the　use　of an analogue　model　seems

to　offer　some　advantages.　　０ｎ account　of　the　complex　nature

of　the　neuron　functioning　the　detail　mathematical　trea tment

becomes　ａ　formidable　one　or　it　needs　gross　simplification　to

make　ａ　mathematical　traatment　tractable.　０ｎ　the　other　hand

the　actual　ne ur on does　not yield　to　c hange　the　parameters　of

its　elec trie　functions　arbitrarily　or　to　construct　an arbitrary　　ｌ'･･

nervous　ne ｔ．　These　difficul ties　may be　circumbented　by　the

use　of　the　analogue　model.　By　the　use　of　the　analogue　model

we　may understand　the　functions　of　the　neuron and　its　potential―

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ダ

ities　as　the　data　processing　unit　in c onsiderable　detail.

The　understanding　of　the　nervous　func tions　and　the　small　nerv-

ous　net　in　their　full　complexity　seems　to be　ａ　necessry　first

step　for　the　understanding　of　the　nervous　system.
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・

　　Of course,　we　mu3 t be　cautious　on　the　limit　of　the　model.　１ｔ

　　simulates　only　the　electric　behaviors　of　the　neuron and　not

　　the　chemical　or　the　molecular　processes.　　The　chemical　proc―

　　esses　may be　essential　for　some　properties　in　the　nervous　ｓｙｓ‘

　　tem (especially　in　the　problem　of　the　ｍｏｍｏｒｙ）・

　　　　　　　工ｎ　this　paperwe　describe　an　electric　analogue　of　the　neu―

　　ron ａｎｄ・its　properties.　As　the　recent　data　of　the　electro-

　　physiology　shows　the　neuron membrane　consists　of　the　active

　　loci　of　several　different　types.　　l/e　intended　to　simulate　the

　　axon membrane　and　the　synaptic　loci　of　3ix different　types (or―

　　dinary, incremental　and　decremental　synapses　each including　the

　　excitatory and　the　Inhibitory　ones)・

　　　　　　　Eachactive　unit　is　constructed　independently and　they are

　　assembled　In ａ　neuron ａ８　１ｎFig.11.1.　We　may assemble　the　syn―

　　aptlc　units　in many different　combinations　and　the　eixonal　units

may be arranged　in ａ　long　or　short　axon cable.　This　”active

　　units”method　has　the　advantage　of　the　great　flexibility・

11.2　　The　Axon Analo　ue

　　　　　l)The　circuit　of　the　model　axon.

　　　　　The　electric　properties　of　the　axon membrane　were　analyzed

in de tail by HODGKIN and　ＨＵＸＬ訪）。。construct　tho　model　axon

we　intended　ｔ０　simulate　qualitatively　the　essential　features　of

the　eJLectrlc　properties　of　the　axon.　The　circuit　of　the　model

axon　unit　１Ｓ　shown　in Fig. 11.2,　工ｎ　this model　the　ac tive　ionic
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currents　across　the　axon membrane　are　represented by　the　current

工through. the capacitor ９２。 工ｎ the rest state the input voltage

V is　zero ゛ｎｄ　the　vacuum　tube　刄　１ｓ　on and ″112　1ｓ　offif　the

grid voltage Ｓ２ of １２１ｓ set　below　ａ　critical negative　voltage

Ｅ　．　　Whenｖ １８　decreased and　reaches　below　the　threshold value

　Ｃ
ｖｔｈｗｈｉｃｈ　satisfies ＼h ’ Ｓ２ ° 孔　゛１ Is svirltched　to　the　off

state　and　ｌ　to　the　off　state.　After ａ　brief active　period in

which T is off ａｎｄＴ２１ｓ　ｏμ゛Ｔ１　１ｓagain　switched　to　the　on

state　and　Ｔ　to　the　off　state.　工ｆ ｖ is　set　below　the　threshold
　　　　　　　　　　２

ｖｔｈ゛　the　axon　unit　fires repe titively. ，工ｎ　the　active　phase　the

current工　consists　of　the　two　components:　the　curren七工ｈ which

compensates the current １２ flowing through the tube ’１２and　the

discharge　ｃｕｒｒｅｎｔｌｋ　ofthe　capacitor C °　In　is　inward　and　工ｋ

１８　outward.　In　the post active phase In which Ｔｌ and ’１２are

switched　to　the　on and　off states　respectively,工　consists　only

ぺ,-SOkQ

μ1Ω

　　　　　　　　　　　　　　-25i∂Ｖ

12AU7　１ｓ　゛sed　ｆｏｌ｀Ｔｌ and Ｔ

●

　　　　　　Fig.　11.2.　　The　circuit

　　　　　　of　the　model　axon uni ｔ．

　　　　　　Ａmedium mu　twin　trlode

２゛Ｃ１　°
○゜OOltiF,･　Ｃ２　°0.02μＦ
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・

of　the　dischuige current I^.　Ｉ。and 1^　may be　corresponded　to

the　sodium　and　potassium currents　respectively・

　　　　　11)The wave　form　of　the　axon　spike.

　　　　　工ｎFig.11.3　the　wave　form　of　the　axon　spike　potential　i3

shown.　The　wave　form　of　the　spike　±3　fairly　stable.　It　shows

only about　１０,４change　for　the　１０°fold　changes　of　the　threshold

or　the　pulse　density・

Fig.　１１．３．　　　The　wave　form　of　the　axon　spike

potential.　Ａ　scale　gives　３　volts　for　the

ordinate　and　３００　μsec　for　the　abscissa

　　　　　ill)The　threshold　and　the　refractory period。

　　　　　As　was　mentioned　previously,　the　axon unit　has　the　thres-

hold.　For　the　input which　does　not　reach　the　ｔｈｒｅｓｈｏｌｄｖｔｈ　the

axon unit　does　not　actively respond and　the　input　voltage　prop-

agates　passively　over the　axon　cable　and　decayes, while　when

the　input　reaches　the　threshold the　ax on unit　fires actively　and
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the　spike　potential　propagates regeneratively.　　The　value　of

the　threshold　may be　changed　by adjusting　the　variable　resist-

ance　Ｒｖ゛Ｔｈｅ deeper the grid voltage Ｅｇ２than Ec. the larger

the　threshold ｖｔｈ°　If　^g2　１８set a!)ｏｖｅ　Ｅｃ゛then　the　axon unit

fires　spontaneously。

　　　　　This　axon unit　has　the　refractory period.　The　time　ｃ ourse

of　the　change　of　the　threshold　after　ａ　fireing　is　shown　in　Ｆｉｇ・

11.'*.　As　seen　from　Fig.11.4. the　absolute　refractory period　Is

about ｌ　ｍ　８ｅｃ・

　　　　　iv)Pulse　density modulation.

　　　　　When　the　axor】unit　Is　fed　ａ　D.C,voltage　exceeding　the

threshold, it　fires　repetitively and　the　frequency　of　the　firing

changes　according　to　the　raagnltude　of　the　input・　一エｎ　Fig.11.5

and　Fig.11.6　the　pulse　frequency vs. voltage　relations　are　shown.

ｇ

i
＾
≫
ｎ
／
Ｄ
Ａ
　
ｐ
／
ｏ
ｑ
ｉ
Ｍ
i
ａ

∂ 　　　　　　　　　ｊ

加。。y?1りff/Ma(msK)
Fig.　11.4.　　The　time　ｃ ourse

of　the　threshold　c hange　after a f：iring.　　^th is　sec　゛ｔ　２volts
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Fig. 11.5.

The　relation

between　the

applied　d.c.

voltage　and

the　output

pulse　frequency　for　the　various　values　of　the　threshold

∂叙

四

　
　
１

３
３
Ｓ
／
ｊ
ｙ
ｒ
／
／
7

£

／

2∂∂

∂

ｋ

≒

ダ ２ ｊ　ｸﾞ∂　２∂　　ｊ∂　y叩

　Ｉｎｐｕt　Ｖｏｌtａｇｅ(V)
Fig.　11.6 The　semi―

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　logplot　for　the　pulse

frequency vs.　the　input　d.c. voltage　relations
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In　rig. １１．５　the　firing　frequency vs ． the　input voltage　relation

Is　given　in　the　linear　scale　for various　values　of　the　threshold

and　Fig.11.6　1ｓ　the　semllog plot　of　Fig.11.5.　As　seen　from　Fig.

11.6　the　firing　frequency　is　approximately　linear with respect

　　　　　　(33)(52)
to　log (V)。

　　　　　工ｎ　Fiｇ．11.7　and　Fig.11.8　the　effects　of　the　threshold　change

for　the　pulse　density modulation are　shown.　　工ｎ　Fig. 11.7　the

frequency vs.　the　threshold　relations　for　the　fixed values　of　the

input　D.C. voltage　are　shown.　工ｎ　Fig.11.8　the　input　D.C. volt-

age　vs.　　the　threshold　relations　for　the　fixed　frequencies　are

shown・　．Ａ８　seen　from　Fig. 11.7　and　Fig. 11.8　the　pulse　density　for

the　fixed　input voltage　and　the　input　voltage　for　the　fixed pulse

frequency　vary linearly　for　the　change　of　the　threshold.

　(_)

ミ

∂叙

四

　
　
Ｉ

ｓ
ａ
ｓ
ｉ
ｎ
ｊ

J

∂ 　　　　／

加ａ加川、V)

２

174 －

Fig.　11.7.　　　The　relations

between　the　threshold　and

the　pulse　frequency　for

the　fixed　values　of　the

input　d.c. voltage
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Fig.　11.8.　　The　relations

between　the　threshold　and

the　input　d.c. voltage　for

the　fixed values　of　the

涯口

Fig. 11.9.

The　relation

between　the

delay　time　for

the　propagating

spikes　and　the

pulse　frequency.　　The　delay　time　Is　measured　for　the　ａχon cable

consisting　of ８　axon units　and　for　several　different　values　of

the　threshold
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　　　　　v)Propagation　of　the　spike。

　　　　　On　account　of　the　special　regenerative　nature　of　the

propagation　of　the　spike,　there　are　some　interesting properties

for　the　propagation　of　the　spike　potential　along　the　axon

cable.　When　the　first　axon　unit　is　fired　ａ　degraded　potential

change　is　induced　at　the　site　of　the　next　ax on.　工ｎ　order

to　fire　the　next　ax on unit　it　ｔ８　necessary　to　reach　the　ｉｎ一

duced　potential　at　the　threshold　value.　So　that　there　arise

ａ　delay　to　fire　the　next　axon unit.　　The　larger　the　threshold,

the　larger　the　delay.　　０ｎaccount　of　the　threshold　change

after　the　firing,　the　threshold　of　the　axon units　in　the　axon

cable　is　raised　when　the　axon　is　fired　in　the　high　frequency・

So　that　the　propagation velocity　of　the　spike　must　be　smaller

for　the　high　frequency　firing　than　the　low　frequency　firing・

J∂∂

∂ 　　　グ

Threshold {＼)

２

Ｆｉｇ・11.10.　　The　rela一

tion between　the　propa―

gatlon　delay of　the

spike　and　the　threshold

for ａ　fixed value　of

the　pulse　frequency

(５０pulse　per　sec).　The　delay is measured　for　the　ａχon cable

consisting　of ２　axon units
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Thl3　１９　Indeed　the　case. In　Fig.11.9　the　relations　between

the　propagation delay and　the　firing　frequency are　plotted

for　the　axon cable　consisting　of eight　axon unit 3　for which

the　七hreahold　is　fixed　ａ七various　value 3,　工ｎ　Fig,11.10　the

relation　between　the　delay　time　and　the　threshold　at　ｔｈｅヽ

Input　ぶ必μＦ　４

　　　　　●●　　　　ｊ→

+ 75＼l

C=0.1^}

　＆

Fig.　11.11.

The　circuit　of

the　ordinary

r弓り１Ｆ　　　synapse　model.

　　　　　　　　　Ａ　twin　trlode

　　　　　　　　　12AU7　１ｓ　used

　　　　　　　　　for T　ａｎｄＴ２゛

－ﾌﾀ∂Ｖ

fixed　firing rate (50 pulse　per　sec) for　the　axon　cable

consisting　of ２　axon　units　Is　shown.　As　seen　from　Fig.11.10

the　delay　time　is　approximately linear　for　the　threshold

change.

１１．　　　The　Ｓ　nase　Analo　ues

　　　　　According　to　theelectrophyalologlcal　data we　made　three

different　type 3　of　the　model　synapse,　the　ordinary･

-　ｍ　-
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incremental　and decretnental　ones.　We　made　these　synapse　models

in　such　ａ way　that　both　the　excitatory and　the　inhibitory　out-

puts　may be　get　from ａ　synapse　unit.　The　ordinary　synapse　is

the　most;　common　synapse　which　responds　to　the　spike　inputs　by

the　outputs　of constant magnitude　except　for　the　close　array　of

spikes　for which　the　output　synaptic　potential　overlapps
(the

time　summation) .　The　incremental (facilitatory) and　the　decre―
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｉ

mental (defacilitatory) synapses　are　such　ones　that　for ａ　series

of　the　input　spikes　in　succession　the　magnitudes　of　the　output

synaptic　potentials　gradually　increase　or
decrease　even when

no　overlapping　of　the　output　potential ｡?ｃｃ!?y.１!
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Fig.11.13.　　The　time　summed　synaptic　potentials　for　the　input

of　three　successive　spikes.　Ａ　scale　gives　ｌ　volt　for　the

ordinate　and　１０　msec　for　the　abscissa
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Fig.　１１．１４．　　The　relation be-

tween　the　time　summed　synaptic

potential and pulse　frequency

of　the　steady input　spikes

Fig.　11.15.　　The

circuit　of　the　in-

cremental　and　ｄｅ一

cremental　synapse

models.　The　para-

meters　are　taken

as　follows;　　１ｎ

the　case　of　the

incremental　synapse　Rl °５０Ｋ　　. Ri　＝　500R　　，Ｃ１．＝　０．５μＦ;　１ｎ

the　case　of　the　decremental synape　＼ °１００Ｋ　　゛Ｒ１　°200K　・

Ｃ１ ＝　0.2fiF

・ ・ ●
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　　　　　l)The　circuit　of　the　ordinary model　synapse。

　　　　　The　circuit　of　the　ordinary　type　synap8e　unit　Is　shown In

Fig.11.11.　From ａ　synapse　unit we　may　get　both　the　excitatory

and　the　Inhlbi tory　outputs (from　EX and　工NH　terminal　respect-

ively).　The　magnitude　of　the　output potential　may be　changed

by adjusting the volume ≪v　The wave form of the synaptic

potential　is　shown　in　Fig. 11.12。

　　　　　±i)The　time　summation。

　　　　　For　the　closely　spaced　series　of　the　input　spikes　the　out―

put　synaptlc　potentials　overlap　and　are　summed　up (the　time　sum―

matlon).　　Fig. 11.13　shows　the　time　summed　synaptic　potential.

The　larger　the　pulse　frequency　of　the　input　spikes,　the　larger

the　average　level　of　the　time　summed　synaptic　potential.　Ｆｉｇ・

11.14　shows　how　the　D.C, voltage　arised as　the. result　of　the

time　summation (it　Is　given　as　the　level　of　the　bottoms　of　the

valleys　be tween　the　peaks　of　the　synaptic　potential ) and　the

height　of　the　synaptic　potential (it　is　given as　the　height　of

the　peaks　of　the　synaptic　potential　from　the　bottom　of　the valley

between　the　peaks　of　the　synaptic　potential　to　the　top　of　the

peak) change　for　the　pulse　frequency　of　the　steady　spike　input.

As　seen　from　Fig.ll.l/i　for　the　low　frequency　side each peak　of

the　synaptic　potential　has　clear　individuality, but　for　the

high　frequency　side　the　time　summed　D.C, potential　becomes

dominant.　This　suggests　that　the　character　of　the　integration

of　the　inputs　In　the　neuron Is　different　for　the　low　frequency

－１８０ －

１
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Fig.11.16.　The　wave　forms　of　the　incremental　and　decremental

synaptic　potentials　for　７　successive　input　spikes.　　a) incre-

mental　excitatory, b)　incremental　inhibitory, c) decremental

excitatory and　d) decremental　Inhibitory. A　scale　gives　３

volts　for　the　ordinate　and　６　msec　for　the　abscissa

　　　　　lii)The　incremental　and　the　decreraental　synapses・

　　　　　Fig.11.15　shows　the　circuit　of　the　incremental　synapse.

The　grid voltage　of　the　tube T Is　set　in　such a way　that Ｔ:３

１ｓ　on　in　the　rest　state t　When ａ apike　Input　ｃｏ°es　Ｔ３　becomes

temporally　off and　the　capacitor　Ｃ１　１ｓ　charged　up　9O that　the

grid　voltage　of Ｔ３　１ｓincreased.　When ａ　series　of spikes　comes

in, the　grid voltage　of T_　Increases　gradually so　ｔ卜at　the

magnitude　of　the　output　synaptlc　potentials　increases, too.

　　　　　The　circuit　of　the　decremental　synapse　Is　almost　the

１８１ －



same　as　Ｆｉｇ・11.15　except　that　the　grid voltage of T-　１ｓ　set

１ｎ　suchａ　way that T_　１ｓoff in　the　rest　state*　VThen a spike

input　comes, the　aftershoot　of　the　differentiated　Input　to Ｔ:３

makes Ｔ３on and Ｃ１　１８　discharged,　so　that　the　gridvoltage　of

Ｔ２　１８　decireased　and　the　output　for　the　next　spike　input　１８

decreased.　The　wave　form　of　the　outputs　of　the　Incremental

and　the　decremental　synapses　for　ａ　8erie3　of input　spikes　are

shown in　Fig. 11.16。

　　　　　The　incremental　and　the　decremental　synapses　seem　to　play

important　roles　in　the　processing　of　the　time　pattern　of　the

spike　input.　Roughly　speaking, the　incremental　synapse　may

be　regarded　to　perform　the　integration and　the　decremental

synapse　the　differentiation.　工ｆ we　regard ａ　neuron as　ａ　vacuum

tube　with many　grids whose　inputs　and　outputs　are　the　continuous

”information”coded　by　七he　spike　density,　then　these　synapses

may play essential　roles　１ｎ　the　relaxation　type　performance　of

the　nervous　ne ｔ．
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