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組み合わせ最適化問題と量子アニーリング1

一量子断熱発展の理論と性能評価-

青山学院大学理工学部 鈴木正 2

(2008年4月 15日受理)

組み合わせ最適化問題に物理的な過程を応用する方法がある。中でもシミュレーティッドアニー

リングはよく知られている。シミュレーティッドアニーリングは熱揺らぎを制御して最適化問題の

答えを導く。まず組み合わせ最適化問題を表すハミルトニアンを作り、それに相当する仮想的な物

理系の高温の平衡状態を作る。温度が十分に高ければ平衡状態は容易に得られる。そこから系を

徐々に冷却し、それに伴う系の緩和を通じて最後にハミルトニアンの基底状態に到達させる。比

較的最近、シミュレーティッドアニーリングの類推として量子アニーリングが提案された。この方

法は磁場などにより系にトンネル効果(運動エネルギー)を導入し、それを制御することで最適

化問題を解く。どのように制御するかというと、まず運動エネルギーがハミルトニアンの中で支配

的になるようにし、そこから時間とともに徐々に運動エネルギーの重みが小さくなるようにする。

運動エネルギーが支配的な初期ハミルトニアンの基底状態は簡単にわかる。その状態を初期状態

として状態を時間発展させ、運動エネルギーの重みが無くなった時点での状態を答えとする。状

態が断熱的に発展すれば、終状態は古典ハミルトニアンの基底状態となる。これら二つの方法は

基本的にどんな問題にも使える汎用的なものである。最近の研究の進展によって量子アニーリン

グの性質が徐々に明らかになってきている。注目すべきは古典的なシミュレーティッドアニーリン

グよりも量子力学的な量子アニーリングの方が終状態を早く基底状態に近づけることである。こ

のことは現時点で一般的に証明されたわけではないが、数値的な状況証拠に加え、解析的な証拠

も得られている。本論文ではまずシミュレーティッドアニーリングと量子アニーリングの方法につ

いて述べる。次に量子アニーリングの本質である量子状態の断熱発展に関する基礎理論をまとめ

る。後半では量子力学の断熱定理に基づいて有限系で一般的に成り立つ量子アニーリング後の残

留エネルギーの減少則を導く。さらに 1次元ランダムイジング模型を例題として、熱力学極限で

量子アニーリシグとシミュレーティッドアニーリシグの夕、イナミクスを解析的に比較する。それに

よって量子アニーリングがシミュレーティッドアニーリングより早いことに対する解析的な証拠を

与える。

1本稿は、編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である。

2E-mail: sei@phys.aoyama.ac.jp 
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鈴木正

1 序論

昔から人々は様々な場面で効率を求めてきた。効率を良くすることはコストを抑えることと同じ

である。自由度が離散的なコスト関数を最小化する問題は組み合わせ最適化問題と呼ばれる。組み

合わせ最適化問題は計算科学の主要なテーマであるが、物理と直接関係があるわけではない。し

かし、物理的な発想に基づくアルゴリズムが考え出されたり、物理の概念が適用できたりするこ

とがわかり、現在では組み合わせ最適化問題は物理学の対象のーっとして認識されている。

組み合わせ最適化問題の特徴の一つに、こちらを立てればあちらが立たず、あちらを立てれば

こちらが立たず、というフラストレーションの存在が挙げられる。そのようなフラストレーション

を含んだ物理系としてスピングラスがある。スピングラスの研究の歴史は30年以上前から現在ま

で続いており、解析的な方法から数値計算まで様々な角度から研究が行われている。実は、組み

合わせ最適化問題は一種のスピングラス模型のエネルギー最小化とみなすことができる。そのこ

とから、組み合わせ最適化問題への物理からのアフローチはスピングラス理論の応用からなされ

てきた [1，2]0 

一種のスピングラス模型を組み合わせ最適化問題に対応させるとすると、その模型の統計力学

を考えることができる。その結果、問題の答えが何らかの秩序を持った状態だとして、問題に含

まれるパラメターを変化させるとある関値を境に異なる秩序状態が答えになったり、また秩序状

態がある温度を境に無秩序状態になったり、といういわゆる相転移の概念が組み合わせ最適化問

題にもたらされている。このような組み合わせ最適化問題の統計力学の中で考案されたアルゴリ

ズムがシミュレーティッドアニーリングである。シミュレーティッドアニーリングは 1983年代に

提案され [3ト基本的にはどんな組み合わせ最適化問題にも使える汎用アルゴリズムとして広く使

われている。

組み合わせ最適化問題はすべての組み合わせをしらみつぶしに調べればいつかは答えが見つか

る。しかし、組み合わせの数は問題のサイズ(変数の数)とともに指数関数的に増大し、サイズ

が大きいと現実の時間では答えを見つけられなくなる。シミュレーティッドアニーリングでは温度

を導入し、高温の平衡状態から平衡状態を保つように系を徐々に冷やし、最終的に絶対零度にし

てエネルギー最小の基底状態を得る(図 1参照)。いきなり低温あるいは絶対零度の平衡状態を得

ょうと思っても、緩和時間が永すぎて得ることは難しい。しかし高温では緩和時間が短いので平

衡状態を得るのは容易である。平衡状態を保つように系を冷やすには温度をゆっくり下げないと

いけないが、あるスケジュールに従って無限に時間をかければ、絶対零度極限での状態が基底状

態に収束することが証明されている [4]。実際に計算機で実行する際にはモンテカルロ法などによ

りシミュレーションを行い、有限の時間で近似的な基底状態を得ることになる。

高温から絶対零度への冷却という物理的過程を考えた時に気になるのは相転移である。ここで

言う高温は、平衡状態が無秩序状態であるような温度である。絶対零度の基底状態はしばしば秩

序を持つ。高温の平衡状態と絶対零度の基底状態の聞には相転移があり、転移温度では相関距離

が系のサイズの程度になるのに伴って緩和時間が発散する。素朴に考えて、有限の速さで高温か

ら低温に系を冷やすと転移温度付近では状態の緩和が冷却速度に追いつかず、平衡状態が保てな
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くなる。つまり、熱力学極限では秩序を持った基底状態は高温の平衡状態からの有限時間での冷

却では得ることができない。したがって有限時間の冷却で得られた絶対零度の状態は近似的な基

底状態となる。ここで重要なことは、冷却にかける時間が永ければ永いほど近似の精度が上がる

ことである。時間に対する精度の向上率、または誤差の減少率はシミュレーティッドアニーリング

の性質を表す重要な指標となる。第2.1節で述べるが、シミュレーティッドアニーリングによる誤

差の減少率に関してはHuse-Fisher則が知られていて、それによると、熱力学極限で冷却後のエ

ネルギーと真の基底エネルギーの差(残留エネルギー)は冷却にかける時間ァとともに

っ“<一戸'、
1
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で減少する [5]0

ところで、 1990年前後から量子力学を使って計算をするという考えが広がり始めた [6J。一つの

大きな契機となったのは有名なShorによる因数分解のアルゴリズムの発見である [7]。そんな中、

量子力学を用いた組み合わせ最適化問題に対するアルゴリズムとして量子アニーリングが複数の

分野で独立に提案された [8ぅ9ヲ10]3。その量子アニーリングはシミュレーティッドアニーリングか

らの類推で考え出されたと言ってよく、シミュレーティッドアニーリングと同様に組み合わせ最適

化問題に対する汎用アルゴリズムである [11ぅ12ぅ13]。そもそも組み合わせ最適化問題に対応する

系は古典的な変数で書かれたハミルトニアンで表わされる。量子アニーリングではそのハミルト

ニアンをポテンシャルエネルギーとみなし、それと非可換な「運動エネルギーJを導入する。た

とえば、ポテンシャルエネルギーがイジングスピンで表わされている時、単純な運動エネルギー

はイジングスピンに垂直方向の磁場(横磁場)で与えられる。非可換な運動エネルギーは古典系

にトンネル効果をもたらす。

始めに運動エネルギーが支配的であり、時間とともにその割合が小さくなり、最終的にポテン

シャルエネルギーだけになるような時間とともに変化するハミルトニアンを考えよう。運動エネ

ルギーが支配的なハミルトニアンの基底状態は簡単にわかる。横磁場イジング模型の場合には全

てのスピンが横磁場の方向に揃った状態がそれである。その状態、すなわち初期ハミルトニアン

の基底固有状態を始状態にとり、時間に依存するハミルトニアンのもとで状態を時開発展させる。

状態の時間発展はSchr凸dinger方程式に従う。状態が断熱的に発展すれば最終的にポテンシャルハ

ミルトニアンの基底状態が得られる。それはまさに組み合わせ最適化問題の答えである。以上が

量子アニーリングの手順となる。量子アニーリングは量子状態の断熱発展を利用したアルゴリズ

ムであり、量子断熱計算とも呼ばれている。

有限系で特別な対称性がなければ、ハミルトニアンの各時刻における基底状態と励起状態の間

のエネルギーギャップは閉じることはない。量子アニーリングはエネルギーギャッブPがあれば、断

熱定理により、ハミルトニアンの変化が遅い極限でうまくいくことが保証される。ハミルトニア

ンの変化率が有限の場合には終状態は真の基底状態に対して必ず有限の誤差を持つが、誤差は変

化率のベキで小さくなる [16]。このことは第5節で述べる。一方、熱力学極限では運動エネルギー

3Schrるdinger方程式による量子力学的なダイナミクスを考えないで、人口的なダイナミクスを用いる量子アルゴリ
ズムとしての量子アニーリングは文献 [14，15]で提案されている。
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図 1:シミュレーティッドアニーリングと量子アニーリングのイメージ図。ハミルトニアンには局

所的な極小が存在する。シミュレーティッドア二一リング (SA)では状態は熱揺らぎによって局所
的な極小から別の極小へとエネルギー障壁を超えて飛び移る。量子アニーリング (QA)では状態
はトンネル効果によって飛び移る。

を小さくする過程で量子相転移が起きる可能性があって [17]、その時にはエネルギーギャップが無

限小になる。エネルギーギャッフが閉じると断熱定理はもはや成り立たない。従ってハミルトニア

ンの変化率が有限である限り状態は転移点で非断熱遷移を起こす。しかし、ハミルトニアンの変

化率を小さくすると状態の非断熱遷移の確率が小さくなり、終状態と基底状態の間の誤差が変化

率とともに減少することは期待できる。残念ながら今のところシミュレーティッドアニーリングの

Huse-Fisher則のような一般論は存在しないが、ある非自明な模型については誤差が変化率の対数

の逆ベキで減少することを示すことができる。

ここで量子アニーリングはシミュレーティッドアニーリングに比べて速いのかどうか、という疑

問がわく。量子アニーリングの誤差に関する一般論がないために、この疑問に対する完全な答え

は得られていない。しかし、いくつかの数値シミュレーションは量子アニーリングの優位性を示

す結果を出している(第3.4節参照)。本論文の第6節では 1次元模型ではあるが非自明なランダ

ムイジング模型の最適化を例題に、熱力学極限で量子アニーリングによる誤差(キンク密度)が

ハミルトニアンの変化率の逆数ァとともに

ρQA~-L 
(ln T)2 

(2) 

で減少すること [19，18トシミュレーティッドアニーリングによるキンク密度が温度の変化率の逆

数 7とともに

一
7

1
-
n
 

A
 

Q
U
 οr 

(3) 

で減少すること [20]を解析的に示す。この結果は、少なくとも 1次元の非自明な模型で量子アニー

リングの方が早く誤差が減少することを明らかにしている。

論文の構成
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本論文では、まず組み合わせ最適化問題とイジング模型との対応、およびイジング模型のエネ

ルギー最小化を意図したシミュレーティッドアニーリングの方法を次節で紹介する。第3節から 5

節にかけてはシミュレーティッドアニーリングに比べてまだ新しい量子アニーリングについて掘

り下げて述べる。具体的には第3節では量子アニーリングのアルゴリズムを説明し、数値シミュ

レーション、および関連する実験を紹介する。続く第4節には量子アニーリングの背後にある量

子状態の断熱発展に関する 4つ理論、断熱定理、 Landau-Zener理論、量子臨界点近傍における

Kibble-Zurekの議論、量子モンテカルロ法による状態発展の理論をまとめる。第5節では有限系

で量子アニーリングを実行した場合の残留誤差を数値計算と断熱定理、 Landau-Zener公式に基づ

いて議論する。第6節は熱力学極限における量子アニーリングとシミュレーティッドアニーリング

の比較に充てられる。 1次元のイジング模型を考え、まず量子アニーリングによる誤差の減少率

を導く。それ続いてシミュレーティッドアニーリング後の誤差の減少率を求め、結果として量子ア

ニーリングによる誤差が速く減少することを示す。第7節では筆者の独断に基づいて今後の研究

の発展を展望する。第8節はまとめである。

2 組み合わせ最適化問題とランダムイジング模型

ランダムK-SAT

5人の看護師AぅB，CぅD，Eがいるとする。この5人で4組のペア (A，C)， (BゥC)，(C， 

D)， (A句 E)を作る。それぞれのペアは次のように勤務時間が割り当てられる。

AとC A:日勤 C:日勤

BとC B:夜勤 C:日勤

CとD C:夜勤 D:夜勤

AとE A:日勤 E:夜勤

全ての人は日勤か夜勤のどちらか片方だけをして、各ペアで少なくとも 1人は勤務し

ないといけないとする。条件を満足する勤務時間の割り当てはあるか?

これは充足 (Satisfiability.ヲ SAT)問題と呼ばれる組み合わせ最適化問題である。この例題のよ

うに拘束条件が2人の聞にのみかかる時は特に 2-充足 (SAT)問題と呼ばれる。この問題をイジン

グ模型であらわしてみたい。まず始めに、日勤に +1、夜勤に -1をあてることにする。そして看

護師AうB，…ぅ Eにイジングスピン σ1，σ2ぅ…ぅ円を与える。拘束条件にはイジングスピン間の相

互作用を対応させて、例えば AとCのペアの条件は (1一円)(1-σ3)、BとCのペアの条件は

(1 +σ2)(1 -σ3)とする。もしこれらの相互作用が0ならば条件が満たされており、 4になれば満

たされていないことになる。これらの相互作用を足し合わせて、次のハミルトニアンを作る。

HJ(1一円)(1 一小 ~(1 +σ2)(1 -σ3)十 j(1+σ山村4)+j(1ーσ1)(1-σ5) 件)
4 
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このハミルトニアンは 0以上の値をとり、基底状態、がゼロエネルギーならば全ての条件を満足す

る勤務時間の割り当てがあることになる。今の場合、ゼロエネルギーの基底状態は存在して、

(σ1ぅσ2ぅσ3ヲσ4，σ5)=(+1ぅ一1ぅ-1，土1、土1)ぅ(+1，土1ぅ十1.-1ぅ土1)ぅ(-1ぅ士1:+1ぅー1ぅ一1) (5) 

となる。

ここで 2-SAT問題を一般化したランダム 2-SAT問題を定義する。 N個のイジングスピン {σi}

(i=1，2，'・ .，N)があるとする。そこから 111組のペアをランダムに選ぶ。 l番目の組のペアを (i1山

i2.1)と書くことにする。各ペアのそれぞれの要素に(日勤か夜勤に対応した)十1かー1をランダ

ムに与える。それを((=土1)を書く。一つのペア(i1，1， i2，l)に対する拘束条件はイジングスピシ

間(1-(il.lO"il.l)(l -(i2.1σi2.1)で表わされる。 σil.lが(il./に等しいか、 σl2.1がふ2.1に等しいか、あ

るいはどちらも等しければ、相互作用は 0になって拘束条件が満たされる。全てのペアに対する

拘束条件を考慮したハミルトニアンは

H=か(1一 (il.lO"il.l)(l-(i2.10"i2J (6) 

で与えられる。このハミルトニアンのゼロエネルギー基底状態の有無を確かめることがランダム

2-SAT問題である。

ランダム 2-SAT問題はさらに多体のランダム K-SAT問題に拡張される。ランダムK-SAT問題

ではN個のスピンからランダムに K個選び、それをひと組として全部で M 組作る。各組の要素

ひとつひとつに(=+1か(=-1をランダムに割り当てる。こうしてハミルトニアン

H = E 去(1ト一イ(iいZ勺川い1υJ川10"川σ町t九山il.l)(1υl (7) 

を作る。このハミルトニアンのゼロエネルギー基底状態が存在するかどうかを確かめるのがラン

ダム K-SAT問題である。

すでに明らかなようにハミルトニアン (5)および (7)で表わされるランダム K-SAT問題はラン

ダムイジング模型のエネルギー最小化問題と等価である。そもそもランダムK-SAT問題は計算理

論科学の基本問題であるが、ランダムイジング模型で表わされることから統計物理の研究テーマ

にもなっている。

統計物理の観点から興味深いことは、この問題は相転移を示すことである。容易に想像できる

ように、 SAT問題は拘束条件が増えれば増えるほど条件を満足する解(SAT解)は存在しにくくな

る。拘束条件の数M とイジングスピンの数Nの比α=1I1jNを定義すると、 αにはある関値αc

があって、熱力学極限N→∞において α>αcでSAT解は存在しなくなる。ランダム 2-SAT問

題では αc= 1で、 3-SAT問題では αc勾 4.26と見積もられいる。また、 αcよりも小さい別の関

値 αdを境に解を見つける困難さが急激に難しくなることも統計力学的な議論により示されている

[21う22う23，24]。

巡回セールスマン
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5つの都市 1，2，3う4う5がある。図2にあるように都市1は都市2，3，5と結ぼれてい

る。その聞の道のりがそれぞれ9‘3.5だとする。同様に他の都市も別の都市と結ばれ

ていて、その間の道のりが図のように与えられているとする。このとき、サラリーマ

ンが都市 1を出発して全ての都市を重複なく回って戻ってくるにはどのような順で行

けばよいか?

図 2:巡回セールスマシのイメージ図。セールスマンは都市1から出発して全ての都市を訪れて元

の都市に戻る。都市と都市を結ぶ道にはそれぞれ長さが割り振られている。どのような順番で都

市を回ったらよいか。

この有名な巡回セールスマシ問題をイジシグ模型で表わしてみる。都市と都市の聞を結ぶ道を

リンクと呼ぶことにする。リンクは次のように全部で 16個ある。

(12)ぅ(13)ぅ(15)ぅ(21)，(23)， (24)ぅ(31)ぅ(32):(34)ぅ(35)う (42)ぅ(43)，(45)， (51)う (53)，(54) 

リンク(り)の道のりを d(ωと書く。図2の例では d(12)= 9ぅd(13)= 3ぅ…となる。各リンクにイ

ジングスピン σ(ij)を置く。リンクをサイトに見立てていることに注意してほしい。 σ(ω=+1な

らそのリンクを通ることを意味し、 σ(的=-1なら通らないことを意味する。全ての都市に必ず一

回入って出ていくので、スピンには拘束条件 Ljσ(ji)= 1かつ乞jσ(ij)= 1 (全ての tについて)

が課せられる。前者は必ず、一回入ってくることを意味し、後者は出ていくことを意味する。巡回

セールスマン問題はハミルトニアン

H= γJσ(り)十 1L U(ij)一-1一一
all links 

(8) 

を拘束条件

乞σ(ji)= 1 かつ 乞σ(り)= 1 (全ての tについて)

のもとで最小化する問題となる。この問題は拘束条件のついたランダム磁場中イジングスピンの

問題である [25]0

スピングラス

F
h
d
 

ハUFO
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スピングラスとは乱れを持った磁性であり、スピンが乱雑な相互作用により低温でランダムな

配置で凍結してしまうスピンの「ガラスJを指す。スピングラスの研究は計算科学や情報科学に

おける統計力学的研究の進展に多大な影響をもたらしている。ここには 2つの標準的なスピング

ラスの理論模型を紹介する。

スピングラスの代表的な模型は

H=-乞J刊 σ3

で表わされる。結合定数{Jij}は与えられた分布に従ってランダムに選んで割り当てられる。

P土J(Jρ = qr5引(Jij一J) 十 (υ1 一qω)川州d引(Jみij+ J) う 0 三q 三1 (υ10的) 

P九Gωa剖山…u凶附s釘ωs J石弘ムJ---r l 2(仏ムJ卯)戸2¥ uzリJ 

前者はみjが確率qで+J、(1-q)で-Jとなる。後者はJijが中心J、分散(ムJ)2のGauss分布に

従っている。これらのように Jijが正負の値をランダムにとるとき、式 (9)はEdwards-Anderson 

模型と呼ばれる [26]0

Ed wards-Anderson模型のうちで、 JijiJf. Gauss分布に従い、一つのスピンが他の全てのスピン

、、，，ノ
ハ
可
υ

/
'
B
t
¥
 

と結合している無限次元のものを Sherrington-Kirkpatric模型と呼ぶ。

HSK =一三Jij叩 j (12) 
I<J 

Sherrington-Kirkpatric模型はレフリカ法を用いた平均場理論が厳密な結果を与える可解模型であ

る[27]。この模型はスピングラス相の存在やレフリカ対称性の破れなどスピングラスの研究に本

質的な役割を果たしている。

現実のスピングラスに近い模型は有限次元の Edwards-Anderson模型である。 2次元以上の有

限次元模型は一般には解析的に解けないので、数値的な研究が行われている。 Edwards-Anderson 

模型のエネルギー最小化問題に注目すると、 2次元は比較的短い(系のサイズとともに多項式で増

える)計算時間で正しい解を得ることが可能である [28，29]0 3次元以上はNP完全問題であるこ

とが証明されている [30]0NP完全問題に対しては、計算時間が系のサイズとともに多項式で増大

するようなアルゴリズムが存在しないと考えられている [31，32]0

2.1 シミュレーティッドアニーリング

ランダムイジング模型のエネルギー最小化は一般には達成することが難しい。最も単純な方法

はすべてのスピン配置を片っ端から調べあげることであるが、これには 2N 回 (Nはスピン数)の

手間がかかり、現在の最先端の計算機を使っても N= 100ですら厳密な答えを見つけることが一

般にはできない。調べ上げとは全く別のアプローチとして最速降下法があるが、ランダムな模型

には局所的なエネルギーの谷が存在するためにこの方法は使えない。模型によっては、たとえば

2次元の Edwards-Anderson模型のようにその模型に特化したアルゴリズムがあって、 Nの多項

式の手間で答えが得られる [28]。しかし、そのようなアルゴリズムは汎用性がない。シミュレー
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ティッドアニーリングはそのようなランダムイジシグ模型に対して汎用的に使え、現実的な時間で

近似的な答えを出すアルゴリズムである [3]0

シミュレーティッドアニーリングはもともとの絶対零度におけるイジング模型に有限温度の統計

力学を応用する。温度が高いと、スナップpショットを撮った時にある局所的なエネルギー極小に対

応する状態が得られたとしても、次のショットで、は別の極小に対応する状態が得られうる。つまり

状態は熱運動によりエネルギー障壁を飛び越えて別の状態に時々刻々移っている(図 l左参照)。

平衡状態ではスピン配置 (σ1ぅσ2ぅ...，σN)はBo1tzmann因子

叶ーよH川 (13) 

により分布する。高温であればあるほど状態間の移動は頻繁に起き、平衡状態までの緩和時間は短

い。今、ランダムイジング模型で表わされる系が高温の熱浴に接していて、その温度の平衡状態

にあるとしよう。そこから徐々に熱浴の温度を下げていく。温度の下げ方がゆっくりならば系は各

温度での平衡状態を保つであろう。その結果、絶対零度において基底状態が得られることになる。

もちろん温度変化が速すぎると系はその変化についてゆけずに平衡状態からずれてしまう。で

はどれくらいまで速く下げても大丈夫なのだろうか?Geman-Geman[4]は、系のサイズNが有限

のとき、温度T(t)の変化が
AN 

T(t) =一一一一
1n(t + 2) 

(14) 

よりもゆっくりならば t→∞つまり T(t)→ Oで系の状態は基底状態に収束することを示した。

ただし tは時間、 Aは模型に依存する定数である。同様の結論は最近、絶対零度の量子系を有限温

度の古典系に写像することで量子力学の断熱定理からも導かれている [33]。

実際にシミュレーションを行う時は tは有限で打ち切らないければいけない。またサイズNが

大きくて、有限といえども熱力学極限の系と近似的にみなせる状況もあり得る。 Huse-Fisherは熱

力学極限でシミュレーティッドアニーリング後の残留エネルギーが時間とともにどのように減少す

るかを明らかにした [5]0ここで残留エネルギーはアニーリング後の系のエネルギーと基底エネル

ギーの差である。彼らが導いた結論は、時間ァかけてアニーリングを行うと残留エネルギーはァ

の関数として

Eres t'J 1/ (ln T ) (， (三 2 (15) 

で減少することである。ただし〈は模型の詳細(結合定数Jijの分布や系の次元)によって異なる

値をとりうる。

Huse-Fisherによる式 (15)の導出は以下のようなものである。彼らは多数のエネルギーの谷を

持った系を 2準位系の集まりと考えた。今、 2準位聞のエネルギー差をム、 2準位間に横たわるエ

ネルギー障壁の大きさを Bとする(図 3)0p(t;ムぅB)を時刻 tで系が高い方の準位に励起してい

る確率とする。 p(t;ム，B)が従うマスター方程式は

flp(t;ム，B)= e-(B+ム)jT(t)(1 -p( t;ム，B)) -e-B/T(t)p( t;ムB) (16) 
dt 
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図 3:2準位系の概念図。

で与えられる。温度は時間 7かけて T(O)=九から T(T)= 0まで下げられるとする。素朴に考

えると、単位時間に上の準位から下の準位に移る選移確率e-BjTがTe-BjT
ホ

=1となるような温

度T*で系は平衡状態を保てなくなる。つまり温度を T*以下に下げても系は T*での平衡状態で

止まってしまう。したがって温度がゼロになった時の励起確率はp(ァ;ム，B)勾 eムjT市=ァムjB
となる。このことは方程式 (16)の解を漸近解析することによって実際に確かめることもできる

(Appendix A)。終時刻における励起確率から 2準位系の残留エネルギーはムp(T;ムうB)で与えら

れる。これより、 Bとァが与えられた時に残留エネルギーを最大にするエネルギーギャップムは

迭(ムp(ァ;ムラB))= 0よりム =B/ln Tであることがわかる。すなわち、様々なムを持った 2準

位系の集合を考えると、 7が大きい極限では全体の残留エネルギーはムが小さい 2準位系が支配

することになる。

ここでエネルギーギャップム、および障壁Bを持つような2準位系の密度争(ムB)を導入する。
Bを固定した時にギャップムが無限小の 2準位系が有限の密度争(0，B) > 0で存在すると仮定す
る。全体の残留エネルギー密度は

ε(ァ)ニ IdB I dム争(ム，B)ムp(T;ムうB) (17) 
JO JO 

で与えられる。争(ム，B)はムp(γ;ムぅB)に比べてムの関数としてなめらかであるとしてよく、
ムp(ァ;ム，B)はム =B/lnTで極大となることを使うと

rOO ，.r:xコ

ε(ァ)勾 IdB争(B/ ln T， B) I dムムp(ァ;ムB) (18) 
JO JO 

となる。大きな障壁Bを持つ 2準位系の密度は無視できるとすると積分の中では 7が大きい極限

で争(B/lnT，B)巳争(0，B)としてよい。公式JoOOdxxe一山 =α2を用いると、結局

(T)勾ーとす/∞dB争(0，B)B2 (19) 
(1n T)“ん

が得られる。ただし大きな障壁Bを持つ 2準位系の密度が無視できないときは lnTのベキが小さ

くなって ε(T)の減少率がより小さくなりうる。一方、ギャップム→ Oで2準位系の密度がなくな
る時はε(ァ)は lnTではなく 7のベキで減少する。

なお、 ShillOlllOtかKabashimaはスピングラス模型ではなく 1次元調和ポテンシャル中の粒子の

拡散の問題を解き、粒子が位置を変えようとすると必ずある高さのエネルギー障壁を超えないと

いけないとした場合には残留エネルギーは1/ln T に比例して減少することを示している [34]。
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3 量子アニーリング

このセクションでは量子アニーリングの実行法について具体的に説明し、その後に幾つかの実

行例と実験を紹介する。

3.1 量子ア二一リングのアルゴリズム

N個のイジングスピン (σ1，句、・・1σN)= ({σi})の関数であるハミルトニアン Hpot({町})があ

るとする。この最小値とそれを与えるイジングスピンの配置を求めることが課せられた問題であ

る。全てのスピン配置(σ1，のγ・1σN)をしらみつぶしに調べれば問題の答えを得ることができる

が、 Nが大きいと不可能である。

ここで、問題を線形空間の中で定義しなおそう。イジングスピン (σ1・σ2γ・1σN)はPauliスピ

ン演算子の z 成分に置き換える。演算子。;ぅ ð~γ--JL の固有状態ベクトルを |σ1 ぅ σ2 ，"'， CJN) と

する。問題はHpot({δi})の基底固有エネルギーと基底固有状態を求めることになる。

量子アニーリングではここで「運動エネルギーjを導入する。ただし、ここでいう「運動エネル

ギーjはその基底固有状態が自明にわかり、かっその状態に求めたいHpotの基底状態が重ね合わ

せとして含まれていないといけない。そのような運動エネルギーには選択の自由度があるが [35ト

Pauliスピン演算子のz成分。fを用いて Hkin({δi}) = -Li々 、つまり横磁場による Zeemanエ

ネルギーを運動エネルギーにとるのが単純である。ポテンシャルエネルギ-Hpot({勾})と運動

エネルギー Hkin({di})は非可換であり、 Hkinの基底状態には Hpotの固有状態はすべて含まれて

いる。

次に運動エネルギー IIkin三 Hkin({di})とポテンシャルエネルギー IIpot三 Hpot({δi})を使っ

て次のような時間に依存したハミルトニアンを作る。

H(t) = j(t)Hkin十g(t)Hpot' (20) 

ここで j(t)とg(t)は丘(t)の中の丘kinと丘potの重みを時刻 tとともに変える因子で、 t= 0で

j(t)jg(t)→∞、 t→ 7でj(t)jg(t)→ 0となるようにする。ァは終時刻を表わす正の数である。

そのような j(t)とg(t)はいくらでも作れるが、 tに線形な

州=1-;州=;
が単純なものである。

系の状態ベクトル同(t))の時間発展は Schrりdinger方程式

tfl|申(t))= H(t)1世(t))
dt 

(21) 

(22) 

に従う。 t=Oの初期状態として亘kinの基底状態|世fin)を用意する。 t=γまで時開発展すると、

ァが十分永ければ状態は断熱的に発展して|宙(T))は IIpotの基底状態となる。図4は状態の断熱発

展により自明な Hkinの基底状態から Hpotの基底状態を得ることを示したものである。このよう
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Hkin H(t) Hpot 

1 st 1st 

19 
g 

t 。 t 

図 4:Hkinの自明な基底状態から求めたい Hpotの基底状態へと状態が断熱的に発展することを表
す概念図。

に量子アニーリングは状態の量子力学的な断熱発展を利用して Hpotのエネルギー最小化を行う。

このことから量子アニーリングは量子断熱計算 (quantumadiabatic computation)とも呼ば

れている。

ここでシミュレーティッドアニーリングと量子アニーリングの違いについて触れておきたい。前

者は温度を導入し、いろいろな状態の混合状態をつくる。そこから温度冷却しながら系を時開発

展させ、絶対零度極限で基底状態を得る。物理量は状態の確率分布によって求められ、確率分布

の時開発展はマスター方程式によって記述される。一方、後者では温度は絶対零度のままで量子

的な「運動エネルギーJを導入することによりいろいろな古典状態(イジングスピンの固有状態)

の重ね合わせ状態を作る。そこから運動エネルギーを減らしつつ状態を断熱発展させ、運動エネ

ルギーゼロの極限でポテンシャルエネルギーの基底状態を得る。物理量は状態の確率分布によっ

て求められるが、確率分布は状態ベクトルの絶対値2乗で与えれる。そして状態ベクトルの時開

発展は Schr凸dinger方程式によって記述される。このように、シミュレーティッドアニーリングと

量子アニーリングでは古典状態間の飛び移りとしてそれぞれ熱と運動エネルギーを導入する。こ

れが違いの一つである。もう一つはマスター方程式と Schr凸dinger方程式という運動法則の違いで

ある。これらの違いがシミュレーティッドアニーリングと量子アニーリングで終状態にどのような

違いをもたらすかは非常に興味深い問題である。

3.2 量子計算機による実行

量子計算機ではイジングスピンに対応する二つの状態10)、11)の任意の重ね合わせを量子ビット

(またはキュービット)と呼ぶ。 iサイト上の状態 10)i、11)iがPauliスピンの z成分々の固有状

態であるとする。すなわち勾10)i= 10)、々11)i= -11)が成り立つとする。 Pauliスピンのz成分

については勾10)= 11)、o-i11) = 10)が成り立つ。今、量子ビット聞のイジング模型的な相互作用
々々の結合が操作できて、なおかつ横磁場の強さを変えられる装置を作れたとする。その装置は

横磁場中のランダムイジング模型を実現することができ、さらに量子アニーリング(量子断熱計
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算)によってランダムイジング模型の基底状態を求めることができる。言い換えれば装置は量子

計算機であり、量子アニーリングは計算のアルゴリズムである。

量子計算機により量子アニーリングの手法によって組み合わせ最適化問題を解くという試みは

Farhiらによって提案された [10]0彼らは Schr凸dinger方程式を数値的に解くことにより 20量子

ビットまでの系で量子アニーリングを実行し、充足問題の一種である ExactCover問題を解いた。

結果は一定精度のもとで解を得るためにかかる時間がサイズの2次多項式でフィットできるという

ものだ、った [36]。彼らが解いた ExactCover問題は NP-完全問題の一種であり、古典計算機で解

くのに必要な時間はサイズの指数関数で増加すると信じられている。 Farhiらの結果は量子計算が

NP-完全問題を多項式時間で解くかもしれないということを示唆する。しかし、数値計算を行った

サイズが小さいことや、別の NP-完全問題で指数関数的に増加する場合が報告されていることな

どから [37，38ぅ39ト文献[36]の結果は必ずしも受け入れられているとは言い難い。いずれにせよ、

量子アニーリングのアルゴリズ、ムを使って組み合わせ最適化問題を量子計算で解くことができる

ことは重要であり、現在も盛んに研究が行われている。ちなみに量子断熱計算という言葉はFarhi

らによってつけられた。量子計算の分野では量子アニーリングよりも量子断熱計算の呼び名の方

が定着している。

量子断熱計算を実際に行う量子計算機は今のところ存在しない40 しかし、量子断熱計算の基礎

実験は行われている。次に NMRを用いた実験と超伝導磁束量子ビットを用いた実験について触

れる。

3.2.1 NMRによる実験

Steffenらは NMRを用いて量子断熱計算を行い、 3スピンの MAXCUT問題を解いた [42]0

MAXCUT問題は、多角形を線で二つに切り分ける最適なやり方を探す問題で、多角形の各辺

には重みが与えられており、線が切る辺の重みの和が最大になるようなものを探す。この問題に対

して、頂点にイジングスピンを与え、線で切り取られた片側の頂点は+しもう片側の頂点は -1

を取るようにする。各頂点にも重みがあるとして、十1の側の頂点の重みも含めるように拡張した

MAXCUT問題のポテンシャルハミルトニアンは

=乞バ(1+σi) +乞叶(1+σi)(l -σj) 
i - i子生j -

zwtjσi-乞切りjσ1勺
1く3

Hpot 

(23) 

となる。ただし二つめの等号では定数項は無視している。ここで Wiは頂点の重み、切りは辺の重

みである。以下では頂点の重みは頂点によらず一定であるとする。問題はこのポテンシャルハミ

ルトニアンの最大エネルギーとそれを与えるスピン配置を求めることとなる。

42007年2月にカナダの D-Wave社が量子断熱計算を行う 16量子ビットの計算機を作り、数独パズルを解いたと

いう驚くべきプレスリリースを行った [41]。彼らはさらに 2008年末までに 1000量子ビットの計算機を作って商品化

すると言っている。ただし、彼らの作った計算機が本当に量子計算機で量子断熱計算を行っているかどうかは、論文に

なっているわけでもなく注目には値するが真偽は不明である。
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図 5:左:3体MAXCUT問題の説明図。各頂点に重み叫が与えられ、頂点を結ぶ辺には重み切り
が与えられる。この図形を線で切り分けることを考える。 MAXCUT問題は切られる辺の重みの
和が最大になるような切り方を探す問題である。 MAXCUT問題の拡張版では、頂点の重みも含

めて、 H=乞iWiσi+乞2，Jσi(l-σj)切りを最大にするような (σ1，のうσ3)の配置を求める。ここで
頂点にはイジングスピン引を与え、線で分けられた同じグループに属する頂点は同じスピンを持
っとする。右 :NMRで用いるスピンの向きの平均化を表す模式図。

Ste百enらの実験では1H、19F、13Cの三つの原子核スピンにより 3体のハミルトニアン、式(23)を

構成した。大きさ jの核スピンの演算子をδfwと書くことにする。三つの原子核が相互作用してお
り、そこに磁場Boをかけると相互作用が異方的になり、近似的に H=-Zzjω勾+I:i<j J〆f々
というハミルトニアンで系を記述できる。ここでωは磁場によるラーモア振動数、 Jijは核スピン

間の相互作用定数である。 MAXCUT問題を作るには核スピン間の相互作用を問題の値に調節し

ないといけないが、そのような系を始めから作るのは難しい。そこで Boに垂直な方向に交流磁場

B1をかける。核スピンによって共鳴周波数が異なることから、 B1を一つの核スピンの共鳴周波

数で適当な時間幅でパルス的にかける (πパルス)と核スピンを一つだけを反転させることがで

きる。図5の右には B1をかけるスケジュールと核スピンの向きが示されている。始めのスピンの

向きを+とし、 α時間後に核3の共鳴周波数でスピンが反転するように πパルスをかける。する

と核3のスピンはーとなる。次に β時間後に今度は核2の共鳴周波数でπパルスをかける。さら

にγ時間後に核 3の共鳴周波数で πパルスをかける。最後に 6時間後に核2の周波数で πパルス

をかける。その結果、すべての核スピンはもとの+の状態にもどる。この時、最初のα+βの聞

は核1と2の間の相互作用は J12であるが、次のγ+6の聞は -J12となる。全部の時間で平均す

ると有効的な相互作用は (α+s-γ-6)J12となり、これをW12とおく。同様に核 1と3の相互作
用は (α-s-γ+6)J13二包'13、2と3は(α-s+γ-6)J23 = W23とする。これらの方程式を α、
β、γ、6について解き、そのスケジュールで共鳴磁場をかけることで問題の 'U-'ijを実現させる。

横磁場のハミルトニアン HKill=Z10fは核スピンのそれぞれの共鳴周波数で垂直磁場B1をか

けることで実現できる。初期状態はIhinの最大エネルギー固有状態にとる。それはそれぞれの核ス

ピンがz方向を向いた状態である。それはz方向に向いているスピンにz方向にπ/2パルスをかけ

-y方向に向かせ、さらに z方向に π/2パルスをかけてz方向に向かせれば作られる(Hadamard 

ゲート)。

さて、量子断熱計算を行うにはハミルトニアンを時間変化させないといけない。今の場合、横

磁場とポテンシャルを同時にスイッチオンすることができない。そこで、計算時間ァを 1ずつ分
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割し、さらに各区間をァ等分する。最初の区間では横磁場ハミルトニアンの時間とポテンシャル

ハミルトニアンの時間を 7-1対 1にとる。次の区間では 7-2対2、次は 7-3対3、、、という

具合に徐々にポテンシャルハミルトニアンの時間を延ばしていく。最後の区間はポテンシャルハ

ミルトニアンだけの時間となる。

以上のようにしてSte長nらは実際に量子断熱計算を行い、ァが大きくなると終状態がMAXCUT

問題の答えの状態に近づくことを確かめた。

NMR以外にも超伝導磁束量子ビットを用いた実験も行われている。やはり 3体のMAXCUT問

題が取り上げられているが、今のところ横磁場イジング模型の系を作ることに成功している段階で

ある。ハミルトニアンを変化させ、状態を断熱発展させて計算を行うまでには至っていない [43]0

3.3 古典計算機による実行

量子ア二一リングが量子計算のアルゴリズムになっていることを述べたが、現在のところ実用

的な量子計算機は実現しておらず、具体的に組み合わせ最適化問題を解くためには古典計算機に

頼らざるを得ない。このセクションでは古典計算機で量子アニーリングを実行する方法について

述べる。

3.3.1 DMRGによる実行

量子アニーリングを実行するためには Schr凸dinger方程式を解いて状態ベクトルの時開発展を

計算しないといけない。状態ベクトルの成分数はスピンの数を Nとすると 2Nなので、それらの

連立微分方程式を数値的にまともに解くことは Nr-vlQ程度が限界である。その程度ならすべて

のスピン配置をしらみつぶしに調べた方が早い。大きな Nに対して数値計算を行うためには何ら

かの工夫が必要である。密度行列繰り込み群(DMRG)による時間発展の方法 [44]はNと102に

対する計算を可能にする方法である。

ハミルトニアン H(t)が与えられているとして、状態ベクトル同(t))が時刻tから微小時間ムt

だけ時間発展したとする。 Schr凸dinger方程式 (22)に従った時間発展は

|世代+ムt))回 ε-iH(仙 tI並(t)) (24) 

となる。ここで e-iH(t)ムtは時開発展演算子と呼ばれる。この演算子を繰り返し作用させることで、

時刻t=Oから 7まで時間発展した状態ベクトルが得られる。

|世(7))何 e-iH((Nr-l)ム仙t. . . e-iH(ム仙te-iH(O)~tl世 (0)). (25) 

ここで NTはァ =NTムtを満たす数である。式(24)はtから t+ムtの聞にハミルトニアン H(t)が

変化しなければ厳密に成り立つ。じたがって、 nをOから N-1までの整数とするとき、ハミル

トニアンが ηムt三t豆(η+l)stの間H(t)= H(ηムt)であるような離散的な時間変化をするとき

には式 (25)は厳密となる。
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以下、 1次元の量子スピン系を考える。自由境界条件を仮定し、相互作用は最近接対にのみ働く

ものとする。ハミルトニアン H(t)は局所的なハミルトニアンの和として H(t)= H1(t) + H2(t) + 

・・・+HN-l(t)のように書ける。 Hi(t)はサイト tとi+lの間の相互作用と外場による一体の項を

含む。 Nはサイトの数である。時間発展演算子は局所的なハミルトニアンにより次のように分割

される。

e-iHムt自 e-iH1ムt/2.. . e-iHN-1ムt/2e-iHN-lムt/2.. . e-iH1ムt/2 (26) 

ただしハミルトニアンが時間に依存することを意味する (t)は省略した。ここでの近似は0((ムt)2)

までは正しい。

DMRGでは 1次元スピン系を左ブロック、 iサイト、 i+lサイト、右ブロックの4つに分け、状

態ベクトルを

|争)=乞九b，k.llα)L Ik)i Il)i+1Ib) R (27) 
a，b、k.l

のように表現する。ただし、 |α)L、Ib)R、k)i、Il)i+1はそれぞれ右ブロック、左ブロック、 tサイ

ト、 i+ 1サイトの基底を表す。 Ik)iとIl)叶 1を々やof+1の固有状態のような自明な基底にして
おけば、局所的な時開発展演算子e-iH;ムt/2のそれらの基底における行列要素は書き下せるので、

e-
iHiO門争)=乞九b.k.llα)L Ik)i Il)i+1Ib) R (28) 

九Ml=zle叫 ω勺 (29) 

を求めることができる。

次の局所的な時開発展演算子 εiHi+lムt/2を作用させるために状態ベクトルの基底を取り直す。

そのためにまず密度行列をゆα.b.k.lからっくり、それをユニタリ一行列により対角化する。

伽 ;α'k'三乞山、k必'.b，k'，lニ乞Ucαkdベωr・ (30) 

ただし、 dcは密度行列の固有値で、 Uc.akはユニタリ一行列である。このユニタリ一行列を使って

左ブロックと tサイトを束ねる新しい基底を作る。

|α)U = L Ua，a'k'la')L1ν) i (31) 

この基底は密度行列の固有値dα の固有ベクトルに対応する。基底の数は密度行列の次元の数だけ

あるが、固有値がある程度大きいものだけを残し、小さいものを捨てるのが密度行列繰り込み群

の方法である [45]。密度行列の固有値が大きい固有状態を基底にとることは、状態のノルムを保

つように近似を行うことに相当する。 1次元系ではいくらサイズが大きくなっても密度行列の固有

値で無視できない値を持つ数はたかが知れていて、多くても計算機のメモリーに収まる程度であ

ることが知られている。さて、右ブロックの基底は以前にそのブロックを作る時に使ったユニタ
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リ一行列Vb，lb'とi+2サイトの基底的i+2、左端のサイトを切り離した一つ少ない右ブロックの基

底 Ib')R'を用いて

b)RニLVb，lb'll)i+2Ib')R' (32) 

と表す。式(31)と(32)により式(28)を

三二九b，k'zlα)Llk)ill)叫 llb)R =玄弘b.k.lla)L' Ik)i+lll)i+2Ib) R' (33) 
α，b，k，l α，b，k，l 

ゅ~， b ， k ，l = 2二九'，b'，kぺkuLF円 b'，lb (34) 
αヘb'，k'

と書き換えておく。この表式により e-iHi+lムt/2を作用させることが可能となる。このようにして

密度行列の固有状態で基底を変換しながら局所的な時間発展演算子を次々に作用させて状態を時

開発展させる方法が密度行列繰り込み群による時開発展の方法である。

DMRGの方法は密度行列の固有値で無視できないものの数が多いと精度を保つのが難しい。最

近接問のみで相互作用がある 1次元量子スピン系はその数が多くないことがわかっている。逆に

高次元では多くなる。従って D1¥IRGによる時間発展の方法も今のところ 1次元系かそれに準ずる

系のみで有効である。高次元の系に対しては今後の大幅な改良がない限り有効ではない。その方

面の研究は行われているので今後の発展が期待される [46ぅ47]。仮に 1次元系のみに有効だとして

も、そこには様々なタイフの模型があり、さらにまともにはとても解くことができない大きな系

のSchrるdinger方程式を解くことができる点で DMRGの時開発展の方法は意義深い [48守 49]0

3.3.2 量子モンテカル口法による実行

組み合わせ最適化問題を解くことを目的とするならば必ずしも Sch凶dinger方程式に従った時

開発展にこだわる必要はない。ここで述べる量子モンテカルロ法 [50ぅ51]による量子アニーリン

グは Schr凸dinger方程式の代わりに確率的な時間発展を用いる。したがって量子モンテカル口法に

よる方法はもはや量子計算とは言えない。しかしスピン数N f'V 104を超えるサイズの系で計算を

行える唯一の方法と言ってよい。以下では演算子につけていた
A

を省略する。

横磁場中のイジング模型

H = -r L cri + AH pot ( {σi} ) (35) 

を考える。 rとAは横磁場とイジングハミルトニアンの比を調節するパラメターである。逆温度
をグとして分配関数Tr[e一βH]をSuzuki-Trotter分解する。

Tr[e一四1=乞乞 乞 ({σ~ l)}le-t.sH I{σj2)}) 

x ({σj2)}|eーム内{σf)})...({σjM)}leームβHI{σil)}). (36) 
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ここでλfはTrotter数で、ムs= s/]¥1である。 ]¥1が大きい極限では次の式変形ができる。

({σi}leームβHI{σa) 記 ({σi}leームβAHpot({σj})eムβr2二σfl{σa)

(coshムsrsinhムグr)Nj2

×叫トムsAH叫 ({σt})-11n(tanhムsr))~σw~ I (37) I J-' ~V ¥ l • J I 2 ム'"""-.-， I 

式(37)を(36)に代入すると次式が得られる。

百戸、[e一周]= (coshムsrsinhωr)MNj2L L... L eーム川({σ;l)}) (38) 

{σj勺{σ戸} {σfI)} 

丘川ト A芝かH町({ωω山σddザ山jf?川lり勺川)、}υ)一土h山1
l=l 乙ム込9

式(39)のハミルトニアンは AHpot({σi})で表わされる系のレプリカが ]¥1個あり、隣のレプリカ

の対応するスピン同士が J=志ln(川 hムsr)の強さで強磁性的に相互作用している系を表す。
この模型に対してモンテカルロシミュレーションを行うのが横磁場イジング模型 (35)の最も単純

な量子モンテカルロ法である。

ここで量子ア二一リングを行うことを考える。基底状態を実現できるように逆温度グは大きく

とり、 Suzuki-Trotter分解の誤差を小さくするためにムβは十分に小さくとる。横磁場とイジン

グハミルトニアンの比r/Aを大きくとり、ある程度モンテカル口計算を行って低温の平衡状態を

得る。そこから、モンテカルロステップを進めるごとに徐々に Fを小さくしながら Aを大きくし

ていく。最終的にはr=o、A=lになるようにする。 r=oとA=lが変化していっても、それ

ぞれの値での平衡状態のまま発展していけば最終的にイジングハミルトニアン Hpotの平衡状態が

得られると期待できる。温度が十分低温ならばそれは近似的に基底状態である。

量子モンテカルロ法による量子アニーリングは真の意味で Schr凸dinger方程式に従う量子力学

的な時間発展を利用していない。しかし、実際にシミュレーションを行つである程度うまくいく

ことが確かめられている。さらに上記の方法で逆温度9のもとで量子アニーリングを行って、横

磁場の平衡状態から Hpotの平衡状態に収束することが数学的にも証明されている [52]。証明につ

いては第4.4節で述べることにする。

3.4 シミュレーティッドアニーリングとの定性的な比較

Kadowaki-Nishimoriは論文 [9]の中で、 8スピン系のイジング模型に対して量子アニーリングと

シミュレーティッドアニーリングを比較した。 8スピン系では時開発展の方程式を数値的に解くこと

が可能である。彼らは量子アニーリシグについては Schrるdinger方程式を、シミュレーティッドア

ニーリングについてはマスター方程式を実際に解いた。量子アニーリングでは横磁場をr=3八々、

シミュレーテイツドアニーリングでは温度をT= 3/0で下げる。時間発展後の状態と真の基底状
態とのオーバーラップは長時間極限で量子アニーリングの方が大きくなるという結果が得られて

いる [9]0 
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組み合わせ最適化問題と量子アニーリングー量子断熱発展の理論と性能評価一

Kadowaki はさらに量子モンテカルロ法による量子アニーリングとシミュレーティッドア二一リ

ングを比較した [53]0N = 51のSherrington-Kir kpatric模型(式 (12))に対してはやはり横磁場

をr= 3/0、温度を T= 3/0で下げると基底状態とのオーバーラップは量子アニーリングの方
が大きくなっている。さらに 16都市の巡回セールスマン問題に対して同様のシミュレーションを

行った場合は、長時間極限で量子アニーリングの方が経路長が短くなっている。

Santoroらは 80x80サイトの 2次元正方格子Edwards-Anderson模型に対してモンテカルロシ

ミュレーションを行った [54，55]。彼らはアニーリング後の残留エネルギー(時間発展後の状態のエ

ネルギーと基底エネルギーの差)を調べた。基底エネルギーは他の方法で求めることが可能である

[29]。横磁場あるいは温度はモンテカルロステップとともに線形に下げられた。結果は量子アニー

リングの方がモンテカルロステ、ソブとともに速く残留エネルギーを減少させるというものである。

2.1節で述べられた Huse-Fisher理論によるとシミュレーティッドアニーリング後の残留エネルギー

はアニーリングを行った時間(モンテカルロステップ)をァとするとザA~1/(1117)CSA‘(SA三2

となるはずである。 Santoroらは量子アニーリング後の残留エネルギーも E公r-v1/ (In T )(QAとな
ることを予想したがシミュレーションで確かめるに至っていない。ただし、シミュレーション結

果は、残留エネルギーの減少率は量子アニーリングの方が急であり、したがって (QA> (SAを示

唆している。

Marto品紘らは 1002都市という大規模な巡回セールスマン問題をモンテカルロ法により調べた

[56]。用いた問題の最適な経路はあらかじめわかっている [57]。アニーリング法により得られた最

適化後の残留超過距離は上述の 2次元Edwards-Andersonの残留エネルギーと同じような振る舞

いを示している。アニーリングを行ったモンテカルロステッフ数を増やすことによる超過距離の

減少率は量子アニーリングの方が早く、ステップ数が長い極限では量子アニーリングによる超過

誤差はシミュレーティッドアニーリングのそれより短くなる。

Sarjalaらはランダム磁場イジング模型の最適化問題をモンテカル口法により解いた [58]0ラン

ダム磁場イジシグ模型のハミルトニアンは

HEIIM=-JE二σ何 -Lhiσf 
(i，j) 

(40) 

で与えられる。文献 [58]では各サイトにかけられるランダム磁場 hiは平均0、分散1のガウス分

布で与えられている。この模型の面白いところは Jの大きさと次元によって基底状態が強磁性秩

序状態になったり無秩序状態になったりするところである。 Sarjalaらは量子アニーリングでもシ

ミュレーティッドアニーリングでもスピンあたりの残留エネルギ-Eresがアニーリングを行った

モンテカルロステップ数 Tとともに l/(lnT)(で減少することをシミュレーションにより示した。

さらに、基底状態が無秩序状態の場合、 (QA> (SAすなわち量子アニーリングの方がシミュレー

ティッドア二一リングよりも残留エネルギーの減少率が急であり、秩序状態の場合、 (QA勾 (SAす

なわちどちらでも残留エネルギーの減少率はほぼ同じであることを報告した。このことは始状態

の無秩序状態と終状態の聞に量子相転移があると残留エネルギーの減少率が小さくなることを示

唆している。
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Battagliaらはランダム 3-SAT問題を調べた [59]。サイズ(イジングスピンの数)はN=104で

ある。拘束条件の数M とサイズの比α=Af/Nを4.24(勾 αc)にとり、ランダムに選んだ問題が

SAT解を持つことをあらかじめ別の方法で確かめている。サイズや問題の性質からして、この問

題は上に述べた中で最も難しい組み合わせ最適化問題と言える。この問題に対してはシミュレー

ティッドアニーリングの方が残留エネルギーの減少率が急になることが文献 [59]で報告された。

さらに Lee-Berneは量子モンテカルロ法に Migdal-Kadano妊の繰り込みを組み合わせ、量子ア

ニーリングとシミュレーティッドアニーリングを繰り返して行う方法をタンパク質の構造安定化問

題に適用した [60]。彼らの手法は普通のシミュレーティッドアニーリングよりもすぐれた最適化効

率を示している。また、 Dasらは 1次元の運動束縛系で量子アニーリングとシミュレーティッドア

ニーリングを比較した [61]。運動束縛系は自明な基底状態を持つにも関わらず、ダイナミクスに非

自明な性質を持つ模型である。彼らが半古典的なモンテカルロ法により調べた結果はやはり量子ア

ニーリングがシミュレーティッドアニーリングよりも速く基底状態に収束するというものである。

以上の数値実験でわかることは、ランダム 3-SAT問題を除いて、量子アニーリングの方がシミュ

レーティッドアニーリングよりも早く基底状態に近づく傾向にあるということである。ただし、こ

こでの結果は状況証拠に過ぎず、シミュレーティッドアニーリングに比較した量子アニーリングの

性質を明らかにするためには、より詳細な解析が必要である。

最後に、シミュレーションではないが、 Brookeらは LiHoxY1-xF4という物質を用いて量子ア

ニーリングとシミュレーティッドアニーリングの比較を行っている [62]0LiHox Yl-xF4はEdwards-

Anderson模型を体現する物質である。この物質に対して、高温(九)、ゼロ横磁場 (r= 0)の状態

から次の2通りの方法でr=o、T=Oにする。 (A)横磁場を強くし (r= 0→ro)、そこで温度
を下げる (T=九→ 0)、そこから量子アニーリングを行う (r= ro→ 0) 0 (B)横磁場をゼ口に
したまま温度を下げてシミュレーテイツドアニーリングを行う (T=九→ 0)0 Brookeらは (A)

と(B)の操作を同じ時間かけて行い、その結果(A)の方が基底状態に近い状態が得られることを

報告している。

4 量子断熱発展の基礎理論

前節では量子アニーリシグのアルゴリズムを説明し、実行方法、量子モンテカルロ法によるシ

ミュレーションなどを紹介した。モンテカルロシミュレーションやLiHoxY1-xF4の実験によると

量子アニーリングはシミュレーティッドアニーリングより最適化効率がよい傾向が見られている。

量子アニーリングの効率をより明確にするためには、量子アニーリングの本質である量子状態の

断熱発展を詳細に調べる必要がある。この節では量子状態の断熱発展に関する基礎的な理論を紹

介する。以下では演算子につけていた《を省略する。
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組み合わせ最適化問題と量子アニーリングー量子断熱発展の理論と性能評価-

4.1 断熱定理

量子力学における断熱定理とは、簡単にいえば「ハミルトニアンが時間とともにゆっくり変化

しても始状態がハミルトニアンの固有状態なら固有状態のまま時開発展するjというものである。

以下に文献 [63]にそってこの定理を詳細に説明する。

時刻を tで表わし、 t=Oから 7までの範囲を考える。ハミルトニアンは時間に依存しているが、

ただし 7で規格化された時刻 s三 t/Tのみに依存するとする。具体的には式 (20)のような

H(s) = f(s)Hkin + g(s)Hpot (41 ) 

を考える。状態ベクトルは tの関数だが、それはナと sに依存するものなので |ψT(s))と書くこと

にする。 Schrりdinger方程式は規格化された時刻を用いて

七山)=叫)1ψ州
と書ける。時間発展演算子UT(s)を

|ψT(S)) = UT(s)1ψT (0)) 

を満たすように導入すると、 Schr凸dinger方程式(42)は次のように書ける。

十~(s) 二 TH(s)UT(s)

(42) 

( 43) 

( 44) 

任意の状態ベクトルを時刻sにおけるハミルトニアンの固有状態に射影する射影演算子を導入

する。 H(s)の固有エネルギーを ε{(s)と書くと射影演算子Pz(s)は

H(s)p{(s)1ゆ)=εz(s)ll(s)1ゆ)ヲ Pl(S)Pm(s)= dlmPI(S)ぅ乞Pl( s) = 1 ( 45) 

を満たす。ここで|ゆ)は任意の状態ベクトルで、 dlm はクロネッカーのデルタである。ハミルトニ

アンは射影演算子を用いて

H(s) =乞εl(s)ll(s) (46) 

と表せる。軸回転演算子A(s)を次式で定義する。

PI(S) = A(s)Pz(O)At(s) (47) 

軸回転演算子は射影演算子の射影軸を s= 0のものから sのものに「回転Jさせる意味を持つ。

A(s)はユニタリー演算子で A(s)At(s)= At(s)A(s) = 1を満たす。この式を sで微分すると

守川+Aqω=0と望丸(s)十A↑(s)呼 =0が得られるが、これらから

(畑山)}二(ーはい)山十四At=ーは山 州ds --¥ -I J I --¥ -I ds I ds -- ds 
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がわかる。ここでi学内)=ーはい)唱ι K(s)とおくと、軸回転演算子に関する次の運動
方程式が得られる。

d 
i ; A(s) = K(s)A(s)ぅ -2ーが(s)= AtK(s). (49) 

ds 

ただし、 K(s)はエルミート演算子である。また、射影演算子に関する運動方程式も K(s)により

次のように与えれる。

手Pz(s)= -i[K(s)の(s)] 
αs 

(50) 

ただし、 [AぅB]= AB-BAである。式(50)が式(47)の必要十分条件であることは次のようにし

て確かめることができる。

まず式(47)を仮定すると

シl(s) 二 i(A(s)Pl(0)AT(サ

が導かれる。

A(s) 十 dAT(s) 
17Pl(0)AT(s)+A(s)Pl(0)コ7

= -i[K(s)ぅPl(S)]

逆に式(50)を仮定すると

三(At(相 (s)A(s)) T ( ds) 1") { ¥ A { ¥ ， A t I ¥ dPl ( s) A I ¥ ， A t I ¥ 1") I ¥ dA ( s ) 
一一一一Pz(s)A(s)+ A↑ (s)一一~A(s) + A t (s )Pz(s) U~~V J 

ds 
- iA↑(s) (K(s)P[(s) -[K(s)， Pz(s)]-Pz(s)K(s)) A(s) 

であり、 A(O)= AT(O) = 1を用いると

At(s)P{(s)A(s) = At(O)Pz(O)A(O) = Pz(O) 

が得られる。これより Pz(s)= A(s)P[(O)Atが成り立つ。

ところで、式(50)は任意のエルミート演算子Ozによる K(s)←→ K(s)+乞lPz(s)Oz(s)Pz(s)とい
う変換のもとで不変である。このあいまいさは K(s)の対角行列要素が式(49)、(50)により定ま

らないことに起因している。そこで対角行列要素を定めるために全てのlに対して

p{(S)K(S)Pl(S) = 0 (51) 

を課すことにする。

さて、軸回転演算子を用いて軸回転表示を定義する。

HA(s)三 At(s)H(s)A(s)=乞ε{(s)At(s)P，(s)A(s)=乞ε{(s)Pz(O)ぅ (52)

U;(s) = At(s)UT(s). (53) 
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組み合わせ最適化問題と量子アニーリングー量子断熱発展の理論と性能評価-

軸回転表示での時開発展演算子U:(8)は次の運動方程式を満たす。

. dA t ( 8 ) T T {.  ¥ ， . ，tT { ¥ dU r ( 8 ) 
tzuf(s) ニ 117UT(s)十iAT(s)17

= (THA(s) -KA(り)U:(8) (54) 

ただし 2番目の等号で式 (44)と(49)を用いた。また、 KA(S)三 A↑(8)K(8)A(8)を定義した。上

式の右辺でHA(s)とKA(8)は 7によらない。したがってァが大きい極限では第一項が右辺の中で

支配的になるはずである。すなわち、ァ→∞で上式は

iヰU:(8いTHA(s)U;4(8) ら5)
αs 

に近似されるはずである。そこでV;4(8)を

生V:(s)=州 s州8)φ
を満たすj演寅算子とする。この演算子を射影演算子を用いて次のように展開する。

げ(8)=乞ηr，l(8)P[(0). (57) 

式(52)とこの式を式(56)に代入すると

十T，l(8) =何Z(8)ηT，l(8) (58) 

が得られ、積分すると

恥[(日XP[-iT<Pl叫向(s)三 10
8

dS'C[(s (59) 

従って

げ(s)=玄e-tTφ/(8)P[(O) 、lJ
fnυ
 ρ
O
 

r'

・eE
‘冒‘、、

が得られる。 U:(s)とV/(s)の方程式を比べると、 7→∞でU:(s)信 VTA(S)、すなわち仏(s)回

A(s )VTA(S)が予想される。

ここでufとvfの違いを評価するために二つの間のオーバーラップを定義する。

T1'(s) = VT
A↑(S)U;4(8) = V:↑(s)At(s)UT(s). 

式(54)と(56)より lV(s)の運動方程式は次式で与えられる。

十代s) = 生V:t(s州 s)十tvp咋U:(s)
= -V:t(s)KA(s)U;4(s) 

= -L:eir{φ1 (8)-CTm(8)) pt (O)K A( 8 )~n (0) lV (s) 

、、，，
J

噌

S
ム
ハh
り
/zt
目、、

l.m 

-乞eiT(φ1(8) ゆ山 (62) 

q
L
 

P
h
v
 



鈴木正

ここでKA(S)の行列要素

K[1n(s) == ll(O)KA(s )Pm(O) = p[(O)AT (s )K(s )A(s )P1η(0) 

= AT(S)p[(s)K(s)Pm(s)A(s) (63) 

を定義した。対角要素は条件 (51)により K[((s)= 0である。
次の積分を定義する。

民ん~川加川m(例S吋) = 10sρ卜SV、d白d仙ds'e2T“ωM川川
f匂νγ引e2T戸円1打川吋7吋巾(仲ゆ向州帥州州仙lパ巾μ川仲(作μ附仲s〆め介山川rワト川)ト同川一サ引φ恥州ω川川m川山J州(いμ的州Sどめ刈Fワ勺)リ)K吋~n(いs'めfう) 何

一 土10じoiT什T(陥φ向Iパ巾μ州(作μ凶sピめfう)一φ仇州m川(作〆め州Fワ)リ) KAιl(いS〆fう) 1
8 S 

iT 1- ε[(s') -εm(s') 10 

一 fιS~斗Jんc/川f
ん一一-- ds' 1ε[(s') -εm(s') 11 

2番目の等号では1s(ゆI(S)一ゆm(S))=ε[(s) -εm(s)を使った。 KA(s)と同様に FT(s)の対角要素
もゼロである。非対角要素については、 l> mならゆ[(s)-ゆ7η(s)がsの単調増加関数であり、ァが

max[l/(ε[(s) -εm(S))]より十分大きければ上式右辺第2項の被積分関数は激しく振動して、第2項

は第1項に比べてオーダー 1/ァ程度小さい。第1項はエネルギー固有値に縮退がなく ε[(s)ヂεm(s)

なら発散することはない。従って、ァが大きい極限でFT，lm(S)は1/ァのオーダーの大きさとなる。

ところで TV(s)の運動方程式 (62)は次のように積分方程式に書き換えられる。

nδ V
 

τav 
cu 
A
h
 

K
 

A
V
 

A
V
 

T
 e
 

Qυ 
，d
 

F
i
l
o
 

玄
加+
 

一一
Q
U
 
V
 

(65) 

式(64)を考慮して上式を FT，lmにより級数展開する。

W川(い例Sり)片=1+村tχ ι凡，山 ) + !. (ドiχ 民んl山m
f旬;立Z 2引!¥忽/

FTの1次まで残せば上式は

lV(s)巴 1十 iL FT，/1η (67) 

となり、時間発展演算子は

UT(s)勾 A(s)V/(s)い+iL凡1mI 
¥ I，m / 

と書ける。ァ→∞で FT.1m→ Oなので UT(s)→A(s)V/(s)となる。これが断熱定理である。

ここから、時刻t=Oでハミルトニアン H(O)の基底固有状態にある状態の時開発展を考える。ハ

ミルトニアンの各時刻における固有状態を |η(s))と書くことにする。初期状態は|科(0))= 10(0)) 

である。時刻t=ァsのハミルトニアシの固有状態は時刻t=Oのそれといい))= A(s)VTA(S)1η(0) ) 

(68) 
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組み合わせ最適化問題と量子アニーリング一量子断熱発展の理論と性能評価一

という関係で結びつく。初期状態から時刻t= TSまで時開発展した状態の固有基底状態からのず

れを

η=乞1(n(s )IUT(s) 10(0)) 12 
n>O 

=乞(0(0)阿(s)A( s) VTA (s) In(O)) (n(O) IV/t (s)A T (s )UT( s) 10(0)) 
n>O 

=乞(0(0)IWT (s )ln(O)) (n(O) IW( s) 10(0)) (69) 
η>0 

で表わすことにする。この量は時開発展した状態の中に基底状態以外の励起状態が含まれる割合

を意味する。上式に式(67)を代入すると、オーダー 1/ァまでの近似で

η同工(0(0)昨on(s)1η(0))(η(0) 1ん o(δ)10(0))
η 子~O

(70) 

となる。ここで式 (64)を思い出し、 KA(S)の定義 (63)と式(47)、(49)、(50)を用いて変形すると

(η(O)IFmo(s)IO(O)) (71) 

= lasρかρsV〉)d白d仙附ds'etT“μM川山/匂》γ引etT戸刊tげ州吋T吋巾(伸φ仇州仙ω川n川仰n(S'作μ的S〆めf勺)ト一向州仙W川川(いμ附州S〆め刈Fサ引)川川)
- fS ds' eiT(rtn(s')一φo州 (n(O)IA↑(ゆア旦也Pl(s')A( s') 10(0)) 
ん ケ ds'

= i fS ds'e州 η(S')-rto(〆))(η(O)IAT(S')デ担出A(s')Pl (0) 10(0)) 
ゐ ケ ds'

= i fS ds' eiT(仇 (S')一向(S'))(η(O)IAt(s')担也A(s')IO(O)) (72) 
J 0 
---- ¥. -¥ -/1-- ¥ - I ds' 

となる。ただし、 2つ目の等式では式 (49)と(50)から導かれる K(s)とPz(s)の聞の関係式

i午宅丘Pl(S)=午(K(s附

を用いた。式 (72)をさらに変形するために上式と同様な次の関係式も書いておく。

ゃ dPI(s) ゃ(n { _ ¥ T/ { _ ¥ n { _ ¥ n { _ ¥ 2 T/ ( _ ¥ ¥ -1〉:Pl(s)-7一=-~ (PI(s)K(s)Pz(s) -PI(S)2 K(s)) = K(s) (74) 
ナ αS7¥ ノ

これら二つの式から次を導くことができる。

Pz(s)K(s)P1n(s) 
ゃ dPn(s) 

Tl { ¥ n {_ ¥ . Tl ( _ ¥ dPm (s) 
=tfl(s)寸了九(s)ん (s)= iPz(s)寸 7Pm(s)ぅ

ゃ dP，η(s) n {_ ¥ : n { 
_ 
¥ dPz ( s ) 

=ソl(山)τPm(s)= -♂l(s)τ 凡 (s)

(75) 

(76) 

これより次の式を得ることができる。

dPm ( s) n {_ ¥ Tl r ¥ dI7 ( s ) 
乃(s)寸t-Rn(s)=-R(s)17Pm(s) (77) 
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ここで式 (46)のように書けるハミルトニアシに Pl(S)= Pl(S)2を代入して微分する。

dH(s) "dεl ( 8) Tl { ¥ ， ，，_ {. ¥ (dPt_ ( 8) Tl { _ ¥ ， Tl { ¥ dPl ( 8 ) ¥ す=午τ Pl(8)十字εl(叫す州十Pz(s)τ). (78) 

上式の行列要素は次のようになる。

ε (ーケ 九(り)ら (s)R(s)(-lL-凡(s)+Pn(s)一一一)Pm(S) 
n ¥ as α8 / 

+Zzi(りヱトJi(8)Pn(8)P7n(8)
ηαs 

dP m ( s) Tl {_  ¥ ， _ { ¥ Tl { _ ¥ dP[ ( s) Tl f _ ¥ ， i: dε[(s) 
旬 (8)Pt_(S)づ7-Pm(s)+ε1(8 )Pl (8) --~~ ~ j Prn (8) + dlm -~~~~ / 

dP m ( S) Tl f ¥ ， i: dεl(8) 
(εm(S) -ε[(s)) ]1(8)一一一一Prn( 8) + d17一一一 (79) d8 .L 111¥Vj I '-'1111 ds 

この式を用いると式 (72)右辺の行列要素は次のように変形される。

dH(s) 
Pl(S)コγRバs)

(伊η耐刷(仰例0的)1凶A↑町勺刷(い例S吋)竺{己三丘山]υA刈仲州(い例州Sり刈柿桝)川巾州|川附0引附削(仰例0的附))二訂e一→叫t
αSαS  

=e一川φn(S)一向(S)) / ¥-1 / ¥ (η(s)lf互回10(8))二 一1_/ ¥ (れ (s)l~互己 10(s)) (80) 
η(s) -ε。(s) ¥ . ¥ -/1 d8 εn(s) -ε。(s) ¥ . ¥ -/1 ds 

ただし |π(s))三 elTφn(S)1η(s) )は拘(s))における |η(0))からの相対的な位相を消去した状態であ

る。エネルギー固有値の差をω[111(8)三 ε[(8)-εm(s)と書くと、式 (72)は結局

(η(0) 1九 o(s)IO(O))= fS ds'eiT(仇(ゲ)一φo(SF))JL(附 )1空白10(s')) (81) 
ん ωnO(s')，--¥-/1 ds 

と書ける。もし ω110(S)とdH(s)jd8の行列要素が時間に依存しなければ、上式の積分は実行できて、

2 1 2 1I._f_¥ldH(s)I{¥{_¥¥12 1 (n(O) IFT，nO(8) 10(0)) 1二一一1(η(8) 1一一一10(s))IZ(1一 cos山内) (82) 
T2ωjo ds 

となる。 ω110(S)とdH(s)jd8の行列要素が時間とともに変化するとき、時間変化が穏やかなら積

分は ω710(s)の最小値と行列要素の最大値によって評価できる。

r 1 1:= f _ ¥ 1 dH (s) In { _ ¥ ¥ 112 I(η(0)IFT，no(s)10(0))12 ~ _.L')___，__r 
.l. 

{_¥lLl 
max II(元(s)ド一一10(8))112 mi叫ωη0(8)]4
---~.l l\ 'V\~JI d8 

1~\~j Il

J 
(83) 

この式の右辺が 1よりずっと小さい時、式 (67)でFTのオーダーの項まで残すという断熱近似が

正当化される。つまり、断熱近似が正しいための判断基準は

mほ fl(l(8)1雫註|0(8))1
7 之>
一
min[ωω(8 )] 

(84) 

が満たされることである。
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λ
∞しむロωロω∞閉山

t1me 

図 6:Landau-Zener模型の 2つのエネルギー準位。

4.2 Landau田Zener公式

2つの時間的に変化するエネルギー準位があるとする。初めにそれらは互いに離れているが、時

間とともに近づき、再び離れる。準位が離れている時はお互いの性格が保たれるが、近い時は準位

聞の相互作用によりお互いの性格は混ざり合って、離れている時の性格はわからなくなる。もし

準位聞の相互作用がなければ二つのエネルギー準位が交差するときにエネルギーは縮退する。し

かし、相互作用があるときは準位の交差は起きずに分裂する。図6はLandau-Zener理論で考える

2つのエネルギー準位を表している。このような 2つの準位があって、初期状態を基底状態とした

時の時間発展を考えていく。

Landau-Zener模型では始めに 2つの準位は無限に離れている。もしハミルトニアンの時間変化

が緩やかならば、状態は断熱的に発展してず、っと基底状態であり続ける。しかし、ある程度ハミ

ルトニアンの変化が速いと、エネルギー準位が近づいた時に非断熱選移が起きる。 Landau-Zener 

理論では Landau-Zener模型で非断熱遷移が起きる確率を求める [64，65]0 

まず、次の時間に依存した準位間相互作用のないハミルトニアンを考える。

Ho(t) =ε1(t)11)(11 +ε2(t)12)(21. (85) 

ここでの(t)とめはそれぞれ Ho(t)の各時刻における固有エネルギーと固有状態を表す。日(t)に

含まれる時間変化は時刻tに線形で

ε1 (t) -ε2(t) =αt (86) 

を満足すると仮定する。 α(>0)は準位間隔の傾きである。準位間の相互作用を表すハミルトニア

ンは

H1=ーム(11)(21+ 12)(11) 

とする。ムは正で、時間によらないとする。全ハミルトニアンは

(87) 

H(t)二 Ho(t)+ Hl (t) (88) 
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で与えられる。この模型で、 2つの準位はt=Oで最も近接し、エネルギーギャップはその時に最

小値2ムをとる。図6はLandau-Zener模型 (88)のエネルギー準位を表わしている。

式(88)のハミルトニアンのもとで時間に依存した Schめdingerを解く。まず、時刻tにおける

状態ベクトルを 1i)で展開し、

|ψ(t)) = C1(t)11) + C2(t)12) 

と表す。 Schrるdinger方程式(42)はC1(t)とC2(t)に関する次の連立方程式を与える。

宇l(t) = c1(t)C1(t)ームC2(t)，
tjC2(t)= 匂(仰)-s(¥(t) 

(89) 

(90) 

(91) 

次の変換を行う。

。l(t)= C1(t)e-iJ~=dt'é I( t') ヲ。2(t) = C2(t)e -i f= dt'e2(め (92) 

C1(t)とC2(t)を用いると式(90)、(91)は次のようになる。

t竺C1(t) = ームC2(t)e
if= i I -__ dt' (ε1 (t')一ε2(t'))

dt 

i竺C2(t) ニームC1(t)e-i f= dt'(日(t')-E2(t'))dt 

(93) 

(94) 

初期条件として t=-∞で状態は 11)にあったと仮定する。それを C1とC2で書くと

IC1(-∞) Iニ 1ヲ C2(-∞)= 0 (95) 

となる。 C1とC2は規格化条件 IC1(t)12+ IC2(t)12 = 1を満たしていないといけない。
式(93)と(94)から C1(t)を消去して C2(t)の方程式を得る。

d _. . ， . c) 

寸 C2(t)+ i(ε1 (t) -ε2(t)) ~J_ C2(t) +ムLC2(t)= O. (96) dt'2 -"-¥ . J ' • ¥ - J. ¥ . I -.. ¥ -I J dt 

ただし dム/dt= 0を使った。ここで次の変換を行う。

Cαωメ州(tい

この変換により C2以(収例tの)の 1階微分と 2階微分は次のようになる。

竺C2(t)= e -~ foc dt'(εI(t')-e2(t')) ~ _~(町 (t) -c2(t))U(t) + 竺U(の~， (侭)1 2 ¥ -J. ¥ -I -.. ¥ -I I - ¥ -J • dt -¥. I I 

~，L')C2(t) 
αE“ 

、、‘
.. 
，，J 
'
T
t
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式(98)と(99)を(96)に代入して整理すると次の U(t)に関する方程式が得られる。

[手+(ム2-jα+千2)]U(I)=0 、、.，，，
ハUnυ 

4

，i
 

〆
'at
、、

ここで変数変換z= e-tπ/4α1/2tを行うと結局

ハ
リ一一、、，ノ

ル
ノ
~

，，，，aE
・白.‘、、~U 

「
S
』
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1
E
E
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E
E
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が得られる。ただし U(z)三 U(♂π/4α-1/2z)、n= zム2/αである。この方程式は Weberの微分方

程式である。初期条件 (95)に対応する U(z)の境界条件は limR→∞。(z= Rei37r/4) = 0となる。
Weberの微分方程式の特殊解D_n-1(-iz)はz= Re何 /4とz= Re

i37r
/
4の軸上において R→∞

でゼロになる。これは考えている境界条件に適合している。したがって規格化定数まで、含めた解は

U(z) = AD_n-1(-iz) (102) 

と書ける。

規格化定数は式 (95)のC1に関する初期条件から決定される。 z平面における t軸はt<Oの時

ei3π/4に沿っている。 D-n-l(-iz)をei37T/4の軸に沿って漸近展開すると [66]

D-n-l (_iRei37r/4)巳 e一伽+1)π/4e-iR
2
/4R-n-1 (103) 

となり、この一階微分は

ネDー η止ほei3π/4)れ -i刊訂4(子)e-iR2/4 R-n-1 (104) 

となる。ただし、 1/R2以上の高次の項は無視した。式(94)とこれらの式を用いると C1(t)のt→-∞

における漸近形として以下を得る。

d _ "，  11(1 __" d__，， ¥1 
IC1(t)1 = : 1ニC2(t)1=一11二αtU(t)+ iニU(t)) 1 ムdt ムI¥ 2 ----¥ -/ . -dt -¥ -/ } I 

I ( 1 1 ，'>_ I A. 1 d _ ，'>_ I A. ¥ I 
= 土|削AI刈11げ(一1αi注RD_一nト一-1(一t偽Re♂t泊阿3ム|門¥ 2------"-q  ---- / --- dR--"-J.¥  / )川| 

白土IAlvale-i(川 4e-iR2/4 Rーη1 (叩5)

ただし tをRとvat= -valtl = -Rにより結びつけた。この式を用いて初期条件の式 (95)を

η=zム2/α に注意して書き換えると

1=IC1(-∞)|=d|Ale一山2/α)/4= -I! IAle7Td2/4α 
ム

、、
、
.. EEa
，ezz' 
cu 
A
U
 

1
Eム
，，，a
目白、、

となる。これより規格化定数として

IAI =ゾマeπγ/4 (107) 

が得られる。ただし γ三ム2/αである。
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t→∞における解を以下のようにして求める。まず、 t→∞は z= limR→∞Re-tπ/4に対応す

ることから

U(t) = U(e-iπ/4y'O:t) 

= ν勾e一円/4D -n-l (Re-i37r/4) (108) 

が得られる。ここで D-n-l(Z)のe-i37r/4の軸に沿って漸近展開すると

μ、-・ 2
D-nー1(Re-i37r/4)勾 e-tR2/4Jπ(n+l)iR-n-1十一三三乙-dR/4JmRn (109) 

f(n + 1) 

となる。 ηは純虚数なのでR→∞で上式右辺の第1項は第2項に比べて無視できる。従ってt→∞

における C2(t)として

ーπ/2 2π 
IC2(+∞)12 =村 γ/ っe 吉If( iγ+ 1)12 

2π"(eー
πγ

ー 1_.0ー2π1
i
21f(打)12 

~ -
、、‘
... a''
，白
ハU
4tム
1
Eよ
/'・
1

、

が得られる。ただしガンマ関数の公式If(口)1-2= ~と(♂X_ e一口)を用いた。

さて、初期条件は IC1(-∞)1= 1かつ C2(-∞)= 0なので、時刻 t=-∞から∞への状態の

断熱時間発展は 11)から 12)ということになる。断熱発展の確率は IC2(+∞)12で与えられる。一方

で、非断熱発展は 11)から 11)である。その確率は

Pnon-ad = 1 -IC2( +∞) 1
2 
= e-27rγ 、I

Eノ

T
E
i
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ム2 ム2
γ=-=， (112) 

最(ε1(t) -ε2 (t)) 

で与えられる。式 (111)と(112)はLandau-Zener公式と呼ばれるものである。それによるとハミ

ルトニアンの時間変化αが小さくなればなるほどその逆数の指数関数で非断熱選移の確率は小さ

くなる。また、準位聞のギャップの最小値ムが小さくなればなるほどその 2乗の指数関数で小さ

くなる。

4.3 Kibble圃Zurek機構

ビッグバンから始まった宇宙は急激に膨張し、高温の無秩序状態から急激に冷やされて秩序状

態に相転移する。秩序状態は空間的に一様というわけではなく、因果律により遠く離れた場所の

秩序パラメターは異なる値を持ちうる。パラメターの値が異なる領域の境には空間的な欠損がで

きる。 Kibbleはこのような宇宙の進化のシナリオを考えた [67]0Zurekはそれを物性物理の世界

で検証することを提案した [68]0

ある熱力学的な物理系が温度Zで2次相転移するとする。無次元化された温度を E三 (T-Tc)/丸

で定義する。転移温度近くかっ転移温度より高温での相関長ごと緩和時間 TRが臨界指数 νと動的

臨界指数zを用いて

と=とo/IEIV (113) 
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TR = TO(と/ごO)Z= To/lεIZV (114) 

と書けるとする。おと TOはそれぞれ相関長と緩和時間の臨界振幅である。温度が時間tとともに

転移点付近で、線形に下がっていると仮定する。

ε(t) = -t/T (115) 

すなわち
¥、
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ここでl/Tは温度の降下率を調節するパラメターである。温度は高温から低温に下がるように、時

刻tはt<Oから t>Oに進むものとする。各温度で常に平衡状態にあるとすると相関長は転移温

度に近づくにつれて式 (113)に従って発散する。しかし温度が転移温度に近づいてくると緩和時

間が永くなる。それにより、平衡状態になる前にさらに温度が下がり、転移温度を超えても相関

長は有限のままで系は固まってしまう。転移温度よりも低温ではもはや緩和は起こらない。相関

長が有限であるということは相関長程度のスケールでは秩序パラメターが等しい値を持つが、そ

れより大きいスケールでは別の値を持つことを意味する。これが相転移のダイナミクスにおける

Kibble-Zurek機構である。

相関の発達が止まってしまう温度を見積もるために、温度ε(t)における緩和時間と転移温度に

達するまでの残り時間 Itlが釣り合う時刻iを次式で定める。

ァ州=可/(Iil/T)Zν=lil (117) 

時刻がt>-lilになると緩和時間が転移温度までの残り時間より永くなるために、もはや系は温

度ε(t)の平衡状態にはなりえない。そこで正三 ε(i)を相関の発達が止まる温度とみなす。式(117)

をlil/Tについて解くと tの表式が得られる。

IEI = lil/ァ =(TO/T)I/(!+ZV) (118) 

これを式 (113)に代入すると、温度が転移温度より下がった後の相関長が得られる。

問。(え)ν山 ν) (119) 

平均場理論のもとではν=1/2、z= 2なのでご=ごo(T /To)I/4が得られる。つまり相関長は温度

降下率の逆数 7とともに T1/4で大きくなる [69]0

以上の話を量子系の量子相転移に適用することが可能である [70]。ハミルトニアンが

H = fHkin + Hpot (120) 

で与えられているとする。ここで HkinとHpotは互いに非可換な演算子である。パラメタ-rが

rこれの時に系は2次の量子相転移を起こし、 rくれでは基底状態は秩序状態であるとする。無

ハ
吋
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次元化したパラメタ-e三 (f-fc)/fcを定義する。 Fがれより大きく、かつれに近い時、基底

状態の相関長が

とごと0/1ε|ν

のように書けて、さらに基底状態と第 1励起状態の間のエネルギーギャップムが

(121) 

ム=ムo(ご/[，O)-Z (122) 

と書けるとする。エネルギーギャップは「緩和時間」に相当する特徴的時間を定める。

恒三 1/ム=70 (と/ごoY= 70/1ε IZν. (123) 

ただし 70三 1/ム。とした。さて、ここでパラメターε(t)が次式のように時間に線形に変化すると

仮定する。

ε(t) = -t/7 (124) 

ただしァは ε(t)の変化率を定めるパラメターである。時刻 tはt<Oから t>Oへと進むものとす

る。 t=Oが転移点になる。始めに系の状態は基底状態にあったとする。 ε(t)が0に近づくとギャッ

プムが小さくなり、状態が励起状態に非断熱遷移しやすくなる。断熱性が失われる時刻とギャッ

プの大きさとの関係を相転移点までの残り時刻 Itlと「緩和時間Jとの関係に置き換えて、両者が

等しいという条件

制)=可/(lil/7 rv二 lil (125) 

をおく。この条件から断熱性が失われる時刻iを決める。上式を解いて式(124)に代入するとt=t

における εの値が次のように求まる。

IEI = 111/7ニ (lil/7)Zν (126) 

熱力学的な相転移の時と同じように、相関がt=-t以降は発達せず系の発展がそこで固まってし

まうと考えると、 t>O以降の状態での相関長は

t勾ごo(7 /70)ν/(1+zν) (127) 

で与えられる。

たとえば 1次元横磁場イジング模型

Hkin = -Lσf?Hpot=-乞σ741 (128) 

ではfc= 1で量子相転移を起こすことがわかっている [17]。またその時の臨界指数はν二 1、z= 1 

であり、臨界振幅はと0=1、ム0=2であるに従って、 Fをf>1から f=Oに変化率 1/ァで時

刻tに線形に変化させながら状態を初期時刻の基底状態から時間発展させると、 f=Oになった時

5格子定数を 1とした。
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の終状態の相関長はt勾 (2T)1/2となる。 1次元イジング模型の場合には、相関長の逆数は向きの
異なる強磁性ドメインの間にできるキンクの密度に相当する。従って、キンク密度は ρ勾 l/ffT
となる。なお、この模型は正確に解くことができて、キンク密度の正しい表式はρ=1/(2πゾ五)

となる [71]。つまり Kibble-Zurekの議論により得られるキンク密度は 1/2π の因子を除いて正し

いことがわかる。

4.4 量子モンテカルロ法による時間発展

この節では Morita-Nishimori[52]によって証明された量子モンテカルロ法のダイナミクスによ

る量子アニーリングの収束について述べる。

横磁場Hkin= -r:Liσfを制御することによりランダムイジング模型Hpot({σi})の量子アニー

リングを行うことを考える。 3.3.2節で述べたように、量子モンテカルロ法では横磁場イジング模

型は次元が 1つ大きいイジング模型

H({σjJ)})=24川})一千三平外j)σjJ十1) (129) 

に変換され、逆温度βのもとでの分配関数は

Z 勾 Eexpl五丘(似j)})] 

=主}exp [一五240t({σj3)})恰写什
とする。この式の両辺はグ/!lJ → O で厳密に等しくなる。ただし γ ニ~ln(coth長r)である。以
下、横磁場Fが時刻tに依存する場合を考えるので、 γもtに依存する。さて、ここで九三 AI/s、

九 (t) 三 1/γ (t) を定義する。さらに乃(σ) 三幻~1Hpot( {σjJ)})、F1(σ)三一幻11乞144j+1)
とおく。ただし全てのイジング変数を単に σと書いた。以下この簡略した記法を用いる。これら

の記法により上の分配関数は

仰)=矛xp[-雫-間l (131 ) 

と書ける。

モンテカル口法の本質である Markov鎖は次式で定義される状態σから σfへの選移確率で特徴

づけられる。

r P(σヘσ)A(σヘσ;t) (for σ#σ') 
G(σ，σ; t) = ~ 

II -2二σ"P(σぺσ)A(σ11?σ;t) (forσ=σ') 

ここでP(σfぅσ)は状態がσから 1ステップでσfに移る確率であり、 A(σ/ヲσ;t)はσから〆への選

移が採用されるかどうかを判定する受理関数と呼ばれるものである。 A(σ，σ;t)がある状態の確率

分布関数q(σぅt)の比:r= q(σf、t)/q(σ、t)の関数であるとして、それをA(x)と書く。 A(;:r)がzの

(132) 
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単調増加関数でO三A(x)::; 1かつ x>Oに対して A(l/x)= A(x)/xを満足するようにとれば、

乞σG(σ仁σ;t)q(σ; t) = q(σ'; t)となる。すなわち q(σ;t)が固定されたtのもとでのG(σ1ぅσ;t)で定

義される Markov鎖の定常分布となることが示せる。 A(x)はMetropolis法ではA(x)= min(l， x)、

熱浴法では A(x)= x/(l + x)である。

遷移確率G(σ'，u;t)が時間に依存する時、初期状態分布p(σぅto)が与えられた時の時刻t= to + l 

の分布p(σ;tヲto)は

p(σf;tjo)= 玄G(σfJ;tj仰 (σ;to) 
σ 

L G(σヘσ1-1;to + l -1) . .. G (σ2，u1;to + l)G(σ1， u: to )p(σ; to) (133) 

または行列表示で

p(t， to) = G(t， to)p(to)三 G(to+ 1-1)... G(to + l)G(to)p(to) (134) 

で与えられる。

状態の集合をここで3つ定義する。まず始めに全ての状態の集合をSと書く。次に、 Sσーを状態

σから 1ステップで到達できる状態の集合とする。 Smを全てのσfεSσ に対して F1(σ)とF1(σ')

となるような σの集合とする。

続いていくつかの量を導入する。 d(σヘσ)をσから σfへ状態を移すのに最小限必要なステッブp数

とする。 S111に含まれない任意の状態σから d(σヘσ)を最大にするようなゲを選んだ時の d(ゲ?σ)

をD(σ)とし、 D(σ)が最小になるように σを選んだ時の D(σ)をRと書く。 Rは状態空間の中の

ある状態と、そこから最も遠く離れた状態との「距離Jを最小にするように 2つの状態を選んだ

時のその「距離jを意味する。ある与えられた状態σと、そこから 1ステッフで移れるdのエネ

ルギー差|乃(σ')-Fo(σ)1のu'E Sσに関する最大値を Ko(σ)とし、さらにそれのσεSに関す

る最大値を Loとする。同様にエネルギー差!日(σ')-F1 (σ)1のσfξSσ に関する最大値を K1(σ)、

さらにそれのσεSに関する最大値を L1とする。

Morita-Nishimoriは有効温度目(t)のスケジュールが

RLl 
T1 (t) 2一一」ー
一 ln(t十2)

(135) 

すなわち横磁場が
111 _， 

f(t) 2 -~ tanh-1 =-s V~.... (t + 2)2/RLl (136) 

ならば、 Boltzmann因子

( Fo(σ) Fl (σ)¥ 
q(σ; t) =一一叫l一一一一一一)
Z(t) ---r ¥ 九九(t)) 

とA(l/x)= A(x)/xを満たす受理関数A(x)が作る Markov鎖はt=∞で

( Fo(σ)¥ 
巾)= ~叫 (-τ~- I 1 
ρo ¥ _l 0 ノ

(137) 

(138) 
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に収束することを証明した。ただし Zo=玄σexp(一月(σ)/九)はイジング模型Hpot({σi})の分配

関数の M 乗である。

証明はシミュレーテイツドアニーリングの収束証明 [4]と同様に、まずMarkov鎖の弱エネルゴー

ド性を証明し、それに基づいて次に強エルゴード性を証明することによってなされる。

弱エルゴード性とは任意の異なる初期確率分布から出発した Markov鎖がt→∞で初期条件に

よらなくなることを指す。また、強エルゴード性は任意の初期確率分布から出発した Markov鎖

がt→∞で唯一の確率分布に収束することを指す。弱エルゴード性と強エルゴード性については

次の弱エルゴード定理と強エルゴード定理がある。

弱エルゴード定理:ある正の増加列{ti}(i = 0ぅ1ぅ2，・ー)が存在して

乞(1-α(G(ti+l， ti)))→∞  (139) 
i=1 

となる時、 G(t)による時間変化する Markov鎖は弱エルゴード性を持つ。ただし、エ

ルゴード定数α(G(ti+1，ti))は

α叫(Gω(収ti仏1叶川十
1σFげ， εs- 一~- J 

で定義される。

強エルゴード定理:G(t)による時間変化する tvlarkov鎖は以下の 3つの条件を満たす
とき強エルゴード性を持つ。

(1) Markov鎖が弱エルゴード性を持つ。

(2)全ての tに対してp(σ';t) =乞σG(σfぅσ;t)p(σぅt)を満たすような定常分布p(σ;t) 
が存在する。

(3)定常分布p(σ;t)が

乞IIp(t)-p(t十 1)11<∞  (141) 

を満たす。

これらの証明は文献 [72]に譲ることにして、ここではこれらの定理を使って弱エルゴード性と強

エルゴード性の証明を行う。

ωを全てのP(σfぅσ)> 0の中の最小値とする。始めに、 (i)σfヂσでP(σf，σ)> 0の時、全ての
t>Oに対して、または (ii)σ'-σでσεS¥Sm6の時、あるt1が存在して全ての tとt1に対して、

G((/，o-，t) >叫)仰(-:0 _ rnL}_. ¥ i 
¥ To T1 (t)) 

(142) 

が成り立つことを見る。

6S¥SmはSから Smを除いた集合

q
J
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まず(i)σ#σfでP(σf?σ)> 0のとき、全てのt>Oに対してα=(九(0"')一月(σ))/九+(F1(σ')-

F1(σ))/T1 (t)とすると、 α>0ならば A(e
O)三A(l)なので

q(σ';t)A(q(σ; t) ¥ α 
ω一一-Al一一一 1= we-OA(♂)三間一αA(l)
q(σ;t)--¥q(ゲ;t)) 

(Ln Ll ¥ 
>ωA(l) exp卜:v-rn-/1¥ 1 " (143) 

¥ To T1(t)) 

また αs;0ならばA(eーっと A(l)なので

( q(σ'; t) ¥ 
G(σrヲσ;t) = P(σf?σ)Al-一一)

¥ q(σ; t) ) 

(q(O"'; t) ¥ 
G(σ'，0"; t) 三 ωA(一一一 )=ωA(e一α)三ωA(l)

¥ q(σ; t) ) 
(Ln Ll ¥ 

>ωA(l) exp ( -:v -rn-/，¥ 1 
¥ To T1 (t)) 

次に (ii)σεS¥Smのとき、 F1(σ')-Fl (σ) > 0となるゲ εSσ がある。その σfに対して

l DjFu(ゲ)一月(σ) Fl (ゲ)-F1(σl) 
1m eXD I一 一 I

r ¥ To T1 (t) ) 

さらに z三1に対して A(x)= xA(l/x)三x <A(l/x)三1をイ吏った)より

'"___ A (q(σ， ; t) ¥ ___ '" __ _ q (σ'; t) ハ
一 一一一…一一
t→∞--¥ q(σ; t) ) -t→∞ q(σ; t) -

従って正の微小量εに対しであるわが存在して

A(叫<パq(σ; t) ー

とできる。一方A(x)三1なのでtとhに対して

σ A(叫q(σ; t) 
( q(σ， ; t) ¥， "" r> I _" _ ¥ A (q (σ"; t) ¥ 

= P(内 )A(一一)+ 乞 P(σ"， O")A (一一)
¥ q(σ; t) ) σ11モS¥{σ'}-，-，-r-¥q(σ; t) ) 

< P(σ'，0")ε+ 乞 P(σぺσ)
σ"εS¥{σ'} 

二一(1-ε)P(孔σ)十乞 P(σ"，O")+P(σヤ)
σ11εS¥{σ'} 

= -(1-ε)P(σヘσ)十1.

従って t? tlに対して

G(σ，σ; t) 
( q(σ";t)¥ 

= 1-L:P(σぺσ)A(一一一)
σF¥q(σ; t) ) 

> 1-{-(1-ε)P(σヘσ)+ 1} = (1 -ε)P(σヘσ)> 0 

ところで、い∞で川(1)exp(一台一命)→0なので十分大きいhに対して

G( 山 ) > (1 一 ε判)印川P町(内 > 初叫叫A(仰(ρ1山)リ)
¥九 T九1(t例tの))

Vtとtl

A
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が成り立つ。

次に弱エルゴード性の証明を行う。 σ*をmaxσI{d(σfぅσ)}を最小にする σε S¥ 5111とする。定

義から max()"1{d(σfぅ♂)}=Rである。つまり任意の σから♂までの遷移は高々Rステッフ。で、で

きる。今、時刻t-Rでσから tでゲに遷移する Markov鎖を考える。

G(σぺσ;tぅt-R) = 乞 G(σぺσR-l;t -l)G(σR-l， O"R-2; t -2)..' G(σ1，0";t-R) (151) 
σ1，σ2， σR-l 

σ*の定義から 0<l < Rの範囲に、ある lが存在して

σ三 σ。チ σ1チσ2チ.. .チ σ{=σi十1=・・・ =σR=σ* (152) 

を満たすような σからゲへの可能な選移の列がある。 tが十分大きければこの列の i< lに対して

は式 (142)より

G(σi+l‘σi;t -R+i) ニ P(σi+l，σi)A(σi+1 ~σi ;t -R+i) 

( Lo Ll ¥ 
ωA(l) exp (一一'"1-，- ~.Ln ， .¥ ) . (153) 

¥ To T1 (t -R + i) ) 

i三lに対しては0"*E 5 ¥ 5mなので式 (142)より

G(σi+lぅσi;t -R + i) = G(σぺσ*;t -R + i) 
( Lo Ll ¥ 

三 ωA(l)exp(-:，v_"'I' ~.Ln ， .¥). (154) 
¥九九(t-R+i)ノ

従って十分大きな tに対して

G(σぺσ;tうt-R) と G(σぺσR-l;t-1)G(σR-l，σR-2;t -2) . . . G(σ1，σ;t -R) 

R (RLo ~l Ll ¥ 
~ (切A(l))Itexp I一一一-) ， '" 1 ~ ~.Ln ~.\ I 

¥ To 訂 T1(t-R + i)) 
R (RLo RL1 ¥ 

~ (wA(l))Itexp ( -一一一 ) • (155) 
¥ To T1 (t -1) ) 

最後の不等式では T(t)の単調性を用いた。ここで時刻 t-Rから tへのエルゴード係数 α (式

(140) )を評価する。まず十分大きな tに対して

乞min{G(σぺσ;tぅt-R)， G(σffj;tぅt-R)} 三 min{G(σヘσ;t，t-R)，G(σ* ， 0"'; tぅt-R)} 
σ" 
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次に

ベ叩叶干ぺ(乞5PPPIm山川n凶i
I ~ I • 1， " R (RLo RLl 
l 九 T1(t -1) 

(157) 

これより
R (RLo RL1 ¥ 

α(G(t， t -R))三1-(即A(l))Itexp ( --;::v -rn ~~~.L ~ ¥ ) 
¥ To T1 (t -1)) 

(158) 
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(159) 

正

R (RLo RL1 ¥ 
1-α(G(t，t -R))と(ωA(l))nexp ( -一一一 ) 

¥九 T1(t -1)) 

が得られる。従つである正の整数koが存在して k> koに対して

鈴木

(160) 
R (RLo RL1 ¥ 

1-α(G(kR， kR -R))と(ωA(l))κ叫(一一一 ) 
¥ To T1 (k R -1)) 

ここでT(t)= RLI/ ln(t + 2)を代入すると

乞(1-α(G(kR， kR -R))) 
k?ko 

> 乞(1-α(G(ぼうは -R))) 

を成り立たせることができる。

(161 ) 川)何(守)足首I→∞> 

が示せる。従って弱エルゴード定理よりこの Markov鎖は弱エルゴード性を持つ。

強エルゴード性は、 Markov鎖が強エルゴード定理の 3つの条件を満たすことを示すことで証明

する。条件 (1)はすでに上で弱エルゴード性を持つことを示したので満たされている。条件 (2)は

式(132)の下で述べられているように Boltzmann分布(式 (137))が l'vlarkov鎖G(t)の定常分布

であるので満たされる。以下に条件(3)が満たされることを示す。 F九'1(σめ)の最小値を F1.い‘j川川111山1

を与える状態の集合を Sふ1，r川川r汀mi凶linと書く。また F1(σ)-F1.min = D1(σ)と書く。 σεS1，minに対して

(一組-?;(tir) Tb ヲ苛Iア

乞 eXD( -Fol(J"') 日(σf)
σ，exp ~一寸γ-1立川

q(σ; t) 

(162) 

問
一
九

乞σ'ESl.minexp (一平)+乞ω ¥Sl，mine叫-wro(σ1_耕)

(163) 

T1 (t + 1) < T1 ( t)かつσfε S¥ Sl，rninに対して FI(σ')一円、min> 0なので

叶 451))くほP(-25i)

(164) 

従ってq(σ;t+1)>q(σ;t)が言える。 σε S¥ S1，rninに対しては

eXD (一五位よ一主主斗
y ¥ To TI(t) ) 

q(吋)=乞ωl，minexp (一帯ユ)LLFdh

(165) 
l q(σ; t) 

D1(ゲ)q(〆;t) >一ーすI T1(t)'2 L 
σ'εS¥Sl，min 

T1 (t) 
172Zq(σぅt)

T1 (t) J 
ゴ7iDl(σ)-

この式を tで微分する。

11q(σ; t) 
dt 

上の式でむ(t)は単調減少なので守主<0、また{}の中山が十分大きければ川)が小さく

なってdε S¥ SLmi 

-636ー
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り大きい tに対して議q(σ;t) < 0 すなわち q(σ;t+1)~q(σ ;t)がいえる。これらの q(σ;t + 1)と

q(σ; t)の関係から乞σq(σ;t) = 1に注意すると

IIq(t + 1) -q(t)11 ニ乞 (q(σ;t+1)-q(σ;t)) - 乞 (q(σ;t+ 1ト q(σ;t)) 
σεSl.minσεS¥Sl，min 

= 2 2二 (q(σ;t+1)-q(σ;t)) (166) 
σεSl，min 

乞Ilq(t十 1ト q(t)11= 2 2二 (q(σ;∞)-q(σ; tl))三2. (167) 
t=tl σεSl，min 

従って

乞Ilq(t+ 1) -q(t)11 玄 Ilq(t+ 1) -q(t)11 +玄Ilq(t+ 1) -q(t)11 
t=O t=tl 

~ 2t1 + 2 <∞  (168) 

が示される。以上から 3つの条件が全て満たされるので、強エルゴード定理からこのl¥1arkov鎖

によって任意の初期状態分布から得られる状態分布は t→∞で分布

xp(-弓学)
γ(σ)=¥/叩/¥
や一一( Fo(σ') ¥ 
ムJσ'COAjJ¥ -1τ-) 

(169) 

に収束する。

5 有限系の残留誤差

前節では量子状態の断熱発展の理論を述べた。この節では有限系における量子アニーリング後

の残留誤差を議論する。有限系では特別な対称性により生じる縮退がない限り基底状態と励起状

態の間に有限のエネルギーギャッフ。がある。従って、ハミル卜ニアンの時間変化がゆっくりならば

断熱定理の理論が適用可能となる。この節ではまず数値計算を紹介し、それから断熱定理を用い

た残留エネルギーの解析を行う。

5.1 数値計算

ここでは少数サイズの強束縛模型と 2次元Edwards-Anderson模型という二つの模型に対して

量子アニーリングを実際に数値計算で行う。

まず始めに、ポテシシャルハミルトニアン

只
M

ヤ
μ

H
 

(170) 
i=l 

を考える。ここで li)は 1つの粒子が tサイトにいるということを表す状態である。只は tサイト

にいる粒子が感じるポテンシャルで、今の問題ではランダムな値が与えられているとする。問題

門

i
η
J
 

FLO 
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図 7:左:20サイト強束縛模型の各サイト上のランダムなポテンシャルエネルギー。この場合 17

番目のサイトが最低エネルギーである。右:強束縛模型に対する量子アニーリング後の残留エネ

ルギー。アニーリング時間ァとともに残留エネルギーは減少する。ァが大きい極限では 7に対して

1/T2のようにふるまう。

は式(170)の基底状態すなわちポテンシャルエネルギーが最も低いサイトを探すことである。強束

縛模型では「運動エネルギー」として次のトンネルハミルトニアンを考える。

Hkin =-乞 (Ii)(i+ 11 + li + l)(il). (171 ) 

i=l 

これら 2つのハミルトニアンを使って次の時間に依存したハミルトニアンを作る。

H(t)こい-llHKin+EHpot-
¥ T / T 

(172) 

量子アニーリングの手続きとして初期状態は H(t= 0)すなわち Hkinの基底状態にとる。今の場

合それは

同(0))二方をli) (173) 

である。この初期条件のもとでSchr凸dinger方程式 (22)を解き終時刻t=Tにおける状態|世(T)) 

を求める。

図7は20サイトの強束縛模型に対してRunge-Kutta法でSchr凸dinger方程式を数値的に解いた

結果を表している。残留エネルギーは

Eres = (曽(ァ)1 Hpot1世(T))-Eg (174) 

で定義される。ただし EgはHpotの基底エネルギーである。図 7左のようなポテンシャルエネル

ギーの場合、 Eg= V17である。

残留エネルギーは 7とともに減少する。これは 7が大きくなればなるほど時間に依存したハミ

ルトニアン (172)の時間変化は緩やかになるので断熱性が良くなることを反映している。 7が大き

い極限で残留エネルギーが 1/T2に比例して減少することは注目すべきことである。

-638ー



組み合わせ最適化問題と量子アニーリングー量子断熱発展の理論と性能評価一

_J=+l  

一一一ー J=-1 

[l_J 

(a) 

λr'-~.，­
ω0.01 i -~.，-
相~ ".， 

8mト¥¥-
同 lE-4J ~-・~ー
~ ~、\ー\ー

ロ山~ ~ヘ.".，・-
'"0 ~ ~圃
.00 lE-6 
_~ .~ _ ~ --Eres = A/t2 
凸乙 lE~7 

100 1000 

τ 
10000 

図 8:左:Edwards-Anderson模型の結合定数。 3x3の2次元正方格子を考えている。右:残留
エネルギーのァ依存性。ァが大きい極限で 7とともに 1/T2で減少する。

次に、ポテンシャルハミルトニアンとして Edwards-Andersonハミルトニアンを考える。

Hpot = 乞 JijSfSj-h 2二sf
<t.)> 

(175) 

sfはPauliのスピン演算子のz成分である。スピン間の相互作用は最近接のみに働いて、結合定
数Jijは十1か-1の値をとるものとする。縦方向の磁場 h= 0.1は基底状態の自明な縮退を取り

除くために入れられる。この系の「運動エネルギーJとして横磁場

Hkin =-乞sf (176) 

を考える。 SfはPauliスピン演算子のz成分である。時間に依存したハミルトニアンは式 (172)

と同じ

H(t) = (1 -~)民in+;Hpot
とする。初期状態は Hkinの基底状態にとるが、それは

の fl↑)i+ I↓)i 1 同(t))=匂III {t /21 ~{t J 

である。ただし|↑)iと|↓)iはそれぞれsfの固有値iと-iに属する固有状態とする。

(177) 

(178) 

図8は3x3の2次元正方格子上のEdwards-Anderson模型に対する量子アニーリングの数値計

算結果である。時間に依存したハミルトニアン (177)に対する Sch凶dil1ger方程式をRunge-Kutta

法により数値的に解いている。 Edwards-Anderson模型の Jijの値は図左に示されている。この場

合の Hpotの基底状態は自明ではないが、計算機で求めるのは容易なので得られた基底エネルギー

Egを元に式(174)で残留エネルギーを計算する。結果は強束縛模型の場合とよく似ている。残留

エネルギーは 7とともに減少し、特にァが大きいところでは 1/T2の振る舞いを示す。
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この小節では異なる模型に対して残留エネルギーがァが大きい極限で 1/72で減少することを数

値計算により示した。次の小節では断熱定理による解析から 1/ァ2の振る舞いが一般的な性質であ
ることを示す。

5.2 断熱定理による解析

時間に依存するハミルトニアンが式(172)の形をしているとする。このハミルトニアンはt/7== 8 

に依存するのでハミルトニアンの各時刻における固有状態と固有エネルギーを In(8))、ら(8)と書

くことにする。 η=0は基底状態に、れ =1は第1励起状態に対応する。残留エネルギーは

Eres (申(7)IHpotl宙(7))一ε0(1)

ニ玄白(1)1 (η(1) 1世(ァ))12-ε0(1)乞I(n(l)1曽(7))12 
η>0 η>0 

乞(ぉ(1)-1:0(1)) I(η(1) 1世(7))12 (179) 

と書ける。ここで 4.1節の記法を用いると

l(n(l)1世(γ))12 = (O(O)IHlt(l)1η(0))(η(0) 1111(1) 10(0)) 

ぉ (0(0)IF;，on (1) In(O)) (n(O) IFT，no (1) 10(0)) (180) 

である。ただし、 rvに対して Fのl次まで残す近似を用いた(式 (67))。従って、残留エネル
ギーは

Eres勾玄(εη(1)-ε0(1)) l(n(0)IFT.no(1)10(0))12 (181) 
η>1 

と表せる。ここでFT，no(l)が7→∞でオーダー 1/7の量であることを思い出そう。すると Erωは

Er田勾)~ (εη(1)一向(1))x 0 ( _;. i = 0 ( _;. i 
ー::-: ¥7“/  ¥ 7“ j n>l 'ノ¥ノ

(182) 

であることがわかる。このことから 7以外の全てのパラメターを固定して7を動かすと、 7→∞

で残留エネルギーは 1/72の振る舞いを持つことが明らかとなる。しかもそれはHpotや Hkinの形

によらない性質である。

次にどのくらいァが大きくなると残留エネルギーの 1/72の振る舞いが見えるようになるかを明

確にしよう。 4.1節で述べたように、 Wが Fの1次までの項で近似できるのはァが

111axs [1 (1 (8) 1雫丘10(8))1]
ア>>7r;， 7r; == 

v ， . v - lnU1s [εl(S)一εO(s)]2
(183) 

を満たすときである。ここで規格化された時刻s三 t/7の関数としてのハミルトニアンを H(s)と

書いた。この条件がまさに残留エネルギーの 1/ァ2則が見える条件となる。 7Cは状態の断熱発展

の困難さを定める特徴的時間で、 7Cが永いと断熱発展はしにくくなると同時に量子アニーリング

の誤差も大きくなる。
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図 9:左:ハミルトニアン (184)のエネルギー準位。右:残留エネルギー。ハミルトニアンのパラ

メターは h=2、α=0.2にとった。

アr-vTCの領域では断熱近似を適用することはできない。この領域では Landau-Zener理論が有

効となる。そのことを見るために次の時間に依存したハミルトニアシを考える。
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(184) 

時刻は0三t三7の間で定義されているとする。図9左はハミルトニアン (184)の各時刻における

このハミルトニアンは 1スピンの 2準位系である。各時刻のエネ固有エネルギーを表している。

ルギー固有値をεo(t/ァ)、 εl(t/ァ)と書く。

初期状態を初期時刻のハミルトニアン HLZ(O)の基底状態にとる。 Landau-Zener公式 (111)、

(112)により基底状態から励起状態に非断熱遷移する確率P1は

(185) Pj = exp [一千l
これより終状態の残留エネルギーは

(ε1 (1)P1 +εo(l)Po) -ε0(1) 

(叫1)一叫1))仰 1-;三|
L せ iCJ

Eres 

となる。

(186) 

h 

4α2 
(187) 

と書ける。ここで乃は終状態に H(T)の基底状態が見出される確率で、九十P1= 1を満たすo

TCは式(183)により定義された特徴的時間で今の模型の場合、上のような表式となる。式(186)の

Landau-Zener公式によるァに関する指数関数は断熱近似から導かれる 1/T2則とは対照的である。

Landau-Zenerの指数関数的振る舞いから断熱近似のベキ的振る舞いへの変化をみるために、

Runge-Kutta法により式 (184)のハミルトニアンに対する Schr凸dinger方程式を数値的に解いて

残留エネルギーを計算した。図9右がその結果である。四角の点が時間発展後の残留エネルギー

を表している。比較のために Landau-Zener公式による曲線と断熱近似による 1/ァ2の線を書い

1
1
4
 

A
斗
A
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た。 Landau-Zener理論による指数関数的な振る舞いから断熱近似の 1/T2の振る舞いへの変化は

明確である。式 (184)はLandau-Zener理論によりよく説明できる模型なので残留エネルギーの

Landau-Zener公式によるフィットは T I"V 7Cあたりでとてもよい。数値計算のパラメター値から

導かれる特徴的時間は7C= 12.5である。図9右ではァと 200で1/72の振る舞いが現れる。この

ことは断熱近似が T>>TCで成り立つこととほぼ合致する。

最後に残留エネルギーとアニーリングのスケジュールについて触れる。残留エネルギーの断熱

近似の表式(181)をさらに詳細に見てみる。 4.1節の式(81)によると

_ t dseiT(仇 (s)一φo(s)) 一1 I ~ { ¥ 1 dH ( s ) (η(0) 1九 0(1)10(0)) = I dse 一一(π(s)1一一一10(s)) 
ん ωηnO(いs)

コρ02Tげ吋T
t 7Vωηo  (s)2 10 ' -¥ T2 ) 

一 i (oiT川)一州l)d元(1)1雫旦10(1))
7 ¥ -ωη0(1)2  

一円(山的)i耐 )lfpp(0))し。山 (蹴)
ωnO(O)2 J' -¥ァイ

と書ける。ただし、 H(s)は s三 t/ァの関数としてのハミルトニアンで、怖い))は|ぇ(0))に対
する相対的な位相を消去した H(s)の固有状態である。また、 ωnO(s)= εη(s)一εO(s)であり、。/(s)= J~ ds'c[(s')である。これより

1 (1(先(1)崎勾(1))1. I(附)崎旦10(0))1¥ I n (ハ
l(n(O)IFr，no(l)IO(O))1 :sー|+|+O(-)(189)

....c 7 ¥ωη0(1)2 ωnO(0)2 J' -¥ T2 ) 

が成り立つので、残留エネルギーは 1/72の主要項だけ取ると

てや~ (~(1\ ~ (1¥¥ (山μ1( 冗(1リ1)1~
足=三互 ¥ 、(仇ε九以ηバ(ρ1)ト一ε匂叫Oぱ(ρ仰1りゆ)け)l + l (υ19卯削0的) ρi \~n\.J ~V\.JJ ¥ ωno(1)2 ωnO(0)2 ) 

となる。 Moritaはこの表式から dH(l)/ds= d亘(O)/ds= 0なら残留エネルギーの 1/T2の項が消

えることに気づいた [73]。実際に、もし dH(l)/ds= dH(O)/ds = 0だとすると式(189)の右辺は

1/72の項が主要項となり

1 (1(元(1)4F10(1))||(元(0)1 d2!~0) 10(0))1¥ I n (パ
l(n(O)1凡nO(1) 10 (0) ) 1 :sー|+|+0(τ)(191) 

....c 72 ¥ωno(l)3 ωη0(0)3 J' -¥ 73 ) 

が成り立ち、その結果

ャ (1(元(1)1~五à 1 )10(1))1 . I(冗(0)1雫aO)IO(O))1¥ 2 
Eres足τ:L(ら(1)-εo(1))|3l  
tZ>11w(1) 州 0(0)3 ) 

となる。さらに同様にして dlH (1) / dsl = dl H (0) / dsl = 0 、 (l=1 ， 2~. ・.，m -1)だとすると

ゃ (1(長 (l)ldn~評判1))1 . 1 (元(0)1 dn~評判0))1¥ 2 
Eres足三布、、 (ε(1)-εo(1))l m+l l 
f>lni 州 0(1)ωηO(o)m+l } 

(192) 

(193) 
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となる。このようにしてハミルトニアンの 8=0と8= 1における微係数をゼロになるように時間

依存性を作れば、断熱近似領域での残留エネルギーの減少率を高めることができる。さらに無限

回微分してもゼロになるような関数、たとえば f(s) = tanh[tan{π(8 -1/2)}]を用いて

H ( 8) = (1 -f ( 8 ) ) H kin十f(s) Hpot (194) 

のようにとると、少数系では残留エネルギーは 7のベキで減少することはなく Landau-Zener的な

振る舞いを反映して Tの指数関数で減少する。

6 熱力学極限における残留誤差

前節では有限系における量子アニーリングの残留誤差を論じた。有限系では特別な対称性がな

ければ基底状態と励起状態の聞に有限のエネルギーギャッフ。が開く。しかし、熱力学極限では有限

系で有限だったエネルギーギャッブロがゼ、口になることがある。それは巨視的な対称性が変化する相

転移に伴う現象である。有限系では有限のエネルギーギャッフの存在により断熱定理が成り立つ

が、熱力学極限ではギャッブ9が閉じるために断熱定理は成り立たない。この節では相転移をまたぐ

状態の時間発展を議論する。量子系では相転移をまたぐ時開発展の一般論は今のところ存在しな

い。そこで 1次元のラシダムイジング模型を用いて現在まで明らかになっていることを述べてい

く。 1次元のランダムイジング模型については量子アニーリング後の残留誤差とシミュレーテイツ

ドアニーリシグ後の残留誤差の直接的な比較が可能であり、両者に差があることが明らかになっ

た。そこでまず 1次元ランダムイジング模型に対する量子アニーリングの理論を紹介し、それか

らシミュレーテイッドアニーリシグの理論を述べて両者を比較する。

6.1 1次元ランダムイジング模型の量子アニーリング

次の横磁場中の 1次元ランダムイジング模型を考える。

H=-r乞hiσf-LJiσfσf+1ヲ (195) 
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(197) 

ここでσfとσfはそれぞれ Pauliのスピン演算子の z成分とz成分である。このハミルトニアン

のうちランダムイジング模型の部分は強磁性的な相互作用からなっている。 1次元の場合、反強磁

性の相互作用が入っていてもゲージ変換によって全てが強磁性相互作用の模型に変換できる。し

たがって式 (195)のハミルトニアンは符号までランダムな模型も含んでいる。

ハミルトニアン (195)で量子アニーリングが目的とするのはFの大きさを時間とともに変えて

r=oのランダムイジング模型の基底状態を求めることである。今の模型ではその基底状態は全て
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のスピンが上向きまたは下向きでそろった強磁性状態である。従って基底状態を探すという最適化

問題の観点からはこのランダムイジング模型は自明な解を持つ。しかし、第 1励起状態がどんな状

態であるかは自明ではない。言い換えると局所的なエネルギー極小が多数存在して、シミュレー

ティッドアニーリングや量子アニーリングにより解を探す過程のダイナミクスは非自明である。

この模型はr= rc = 1で量子相転移を示すことが知られている。その臨界的な性質は Fisher
らによって詳しく調べられた [74，75]。基底状態と第 l励起状態の間のエネルギーギャップは臨

界点r= 1でゼロになる。今、系の長さ(スピン数)Nが有限の系をまず考える。有限系では
エネルギーギャッフは有限の値を持ち、模型のランダムネスを反映しである分布関数に従って分

布している。 o Fisherらによると、 r= 1においてエネルギーギャッフムの分布は、パラメタ-

9 == -1nム/v万によってスケールされる。つまり、分布関数をP(ム，N)と書くとP(ム，N)JdムJ=
P(e-9VR， N)VNe-9VRJdgJ三 P*(g)JdgJと書ける。このことは系のサイズNを大きくすると、同

じgを与えるためにはムを指数関数的に小さくしければならないのでムの分布は小さい方にどん

どん幅広くなっていくことを意味する。

Canevaらはこの模型でrをt=-∞でr=+∞とし、時間とともに線形に終時刻t=Oに向
かつて減少させる、すなわち r(t)二一t/Tというスケジュールの量子アニーリングのダイナミク

スを議論した [18]0tニー∞の初期状態はもちろんr(-∞)= +∞により横磁場の方向に揃った状
態にとる。この状態から Schr凸dinger方程式に従って時間発展させると

|→→→・・・→) to 卜・・↑↑↓↓↓↓↑↑↑↑↑↓↓↓↑↑・一)

のように終時刻では強磁性のドメインがキンクで区切られた状態の重ね合わせとなる。ドメインの

長さ、言いかえるとキンクの密度はァの大きさにより変化する。このような空間的な欠損の発生は

時開発展の過程で励起状態に非断熱遷移が起きることに起因する。ただし、今の模型では♂方向

に揃った状態からイジング相互作用によって励起されるので必ずキシク-アンチキンク対が生成さ

れないといけない。したがって初期状態から第1励起状態には励起できず、第2励起状態が最も遷

移が起こりやすい励起状態である。 Canevaらは第2励起状態、へのエネルギーギャッフ。も Fisherら

が示したパラメターによるスケーリングが成り立つという仮説のもと次のように遷移確率を評価

した。まず、第2励起準位は臨界点で基底準位に最も近接すると考えて、遷移確率を臨界点におい

て励起する確率で下からおさえる。臨界点において第2励起状態に励起する確率は Landau-Zener

公式で評価する。すなわち

九xcitれ N)どはit川)= 10=仙 P(ム川e叫 (198) 

ここでム2は臨界点における第2励起状態へのエネルギーギャッフを意味し、 κ=π/2αである。た

だし αを非交差する基底準位と第 2励起準位のスロープの差とする。 αスロープの分布は遷移確

率に本質的ではないと仮定する。上式の右辺をスケーリングパラメタ-9 = -1nム2/ゾ万を使っ
て書き換える。

右辺 = にdgP*(g)e-h内一日
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=にdgrwf2川 (g-gc)
ここではgc三(111KT)/2VNを定義した。この式に現れる2重指数関数exp[-e-2♂ (g-gc)jはNが

大きい極限では 9> gcで 1になり、 9< gcでOになる。従ってステップ関数 f)(g-gC)で近似す

ると

右辺白 i:d川 )f)(g-ω 
= l~帆め三 II(g

と書ける。結局遷移確率は

九xc巾 (TぅN)足立(gc) (199) 

を満たす。

ここで正の微小量εに対して九xcite(アラ NE)=εが成り立つような系のサイズNEを考える。 NE

はその定義と式 (199)から

唱 fl11κT¥ 2 (111κT ¥ 
NE = Pe~~ite (アヲE)足|一一| 二(一一一一) (200) 

¥ 2gC，E ) ¥2II-l(ε)) 

を満たす。ただし gC，E= (Inκァ)/2V刃;である。この NEは与えられたァのもとで励起確率が小さ
いような系の長さを意味する。逆に言うと NE 程度の長さは与えられた Tのもとで励起せずに強

磁性の基底状態で居続ける。つまり、 N正程度の強磁性状態は時開発展後に残るということなので

NEは相関長に相当する。相関長の逆数は強磁性と強磁性の間にあるキンクの密度にほぼ等しい。

従ってキンク密度pが満たす不等式として

1 '-(2II-1(E))2 
(201) 

NE'~ (111 κT)2 

が得られる。キンク密度は系にできたトポロジカルな欠損の密度であり、それは量子アニーリシ

グ後の残留誤差を表わすーっの量である。上式は下から押える形ではあるが、そのキンク密度が

ァが大きい極限でl/(1nT)2で減少することを意味している。

Dziarmagaは4，3節で説明したKibble-Zurekの議論を用いてキンク密度のl/(1nT)2則を導いて

いる [19]01次元の横磁場ランダムイジング模型 (195)はrこれニ 1で量子相転移を起こすこと
を上で述べた。横磁場の臨界磁場からの距離を

f-f" 
E 三?プ =r~l

とする。 Fisherの繰り込み群解析 [74]によると転移点付近で相関長は εの関数で

と間と0/1ε12

のように発達する。また、エネルギーギャップの平均は

(202) 

(203) 

ム勾ムokll/lEI (204) 

戸町
UAq 
po 
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で転移点に向かつて減少する。エネルギーギャッフの逆数を「緩和時間」とみなすと、「緩和時間」は

7R勾 70/leI1/iE1 (205) 

と書ける。ただし、と0，ム0ぅγ。はそれぞれの臨界振幅である。これらの臨界的性質を臨界指数で表

わすと、相関長の臨界指数は ν=2、動的臨界指数は zニ 1/21ε|ということになる。動的臨界指

数は転移点に向かつて発散するという異常な性質を持つが、これは系の乱雑性から来ている。

さて、ここで Kibb1e-Zurekの議論に従って、「緩和時間Jが転移点までの残り時聞に等しいと

いう等式を作る。

7R = 7正 (206) 

今の場合、横磁場はr(t)= -t/ァでtは-∞から tニ Oまで動くので、 t二一7が転移点となる。

従って転移点までの残り時間は -7-t = 7eである。上式ではこの方程式を満たす緩和時間およ

びεという意味で《をつけた。この式に式 (205)を代入すると

70/IEI1/IEI見 7e (207) 

が得られる。ァ/70>> 1とすると三<<1なので

1 1 
~ln 一見 111__:_ 
IEI ---IEI ---70 (208) 

となり、近似的に
、h
Jノ

-
h
U

可
ナ
パ

/
/
'
一
ア

T
'
!

白
〆
，
E
E
1

、、

/十、一

n
~~ 
1
一同

(209) 

が得られる。

ところで「緩和時間」は基底状態が持つタイムスケールに他ならない。今、状態はr=∞の基
底状態から断熱的に時間発展してきているわけだが、 εが三より小さくなると状態のタイムスケー

ルが転移点までの残り時間よりも永くなる。その結果、状態の断熱発展はそこで破たんしてしま

う。その時点で状態の発展が止まってしまうと考えると、式 (209)を式 (203)に代入したものが

t=Oの終状態の相関長となる。
!111 (γ/70)]2 

(210) 
[111 111 ( 7 / 70) ]2 

相関長の逆数はキンク密度と定性的に等しいので、キンク密度の式として次のものが得られる。

ρ勾 1勾 l1111n ( 7 / 70) ]2>1  
c [1叫ァ/70)F ~ [111 ( 7 / 70) ]2 

従って、式 (201)と同様の結果が導かれる。

Ca11evaらは式(195)をJordan-Wigner変換により自由なフェjレミオン系に変換し、 Schr凸dinger

方程式に等価なフェルミオンの Bogo1iubov-deGennes方程式を数値計算することでキンク密度の

1/(111 7)2の振る舞いを確かめた。さらに、残留エネルギーの減少率についても数値的に評価し、

(211) 

Eres rv 1/ (1n 7) (， (rv 3.4 (212) 

を導いている [18]0しかし、この残留エネルギーの評価は N= 512サイトまでの数値計算に基づ

くもので必ずしもよく裏付けられているとは言えない。今後の解析的な裏付けが必要である。
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6.2 シミュレーティッド・アニーリングとの比較

前の小節で、は 1次元ランダムイジング模型に対する量子アニーリング後のキンク密度を導出し

た。この小節ではシミュレーティッドアニーリングによる同じ量を導出する。

式(195)に対応して横磁場のない l次元ランダムイジシグ模型を考える。

H = -2.二仇σi+1 (213) 

引はイジングスピン変数である。結合定数は式 (197)と同様に

J 1 Ji E [0う1] 
P(み)= < 
10それ以外

(214) 

で与える。イジング模型の有限温度のダイナミクスとして Glauberダイナミクス [90]を用いる。

結合定数がランダムな時の G1auberダイナミクスは 1サイトのスピンの熱平均値を Si(t)とすると

αflsz(t)=-Sz(t)+-lfSz-1(t)+ザSi+1(t))
1 I ， ¥ 

dt~'\~' ~'\~/' 2 ¥ 't ~'-~\~I . 't ~'T~\~I } 

と書ける (App戸凶e臼1吋 ixA)o。αは時間の単位を定めるカがt仁、以下ではα=1とする。すは

γf=ta凶 β(Ji+ Ji-r)士tanhs(Ji-Ji-I) 

(215) 

(216) 

で定義される。 βは逆温度である。

まず温度一定のもとでのいくつかの物理量の表式を求める。 {Ji}が固定されている時の iサイ

トと i+ kサイトの問の相関関数は

i+k-1 

(σ向付)= rr tanh sJj (217) 

J=t 

となる。これのランダム平均をとると熱力学極限での相関関数が得られる。

[ 川]い町 = f[gd恥肘d叫仰みゲP町川川叶(切仰み引)
=(jト1nc∞O吋k 川

相関長とは[(σtσi+k]av = e-k/とで定義される。上式を代入すると

と=[ln (品目)]-1 (219) 

となる。低温極限 (13>> 1)では
と~ j3 r、::"ーーーーーー

1n 2 

である。 {Ji}が固定されている時のエネルギー期待値は

(H) =-乞み(σtσi+1)= -玄Jitanh川

(220) 

(221) 

4
 

円

h
u
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と書ける。ただし、式 (217)でk=lとしたものを用いた。ランダム平均をとり、サイズNで割

りN→∞とすると、熱力学極限での 1スピンあたりのエネルギーの表式が得られる。

[(H)]町 f
_ 1im l¥-τァ一二一 IdJP(J)JtanhsJ 
N-→αコ JY .1 

=-1十土竺 -11111H-2β)+土子己L州 (222) 
2 ' s224 β¥/232hln2  

低温極限では
1 1π2 

勾一一+一一 (223) 
2β224 

となる。緩和時間 TRはDhar-Barmaによって導出されている [91]。導出は AppendixBにまわし

て結果だけ書くと、

TR = 
1-tanh2s 

(224) 

となり一様なイジング模型の場合と同じになる。低温極限では

m=le4β 
2 

(225) 

と書けて絶対零度で緩和時間は発散する。

次に温度を高温から絶対零度に下げることを考える。温度降下のスケジュールとして

T(t) = _! (226) 

を仮定する。時刻は t=-∞から Oまで進むとする。初期時刻に系は熱平衡状態にあるとする。

温度を下げることに伴う系の時開発展を以下に Kibb1e-Zurekの議論によって考察する。温度が高

い時、緩和時間が短いために系は熱平衡状態を保ち続ける。温度が下がってくると緩和時間が長

くなり、系が熱平衡状態になる前に温度がさらに下がるようになる。こうして系の時開発展は温

度降下についてゆけずに、基底状態にはなれずに励起状態で固まってしまう。系が固まってしま

う温度を見積もるために次の等式を作る。

TR(T(t)) = Itl. (227) 

この等式は緩和時間が残り時間と等しくなる時刻 tを定義する。時刻が{を過ぎると、緩和時間

が残り時間より永くなり、もはや終時刻になるまで系は熱平衡状態には到達できない。従って温

度T(i)において系の低温への発展はほぼ止まる。そうすると、終状態の性質は温度T(i)での性質

でほぼ決まることになる。したがって終状態の相関長は温度T(i)での値引T(i))== ~で近似でき

る。 7が大きいと T(i)は低くなるので 7が大きい極限ではと(T(わ)と TR(T(i))として低温での表

式(220)、(225)を用いてよい。すると TR(T(t))はとにより

7市叫Rぱ(T吋附(ぴのi力ト)

と書ける。また、式 (220)と(226)より ItIはと(T(t))を用いて

lil=;_ 
と1n2 
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と書ける。式 (227)よりこれらの 2式を等しいとおくと

、、、‘
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、一n
 

-
E
t
 

7
 
、A
司
E
a

--E且

/Ji--¥ 

一つ“
1
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Aせ一一

《
戸
』
'
ち (230) 

が得られる。この方程式は解析的には解くことができない。しかし、もしとが大きいなら lncはと

に比べて無視できる。従ってとはァが大きい極限でlnTに比例する。

相関長の逆数はスピン鎖に生じているキンク密度にほぼ等しい。式 (230)よりキンク密度は

(231) 

となる。式 (230)の下で述べた理由により 7が大きい極限で上式右辺の分母の第2項は無視でき

る。従ってキンク密度は 1/ln Tで減少する。

相関長と同様に残留エネルギーも温度 T= T(t)での値から評価する。低温での表式 (225)、

(226)、(227)から

人4，6_ T --
2 s 

が得られる。ここでbニ l/T(わである。この方程式を両辺で対数をとって変形すると

k jh127ーシn

(232) 

(233) 

が出る。この式を式 (223)のグに代入すると

^ 1 2π2 1 
ε=一一一一一一一一一一一一
2' 3 (In 2T -ln ;3) 2 

を得る。 1スピンあたりの真の基底状態のエネルギーは -jなので、 1スピンあたりの残留エネル
ギーは

(234) 

つ臼Aμ n
 

1
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一一一ア
一
円
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一
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M
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ε
 

(235) 

となる。 7が大きい極限では分母のlnsの項は111Tの項に比べて無視できる。したがって残留エ

ネルギーは 1/(lnT)2で減少することがわかる。

次に時間に線形な温度降下ではなく対数的な温度降下

T(t) = χ(236)  
1 + bln (一千)

を考えてみる。ただし、 χとbはある正の数で、時刻tは-XTから 0まで進むと仮定する。この

スケジュールでは温度は χから Oまで下がる。

グ=l/T(t)とおいて式 (236)を変形すると

t=χTe1-Xβ (237) 
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が得られる。ここで緩和時間と残り時間が釣り合う条件式 (227)を課す。条件式を満たす逆温度を

Fと書くことにする。条件式と式 (237)、さらに緩和時間の低温での表式 (225)から 9に関する次

の方程式が導かれる。

1 ε 4 β = Y7冗ε1/ルb一(仇χ/ル川bめ)
2 札

、

この方程式は解析的に解くことができて、

9-ln(2e1/bX7) 
4十χ/b

が得られる。相関長の低温での表式 (220)から終状態におけるキンク密度

1 '"'"' (ln 2)(4 +ま)
ρ見τ~(240)

ln 7 + 1n(2χ) + t 
が求まる。これよりァが大きい極限で、キンク密度が 1/1n 7 で減少することがわかる。 1スピンあ

たりの残留エネルギーは式 (223)と(239)から

(238) 

(239) 

つ釘V
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2

一つ白
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p」 (241) 

と求まる。これより 1スピンあたりの残留エネルギーはァが大きい極限で l/(1n7)2で減少するこ

とがわかる。

ここまで線形と対数的な温度降下を調べた。線形な温度降下と対数的な温度降下では、前者に

は対数補正が入るという違いがあるものの主要項を見る限りキンク密度が1/1n 7で、残留エネル

ギーが 1/(1117)2で減少することに違いはない。

以上の結果をモンテカルロシミュレーションで検証する。モンテカルロ法によるランダムイジ

ング模型のダイナミクスはG1auberダイナミクスと等価である。実際のシミュレーションでは 500

サイトの 1次元スピン系に対して初期時刻 t= -57、初期温度T=-5から式 (226)あるいは式

(236)に従って温度を下げた。式 (236)に含まれるパラメターについては χ=5、b= 10とした。

系のランダムな結合定数{Ji}は100セットの異なる値を与えて計算の最後に平均をとる。各{Ji}

の配置に対してシミュレーティッドアニーリングは乱数を変えて 500回行って結果の平均をとる。

図10にモンテカルロシミュレーションの結果を示す。左がキンク密度(p)で右が 1スピンあた

りの残留エネルギー (εr田)である。上の Kibb1e-Zurekの議論に基づく結論が正しければ、キンク

密度は線形に温度降下させた場合は式 (231)で、対数的に降下させた場合は式 (240)で、残留エネ

ルギーは線形降下の場合は式 (235)で、対数降下の場合は式 (241)でフィットできるはずである。

ただし、ここでモシテカルロシミュレーショシにおけるモンテカルロステップと Glauberの運動

方程式 (215)に含まれる時間は一般に単位が異なることに注意しないといけない。そこで温度降

下率の逆数7とモンテカルロシミュレーションのそれァ111Cとの比c三 7/7mcをフィッティングパ

ラメターとする。さらにキンク密度ρは厳密には相関長tの逆数ではないと考えられるので、 αを
パラメターとして、線形温度降下の場合には

α ρ=: (242) 

ハ
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図 10:モンテカルロシミュレーションの結果とフィッティング曲線。 l次元 500サイトのランダム

イジング模型に対して線形な温度降下(式 (226))または対数的な温度降下(式 (236))によりシ

ミュレーティッドアニーリングを行った。対数温度降下のパラメターは χ=5、b= 10にとって

いる。初期時刻はどちらのスケジュールとも t= -5Tmcとし、従って初期温度はT=5とした。

四角印がモンテカルロシミュレーションの結果。左:キンク密度。右:1スピンあたりの残留エ

ネルギー。フイツテイ'ング曲線は式 (231)、(235)、(240)、 (241)を元にモンテカルロステップと

G1auberダイナミクスの時間の単位の違い(Tl11C 二 CT)の補正、キンク密度を相関長から求める式
の補正 (ρ=α/台、残留エネルギーを逆温度から求める式の補正 (εres ポ/24(α(3)2)を調節して
得られた。シミュレーション結果とブイツティング曲線は全ての場合によく合っている。この結果

により Kibble-Zurekの議論に基づ、いた理論の正しさが裏付けられた。

でフィッ卜する。ただしtは式 (230)でァを cァmcで置き換えたもの

t=ztE(hPHIM-ln中) (243) 

の解である。対数温度降下の場合には

ρー α(4十ま)1n 2 
-

1n T + 1n C十ln(2χ)+ i (244) 

でフィットする。残留エネルギーについては αをパラメターとして、線形温度降下の場合には

επ2  1π2  (ln 2)2 
res - l""¥. A ~ ~ 一一
24 (αグ)2 24 (αと)2

でフィッ卜する。ただし、とは式(243)の解である。対数温度降下の場合には

ε 一 π2 (4+を)2
-

res 24α2(1n T + 1n C + i 1n(2χ))2 

(245) 

(246) 

でフィットする。

線形温度降下に対して α回 0.24、C勾 21.46、α回 2.137として得られたものが図 10の実線であ

る。キンク密度も残留エネルギーもシミュレーション結果とよく一致している。また、 α勾 0.24、

C勾 27.09、α巴 2.145として対数温度降下に対して得られた曲線が図の点線である。対数温度降
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下の場合もシミュレーション結果と理論曲線はよく合っている。時間の単位に相当するパラメタ-

cの値が線形温度降下と対数温度降下で若干異なるが、 111Cで見ると差は 10%以下で、誤差の範囲

内と考える。実際に線形温度降下の場合で得られた cの値を用いて対数温度降下の場合の曲線を

描いても、それはモンテカルロシミュレーションのエラーバーの範囲に収まる。

モンテカルロシミュレーションの結果は上に述べた理論の正しさを支持している。従って 1次元

ランダムイジング模型のシミュレーティッドアニーリング後のキンク密度と残留エネルギーは、そ

れぞれ温度減少率の逆数7が大きい極限で 1/1117と1/(1117)2で減少することが結論づけられる。

ここで 2.1節で述べた Huse-Fisher則を思い出してみたい。 Huse-Fisher則はシミュレーテイツ

ドアニーリング後の残留エネルギーが 1/(1117)(、〈三 2で減少するというものである。この小節

で導いた残留エネルギーに関する結果は 1次元ランダムイジング模型について Huse-Fisher則を

再現している。ただし用いた論法は異なっていることを強調しておく。さらにここではキンク密

度の減少率が 1/1117となることが新たな発見である。

前小節で、 l次元ランダムイジング模型に量子アニーリングを行うとキンク密度の減少率が

ー一日~
 

A
 
Q
 
οr 

(247) 

となることを述べた。この小節で導いたことは同じ模型にシミュレーティッドアニーリングを行

うと

SA 1 (248) 
111 7 

となることである。このことから、少なくとも 1次元ランダムイジング模型については量子アニー

リングの方がキンク密度の減少率が早いことが示された。残留エネルギーについては、量子アニー

リング、場合、現在までの理解ではあいまいさが残るものの

一Aせ一?d
ヶ、
l
l
'

l
一
γ-n
 

A
S
 

Q
陀ε
 

(249) 

であり、シミュレーティッドアニーリングの場合は

~SA 1 
~r田(111 7)2 

(250) 

である。従って残留エネルギーの減少率の比較でも量子アニーリングの方が早いことが示唆される。

6.3 考察

前小節までで、 1次元ランダムイジング模型に関しては量子アニーリングとシミュレーティッド

アニーリングには定量的な違いがあって、前者の方が誤差(キンク密度)の減少が早いことがわ

かった。このことを温度と横磁場を軸とした相図を使って考察してみたい。

1次元ランダム強磁性イジング模型の相図は図11左のようになっている。まず、絶対零度(T= 0)、

横磁場ゼロ (rニ 0)の基底状態は全てのスピンが上向きか下向きに揃フた完全強磁性の秩序状態

である。この秩序状態は横磁場を有限にしてもれ=1の量子臨界点までは保たれる。絶対零度、

っ，UFhυ FO
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図 11:左:1次元横磁場ランダム強磁性イジング模型の相図。横軸が横磁場の強さ (r)で縦軸が温
度。絶対零度、 r= rc = 1で量子相転移が起き、 r< rcで基底状態は自発磁化を持つ強磁性秩
序状態となる。有限温度の平衡状態は横磁場の強さによらず無秩序状態である。右:高次元の横

磁場イジング模型の模式的な相図。有限温度で相転移があり、低温低磁場に秩序相が存在する。

f>lの基底状態は無秩序状態である。有限温度では、横磁場の強さに関わらず秩序は壊されて無

秩序状態が安定である。

この相図上で量子アニーリングはT=Oの線上でFを大きな値から下げていくことに相当する。

その過程には量子臨界点が存在し、 Kibble-Zurek機構によりアニーリング後に欠損(キンク)が

残ってしまう。一方、シミュレーティッドアニーリングはf=Oの線上でTを大きな値から下げ

ていく。有限温度で相転移はないが絶対零度を臨界点とみなすことができて、実際に絶対零度に

向かつて相関長や緩和時間は発散する。その結果、やはり Kibb1e-Zurek機構によりアニーリング

後にキシクができてしまう。

相転移の観点で見ると、今考えている 1次元イジング模型においては量子アニーリングとシミュ

レーティッドアニーリングの過程はFとTに関して対称になっていない。量子ア二一リングの過程

には相転移があり、シミュレーティッドアニーリングの過程には終時刻になるまで相転移がない。

素朴に考えると量子アニーリングの方が転移点が原点から離れているので原点の状態を得るには

不利な気がする。にもかかわらず量子アニーリングの方が残留誤差を早く減らすというのは不思

議な結果である。実はこの結果は臨界点近傍の臨界指数の違いからきている。式 (203)と(205)、

および式 (220)と(225)から T= 0， r = rc + 0における量子臨界指数は ν=2ぅz= C/IEIであ
り、 T=十Oぅr=oにおける臨界指数はν=1ぅz= c'/Tである。ただし、 cとc'は議論に無関係

な定数である。今の場合、相関長の臨界指数 νの違いがキンク密度の減少率における 1/(111T)2と

1/111 Tの違いを生んでいるのである。

l次元ランダム強磁性イジング模型の結果は高次元のより複雑な模型にどの程度一般化できる

だろうか。まず、ランダム強磁性の模型を考えてみると、高次元系の相図は図 11右のようになる

と考えられる [76]01次元系の議論を当てはめて考えると、 T二 0，r = rcとT= Tc， rニ Oのユ

ニバーサリティークラスが違っていて臨界指数が異なれば量子アニーリングとシミュレーティッド
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アニーリングに違いが生じるはずである。さらに、ユニパーサリティークラスが同じ臨界点を通

過する過程であれば誤差の減少率は同じになることも予想できる。つまり相図上でTとrを同時

に変える過程であっても、横切る臨界点のユニバーサリティークラスによって誤差の減少率は決

まってしまうはずである。しかし、残念ながら高次元系の臨界指数は一般的にはわかっていない

ので、図 11右のような系の量子アニーリングとシミュレーティッドアニーリングの比較はできて

いない。ただし、シミュレーティッドアニーリングには Huse-Fisher則があるので残留エネルギー

の減少率は次元によらず1/(111T)2となるはずである。量子アニーリングによる残留エネルギーの

減少率は、高次元系に対しては明らかになっていないが、 1次元系の数値計算では 1/(111T)cQAで

(QA I'.J 3.4が見積もられている。高次元で残留エネルギーの振る舞いが変わらないとすれば、図

11右のような相図になっていたとしても、量子アニーリングのダイナミクスの方が残留誤差の減

少率を大きくすることが期待できる。

最後にスピングラスやK-SATのような基底状態がでたらめなランダムイジング模型を考えてみ

る。一般的な横磁場ラシダムイジ、シグ模型の相図についてはまだ、わかっていないことが多いが、大

雑把に言って図 11右のようになるはずである [77今問、 79]。ここでの秩序はスピングラス秩序と呼

ばれるものである。横磁場がゼロの時、 Huse-Fisher則からシミュレーティッドア二一リングによ

る残留エネルギーの減少率は 1/(1nT)C
SA
となるはずである。ただし、次元やラシダムさの程度に

より (SA< 2になる場合がありうる。そのような場合に量子アニーリングにより得られる (QAが

どうなるかは未知である。ランダム強磁性模型の場合の推論を進めると (QAが (SAより大きいと

考えたくなるが、現段階では確かなことは何もない。

7 展望

量子アニーリングは今後もさらに発展する可能性を秘めている。以下では筆者の独断により三

つの方向に分けて量子アニーリングの今後の発展を展望したい。

基礎理論

量子アニーリングの研究は量子状態の断熱発展の理解を促進させている。本論文の第6節では

1次元ランダムイジング模型の最適化を例題に、量子アニーリングがシミュレーティッドアニーリ

ングより速くキンク密度を減らすことを述べた。 1次元ランダムイジング模型はダイナミクスの観

点からは非自明であるが、最適化問題としては自明な解を持つ。第6節の結果が自明でない解を

持つ模型に一般化できるかどうかは今のところ不明である。 Sherringto11-Kir kpatric模型や3-SAT

問題などでは基底状態はスピングラスの秩序を持つ。もしその秩序が絶対零度で有限の横磁場ま

で保たれるとすると、ある臨界磁場でスピングラス秩序ー無秩序の量子相転移が起きる。臨界点で

基底状態の上のエネルギーギャップは熱力学極限で閉じるが、スピシグラス相でもギャッフ。が閉じ

続けることが想像できる。このことは第6節で考えた強磁性模型とは異なる。スピングラス相で

ギャッブPが閉じ続けるということは、無秩序相の基底状態から横磁場を下げながら時開発展させる

と臨界点近傍だけでなくスピングラス相内で常に励起状態へ非断熱遷移する可能性があることを

意味する。スピングラスのような乱れた系の断熱発展の理論は第6節の 1次元系で作られただけ
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で、スピングラス秩序があるような系では作られていない。しかし、近年、エンタングルメント

の臨界的性質の発見 [80]に触発されて量子相転移への関心は高まっている [81]。さらに、量子相

転移をまたぐ状態の断熱発展、すなわち Kibble-Zurek機構の研究もいくつかの模型で発展してい

る[82，83ぅ84，85]0量子ランダムスピン系の相転移のダイナミクスの研究はベビーシッターが周

りに何人もいる赤ん坊のような状況であり、今後の急速な成長が予想されるのである。

量子計算

本論文では量子アニーリングの量子計算の側面についてはあまり触れられていない。しかし量子

計算の分野で量子断熱計算と呼ばれる量子アニーリングは理論的にも実験的にも研究がなされて

いる。まず理論的には、量子断熱計算は通常の量子計算と等価であることが証明されている [86]0

通常の量子計算とは量子ゲートにより構成された回路で行われる量子計算のことである[針。今の

ところ具体的な量子断熱計算を量子ゲートの組み合わせで行う方法、またはその逆についてはわ

かっていない。興味深いことはシミュレーティッドアニーリングを量子ゲートの回路で実行する方

法が考え出されていることである [87]。それによるとシミュレーティッドアニーリシグが必要とす

る計算量は古典計算よりも量子計算で減らすことができる。現在のところ量子断熱計算で組み合

わせ最適化問題の計算量が古典計算より減るかどうかは明らかではない [88]0しかし、シミュレー

ティッドアニーリングによる組み合わせ最適化問題や因数分解のように、通常の量子計算で計算量

が減らせることがわかっている問題は存在するので、将来量子断熱計算が計算量を減らすことが

証明されるかもしれない。実験的にも量子断熱計算のアルゴリズムは注目されていて、第3.2節で

述べたようにすでに基礎実験は行われている。将来それが大規模系にどのように拡張されるかが

課題であるが、商用の量子計算機を開発している企業もある [40]。その試みが成功するかどうか

はわからないが、量子断熱計算が注目されていることは確かである。

計算物理

現実的に量子アニーリングで組み合わせ最適化問題を解こうとすると現時点では古典計算機に

頼らざるを得ない。古典計算機で量子アニーリングを実行するには量子モンテカルロ法を用いる

のが最も有効であると考えられる。今までの数値実験はほとんど 3.3.2節で説明した最も原始的な

量子モンテカルロ法が用いられている。しかし、量子モンテカルロ法は計算物理の分野で大幅な

改良がなされており [89トそれをうまく使えば量子アニーリングの収束時間を大幅に短縮できる

可能性がある。量子アニーリングが関わる模型は負符号問題を生じない横磁場イジング模型なの

で、量子モンテカルロ法を用いた量子アニーリングの今後の発展には大きな期待が持てる。洗練

された量子モンテカルロ量子アニーリング法は組み合わせ最適化問題だけでなく量子スピングラ

スの平衡・非平衡状態の研究などにも著しい寄与をもたらすはずである。

8 まとめ

本論文では組み合わせ最適化問題に対する量子アニーリングの方法について述べてきた。

第1節の序論に続いて第2節では組み合わせ最適化問題のイジングスピンによる定式化をいく

つかの具体的な問題について行った。そもそも物理とは直接関係のない組み合わせ最適化問題に
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物理を応用するようになったのはイジング模型でそれらを表現できるからと言っても過言ではな

いだろう。組み合わせ最適化問題に限らず、情報処理や神経科学などの分野で様々な問題がイジン

グ模型で表現できることが知られており、現在では多くの物理の専門家が物理を他の分野で積極

的に応用している。第2節では組み合わせ最適化問題に対するシミュレーティッドアニーリングの

方法についても述べた。シミュレーティッドアニーリングは組み合わせ最適化問題に古典統計力学

を応用した手法である。絶対零度の最適化問題に有限温度の Maxwell-Boltzmann分布を導入し、

系の温度を高温から徐々に冷やすことで最適化を行う。シミュレーティッドアニーリングは最適化

問題に有効な手法のーっとして定着している。また、この手法は後の最適化問題に対する統計力

学的方法の発展に大きく寄与している。本論文では、シミュレーティッドアニーリングの性質の一

端を示すために温度冷却後の残留エネルギーに関する Huse-Fisherの理論を第2節の最後に紹介

した。

第3節では量子アニーリングの方法を述べた。量子アニーリングの方法は組み合わせ最適化問

題に量子力学を応用したものである。温度は絶対零度のままで、イジングスピンを Pauliスピンの

z成分として、それと非可換な Pauliスピンのz成分により書かれる「運動エネルギーJを導入す

る。典型的にはPauliスピシのz方向の横磁場により導入する。始めに「運動エネルギー」がハミ

ルトニアンを支配するようにし、状態は「運動エネルギー」の基底状態にとる。そこから徐々に

ハミルトニアンの中の「運動エネルギー」の割合を小さくして、最適化したいイジング模型に相

当する「ポテンシャルエネルギーJの割合を大きくする。その過程で状態を断熱的に時間発展さ

せ、最終的に「ポテンシャルエネルギーjの基底状態をよく近似する状態を得る。この量子アニー

リングは確率論、化学、統計力学、量子計算の分野で独立に考え出されている。第3節ではまず

量子アニーリングのアルゴリズムを説明し、それから実行方法を述べた。量子アニーリングの実

行には二つのやり方がある。一つは量子計算機を用いてやる方法である。量子アニーリングは組

み合わせ最適化問題に対する量子計算のアルゴリズムになっている。従って量子計算機を用いて

実行するのが最も効率が良い。現在はまだ量子計算機を用いて実際の大規模な問題を解く段階で

はないが、将来実現すると仮定してどの程度の効率が得られるのかが議論されている。実験では3

スピン (3量子ビット)NMR量子計算機を用いた量子アニーリングが実行されている。本論文で

は計算時間のサイズ依存性に関する議論と NMRの実験を第3.2節で紹介した。もう一つのやり方

は古典計算機を用いて実行する方法である。量子アニーリングを古典計算機で実行するためには

量子状態の時間発展を計算しないといけない。そのためには計算の工夫が必要となる。本論文で

は密度行列繰り込み群の方法と量子モンテカルロ法による時開発展の計算法を紹介した。前者は

Schr凸dinger方程式を計算できるので量子計算を古典計算機で、行っていることになる。量子計算の

大規模なシミュレーションに向いている。ただし今のところ 1次元系しか精度よく計算ができな

いので現実の問題への応用は難しい。後者は高次元系に対して確率的な時間発展を計算する。現

実の問題を解くのが目的ならば Schrるdinger方程式の時開発展にこだわる必要はない。現実の問題

に量子アニーリングを適応するための方法である。第3節の終わりではモンテカルロ法による数

値実験、および物質LiHoxY l-xF 4を用いた実験によって量子アニーリングとシミュレーティッド

p
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アニーリングを比較した研究を紹介した。それらの多くは量子アニーリングがシミュレーティッド

アニーリングより早く最適化を行うことを示唆するものである。

量子アニーリングは本質的に量子力学的な状態の断熱時開発展により最適化を行う。従って量子

状態の断熱時開発展を理解することが量子アニーリングの性質を理解することにつながる。そこ

で第4章では量子状態の断熱時開発展の理論を説明した。 4.1節で述べた断熱定理はハミルトニア

ンが時間とともにゆっくり変化する時の状態の断熱時開発展に関するものである。時刻を t、ハミ

ルトニアンの時間変化率を 1/ァとして、ハミルトニアンがt/Tの関数H(s)であるとする。 t=O

の初期状態が初期ハミルトニアン亘(0)の基底状態だったとすると、各時刻のハミルトニアンの基

底状態と第 1励起状態の間のエネルギーギャップ ωlO(S)が有限で

m以 11(1(s)1生旦10(s))1
T>> __L ワ:!_ (251) 

山 n[ω以s)] 

を満たすとき、状態はほぼ断熱的に発展し、非断熱励起する確率は大きくてもオーダー l/Tとな

る。 4.2節では 2準位系の Landau-Zener公式を導いた。 2つの状態のエネルギー準位が入れ替わ

る時に状態間の飛び移りにより有限のエネルギーギャップが開く、いわゆる準位非交差が起きる

系で、状態の断熱発展は Landau-Zener公式により記述される。二つの状態のエネルギー差のス

ロープを α、飛び移りをムと書くと、始めに基底状態にあった状態が断熱発展して、準位が入れ

替わった後に基底状態にいる確率は Pad = 1 _ e -2n!::. 
2
/α となる。 4.3節では量子相転移における

Kibble-Zurekの議論を紹介した。 Kibble-Zurekの議論は熱力学極限での相転移の時間発展に関す

る一般論である。無秩序状態から秩序状態への相転移をまたいで状態を時開発展させると終状態

では完全な秩序状態はできずに系に欠損が生じてしまう。量子相転移の臨界点上ではエネルギー

ギャップは閉じて断熱定理は適用できない。しかし、 Kibble-Zurekの議論によると欠損の数は系

をゆっくり変化させればさせるほど減っていき、その減少率には普遍的な臨界指数が現れる。

第4節では有限系の量子アニーリング後の残留誤差について述べた。時刻を t、ハミルトニアン

の時間変化率を 7としてハミルトニアンが t/Tに線形に比例すると仮定する。まず、数値計算に

より、ァが大きい極限で量子アニーリング後の終状態のエネルギーと真の基底状態エネルギーとの

差(=残留エネルギー)が 1/T2に比例してァにより減少することを示した。有限系では特別な対

称性がない限り有限のエネルギーギャッブ
P
が基底状態の上に開く。従って 7が大きい時には断熱定

理が適用できる。第4節の後半では断熱定理に基づいて残留エネルギーがァが大きい極限で 1/T2

の振る舞いを示すことを解析的に明らかにした。

第5節では熱力学極限の量子アニーリングの残留誤差とシミュレーティッドアニーリングのそれ

を比較した。熱力学極限では残留誤差に関する一般的な理論は今のところ存在しない。ここでは

1次元ランダム強磁性イジング模型を取り上げて、解析的な結論を導いた。 1次元ランダム強磁性

イジング模型の基底状態は自明であるが、それを得るための量子アニーリングやシミュレーテイツ

ドアニーリングのダイナミクスは非自明である。得られた結論は、終状態が持つ誤差に相当する

キンク密度の減量率が量子アニーリングでは

ー一川
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Q
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であり、シミュレーティッドアニーリングでは

ρSA 1 
rv -ーーーーーー

ln T 
(253) 

である。ここでァは量子アニーリングの場合には横磁場の降下率の逆数、シミュレーティッドア

ニーリングの場合には温度の降下率の逆数である。この結果は量子アニーリングの方が誤差の減

少率が大きいことを示している。まず第 5節の前半では、量子アニーリング後の終状態のキンク

密度の導出を行った。横磁場中のイジング模型はある横磁場の強さで量子相転移を起こす。有限

系で転移点上でのエネルギーギャッフの分布と Landau-Zener公式から転移点での状態の非断熱選

移確率を求める。それから終状態における強磁性の相関長、さらにキンク密度を評価することが

可能となる。後半ではシミュレーティッドアニーリングを議論した。 1次元イジング模型は有限温

度で相転移を起こさないが、絶対零度に向かつて相関長および緩和時間が発散する。それらの物

理量の温度依存性と温度降下のスケジュールを用いて Kibble-Zurekの議論からアニーリング後の

キンク密度を求めることができる。 1次元ラシダム強磁性イジング模型の結果をただちに他のラン

ダムイジング模型に一般化することはできない。しかし、ここで示したように少なくとも 1次元

系で量子アニーリングとシミュレーティッドアニーリングに違いが現れることは確かであり、その

違いが他の模型に対しても同じように現れることは十分に考えられる。一般のランダムイジング

模型に対して量子アニーリングダイナミクスと熱的アニーリングダイナミクスに違いが生じるか

のか、そしてそれは何故か、という疑問に答えることが本論文で残された課題である。
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A 2準位系のシミュレーティッドアニーリング

図3に示されているようにエネルギー差がムの 2つの準位があり、準位聞に励起準位から摂IJっ

て高さ Bのエネルギー障壁があるとする。この系で高温の平衡状態から温度を時間に線形に下げ

た時に、絶対零度で残留エネルギーがどうなるか、という問題を考える [5，92]。

系が励起準位にいる確率をp(t)とすると、 p(t)が従うマスター方程式は

立p(t)= e一(ム+B)jT(t)(1_ p(t)) _ e-BjT(匂(t)
dt 

(254) 

と書ける。時間に依存する温度は始めt=Oでおにあり、 tニ 7で絶対零度になるとする。温度

スケジュールは

T(t) =九(1-~) (255) 
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を仮定する。無次元化されたエネルギーギャッフ。μ=ムjB、温度変化率5=九jBTを導入し、変

数変換t~ x = e-B/T(t)を行うと、マスター方程式は

司王戸(x)=一土τ{-xμ+(1 + XM)戸(x)} (256) 
(111 x)“ 

となる。ただし戸(x)三p(t(x))とした。この方程式に対して、 7→∞つまり 6→ Oの極限で漸近

解析を行う。 p(x)を6でベキ級数展開する。

p(x) = co(x) + c1(x)5 + c2(x)52 +・・・. (257) 

6の各次数で方程式 (256)が成り立つとして、係数 Ciの満たす式を次のように得る。

xμ1十Zμ
一一ーす十一一ーヲeo(x)= 0， 
(111x)2 ' (111X 

(258) 

dco(x) 
dx 
dC1 (x) 
dx 

、、‘，
a
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司
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(259) 

(260) 

これより各係数は求まって、

co(x) 
xμ 

l+xμ' 

(111 x)2 μzμ-1 
l+xμ(1 + xμ)2う

(261 ) 

C1 (x) (262) 

(263) 

結局

zμ11 ， L (111 x)2 ，/，，1，2¥ 1 
p(x) =一一一 11+ 5μ + O(5~) 1 (264) zμ1-， ~r x(l + xμ)2 ，-\~ '1 

となる。この展開はx>>5、すなわち T(t)>>五百で正しい。逆に言うとバ 6ではこの展開は

破たんする。

x~己 6 の範囲における戸(x) の振る舞いを調べるために、 z を 6 程度の大きさの Xo で規格化する o

Xoの具体的な定義は後に与える。 X= xjxo と P(X) 三 p(x)jx~ を定義する。 P(X) の従う方程

式は式 (256)にP(X)とXの定義を代入すると

6(lMO)2LP(X)=JI~ {-XM + (1 + X~XM)P(X)} (265) 
:ro dX ，--， (1 +抵r

となる。ここで Xo を ~ro= 5(111 xO)2で決まる量として定義する。すると上の方程式は

ip(X)=/j~ {-XM + (1 十 x~Xf.1 )P(X)}dX-，--， (" lnX¥:L 
11 +些チ1
¥ 111 正oJ 

(266) 
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あるいは
1 +x~Xμ d _，  _， Xμ 
- ， _'U 、っP(X)+ '~T P(X) =ー〆、っ
(1 +ぽyr¥ _ -/ . dX -¥ _ _ / ( 1 +抵r (267) 

と書ける。ここで
1 dF(X) 1+xt;'Xμ 

F(X) dX (1十時)2
を満たす関数F(X)を導入する。 F(O)= 1を仮定してこの方程式を解くと

I (X J -vl 1+xt;'X'μ| F(X) = exp 1-I dX っi
l)o (1 +慌rJ

(268) 

(269) 

となる。この F(X)を使うと方程式 (267)は

1 d "_，__， _，__"  Xμ 
一一一 [F(X)P(X)]=ー〆 、つF ( X) dX l- ¥ --r ¥ --IJ ( 1十与手γ

¥ 111 XO / 

となる。この方程式は容易に解くことができて、 F(O)= 1に注意すると

(270) 
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(271) 

(272) 

が得られる。

ここで X →∞を考える。 F(X)-lはX →∞で発散するので、式 (272)のP(X)が発散しな

いためには次が成り立たないといけない。

P(O) = 
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(273) 

(274) 

上式で指数関数の部分は e-X より小さいので、被積分関数でX>>1のところは積分に寄与がな

い。一方でいd<<1より 11nxol>> 1、従って被積分関数の中の出は無視しても構わない。

従って

削勾 A∞ムp[-foX dX'(l + XOX'μl] Xμ 

fム p[-(X +市X"+l)]Xμ
が得られる。もし μ"，， 1ならば4《 1となるので

P仰)勾foOOdX〆xμ十C附=恥μ)十川)ぅ

(275) 

(276) 

(277) 
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すなわち

p(O)勾 xOr(l+μ) + O(x~P) ・

ただし r(z)はガンマ関数である。もし μ<<1なら 1十μ回 1なので

rOO 

P(O) 勾 IdXXμexp(一(1+ XO)X) + O(μ) 
JO 

r(l) 
一一ーL¥r(l+μ) + O(μ)勾一-T+C(μ)
(1 十 xö)~\~")' -¥.} 1十xo

= 一土τ+O(μ)ぅ
i十Xo

(278) 

(279) 

すなわち
市 μ

p(O)勾二立百十 O(ゆ). (280) 
i十Xo マ

ここでこの式を μrv1に外挿すると xO/(l+ xo) + O(XOμ)旬。(:ro)となるととから、それを
μrv1の表式(278)に整合させて O(バ)= xö 十 O(x~P) を得る。式 (278) と (280) を足したものか

らμrv1で整合させたdを引いて、 μに関して一様に成り立つ表式 [93]
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(282) 

を得る。この式はμrv1では O(イμμ)、μ<<1では O(xoμ)、つまり μに関して一様に C(4μμ)
程度の誤差を持ちうる。さて、 Xoの定義Xo= 0(111 xo)2を思い出すと、 6→ 0で

Xo = 0 [川0(111X川r斗 (1110+ 2111111XO)2 
信 0(1110)2 (283) 

と近似できるので、 p(O)の6→ 0の漸近形として

2l1.nf1  ¥ 
02μ(111 0)4μ 

p(O)勾 6μ(1110)中 r(l+μ)一 (284) 

が得られる。

B 1次元ランダムイジング模型のグラウバーダイナミクスと緩和時間

この節では温度は時間によらず一定とする。

1次元ランダムイジング模型

日二ーヱJiσ向キ1 (285) 

を考える。結合定数は後で具体的に与えるが、ここではひとまず何でもよいとしておく。系のス

ピン状態 (σ1，σ2...σN)の時実IJtでの確率分布をp(σ1，旬、・・1σN;t)と書く。ただし系にあるス
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ピンの数を Nとする。単位時間に t番目のスピンが σから -σ に変わり、他のスピンが変化しな

い選移確率を叫(σ)と書く。 p(σ1:σ2:...:(JN;t)が従うマスター方程式は

d /r--.. .¥ 
= -( ) ~ Wi(σi) I p(σ1，σ2，・・・ぅσN;t) 

dtr\- .L'-~' ，-"'，-， ¥ム-J--(.， ¥ - "J I 

+芝町(一向)p(σ1ぅ九 7一σi，. . . ，σN;t) (286) 

と書ける。 p叫 (σ1ぅσ2γ ・1σN)を平衡状態における確率分布とする。詳細つりあいの条件から

P問 (σ1，σ2，・・・?一σt，・1σN) 一 切i(σi) exp[-β(Ji-1σtσi-1 +占的σi+1)]

P叫 (σ1，σ2，.. . ，σt，・1σN) Wi(一角) exp[s(Ji-1問的-1+ Ji同町+1)]

1一角tanh[s(Ji-1σi-1 + Jiσi+1)] 

1+σi tanh[s(Ji-1σiー1十 Ji的+1)]

l-CJσt-lm-cfmσi+l 

1 + Ci-σ1ー1σi+ Ct(Jiσi+l 
(287) 

が成り立つ。ただし

々 = ;(MIllI[β(Ji-1吋 )]十叫[β(Ji-1+み)]) 

ぐニ ~(tanh川-1 吋)] -ta州 (Ji-l吋)]) 

である。式(287)より遷移確率引(σi)は

(288) 

(289) 

問(中 (290) 

となる。因子α/2は式(287)からは定まらない比例係数である。時刻tでの i番目のスピンの期待

値(磁化)をふ(t)と書くことにする。

Si(t) = (σi)(t) =乞σip(σ1，(J2ぅ ..，(JN;t)
{σ;} 

(291) 

マスター方程式(286)を用いると

立Si(t) 
dt 五十(… ぅσN;t) 

=副ーや小川町;t) 
も(一句)p(σ1σ2 一句 町 ;t) 1 

2二σi乞σ1乞 (-σj)町(σj)p(σlA-JLJN;t) 
{σ;} j σ;=土1

= -2 L (J(Wi(σi)P(σ1，σ2，、σN;t)
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ここでαを時間の単位にとり、 αtを改めてtと書くと

flsz(t)=-a(t)+CJSi-1(t)+cfSt+I(t) 
dt 

(293) 

が得られる。これが 1次元ランダムイジング模型のグラウバーダイナミクスの方程式である。

以下で文献[91]に沿ってスピン期待値Si(t)の緩和を議論する。

スピンの期待値をベクトル IS(t))= [S1 (t)， S2(t):. .. : SN(t)Vを用いて表し、時間発展の行列

1 -cf 
-C2 1 -C; 

A三
-C3" 1 -CJ 

(294) 

-C長一1 1 -C-:; 
-C長 1

を導入すると、方程式 (293)は

三IS州ニ一川t)) (295) 

と書くことができる。初期条件として全てのスピンがそろっている状態 IS(O))=方(1，1ぅ ，1)T 
を仮定する。方程式 (295)の解は IS(t))= JJ dt匂-At'IS(O))となる。ランダム平均を考慮すると、
時刻tにおける系の磁化の平均値は

AI(日 S(O)IS(t))ニドS(O)I1o
t
dt'e-，¥iIS(O))]av (296) 

である。ここで行列Aの固有値入と右固有ベクトル leR(入))、および左固有ベクトル (eL(入)1を導

入して、固有ベクトルの完全性玄入 leR(入))(eL(入)1= 1を用いると

伊例仰州州(仰例州0的州川)川l10
tρρか
tン))d出d前t'

写引10
tρtν)d戊前t

従って

[ 写引1a
tρか
t

〉))d改dt'e一M引州川(伊例仰州S釘仰削(仰例0的州川山)川治h州|ドh附Mε句州州R以叫(似入刈山川)川川附))(eL沖h刷(作仇刷e匂叫Lバ(川刈卵刷川|同附附S訓仰叶(仰0

10
00∞ 
ωω州D町('x)e-入刈)

と表せる。ただし回有値の分布関数(状態密度)D(入)は

Al(t) 

(298) 

m川 (299) 

で与えられる。

円
べ

U

戸

h
u

円

h
u



鈴木正

ここから結合定数{Ji}が次の分布に従う場合を考える。

P(み)= (1 -q)O(Ji) + qO(Ji -J)， 0三q三1，J> O. (300) 

すなわち隣り合うスピン聞には確率qで強さ Jの強磁性的相互作用が働き、確率 (1-q)で相互作

用が働かない。この時、系は長さの異なる独立な強磁性のクラスターの集まりとみなせる。ただ

しクラスター内のスピンは一様に強さ Jで相互作用している。

今、ある一つのスピンを選んだとして、それが長さ lのクラスターに属している確率は次のよう

に求められる。スピンのまわりのボンドは (l-1)個連続して結合定数Jを持ち、両端のボンドは

切れていないといけない。そのようになる確率は (1-q)2ql-lであり、ひとつ選んだスピンがそ

のクラスターにある場合の数はlである。従って求める確率は l(l_ q)2ql-lで与えられる。さて、

長さ lのクラスターは高々N/l個存在することが許される。 l個おきにスピンを N/l個取るとする

と、それぞれのまわりに確率l(l-q)2ql-lで長さ lのクラスターがあることから、長さ lのクラス

ターの個数の期待値は

子l(1 _ q) 2 ql-1 (301) 

で与えられる。

長さ lのクラスターを一つ取り出して考えてみたい。クラスター内のスピンには i= 1ぅ2，. . . ，l 

のラベルが付いているとする。 cfの定義 (288)、(289)より

C} =0ヲ ct= tanhsJ 
ci-=ct=トn山， (i = 2ぅ3ぅ ;l -1) 

cl-= tanhβJ， ct = 0 

(302) 

(303) 

(304) 

である。 ta山グJ=A、~ta山 2sJ= Bとすると、クラスター内のスピンの期待値 IScl(t))の時

開発展は lx lの行列
1 -A 

-B 1 -B 
-B 1 -B 

Acl三 (305) 

-B 1 -B 

-A 1 

により議IScl(t))= -AclIScl(t))で定まる。

行列 Aclの固有値入を以下に求める。まず、入は次の方程式を満たす。

det (Acl一入1)= (1一入)2D(l -2) -2AB(1一入)D(l-3) + A2 B2 D(l -4) = 0 (306) 

A
斗
A
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ここで D(l)はlx l行列の行列式で、

1一入 -B 

-B 1一入 -B 

D(l) == det (307) 

-B 1一入 -B 

-B 1-入

である。上式を余因子展開すると

D(l) = (1一入)D(l-l)-B2D(l-2) (308) 

が得られる。この式を用いると入の方程式 (306)は

{(1一入)2-A2}D(l-2)十 (A2一川)(1-A)D(l -3) = 0 (309) 

と変形できる。さて、漸化式 (308)から D(l)は求まって、

l-1ー αl-l αグ(sl-2-α1-2)s _α 
D(l) = β-α D(2)一 (1) (310) 

D 

のようになる。ただし、 αとグは漸化式(308)の特性方程式の解で

α=  ~ 1(1一入)-v' (1一入)2_ 4B21 ぅ β=~ 1(1一入)+ v' (1一入)2-4B21 (311) 
l' V' 1 21' V'-

である。また D(2)= (1一入)2_ B2、D(l)ニ 1一入である。ここで、クラスターの長さ lが無限

大の時に行列Aclの固有値が 1-tanh 2sJ cos kとなることから

入=1 -tanh 2sJ cos k (312) 

とおいて kの満たす方程式を導くことにする。まず式 (310)、(311)より

D(l) =去(ta山 J)l(s凶 (313) 

が得られる。この式から得られる D(l-2)とD(l-3)、さらに (1一入)2_ A 2 = tanh2 2βJ cos2 k-

tanh2βJとA2-2AB= tanhsJ(tanhβJ -tanh2sJ)を式(309)に代入して両辺に sink coth2 sJ 

をかけて sin(l-1)kcos2 kで害IJって式変形すると

(ta山 2sJcoth sJ -1)2 = tan2 k -2 cot(l -l)k tan k(ta山 2sJcothsJ-1) (314) 

が得られる。ここでtanh2sJ coth sJ -1 =α と書くと

') tan2k 
(α+ cot(l -l)k tan k)L = -:っ

sin2(1 -l)k' 
(315) 

従って次式が得られる。
tank 

α+ cot(l -l)k tan k = 
sin(l -l)k 

(316) 
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ただし、(左辺)= -(右辺)はパリティー奇の固有ベクトルを持ち、式 (299)の状態密度に寄与し

ないので除外した。従って、 kは

ベSIII -州一川 =tmkunl(l一以in (l -1) k ---¥ - -r) 

を満たす。以上をまとめると、行列 Aclの固有値入は

(317) 

1
2
i
 

k

α

一

郎

=

M

c

k

川

1
a
J

、、.EIJ

巴
一
ム

3

1

σ

 

2
一

一

℃

、A1

，J

'
'
A
'
'
ι
h
v
l
t
 

n
i
I
n
μ
 

a

l
一2
2
1

4
E
U

、i
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rL

盲
目

E
A

一

副
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B
U
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l
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t

 

=

n

=

 

入
わ
い

α

(318) 

で与えられる。

次に行列Aclの右固有ベクトルを求める。右固有ベクトルの各成分を叫 (i= 1うえ.. . ， l)とすると

(1一入)U1- AU2 = 0， -AUI-1 + (1一入)U{= 0 (319) 

-BUiー1+ (1一入)町一 BUi+l= 0う (i = 2ヲ3，・・・ ，l-1) (320) 

が成り立つ。これよりまず句=lhが得られ、 i= 3から i= lに対しては

1-入
叫ニ ~Ui-1 十叫ー2=0 (321) 

が成り立つので、この漸化式の解として同を求め、そこに A = ta山仰、 B ~ tanh2sJ、

入ニ 1-tanh 2sJ cos kを代入すると

Ui = (αcot ksin(i -l)k + cos(i -l)k) U1 i = 2，3，'"ヲl (322) 

が得られる。ちなみに上式による町一1と叫を式 (319)の式 -AUI-l+ (1一入)Ul= 0に代入する

と固有値入(すなわち k)が満たす式 (318)が出てくる。

左固有ベクトルも同様にして求めることができる。左固有ベクトルの各成分を町 (i= 1ぅ2γ ・.， l) 

と書くと

(1一入)町 -BV2 = 0ぅ - AVl十(1一入)V2- BV3 = 0 (323) 

-Bり1-2+ (1一入)VI-1- AVI = 0， -BVI-1 + (1一入)VI= 0 (324) 

-B町一1十(1一入)叫 -BVi+1二 o(i = 3，4， . . • ，1 -2) (325) 

が成り立つ。これらの漸化式から

V2 2v} cos k 

町二(会ωtks同一山土cos(i一川 V} 日ぅ4ぅ日) (326) ¥ α十 1 -， -r  J 

り1 - ~Vl_1 ( α 註州-2) k ， 1 cos (l -2)勺 1 
1 一一一一~Vl_1 I一一一ー 十一一一一 J V1 
ι 1一入 ι-> ¥α 十 1 sink α十 1 cos k ) -> 

-666-
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が得られる。

さて、仮に長さ lのクラスターが一つだけ長さ Nの系にある状況を考える。全系の時開発展行

列Aの固有ベクトルはクラスターに対応する部分はAclの固有ベクトルとなり、それ以外はゼロ

となる。従って

(327) 
1 ( εLi=l Ui) ( ε幻:LJ1り叫i

(伊5(ω0)μ|ドeR以(入川))(作eL以(入刈)1同S(仰0)乃)= I万U 一一一一 一一一一

(328) ー乞日

三角級数の公式

1 '"".、佐巴，1"¥旦±旦E
E二sinik =一2・〓 2
1=1SIn言

となる。

(329) 

と式 (318)のαωtkニ tan与並を用いると、式 (322)より

1-(1 -α)cosk 
Ul 

i 

(330) 
α1  

V1-一一一一一一一
α十1m23

乞Ui

z叫

が求まる。 0三α三1なので乞LIU1三0‘Li=l町三 0、従って

(331) (5(0) leR(入))(eL(入)15(0))三0

ここで、固有値入が最小となる基底固有ベクトルについて考えよう。今の場合、基底固有ベクト

ルはPerron-Frobeniusの定理から全ての成分を正にできて、従って式(327)の値が基底固有ベクト

一方、基底固有ベクトルに対して(tL Ui)2 / t L U[や(tLVi)2/t LVfは
クラスターサイズlが大きくなると小さくなる。そこでl→∞でこれらの値を求めて、基底固有ベ

クトルに対する式(327)を下から押える。 Ui-? Viに含まれる kは式(318)より tank tan与 Lα

の解である。 αはkによらない0三α:::;1の数であり、入=1-tanh2sJcoskを最小にする kはゼ

ロに最も近い解である。 Z>> 1とすると解はO<k<凸の範囲にあるので、 tank勾 kとすると

であることがわかる。

ルで最も大きくなる。

(Z -l)k α 
1一一一一一勾ー>>1. 
2 k 

(332) 

(333) 

これを上で求めた乞向、 LViに代入すると

土 1α4l:V.勾V 一一一一一一~
・ 1uα+17f三

従って解は与h5すなわち k何?である。

ム 2αZ2
) Ui勾'lJ，1一一志一
ご:r

(334) 

が得られるoE〉?、 2ごり?については

さu1= ui (1十α2C吋 sin2( i一山C4叫一仙台os2(t-吋

門

i
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玄υ? 二 υイ引仰仲?什叩伽|ドド1+叫十よヲ£三山叫一山C∞O叫S叫(いt一例l-， ---- ._， (a+1り)2~戸=3

十 1 ( ム吋tk~戸S討凶州11
一.…………一……….一.一目

(伊α十 1)戸2¥山 U……V…v<' sin k cos k } I (335) 

を三角級数の公式を用いて変形し、 k巴千を代入して主要項だけを取り出すと

が
一
日

2α

一+
一α

U
 

2

玄同
勺
一
が
α
一つ“

川

U
N
U
 

l
Z
M
 

(336) 

が得られる。これより

(;ε~=1 Ui)( t I:~=1 Vi)→ 8 
Jzj=11N12:=IU7π2 

(l→∞) (337) 

すなわち式 (327)は
l 8 

(S(O) leR(入))(L (入)IS(O))とN1[2 

で下から押えられる。ところで、クラスターの時間発展行列Aclの固有値は式 (312)より

(338) 

入o= 1 -tanh 2βJ (339) 

により下から押えられる。従って入<入。に対して状態密度はD(入)= 0である。入>入。に対して
は、ある長さの限界lc(入)があって l< lc(入)であるクラスターは入より小さい固有値を持たない。

その lc(入)は式(318)から

ι(入)= 1 + f f tan -1 (αcot k) 1 (340) 

で与えられる。ただし入と kは式(318)上の式の関係にあることに注意する。上式の r.. .lは・・・
より大きくて最も・・・に近い整数を表す。 lとlc(入)のクラスターは少なくとも 1つは入と同じか入

より小さい固有値を持つ。それに対応する固有ベクトルは式(338)より、次式で定義される状態数

p入

I(入)三 ID(入)d入 (341)
J入。

に少なくとも長会の寄与を持つ。今、長さ lのクラスターは式 (301)より平均で千l(l-q)γ-1 
個だけ系にある。従って状態数は

I(入) ~ 
ヱ 8l N.. .') ， 1 >: ーす一一l(l-q)γ-1 ム--' 1[:L N l 
l=lc{入)

三(1-q)2Elq~主qlc{入)ー1(1十(九(入)-1)(1寸))
一 1=lc{入)一

> 三qlψι以c{川入川)
1[ゐ

(342) 

で下から押えられる。入が上から入。に近づくと

入ーいシ2tanh 2sJ (343) 
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となるので

lc(入)勾 27r勾 ζJtanh2sJ(入一入。)-1/2ヲ
k 2 v2 

(344) 

従って

の)三会均[-C(入一入0)叶

C=1111JLJtanhmJ三 EJL>O
q v'‘乙、";'2

が得られる。ただし ε=1nドtanh2sJである。
もし l>> lc(入)だとすると、長さ lのクラスターはたくさんの入より小さい固有値を持つ。その

それぞれは式 (331)より I(入)に正の寄与を与える。完全性よりクラスターの状態の寄与の総和は

多くとも会である。長さ lのクラスターの数の平均が式 (301)で与えられることを用いるとI(入)

は次のように上から押えられる。

(345) 

(346) 

ぷ lN_， ，') 1 1 

I(入)三): ~T7l(1 -q)γ-1 ム-:..N l 
l=lc(入)

qlc(入)ー1(lc(入)-(lc(入)-1 )q) 

~ lc(入)qlc(入)一1

記 長νω2sJ(入一入0)-1/2exp卜C(入一入)叶
式(338)と(347)で評価された上限と下限から、入ぉ入。におけるI(入)の漸近的挙動が

(347) 

の)勾F(入)叫(-主tan一1~) ¥ k ----- k J 

となることがわかる。これより状態密度が

(348) 

D(入)勾仰)吋ートペ) 入信入O (349) 

のように書けることが結論づけられる。ここでF(入)と G(入)は指数関数e-1/.;x土石に比べて穏や

かな関数である。以下の議論にとって重要ではない。

ここから式 (298)により磁化の時開発展を求めていく。 tが大きい時、鞍点評価による近似が有

効であるから

1n 1¥1 (t) 旬、 n?-~J:S [一入t+ 1nD(入)1 
入oS:入三∞

としてよい。ここで 1¥J(t)から e入otで減表する部分を取り出し、

(350) 

1¥1(t) = e一入otφ(t) (351) 

とする。また、入がんに近い時、すなわち kが小さい時の近似式

1.. 1 
入問 1-tanh2sJ十tanh2sJ ~k2 =入O十二k2tanh2sJ 

2 
(352) 
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を用いる。すると式 (350)は次のように書き換えられる。

hω(μ例tの)勾 m似 lト一」1h(刷I 2 ¥ --------，--;-._ k --.-- k I (353) 

ただし、 D(入)の主要でない入依存性(式 (349)の G(入))は無視した。変数変換長三 k/α、f三

(α3/ε) tanh 2sJtを行うと上式は

-
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ι (354) 

となる。 t>>1の時、上式は長<<1で最小化されるので (2/長)tan-1(1/長)勾 π/長と近似すると
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(356) 

が得られる。従って磁化の時間発展は t→∞で漸近的に

叫卜ot-2(平山う1/3tl，、J
r、Jl¥f( t) 

(357) 戸、J~ 

1 1 

入o 1 -tanh2sJ 

この式から、緩和時間は t→∞で

¥
t
t
t
I
/
 

山一
t

/
i
t
-
-
¥
 

一一一R
 
T
 

となる。

(358) 

となることがわかる。

これより結合定数みが別の分布に従う場合を考える。以下の議論で、次の強磁性不等式を証明

抜きで用いる。

イジング模型H = -L(i，j) Jijσt勺を考える。結合定数は Jij三0で、強磁性的である

とする。 Jijの一様性は仮定せず、ランダムでも構わない。次元は特に指定しない。時

間発展は Glauberの方程式を仮定する。サイズは有限でも熱力学極限でも構わない。

初期条件として全てのスピンが上向きに揃っていることを仮定する。この時、すべて

の時刻 t、すべてのサイト i，jでスピンの期待値Si(t)= (σi) (t)はJijの単調非減少関

数である。

上の文章が意味するところは、強磁性の結合が強くなるとスピンの期待値が小さくなることはあ

りえない、というものである。それはもっともなことであるが、今のところは予想にとどまって

(359) 
Ji E [0，1] 
それ以外

ハU
門
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いる。以下、 Jiの分布として、

を考える。
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全てのボンドの結合定数を 1まで増加させることを考える。すると全てのボンドについてよi=l

であるイジング模型の磁化はt→∞でe-)qtで減衰する。ここで入1= 1-tanh2sである。強磁

性不等式より、元のランダムな系の磁化1Il(t)は不等式

1I1(t)三exp( 入lt) (360) 

を満たす。

次に適当な0:::;J*三1を満たすFを選ぶ。 Ji< J*であるボンドは J;= 0とし、 Ji三J*であ

るボンドは J;= J*として {Ji}を{JI}で置き換えた新しい系を作る。この系はまさに上で議論

した式 (300)の系に他ならない。したがって上の結果(式 (357))よりこの系の磁化AI'(t)は

lnAI'(t) 
1一一ァー=一(1-tanh 2sJ*) =一入*
t→∞ I 

(361) 

となる。ここで強磁性不等式より

1I1(t)ミ1If'(t)→ e-A*t (362) 

が成り立つ。ところで、 rはいくらでも 1に近い値に選んでも構わない。 J*→ 1とすると Y →入1

となる。この時、式(362)は

Al(t)三e-A1t (363) 

となる。この式と式 (360)を合わせると、 t→∞で

AI(t) =ε一入1t (364) 

が導かれる。従ってみが式(359)の分布の時、緩和時間は

な - A 1 - 1 -tanh 2s 
(365) 

となる。
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