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対数優/劣モジュラ分布からのサンプリング

来嶋秀治 (Shuji Kijima)
京都大学数理解析研究所

Research Institute for Mathematical Sciences
Kyoto University

概要

本稿では, 有限分配東上の対数優/劣モジュラ分布に対して, マルコフ連鎖モンテカルロ
(MCMC: Markov chain Monte Carlo) 法に基づくランダムサンプリングアルゴリズムを議諭
する. 1996年 Propp&Wilson の提案した過去からのカップリング $(CF^{\cdot}\Gamma P$ : coupling from
the past) 法は. マルコフ連鎖のシミュレーションを工夫することで, 定常分布に厳密に従う完
壁サンプリングを実現する. 過去からのカップリング法を効率的に実行するには, coalescence
の効率的な確認が鍵となる. 本稿では「有限東上の可逆的酔歩が単稠な更新関数を持つため
の必要十分条件は定常分布が対数優モジュラである」 ことを示す. また, 分配東上の対数劣モ
ジュラ分布に対する. anti-monotone カップリングを紹介する. 対数優/劣モジュラ分布の応
用として, Ibtte多項式の値の計算に対するに多項式時間乱択近似計算法についても議論する.

1 はじめに

組合せ的対象のランダム生成は, 乱択近似アルゴリズムの効率性の重要なカギとなる. しかし

例えば, グラフ中の森の一様ランダム生成 ( $[2|$ 参照), 有限半順序集合のイデアル 1の一様ランダ
ム生成 ([7]参照). マトロイド基の一様ランダム生成などの基礎的で重要な離散構造についても,
多項式時間のサンプリングアルゴリズムの存在が未解決なものは多い.
本稿では, 有限分配東上の対数優/劣モジュラ分布に対して, マルコフ連鎖モンテカルロ (MCMC)

法に基づくサンプリング法を議論する. このサンプリング法を用い, グラフ中の森の一様ランダ
ム生成, マトロイド基の一様ランダム生成と関連の深い Tutte 多項式について, 多項式時間乱択
近似計算可能な領域を与える.

2 準備

21 対数優/劣モジュラ分布

本稿では, 有限集合 $E$ の部分集合族がなす分配束 $\mathcal{D}\subseteq 2^{B}$ を扱う. 有限分配束 $\mathcal{D}$ 上の分布 $\pi$ が

対数優モジュラ (log-supermodular) であるとは, 任意の $X,$ $Y\in \mathcal{D}$ に対して.

$\pi(X)\cdot\pi(Y)\leq\pi(X\cup Y)\cdot\pi(X\cap Y)$

を満たすことである. 同様に対数劣モジュラ (log-submodular) であるとは

$\pi(X)\cdot\pi(Y)\geq\pi(X\cup Y)\cdot\pi(X\cap Y)$

1有限半順序集合のイデアル全体は分配束をなす. 一方, 任意の有限分配束は有限半順序集合のイデアルとして記述
できる (Birkhoffの表現定理. [1] 参照).
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を満たすことである 2. 以下, $\pi(X)>0(\forall X\in \mathcal{D})$ を仮定する.
一般に, 有限状態空間 $\Omega$ 上の分布 $\pi$ は, 関数 $H:\Omegaarrow \mathbb{R}\cup\{-\infty\};x\mapsto\ln(\pi(x))$ を用いて,

$\pi(x)=\frac{e^{H(x)}}{\sum_{x\epsilon\Omega}e^{H(x)}}$
$(x\in\Omega)$

と記述できる. 特に, 分布 $\pi$ が $\mathcal{D}$ 上の対数優モジュラの場合は, 関数 $H$ が任意の $X,$ $Y\in \mathcal{D}$ に対
して優モジュラ不等式

$H(X)+H(Y)\leq H(X\cup Y)+H(X\cap Y)$

を満たすことと, 対数劣モジュラの場合は劣モジュラ不等式

$H(X)+H(Y)\geq H(X\cup Y)+H(X\cap Y)$

を満たすことと, それぞれ等価である. 第 5章で, 対数優/劣モジュラ分布の例を与える.

22 可逆的ハッセ歩

有限状態空間 $\Omega$ と推移確率行列 $P$ をもつマルコフ連鎖が, 関数 $g:\Omegaarrow N_{\geq 0}$ に対して, 任意の
対 $\{x,y\}\in(\begin{array}{l}\Omega 2\end{array})$ について詳細均衡方程式

$g(x)\cdot P(x, y)=g(y)\cdot P(y, x)$ (1)

を満たすとき. 可逆的 (reversible) であるという. ギブスサンプラー. メトロポリスヘースティ
ングスなど. MCMC 法で用いられるマルコフ連鎖の多くが可逆的である.

定理 1 ([4] 等参照) エルゴード的マルコフ連鎖が可逆的, すなわち式 (1) を満たす時. マルコフ
連鎖の定常分布 $\pi$ は $g$ に比例し,

$\pi(x)=\frac{g(x)}{\sum_{x\in\Omega}g(x)}$

が成り立つ.

$(x\in\Omega)$

$\blacksquare$

いま, 状態空間 $\Omega$ は半順序集合とし, $\Omega$ の (無向) ハッセ図の枝の集合を $C(\Omega)\subseteq(\begin{array}{l}\Omega 2\end{array})$ で表わ
す. マルコフ連鎖の推移確率行列 $P$ が

$P(x,y)>0$ iff $\{\begin{array}{l}x=y, or\{x,y\}\in C(\Omega),\end{array}$

を満たすものをハッセ歩 (Hasse walk) という 3.

2例えば $\mathcal{D}$ 上の一様分布は対数優モジュラかっ対数劣モジュラである.
$s$ハッセ歩は $\iota$ lattice walk” と呼ばれることもある.

73



23 過去からのカップリング法

推移確率行列 $P$ に対して, (決定的) 関数 $\phi:\Omega x[0,1)arrow\Omega$が一様乱数 $\lambda\in[0,1)$ に対して

$P(x_{1}y)=Pr(\phi(x,\Lambda)=y)$

を満たすとき, $\phi$ を更新関数という. 一般に. マルコフ連鎖に対して更新関数は唯一ではない. 表
記の簡便のため. $\Phi_{\theta}^{s+t}(x, \lambda^{t})$ は状態 $x\in\Omega$ に対して, 時刻 $s$ から $\lambda^{t}=(\lambda_{0}, \lambda_{1}, \ldots, \lambda_{\ell-1})\in[0,1)^{\ell}$

を用いて, 帰納的に $\phi$ を計算した時刻 $s+t(t>0)$ の状態を表すものとする. すなわち,

$\Phi_{s}^{s+t}(x, \lambda^{t}).def=$
.

$\phi(\Phi_{s}^{s+t-1}(x,\lambda^{t-1}), \lambda_{\ell-1})$

とし, $\Phi_{\delta}^{s+1}(x, \lambda^{1})^{def}=\phi(x, \lambda_{0})$ である.
エルゴード的なマルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ は状態空間 $\Omega$ を持ち, 更新関数 $\phi$ : $\Omega\cross[0,1)arrow\Omega$ で定義され

ているとする. このとき, 標準的な過去からのカップリング (CFTP: coupling from the past) ア
ルゴリズムは次のように記述される $(|6]$ 参照 $)$ .
アルゴリズム 1 (CFTP[9])
Step 1. シミュレーションの開始時刻を $T:=-1$ とする. 空列 $\lambda$ を用意する.
Step 2. 乱数 $\lambda[T|, \lambda|T+1],$

$\ldots,$
$\lambda[\lfloor T’ 2\rfloor-1]$ を生成し. 数列 $\lambda$ の先頭に挿入する.

すなわち. $\lambda:=(\lambda[T],$ $\lambda[T+1|,$
$\ldots,$

$\lambda[-1])$ とする.
Step 3. $\Omega$ のすべての状態 $x$ について, 乱数列 $\lambda$ を用いて時刻 $T$ から時刻 $0$ までマルコフ連鎖を

推移させる.
Step 4. 以下の合流確認を行う.

(a) もし $\exists y\in\Omega,$ $\forall x\in\Omega,$ $y=\Phi_{T}^{0}(x, \lambda)$ ならば $y$ を返し, 停止する.
(b) そうでなければ, シミュレーションの開始時刻を $T:=2T$ としてステップ 2に戻る.

CFTP アルゴリズム (アルゴリズム 1) に対して, 次の定理が成り立つ.

定理 2 (CFTP[9]) エルゴードマルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ は有限の状態空間 $\Omega$ をもち. 更新関数 $\phi$ : $\Omega\cross$

$[0,1)arrow\Omega$ で定義されているとする. この時, CFTP アルゴリズム (アルゴリズム 1) が停止し値
を返す時. 得られる値は $\mathcal{M}$ の定常分布に厳密に従う確率変数の実現値である.

更新関数 $\phi$ で定義されるマルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ に対して, アルゴリズム 1の Step4(a) における, 確
率的事象 $\exists y\in\Omega$ . $\forall x\in\Omega y=\Phi_{T}^{0}(x, \lambda)$ を合流 (coalescence) と呼ぶ.

24 単調更新関数

前節で述べた CFTP アルゴリズムにおいて, 合流の確認がアルゴリズムの正当性, 計算効率共
に鍵となる. しかし, 素朴な CFTP アルゴリズムにおいては, 合流確認に $|\Omega|$ に比例する時間が
かかってしまう. この点を克服するーつのアイデアが単調性である.
半順序集合 $\Omega$ 上の半順序 $\succeq$ に関して, 更新関数 $\phi$ が任意の実数 $\lambda\in[0,1)$ に対して

$x\succeq y\Rightarrow\phi(x, \lambda)\succeq\phi(y, \lambda)$ $(\forall x,y\in\Omega)$

を満たすとき $\phi$ は単調であるという.
単調性の定義から, 単調な更新関数に対しては, 確率的事象 $|\exists y\in\Omega,$ $\forall x\in\Omega,$ $y=\Phi_{T}^{0}(x, \lambda)]$

(合流) と, 確率的事象 $[\exists y\in\Omega, y=\Phi_{T}^{0}(x_{\max}, \lambda)=\Phi_{T}^{0}(x_{\min}, \lambda)]$ が等価であることがわかる. 以
上のことから. 更新関数が単調な場合, アルゴリズム 1の Step3, $4(a)$ を
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Step 3. 状態 $x_{\mathfrak{m}ax},$ $x_{\min}\in\Omega$ について, 乱数列 $\lambda$ を用いて時刻 $T$ から時刻 $0$ までマルコフ連鎖を
推移させる.

Step 4. 以下の合流確認を行う.

(a) もし $\exists y\in\Omega,$ $y=\Phi_{T}^{0}(x_{\mathfrak{n}\iota ax}, \lambda)=\Phi_{T}^{0}(x_{\min}, \lambda)$ ならば $y$ を返し. 停止する.

と置き換えても, 等価な出力が得られ, すなわち定理 2と同様の定理を得る.

3 マルコフ連鎖が単調更新関数もつ必要十分条件
有限分配束 $\mathcal{D}$ 上のマルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ を次のように定める; 現在の状態 $X\in \mathcal{D}$ に対して,

Step 1. $e\in E$ を一様ランダムに選択する.
Step 2. 一様乱数 $\Lambda\in[0,1)$ を生成し, (仮の) 状態 $T\subseteq E$ を

$T=\{_{X\cup\{e\}}^{X\backslash \{e\}}$ $( otherwise(if\Lambda<\frac{\pi\{X\backslash \{e\})}{\pi(X\backslash \{e\})+\pi(X\cup\{e\}),)})$

,

とする 4.
Step 3. 次の時刻の状態 $X’=\phi(X;e, \Lambda)$ を

$X’=\phi(X:e, \Lambda)^{def}=$. $\{\begin{array}{l}T (if T\in \mathcal{D}),X (otherwise),\end{array}$

とする 5.

命題 3 マルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ を定義する更新関数 $\phi$ は単調である. $\blacksquare$

次の定理は本稿の主結果のひとつである.

定理 4有限分配束 $\mathcal{D}$ 上の可逆的ハッセ歩が. 単調な更新関数をもつための必要十分条件は, 定常
分布 $\pi$ が $\mathcal{D}$ 上の対数優モジュラであることである. $\blacksquare$

4 対数劣モジュラ分布に対する完壁サンプリング
状態空間 $\mathcal{D}$ 上の対数劣モジュラ分布 $\pi$ に対して, 第 3章で定義したマルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ を考える.
このとき, 更新関数 $\phi$ は. $\pi$ が対数モジュラ (対数劣モジュラかつ対数優モジュラ) でない限り,
単調ではない. したがって HMggstr\"om&Nelander [3] の提案した anti-monotone カップリングの
利用を考える.
任意の対 $X,$ $Y\in \mathcal{D}$ に対して, (決定的) 関数 $\psi:\mathcal{D}xE\cross[0,1)x\mathcal{D}arrow \mathcal{D}$ を次のように定める.

$\psi(X|e, \lambda|Y)$
$def=$.

$\{\begin{array}{ll}X\cup\{e\}X\backslash \{e\} \}_{if\lambda\geq}^{if\lambda<}\frac\frac{\pi(Y\backslash \{e\})}{\pi(Y\cup\{e\})+\pi,\pi(Y^{\backslash )}\cup\{e\})+\pi(Y\backslash \{e\})\pi(Y\backslash \{eY\backslash \{e\})}andX\cup\{e\}\in \mathcal{D})andX\backslash \{e\}\in \mathcal{D}),,X (othenvise).\end{array}$

このとき, $\psi$ はマルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ の推移を実現するものではない, すなわち一様乱数 $e\in E$ と
$\lambda\in[0,1)$ に対して. $Pr[Z=\psi(X;e, \lambda|Y)]\neq P(X, Z)$ が成り立つものでは一般にはないことに
注意されたい.

$4X\in\{X\backslash \{e\}, X\cup\{e\}\}$ に注意.
$s$ したがって $X’\in \mathcal{D}$ .
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定理 5関数 $\psi$ が, 任意の $e\in E,$ $\lambda\in|0,1)$ および任意の組 $X,$ $Z,$ $Y\in \mathcal{D}(X\supseteq Z\supseteq Y)$ に対して

$\psi(X;e,\lambda|Y)\supseteq\phi(Z;e,\lambda)\supseteq\psi(Y;e, \lambda|X)$

を満たす必要十分条件は $\pi$ が対数劣モジュラであることである. $\blacksquare$

表記の簡便のため, $\Psi_{l}^{s+t}(X, e^{\iota}, \lambda^{t}|Y)$ は状態対 $X,Y\in\Omega$ に対して, 時刻 $0$ から $e^{\ell}=(e0,e\iota$ ,
. .. , $e_{t\sim 1})\in E^{t}$ と $\lambda^{t}=(\lambda_{0}, \lambda_{1}, \ldots, \lambda_{1-1})\in[0,1)^{t}$ を用いて, 帰納的に $\psi$ を計算した時刻 $t$ の状態
を表すものとする. すなわち,

$\Psi_{\theta}^{\iota+t}(X;e^{t},\lambda^{\iota}|Y)$
$def=$.

$\psi(\Psi_{s}^{s+t-1}(X\cdot e^{t-1},\lambda^{t-1}|Y);e_{t-1}, \lambda_{t-1}|\Psi_{s}^{s+t-1}(Y;e^{t-1},\lambda^{\ell-1}|X))$

とし, $\Psi_{\theta}^{s+1}(X;e^{1}, \lambda^{1}|Y)^{d\epsilon f}=\psi(X\cdot,e0, \lambda 0|Y)$である.
定理 5より. $\mathcal{D}$ 上の対数劣モジュラ分布に対して, もし $[\exists Z\in \mathcal{D},$ $Z=\Psi_{l}^{l+t}(E;e,\lambda|\emptyset)=$

$\Psi_{s}^{s+t}(\emptyset\dot,e, \lambda|E)]$ が成り立っている時, 同一の $Z$ に対して $[\forall X\in \mathcal{D}, \Phi_{0}^{1}(X;e, \lambda)=Z]$ が成り立
つ. 以上のことから. $\mathcal{D}$ 上の対数劣モジュラ分布に対して, アルゴリズム 1の Step3, 4(a) を

Step 3. 乱数列 $e,$ $\lambda$を用いて, 時刻 $T$から $0$ まで帰納的に $\Psi_{T}^{0}(x_{mrx};e, \lambda|x_{\min})$ と $\Psi^{0}\tau(x_{\min};e|\lambda|$

$x_{\max})$ を計算する.
Step 4. 以下の合流確認を行う.

(a) もし $\exists y\in\Omega_{:}y=\Psi_{T}^{0}(x_{m\alpha x};e,\lambda|x_{\min})=\Psi_{T}^{0}(x_{1\mathfrak{n}in};e,\lambda|x_{\max})$ ならば $y$ を返し. 停止
する.

と置き換えて (かつ. 適切に該当箇所を書き換えて) も, 等価な出力が得られ, すなわち定理 2と
同様の定理を得る.

5 応用 –ntte多項式の計算
グラフ $G=(V, E)$ の Tutte 多項式は

$T(G;x,y)^{d\epsilon f}=. \sum_{A\subseteq E}(x-1)^{r\langle E)-r(A)}(y-1)^{|A|-r(A)}$

で与えられる. ただし $r(A)$ は $G$ の部分グラフ $(V, A)$ のランク (最大の森の枝数) を表わす. 関
数 $r(A)$ は著名な劣モジュラ関数である.
いま, グラフ $G$ に対してブール束 $2^{E}$ 上の分布 $\pi_{T}$ を

$\pi_{T}\langle A)^{def}=$
.

$\frac{(x-1)^{r\langle E)-r(A)}(y-1)^{|A|-r(A)}}{T(G;(x,y))}$ $(A\subseteq E)$

と定義する. 分布 $\pi_{T}(A)$ は $x>1,$ $y>1$ かつ $(x-1)(y-1)\geq 1$ ならば対数優モジュラ. $x>1$ ,
$y>1$ かつ $(x-1)(y-1)\leq 1$ ならば対数劣モジュラとなる. さらに, マルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ の混交時
間 ([5] 参照) に関して, 次の命題を示すことができる.

補題 6 $x>1,$ $y>1,$ $(x-1)(y-1)\geq 1$ かつ $1\prime x+1’ y\geq 1-1’|E|$ のとき. 分布 $\pi\tau$ に対するマ
ルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ は多項式時間で混交する. $\blacksquare$

補題 7 $x>1,$ $y>1,$ $(x-1)(y-1)\leq 1$ かつ $1\prime x+1\prime y\leq 1+1(|E|+1)$のとき. 分布 $\pi_{T}$ に対
するマルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ は多項式時間で混交する. $\blacksquare$
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補題 6と 7から, グラフ $G$ の自己帰着性 ([5] 参照) を利用して. 次の定理を得る.

定理 8任意に与えられるグラフ $G=(V, E)$ に対して. 領域 $R_{1}:[1\leq x\leq 1+1/|E|$かっ$y\geq|E|+1]$

または $R_{2};[x\geq|E|+1$ かっ $1\leq y\leq 1+1’|E||$ 内の $(x, y)\in \mathbb{R}$ に対して, Tutte 多項式 $T(G;x, y)$

の値の計算に対する FPRAS が存在する. $\blacksquare$

6 対数劣モジュラ分布からのサンプリングの困難性
ここでは, 一般の対数劣モジュラ分布からのサンプリングに対しては, 多項式時間アルゴリズ

ムは存在しないであろうことを示す.

命題 9 グラフ $G=(V, E)$ に対して, カット関数 $c$ を $c(X)def=|\{\{u,$ $v\}\in E|u\in X$ かっ $v\in$

$V\backslash X\}|(X\in 2^{V})$ と定義し, 状態空間 $2^{V}$ 上の分布 $\pi_{MC}$ を

$\pi MC(X)=def$.
$\frac{e^{n\cdot c(X)}}{\sum_{X’\subseteq V}e^{n\cdot c(X’)}}$

$(X \subseteq V)$

と定義する. このとき, 分布 $\pi_{MC}$ に対して $(1 \prime 2)\sum_{X\in 2^{V}}|\nu(X)-\pi bfC(X)|\leq 120$ を満たす近似
分布 $\nu$ からのサンプリングを実現する多項式時間アルゴリズムは, RP$\neq NP$ の仮定の下では存在
しない. $\blacksquare$

カット関数 $c$ は劣モジュラ関数として良く知られ, すなわち $\pi MC$ は対数劣モジュラである.

7 まとめと今後の課題

本稿では. 有限東上の可逆的ハッセ歩が単調な更新関数をもつための必要十分条件が定常分布
が対数優モジュラであることを示した. マルコフ連鎖をハッセ歩に限定しない場合, 対数優モジュ
ラでない分布に対しても単調な更新関数の設計された例が存在する $[$8$]$ . 非対数優モジュラ分布に
対して. 単調な更新関数を設計する汎用的な手法については今後の課題である.
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