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1次元量子系にみられる特異な輸送特性1

ー厳密解からのアプローチー

東京大学大学院総合文化研究科 堺和光 2

(2006年 9月 1日受理)

無限個の保存量を有する 1次元量子可積分系では，輸送現象を担うカレントが，系の可積分性

に由来する保存量と密接に関連し，それが輸送特性の異常となってあらわれることがある.スピ

ン1/2の1次元Heisenberg模型は量子可積分系の典型例であり，一方で，この模型で記述できる

物質が数多く作成され，輸送特性や動的性質に関する実験が精力的に行われている.特に，古典

的描像では説明できないスピン拡散係数の異常や スピンが媒介する巨大な熱伝導などの観測例

は，量子可積分性にまつわる輸送特性の異常として注目を集めている.本解説では，スピン 1/2

Heisenberg鎖の特異な輸送特性に焦点を当て，最近の研究の進展を紹介する.

1 はじめに

物性論において，多くの興味ある発見は，非平衡状態にある現象，なかでも輸送現象に関連し

てなされてきた.超伝導や量子Hall効果等の発見はその典型であり 現在でも物性論における重

要な研究対象となっている.本解説は，こうした研究とは趣を異にするが，近年その特異性が明

らかにされつつある 1次元量子系における輸送現象に関するものである.

輸送特性は，電気伝導率や熱伝導率など輸送係数の測定により調べられるが，これらの輸送係

数は，系に温度勾配や電磁場など外力を加えたときの応答を通して測定されるもので，その定式

化には非平衡統計力学の概念が不可欠になる.言うまでもなく，非平衡統計力学の構築は非常に

困難であり，現在にいたるまで一般論となる理論は構築されていない.しかし，輸送現象に関し

てはいくつかのアフローチが存在し，例えば Boltzmann方程式に基づく現象論的な手法は古く

から用いられ一定の成功を収めてきた.この方法は量子多体系にも拡張され，相互作用する電子

系の輸送係数は，準粒子の分布関数に対する Boltzmann方程式から計算される [1].

一般に，相互作用をもっ量子多体系において，量子効果はその次元が小さくなるほど大きくな

り，特に 1次元系では，朝永一Luttinger流体とよばれる非 Fermi流体が実現していると考えられ

ている [2]. このような系では，非摂動的な量子効果のため，通常の 3次元系で有用であった準粒

子の散乱描像に基づいた現象論的な手法は困難となり より微視的な理論が必要となる.

1本稿は、編集部の方から特にお願いして執筆していただ、いた記事である。

2E-mail: sakai@gokutan.c.u・tokyo.ac.jp
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1次元量子系にみられる特異な輸送特性

系に加えられた外力が十分小さいとき，それに対する応答を 線形近似の範囲で記述する理論

として線形応答理論があり [3]，相関の有無や次元に関わらず，系の輸送係数は，カレントの熱

平衡状態における動的相関関数によって一般的に記述される.これを用いると，伝導率σ(ω)は，

σ(ω) =πDt5(ω)+σreg(ω)のように，外力の振動数ωに関して特異な項と正則な項の和で表され

る.第 1項のデルタ関数にかかる重みは Drude重みと呼ばれ，考えている輸送特性が弾道的か散

逸的かを判別する量となる.通常の 3次元系では カレントが保存する場合のみ D > 0となり，

散乱等によりカレントが保存しない場合は D=Oとなって有限の抵抗が生じる.

ところが 1次元量子系では，カレントが相互作用の存在によって非保存となる系でも Drude重

みが有限 (D>0)，すなわち，輸送特性が弾道的になりうることが， Zotosらの量子可積分系に関

する研究によって指摘されている [4，5].つまり，カレントが保存しない場合でも，無限個の保存

量を有する量子可積分系では，カレントが何らかの保存量と有限のオーバーラップを持ち，その

ため Drude重みが有限になるというのである.この考えを，量子可積分系の典型例であり，低次

元量子磁性体を表す模型でもある， 1次元スピン 1/2Heisenberg模型に当てはめると，系のスピ

ン伝導や熱伝導は弾道的になりその伝導率は発散する [6-11]. この系は，電流が流れない絶縁体

であり，また，格子振動(フォノン)は考えていない.すなわち，この理論的観測は，磁気的な励

起による弾道的な熱伝導・スピン伝導の存在を示唆する.

特筆すべきは，こうした輸送特性の存在は，理論上のみならず実際の実験においても報告され

ていることである.Sr2Cu03やαーVO(P03hは1方向のみ相互作用が強く，スピン 1/2の反強磁

性Heisenberg鎖とみなすことができる.この物質に対する NMR実験 [12，13]では，古典論からで

は説明できない極めて大きなスピン拡散係数が測定されている.また， Sr2Cu03と同様， SrCu02 

や BaCu2Si207もまたスピン 1/2Heisenberg鎖とみなすことができるが，最近これらの 1次元磁

性体に対する熱伝導実験が行われ，フォノンの機構では説明されない巨大な熱伝導率が測定され

ている [14-17]. この実験事実は，スピノンやマグノンと言った磁気励起が熱を支配的に運ぶとす

ることによって説明され，磁気励起による(準)弾道的な熱伝導の存在の証拠と考えられる.実際

この実験により見積もられるスピノンの平均自由行程は 系のスピン相関の相関長よりもはるか

に長い.もちろんこれら現実の物質では フォノンとの相互作用や不純物の効果によって可積分

性は壊されているが，上で述べた準弾道的な振る舞いは，可積分性がもっ弾道的な輸送特性の名

残として解釈される [18].これまで理論上でしか考えられなかった 1次元量子可積分系の姿が，こ

れら輸送特性の特異性を通して見え隠れしているのは興味深い.

さて，系の輸送特性の無散逸性を表す有限の Drude重みの存在は，量子可積分系に限られる話

なのであろうか ?3この問題に対して，場の理論や数値計算を用いた解析・議論が活発になされて

いるが [9，19-34]，現在までのところ一般論は構築されていない.実は，磁気励起による巨大な熱

伝導は，スピン 1/2Heisenberg鎖のみならず，フラストレートしたスピン鎖 CuGe03[35-39]や

梯子型スピン系である (SrぅCa，Lah4 CU24 041 [40-45]など，多数の低次元磁性物質で観測されて

いる.これらの物質を記述する模型は非可積分であり，従って可積分性のみが Drude重みを有限

3すべての量子可積分系が有限の Drude重みを持つことは示されてはいないが，エルゴード性を有さない可積分性

は.Drude重みが有限となるための十分条件であると考えられる.
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堺和光

にする要素であるとする立場からは，上の実験事実を説明することができない.これらの実験結

果の理論的解釈を含め，どのような系が有限の Drude重みを持ち あるいはそうでないのか?と

いった問いに対して明確に答えうる理論の構築は 重要な課題として残されている.

このレビューは，これら興味深い輸送現象を，特にスピン 1/2Heisenberg XXZ鎖を中心に可

積分系の立場から解説したものである.もちろん，この立場は上にも述べたとおり l次元量子系

の輸送特性を語るには狭すぎる.この分野を広くカバーしたまとまった解説は，理論面・実験面

の両方から出ているのでそれも参照されたい [46].

この解説は以下の構成をとる.次章では 1次元量子系の輸送特性に関する一般論を，線形応答

理論の枠組みで定式化する.さらに， Drude重みの下限を与える不等式を導入し，輸送特性が弾

道的になる条件を議論する. 3章では， 2章で述べた一般論を，具体的にスピン 1/2Heisenberg 

XXZ模型に適用する.そこでは系の輸送をつかさどるスピン流やエネルギー流(もしくは熱流)を，

微視的な議論に基づいて定式化する.特に重要なことは，系のエネルギー流が保存量となること

である.このエネルギー流と保存量の関係について，系の可積分性と結びつけた議論も行う.第4

章，第5章では， XXZ鎖の Drude重みを具体的に評価し，弾道的な輸送特性に関して定量的に考

察する.最後に，第6章では，磁場中の輸送現象について考える.磁場中では，系のスピン反転

対称性が破れるため，磁気熱効果と呼ばれる現象が出現する.すなわち，系に温度勾配をかけた

とき，その温度勾配に沿って磁場勾配が発生する現象が期待されるが [47-49]，この磁気熱効果の

メカニズムを詳しく考察する.なお，これら Drude重みや磁気熱効果の具体的計算には， Bethe 

仮説法を中心とした厳密解の知識が必要となる.その基本的事項は Appendixにまとめである.

2 1次元量子系における輸送係数

2.1 線形応答理論

ここでは後の準備のため， 1次元量子スピン系における輸送係数を 線形応答理論の枠組みで

定式化しよう [3].系にスピン流 /Sと熱流 /Qの二つのカレントが許されるとする4 実際，こ

れらのカレントは，系に外力として磁場勾配-V'仇，及び温度勾配V'Tを付加すれば観測される

だろう.外力が十分小さく，系の応答がその 1次の項で記述できるとしたとき，カレントと外力

の間には現象論的な関係式

(勺 =iLss(0)LSQ(0))(叶
/QJ ¥LQs(O) LQQ(O)J ¥ -V'T/T 

カt成り立つ.久保公式は，輸送係数 Lij({i，j}ε{Q， S})を，平衡状態で定義される「カレントの

相関関数(揺らぎ)Jによって与え，それは明示的に

(2.1) 

ムj(ω)=Ehpfdte-i(ωーサ (2.2) 

4電流が流れない絶縁体を考える.
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l次元量子系にみられる特異な輸送特性

と表される.ここで， βは温度の逆数 (s= 1jT)， (・・・)はサイトあたりの熱力学的平均を意味す

る.久保公式及び (2.1)式を用いて，スピン系における輸送係数が系統的に表現される.例えば，

/S=σS(-¥7ゆS)で定義されるスピン伝導率σsは，温度勾配がゼロ (¥7T= 0)のときに測定され

σs = lirもσS(ω)ぅ σs(ω):= Lss(ω) (2.3) 

と書ける.一方， /Q=κ( -¥7T)で定義される熱伝導率 κは，スピン流が流れない条件(ノ8= 0) 

のもとで測定される.これと (2.1)式，及び Onsagerの関係式 LSQ(ω)= LQs(ω)を用いれば

(2.4) 

上の議論で，スピン流/sを電流/cと読み替えると， (2.1)式の非対角成分に由来する項は，熱

力学や統計力学の教科書でおなじみの熱電現象に他ならないことに気づくであろう.すなわち，ス

ピン系では，電子系での熱電効果に対応して「磁気熱効果Jなる現象が期待されるのである.直観

的に言えば，スピン系の両端に温度勾配を与えると磁場勾配が観測され，あるいは，逆に，系に磁

場勾配を与えると温度勾配が観測されるはずである.この効果の大きさを測る量として， I磁気的J

Seebeck係数(磁気熱能)を S=-¥7内j¥7Tと定義しよう.この磁気的 Seebeck係数は，ノ8=0

のもとで測定されるべきもので， (2.1)式より次式で与えられる.

S .= 芝企 1LQs 
ヤT T Lss 

(2.5) 

2.2 Drude重み

久保公式 (2.2)で与えられる輸送係数の性質をもう少し踏み込んで見てみよう.輸送係数 Lijは

Lij(ω)=πDijd(ω)+LZg(ω) (2.6) 

のように，ゼロ周波数 (ω=0)で発散する項(コヒーレント項)と正則な項(インコヒーレント項)

に分けられる.ここで，Dか L7はそれぞれ

Dij =β L Pm(ml/iln)(nl/jlm)， 
m，n 

Ern=En 
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(2.7) 

と与えられる.また， Pm:= exp( -sEm)j(LZ)をサイトあたりの Boltzm創 ln重率 (L:サイト数，

Z:分配関数)， In)をハミルトニアン rの固有ベクトル，Enを対応するエネルギー固有値とす

る.時間 tに関する部分積分を用いれば，Dijはまた，

{s / d. ( : ¥ ¥ d. ¥..l ¥ ~ ml/iln)(n凶1m) + (nl/ilm)(ml/jln) 
ij = I (/i(-I入)/j)d入ー 〉;pn h 円 (2.8) 
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堺和光

と表すこともできる. (2.6)式を (2.3)及び (2め式に代入するとスピン伝導率及び熱伝導率は，

σs(ω) =πDSð(ω)+σ~eg(ω) ぅ Ds := Dss， (2.9a) 

/ D九¥
κ(ω)=πDQd(ω)+κre

g
(ω)， DQ:= s' DQQ - n'-<!三 (2.9b)

¥ LノSSI 

とコヒーレント項とインコヒーレント項に分けられる.デルタ関数の重み DQ，sはDrude重みと

呼ばれ，系の輸送が弾道的か否かを判別する量である [50].特に電子系を考えた場合，電気伝導

に対する Drude重み Dcは，系が金属か絶縁体かを判別する量としてよく知られている.すなわ

ち，Dc > 0であれば系は金属(完全導体)であり，Dc =0であれば系は絶縁体である.これに対

応して，スピン系では，スピン伝導に対する Drude重み Ds(以下スピン Drude重みと呼ぶ)はス

ピン伝導が弾道的か否かを判別する量となる.すなわち， Ds > 0ならばスピン伝導は弾道的にな

り， Ds = 0ならば散逸的な振舞いを示す.同様にして，熱伝導に関する Drude重み DQ(以下熱

的Drude重みと呼ぶ)は熱伝導が弾道的か散逸的かを判定する量となる.

2.3 保存量と輸送特性

Drude重みが有限であれば輸送特性は弾道的になるが，果たしてこれが実現する系とはどのよ

うな系であろうか?もちろん，スピン流などのカレントが保存する系であれば輸送特性は弾道的

になるが，逆に弾道的な輸送特性が実現されるのはカレントが保存される系のみであろうか?こ

のことを議論するために等式 [51]

一手(/dfJm)(/j9m) 
(2.10) r h。(吟)

を導入しよう.ここで，{9m}は保存量の組，すなわち [Jl'，9m]= 0を満たす量とし，さらに

(9m9η) = (9;)dmn 、、‘，，，
F

噌

E
A

t

，.‘
 

。-
，，E
E

‘、

のように直交化されているとする5 (2.10)式を示すには，ぷ及び /jをエネルギースペクトル

に関する対角部分 /(0)と非対角部分 /(1)に

(0) I ，z(1)ーや (1) j(mV(Q)ln)=Ofor Em刊
ぷj=ん+ん-与の9m+んいIAIn)=OMm=ぷ (2問

と分解する.この分解を用いれば， (2.7)式は Dijニ sL:mcアcj(9おとなる.ところで， (2.12) 

式に 9nをかけて，直交性 (2.11)を用いれば cむ=(ノi，j9m)/ (9~) が得られるが，これを上の

Dijに代入すれば (2.10)式が与えられる.

この (2.10)式を見れば Drude重みが保存量と関連していることがわかるであろう.これを，よ

り具体的にスピン Drude重み Ds(:=Dss)の場合について議論しよう.この場合 Dsは

手 (/s9m)=> RS/S90)2 Ds =s¥、 9(213)
昨。(吟)一 (9O)

5このような直交した組は，例えばシュミットの直交化法を用いれば系統的に構成される.
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l次元量子系にみられる特異な輸送特性

と不等式 (Mazur不等式 [52]とよばれる)で表され，Dsの下限値が定められる.このことは，スピ

ン流 /sが保存しなくても， /sと有限のオーバーラップ ({/sP20)> 0)を持つ適当な保存量 P20

がひとつでも存在する系であれば，Ds > 0となり，スピン伝導は弾道的になることを意味する.

残念ながら，このような保存量が存在するか否かを判定する一般的な方法は，今のところ発見

されていない.しかし，後で詳しく議論するように，あるクラスの量子可積分系ではエネルギー流

/Eが保存量となることが示され，この /Eを先ほどの保存量 P20として選ぶことができる.そ

うすれば，スピン流が保存しない場合でも，少なくとも有限磁場 h>Oであれば Drude重みは有

限 (Ds> 0)，すなわち，スピン伝導が弾道的になることが示される.多くの量子可積分系では，

Drude重みの直接的な計算により カレントが保存しない場合でも輸送特性が弾道的になること

が示されるが， このことは可積分系が無限個の保存量を有することに起因すると考えられる.

3 Heisenberg XXZ鎖におけるカレン卜と保存量

3.1 スピン流及び熱流

久保公式 (2.2)に基づいて輸送係数を具体的に計算するためには，それぞれの系に応じてスピン

流や熱流などのカレント演算子を定めなければならない.ここでは，具体例として 1次元格子上で

定義されるスピン 1/2Heisenberg模型を考え，この系のスピン流と熱流を定義しよう.なお， 、"
'-

こで導出される熱流やスピン流は，一般の 1次元量子系にも拡張可能である.

スピン 1/2Heisenberg XXZ鎖(以下簡単に XXZ鎖と呼ぶ)のハミルトニアン rは

& = xo -hJfl， 

L 〆 、

局 =LJ{σJσん1+σLバ +3(44+1一斗
、〆

hkk+l 

ィ=;左σ; (3.1) 

で与えられる.ここでσt=(吋土iσわであり，ぺ (αε {x，y，z})は k番目のサイトに作用する

Pauli行列である.以下，サイト数Lは偶数とし，さらに系に周期境界条件σ;=σ;+Lを課す.交

換積分 J，磁場 h(それぞれ J>0， hと0と仮定する)及び異方性を表すパラメタームは系の基底

状態を決定する(図 3.1).XXZ鎖は，無限個の保存量を有する量子可積分系の典型例であり，系

の基底状態や素励起，さらに比熱や帯磁率などの熱力学量は Bethe仮説を用いて厳密に解くこと

ができる [53](Appendix参照). 

次に， XXZ鎖のカレント密度を連続の方程式を用いて定義しよう.まず，ゼロ磁場の場合を考

える サイト kにおけるエネルギー流密度jf及びスピン流密度認はそれぞれ連続の方程式

s;=-divji hKM=-divjf (3.2) 

に従う.ここで Sk=ペ/2であり， divは差分，すなわち divjk= jk+1 -jkを表す.この式に

hkk+1 = i[Xoぅ似た+1]と勾 =i[JiるうS討を代入して両辺を比べれば， jf及びjfはそれぞれ

jf = i[hk-1k' hkk+l]， j~ = i[hk-1k' Sk] (3.3) 
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図 3.1:J> 0， h三0に対する HeisenbergXXZ鎖 (3.1)の相図.

と定義できる.これにより，全スピン流 /s:=Lj~ と全エネルギー流 /E :=乞jfは

ノs= iJ乞(σ1σム1一σLバ)， (3.4a) 

k=1 
L 

/E=ーiJ2L{ペ(σI-1σ山一σJ+141)ーム(ペ-1+σk+2)(イσよ+1一σム1CT;)} (3.4b) 

とあらわに書き下せる.ところで，この系の全磁化J/t= 'LSt.は保存量であるが，これは上式の

全スピン流 /sが well-definedであるために必要な条件である.

ゼロ磁場 (h= 0)の場合，エネルギー流 /Eをそのまま熱流 /Qとみなす，つまり /Q=/E

とすることができる.これに対して有限磁場 (h>0)の場合は熱流として

ノQ=/E-h/s (3.5) 

を用いるべきであることは，連続の方程式 i[~， hkk+1 -hSk] = -divj~ からわかるであろう 6

ところで，熱流をエネルギー流とみなす場合 (/Q= /E)と， (3.5)式のようにスピン流まで含

めて考える場合 (/Q= /E -h/s)との違いは，熱伝導率の値そのもに対しては影響を及ぼさな

い.この事実は，両式を直接 (2.4)式に代入すれば確かめられるし，そもそも /Q=κ(-¥1T)で

定義される熱伝導率は，スピン流が流れない状況のもとで定義されることからも明らかであろう.

しかし，熱流とスピン流が複合的に関連する磁気熱効果などを考える場合，熱流として (3.5)式で

与えられるものを考えなければならない.

さて，微視的な立場から，スピン流及び熱流が定義されたわけであるが，実際に伝導率を久保

公式によって求めるためには，それらの動的な相関関数を計算しなければならない.一般的に相

6エントロビーの変化 dSが，内部エネルギー U及び磁化 M の変化として，TdS = dU -hdMと表される熱力学

関係式に対応していることに注意.
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l次元量子系にみられる特異な輸送特性

関関数の計算は，厳密に解ける模型であっても極めて難しい.ところが，今のように輸送特性を考

えるとき， xxz鎖に代表される多くの量子可積分系では，エネルギー流が非自明な保存量のひと

つで書けてしまう.実際に (3.4b)式で与えられるエネルギー流が[Jf'ぅ /El=0を満たすことは，

スピン演算子の交換関係を用いて直接的に確かめることができる(系の可積分性に基づくより深い

議論は次節を参照).この事実は， (3.5)式の熱流が時間変化しない永久カレントを含み，系の熱伝

導が弾道的になることを意味する.このとき熱的 Drude重み (2.9b)は

DQ = s2(バ)-s3i/ds)2 
1./S 

(3.6) 

と書き下せる.ところで，スピンの反転変換st.→ -st.， σf→σJに対して，エネルギー流及び

スピン流は /E→ノ'E，/S→ーノsと変換されるから，系にスピン反転対称性が存在するゼロ

磁場 (hニ 0)の場合には (/E/S)= 0となる.この場合には LSQ= 0となって磁気熱効果は現れ

ない.このとき上の熱的Drude重みはさらに簡単化され

DQ = ß2(/~) (3.7) 

となり /Eの自己相関で表される.対照的に有限磁場 h>Oの場合，系にスピン反転対称性が存

在しないため， (/E/S) > 0となり磁気熱効果が出現する.このとき， Mazur不等式 (2.13)で

120 = /Eと選べば，

Dr::: >β(/S/E)2 
ù~ f/ノ~)

(3.8) 

が示される.ここで重要なことは，エネルギー流の場合とは対照的に，この系のスピン流はム =0

のXY模型の場合を除いて保存しないことである.つまり，

[Jf'ぅ/slヂoforム手 0 (3.9) 

であるが，このようにスピン流が保存しない非自明な場合でも，スピン Drude重みが有限，すな

わちスピン伝導が弾道的になるという事実は興味深い.

3.2 エネルギー流と保存量

xxz鎖は無限個の保存量を有する可積分系のひとつであるが，このこととエネルギー流の保存

性とは関連しているのであろうか?この節では，可積分性と保存するエネルギー流について，より

踏み込んで議論しよう.その準備として，まずxxz鎖と対応する 2次元古典系に関して述べる.

一般に，d次元量子系は d+1次元古典系に対応することが知られているが [54]，XXZ鎖に関連

付けられる 2次元古典系は，以下で説明する 6頂点 (6-vertex)模型である. 6頂点模型とは， 2 

次元の周期的格子 (L'x L)上の各格子点の周りの4つのエッジに，+及びーの 2つの状態を取る

状態変数が配置された模型であり(図 3.2)，ノンゼロとなる統計重率タヰ(U;り)が

~ff(U; v) = 1， ~f:川
ロ;n1:引

[vl ;=王子 (3川

り
んっ，，“
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図 3.2: 6頂点模型.L' x Lの周期的な 2次元格子上の各格子点の周りの 4つのエッジに十とー

の状態変数が配置され，その状態変数が格子点から見て反時計回りに α，s，γ，<5のときの統計重率

を33(uw)とする このときノンゼロとなる統計重率は (3川式の 6つの場合で与えられる.

2 1 

の6つの場合で与えられる模型である(他の 10個の統計重率はゼロ，すなわち α+β#γ+<5に

対して R~~(v) = 0). U， v E <cはスペクトルパラメターと呼ばれ，特に， 6頂点模型の場合には上

式のように U-vと差の形で依存する.従って，以下混乱の無い限り

(3.11) 

という記法を用いる.さて，Vをり+= (~)及び v_ = (~)を基底とした 2 次元のベクトル空間

ペ，V= <Cv+ EB<Cv_，また， !!4!(υ)を(3.10)式を行列要素として持つ行列(!!4!行列;タ(υ)ε End(V0V))

!!4!(U -v) :=タ(U;ν)

め)(vαれ β)= L R~~(v)v"Y 0 vd 

(3.12) 

このタ(v)(タ行列と呼ぶ)は Pauli行列を用いてあらわに

[2] 1_+ _- ， _+ _-¥ ，り] 1ーイσ; 1+σfσ; 
fJli.i (v) =一一一(σナσ+σ十σi-)+一一一

J ¥ -， [v + 2]'-t -J ，-J -t ， ' [υ+ 2] 2 2 

また，としよう.

この d行列は， (3.1)式でム=cos γと置いたときの局所ハミルトニアン hkk+lと

γ
一

、且-
'Ea--

.
日
一
ヴ
，

yd

一
つ“一

--A
 

い一
A一一

ハ
υ+

 

ふ
此vm凡

と書ける7

(3.13) タ(v):ニ!!4!(O)タ(v)ぅ

さらに 3行列が Yang-Baxter方程式なる関係で結ぼれているのである.

fJl23 (v )!!4!13 (u )!!4!12 (u -v) = !!4!12 (u -V )!!4!13 (u )!!4!23 (v); 

1 

2 

(3.14) U 

3 
2 

3 

7ここで，sl'(v)の添字 i，jは，sl'(v)がt番目の空間 M及びj番目の空間刊に作用する行列 (Rij(り)= End(¥Ii③竹)) 
であることを明白にするために用いた.
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1次元量子系にみられる特異な輸送特性

を満足することは，直接 (3.12)式を代入することによって示される.この Yang-Baxter方程式は

量子可積分系の鍵ともいえる重要な方程式として知られる.すなわち， Yang-Baxter方程式の解

タ(u;v) ごとに， θ~R(り ， O)lv=o を量子系の局所ハミルトニアンとみなすことにより，量子可積分系

を系統的に構成することができるのである.この Yang-Baxter方程式によって，

4ー

+

L

一
U

L

「

引

U

A
'
l
l十
斗

l
l
q，A

「

U
一

Uα
 

一一u
 a

 

u
 

L
 

り

ぬ

〉

G

U

マq
，F
/

'

E

1

F
ι
 

u
a例

制

U

U

T

名
(3.15) 

で定義される転送行列T(υ)ε End(V0L0 V⑧L)は，異なるスペクトルパラメターに関して可換，

[T(u)， T(v)] = 0 (3.16) 

となる.このことは以下のようにして示される.まず， (3.15)式の中で定義された，空間九0V⑧L

に作用するモノドロミ一行列と呼ばれる行列名(υ)E End(V⑧L+10 V③L+1 )を考えよう.量子

空間8(quantul11 space) V叫上でモノドロミ一行列の積名2(V)九1(u)を作り，さらに，補助空間

九10¥仏2上でタ行列タα1α2(U-V)を作用させた

山
A

ト

h
町

制

UMu a
 

u
 

名引

U名

を見てみよう.この式に Yang-Baxter方程式 (3.14)を次々に適用すると

ごxfイイ十=プイイ ix
九2(V)名 1(u)ぬla2(U-v) =タα1α2(U-v)名 1(u)名2(V) (3.17) 

が示される.この関係式とタ行列のユニタリ一関係式

.%'21 ( -v ).%'12 (v) = .%'12 ( -v ).%'12 (り)= 1 (3.18) 

を用いれば，

T(v)T(u) = Tral，a2['::九2(υ)名1(u)] 

=Trα1，a2 [3α1α2(U-V)名1(u)名2(V).%'ぷ2(U-V)]
8V0Lが，対応する量子系である xxz鎖 (3.1)の作用する空間と同一であることからこのように呼ぶ.これに対し

て，九(υ)が作用する残りの空間九を補助空間 (auxiliaryspace)と呼ぶ.

q
J
 

つ中っ，'u
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.9'12 =斗昨J円円円r-T(O)-l = - + 1円円し

= 'fra1，a2 [~ぷ2(U-V)タα1α2(U-V)名1 (U).%2 (υ) ] 

= Tr al，a2 [.%1 (U)名2(ν)] 

= T(u)T(v) 

となって可換性 (3.16)が示される.ここで，上式の 1行目から 2行目の変形では (3.17)式を 2

行目から 3行目へはトレースの中では演算子を巡回的に置換できることを，そして 3行目から 4

行目ではタ行列のユニタリ一関係式 (3.18)を適用した.

ところで，8l12(0) = sid12 (.9'12:置換演算子)であるから，転送行列 T(ν)のスペクトルパラメ

ターを v=Oとしたとき，T(O)， T(O)-lはそれぞれ，右シフト演算子及び左シフト演算子となる

(図 3め.これと，可換性 (3.16)から ，T(v)の対数微分がx6(3.1)に他ならないこと，つまり，

局 =A札lnT(州 =0， ~，一
・
剖
一

~t

Fd一つ由一
一一A

 
(3.19) 

と表されることが，

L
Z
 

Q
U
 

T
 

n
U
 

T
 k=lコ

k k+1 

L L 

ニエタ山ぬ+1(0) =エタLM(0)=支局

となることから示される.ここで .9'k十1k= sidkk+1であり，さらに最後の等式で (3.13)式を用いた.

さて， 6頂点模型の転送行列が (3.19)式の形で xxz鎖のハミルトニアンを含むことがわかっ

た.このことと可換性 (3.16)から，転送行列の高次の対数微分は， xxz鎖の保存量となることが

示される.言い換えれば，無限個の包含的な保存量の組 {/(η)}，[/(n)， /(m)] = 0が

/(n) = げ川川( (3.20) 

のように lnT(v)を母関数として生成されるのである.ここで，n = 1の場合がハミルトニアン

局に対応していることに注意してほしい.また，n = 0の場合，ノ(0)は運動量演算子に相当す

る(AppendixA). 次に， η=2の場合を考えよう. (3.20)式より

L 

/(2) = -iA2乞{タム+1(0)一緒ミ+1(0)-[紘一1k(0)，名川(0)]} 

A
せっ'臼qL

 



1次元量子系にみられる特異な輸送特性

となるが，ユニタリ一関係式 (3.18)より最初の 2項はキャンセルする.さらに， (3.13)及び (3.3)

式を用いれば，

E
 

/
 

E
K
 

L

乞何
十

Lμ 
'
h
H
 

L
ヤ
ム
日

ノ (3.21) 

となり， /(2)がエネルギー流 (3.4b)に他ならないことがわかる.つまり， / Eは， xxz鎖の可積分

性に内在する非自明な保存量のひとつで表されるのである.以上のことは， (3.14)式と (3.19)式から

導かれる関係式 T'(v)= -ljAε~=dT(υ) ， khkk+1]を用いると /(n+1)= [/(n)， i E~=l khkk+1] 

なる関係式が成立していることからもわかる.ここで kはLを法とする整数 (k十 L三 k)である.

ところで，エネルギー流が保存量となることは何もxxz鎖に限ったことではない.前にも述べ

たように，一般に Yang-Baxter方程式の解3ごとに量子可積分系が (3.13)式を通じて構成される

が，このときに 2行列が (3.11)式で表される差法性を有し，さらにユニタリ一関係式 (3.18)を満

たすならばエネルギー流が保存量となるのである.!A行列の差法性及びユニタリ一関係式は，いま

述べたxxz鎖の他，超対称t-J模型など多くの量子可積分系が有する性質である.逆に，!A行

列に差法性がないような特殊な量子可積分系のエネルギー流は一般には保存量とはならない.この

ような模型の代表例が 1次元 Hubbard模型である.しかし エネルギー流が保存しない Hubbard

模型のような場合でも 2章で議論したように 無限個の保存量を有する量子可積分系では，カレ

ントと有限のオーバーラップを持つ保存量が存在すると考えられ このため輸送特性に散逸は見

られず，弾道的な振舞いを示すと考えられる.

4 XXZ鎖の熱伝導~ゼ口磁場の場合~

前章では， xxz鎖のエネルギー流は保存量となり，そのため熱伝導が発散することを見た.特

にゼロ磁場の場合は，磁気熱効果が現れないため，熱伝導率 (2.9b)はコヒーレント項のみとなる

(κreg(ω) = 0). このとき熱的 Drude重みはエネルギー流の相関関数として (3.7)式で与えられる.

この章では，ゼロ磁場での熱的 Drude重みを， Bethe仮説法を用いて解析する.この解析を通し

て，系の熱伝導がスピノンやマグノンといった磁気励起によって記述されることがわかるであろう.

さて， (3.7)式で与えられるゼロ磁場 (h= 0)での熱的 Drude重み DQを得るために，エネル

ギ一流 /Eを摂動として加えた系を考える.DQは，分配関数 Z(2)(1，入r)= Tre-s(均十入1f'E) (cf. 

(B.13) )を用いると次式で与えられる.

DQ=β2(バ)= )im ~a~l ln Z(2) (1， >.r) I 
L→∞ L "< ' Iλ1=0 

ここで， (ノ凶=0， /E = /(2)を用いた.Z(2) (1うん)は (B.16)式で表され，従って DQは

DQ=か川弘 同+η(x十叶ゐ=1入14dz ( 4.1) 

と書ける.ここで， α1(ν)は (A.12)で与えられい =1としたもの)，パラメター γはxxz鎖 (3.1)

の異方性パラメターとム=COS γと関連付けられる.また，積分路Cは実軸を取り囲み，その虚部

F
h
u
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図 4.1:(a):反強磁性的かつ無質量領域 (J>0， 0三ム三 1)での熱的 Drude重みDQの温度依存

性. (b):同じ領域での比熱 Cの温度依存性.

が卜1，1]の範囲内にあるように取る(図 7.3). 関数η(υ)は非線形積分方程式 (B.15)式で入。=1，

n=2と置いたもの，すなわち

r 2J sin '"Y 
lnη(v) = -27rsA(1 +入1A8v)αl(V)+れ 2(V-xー i)ln(l +η(z+i)l)dz;A=-7」 (4.2)

JC 

の解として与えられる.現在のところ，この非線形積分方程式の解析解は， XY鎖(ム=cos ~ = 0， 

α2(ν) = 0)や低温・高温極限など特殊な場合を除いて得られていない.しかし，特筆すべきは上

式はただひとつの未知関数に関しての積分方程式であり 厳密対角化などの手法では不可能な熱

力学的極限における有限温度物理量を容易に解析することができる.

4.1 無質量領域 (1ム1:::; 1) 

ここでは，系の基底状態と励起状態の聞にギャップが存在しない，無質量領域(Iム|三 1)における

熱的Drude重みDQの振舞いを調べよう.特に，以下では (i)無質量かつ反強磁性的領域0<ム三1，

(ii)低温極限及び (iii)高温極限， (iv)XY鎖の4つの場合に関して議論しよう.

4.1.1 反強磁性的領域 (0<ム三 1)

異方性パラメターが反強磁性的な領域 (0<ム三 1)にあるときの DQの温度依存性を図 4.1に

図示した.また比較のため，

C=92JFim;θ掠ψ伽;幻μlnZ
L 一→+∞ 1J ' JC 入川0=1，入'¥1=0

で与えられる比熱 Cの温度依存性も図 4.1に示した.次節でも詳しく述べるが， DQは低温で

DQ rv T (for T << 1)と温度 Tに比例し (cf.(4.9))，高温では DQrv 1/T2 (for T >> 1)と温度の

2乗の逆数に比例する (cf.(4.19)). 

円。
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l次元量子系にみられる特異な輸送特性

熱的 Drude重み DQは，ある温度で極大値を持つが，そのときの温度は組く見積もって比熱の

それの約半分である.また Cと比較して，この領域の DQは異方性に強く依存している.また，

相互作用を表すムが大きくなるにつれて DQも大きくなる.これは次節でも見るように，無質量

領域においてはスピノンが熱伝導に寄与するが， 1ム1::;1の範囲では，ムが大きくなるに従いスピ

ノンの励起速度も上昇するためである.

4.1.2 低温極限 T<<1 

低温極限 T << 1における DQの振る舞いを議論しよう.ここでの解析で便利になるように，

(4.2)式及び(4.1)式を Fourier変換を用いて書き換える (AppendixB参照).すなわち， α(v):= 

1/η(v + 2i)， a(v) :=η(v)とすれば (4.2)式は (B.19)式で nニ 2，h = 0と置いたものに書き換え

られる.この α(ν)，a( v)を用いれば，分配関数 Z(2)(入o，'¥dは， (B.20)式で与えられる量子転送

行列の最大固有値を用いて limL→∞(lnZ(2))/L= lnAQax(O)と表される.さて， (B.19)式中(以

下入oニ 1ぅn= 2， h = 0とする)の driving term (ε(v)を含む項)は U→土∞で

り→士∞ / πA¥ 平主り-s(l +入lA8v)E(V)一一→ーβπA (1 干入1"~~leT2v (4.4) ¥ -， .~ 2 J 

となる. (4.4) =一1となる点をκ士とすれば，s>> 1のとき α(v)及び百(v)はこの点において

α(υ) <<1， a(ν) <<1 forκーくり <κ+、

α(v) ~ 1， 百(v)~ 1 for v < ーκーヲ κ+<v

とクロスオーバーする.このκ土はあらわに

κ士=~ ln {s7r A (1平入1学)}
と書ける.υ=土κ土近傍の振舞いを調べるため， α(v)及び百(り)に関して，以下のスケーリング

関数α士(v)，百土(v)を導入する.

α士(υ)=α{土2u土κ士)， 百士(v)=百l土2u土κ土)， α土(-∞)二百士(一∞)=0
¥ 7r I ¥ 7r I 

また， 2((υ)及び2((υ)に関しても，同様に A土=1十 α士，互士 =1+百土とする.このスケーリン

グ関数は (B.19)式より低温極限9→∞で

lna土(v)= -e-v +κ1本 lnA土(υ)-κ2土*lnA土(ν)，

lna土(v)= _e-v +κ1牢 lnA士(いv)一κ2芋 *lnA土(いv)，， 

向附(い仲U

を満たす.この極限において，分配関数 Z(2)(cf. (B.20))は

limllnZ(2)(I，入1)= sE (0) + n ，1， 1 ， 7r A ¥ r∞ e -v (ln A+ ( v) + ln互+(ν))dv
向A(1一入1乎)J-∞ 

1 ， -rrA ¥ r∞ε-V(ln A_ (v)十 111互-(り))dυ.
9πA (1 +入1乎)人∞

( 4.5) 

(4.6) 
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と書くことができる.上式の右辺は次のようにして具体的に計算される. (4.5)式において，第 1

式及び第2式をりに関して微分し，そのあと第 1式の両辺に lnA:f:(v)，第2式の両辺に ln互士(υ)

をかけ(複合同JtI員)，結果の 2つの式の両辺を足し合わせたものを (A)とする.次に (4.5)式の第

1式に [lnA土(v)]'を第2式に [ln互士(v)]'をかけ，結果を足し合わせたものを (B)とする.最後に

(A)から (B)を辺々差し引いてりに関して積分すると結局

D土=2にe-V[lnA:f: (v) +山 v)]dv， (4.7) 

が得られる.ここで

D土=とご (In(ツ-Jt)dα+L::)(h(lf)一主)da 
=μ(1::ZL))+刈:むL))-2ι(1:むな))-2ι(11FL)) ， 

また， L:( v)はRogersのダイログ関数であり，

ル):=対v(In(ア)+J2)dz
(4.7)式を (4.6)式に代入し，漸近値α士(∞)=a土(∞)= 1， α土(-∞)=a土(-∞)=0を用いれば

limilnZ(2)(川d= 土~ ~ • ~ ~ A + ~ ~ ~ A ~ (4.8) 
6βAい+入1乎 1一入1乎(

が得られる.この式の導出において，恒等式ι(v)+ζ(1 -v) =ポ/6を用いた.従って (4.1)式で

与えられる熱的 Drude重み DQは，低温極限において

DQ =子T おrT<< 1 (4.9) 

と温度に比例する.ここで%は(ゼロ磁場での)スピノンの励起速度であり (A.26)式で表される.

この，低温における DQの振舞いは共形場理論を援用して導出することもでき [24，26]，連続極限

が朝永-Luttinger流体で記述される系に普遍的な性質である9 以上の議論から，異方性相互作用

が -1三ム=cos 'y ~ミ 1 にある無質量 xxz 鎖ではスピノンが(特に低温で)支配的に熱を運び，し

かもその熱伝導は弾道的になると結論付けられる.

ここで低温における DQと比熱Cの関係について見てみよう.比熱は (4.3)式で与えられ， (4.8) 

式より，よく知られた低温比熱の普遍的な振舞い c=πT/(3vs)(T << 1) [55]が再現される.こ

れと，熱的 Drude重みの低温での振舞い (4.9)から，

DQ = Cv; for T << 1 ( 4.10) 

なる関係が成立する.実は，この関係式は次のように現象論を用いて導出することもできる.こ

れまで述べたように， xxz鎖は無限個の保存量を有する可積分系であり，エネルギー流はその保

9一般的に，ゼロ磁場において，熱的 Drude重みは，セントラルチャージ Cを用いて DQ=白山/3[26]で与えられ

る.一方，低温比熱は c=cπT/(3vs)[55]で与えられる.

一228ー



l次元量子系にみられる特異な輸送特性

(a) κ(ω) 、、，，，
J

-
h
U
 

κ(ω) 

Drude peak 

~ ー-

(ω)=DQTつ

十 (ωァ)2
κ(ω) =πDQ8(ω) 

可積分性を壊す効果

w w 

図 4.2:熱伝導率 κ(ω)の振舞いを模式的に表したもの. (a): XXZ鎖(可積分系)における熱伝導

率.エネルギー流 /Eが保存量となるため熱伝導率は κ(ω)= DQ8(ω)となりゼロ周波数ω=0

で発散する.ゼロ磁場 h=Oのとき，有限周波数ω手0における成分はゼロ (κreg(ω)= 0)とな

る(cf.(2.9b)). (b):現実のスピン鎖物質での熱伝導率.現実の系では不純物等の存在が可積分性

を壊す役割を果たす.このとき，デルタ関数のピークは押し広げられ，有限の緩和時間 Tを持つ

Lorenz曲線 (Drude公式)で記述されると期待される.可積分性を壊す効果が十分に小さいとき，

ゼロ周波数ω=0でのピークは κ=DQTで表される.

存量のひとつで表される.従って，熱的 Drude重み DQは有限 (DQ> 0)であり，熱伝導率はゼ

ロ周波数ω=0で (2.9b)式のように発散する.ところが，現実の系では，不純物等の存在など可

積分性を壊す効果が必ず存在し，デルタ関数で表されるピークは押し広げられ熱伝導率は有限に

なる(図 4.2). この可積分性を壊す効果が十分小さいならば， κ(ω)は図 4.2(b)のように， Lorenz 

曲線で表され，その面積は Drude重み DQと等しくなるであろう.すなわち

(ω)=DQTつ (4.11)
+(ωT)2 

となることが期待される.ここで 7は緩和時間であり，不純物等が存在しないクリーンな系(可積

分系)で T→∞となる.これにより，現実の系の熱伝導率 κ=limω→oκ(ω)は熱的 Drude重み

DQと緩和時間ァの積

κニ DQT ( 4.12) 

で表されるであろう.ところで，現象論的な議論 [56]を用いれば熱伝導率 κと比熱Cとの聞には

κ=cdT ( 4.13) 

なる関係が期待される.従って， (4.12)式及び (4.13)式の両式から 7 を消去すると， DQとCの

聞には(4.10)式が成立する.この議論により熱的 Drude重み DQは， (4.12)式を通して現実の物

質の熱伝導率と密接に関連していることがわかる.また (4.12)式を用いることによって，スピノ

ンの平均自由行程など物理的に興味ある量を見積もることもできる [16].

最後に，熱伝導率 κとスピン伝導率σsの関係について述べておく.次章で述べるように絶対零

度では σsは (5.15)式で与えられる.これと低温での DQの振舞い (4.9)から κとσsの比は

"" 2π(て-"y)T，
σS J 

(T→ 0)う ( 4.14) 

n
H
U
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と書ける.これは，電子系での電気伝導と熱伝導との比を表すWiedemann-Franzの関係式の，ス

ピン系に対する類似であり，相互作用がム=0 (γ=π/2)の場合の XY鎖(電子系での自由フェル

ミオンに相当)では，いわゆる Wiedemann-Franz則 κ/σs= LTを満たす (L= 7r2/3: Lorenz数)・

しかし，相互作用が有限の場合， (4.14)式のように Lは相互作用に依存して連続的に変化する.

4.1.3 高温極限 T>>1 

ここで，熱的 Drude重みの高温(グ=l/T<< 1)での振舞いを見ょう.恒等式

θβl川 (v)=-(l+η(v))θβln(l +η(V)-l) 

θ~lnη(v) = -(1 +η( v))θ1% ln(1 +η(V)-l) +η(1 +η( v))(θβln(l +η(V)-1))2 

及び，s=O，入1= 0のとき η(v)= 1となることを用いれば， s<< 1のとき， (4.2)式を 9で微分

したものは，

角川十仲)-1)=πAa1 (v)一!れ2(V-x -物同十η(x+ i)一l)dx
4牛ゐ JC 

得ψれln仙n

と線形化される.上式を用いれば， (4.3)式で与えれらる比熱 Cは

c=竺ψ(θβln(l十 η(x+ i)γdx (4.16) 
μ .n. JC 

と書ける. (4.15)式は逐次的に解く事ができ，第一式より

ωω仙州仰ln刷川n叫州(ο1+刊吋叫叫η引仲刷(い例川Uけザボ)γ戸門一→勺1り)= 叫叶斗[卜町叫仰1“巾(い仲り

となり，これを(4.16)式に代入すれば

C=J2J1+lmA1=J2J1+ム:¥! 一・ー 一ーョー--，・-
2 ¥ -， 2 ~-- I J T2 2 ¥ -， 2 J T2 

が得られる.同様に DQに関してもん <<1， s=Oのときに成立する

θ入1ln(l +η(ν)-1) =πA2札α1(υ)-~ Iα2(v-x-i)θ入1ln(l + 17(X十 i)一l)dx
2 Jc 

8t ln(l +η(ν)-1)= (θ入1ln(l +η(v) 一1))2_~/α2(v-x-i)吠 ln(l 十 η(x + i)-1 )dx (4.18) 
2Jと

を考えれば， (4.1)式は

DQ = ~: <1θ's ln(l +η(叶 i)-1)( 8-¥1 ln(l +η(x + i) -1 ) ) 2 dx 
八.n.JC 

と表される.これに(4.17)及び， (4.18)式を解いて得られる

い川(り)-1) 寸 A2θ'v[附)一 iトトい句州州2メ山ナ(いト川Uト一

を代入すれば，最終的に

Dn-J4(1 + 2∞S2 "( J4(1 + 2ム2)

~ 2T2 2T2 

が得られ，熱的 Drude重みは高温で温度の逆数の 2乗に比例する.

( 4.19) 

ハ
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A三1.0一一-
<1= 1.5一一-
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0.4 ~ (b) J>O 

1.2 0.35 

0.3 

苅 0.25

U 0.2 

o 0.5 

T/J 
1.5 2 

図 4.3:J> 0，ム>1における熱的 Drude重み DQ(a)と比熱 C(b)の温度依存性.

4.1.4 XY鎖(ム=0) 

XY鎖(ム =0;γ=π/2)の場合， α2(V)= 0となり， (4.2)式の解で与えられる関数η(v)は

I . 4J ¥ 
η(v)=-8ßJ(1+ 入l~~av) '-__1_ 11" 

lπ J 4∞shp 

とあらわに与えられる.cを四隅がー∞-i，∞一 i，∞+i，∞十iで与えられる長方形上を反時

計四りに回る経路とし，さらに 1/cosh(πυ/2)→ cωpと変数変換すれば

limllnZ(2)(l，入d =土(11"ln{l + exp(-2βJcosp十 2β入1J2 sin 2p) }dp 
→∞ L 27r .1_π 

と書け， (4.1)式より熱的 Drude重みは

β2 (πJ4 sin2 2p 
Q =-jndk  

27r J-π cosh~(ßJ cos p) 
( 4.20) 

と与えられる.これは Jordan-Wigner変換を適用し， Xy鎖をスピンレスフェルミオン系に写像

し，その上で Fourier変換を用いて解いた場合と一致する [49].

この DQの温度依存性は， 0 <ム::;1の場合とともに図 4.1に図示しである.

4.2 有質量領域(1ム1>1) 

異方性パラメタームが|ム1>1にあるときの有質量領域での熱伝導について議論しよう. (3.1) 

式で与えられるハミルトニアンの固有値は，変換 (J，ム)→ (-J，ーム)に対して不変であるので，

以下，ム=coshγ とおいてム >1の領域で考えよう.このとき J>O及び J<Oはそれぞれ反強

磁性及び強磁性的な模型に対応する.熱的 Drude重み DQは，無質量領域の(4.1)及び (4.2)式に

おいて γ→ iγ としたもので表すことができる.

図 4.3に反強磁性領域J>Oにおける DQの温度依存性を，図 4.4に，強磁性領域J<Oでの DQ

の温度依存性を示した.また，比較のためにそれぞれの領域での比熱Cの温度依存性も示した.次節

旬

t
A

司
、

υ
つム
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図 4.4:J < 0，ム>1における熱的 Drude重み DQ(a)と比熱 C(b)の温度依存性.

でも説明するが，有質量領域では励起ギャップの存在により，低温 (T<<1)でDQf'V exp( -d/T)/、/T
のように振舞う.ここで 6はJ>Oの場合，スピノンの励起ギャップ，J < 0の場合はマグノンの

励起ギャップに相当する (cf.(4.22)， (4.26)).ギャップが存在するにも関わらず，熱的効果によっ

て有限温度 (T>0)では DQ>0，すなわち熱伝導は弾道的になる.一方，高温では無質量領域と

同じく DQf'V 1/T2と振舞う.DQはある温度九にて極大値をとるが，このちは相互作用ムが

大きくなるに従って高温側へシフトする.これは ムが大きくなるにつれて励起ギャップも広がる

ためである.特に Ising極限(古典極限)ム→∞では，Jを固定した状況で考えると，Tpは温度

無限大にシフトし，一方，Jムを固定した状況では，ピークの高さがゼロとなり，いずれの場合も

DQ→ Oとなって弾道的な熱伝導は消失する.

4.2.1 低温極限 T<<1 

(i)反強磁性領域(ム>1， J> 0) 

有質量領域における DQの低温での振舞いを定量的に議論しよう.最初に，系が反強磁性領域

(ム>1， J > 0)にある場合を考える.まず，低温での解析に便利なように， b(υ) := 1/η(v + 2i)， 

b(v) :=η(v)と置いて， (4.2)式 (γ → iγ とする)を bとEに関する方程式に書き換えると (B.22)

式が得られる.ただし，入0=1， h=Oとする(以下同様).分配関数 z(n)(l，入dは (B.23)式で表

される AZaxを用いて， limL→∞(lnZ(η) ) / L = ln AQax (0)と表される.

さて，低温極限 s>>1のもと， b(v)， b(v)は

b(ν) = b(v) = exp[-s(l +入1(主δIvt-1)Eaf( v)] 

で表され，次のオーダーの項は上の主要項よりも指数関数的に小さい.従って

(ノ(n)2)_ (/(η))2 =土/";yEaf(X){(必Ixt-1Eaf(X)}2e-sEadx)dx 
πAJ一主

つe'U
円

Jつ中



1次元量子系にみられる特異な輸送特性

これを鞍点y法を使って評価すると，

2(ー 1)n-l(2Jsinh γ)与i

v' -271"0:2 

となる.

( 4.21) 

-2J由。sinh'Y 

e T 

f 2 rn J. α2αi-1+2αo(α~+αn-lαπ+1) rn~ ， F¥frng ¥ 1 
x ~αoα;-1T2+d7 ・ 1TE +0(T豆)> 
[佳Jα2S11111， J 

(ノ(n)2)_ (/(n))2 

を得る.ここで αη は αη-乞之-∞(ー1)k k n / (2 cosh kγ)で定義される. (4.21)式で n=2と置

いて s2をかけたものが，DQであるから ((/E)= (J(2)) = 0に注意)，結局，低温では

-2(2J sinhγ)~αoα2 -2J白 osinh::r ("，-1， "，("，J¥1 
Q = rー=一一 ~T - ~ T-2 + 0 (T'2 ) ~ 

ゾ-2πα2 l ¥JJ 
(4.22) 

ここで α2m-l= 0 (mεZと1)を用いた.重要なことは(4.22)式に現れる指数

-2Jαo sinh， =:ι は 1スピノンの励起ギャッフ。である10[53].従ってこの領域での熱伝導は， (特

に低温において)スピノンが支配的に熱を運んでいると考えるととができる.比熱Cも同様で，

のように振舞う.

( 4.23) c = 2(2Jsinh ，)~O:ð 一山 S山 [T-~ + 3 T-~ + 0 ( T~ i 1 - ¥ - - ------ 1/  --Ve T < T-'2 + . _ T-'2 + 0 I T豆I> 、1-2πα2 l-' 4Jαo sinhγ¥ ノj

比熱と Drude重みの比スピノンが(低温で)支配的に比熱に寄与する.従って，

DQ一一2Jα2sinh γ巾 u 

') .L - Vs 
t./α“ νO  

のように，

しかし，有限

for T<< 1 

で与えられるスピノンの速度は，質量ギャップのため T→ 0においてゼロになる.

温度では熱的効果のため DQ>0となり熱伝導は弾道的になる.

(ii)強磁性領域(ム>1， J < 0) 

次に，有質量かつ強磁性的な領域(ム>1， J < 0)について考察しよう.この場合， (B.22)式で

J<Oとしたものに他ならないが， b(り)やb(ν)は低温で指数関数的に大きくなるため扱いにくい.

従って， Appendix Bにあるように， c(v);= l/b(v)， c(v):= l/b(v)と置いて議論しよう.Fourier 

変換を用いて (B.22)式を c(v)ぅc(ν)に関して表したものが (B.25)式である (h= 0，入。 =1とする).

このとき分配関数 z(n)(入0，入1)は， AQax(O) (B.26)を用いて limL→∞(Inz(n))/ L = ln AQax(O)と

T<< 1のときに (B.25)式を逐次的に解くと， c(ω)及びc(v)は

(4.24) 

c(v) = 仲)+ι κr(り ー x)e(X)dx -丘町 (v-x + 山 )凶d戸川(い肘附(x+di)叶ω川+吋州州叫6白削川iけ句)ほd

引附削υり)=仲)+1:κr(v -x)e9(X)dx -1:附 -x一i(2ーの同ーの)dx

表される.

これに対し

ここで 6は微小な正数とし，g(v)及び互(υ)はそれぞれ

g(υ) := s(l +入1(瓦θIV)n-l)Ef(υ)ヲ百(υ):= s(l +入1(瓦θυ)n-l)Ef(ν) 

10スピノンは必ずペアで現れ，実際のエネルギーギャップは 2スピノン励起 2dsを単位として表される.

て，自由エネルギーや比熱 C(4.23)の指数は 1スピノンギャップιを単位として表されることに注意.

円
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と定義される.ところで， κf(V)・はり=土2iで極をもち，その留数は干(2πi)-lである.これによっ

て(4.24)第 1式の 3項目は， T<< 1のとき

i:附 -x + i(2-め)e9(x+Oi)dx= _e9(v) + i:κ巾 -x+削

となる.なお，上式右辺の積分及び(4.24)第 1式の第二項にあらわれる積分は e互い)と比べて無視

できる.従って，c(v) rv eg(v)(1 + e互い)).同様にして，e(v) rve互い)(1+ eY(v)). これから

lim ~ ln Z(n) =ょげ匂(x)仰 )dx+I九f(x)e9(x)dx+ r~ [Ef(x) + Ef(x)]eg(X)+9(X)dx ~ 
→∞ L 27r A I J -.!!. -， ， J _.!!. -， ， J _.!!.. -， . 

第一項及び第二項の積分は積分路をそれぞれ i∞ -1∞ずらせば評価でき，第三項の積分は鞍点

法を用いて計算することができる.結果として

(似/(n何川η
v 一 ~ω刊Jμtμ2

{ßoß~-l T~ + ß2ß~ 一1 + 2sI杭2so(sぱω(伊仙99角'os必:ι一1戸T'2+ I-~'--n- J. ' -~-~~-T~~_~1_f-_'''-~/- If，I .L IT2 + O(σT豆)け~ (μ4.25) 
-4Js2Si山γ j

が得られる.ここで

凡=ε (-l)kk
n
e一Iklr 均二出 sl= 0 ゐ=-ZZ2

k=一∞

である.これを用いれば，DQ = s2( (/(2)2) _ (/(2))2)の低温での振舞いは

(-2J)3(ム-1)2e出争日 frn-~ ハ (rn~ \1
DQ =' --， ，-~' - ~ T-2 + 0 l T2 ) ~ (4.26) 

となる.乙こで指数 21J1(ム -1)はマグノンの励起ギャップであり [53]，このことは強磁性領域の

低温極限では熱は主としてマグノンによって運ばれていることを示唆する.これに対して比熱は，

(J si凶 γ)2eh乎ヱ (ー2J)~(ムー 1)2e盟十旦 rrn-~ ， 3 rn-b ， i¥ ( rnJ¥l C ，-------1/ - +' --， ，- -， - < T一三+ . ， T-2 + 0 I T2 J > 
T2 J2IT l ~ '-4J(ムー 1) ¥ J) 

と振舞う.第 1項にあらわれる指数 IJIsinh γは，強磁性領域での 1スピノンの励起ギャップであ

る [53]. この式から，低温比熱にはム<5/3ではマグノン励起が支配的に寄与し，ム>5/3では

スピノン励起が支配的に寄与している.すなわちム=5/3において，マグノン支配の比熱とスピ

ノン支配の比熱のクロスオーバーが起こる.この現象は DQには現れず，マグノシ励起が支配的

である. (4.10)式との類似の議論を用いると，マグノン比熱 Cmagと熱的 Drude重み DQの比

争=-2JT =九

はマグノンの速度を与え，ギャ、ソプの存在のため T→ Oにおいて Vmag→ 0になる.しかし，前節

同様，T> 0では有限温度効果のため DQ> 0となり熱伝導は弾道的になる.

A
吐q
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高温極限 T>>1 

高温極限での振舞いは，無質量領域における議論がそのまま使える.すなわち， (4.19)式にお

いて， γ→ iγ と変換すればよく次式で与えられる.

4.2.2 

( 4.27) for T>> 1. 
Dn = {4(1 + 2∞s1127)=J4(1 + 2ム2)
~ 2T2 2T2 

xxz鎖のスピン伝導

一般に，通常の 3次元系の場合には，カレントが保存する場合のみDrude重みが有限となり，散

乱によってカレントが保存しない非自明な系では Drude重みはゼロとなる.ところが， 1次元系

の場合，カレントが保存しない場合でも有限の Drude重みを示す系の存在が知られている.ここ

では，その典型例として， xxz鎖のスピン伝導を議論しよう.

3章で述べたように， xxz鎖におけるスピン流ノS(3.4a)は一般には保存しない (cf.(3.9)). 

のときスピン Drude重み Dsは， (2.7)あるいは (2.8)式を用いて，

..，... 
l.-

5 

(5.1) pJ(m//s/n)/2 
Em-Bη 

L D~I = (-X) -2 Pm/(m//s/n)/2うε D~ =s 

2番目の等式で，(X) = (J2:(σJσん1十σ:+10";))は運動エネルギーであり，

Y:=乞kSkf悦(-i入)ん)d入=f(夕 刊)/s)d入=;(lfJsl)比例

と書ける.ただし，

なる関係式を利用した.もちろん， (5.1) 式で与えられる D~ 及び Dg は，熱力学的極限 L →∞で

等しくなり，以下特に断らない限り，スピン Drude重みとして上の二つを区別せずに Dsと書く

ことにする.実は， (2.9a)式で与えられる Dsは，系にひねり境界条件ψ(x十L)= eiφψ(x) (ψ(x) 

は波動関数)を課したときのサイトあたりの内部エネルギー e(争)の争に対する曲率

(5.2) 
1'___ T 2ヤ d2En(争)1

-L→∞ケyn d争2 1<T=o 
2 d2e( <T) I 

D" = lim LL.~ーーァー|
L→∞ dφz|@=0 

ひねり境界条件を課した系

L 、
局(争)= J乞{eiEσかん1+e-iEσムバ+三(dd+1一川(日)

とのことは，

Yt'(争)=局(争)-h.4'; 

で与えられる.

に対して，そのエネルギースペクトルをひねり角争に関して 2次のオーダーまで展開すると

、I
E
1下
t
E
E
J

h
一
ι

L
r
 

m
一E
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2二つ-n

 
r
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r
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φ 

υ 

図 5.1:(5.3)式を Jordan-Wigner変換したスピシレスフェルミオン系. (5.3)式でのひねり角@

はリングを貫く磁束に相当する.

このことを，より物理的なことばで述べておこう.xxz鎖は， Jordan-Wigner変換によってス

ピンレスフェルミオン系にうっすことができるが， (5.3)式に現れるひねり角争はリング上のス

ピンレスフェルミオン系を貫く磁束 φに相当する(図 5.1). この磁束の存在により波動関数ψは

ψ→ eIφ/Lψと変化を受ける.言い換えると，擬運動量P(相互作用の効果を繰り込んだ運動量.

(A.12)式参照)はp→ p+争fLのようにシフトする.一方，電流 /cは，エネルギースペクトル

を(擬)運動量で微分したもので与えられるが(ノピ =E'(p)).運動量のシフトを考慮すれば，これ

は/c= E'(p) =ゐE(p)1φ=0に他ならない.争が十分小さいとすれば，電流ノcは争の変化に対

して線形に応答するであろう.Drude重みは，つまるところ，この比例係数に他ならない.

5.1 絶対零度T=Oにおける Drude重み

さて，絶対零度 T=Oにおける Ds(5.2)の振舞いを見ょう.ひねり角争を課した系に対して，

サイトあたりの基底状態エネルギー eo(争)は Bethe仮説法によって

句仲子会1(り(争))-G -m) h 

と与えられる (cf.(A.13)). Aは (3.13)式で定義され mは磁化密度である.また.M個の未知

数り(争)(j E Zl::;j壬M)は， Bethe仮説方程式 (A.14)あるいは，その対数を取った

(5.4) 

加工 争 1~と
Z(り(<1>)，争)=一~-J; Z(v， <1>) := Pl(V) +一一一)~ P2( V -Vk) (5.5) L Lムd

の解として与えられる (cf.(A.16)). ここで Ijは基底状態を与える量子数であり，原点対称に調

密に分布する整数 (M:奇数)または半整数 (M:偶数)で与えられる (AppendixA.3参照).また，

関数Pn(V)は (A.16)式で定義される.さて，eo(争)(5.4)の争2の係数を評価するために， Bethe 

仮説方程式の根町内)を

/争¥1I争¥2
Vj(争)=り+( i ) g(l)(勺)+ ~ ( ;) g(2) (勺)+ 0((争fL )3) (5.6) 

po 
q
J
 

っ'H



l次元量子系にみられる特異な輸送特性

と表そう.これを Z(叫争)に代入し，Z(りうcI>)= Z(v) + Z(l)(v)φ/ L + Z(2)(V)争2j2L2と展開すれ

ば，Z(v)は (A.16)式で与えられるものと一致し，これは熱力学的極限 L→∞において

M rQ 
L ~ L→∞ I 

Z(v) = Pl(り)一云)~P2(V 一切)一一 Z(v) = Pl(υ) - I P2(V -x)ρ(x)dx (5.7) 
U EL J-Q 

となる.ここで ρ(v)は，分布関数 (A.17)であり，土QはFermi点に対応する.Z(1，2)(v)も同様に

rQ 
Z(l)(v) = 1 + 2π/α2(り - x)ρ(x )g(1) (x )dx， 

J-Q 

rQ rQ 
Z(2)(V) = 2π/α2(V-X)ρ(X)g(2) (x)dx -2πjα~(υ - x)p(x)g(1)2(x)dx. 

J-Q J-Q 

なお，an(v) =仇Pn(v)/(2π)は (A.12)式で与えられる.また， (5.5)第 1式より

27rljニ Zj十向 (ZV(1)+ZG))+1m2(ZV(~zug(1~2Z!(1)911)+zj2)) (58) 
¥ L J '-PJ '-J!'  2 ¥ L J '-PJ '-J::1J '--J ::1J 

となる.ここで，Z(Vj) = Zj 等の略号を用いた • Zj = 2πん/Lであるから，右辺第二項，第三項

はそれぞれゼロとなる.熱力学的極限 L→∞を取れば， {tヲ}は連続変数となり

Z'(V)g(l)(ν) +Z(l) (υ) = 0， Z'(υ)g(2) (v) + Z" (v )g(1)2 (v) + 2Z，(1) (υ)g(l) (υ)+Z(2)(V) = 0 (5.9) 

が成立する.(5.7)式と (A.17)式より，Z'(v) = 2πp(v)と書け，従って (5.9)第1式から，Z(l)(υ)= 

-2πρ(υ)g(1)(v)と表される.これを (5.8)第1式に代入すれば

g(り(υ)=-i立L ( 5 . 1 0 )
πp(υ) 

が得られる.ここでと(v)は (A.23)式で定義される関数である.また，上で得た Z，Z(l)を (5.9)

第2式に代入すれば，g(2) (υ)に関する積分方程式

r rQ 1 rQ 
ρ(V)g(2)(V)=仇 |ρ(v)g(1)2 (ν) + Iα2(V-X)p(X)g(1)2(X)dxl-Iα2(V -x)ρ(X)g(2) (x)dx 

L J ← Q J J-Q 
(5.11) 

が得られる.さて，eo(争)(5.4)に (5.6)式を代入して展開すれば， Dsは

Ds = lim泊凶111也字型判i判=一一2制 Iυ{Qヘ~αι州ゆ州;μh川川(い例仰Uり巾榊)pρ
L→∞ d‘<þ“ I~ rt. -----11 n -y J. '-I ，.... \~/J ，-，-- I iI --J.¥-jr¥-/J '-'---1 

|争=0 L‘-Q J-Q J 

dressed energy (A.19)の両辺を Uで微分したものは

ど(v)=一川(v)ール日ε'(x)dx

となるが (ε(土Q)= 0を用いていることに注意)，これと (5.11)式より 11

-27rA J a~(v)p(V)g(2)(v)dv = J ど巾削州(い例州Uり刈仰)川山[μ以附附川川ρバ仲州州(い仲附州り吋吻州)g以gが(川'd伽υ叶+J d伽νイf白伽叫叫αι似;訂(いりト一山川(川1吋)

11線形積分方程式 f六(v吋)二 Cl(v吋)+ J~二q b削(v一x)げf(付x)川dxι，9引(いり吋)= C匂2(Vり)+ J~二qb削(v 一 Z吋)g引(x吋)dx の解で与えられる関数

f引(り吋)， g(v) に関して ， Jア~ Cl (v)g(ν)dv = JアQ 白 (v)f(v)dりが成立する.

(5.13) 

内
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図 5.2:絶対零度T=Oにおけるスピン Drude重み Dsのム及び磁場依存性.

上式第一項を部分積分して (5.12)式に代入し， (5.13)の両辺を微分したものを用いれば，

!l)ど(Q)e(Q) Vsと2(Q)
Ds = 2ど(Q)ρ(Q)gl収 (Q)= っ =一一一一

2π2p(Q) π 
(5.14) 

が得られる.ここで， (5.10)及び， (A.24)で定義されるスピノンの励起速度見を用いた.この Ds

は，磁化 m (A.18)をhで微分した帯磁率χ=e(Q)/(πVs)によって

Ds=xd 

と表すこともできる.この等式の意味は，低温での熱的Drude重みの現象論的な解釈 (4.2.1節参

照)と同様の議論によって説明される.すなわち，不純物等，可積分性を壊す効果によって，現実

の系ではスピン伝導率は有限となる.その効果が十分弱いならば，実際のスピン伝導率は， (4.11) 

式に相当する Lorenz曲線で表され，ゼロ周波数では σs= DSTとなるであろう.これと現象論か

ら導出される σs= XV;Tとを比べると上の関係式が成立することがわかる.また，ギャ、ソプが存

在する領域では Vs= 0となり Ds=0となる(電気伝導に置き換えると絶縁体に相当). 

(5.14)式に基づき，絶対零度における Dsの振舞いを，様々な磁場及び相互作用に関してプロッ

トしたものが図 5.2である.特にゼロ磁場 h=Oかつ -1:::;ム豆 1では Q=∞となり，さらに

(A.26)式を使えば Dsは次式で与えられる.
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(5.15) 

5.2 有限温度T>Oにおける Drude重み

前節では，絶対零度でのスピン Drude重みを議論し，無質量領域で Ds> 0となり，有質量領

域では Ds=0となることを見た.ここでは有限温度 T>Oの場合を議論しよう.
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1次元量子系にみられる特異な輸送特性

熱伝導の場合には無質量，有質量領域いずれの場合でも，有限温度では熱的ドルーデ重みは有限

であったが，スピン伝導に関してはどうであろうか?藤本一川上によって開発された Hubbard模型

に対する Drude重みの導出法 [57]を， XXZ鎖に適用した Zotosの議論 [7]に基づいて考察しよう.

はじめに， -1 <ム=cos i' S; 1の範囲にある場合を考える.式の煩雑さを避けるため，特に，

i'=π/ν;ν 巴Z>2の場合を考える.前節で議論したように，スピン Drude重みは，ひねり角争をも

っひねり境界条件を課した場合のエネルギースペクトルの争に対する曲率で表される.Appendix 

A.3にあるように， XXZ鎖の熱力学は Bethe仮説方程式の根にストリングと呼ばれる解 (A.29)を

仮定することによって議論され，ひねり境界の場合，内部エネルギー (5.4)は

qFAUAf白 /]¥

。)=-士工Lana(ザ(争)+ dQvvi)一(~ -m ) h， m = i L nαMα 
α=1 j=l ¥/α=1  

で与えられる (cf.(A.34))・ vj(争)はひねり角争を課したときの nα ストリングの実部であり

2坪 nα ld入手
Zα(ザ(争)，<T)一τ-， Zα(川争)= tα(v) + .i争-i LL8Qs(v -V~) 

β=lk=l 

を満たす (cf.(A.31)).さて，有限温度の Drude重みは (5.2)式で与えられるが，これを得るため，

ストリングの実部弘(争)を

/争¥ 1/争¥2
ザ(争)=ザ+( ~ ) g~l) (ザ)十三(~) g~)(ザ) + 0((争/L )3) (5.16) 

と展開し前節と同じように議論すればよい.少し長い計算の後，

忌 f∞(札lnηα(り))2(伽lnηα(り))2
Ds=一一-V(-1)60uj du (517) 

土乙: jよ一∞ (ο1+刊η恥似αバ山(い糾U吋)-1)(1川(υ1+刊η恥似αバ山刷(い糾Uり州)

が得られる.ここでηα(υ)は，熱力学的ベーテ仮説方程式 (A.35)の解である.特に， XY鎖(ム=0) 

の場合， lnηα(v) =一β(2πAα(v，α)-nαh)(α= 1，2)より

fπFJ2  sin2 p 
Ds(ム=0) = n-_ I . .，. 1::; r fH  In¥ dp (5.18) 

πJ-πcosh(βJcωp -sh/2) 

となり， XY模型の運動エネルギー(に負号をかけたもの)と一致する (Ds= (-$)) (cf. (5.1)). 

図 5.3にゼロ磁場におけるスピン Drude重みの温度依存性を示した.結果として，Dsは温度の

増加とともに単調減少し，また 異方性相互作用ムの増加とともに減少する.ここでは詳しく論

じないが， (5.17)式の解析を進めると，ムノ 1のとき有限温度T>Oで Ds= 0となることがわ

かる.すなわち，前節の絶対零度での解析とあわせると，このとき Dsの振舞いは T=0で不連

続となる.また，ム >1のときは，T=Oを含め有限温度で Ds=0となる.この振舞いは熱伝導

率の場合とは対照的である.

ところが，最近，ムヂ 0の場合にストリング解の有限サイズ補正に基づいて導出された (5.17)

式と，場の理論に基づくアプローチや，量子モンテカルロ法を用いた数値的アプローチとの相違

が指摘されている. (5.17)式により得られる Dsの低温での振舞いは

Ds(T) = Ds(O) -const.T三τ

ハ同
u

q
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図 5.3:(a) J > 0，ムミ 0，h = 0のときのスピン Drude重み Dsの温度依存性.ム三 1のとき

T>OでDs=0となる. (b)場の理論及び数値的なアプローチとの相違.

であるが，これに対し，場の理論に基づく解析では

J const. T2 for 0 <ム<1/2 (2 <ν< 3) DET (T) = Ds(O) + ~ ，，'-'uuv.... 4 

I const. Tロ for1/2 <ム<1 (3く ν<∞)

と食い違う.特に，ム=1 (ν=∞)の場合

D~T(T) =幻1+主十 O(ポ)); g-1 + ~ Ing = In (2 y'2;e1'E + 1/4 J/T);官:Euler's const. (5.19) 
4¥2 ノ 4

すなわち，DKT(T) > 0となり (5.17)式から得られる結果 Ds(T)= 0と明らかに矛盾する凧さ

らに， Alvarez-Grosによる数値計算の結果は，場の理論による結果を支持する(図 5.3参照).

この相違はどこから来るのであろうか?実は 系の熱力学を定式化するときに用いたストリン

グ解 (AppendixA.3)の仮定に問題があり，実際にストリング仮説からは記述できない解の存在が

報告されている.このストリング仮説からの deviationが，ストリング解の有限サイズ補正 (5.16)

から導出される Drude重み (5.17)に有意に影響し，このことが実際の場の理論や数値計算との相

違を引き起こしていると考えられる13 残念ながら，現在のところ，ストリング仮説を用いずにす

べての温度で Dsを正しく計算する手法は開発されていない.

6 磁気熱効果

電子系では，系に温度勾配を与えると電位差が生じ あるいは逆に電位差を与えたとき温度勾

配が生じる熱電効果の存在は古くから知られるが 第 2章でも述べたように，スピン系では類似

の効果として磁気熱効果と呼ばれる現象が期待される(図 6.1).磁気的 Seebeck係数 (2.5)は，こ

12[9Jには誤植があり. (5.19)第 1式のように.g/2にかかる符号はプラスとすべきである

13一方，ストリング仮説によって導出される熱力学量は，それを用いない手法によって定式化されたそれと熱力学的

極限 L→∞において厳密に一致することが示されている [58J.すなわちストリング仮説の deviationから来る寄与は，

熱力学的極限において比熱や帯磁率などバルクの熱力学量には影響を及ぼさない.
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『

図 6.1:(a)熱電効果を模式的に示した図.キャリアーを+電荷を持った粒子だとすれば，低温側

が高電位，高温側が低電位となる. (b)又ピン系における磁気熱効果.

の効果の大きさをはかる量として定義される.一方， Hall効果が現れない 1次元系では， (磁気

的)Seebeck係数はまた，伝導の担い手であるキャリアーの種類を判定する重要な指標となる.例

えば， 8<0であれば，ダウンスピン的なキャリアーが支配的に伝導に関与し，逆に 8>0であ

ればアップρスピン的なキャリアーが支配的な伝導の担い手となる(図 6.1). この章ではxxz鎖に

おける磁場中の輸送特性，特にこの磁気熱効果に関して議論する.

第 3章で議論したように， xxz鎖の場合，ゼロ磁場 (h= 0)のときは系にスピン反転対称性が

存在するため， (2.2)式で与えられる輸送係数の非対角要素 LSQは LSQ= 0となり磁気熱効果は

消失する.よりわかりやすく言えば，h= 0のとき系の磁化はゼロであり，アップpスピシとダウン

スピンの両方とも等しく伝導に寄与する.

一方，有限磁場 (h> 0)の場合，系のスピン反転対称性が破れ，磁気熱効果が実際に出現する.

このとき，磁場を強くしていくと，系のスピンは上を向いた状態が多くなり，このため直観的には

ダウンスピンが支配的に輸送を担う，つまり，磁気的Seebeck係数は負になると考えられる.これ

は，すべてのスピンが上を向いた極端な状態を考え，励起によって現れたダウンスピシがアップ

スピンの海の中を泡のように移動する描像を思い浮かべるとよい.後で述べるが，実際に相互作

用のない XY模型やム >0の強磁性的な領域では，s < 0となりこの直観的な描像は正しい.と

ころがム >0のとき これは正しくないことがわかる.

さて， h> 0のとき，熱的 Drude重みは，h = 0のときの (3.7)式から磁気熱効果の寄与を加え

た(3.6)式に改められる.また， (2.5)式で与えられる磁気的 Seebeck係数は明示的に

s= ~ I ~/E/S~~-h1 (6.1) 
T l Ds T --J 

と書くことができる.これらの式を見ればわかるように，磁場中の熱伝導や磁気熱効果には，カレ

ントの相関関数(/~)や (/E/S) のほかに，スピン Drude 重み Ds が関わってくる.ところが，

前章で議論したように，今のところスピン Drude重み Dsを任意の温度において正しく計算する

手法はない.そこで，我々は (i)現象論を用いた解析，及び (ii)厳密対角化を用いた数値的な手法

の2つの方法を組み合わせることによってxxz模型の磁気熱効果を議論する.
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図 6.2:磁気的 Seebeck係数 Sの低温での振舞い.ムミ 0.5の場合 h=んを境に Sの符号の反転

現象が起こる.インセット:んのム依存性.

6.1 現象論を用いた解析

4.1.2節では，ゼロ磁場 h=Oかつ -1~ム~ 1の無質量模型の低温での振舞いを解析したが，

このときの熱的 Drude重みの振舞いは現象論を用いて解釈することができた.ここでは，有限磁

場0<h < hc (hc:臨界磁場)においてもこの解釈が可能であるとし DQは低温で (4.9)，すなわち，

3 C/Efs)2π 
DQ = ß2(f~) -s3 ¥C/ t;~ ~/ =一vsT for T << 1， T << h 

Ds 3 
(6.2) 

を仮定する.ただし，日は (A.24)式で与えられる有限磁場でのスピノンの励起速度であり，対数

補正などの特有の効果が irrelevantとなる T<<1かつ T<< h (sh >> 1)の場合を考える.つまり，

(6.2)式を仮定することにより，間接的に Dsの低温での振舞いを導こうというわけである.これ

により無質量領域における磁気的 Seebeck係数 (6.1)の低温での振舞いが議論できる.

これを達成するためには， C/~) ， C/Efs)を求めなければならない.そこで，まず，入0，入1ξR

でパラメター化した分配関数 Z(入0，入1)= Tre-β(入o.Yfo-hグ+入l/E)を考える.この分配関数は量子

転送行列法 (cf.Appendix B)を用いて

sh . f 
lim ~ lnZ(入Oうん)=一+れ1(x + i) ln (1 +η(x + i)-1 )dx →∞ L --¥V'  L I 2. J c 

と表され((B.16)式参照)，η(v)は非線形積分方程式

lnη(v) = -2πsA(入0+入1AθIV)αl(v)+sh+Oα2(v-x-i)1叫1+η(x+ i)-l)dx (6.3) 
JC 

の解として与えられる.(f~) に関しては，これを用いると

(バ)= ;? I a1(け時ln(l+η(叶i)-1)I dx 
μ JC 入0=0，入1=0

円

L
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図 6.3:XY模型ム =0の場合の磁気的ゼーベク係数Sの温度・磁場依存性.臨界磁場は hc= 2J. 

と与えられるが， C/Eノs)に関しては /Sが保存量ではなく，従って /E/Sも保存量たりえず

上のような議論はできない.しかし， Louis-Grosによって導き出されたノ2と/E/Sを熱力学

的極限 L→∞において結びつける等式 [32]

C/E/SL1絹)= (/~L1JÍt); L1J'ts:=純一 L(J'ts)， L1JIt:= JIt -L(イ (6.4)

を用いると((・ー)はサイトあたりの熱力学的平均値)， (/E/S)は

(《/s)=-li111ilθ~18h 111 Z(入0，>'1)d入。 (6.5)
L→∞ Ls2 } 入1vf1， ~H D ¥ /¥U， /¥1 } Ll/¥U I入0=1，入1=0

と書き表される.ここで (6.4)式は次のように示される.連続の方程式 (3.2)を用いると

((j~+l -j~) L1hll+1) = (ーiμ勾ぅL1Sk]L1hll+1)= (L1Sk(i[J免 L1hll+1]))= (ムs;(jF-jL)).

ここで L1Sk= Sk -(S%)， L1hll+1 = hll+1一(hll+1)であり，上の式の変形で [Yf"， L1Sk] =凶ヲL1Sk]

を用いた.(j~ L1hll+1) =:αk，l' (jF L1Sk) =: bk，lとおけば，並進対象性より αk，l αk-l αm，

bk，l = bk-l = bmとなり上の関係式から αm+1一 αm= bm-bm-1が示される.従って αm+1-bm= 

αm-bm-lとなって C:=αm-bm-lはmに依存しないことがわかる.これにより icl= 1αm-bm+ll三

mi11m{1αml + Ibml} = 1α∞1 + Ib∞1 = 0，すなわち αm= bm+lとなる.ここで，局所演算子 hll+lヲ

j:の相関関数は Ik-11 →∞において (j~hll+l) = (j~)(hll+l) となることを用いた.以上の議論か
らL:am=L:bm，つまり(ノsL1Y局)= (/EL1JIt)が示され，両辺を入1で微分してん =0とお

けば (6.4)式が成り立つことがわかる.

ところで， (6.3)式においてり→ v+ iとした後，両辺を h及び入。で微分したものを比べると

ゆ(θ'h1川 (v+ i)一β)θ入。 111(1+η(v+i)-l)dv 
JC 

= ~ (θ入。 111η(ν+i) + 2πsAα1(υ+ i)) 8h 111 (1 +η(υ 十 i)一l)dv
JC 

q
J
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q
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図 6.4:ム=1， h/J = 1のときの磁気的 Seebeck係数 Sの振舞い.

が成立する.この式から直ちに

か。川+η(v+内 vニー27fA%α1(υ+川 (1+ηい+i山 U

= 一27fA {2主U志吋iθ弘ω仙hμ山lnZ
となるが，これを (6.5)式に代入すれば C/E/S}は

(《/s)=d古 川1ln(l +η-1(叶 i))dり

ムハ Aμ JC 
(6.6) 

と簡単化される.さて，以上の議論より (/JJと(/E/S)の厳密解が得られた.あとは，これら

の低温極限を考え，それと (6.2)式から Dsの低温での振舞いを求めることができる.さらにこれ

らを (6.1)式に代入すれば，磁気的 Seebeck係数の振舞いがわかる.詳しい計算は文献 [48]に譲る

として，ここでは結果のみを記す.

f-.， Aα(A) 1 8=一{1 + ，... .~--::.~/ <) } T for T << 1， T << h. (6.7) 
6Aρ(A)と(A)l ~ ， 2πρ(A)v; J 

ただし， ρ(υ)，と(v)はそれぞれ (A.17)，(A.23)式で与えられ， α(υ)は次の積分方程式の解である.

州)= -27fAa~(v)ーか日的)dx

(6.7)式の温度 Tに関する比例係数の磁場依存性を図示したものが図 6.2である.相互作用が

-1::;ム;s0.5の場合，h > 0であれば，磁場の強さによらず， 8はTに関して負の比例係数で立

ち上がる.一方 0.5三ムの場合，磁場が hとんにあるとき 8<0であり， 0 < h ::; h1にあると

き8>0となる.すなわち h=んを境に磁気的 Seebeck係数の符号が反転する現象が見出され

る.このときの磁場んは相互作用ムに依存し，ムの増大とともに h1も増大する.すなわち，反
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図 6.5:J> O. ム>0における磁気的 Seebeck係数の温度・磁場依存性.

強磁性的な相互作用に近づけば近づくほど S>Oとなる磁場の範囲は広くなる.一方，高温極限

T>> 1では相互作用ムによらず

S~4おrT>> 1 (6.8) 

となることがわかる.

以上の議論は，低温及び高温極限の話であるが，重要なことは.0 < h :::; h1のとき，少なくと

もムミ 0.5であれば，ある温度九で Sの符号が反転する現象が見出されることである.言い換え

れば.T三九ではアップスピン的なキャリアが支配的に輸送を担い，逆にお :::;Tではダウンス

ピン的なキャリアが支配的に輸送を担っていることを意味する'.

最後に.Dsの値が厳密に得られる XY模型の Sに関して簡単に述べておく.この場合の Dsは

(5.18)式で与えられ，また C/Eノs)は.(4.20)式を導いたときと同じ手法で (6.6)式から求められ，

(7r J3 sinpsin 2p 
C/E/S) = <"¥-_ I -，  2 

J-πcosh"L(βJ COSp-βh/2) 

これらを (6.1)式に代入して Sが得られる.図 6.3に， XY模型の Sの温度依存性，磁場依存性を

示した.XY模型ではすべての温度，磁場 (h>0)で S<Oであり，この章の冒頭で述べた描像の

ように，ダウンスピン的なキャリアーが支配的に輸送に携わっていることがわかる.hc = 2Jが臨

界磁場であり， h> hcのときは，基底状態エネルギーと励起状態エネルギーの聞に有限のギャッ

プが生じ，このため絶対零度で Sは発散する.

6.2 数値計算(厳密対角化)

上の議論は高温及び低温極限に限られた話であり， Seebeck係数の符号反転がムミ 0.5の範囲

外で起こるかどうかについては議論の対象外である.最初に述べたように，磁場中の輸送特性を

任意の温度で議論するには，スピン Drude重み Dsが必要であるが，現在まで正しい解析解は得

FLD 
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図 6.6:J > 0，ム <0における磁気的 Seebeck係数の温度・磁場依存性.

られていない.そこで，本節では L= 18までの数値対角化を利用して Sの振舞い，とく中間温

度の振舞いを議論し，また，前節で予想された Sの符号反転が実際に起こっているのか確かめる.

実際に計算するのは有限系での (6.1) 式であるが，スピン Drude 重み Ds に関しては (5.1) の D~

DEで与えられるように二通りの計算の仕方がある.もちろん，これは熱力学的極限 L→∞で等

しくなるが，一般に有限系では等しくない そこで Ds として D~ を用いて計算した S を 3I ， D~I 

を用いて計算した SをSIIとする.図 6.4に，ム=1， h/J = 1の場合の Sの温度依存性及びサイ

ズ依存性を示した.これは，前節で見たように，低温での振舞い(図 6.2)と高温極限 (6.8)から，

ある温度で少なくとも 1回Sの符号反転が予想される場合である. SI及び SIIは高温でよく一致

し，有限サイズ効果もそれほど大きくはない.一方 低温ではが， SIIとも強いサイズ依存性を示

すが，これは，主として，スピン Drude重み Dsが低温で非常に強いサイズ依存性を持つことに

由来する.この低温領域では， SIは系のサイズの増加とともに増大し，逆に SIIはサイズの増加

とともに減少することがわかる.これにより，低温領域では，最終的に SIとSIIの中間の値に収

束するであろう.この結果と前節での低温での振舞いを組み合わせると，このムニ1， h/ J = 1 

の場合，確かにある温度九で Sの符号が反転する現象が起こっていることがわかる.

ム >0及びム <0における磁気的 Seebeck係数の温度及び磁場依存性を，それぞれ図 6.5及

び図 6.6に示した.Sは磁場 hと相互作用の大きさムに強く依存する.臨界磁場より大きな磁場

h>九(このとき絶対零度ですべてのスピンが上向きの揃う)では， Sの振舞いは， XY模型の場

合と類似の振舞いをすることがわかる.すなわち， h> hcでは hの増加とともに Sは単調に減少

していく.とくに低温では

S~」÷;6=4斗hト一山十 1り)川 >h

と振舞うことが知られている [49司].
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図 6.7:磁気的Seebeck係数 Sの符号変化が起こる磁場と温度の境界線.

対照的に，h < hcの場合，Sの振舞いはム >0とム <0では大きく異なっている.ム >0にお

いては，ある磁場 h2より小さいとき (h< h2)， Sは正の極大値を持ち，ある温度で符号を変える

が，ム <0のときは XY鎖の場合と同様に常に負 S<Oである.さらに，前節の議論では，低温極

限，高温極限とも S<Oとなるため Sの符号変化が起こるかどうか明らかでなかった 0<ム£ 0.5

においても，Sの符号がある有限温度で変化することがわかる.また，Sの極大値はムの増大と

ともに大きくなり，S> 0となる温度領域は広くなる.

図 6.7に，Sの符号が変化する境界の点を h-T平面上に曲線として表した.すなわち，曲線の

内側では S>Oの領域を表し，逆に外側では S<Oの領域を表す.これからわかることは，ム >0

であれば，曲線はある温度において極大値を持つ.これと，前節の低温での Sの振舞いを考え合

わせれば，磁場がん <hくんのとき，符号変化が温度 T1と乃 (T1くむ)で 2度起こる.すな

わち T1< T<むのとき S(T)> 0であり， 0 < T < T1もしくは T>むで S(T)< 0となる.一

方，O<hくんのとき符号変化が起きるのは T=九のときのみであり，T<九で S(T)> 0，逆

にTo< Tで S(T)くOとなる.ここで，h2は図 6.7における曲線の最大値であり，h1は前節に

定義した磁場である(図 6.2参照)・

このような反強磁性領域における磁気的 Seebeck係数の顕著な振舞いは，定性的に次のように

解釈される.そのために以下の極端な場合について考えてみよう. (i) h >> 1の場合:このときほ

とんどすべてのスピンが上向きになり，素励起はひとつスピンを下向きにしたときにできるマグ

ノンである(ダウンスピンのマグノンと呼ぶことにする).この場合の易動度はアップpスピンのマ

グノンに比べて大きいと予想できる.すなわちこのとき Sは S<Oとなる. (図 6.8参照)• (ii) 

ム>>1かつ O<h<<lの場合:このときほとんどすべてのスピンは，互い違いに揃う Neel状態に

なっていると考えられる.このとき励起としては，アップとダウンの 2つのスピノンの励起が考

えられる.特に磁場が h>Oのとき，アップのスピノンのほうが，ダウンのそれよりエネルギー

的に小さく，これがキャリアーとして輸送を担うと考えることができる.このとき S>Oとなる.
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和光堺

及びスピノン励起の伝播 (b)を模式的に示した図.

(図 6.8参照). (iii) T >> 1のとき:このときは相互作用ムの存在は無視でき.8の振舞いは， XY 

模型の場合で記述される.従ってこのとき 8<0となる.

ム，T， h r"V 1のような現実的なパラメター領域では， Seebeck係数Sの符号変化は，上で述べた

極端な場合の機構の競合効果として解釈されるだろう.つまり，T=九もしくは T=T2で起こ

る符号変化は機構 (ii)と(iii)の競合によるものと解釈されるし ，T=T1で起こる変化は (i)と(ii)

の競合によるものと解釈される.

以上述べた磁気熱効果，特に，磁気的 Seebeck係数の反転現象は，実験でも測定可能な現象と

1次元量子系の特異な輸送特性を実際に観測する上で興味深い.

図 6.8:マグノン励起の伝播 (a)，

考えられ，

まとめと今後の展望

以上，本解説では， 1次元量子系の特異な輸送特性を， xxz鎖における熱伝導・スピン伝導，

そして磁気熱効果に焦点をあてて議論してきた.この系特有の可積分性のため，輸送を担うカレ

ントが保存量と密接に関連し，それによってスピン伝導や熱伝導など，輸送特性が弾道的になる

ことを見た.こうした弾道的な輸送特性は，実際の 1次元物質における実験からも観測され，こ

れらの観測結果は系の可積分性の残浮として解釈される.また，有限磁場下では，系のスピン反

転対称性が破れ，磁気熱効果が出現する.この効果の大きさを測る量として，磁気的 Seebeck係

数が定義される.この磁気的 Seebeck係数はまた，系のキャリアーの種類を判別する量ともなり，

我々は，その振る舞いを解析することにより磁場中の輸送特性を論じた.特に，反強磁性的な相

互作用が存在する場合，磁気的 Seebeck係数の符号が反転する現象を考察した.これは，いわば

相互作用・磁場・温度の 3つの効果による，スピノン的なキャリアーとマグノン的なキャリアー

の交代現象と解釈することができる.この磁気的 Seebeck係数の反転現象は，実際に観測可能な

効果と考えられ，今後の実験が期待される.

最後に，可積分系における輸送特性から非可積分系における輸送特性へのコメントを短くして
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1次元量子系にみられる特異な輸送特性

おく.本論でも述べたとおり，現実の 1次元物質では，フォノンの効果や不純物との散乱，さらに

Heisenberg相互作用以外の相互作用(例えば 2次元方向の相互作用)の存在等によって，可積分性

は壊れている.この効果により，伝導率のデルタ関数的なピーク σ(ω)=πDb(ω)は押し広げられ，

結果として伝導率は有限になり，かつ有限の線幅を持つようになる(図 4.2参照).この有限の伝

導率を，可積分系からの摂動論で得ることは一般的には不可能である.なぜなら，上でも述べた

とおり，可積分系の伝導率はデルタ関数的であり，これを第ゼロ近似とした摂動論を用いる限り，

有限の伝導率を得るには，結局摂動の無限次までの足しあげが必要となるからである.一方，伝

導率そのものではなく，緩和時間の逆数に対応する線幅を摂動的に論じることは可能である.す

なわち，非可積分的な摂動λye'(入<<1)による線幅ん(入)は入の関数として連続的に変化すると

考えられる.この 6ω は，伝導率σ(ω)に対する 2次のモーメントで与えることができ

6ω~L  fqω2σ(ω)dω= 入g(1)+入、(2)+.一一(1)土+
ァ f二σ(ω)dω πD+入/(1)+入2/(2)+・・・ 3 πD' 

と摂動展開が可能となる (qは適当なカットオフ)この緩和時間が何らかの方法により決定できれ

ば， (4.12)式を通して系の熱伝導率が，フィッティングパラメターなしで評価することができる.
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Appendix A Bethe仮説法

A.l 代数的 Bethe仮説法

3章では，量子可積分系の無限個の保存量が 可換な転送行列を母関数として生成されること

を見た.ここでは，代数的 Bethe仮説法と呼ばれる方法によって:xxz鎖の転送行列を対角化し

よう [59]. まずはじめに， (3.15)式で定義されたモノドロミ一行列名(v)を補助空間九に関して

↑↑↑↑↑↑↑↑』
主十 一

〆 、， I vI 什寸|什 什 VI vI vI-
(d(v) 88(v) ¥ 1 2 ・・・ L 1 2 L 

タ(υ)=l l==| 
¥ぜ(v) 9(v)} I，↑↑↑↑』↑↑↑↑=

一 -
I vI 

1 2 L 1 2 ・・・ L 
(A.1) 

と2x2の行列で表そう.ここで行列の成分 d(v)，88(v)ぅγ(υ)，9(v)はそれぞれ量子空間 V③Lに

作用する演算子(つまり，2L X 2Lの行列)である.この表示のもと，転送行列 T(り)は

T(υ) = Tra名(v)= d(v) + 9(v) (A.2) 
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と表される.さて，ここでタ(ν)をすべてのスピンが上向きになっている状態 10):= 1 +十・・・+)

(真空と呼ぶ)に作用させてみよう.タ行列の成分 (3.10)を考慮すると

(O(v)IO) 86'(v) 10) ¥ (110) 86'(v)IO) ¥ 
タ(υ)|0)=ll=li

¥ CC(V)IO) ~(V)IO) J い10) bL(v)IO) J 
(A.3) 

を得るが，これによって真空 10)がT(v)の固有状態T(v)IO)= (1+がい))10)となっていることがわ

かるであろう.ここで，b(υ) := sl!:(V) = [v]![v + 2]と略記した.以下同様に c(り):=31f(υ)=

[2]![v + 2]と書くことにする.また，ぜい)10)= 0であり， 86'(v) 10)は下向きスピンがひとつ作ら

れた状態となっていることは直接的に確かめられる.言い換えれば，86'(V)は下向きスピンをひと

つ生成する演算子であり，反対にす(v)は上向きスピンをひとつ生成する演算子となっているので

ある.このような，86'を真空に作用させて作られる状態を Bethe状態とよび，特に

1M) := 86'(り1)86'(V2)・・・86'(VM)10)， り EC (A.4) 

はスピンが m個下を向いた Bethe状態である.この Bethe状態に転送行列 T(v)を作用させてみ

よう.そのためには T(v)を構成する演算子である O(v)，~(v) と， Bethe状態を構成する演算子

86'(v)との交換関係を知っておく必要がある.実は，この手がかりとなる関係式は，すでに (3.17)

式で与えられている. (A.1)式を (3.17)式に代入すれば，左辺及び右辺からそれぞれ

lo'o 

名勾伽(い(v)，9i(

1γf管γフ

¥
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-
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』
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グ
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グ

一………+仰CC'o b~'Ø 十 cザ'86' bCC' 86' 十 c~'ø

o'CC b86"CC + Co' ~ bO' ~ + c86"CC 
CC'CC b~'CC + cCC' ~ bCC' ~ + C~'CC 

/ oo' o86" 86'o' 

I bOCC' + cCC o' bØ~' 十 cCC86" b86'CC' 十 c~ø'a以u-V)九(u)九(v)= I 
I b<il久cz('+ COCC' bCC86" + Cø~' b~Ø' + c86'CC' 

86'86"¥ 

b86'~' + c~86" I 
b~86" + c86'~' I 

~~' / 

を得る.ここで b:=b(u -V)，C:= c(u -v)ヲJZI':=O(V)ぅo:=o(U)などの略号を用いた.こう

して得られる 16個の関係式のうち，後の計算に必要な関係式を抜き出したものが

86'(u)86'(v) = 86'(υ)86'(u)， (A.5a) 

1 /，7Jf__¥ _df¥  c(v -u) 
O(u)86'(v) =一一-¥86'(v)Ø(u) 一一一~~86'(u)o(v)， (A.5b) b( v -u) --， -r~ ，-/ b( v -u) 

c(u -v) 
~(u) 86'(v) = 一一一\86'(v)~(u) 一一一一-9(u)タ(v) (A.5c) 

b(u-v)--'-'-'-' b(u-v) 

ハU
F
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d
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1次元量子系にみられる特異な輸送特性

である.ここで第 1式は上式の 1行4列を，第2式は 1行3列を，第 3式は 3行4列から得られ

る.さて，T(υ) を 1 1\1) に作用させ，上の交換関係を使って d(υ) と ~(V) を一番右側に移動させよ

う.まず， d と9を交換させた際に， d とzのスペクトルパラメターが交換前と同じ項 ((A.5b)

式第 1項目)と，交換後で入れ替わる項(第 2項目)の 2つの項が現れることに着目し，

d(v)Il¥1) = d(v)&8(りd&8(句)...&8(VM)IO) = LMj&8(町)...&8(v)... &8(vM)A(vj)IO) 
j-o 」『JJ

j番目

と書く. (A.5b)式を眺めれば，Mo及び M1が

M 
TT 1C( V l  -V)ー 1

A10二1bhーの)' ~.~~ b(V1 -V)巴b(均一円)
1vft =-

と書けることは直ちに確かめられるだろう.ところで， (A.5a)式から 9は異なるスペクトルパラ

メターに関して可換であるが，これを用いて&8(りj)を一番左側に移動させたあとに d(v)を作用

させたとすれば， J14は上の M1で単に l→ jと置き換えたものに過ぎない.すなわち，

M
H日

比
J

k;i.j 

と表される.以上の議論と d(v)IO)= 110) (cf. (A.3))から，結局

d刈州川い例州)川川|川阿M川)=J01戸b(ιムV)川|川川川λM川fめ)一E ;ι(:UtU;;工:;に口:コ:川;沼叫Eιb(ιυ句ιムムk二ムL二」Uりj)伊9筑め内附(い似川U町1リ) 乏包jにω:βよ 9刻仇い川川υV1II川州州川)川)10川附0的)件

M λf 

J-A k肖 j番目

と表される. ~(v)lm) に関しても ， (A.5c)式を使って同じように考えることができ，

M 

~(り)IM) = bL(v) n If， .L ， ¥ 1M) 日b(v-Vk) 

ルf

-EbL(り)11Eb(JUK)め 1) 乏によ 恥 )10) (A.7) 

3番目

が得られる.ここで，D(ν)10) = bL(v)IO) (cf. (A.3))を用いた. (A.6)式と (A.7)式を辺々足し合

わせたものが求めたい結果であるが，ここでもし (A.6)式と (A.7)式の第二項同士が打ち消しあえ

ば，すなわち M 個の未知数{勺}が方程式 (Bethe仮説方程式と呼ぶ)

L J4b(町一切)bL(η) = 11 :~ C'} ~~J (A.8) 
J 日b(Vk-Vj) 

3予ik

の独立な解であれば， Bethe状態 IA1)は転送行列 T(v)の固有状態となり，その固有値 A(v)は可

M M 

A(v) = 11"r，.L .¥ + bL(v) 1 r ~ 日b(Vk-v) 日b(v-vd 
(A.9) 

可
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と与えられる14 {り}→{一iVj-1}なる変換を行えば，上の Bethe仮説方程式は

(~inh 1(勺 +γ=-H叫 Vj一 日i)
sinh 1(りー i) ιー， sinh2(り一均一 2i)

(A.10) 

となり(ム=cos')')， T(ν)の固有値 A(v)は， A(ν) = A(iv + i)として

品mh1(v -vk -2i) ， (sinh 1(v -i)V J4mh 1 (v -Vk + 2i) 
A(u)=H+l-1  11 

f=1sinh2(υ -Vk) ¥sinh 1(υ+ i)ノklmt12(ty-uk)
(A.ll) 

この A(り)を (3.20)式に代入して n=lとおけば J的の固有値が得られ，従って全ハミルトニア

ン(3.1)のエネルギー固有値 Eは

Al Al 

E = -27rA玄α1(内)一 (L/2-A1) h = 2J2二(COSPk一mγ)-(L/2ー A1)hぅ

π(り):=ユ mm ， eipk=sinh1(Vk + i)(A.12)  
2πcosh')'v一cosn')' ， sinh ~ (均一 i)

と表される.上の式で定義された Pkは相互作用が繰り込まれた運動量(擬運動量)である.

ここで本論で必要になるひねり境界条件を課したハミルトニアン (5.3)に対するエネルギー固有

値を導出しておこう.これはタ行列の成分 (3.10)のうちタ耳(V)をa葺(り)=♂iElul/lu+2!と

変換したものに対応する (cf.(3.13)). この変換後も g行列は Yang-Baxter方程式 (3.14)を満た

し系の可積分性は保たれる.上と同様の手続きを踏めば，転送行列の固有値 A(v)= A(iり+i)は

品目nh~(v 一均一 2i) φ( sinh ~ (v -i) ¥ Lιsinh 1 (v -Vk + 2i) 
A (ν)=elzH+ei弓gCT( ~~l~~~ ~ ;'~ ~ ~~) n 

f=l mh2(り一切) ¥sinh ~ (v + i) } :=~ sinh ~ ( V一Vk)

となり，全ハミルトニアンのエネルギー固有値 E(争)は

λf 

E(争)=-2πAεαl(川(争))-(L/2 -M) h (A.13) 

と書ける.ここで未知数Vk(争)は次式で与えられる Bethe仮説方程式の解である.

(~叫明 +i叫iリげ)
sinh 1(tり勺りyうIj(争到)一iO) / k = 1 S目m凶nh1(Vj(争) 一υ k( 争) 一2i) ) 

A.2 基底状態エネルギー

異方性パラメターが -1~ ム= cosγ~ 1 (γε lR)にあるときの熱力学的極限L→∞における

基底状態エネルギーを計算しよう. (A.10)式の両辺の対数を取ると，

1 (t倒1h~Vj ¥ ι1  (tanh ~(Vj -Vk)¥ 2Ltan-1. I .. J I = 21fT; + 2ち tan-1. I "<' J ..， I 
¥tanすノ J fコ ¥ tanγ ノ

(A.15) 

14Bethe仮説方程式 (A.8)は，固有値 A(v)(A.9)が v=町で特異点を持たないための条件となる.
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1次元量子系にみられる特異な輸送特性

である.ここで hはmが奇数(偶数)のとき整数(半整数)である (Lは偶数).関数Z(υ)を

Z(り):=P1(U)-iS叶 (A.16) 

と定義すると， Bethe仮説方程式の根りは Z(勺)=2πIj/Lで決定される.基底状態を与えるんは，

原点を中心として対称かつ欄密に分布する.すなわちん+1-Ij = 1， h =ーh，fを満たす.Fermi 

点に対応する根の端点町 =-Q， VM = QはZ(-Q)= 2πh/L及び Z(Q)= 2πIM/Lで決定され

る.L→∞のとき，Vkに対する分布関数を ρ(υ)= (Ij+l -Ij)/(L(り+1-Vj)) = l/(L(vj+l -Vj)) 

で定義すると15 (A.15)式から ρ(V)は線形積分方程式

仲 )=αI(V)ーか日仰)dx (A.17) 

の解として与えられる.これにより基底状態エネルギー密度 eo及び磁化密度 mは，それぞれ

rQ 
"'，  _ _ (1 rQ ¥ 1 rQ 

eo =ー2πAIα1 (x)ρ(x)dx -h ( ~ -Iρ(x)dx 1， m = ~ - I p(x)dx (A.18) 
I_n-~ ，--， r ，-/---- ¥2 I n"--'----Jヲ 2 I 
J-Q ¥ J-Q ノ J-Q

で与えられる.この基底状態エネルギーは

fQ 

ε(ν) =-2πAα1(ν) + h - Iα2(V-X)ε(x)dx (A.19) 
J-Q 

で決定される dressedenergy(素励起エネルギー)ε(V)を用いて

eo=-;+んl(x)c(x)d (A.20) 

とも書ける.与えられた hに対して， Qはeoを極小にする条件θ'Qeo= 0から得られる.すなわち，

f ... ~ / /'¥ ¥ _ / /'¥ ¥. {Q _ / __ ¥ dρ(XLL 1 . 1_ (... _//'¥¥. (Q dp(xLL 1 
0= -27fA ~ 2αI(Q)ρ(Q) + I α1 (x)一一dx>+ h ~ 2ρ(Q)+ I -~~Jdx> (A.21) 

l--~\~Jr\ ~J . J-Q -q-J dQ --J . .. l-r\ ~J • J-Q dQ --J 

から決定される. (A.17)式の両辺を Qで微分すると

dρ(V) r~ /_ f¥¥. • f¥¥1 _/f¥¥ (Q _ /_ __¥dρ(x) 
15-=-lα2(υ-Q) +α2(叶 Q)]ρ(Q)一/α2(u-z)15dz

J-Q 

(A.22) 

が得られるが， (A.17)式と組み合わせることによって，

{Q _ ，__¥dp(x).1.. _If¥¥ (Q I al (x)コス~dx= -ρ(Q) I [a2(x -Q) +α2(X + Q)]ρ(x)dx = 2ρ(Q)(p(Q) -αI(Q)) 
J-Q U~ J-Q 

が得られる.また，関数ご(V)を

制 =1ーパa2(V-x)的 )dx (A.23) 

15んの分布に「欠陥Jを入れると，励起状態が実現される.この欠陥はホールに対応し，その密度を ρh(v)とすれ

ば乞(lj+1-Ij)j(L(vj+l -Vj)) =ρ(V) +ρh( v)と表される.
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の解として定義すれば16 これと (A.22)式から

{Q dρ(x) -1__//'¥¥  (Q 
/ 一一一dx=一ρ(Q)I [α2(X -Q) +α2(X + Q)]と(x)dx= 2p(Q)(と(Q)一1)
j-Q dQ j-Q 

が得られる.これらを (A.21)式に代入すれば， Qはh=2πAp(Q)/と(Q)の解として与えられる.

また， (A.19)， (A.20)式より θ'Qeo= 0はε(士Q)= 0を与えるが，これは素励起エネルギーが擬

Fermi点土Qでゼロになることに対応する.なお素励起の速度%は， (A.12)， (A.15)式より運動

量密度が 2πh/Lの和で表されること，さらに ρ(υ)はh/Lの叫に関する微分であることから，

りーピ(Q)-
s 2πρ(Q)' 

(A.24) 

全スピンが上向きに揃う臨界磁場九では Q=Oであり，p(O) =α1 (0)，と(0)= 1を代入して

hc = 2J(1 + cos，) = 2J(1十ム). (A.25) 

h>んでは，Vs = 0となってギャップが形成され，エネルギーは eo= -h/2と自明になる.ま

た，ゼロ磁場では Q=∞であり， ρ(り)及び ε(v)はFourier変換で，また， dressed charge c (∞) 

はWiener-Hopf法により求められる.またこのときの%は (A.24)式から求められ，それぞれ

-7TA J-f / π 7T J sin γ 
ρ(υ- 1 7r ε(り)= π?と(∞)= 1/一一一 V"=一一一一， for h = 0 (A.26) 4 cosh ~v' -¥ ~ I 2 cosh ~v' ..， ¥ ~~ I V 2( 7T - ，)ぅ s γ 

で与えられる.これをエネルギーの表式に代入すれば，ゼロ磁場での基底状態エネルギー eoは

i∞ l∞ 1 Sin2， 
eo =-2πA I αl(x)p(x)dx = -J I n ___~ 7r__ < ___L ~666 I > dx， for h = O. (A.27) 

J-∞ J-∞2 cosh ~x l coshγx-∞s，J 

(ii)ム>1， J> 0の場合

ム>1， J> 0の場合は， γ→ iγ と置き換えることによって，同様な議論が展開できる.ただ

し，周期性のため Qの範囲に制限が付き QEトπ/γ，π/γ!となる [53].結果をまとめると，

fき町三L 。ーik，x ( Cln1，2内 1 

hπkf三∞ 2cωhk， l coshγ-cos，x J 
ム fQ

ε0=く一三十 I a1(x)E(X)dx for hC1 ::; h < hC2 
ム J-Q

h 
for hC2 < h 

2 

ぶ(-l)k
hC1 = 4Jsinh， ) ~ n ¥ ，:/ J ， hC2 = 2J(1 + coshγ) = 2J(1 +ム)

ι02 cosh k，' '"C2 

となる.ここで記号 7は，変換γ→ iγ を意味し，例えば

A A 1 2Jsinh， -f ¥ f ¥1 ， sinh"'( 
A=A|= ， Mu)=αη(v) I→・=一'，->1， ， •• ¥ ' I •• ¥ l'γ1γ2πcoshγ -CoS，V 

を表す. 0::; h < hqのとき，系の磁化はゼロであり，基底状態と励起状態の聞に有限のギャップ

(A.28) 

が存在する.また hC2 ::; hのとき，すべてのスピンが上向きになった強磁性状態となる.

16c =ご(土Q)をdressedchargeと呼ぶ.
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1次元量子系にみられる特異な輸送特性

A.3 熱力学的 Bethe仮説法

-1~ミム三 1 の領域にある xxz 鎖の有限温度理論を， Yang， Gaudin，高橋らによる熱力学的

Bethe仮説法 [53]を用いて展開しよう.ここでは簡単のため ν=πjiE Z;:::2の場合を考察する.

原理的には， (A.10)あるいは (A.15)式で与えられる Bethe仮説方程式をあらゆる量子数hの組

に対して解いて， (A.12)式に基づきエネルギー固有値を求め，それらを足し合わせれば熱力学量

が求められるが，実際問題としてこれを実行することは不可能である.Gaudin，高橋らは， Bethe 

仮説方程式の根に以下で述べるある種の仮定をおくことによりこの困難を巧妙に克服した.

(A.10)式両辺の複素共役を取ってみるとわかるが，一般に Bethe仮説方程式の根は実軸対称に

分布する.熱力学的極限における根の形として，共通の実部を持ち虚軸方向に等間隔に並ぶ「ス

トリング」を仮定し，さらに ν=π/γEZ三2の場合，取り得るストリングとして

り;;f=ザ+(nα+1 -2J)i， J = 1ぅ2γ・.，nα;ηα=α=1ぅ2ぅ ，V-1， 

4f=ザ+νi， J = 1; nνニ 1 (A.29) 

を仮定する.ここで，り?εRは，長さ ηα のストリング (nαストリングと呼ぶ)の実部である.ま

た，pα=士は「パリティー」であり， α=1 ， 2 ，・・ • ，v-lのときパリティーは偶 (pα=+)， α=ν 

のときパリティーは奇 (pv= -)とする.

Bethe仮説方程式 (A.I0)の根りとして nαストリングに属する根り=ぐ;fを代入し， Jに関

して積を取る.さらにその両辺の対数をとれば， uyに対する次の方程式を得る.

v A{β 

Lt山j)= 2坪+I: I: 8Qs(vjーイ)ヲ j = 1，2， • .• , MQ • (A.30) 
β=lk=l 

ただし， Mα はnα ストリングの数であり，

min(n白 ，nβ)-1。αβ(ν)= f(υ; Iηα -nsI，pαPβ)+f(v;nα十町ぅPαPβ)+ 2 I: f(v; Inα -nβI +2t"pαP外
ι=1 

J 2ptan-1 {(cot ~~)P tanh ;~} for rρ 1-Z， 
tα(v):=f(v;nα，pα); f(v;n，p)= < 

10 furη/νEZ 

である.また，IjはMα が奇数(偶数)のとき整数(半整数)となる (M2= ]1/[3 =・・・ =M，ν=0と

置いたとき， (A.15)式が再現されることに注意してほしい). (A.16)式に対応して，

v Mβ 

Zα(v) =以v)-i I:乞0αβ(vーイ)
β=lk=l 

(A.31) 

を定義すると，2，α(ザ)= 2πIjjLである.基底状態との類似(脚注目参照)から，熱力学的極限

L →∞において， ε?とJ，(Ij+1-Ij)j(L( vj+1ーザ))= 2'(v)はnα ストリングの密度内(v)と，

nα ストリングに対するホール密度広(v)の和を表す.すなわち，

1¥1白唱

2~(v) = 2π(-1)い (ρ (v)+ ρ~(ν)); )imヤ i 一ρ(v). (A.32) 
α α L→∞合 L(vi+1 川一 α
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(A.30)， (A.32)式より，L→∞において

α(v，Q)=(ー 1)い (pα(ν)+ p~(ν)) +乞Tαβ 牢ρβ[v]
β=1 

(A.33) 

を得る.上式で

γ(_l)Oav sin nαγ 
α(v，α):=ー θta(v)一一 ~αβ= 一θIv8aß(v)

πU α2πcoshγv -(-l)Oav cosnα7 

であり，記号*は畳み込み f* g[v] = J~oo f(v -x)g(x)dxを意味する.

さて，熱力学的極限において実現される根の分布は (A.33)式に加え，系の自由エネルギーを最

小にする条件から得られる.このためには，エネルギーとエントロビーを分布関数ρα(υ)，p~(v) 

により表す必要がある. (A.12)， (A.29)式より，エネルギー密度 e:=EjLはL→∞で

M 1/ 

e=-i一千芸α1(勺)+mh=-2+喜一∞(-27rAα(山)+川)仰)dv (A.34) 

と書ける (m:磁化密度).一方，エントロビー密度 sは次のようにして評価される.微小区間 dv

には nα ストリング(粒子)及びホールがそれぞれん(υ)dv ， ρ~(v)dv 個存在する.れα ストリング

が取りうる状態数は， ρα(v)+ p~(v) の箱に，重複を許さずに ρα (v) 個の粒子を入れる方法の数だ

け存在し，それはいα(v)+ ρ~(υ) )dv]!j([ρα(υ)dv]![ρ~(v)dv]!) 通りある.従って，全エントロビー

密度sは，

s=さに[{pα(v)+ ρ~(り)} ln{pα(v) + p~(υ)} 一 ρα(り)川一泣い)叫v)]dv
必 f∞ f.1¥ 1 (ρ~(υ)\ hr ¥ L.  (ρα(v)¥l =、 1 ~ρα (v) ln 11 +一一)+ p~(v) lnい+→一)> 乙J-∞ l ¥ρα(v) ) ¥ρ川ノj

となる.実現する分布 ρα(υ) ， ρ~(ν) は自由エネルギー密度 f = e -Tsを最小にすることから

0= <5(e -T←さに[(一川 α)+ nah)<5ρα(υ) 

f 1" 1 ¥ 1 ( ， ， p~ (υ)¥ hr.¥L(' ， Pα(v)¥) I 
-Tいρα(v)ln 11 +一一)+似(v)lnい+→ー)> I 

l¥ρα(υ))¥ρ出v))J I 

が得られ， (A.33)式の変分を取って 6討を 6ρで置き換えたものを上式に代入すると，

ρ~(v) 
lnηα(り)= -s{2πAα(v， Q) -nah} +乞(-1)仏 Tαβ ヰln(l+ザ)[v]， ηα(ν):=可可 (A.35)

β=1 

を得る.これと (A.33)式より，自由エネルギーは次式で与えられる.fは，

f=-;-舎に(十α(叩)1叫1+1Ja(v)-
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図 7.1:左 :XXZ鎖の分配関数 Z(B.1)を図式的に表したもの.この 2次元格子には周期的境界条

件が課せられている.右:量子転送行列T(ν).左図点線内で定義される量子転送行列にスペクト

ルパラメタ-vを付加しである.

Appendix B 量子転送行列法

XXZ鎖の有限温度理論を，前節の熱力学的Bethe仮説法とは異なる方法で展開しよう.XXZ鎖

は (3.19)式によって 6頂点模型の転送行列と関係付けられる.この転送行列を用いれば， xxz鎖

の分配関数 Z:= Tr exp( -sff)は

r 、N N 

Z = Jim TrV0Leβh.11 ~ 1一立絹+O(N一寸 = Jim Trv0Lesh./IT(0)-N n T(町)，
N→∞ N~V . ~ ，- I I N→∞~~ 

sA 2Jsinγ 
Ul = U2 =・・・ =UN  = UO:= l¥T' A =一一一 (B.1) 

1"1 γ 

と表される(図 7.1)・ここで， (3.19)式により T(O)ーケ(町)= l+ujffojA+O(イ)と展開される

ことを用いた.一般に (B.1)式に現れる T(O)-IT(町)の固有値は熱力学的極限 L→∞において

無限に縮退している.つまり，分配関数を (B.1)式に基づいて評価するためには，転送行列のすべ

ての固有値を足し上げなければならない.この足し合わせの問題を回避する手段のひとつが以下

に述べる量子転送行列法である [53，60].

図 7.1にあるように，視点を 900 変えて，補助空間 VI8l2Nに作用する行列(量子転送行列と呼

ぶ)TQ巴End(V⑧2N0V⑧2N)を定義すれば17 分配関数Zはこの TQを実空間方向に L回作用さ

せたもの，すなわち Z= limL→∞ limN→∞U同日Tdと再解釈される 実はこの量子転送行列の

最大固有値はただひとつであり，他の固有値との聞には有限のギャップが存在する [61，62]. さら

17Nを Trotter数と呼ぶ.
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に， 2つの極限L→∞，N →∞の順序は交換可能であること [61]を用いれば，上式は

lim ild=lim lnAmx 
L→∞ L N→ ∞ 可

(B.2) 

となって，系の熱力学量は量子転送行列の最大固有値A3邸で記述される.

さて，再び可積分性の登場である.Yang-Baxter方程式 (3.14)で両辺を左回りに 300 回転させ，

U → -V，V→ u-Vと変換したものと，両辺を左回りに 900 回転させたものはそれぞれ

-v 

U -u 
u-v u-v 

で表される.こうして得られた， Yang-Baxter方程式を用いれば，図 7.1のようにスペクトルパ

ラメターを付加した TQ(υ)は，異なるスペクトルパラメターに関して可換，すなわち

[TQ(u)， TQ(v)] = 0 (B.3) 

となることが示される.可換性 (B.3)によって AppendixAで述べた代数的Bethe仮説法が量子転

送行列の場合にもそのまま適用できる.ただしここでの真空状態は，図 7.1において 1から Nま

でを+， Nから 2Nまでをーとした状態で定義される.最終的に量子転送行列の回有値 AQ(v)は

ψ(V) q(v -2i) 血 ψ(V + iuo) q(ν+ 2i) 一色
AQ(u)=e  2+ 

(v-2i) q(v) ψ(V + i (uo + 2)) q ( V ) 

入t(v) ・λ2(V)

r "v、 N n "V 

ψ(り):= ~司nh ナ~ ，仲):= 11 sinhす(V-り) (B.4) 

と表される.ここで， Ul，.・.，uNは(B.l)式にあるようにすべて同じ値切を取るものとし，また，

n個の未知数 {η}はBethe仮説方程式

ψ(りた)ψ(Vk+ i(uo + 2)) βh q(りk+ 2i) 
(B.5) 

ψ(Vk + iuo)ψ(りたー 2i)~ q(Vk -2i) 

によって決定される.実際の最大固有値は， (B.5)において， η =Nとし，分布が虚軸対称になる

解によって与えられる(図 7.2). Nが有限の場合には，このように Bethe仮説方程式を直接解く

ことによって Agaxを求めることができるが 最終的に我々が求めたいのは Trotter極限N→∞

の場合である.これを AQ(v)の解析的な性質を調べることによって解決しよう.固有値AQ(v)は，

虚軸方向に周期性 AQ(v+ 2，/πi) = AQ(v)を持つため，以下ImvE [一π/，'π/γ!の範囲で考えれ

ば十分である.

Bethe仮説方程式 (B.5)のもと，固有値 AQ(v)は2N個の極 (V= 2i及び υ=-i(uo + 2)にそれ

ぞれ N位の極)と 2N個のゼロ点{サ}(j = 1，2，... ，2N)を持ち，従って

qh(υ h βh;37h  
AQ(v) = ー人 山 J ・人 a 川い qn(ν) = 2 cosh r-~ v 1 1 sinh i-(υ ーザ(B.6)2 ~~ ----2' J 
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1m 

….……一一一一一一.… 一・.._--一ー……一一・..lmり守

。
0.3 -0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 

Re 

図 7.2: 量子転送行列の最大固有値を与える， Bethe仮説方程式の根 {Vj}の分布 (γ=π/3;

ム cosγ=1/2ぅ N= 12， Uo = -0.1ぅ h=Oの場合).根は虚軸に対して対称に分布し，特に

hニ Oの場合，lmv = -uo/2の直線上に分布する.

AZ砿 (υ) 1m 1+η(u+i)1Im 

• • • 2i • 

-0.4 
~Re |・ ••••• 0.4 

~ l--Re 

-1 |。勺+2i (pol回)

• -回直圃.
• Vj (zeros) • I ・サ (zeros)-2i 
A. poles of order N 

図 7.3:量子転送行列の最大固有値 AQax(り)(左図)と 1+η(ν+i)-l (B.7)(右図)のゼロ点と極の

分布 (γ=π/3;ム=cos')' = 1/2， N = 12ぅUo= -0.1， h = 0の場合).相互作用を|ム1::;1の範囲

で変えても同様の分布を持つ.

と書くことができる.特に最大固有値AQ
ax(ν)の場合，図 7.3にあるように， {ザ}は lm(υ)=士2

付近にそれぞれ N個ずつ分布する.以下 この最大固有値の場合に関して議論を進めよう.

さて，ゼロ点{ザ}と Bethe仮説方程式の根{り}を記述するために補助関数

入1(v -i)ψ(V -i)ψ(υ+ i(uo + 1)) q(υ-3i) _sh 
η(り) : = =

入2(V -i)ψ(V -3i)ψ(V + i(uo -1)) q(υ+ i) ~ヲ

入1(υ)+入2(V) qh(υ q(v) 一旦
1+η(ν+i)-1==  

入1(υ)ψ(ν)'P(v + i(uo + 2)) q(v -2i) 
(B.7) 

を導入しよう.図 7.3に1+η(V+i)-lのゼロ点と極の分布を示した.このゼロ点と極の分布から，
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積分路 Cを図 7.3のように取り，部分積分と Cauchyの積分定理を用いると

(v) 1 J 1' cosh~(V-X)1_f1 I _f_ I !¥-1¥..J_ I JO forvoutsideC 
n一一 n_! ct ~ ~~~;~. ~ ~~U =~ ln(l +η(x + i)-l )dxベ
cp(υ21fi Jc 2 sinh ~ (v -x) ---¥ -， '1¥- ， -/ / ~- ， 11n (1 +η(v + i)一1) for v inside C 

(B.8) 

となる.従って， η(v)は非線形積分方程式

/ψ(v -i)ψ(ν+ i(l + uo))¥ f  
nη(u)=ln ( )+ βh + ctα2 (v -x -i) ln (1 +η(x + i)-l )dx (B.9) 

¥ψ(v + i)ψ(υ-i(l -uo))) ん

の解として与えられる.Imv E [0，2]とし，積分路Cの虚部は図のように [-1，1]の範囲内にある

とする.また， α2(V)は (A.12)式で定義される.この積分方程式においてTrotter極限N →∞は

解析的に取ることができ，上式 (B.9)は

r 2J sin 'Y 
lnη(v)二一2πsAαl(v)+sh+φα2(り -xー i)ln(l +η(z+i)-i)dz， A=-7」 (B.10) 

JC 

と書き換えられる.図 7.3のCを通る積分には 積分路の外側にある極とゼ口点が寄与すると考

えると， Cauchyの定理により

qh(υ1  J l' cosh ~ (v -x) 。IVln ¥ -I =一一-4- ゐln(l+η(x + i)一1)dx 
q(v -2i)ψ(v+i(uo+2)) 2πi Ic 2 sinh ~ (v -x) 

I 0 for v inside C 
+<唱 (B.ll)

|札ln(l+η(v + i)-l) for v outside C 

とすることができる.これと， (B.8)及び (B.6)式から

βh f 
lnAQax(v) =て+れ1(v -x -i) ln(l +η(x + i)-l )dx 

~ JC 
(B.12) 

が得られる.ここで，v E lRとし，積分定数である sh/2はU→∞としたときの値 (AQax(∞)= 

2 cosh(βh/2)， 1 +η(∞)一1= 2eーβh/2cosh(sh/2))から決定される.

上の議論でxxz鎖の分配関数が定式化されたが (cf.(B.2))， (3.6)あるいは (3.7)式で与えられ

る熱的 Drude 重み DQ を計算するためにはエネルギー流 /E の有限温度相関(ノ~)を求めなけれ

ばならない.このため (B.1)式で与えらる分配関数 Zを

z(n)(入0，入1)= Tr e一β(λoj(o-hグ+入l/(n)) (B.13) 

と拡張したものを考えよう.特に， (3.21)式で与えられるように，エネルギー流 /Eはxxz鎖

の非自明な保存量の組{ノ(n)}(3.20)のひとつ /(2)で与えられることに注意してほしい. (B.1) 

式は
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と書ける.そこで任意の関数 f(v，Uj)において

N 

J~ooL[J(町) -f(O)] = -s [入oAau十入1(ーi)n-l(A仇t]f(叫ん=0 (B.14) 

となるようないj}を適当に選べば Z(n)が実現される.ここで (3.20)式を考慮した.以下の議論で

はいj}の存在そのものが重要であって，具体的な {Uj}の値は必要ない.このようないj}を選ん

だことで変更される箇所は， (B.9)式で切に陽に依存する項 (drivingterm)のみであり，それは

N 〆 、

z?U山仰州川(作凶川包均川叶0ω)ト一イf仲 E?U山(U川

と置き換えられる.Trotter極限 (B.14)を取れば，非線形積分方程式 (B.10)は

lnη(v) =ψ(v) +手α2(ν -x -i) ln(l +η(x + i)-1 )dx 
JC 

(B.15) 

と書き換えられる.ここで ψ(υ)を

ψ(v) := -27rsA [入0+川仇t-1
]向 (v)+ sh 

とした.この方程式の解η(ν)を(B.12)式に代入すれば，一般化された分配関数 z(n)は

J込jM川，入d= lnAQ
ax仲学+iα1(x + i) ln (1 +η(x + i)一l)dx 仰B引 1凶6

と与えられる.ここまでは -1::;ム=COSγ 三1の無質量領域で議論したが， γ→ iγ と変換すれ

ばそのまま|ム1>1の領域に適用できる.

最後に，実際の数値解析や，第4章で行うゼロ磁場での熱的 Drude重みの低温極限における解

析に便利になるように， (B.15)及び (B.16)式を書き換えておこう.

(i) -1 ::;ム=COSγ 云lの場合

まず，異方性パラメタームが -1::;ム=cosi ::; 1をとる場合を考えよう. (B.15)式を

hη(v) =物)十に州一りln(l+η(x)一l)dx- に 句 ( … -2i) ln(l +η(叶お)一l)dx

(B.17) 

のように書き換え， η(υ)及びη(ν+2i)の2つの関数に関する連立非線形積分方程式とみなす.こ

のとき量子転送行列の固有値 (B.16)は

川蹴(り)=守与+に向州州叶(いトU卜一刈刷巾刷川ln刷凶n叫州(υ川l

(B.18) 

FLO 
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と表される.ととで，v E lRである.α(v):= 1/η(v + 2i)，百(v):=η(υ)として， Fourier変換を

用いて (B.17)式を α(v)，百(v)に関して表すと

n-1 πhs 
Inα(v) =ーβ{入0+入l(Aゐ)n-1}の)一一一一 +κ 牢 InQ([v] -κ* In 2t[v + 2i -<5i]， 

2(π ー γ)

n-1 πhs . ，;;< 
In ei(り)= -s{入0+入l(A札)n-1}E(V)十一一一一 +κ 牢 InQ([v]-κ 牢 InQ([v -2i + di]， 

2(π-i) 

創(v):=l+α(v); 2t(v):=l+ei(v) (B.19) 

ただし，記号本は畳み込み f* g[v] :ニ jご。f(ν-x)g(x)dxを意味し， <5<< 1は微小な正数とする.

また， κ(v)，E(υ)等は

r∞ sinh ( 2!: - 2 ) keikv 

κ(v) :=士 l い//¥

副ム∞ 2cosh k sinh t ~ -1 ) k 

で与えられる.これに対応して (B.18)式は
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InAQax(v)斗附入1州川町り)十右内包[v]+ E * In Q([v]) 仰 0)

と書ける.ここでε(v)は

命)=-L川町山

(ii)ム>1， J> 0 (反強磁性領域)の場合

次にム=coshγ> 1かつ J>Oにある反強磁性領域を考えよう.これは (B.17)式及び (B.18)式

において， γ→ iγ と変換し，さらに積分区間をト∞，∞lから卜π/γ，πγ]に変更したものに相当

する.無質量領域と同様に b(v):= 1/η(v + 2i)，五(v):=η(υ)，等と置き換えると，これらは

f ， ，( A η-11 _ f..¥ sh 
In b(υ) = -ß~ 入0+ 入l(A札) 九f(v)一一 +κaf* In23[v卜 κaf本 In23[v十 2i-di]， 

l J 2 

f ¥ I ¥ f A ~ ¥n-11 _ f ..¥ I sh 1..  L cu 
Inb(v) = -ß~ 入。+入l(A札) ドaf(v)十一 +κaf本 In23[v] -~af In 23[v -2i + di]， l ~ . J 2 

23(v) := 1 + b(v); 23(v):= 1 + b(v) (B.22) 

の解として与えられる ここで，f吋 [v]:= J~~ì"( f( v -x )g(x )dxであり，また

"'v三凸 γIkl
仰い):=-Ly v e-lm 

2πk←∞2cωhki 

~ 一一 白ーik"(v

Eaf(V) := Ai、 v

k土。 shki' ~t一
-m
一7

J一つ剖一
一一

~
A
 

量子転送行列の最大固有値は

InAQぺv)=β(入0+入1(hurl)Eaf(u)+」τ(Eaf* In 23[v] + Eaf牢 In23 [v]) (B.23) 
2πA 

と表される.Eaf(ν)は

ιf(V) = -1: Eaf(V -x)a1(x)dx (B.24) 

であり，言l(V)は (A.28)式で与えられる.
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(iii)ム>1， J < 0 (強磁性領域)の場合

最後に，反強磁性領域ム=coshγ>1かつ J<Oを考えよう.これは上の強磁性領域で J→ーJ

としたものに他ならないが，このとき低温極限 T<<1において b，b >> 1となって扱いにくい.そ

こで c(v)=η(り十 2i)，e(v) = 1/η(υ)とおけば， c(り)及び e(り)は非線形積分方程式

ln加n山 C叫巾刷(いりり)= sベ(入0+刊入1“(瓦札叫札ωtηト一づ t[叫叩刷f“巾州(い例Uり)+ c∞O附 +K刊κ叫い川f刊牢什lnば叫ι叫仲刷[ヤ川り件l一向い川牢什lr叫1

刷 vりy今)=sベ(入0 +村入1“(瓦札札)γηト一づ訂州(い例Uり)ト一 C∞O凶 +川κ向い川f門*什lnQ:司必刈E司め刷[ヤ[v]一κ町いf刊牢州U一2i+ 8白i]ト? 

a(υ) := 1 +b(v); a(υ) := 1 + b(ν(B.25)  

を満たす ここで*は前節と同じく，畳み込みf吋 [v]:= J:~ì1 f(v -x)g(x)dxであり，また

γ ιeーすkcosh(ik')'v) あ γ A')' γ 
κf( v) :=一-V Ef(u):=-coth-(l-iu)?Ef(υ)・=~coth 一 (1 + iυ) 

f sinhh?2222  

である.積分方程式中の定数const.は補助条件

訂〉nE(Z)dz-U:向

により決定される.特にゼロ磁場h=Oのとき c=oとなる c，eを通して AQax(υ)は

1川 8吋り 1τ(Efヰ Ina[v] + tf牢 lna[v]) 
‘ 2πA 

(B.26) 

の形で表される.
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