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オーバーラップ分布関数の性質について

東京工業大学大学院

理工学研究科 応用物理学専攻

野末 大樹

概要

スピングラスのモデルであるEdwards-Andersonmodel(EAmodel)のオーバーラップ分布関

数の性質を調べる｡特に最近､ NewmanとSteinによって示されたオーバーラップ分布関数の自

己平均性に注 目した｡彼 らの証明はボンド配列の平行移動エルゴー ド性 を用いた非常にシンプル

なものであるが､その結果は大 きな意味を持つ｡彼 らの結果が正 しければ､ EAmodelに関 して

従来予想されていた相転移措像のひとつであるParisipicture (SKmodelの相転移措像が EA
modelでも成 り立つとするもの)が否定されるからである｡

そこで､今回我々はNewman-Steinの議論 を詳細 に検討 してみた｡その結果､彼 らの定理の

前提条件はかならず Lも自明ではないという結論に達 した｡特にParisipictureの成立を仮定 し

たときのオーバーラップ分布関数の性質を調べ､この関数が Newman-Steinの定理が適用できな

いものになっている可能性を指摘する｡
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1 序論

Edwards-Andersonmodel(EAmodel)は最近接格子対におけるスピン間にランダムな相互

作用が働いているスピングラスのモデルである｡EAmodelの相転移描像､すなわちGibbs測度

のpurestate-の分解 (エルゴ- ド分解)がどのような特徴を持つかは､多くの研究者達の努力

にもかかわらず､いまだに不明である｡実は､同じスピングラスでも平均場モデルとして知られ

るgherrington-Kirkpatrickmodel(SKmodel)の相転移描像はParisi達によって解明されてい

る｡これをParisi解という｡ (もっとも彼らはレプリカ法と呼ばれる､数学的には確立されてい

ない手法を用いていた｡しかし､最近 Parisi達の結果は数学的に証明され始めている｡【17日18】

などを参照｡) Parisi達によると､SKmodelは低温相で無限個のpurestateを持ち､それら全

体は超計量構造と呼ばれる特異な構造をなしている｡

ではこのSKmodelにおける相転移措像はEAmodelでも成 り立っているのだろうか?Parisi

等は成 り立つと信じている｡このようにEAmodelの相転移措像が SKmodelにおけるParisi解

と一致するという主張をParisipictureと呼ぶ｡これに対 して､ EAmodelの相転移描像はSK

modelのそれとは全 く異なるという主張もある｡FisherとHuseはpllreStateは高々2つしかな

いと主張しており､これをFisher-Husepictllreという｡ 現在ではこれら2つの措像が EAmodel
に関して予想されている相転移措像の代表的なものである｡これらのうちどちらが正しいのか､

あるいはどちらでもないのかは今のところ分かっていない｡

相転移括像を解明するための鍵は本論文で論じるオーバーラップ分布関数にある｡オーバー

ラップ分布関数はスピングラスにおける相転移のオーダーパラメーターの役割を果たしているの

である｡例えばIsingmodelにおけるオーダーパラメーターは良く知られているように磁化であ

る｡ ところがスピングラスで磁化を計算すると温度にかかわらず､常に0になってしまう｡そも

そもスピングラスにおける相転移描像はParisipictureのように複雑な構造をもっている可能性

もあるので､磁化のような量は単純すぎてオーダーパラメーターとしては適切でない｡そこでオー

バーラップ分布関数なる関数がオーダーパラメーターとして用いられているのである｡

先に述べたEAmodelにおける2つの相転移措像はオーバーラップ分布関数の性質に反映さ

れる｡ すなわち､FiHll(:r-Huscpictureによればオーバーラップ分布関数はボンドの配列によら

ない (自己平均的であるという)が､Parisipictureによればそれは非自己平均的である｡した

がってオーバーラップ分布関数のボンド配列への依存性を調べることが課題になる｡

これに対して最近､N(?wman とStcinは数学的な手法によってEAmodelのオーバーラップ

分布関数の自己平均性を証明した｡彼らの証明法はボンド配列の平行移動エルゴー ド性とオーバー

ラップ分布関数の平行移動不変性を用いた非常に簡潔なものである｡彼らの結果が正しければ､

Pal･isii)i(:tlll･｡は否定されることになる｡

我々はこの結果におおいに興味を持ち､Newman-Steinの議論を詳細に検討してみた｡その

結果､彼らの議論そのものは正しいものの､以下の2点について疑問を抱いた｡

1.彼らの議論は一般性のあるものなのかどうか｡
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2.彼らの議論にはある仮定が入っているが､この仮定は自明ではないのではないか｡

オーバーラップ分布関数はGibbs測度に対 して定義されるが､彼 らの議論はどのGibbs測度に

対しても成 り立つのかどうか､というのが 1の趣旨である｡ 2については､Newman-Steinはオー

バーラップ分布関数が "性質の良い"関数であると仮定しているが､この点に疑問を投げかける｡

特に今回我々はParisipictureの成立を仮定 したときのオーバーラップ分布関数を具体的に推定

してみた｡我々の議論には仮定が入っており､その妥当性を確かめねばならないが､とりあえず

それによるとPと11･isiI)i''tllr'､にもとづ くオーバーラップ分布関数は非常に "性質の悪い"もので

あることが分かった｡特にこの関数はどんなに多 くのボンドの値を指定 しても関数形の定まらな

い､非常に特異なものになっている｡ (初期条件をどんなに精密に測定しても軌道が予測できな

いカオスに似ている｡)我々の結果が正 しければ､もしEAm()(1(､1の正 しい相転移描像がPal･i.si

pict,tlr(､であったとしてもN(.,Wrnan-Stcinの議論によってこれを否定することはできないのであ

る｡また我々の得たオーバーラップ分布関数はSKrnodel(Parisi解が正しい相転移描像になっ

ている)にも適用できるので､SKmodelの性質を調べる上でも役に立つのではないかと考えて

いる｡

この論文の構成は以下の通 りである｡

まず､2章で EAIn()(1°1とはどのようなモデルかを紹介し､その後で3章以降で必要になる

Gibbs測度やエルゴ- ド分解などの基本的な知識について準備する｡ 3章ではオーバーラップ分

布関数の定義を行なう｡ オーバーラップ分布関数の定義は従来あいまいにされてきたように思わ

れるので､やや詳 しく論 じる｡ここではParisiによって与えられたオーバーラップ分布関数の物

理的意味 (Parisiの統計力学的解釈)に即して定義する｡4章では前半部でNewman-Steinの議

論を紹介する｡ なるべ く数学的なところは詳しくしておいたつもりである｡後半部ではNewma.n-

Steinの議論を批判的に検証する｡ 特にParisipictureにもとづ くオーバーラップ分布関数の性

質を調べ､Newman-Steinの議論の仮定と比較してみた｡なお､Parisipictllreにもとづ くオー

バーラップ分布関数の考察そのものは計算が長いこともあって付録にまわした｡

2 EA modelの定式化

2.1 EA modelのハミルトニアン

d次元正方格子 Zdの各格子点にスピンが存在するとする. もし､隣合うスピンどうLに強磁

性相互作用が働いているならそれは強磁性体であり､次のハミル トニアンで表される :

H--∑JJiC,i
<1,3>

(1)

ここで i,jは格子点､q昌ま格子点 iにおけるIsingスピン (Ji-土1の値をとり得る)､ J>0

はボンドである｡ <i,j> は iとjカ唱 近接格子対であることを表し､ ∑ は全ての最近接格
<i,3>

子対に関する和である｡

また､隣合うスピンどうLに反強磁性相互作用が働いているならそれは反強磁性体であり､

ハミル トニアンは次のようになる :

H-∑ JJiqj
<i,j>
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(1)とは符号が違うことに注意して欲 しい｡

さて､この論文で扱うEdwards-Andersonmodelはスピングラスをモデル化したものである｡

スピングラスとはスピン間の相互作用が､あるスピン村では強磁性､別のスピン対では反強磁性

といった具合に空間的に不均質な物質である｡具体的にはAuFe､CllMnなどの希薄磁性合金が

これに相当する｡ 希薄磁性合金は非磁性原子 (Au､ Cu)の中に磁性原子 (Fe､Mn)が十分低

い濃度で入り混じった物質で､磁性原子は空間的にランダムに配置されている｡磁性原子のスピ

ン間には非磁性原子からの自由電子を媒介にしてRKKY (Ruderman-Kittel-Kasuya-Yoshida)

相互作用と呼ばれる相互作用が働 く｡それは ,i,jの位置にあるスピン間の交換相互作用 (ボン

ド)が

Jij- Jji痔 cos(2kFrij) (3)

で表されるようなものである｡ rij は iとjの間の距離､ kFはフェルミ波数と呼ばれ､ほぼ格

子間隔の逆数に等 しい｡ (3)にcosが入っていることから分かる通 り､RKKY相互作用はスピ

ン間の距離に応 じて強磁性的にも反強磁性的にもなる｡

スピングラスの不均一性は

1.スピンが空間的にランダムに配置されている｡ (サイトランダム性)

2.スピン間にRKKY相互作用が働いている｡

の2点に由来する｡RKKY相互作用に基づ くスピングラスのハミル トニアンは

H--∑ Jijqi6iqj6j

<1,3>

(4)

となるだろうo ここで 6iは確率 Cで 1になり､ 1-Cで 0になる独立確率変数である｡ C は磁

性原子の濃度に相当する｡

さて (4)のハミル トニアンはRKKY相互作用のような複雑な相互作用を含んでおり､その

扱いは容易ではない｡そこでEdwardsとAndersonはスピングラスの本質的な特徴は強磁性と

反強磁性とが入 り混じっている点にあるとし､スピンのサイトランダム性を捨て､代わりにボン

ドがランダムであるようなモデルを考えた｡すなわち､スピンは立方格子上に整然と並んでいる

代わりに最近接格子対にランダムな相互作用が働 くとしたのである (ボンドランダム性)｡その

ハミル トニアンは

H ニー∑JijqiJj (5)
<i,j>

となる｡ 最近接格子対 しかとっていないのはRKKY相互作用が十分近距離相互作用 とみなせる

からである｡ここで 弟j は適当な確率分布に従う､格子対ごとに独立な確率変数である. その分
布は次の式で与えられている｡

U(Jij)-;6(Jij-J)･;6(Jij･J) (6)

これに従 うポンドを持つハミル トニアン (5)で記述されるモデルをEdwards-Andersonmodel

(EAmodel)というのである (参考文献 [1】)0
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2.2 Gibbs測度

この論文ではEAmodelの相転移を扱うが､相転移を記述するためには系の体積が無限大に

なる熱力学的極限を考えなければならない｡相転移は無限系特有の現象だからである｡特に重要

なのは (極限)GibbLq測度という概念である｡ これを説明しよう.

まず､有限領域 A(⊂Zd)におけるハミル トニアンをĤ と書 くと､Aにおける物理量 X の

熱力学的期待値は
TrXc-PĤ

Tre-β〃人

と書かれる.ここで 廿はスピンの状態和を､β-1/kBTは逆温度を表している｡ (7)を

(X)p̂-
TrXe-PĤ

Tre-βfl̂

(7)

(8)

と書 くo左辺の p̂ は Aにおける (有限) Gibbs測度と呼ばれ､ (-)p̂ はpA による期待値
を表すo (8)は p̂ の定義式である｡ 極限Gibbs測度とは Aを無限大にとったもの､すなわち

"̂15iL p̂
"のことである｡より正確に言うと､任意の物理量 X に対して

(x)p≡̂l無 くx)p̂ (9)

によって極限Gibbs測度 βを定義するのである｡ただし､この極限操作には次の2つの点で問題

がある｡

1.p̂ はハミル トニアン H^ によって決まる. HA の境界条件の取 り方によって異なる極限

Gibbs測度が得られないか?また､境界条件が同じでもボンド配列 (格子対ごとのボンド

の値の配列)の違いによってやはり異なる極限Gibbs測度が得られないか?

2.EAmodelはランダムなボンドから成る不均一な系である｡このような系ではそもそもA/

Z'Lとしたときに極限が存在しないかもしれない｡つまり､ボンドのランダムさのために

Gibbs測度が A/Zdとする過程で変動を示し､一意的な極限に収束しないかもしれない

のである｡

特に2は問題である｡そこで､ただ単に極限をとるという立場を改めて､集積点をとることにす

ればよい.つまり､任意の AノZd極限をとるのではなく､ (9)が収束するようなAの増大列

(部分列)だけをとり､そのときの極限 (集積点)を極限Gibbs測度とするのである｡この極限

は Ĥ の境界条件の取 り方や､系のボンド配列によって違ったものになることに注意されたい｡

上の1で指摘 した通 りである｡

今後は特に有限系と区別する必要がない限 り､極限Gibbs測度を単にGibbs測度と呼ぶこと

にする｡

2.3 相転移描像

2.3.1 エルゴー ド分解

よく知られているように強磁性体は十分高温 (高温相)では磁化を持たないが､低温 (低温

･相)になると磁化が現れる｡ 高温相から低温相へ､あるいはその逆の状態変化を相転移という｡

磁化のように高温相と低温相を区別する量をオーダーパラメーターと呼ぶ｡
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相転移はエルゴー ド性の破れという観点から捉えることができる｡しばらくの間､ (強磁性)

Isillg111()(I(､1を例にとってエルゴー ド性の破れについて説明しよう｡エルゴー ド性の破れとは高

温相では一つ しか存在 しなかったGibbs測度が相転移点を境に複数の Gibbs測度に分かれるこ

とを意味する｡ IsillgIl･1()(i(11では高温相では磁化は 0であるが､低温相では絶対値の等 しい2つ

の磁化のどちらかをとることが知られている｡ そして､Gibbs測度は高温相では磁化 0を与え

るものがただ一つだけ存在 していたのに対 し､低温相では正の磁化を与えるものと負の磁化を与

えるものとに分かれるのである｡ ただし､正 ･負の磁化のどちらを取るのかは確率的に決まるこ

とで､その碓率はGil)I)再則度ごとに違う.例えば周期的境界条件を課 した系の極限として得られ

るGihhH測り度 (/'の場合､正 ･負の磁化が現れる確率はともに 1/2である｡ これに対 し､+ (プ

ラス)境界条件におけるGil)l'S浬lJ度 p+では正の磁化が確率 1で現れ､- (マイナス)境界条

件におけるGil)1'S測 度 ['-では負の磁化が確率 1で現れる. (正確に言うとこれは2次元 Ising

modelでの話である｡例えば3次元の場合は分かっていないことが多い｡)

一般に (低温相における) Gibbs測度 pは別の､互いに異なるGibbs測度 p'とp"によって

p-Ap'+(1-A)p" (0<^<1) (10)

などと書かれたりする｡この式の意味は､任意の物理量 X について

(X)p-A(X)p,+(1-A)(X)p" (ll)

が成 り立つということである｡こういう書 き方を pの p'と p"による分解 という. ところが

どうやっても他のGibbs測度によって (10)のように分解されないGibbs測度がある｡こうい

う測度をpurestateと呼ぶ｡任意のGibbs測度はpllreStateの凸結合で書かれる｡すなわち

p-llPl+12P2+･･･+lnpn

(Al+ 2̂+･･･+An-1) (12)

ここで pl,P2,･･･,Pnはpurestateである｡このようなGibbs測度のpurestateによる分解をエ

ルゴ- ド分解という｡先ほどの Isingmodelの例に戻れば､ purestateは p+と p-であり､pp
は

pp-;p･･;p- (13)

とェルゴー ド分解される.スピンの磁化について見れば､p+に従 うスピン (要するに+境界条

件におけるスピン)は確率 1で

(0-)p'-m>0 (14)

になり､β~の場合には

(J)p--一m <0 (15)

となる. pPについては確率 1/2で m になり､確率 1/2で 一m になる.この 1/2という数は

ppのエルゴ- ド分解における係数である｡

2.3.2 EAmodelの相転移描像

ではEAmodelにおける相転移に目を転じよう｡ EAmodelの相転移については不明な点が

多い｡そもそも相転移が存在するかどうかについてさえ確定的な答えは得られていない｡ しか

- 629 -



野末 大樹

し､モンテカルロ法を中心とした計算機シミュレーションをはじめとする様々な研究の蓄積から､

相転移の存在について厳密な結果はないものの､次のような予想が支持されるようになってい

る｡

1.2次元以下では相転移は生じない｡

2.十分高い次元 (おそらく3ないし4次元以上)では相転移が存在する｡

そこでこの論文では相転移の存在そのものは議論せず､上の予想にもとづき､EAmodelでは十

分高い次元では相転移が存在することを前提とし､その次元におけるモデルの振舞いを議論の対

象とする｡主な興味はその相転移措像､特にエルゴード性の破れがどのような形で起こるかにあ

る｡この点に関しては現在2つの有力な描像が存在する｡

ひとつはParisipicture ([7】他参照)と呼ばれているもので､臨界点以下で無数のpurestate
が存在し､それらの間には超計量構造と呼ばれる非常に特異な相関関係が成 り立っているという

ものである｡ 超計量構造とは､2つのpurestateαとβの間にHammingdistanceと呼ばれる

ある種の ｢距離｣を定義してやると､任意の3つのpurestateα,β,7の間に

dap≦dβ7-d7｡ (あるいは添字の入れ換え) (16)

が成 り立つことをいう｡ (16)は通常の距離が満たす三角不等式よりも強い制限を与えている｡

(超計量構造については【9】参照｡)このような超計量構造を特徴とするParisipictureはもとも

とParisiがSherrington-Kirkpatrickmodel(SKmodel)に対して与えた解 (【21参照)にもとづ
く｡ SKmodelはEAmodelと違い､全てのスピンどうLが相互作用するモデルで､そのハミル

トニアンは

H-一義(E,Ji,.qiqj (17'

で与えられる｡ 〃は仝スピンの数であり､ (再)は全てのスピン対を表す｡EAmodelとSK
modelは別のモデルだが､それにもかかわらず両者の相転移措像は一致するという主張が Parisi

pictureである｡

一方､ Fisher-Husepictureと呼ばれる別の措像がある (【4日5日6】)｡この措像はParisipic-

tureとは全 く異なり､purestateは高々2つしかないというものである｡しかもこの2つは互い

のスピンの全反転で関係付けられるため､purestateは本質的には一つしかない｡このような性

質は強磁性体に似ているだろう｡

以上2つの相転移措像を紹介 したが､どちらにもそれぞれ支持者があり､どちらが正しいか

(あるいは全 く違う描像にたどり着 くのか)について決定的な議論はまだない｡この議論の鍵を

握っているのは次章で導入するオーバーラップ分布関数である｡というのも両相転移描像の違い

はオーバーラップ分布関数に現れるからである｡すなわち､Fisher-Husepictureによればオー

バーラップ分布関数はボンド配列にはよらない (自己平均的)であるのに対 し､Paris呈picture

では非自己平均的になることが分かっている｡そこで､次章以下ではオーバーラップ分布関数に

ついて調べる｡
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3 オーバーラップ分布関数の導入

3.1 Isingmodelにおける例

2次元 Isingmodelにおけるpurestateはp+とjr である｡p+とは有限領域 Aにおける+

(プラス)境界条件をもつ有限 Gibbs測度 pIについてAノZ2としたときの極限 Gibbs測度

であり､p-は- (マイナス)境界条件の Gibbs測度である｡ p+における各格子点 iのスピン

の磁化は

(qi)p+-m>0

となる｡ そして､p+に従うスピンの空間平均は

l̂L8古ÊJi- - P'-a･S･

(a.S.-almostsurely.確率1で､という意味)となる｡ p-の場合､

(qi)p---m<0

1̂9%古 芸̂ qi--- p- -a･S.

(18)

(19)

となる｡次に周期的境界条件について考えよう. Gibbs測度をppと書 くことにする｡pPは p+

とβ~を用いて

pp-;p･･ ;p-

と書けることが知られている｡ このとき

(qi)pp-0

(22)

(23)

となるが,空間平均は

旗 古 Ê qi-(ごm ((:..pp:ll//22ミ

となる｡ (W.I'.-withpr()ba･bility)これらの事実を踏まえた上で2次元 Ⅰsingmodelにおける

オーバーラップについて述べることにしよう｡

オーバーラップは同じGibbs測度 β に従 う2つの独立なスピン (レプリカスピンと呼ばれ

る)C,1-(crHi∈Zd,q2-tqf)i∈Zdについて

Q(ql,q2)≡ 旗 罷 刷

によって定義される｡ 例えばGibbs測度として 〆 をとると､

Q(ql,J2)-m2 p+-a.S.

が成 り立つ｡ p-の場合も同じになる｡しかし､pPの場合は

Q(o･1,g2)-
m2 (W.p.1/2)
-m2 (W.p.1/2)
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となる｡

次にオーバーラップ分布関数 P(q)を定義 しよう｡ オーバーラップ Q(cr1,g2)は明らかに

11≦Q(011,62)≦1 (26)

を満たす｡オーバーラップ分布関数とはあるGibbs韻lj度におけるオーバーラップの区間 ト 1,1]

における分布を表す｡例えば 〝+,β~の場合は

p(q)-6(q-m2)

となるし,pPの場合は

p(q)-;6(q･-2)I;6(q--2)

七なる｡また､オーバーラップ累積分布関数 P((1)は

p(q)≡ /q'op(ql)dq'

によって定義される｡例えば､ β十,β~の場合は

P(q)-

P (q)-

〈

0 (q<m2)

1(q≧m2)

0 (q< -rn/2)

1/2 (一m2≦ q<m2)

1 (m2≦q)

また pPの場合は

(27)

(28)

(29)

となる｡

3.2 オーバーラップ分布関数の定義

では､EAmodelにおけるオーバーラップ分布関数について考えよう.ボンド配列 J (各

格子対ごとのボンドの値の配列)におけるGibbs測度を pJ と書こう｡ pJ のエルゴ- ド分解

(purestateによる分解)を

pJ - ∑W3p旨
α

∑wS-1
α

(30)

と書 く｡ p;はボンド配列 J におけるpurestateである｡

同じGibbs測度 pJ に従う2つの独立なスピン011,g2についてオーバーラップQ(ql,q2)を

Q(ql,J2)≡ 1̂98 歳 刷

によって定義する｡ すると､Isingmodelのときと同様に

Q(Jl,q2)-q言β W･p･WSW3

q;β≡ 1̂9%古 p̂ (Ji)p-3(Ji)pp,
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となるだろう｡従ってボンド配列 J に対するオーバーラップ分布関数 PJ(q)は

pJ(q)-∑W3W36(q-q;β)
α,β

(34)

とならなければいけない｡これはParisiがオーバーラップ分布関数に与えた統計力学的解釈であ

る (参考文献 [3】)｡注意して欲 しいのは､この式自体から何らかの情報を引き出せる訳ではな

いということである｡むしろ､この式に一致するようにオーバーラップ分布関数を定義しなけれ

ばならないのである｡

さて､NewmaIトSteirl[12]は次のような2つのオーバーラップ分布関数の定義を与えている｡

1.

pJ(q)- 1̂9% (6(q一点 E^qIqn)py.̂

pi2,A(Jl,cr2)≡pJ,A(ql)pJ,A(q2)

pJ(q)-̂19% LlPa (6(q一古 E 車̂ 吊 py,L

pi2,L(crl,62)≡pJ,L(ql)pJ,L(q2)

(注意 :Newman-Steinのもともとの定義では条件付き確率を用いて定義しているが､これは

遠回りであると思われたので若干変更した｡しかし､上の定義は本質的にNewman-Steinが与え

たものと等価である｡) 1では有限領域 Aにおける有限Gibbs測度 pJ,̂ と､これに従うスピン

のオーバーラップをとり､A/Zdとしている. (Gibbs測度とオーバーラップの両方を同時に

極限をとっている｡)これに対 して2ではA⊂Lなる有限領域 AとLを考え､有限Gibbs測度

pJ,L に従うスピンのオーバーラップをAでとっている.そして､L/ Zd,A/Zdの順で極限

をとっている｡ (先にGibbs測度の極限をとり､後からオーバーラップの極限をとっている｡)

これまでオーバーラップ分布関数の定義としては1の形のものが多 くの場合に用いられてき

たように思われる｡ しかし､我々は2をオーバーラップ分布関数の定義として採用する｡ なぜな

ら､この定義はParisiの統計力学的解釈による形に一致するからである｡このことを確かめてお

こう ｡

まず､pJ,L において LノZdとしたときの極限Gibbs測度を pJ とする. pJのエルゴ-

ド分解は

pJ-∑wSpa
α

従って､p12のエルゴ- ド分解は

pi2-∑w SW3p言β

α,β

paJβ(ql,J2)≡pa(Jl)pg(62)
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すると､

pJ(q)- 渡 渉 (6(q一点p̂qtTqt'))pP,i

HRm
A/ZJ

lim
ノ̂Zd

(6(q一歳 棚 )pプ

∑wSW3(6(q一歳 刷 )p;♂α,β

-∑W3W3(6(q-̂1ia罷 qh'))pa,βα,β

すなわち,

pJ(q)-∑W3W3(6(q- 1̂ia砧 qh'))paJβα,β

となることが分かった. Jl,J2がそれぞれpurestatepaJ,PPJに従うとき､

2

(【古1Ŝ(瑚 -(qi)paJ(Ji)pg)])p;p
1

=秤 ∑ ((瑚 -(Ji)p;(qi)紳 折 (qj)p;(qj)pg))p;pi,j∈̂

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

-b i,S At(Jiqj)p}(qiqj)pp,-(Ji)p'(Jj)p'(qi)pg(Jj)pg)

･毒 見 (qiqj)p3 -(qi)pi(Jj)p;lHqiq3･)pp,J

宜 ,E^[(qi)p'(qj)p押 qj)pi-(Ji)pg(qj)piI

･青,yJ'qiqj'pi-(Ji)p3'qj'細 くJPj)p3-(qi'pg(qj)pSl) (47'

purestatcにはクラスター性と呼ばれる次の性質がある｡任意の E>0について 刷 を十分大き

くとれば

罷 I(JiJj)p3-(qi)pi(瑚 <E

(クラスター性については 【20】参照｡)これを用いると

毒 iE [̂'qiqj)p3-(qi)p3'Jj)pa一<iT,;̂e-E

E は任意だったので､結局

2

沸 く[古 tŝ研 一(Ji)p'(Ji)pan)p;♂-0
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チェビシェフの不等式から､任意の e>0について

prob(雨 研 一(qi)p;(qi)ps)I,E)
2

弓(【古.Ê研 一(qi)p;(qi)pan)p;p

(lprobはpr('babilit,Yの略｡)A/ Zdとすれば (50)より､

l̂bnzldProb(庇 tJh'-(qi)pa(qi)pa)L,車 0

ゆえに

1̂98歳 (qh'-(qi)pa,(qi)pg)-0 i･p･

(i.p.-inprobability)すなわち

Alia古 tp̂JIか 1̂98歳 (qi)p'(qi)pを-9;β

が確率収束の意味で成り立つ｡すると

(6(q璃 古tŝ棚 )p;〟-6(q-q3P)
よって確かに

pJ(q)-∑wSW36(q-q;β)
α,β

が成 り立つことが示された｡

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

4 オーバーラップ分布関数の自己平均性と相転移描像

本論に入る前にボンド配列について若干数学的な説明をしておこう0

ボンド配列とは各格子対のボンドの値の組合せである｡全ての格子対の集合 Bd-くくi,i>
Li,j∈Zd)Lこ対 して 三ニトJ,+J)Bdをボンド配列空間という｡ 三の q-加法族 Qは筒集合

とその (可算)無限和を要素とする集合族 (集合を要素とする集合)である｡筒集合とは､有限

個の格子対におけるボンドの値を指定したボンド配列の集合である.具体的には fJ∈三lJij-
+J,JkL--J,･-,Jyz-+J)のような形で書ける｡また､ (≡,Q)上の確率測度としてボンド

配列分布 l/をとる｡i/は各格子対のボンドの借を確率 1/2で +J､確率 1/2で -Jで独立に定
める｡

ボンド配列分布 Uに関しては次の平行移動エルゴー ド性が成 り立つ0

A∈QがnA-A (for∀x∈Zd)であるとき､

j i,(A)-Oorl

ボンド配列の平行移動エルゴー ド性については付録を参照｡
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4.1 オーバーラップ分布関数の自己平均性

Newman-Stein【12]は周期的境界条件を課 した系におけるオーバーラップ分布関数がボンド

配列には依存 しない (自己平均性という)ことを証明している｡ 我々の採用した定義 :

pJ(q)-̂19%沸 く朴 罷 刷 )pi,L (58)

ではLに周期的境界条件を課してやればよいOただ､ここで問題が生じる｡有限Gibbs測度 pJ,L

について L/ Z'L極限をとりたいのだが､ 1.2節 (Gibbs測度)でふれた通り､一般にはGibbs

測度は極限そのものではなく集積点を考えなければならない.つまり､ Lノ Zdとして適当な部

分列をとり､そこでの極限を考えるのだが､同じボンド配列でも2つ以上の異なる部分列があっ

て､それぞれが違う極限Gibbs測度を与えるかもしれない｡すると同じボンド配列に対し､2つ

以上の異なるオーバーラップ分布関数が得られることになる｡ このとき､オーバーラップ分布関

数が自己平均的 (ボンド配列によらない関数)になることはあり得ない｡ (既に同じボンド配列

で､異なるオーバーラップ分布関数が存在しているのだから｡)

そこで周期的境界条件を課 したGibbs測度に代わってAizenman-Wehr (参考文献 【15】)が

構成したGibbs測度を用いる｡ このGibbs測度は次のように書ける｡

pJ-WIPzdLlju =(w c) dupJ,エ

正確に表せば､任意の物理量 X について

(x)p3 -wl5-Z虜 /=(wc)du(X)p, .L

(59)

(60)

で定義される｡ここで pJ,L は Lにおける周期的境界条件のもとでの有限Gibbs測度である.

lim は適当な部分列に沿ってとられる.また ≡(Wc)は we-Zd＼Wにおけるボンドである.L/Zd

lilll
W/Zd/=(lVC)

d王′は無限遠方のボンド配列について平均をとることを意味する｡ このGibbs測度

の詳細については [15]Appendixlを参照されたい｡

Aizenman-WehrのGibbs測度は先程のものとは違って､ボンド配列ごとに一意的に定まる

ことが証明されている｡ また､このGibbs測度は次の性質を持つ :

任意の物理量X に対 し､

(x)pTr,-(TLrX)p, for∀x∈Zd

ここで 先 とは ∬ だけ平行移動させる変換であり､例えば

TJij-Ji+Ij+r

(61)

(62)

などとなる｡ (61)のような性質を平行移動共変性という｡これは要するにボンド配列を∬だけ

ずらしたときの X の熱力学的期待値はX を -xだけずらしたときの熱力学的期待値に等しい､

ということを表している｡

このGibbs測度を用いてオーバーラップ分布関数を

pJ',1, - l̂Lawl*Z虜 /=(wc,du(6(q一五 ĝ JIJ2'))PZL

-(6(q璃 罷 JM ))pプ
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と定義する｡このオーバーラップ分布関数 も､ parisiの統計力学的解釈に一致 している.

では､オーバーラップ分布関数の自己平均性の証明のための準備に入ろう｡ まず､ Gibbs測

度 pJ の平行移動共変性からオーバーラップ分布関数が平行移動不変であることがいえる｡実

際､

pTxJ(q)- (6(q- 1̂98 歳 JM ))p,yr3

- (TIX6(q-l̂L8歳 舶 )pプ

- (6(q-1̂9% 青 雲 ql}-Cqt'-T))p>2

- (6(q-1̂9% k it;^qId))pプ

- (6(q-1̂ia 罷 刷 ,)pb2

-PJ(q) (64)

となるからである｡

また､オーバーラップ分布関数 PJ(q)は Q-可測であると仮定する.すなわち [-1,1】上の

佳意の (連続関数などの)性質のよい関数 Jに対 して､

f̂(J)- /_llI(q)PJ(q)dq

によって Jの関数 fを定めたとき､任意の実数 (I,に対 して 三上の集合

A(f̂,a)=tJlf̂(J)<a)

(65)

(66)

が A(I,a)∈Qとなると仮定するのである｡この仮定はNewman-Steinの議論にとって大事な

役割を果たす｡彼 らの議論では平行移動エルゴー ド性を用いるが､もし Q一可測でなければ､エ

ルゴー ド性の議論は使えない｡

以上で準備が整ったので､オーバーラップ分布関数が自己平均的であることのNewman-Stein

による証明を紹介する｡

定理 (Newman-Stein)

オーバーラップ分布関数が平行移動不変かつQ一可測なとき､この関数は自己平均的である｡

(証明)

ト1,1]上の性質のよい任意の関数 fと任意の実数 aに対 して (66)によって集合 A(f̂ ,a)
を定める｡ 仮定によって

A(I,a)∈Q
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である｡ところで､PJ('1)が平行移動不変であったから､fも平行移動不変｡よって

TTA(f̂,a)-tTcJJf̂(I)<a)

-(Jli(T_cJ)<a)

-tJIf̂(J)<a)

-A(I,a) for∀x∈Zd

となって A(f',n･)も平行移動不変｡ボンド配列の乎行移動エルゴード性 (57)から

l/(A(f',a))-Oorl

(68)

(69)

ゆえに f(J)は U -a･S･で J によらない定数である.実際f(J)-suptall,(A(i,a))-1)

であり､これはJ にはよらない｡ Jは任意だったので､結局 PJ(q)は自己平均的である｡

(証明終り)

ここで除外集合に関する補足をしておこう｡すなわち､i(I)は Z/-a.S.でJ によらない

が､このとき L/-a.8.の除外集合が関数 fごとに異なっていて､全体として除外集合が測度 0

でなくなるという可能性が考えられる｡だが､関数 fとしては可算個の関数 (例えば tqk)?=1

など)を考えればよく､ (性質の良い関数はテイラー展開できることを思い起こせば分かりやす

い)測度 Oの集合の可算和は測度 0なので問題は生じない｡

では､この結果をEAmodelに関して予想されている相転移描像と比較してみよう｡ 1章で

も述べた通 り､次の2つの説が有力である｡

1.Parisipicture

SKmodelのParisi解が EAmodelでもあてはまるとするもの｡すなわち､ (可算)無限

個のpurestateが超計量構造をなす｡また､オーバーラップ分布関数は可算個の ∂関数の

和から成 り､そのボンド平均は連続関数になっている｡ (【21参照)そしてオーバーラップ
分布関数は非自己平均的である｡

2.Fisher-Husepicture

lsingmodelのように､スピンの反転によって対称な2つのpurestateLか存在しない｡

このとき､オーバーラップ分布関数は2つの ∂関数の和で書かれ､それは自己平均的であ

る｡

まず､FisheトHusepictureと比較してみると両者は整合していることが分かる｡どちらもオー

バーラップ分布関数は自己平均的だからである｡Newman-Steinの議論からはオーバーラップ分

布関数の関数形については何も情報が得られないので､これ以上は何も言えない｡しかし､とり

あえず両者の間には矛盾がないことが分かった｡これに対し､ParisipictureはNewman-Stein

の結果とは相容れないことが分かる｡なぜならParisipictureによるオーバーラップ分布関数は

非自己平均的だからである｡従ってNewman-Steinの議論にもとづけばParisipictureは成 り立

たないことが分かる｡しかし､彼らの議論には前提条件があったことを思い起こして欲しい｡そ

こで次の節ではこの点について詳細に吟味したい｡
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4.2 Newman_Steinの議論の検討

この節の目的はNewman-Steinの議論を詳細に検討することである｡特に彼らの定理の前堤

となっているオーバーラップ分布関数の平行移動不変性とg一可測性について調べる｡

まず平行移動不変性だが､これはGibbs測度として平行移動共変なものをとったことによる.

確かにAizenmaIトWehrによるGibbs測度は平行移動共変になっているが､これが Gibbs測度の

一般的な性質なのかどうかは不明である.というのも､有限領域 A における (有限) Gibbs測

度pJ,八 は Aにおけるボンド配列に依存 し､ p71,J,人 は7㌦A (A を -xだけ平行移動させたも

の)におけるボンド配列に依存 しており､一般には

(X)pT1,,人 ≠(T-ごX)p3,人 (70)

である. ここでXはスピンやスピンの積などを想定しており､上の式は明らかだろう. (極限)

Gibbs測度が平行移動共変になるためには Aノ Zdとしたときに､上の式が等号に変わらなけれ

ばならないが､これは決して自明なことではない｡

一般にGibbs測度は極限の取 り方や境界条件に依存 しており､平行移動したGibbs測度と､

もとのGibbs測度の間には何の関係 もなくなってもおかしくはない｡従ってNewman-Steinの

結果は一般性のある結果なのかどうか､今のところは不明である｡･

次にオーバーラップ分布関数の Q一可測性について考えてみるo Q一可測性とは (66)で定義

された集合 A(f̂,a)に対 してA(f̂,a)∈Qとなることであった｡Qは筒集合 (有限個の格子

対におけるボンドの値を指定したときのボンド配列)の可算和からなる集合を元とする集合族で

あった｡オーバーラップ分布関数が Q一可測でない場合としては､例えばA(i,a)が 三から元を

ランダムに非可算個集めてできている場合などがある｡大雑把にいうと Q-可測性は連続関数な

どの性質の良い関数に対 して成 り立つ｡ところが､ Parisipictureによるとオーバーラップ分布

関数は無限個の ∂関数の和からなり､性質の悪い関数ではないかと考えられる｡実際､後でみる

ようにParisipictureにもとづ くオーバーラップ分布関数は､どんなに多くのボンドの値を指定

しても関数形の定まらない､カオス的なものになっている可能性さえあるのである｡ Newman-

Steinの定理では､はじめからQ-可測を仮定しているが､これは決して自明なことではない｡つ

まり､現実のオーバーラップ分布関数が Parisipictureのようなものであったとしたら､彼らの

定理は使えないかもしれないのである｡

以下では Q一可測ではない関数の例をひとつ挙げる｡この例はParisipictureにもとづ くオー

バーラップ分布関数と関係 しており､興味深い｡具体的には次の関係式 :

/duRJ(ql)RJ(q2)-吉R(ql)6(q1-q2).;R(ql)R(q2) (71)

R(q)-/duRJ(q) (72)

を満たすRJ((1)にQ-可測でないものがあるのであるO この式はParisi解のオーバーラップ分布

関数が満たしている関係式である (参考文献 [10】の (20)式)｡この RJ(q)は非自己平均的で

あることに注意しておく.なぜならば､もし自己平均的ならば (71)の右辺は単に R(ql)R(q2)
となるはずだからである｡

表記上の理由から､ボンド配列を [0,11区間上の実数に置き換える｡ 具体的にはつぎのよう
にする｡
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格子対全体の集合 Bd-くくi,j>li,j∈Zd)は高々可算個の要素から成るので､全ての格

子対に番号 (1,2,3-･)を付ける｡ いま､あるボンド配列のもとで k番目の格子対におけるボ

ンドが+JのときCk-1､ IJのときCk-0というふうにして数列 (Ck)kC=1を決めるO

-方､【0,1】区間上の実数 γ を2進数展開する｡

r-0.CIC2C3･･･Ck･･･ (73)

によって 【0,1]区間上の実数とボンド配列を1対 1に対応させてやることができる｡ただし､次

のような例外もある｡例えば

0.011111-･-0.100000- (74)

だが､左辺は殆んど全てが +Jのボンド､右辺は殆んど全てが IJのボンドの場合に対応 してい

る｡ この場合は2つのボンド配列が一つの実数に対応 している｡ しかし､こういった数は測度 0

でしか存在せず､無視して差し支えない｡

このようにして r-r(J)によってポンド配列と 【0,1】区間上の実数を対応させることがで
きる｡

このとき (71)式は RJ(q)をR,(q)-R,(J)(q)に置き換えて

LldrR;(ql)Rr(q2)-去R(ql)6(ql- q2)･言R(ql)R(q2) (75)

R(q)-LldrRr(q) (76)

となる｡ この関係式を満たすものとして次の式がとれる :

R,(,I)

xrsN(71)

arsN(71)

SN

- Jlil{fl-1去6(q- XEN(n,,

- か l(a,SN(n))

- (2S"(n),の小数点以下の部分)

n-no+nl･2+n2･22+･･･+nN･2N

) sN(n)-no･2N+nl･2N-1+n2･2NL2+･･･+nN

)

)

)

)

)

7

8

9

0

1

7

7

7

8

8

(

(

(

(

(

この式については付録で詳細に論じる｡いくつかの説明をしておこう0 a;は 【0,1】区間上の実

数 r (2進数表示されている)を 2n 倍したときの小数点以下の部分､つまり r の小数点以下

㍑+1桁以下を取 り出して新 しい小数を作ったものである｡ γが無理数ならば (実数の大半は無

理数である)､ (aH T=1は [0,1】区間上の一様分布に従う｡ つまり､各 a? (n-1,2,- )

は【0,11
.き

間

このと

意の区

区間上に均等にばらまかれるのである｡ (この事実をWeylの一様分布定理という｡)

堤 - jt l(a㌘)は [0,1]区間上でR に従って分布する｡つまり (I?)nn=1のうち任

(ql,q2)に属するものの割合は丘(q2)一元(ql)である.ここで か まRの累積関数

A(q)-/qdq'A(q′)のことである｡
また SNは (2進数表示で) N+1桁以下の自然数全体をそれ自身に写す自己同型写像であ

る.2進数表示で a(<N)桁の自然数 nは

n-no十nl･2+･･･+na_1･2a-I
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sN(n)- no･2N+nl･2N-l+･-+na_1･2N-a+1

と書けるから

(83)

七なるのである｡特に N→ ∞ でSN(n)1 ∞ となっている｡

(a,sN (n))nCO=1 は い)･㌢)rT=l を SN によって並べかえたものである｡aぎN(n)6まN → ∞ に

おいて､γの有限個の桁における値を変えても不変である｡なぜなら r-0.C1C2C3-･とし

て､aぎ"(n)-o･csN(n)+1CsN(n).2-･となるから､rの SN(n)桁以前の桁の値が何であって

もaTFN(n)の値は変わらないのである｡ 1illlSN(n)- ∞ なので結局 a,SN(n)の値は r のどん,･Vぅ∝.

な有限個の桁における値に も依存しないことが分かる｡このことからI,SN (n)-か1(a,SN (n)) ち

N J ∞ で rの有限個の桁の値には依存 しないことが分かる. (77)式を見れば､R,(q)は r

の有限個の桁の値には依存しないことが言える｡

ボンド配列の言葉に置き換えると､これは RJ(q)-R,(J)(q)が有限個の格子対のボンドの

値には依存 しない､ということである｡しかしRJ(q)自身は非自己平均的であったから､無限

個のボンドの値を変化させればRJ(q)の関数形は変わらねばならない.それゆえRJ(q)の関数

形を決定するには無限個のボンドの値を指定しなければならない｡この関数は､値を指定するボ

ンドの個数を増やすにつれて関数形が一つの形に収束していくようなものではなく､どんなに多

くの (有限個の)ボンドの値を指定しても関数形が定まらない､という意味でカオス的な関数に

なっているのである｡ (初期条件をどんなに精密に測定しても軌道が予測不可能なカオス系に似

ている｡)

では､ここで (77)式で与えられるRJ(q)-R,(I)(q)がQ一可測であると仮定しようo すな

わち (65)で,PJ(q)の代わりにRJ(q)を用いたものをf̂tL､ (66)によって集合A(f̂,a)を
定めるとA(I,a)∈Qとなると仮定するのである｡RJ(q)は有限個のボンドには依存しない｡

つまり有限領域のボンド ∪≡(A)には依存せず､無限遠方のボンド ∩ ≡(Ac)にのみ依存
･̂.名nit,e A:6nite

する｡ (≡(A),=(Ac)はそれぞれA,Acにおけるボンド配列｡)よってこれは nQ(Ac)一可
A:怠nite

測な関数になる｡ (g(Ac)は≡(Ac)における0--加法族｡)つまり､A(i,a)∈ 什g(Ac)と
A:名nit,e

なる｡このとき､Kolmogorovの0-1法則 (【19】参照)からL,(A(f̂,a))-Oorlとなることが

言える｡するとf̂(J)-suptaFu(A(f̂,a))-1)となってf(J)は J によらない｡fは任意

だったから､これはRJ(q)が J によらないことを意味する｡しかるにこれは (71)を満たす関

数が非自己平均的なことに反する｡よってこの関数は g一可測ではない｡

きて今まで見てきた RJ(q)- R,(J)(q)は Q一可測でない関数の一つの例に過ぎないoしか

し､先にも述べた通 りこの関数はParisi解と関係しているのである.それは RJ(q)が (71)を

満たしていることによる｡ここで､さらにParisi解に近付いてみよう｡RJ(q)の代わりに

2〃+1-1

pL(q)-P:(J)(q)-lllmu ∑ vn6(q-A-1(a,S"(n))) (84)n=l

なるPJ(q)をとる｡PはPJのボンド配列による平均である. tVn)?=1は付録A･2節の (144)
式を満たすとする｡ (144)を満たす (Vn)?=1 はまだ求まってなく､実際に存在するかどうか

も分からないが､もし存在するなら (84)はParisipictureにもとづくオーバーラップ分布関数

(の一つ)である｡ (この式の詳細は付録A.2節参照｡)

P3(q)もRJ(q)同様に無限遠方のボンドの値に依存するカオス的な関数である｡従って Q一

可測でない｡このことが意味するのは､Newman-Steinの議論によってはPJ(q)のような関数
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の存在を否定することはできないということである. (P5(q)が存在すればNewman-Steinの

議論はParisipictureを否定できなくなってしまう｡)従ってオーバーラップ分布関数 PJ(q)が

g一可測かどうかを確かめることは重要である.

なお､我々がこれまで扱ってきたオーバーラップ分布関数はAizenman-WehrのGibbs測度

を用いたものであったが､この関数だけならば Q一可測性を確かめずともPI(q)のような無限遠
のボンドに依存する関数にはならないことが言える｡ というのもAizcllman-Wehrの測度を用い

たオーバーラップ分布関数は (63)を見れば分かる通 り､無限遠方のボンドについて平均をとっ

ていた｡だからこの関数は無限遠方のボンドにはよらないのである｡ただしこれはAizenman-

Wellrの系に固有の事情であり､一般的に言えることではない｡従って他のGibbs測度について

調べることが必要なのである｡

5 まとめと今後の課題

これまでの議論を簡単に整理すると次のようになる｡

1.オーバーラップ分布関数をParisiによる統計力学的解釈に一致するように定義した.

2.オーバーラップ分布関数におけるGibbs測度として平行移動共変であり､かつボンド配列

ごとに一意的に定まるものをとる｡

(具体的にはAizenman-WehrによるGibbs測度など.)

3.オーバーラップ分布関数が Q一可測ならば､Gibbs測度の平行移動共変性からエルゴー ド

性を使って自己平均性が証明される｡ (Newman-Steinの議論｡)この結果はParisipic-

tureと相容れない0

4.ただし､

(a)Gibbs測度の平行移動共変性は一般的な性質なのかどうかは不明である｡

(b)オーバーラップ分布関数の Q一可測性を確かめねばならない｡

(C) (Aizenman-Wehrの測度以外の)他のGibbs測度にもとづ くオーバーラップ分布関

数についても考える必要がある｡

現段階ではNewman-Steinの議論から直ちにParisipictureは成 り立たないと結論すること

はできないだろう｡従って今後はNewman-Steinの議論において欠落していた部分 (上記の4で

指摘した点)について考察を進める必要がある｡

一方､付会副こおいて論 じたParisipictureにもとづ くオーバーラップ分布関数PI(q)につい

てさらに調べる必要があるo特に (144)を満たす (Vn)nw=1が存在するのかどうか､またPJ(q)
の性質 (無限遠方のボンドに依存 し､Q弓巨可測)がParisipictureにおいてどの程度一般的なの

かにも興味がある｡また､序論でもふれた通 り､この関数はSKmodelに対 しても有効である｡

(最近接格子対を仝スピン対に置き換えれば同じ議論ができる｡)従って､この関数を調べるこ

とでSIくlIl()(i(71の性質も調べることができるかもしれない｡SKmodelのオーバーラップ分布関

数が､無限個のボンドの値を指定しなければ関数形の定まらないカオス的な関数なのかどうかは

特に興味のある点である｡ このあたりも今後の課題であろう｡
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最後に､適切な助言を下さり､また粘 り強 く議論に応 じて下さった指導教官の原 隆先生と､

学部生在学時の指導教官で大学院進学後 もお世話になった西森 秀稔先生に感謝の意を表 して､こ

の論文を終える｡

A 付銀

A.1 ボン ド配列の平行移動エルゴー ド性

ボンド配列の分布 Uが平行移動エルゴ- ド的であることを示す｡平行移動エルゴー ド性とは

A∈Qが任意のx∈Zdに対 して､TcA-A

=⇒ l/(A)-Oor1.

であることを意味する｡ここで 圭 は ∬だけ平行移動させる変換を表す｡例えば

､ TJij-Ji+ri+I

などのことである｡ では証明に移る｡ この証明は【21】からの引用である｡

(証明)

まず､_圭 β⊂三に対 して

TT(A△B)-(TCA)△(TrB)

が成 り立つことを示す｡ただし､ △ は対称差 (A△ B-(AnBc)∪(AcnB))を表す.

Tx(AuB) - tTcJIJ∈AorJ∈B)

-tTrJIJ∈A)∪(TcJJJ∈BI

- (TCA)∪(TcB)

同様に

TT(AnB)-(TA)∩(TcB)

また

J∈TcAc⇔ T_TJ∈Ac

⇔ T_xJ≠A

⇔ J∈(TTA)C

すなわち TxAc-(TcA)C ｡ これらを用いると

Tx(A△B)- TT(AnBc)uTr(AcnB)

- ((TTA)∩(TcB)C)∪((TA)cn(TTB))

-(TcA)△(TCB)

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

(91)

さて､A∈Qが任意の x∈Zdに対 して TxA-Aを満たしているとしよう｡ ｢近似定理｣によ

れば､ 三の cr一加法族Qの元 A は任意の E>0に対 し､ 三上の有限個の筒集合の和 B を適当

にとることで

l/(A△B)<E
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と近似できる｡ (この ｢近似定理｣については例えば[19】のp41参照｡)このとき､任意の∬∈
zdに対して

L/(A△(BnTxB))-l/((AnTrA)△(BnTcB))

≦ U(A△B)+i/(Tc(A△B))
< 2亡

ここで L/の平行移動不変性を用いた｡従って

IL,(A)-I/(BnTTB)I

- I/lIA-IBnTrB]dul

- L/lIAl'BnTrB'+IAn'BnTrB'-'BnTIB'nA-I'BnTrB'､ル l

- I/lIA､(BnT,Br I'BnTXB'､̂]du I

≦ /lIAuBnTZB)+I'BnTCB'u]du
- L,(A△(BnTTB))

< 2E

(93)

(94)

ここで β は有限個の筒集合の和なので､有限個のボンドにしか依存 しない｡そのボンド全体を

rと書 くと､TcBが依存するボンドはT_rrである｡回 を十分大きくとってrnT-Tr-4,と

なるようにすれば､ B とTcBは互いに独立.すなわち

従って

また

だから

i/(BnTrB)-U(B)U(TcB)-(U(B))2

ll/(A)-(I/(B))2[<2E

Il/(A)-i,(B)l

- I/lIA-IB]dvl

- I/lIAU+IAnB-IBnA-IBIA]dul

-[/lIAtBJB､A]duI

≦ J【IAIB+IB､A]du

- U(AAB)

< 亡

IL,(A)-(U(A))2[

≦ Eu(A)-tu(B))2回 (i,(B))2-tu(A))2l

< 2E+2E-4E
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U(A)-(〟(A))2

Eは任意だったから

(99)

すなわち l/(A)-Oorl o

(証明終り)

A.2 Parisipictureにもとづくオーバーラップ分布関数について

ここではPil･risipi(:t,11rCにもとづ くオーバーラップ分布関数について考える｡ただし予め断っ

ておくが､ParisipictureそのものはEAInOdclの正 しい相転移描像なのかどうか不明である.

ここでやるのはParisipictureの成立を仮定したときのオーバーラップ分布関数がどのようなも

のになるかを調べることである｡具体的にはParisipict,tlrCのオーバーラップ分布関数が満たす

条件からオーバーラップ分布関数を推定するのである｡ (なお､以下の議論はSKmodelに対 し

ても使える｡ SKmodelの場合はParisipictureは仮定ではなく､正しい相転移措像である｡)

さてParisipictureとはSKmodelにおける相転移措像 (Parisi解)がEAmodelでも成 り立

つとするものである｡Parisi解によればオーバーラップ分布関数 PJ(q)は次の性質を持つ :

/duPJ(ql)PJ(q2)-喜p(ql)6(q1-q2)+言p(ql)P(q2) (100)

p(q)-/duPJ(q) (101)

P(q)はボンド配列に関する平均をとったオーバーラップ分布関数である. P(q)については既

知であるとして (P(q)の関数形については例えば[2】を参照)､ここでは PJ(q)について考え
る｡

さてオーバーラップ分布関数は

pJ(q)-∑wSW36(q-q言β)
α,β

と書かれる｡ 累積分布関数に直すと

PJ(q)-∑W3WSI(q>q言β)
α,β

ただしJは

I(x>a)-
(:

Jヽ

)

き

き

と

と

の

の

α

α

>
<
一

∬
エ

イは_川u
lHr■川u

(102)

(103)

なる関数である｡ 以下では計算上の利便性から (分布関数ではなく)累積分布関数を考察の対象

とする｡ (103)を次のように書き直す｡

00
PJ(q)-∑vJnI(q>堵)

n=1
(104)

ここで 巧 が Jによらないと仮定しようo vJnを Vnと書 くoこの仮定が妥当なのかどうかは

tVn)?=lとして後で述べる条件 (144)を満たすものが存在するかどうかにかかっているo
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ボンド配列平均をとると ○く)
p(q)-/duPJ(q)-n!1Vn/duI(q,瑚 (105)

この式を満たすためには･Taが分布 Pに従って分布すればよい｡ Pに従うとは埠 を三上の確

率変数とみて､任意の実数 ,Jに対して集合 A(,1)を

A(q)≡(JJ31･旨くq)

で走義してやれば

U･(A(q))-rJp(qI)dq'-i(q)
が成り立つことをいう｡ このとき

/duI(q,I;)-ん(A(q))-i(q)
00
∑ vn-1とあわせると確かに (105)が成り立つ｡
n=1

さて (100)式を累餓分布関数に関する式に書き直すと

/,IupJ(,ll)PJ(q2)-去teli,1･tP(qi)+芸p(ql)i(q2)
00

この式の左辺に､ jiJ(,1)-∑ VnI(q>xnJ)を代入すると
n=1

/duPJ(ql)PJ(q2)-n$lVn2/duI(ql,卯 (q2,xnJ)

･minv-vn/duI'ql,xW 'q2,xn3'

(第-項)-n!lVn2･.eli,n,/duI(qi,Xa)00
-∑vn2･.eli,n,P(qi)n=1

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111 )

く)0
(109)と比較してやると､∑vn2-1/3だろう｡すると第二項は 言P(ql)i(q2)となるはずで

n=l

ある.もし巧 とxnJ (m≠n)が互いに独立に振舞うならば､第二項について

三 ､･,t
n=1

E弓

/duI(ql,x2)I(q2,瑚
U((J昭 <ql)∩(J昭 <q2))

Z/(JIx冒<ql)Z,(Jtxa < q2)

i(ql)i(q2)
く)〇

(112)

1に注意すれば､ ∑ vTmVn-1-∑ vn2-2/3だから､ (110)の第二項は確かに
mjn n-1

言p(ql)i(q2)になっているo以上からxを,VnLこついて次のことが分かった :

-646-



Edwards-Andersonmodelにおけるオーバーラップ分布関数の性質について

1･txnJ)nC= 1は Pに従って分布する互いに独立な確率変数列である0

Cく) 00
2 ･Vn は ∑vn-1,∑vn2-1/3を満たす.

n=1 n=1

では次に上の条件を満たす J/A)の具体的な表式を一つ与えよう｡ボンド配列そのものは扱いにく

いので､これを [0,1】区間上の実数に置 き換える｡ すなわちボンド配列 J を 【0,1】区間上の実

数 r-r(J)に置き換える.その方法は既に412節で与えた｡埠 は r-r(J)を使えばx許と

書き換えられる｡x芋は P に従うが､これは一様分布に従う a?を用いて 埠 -i-1(aT)ととれ

ばよい｡α芋としては

aT-(2n,の小数点以下の部分 ) (113)

(ただしγは2進数で表記されていることに注意｡ α:は rを2進小数で書いたとき､小数点以

下 n桁目までは捨てて n+1桁目を 1桁日にもろてきた数である.)この (a㌘)芸 1は一様分布

に従うことが知 られている. (Weylの一様分布定理｡)これを用いて x,a-i-1(a;)ととれば

確かに xTが P に従うことを示すことができる.だが､このままでは txH ncK'=lは互いに独立で

はない｡つまり (112)を J からrに置き換えた式 :

/drI(ql,xT)I(q2,I;)-i(ql)i(q2) (114)

が満たされないのであるOそこで (aH T=1の順番を並べ変えて以下で述べるように埠 を新たに

取 り直す｡ (番号の近い αγと α㌘は独立ではないのでこれらを互いに引き離すのである｡)

まず､ (2進数の意味で) N+1桁 までの自然数全体の自己同型写像 SN を次のように作

る｡

nを a桁 (a≦N+1)の自然数として

n-no+nl･2+n2･22+･･･+nN･2N (115)

ただし､no,nl,n2,･･･は 0か 1であり､またna-na+1-･･･-nN-0である.この nに対

し､

SN(n)-n.･2N+nl･2Nl1+n2･2N-2+･･･+nN (116)

このようにして SNを定めるのである｡明らかにSNはN+1桁までの自然数の自己同型写像に

なっている｡これを用いて x㌢-i-1(a,SN (n)) とすれば､N 一 ∞ で げ と x? (m ≠n)は

互いに独立になる｡

なることを利用 して

に対 して､

これは要するに任意の m≠nについて､J藍ISN (m)-SN(n)I- ∞ と

r- 0･C1C2･･･CsN(m)CsN(m)+1･･･CsN(n)CsN(n)+1･･･

a,sN(m) - 0･CsN(m)+lCsN(m)+2･･･CsN(n)CsN(n)+I･･･

arsN(n) - 0･CsN(n)+lCsN(n)+2･･･

(117)

が N 十 ∞ で互いに独立に振舞うことを利用するのである｡ (単に a?をとると､例えば m < n

のときa㌢<2m~n-1ならば a;< 1/2とならねばならず､a㌢と a芸は独立ではない.)なお､

上の条件さえ満たせば βⅣの形は何でもよい｡
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こうしてParisipictureにもとづくオーバーラップ分布関数として

2〃+1-1

j):(q)-jlimu∑vnI(q'P-1(aぎ"(n)))n=1 (120)

がとれる.この式は (109)をボンド配列 J に関する平均から､r に関する平均に置き換えた

式 :

/.1drPr(ql)Pr(q2)- 去ielip,i(qi)･芸p(ql)i(q2) (121)

pr(q)-LIpr(q)a,r (122)

を満たしている｡ このことを計算によって確かめよう｡ただし､計算に興味がなければ (142)
式の下まで読み飛ばして差し支えない｡

2Ⅳ+1-1
jT(q)-Jllmn∑vnI(q,i-1(a,S"(n)))n=1

2N十1_1

-Jllmn∑ vnz(i(q),a,S"(n))n=1
を (121)の左辺に代入して

/.
1〈
p:(ql)A:(q2)dr

= lilll
｣Ⅴ一 〇〇

+ lim
JV10 0

2Ⅳ+1_1

∑n=12〃+1-1
∑
m≠n

(123)

vn2LII(i(ql),a,SN 'n')I(i(q2),aEN'n')dr

v-vnllI(i(ql),a,SN'-')I(i(q2),a,SN'n')dr (124)

2〃+1-1

(第1項)-Jlili∑Vn2n=1

2LSkgTl'/kkl21:_'snl(A,I(i(q1,,2SN(n,r-kII,I(i (q2,, 2SN(n,r-kI1,dr2〃+し1

-Jllili,Evn2LII(i(ql)≧r)畑 q2)≧γ)dr
〟

-忠 ,Evn27,=nli,Iip(qi)1豆7聖1.i,l･f (qt･)

次に第2項の計算だが､少し準備をしよう｡ m,n を

m - mo+ml･2+m2･22+･･･+mN･2N

n - no+ nl･2+ n2･22+ ･･･+nN･2N
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と書 く｡ n1,,･TLが わ+2桁より後で一致しているとき､すなわち

mj- nj (j≧b+1)

であるとき

IS-V(川上 SN(n,)l- i(mo-no)･2N+(m1-nl)･2N-1+- +(mN-mN)I

- l(m｡-n.)･2N+(ml-nl)･2N~1+･･･+(mL-mL)･2N-b暮

≧ 2N-('

さて､

sN(m)-rr;

sN(n)-n/

P(ql)-QI

P(q2)-Q2

､などとおく｡ 以下では m'> n′とする｡

V.iI(i(ql),aEN'-')I(i(q2),aぎN'n')dr-i(ql)i(q2)I

-I/.lI(Ql,aT')I(Q2,a?I)dr-QIQ21
2npk.2-n

k!l/
/k-1)･2lnI(Ql,aT')I(Q2,2n'r-k+1)dr-QIQ21

ここで

(2n'/oTn,I(Q17aT''I'Q2,2n'r'dr-QIQ2l

l2n′2mgn/LLl21-,:2_m,I(Ql,2-′r-iI1)I(Q2,2n'r,dr-QIQ2l

/ /

l･2-m <Q2･21n

を満たす最大の lをl*と書 くと

/

･134) ≦ l2n'麦/EZl21-,:2_m,I(Ql,2-′r- 1)dr-QIQ2L･2n'--′/

-=I.22nn',::2/32m-,mQIIIQil'Q2TirZn?Iニ Q IQ2l'2n'-m'

ここで

l*2--′<Q2･2-n'≦(l*+1)2--′
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より,

l2n'l*2--'Q1-QIQ2I≦Q12n'--I

従って

(136)≦(Ql+1)2n'--I

(129)より

(139)≦(Ql+1)2~2"-b → o (N→∞)

ゆえに

Jll-J.1I(i(ql),a,SN'-')I(i(q2),a,SN'n')dr-i(ql)i(q2)

よって (124)の第2項は

linュJVヰoo

lilnⅣ一〇〇

2〃+1-1

∑
m≠n

V-vn/.1I(i(ql),a,SN'-')I(A(q2),a,SN'n')dr

2〃+1_1

∑ vmvnP(ql)i(q2)
771≠71

2〃+1-1
-J忠(1-∑vn2)i(ql)i(q2)n=1

- 言p(ql)i(q2)

以上で (121)が証明された｡

(141)

(142)

次に係数 tVn)nt 1について考える｡実はオーバーラップ累積分布関数について次の関係式が

成 り立つことが分かっている (参考文献 【101の '(26)式) :

/duFJ'q'2

/du73'q'3

/duPJ(q)4

喜p(q)･言p(q)27
吉p(q)+房
吉p(q).蛋

i(q)2+喜p(q)3

i(q)2十品 p(q)3+孟p(q)4
(143)

(一番上の式は (109)で q1-q2としたものである｡なお､一般の n 次の場合に通用する公式

は得られていない｡しかし､任意の次数について計算することは可能である｡ 【101参照｡)よっ
て

皇vn-1n=1

云vn2-n=1
1
3

00
, ∑Wn-蛋

m ≠n(X)
∑vn3-喜 ,

00
m;nv-vn2-;,
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tl,m,n)は l,m,nが互いに異なることを表す.もし (144)式を満たす tVn)ncx'=1が実際に存

在するならば､Parisipictureにもとづ くオーバーラップ分布関数が一つ求まったことになる.

すなわち､
2〃十1_1

pL(q)-P:'3'(q)-比 ∑ vn6(q一戸 1(a,ST3',n))) (145)n=1

であるoなお､4･2節で与えた Rr(J)(q)は (145)で Vn-1/2nとしたものであるo

差 去 -1,差 (去)2 -主なので､確かに (109)を満たしているo Lかしこれは (144'の3段

目以降は満たさない｡ 先にも述べた通 り､ (144)を満たす tVn)?=1は見つかっておらず､存在

するかどうかも分からないのである｡

なお､n･,SN(n)のような取 り方は一つの例に過ぎず､一般的なものではない.従って PJ(q)
はParisi解の一つの候補というべきだろう｡a,SNtn)のような複雑な取 り方をしたのは､既に確

立しているWeylの一様分布定理を活用するためであった. しかし､他にどのような取 り方をし

ても PI(q)の最も重要な性質である ｢無限遠方のポンドに依存 し､g-可測でない｣は変わら

ないように思われる｡数学的な考察は省 くが､a,SN(n)の代わりに次のような取 り方もあるだろ

う ｡

r-o･CIC2C3- に対 して､埠-0･CnCN+nC2N+n- ととる｡ (昨)ncB=lは一様分布に従

い､ N ぅ ∞ で互いに独立に振舞うだろう｡ (実数の各桁の億は独立にきまるから.) b;の一

桁目の値 Cγ上は有限領域のポンドに対応するから､このときのオーバーラップ分布関数は有限領

域のボンドにも依存している｡だが､2桁目以降の全ての桁は Ⅳ 一 ∞ で､無限遠方のボンド

に対応する｡従って､オーバーラップ分布関数の有限領域のボン.ドへの依存性は弱 く､殆んど無

限遠方のボンドに依存していてPI(q)同様 g弓阿 測な関数になるだろう｡

あるいは C:-0･C(n-I)N+lC(n-1)N.2C(n-1)N.3-･という取 り方もある｡この場合は Cいま

Cl,C･2,- など有限領域のボンドに対応する桁に依存するが､cZ以降は C(n-1)N+1,C(n-i)N+2,

( 7′･≠ 1)など Ⅳ 1 ∞ で無限遠方のボンドに対応する桁にしか依存しない｡よってCま
以外は全て無限遠方のボンドに依存 し､やはりオーバーラップ分布関数は Q一非可測になるだろ

う｡

まだ他の取 り方も考えられるだろうが､本質的には b?のような取 り方 (十分離れた桁をとび

とびにひろう)と ･̀γのような取 り方 (十分離れた連続する桁をひろう)とでつくされているよ

うに思われる｡

なお､今まではEAill('(1(?1を考えてきたが､ボンドとして最近接格子対の代わりに全スピン

対をとれば､上の議論はSK 111()delに対 してそのまま使える｡仝スピンの対は最近接格子対同

様､可算無限個あるので4.2節のようにr- r(J)なる対応によってボンド配列を 【0,11上の

実数に置き換えられるからである｡
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