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｢パターン形成,その運動と統計｣

図より,上記,(1),(2)が確かに成立している｡分布関数の時間発展は,まずガウス型の分布の

幅が広がってゆき,非常に平らな分布が実現した後に,秩序相のピークが立ち上がる,という

順序になっている｡これは四乗型のポテンシャルをもつ-変数系に対する鈴木のスケーリング

解と定性的に一致する51)

緩和初期のガウス型の分布に対しては,例えば二次のモーメントが ≠3/4に従う事が確かめられ

た｡従って大きさR(i)程度のクラスターがランダムに分布するという括像がよく成立している｡

最後に,I-0から有限温度-の緩和,特に短距離秩序構造の緩和についても述べたが,そ

れについては,論文を見ていただきたい52)
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ll. 樹枝状結晶成長のシミュレーション

慶大 ･理工 IFFderKTA 斎 藤 幸 夫

H.Mも11er-Krumbhaar,G.Goldbeck-Wood

自然現象の多くは非平衡条件下で起こるが,不規則乱雑で恐れを抱かせる形ばかりでなく,

規則的な美しい形態をも示す｡生命体の形態分化の問題は難かし過ぎるとしても,自然界に見

られる自発的パ ターン形成の一例として,結晶成長形が注目されているO(1) 特に雪に見られる

様な樹枝状の形態形成については:,最近著しい進展があった.(2~10)研究会ではそのレビューと

我々が行なった数値シミュレーションについて報告した｡

過冷却液体から成長する結晶は,固体一液体の界面が粗いとすると,液体中の温度拡散によ

ってその成長が制御される｡つまり,固化に伴って発生する潜熱が温度勾配に従って伝達され

ることが成長の速度を律している｡所で結晶が低温側-突出すると潜熱がす早く放出されるた

め成長速度が増し,更に突出が進む｡このままでは結晶はより微細複雑で不規則な形-と変化

する筈であるが,表面張力があると微細構造-の分化は抑えられる｡定常的な形として枝分れ

のある樹枝状結晶となる｡この際,成長速度Vや成長形を特徴づける先端曲率R,側枝周期 1

等と制御変数 (過冷却度A,表面張力 d｡等 )との関係を明らかにするのが課題であるO
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無次元化した拡散方程式は,運動座標系で

V ∂u ^

⊥ 坐 - V2払十万 五 …eZJuD ∂t
(1)

となるoDは拡散係数である｡結晶の界面での境界条件は,液体の過冷却度をAとして,

Gibbs-Thomsonの関係

Us-A-do(1-8,nCOSTnO)K

とエネルギーの連続の式

-D (豊 )S- un

(2)

(3)

である｡doは表面張力の長さで,E,nはm次異方性の大きさを表わし,0は界面の法線方向

完 とZ方向とのなす角である｡Kは面の曲率, vnは面の法線方向の成長速度であるO表面張
∧

力がない(d｡-0)の場合,-2eu-0という定常解 として, Ivantsov放物体 (3次元 )又は

放物線 (2次元 )が求まる.(1)その先端曲率R.と拡散の長さe-2D/Vとの比は:,過冷却度

Aから以下の式で決まるペクレ数pとなる.

A-何 exp(p)erfc(ノす)

A-pexp(p)El(p)

(2次元 ) (4a)

(3次元 ) (4b)

重要なことはこの解はR｡とVの積は決めるが,どの速度が選ばれるかは一意的に決められな

いことである｡

界面張力があると,系を特徴づける長さとして界面張力の長さ'd｡が加わり,新たな無次

元量O-d｡/(Cp2)が導入される｡bngerとMtiller･Krumbhaarは Ivantsov解 の線型安定性を

調べ, α<｡*では先端分裂を起こし不安定となるが, ｡>α*では安定であることを見出

した.(2)そして非線型効果のため,0-0*(-一定値)の所で結晶が成長するという ｢中立仮

説｣を立てた｡これは実験結果とも良く一致したが,(12~13)その基礎付けが何ら無いままであっ

た｡

-32-



｢パターン形成,その運動と統計｣

｢中立仮説｣の基礎付けを求めて,結晶成長を簡単化して,拡散場の効果をなくした ｢幾何

模型｣14)や,非現実的にではあるが拡散場を簡単化 した ｢境界層模型｣15-17)が数値的,解

析的に研究された｡そこでは異方性が樹枝状成長の安定化に重要であり,中立仮説は成立して

いない様に見えた｡そこで,拡散場を正しく取 り扱うことが必要となった｡

運動座標系で準定常近似 (∂弘/∂t-0)とした拡散方程式(1)は,グリーンの公式を用いて界

面に沿う積分方程式

ラ

Ig(7,7,)a(フ)dF′-/A(7,P)霊 P dF′ (5)

< <

に直せる｡ ここで9は演算子-2eの随伴演算子-i+のグリーン関数であり,右辺の積分核 kも9

とその微分等を用いて表わせる｡我々は拡散は液体側でのみ起こるとした ｢一側面(OS)模

型｣に対して,二次元の結晶成長を数値シミュレー トした三81 9)その方法は

1)運動座標系の速度Vを決める0

2)対応するIvantsov放物線上に左右対称となる様,界面r上の点をとる｡

3)G-T関係(2)により,界面上の拡散場払Sを求める｡

4)積分方程式(5)は(∂u/∂n′)Sに対する行列の方程式となるので,これを解く｡

5)連続の式(3)より界面の成長速度 がn が分かり,それに従って結晶を時間発展させる｡

6)運動座標系の速度 Vを先端成長速度 uti｡に緩和さす｡

7) 打と新しい界面Jlが決ったので,再び3)に戻って手続きを繰 り返 し,結晶の定常な成長

形を求める｡

a.-10-3,A-0･25, 64-0･1の時,

等時間間隔で結晶のストロボ図を作ると第 1

図の様に,側枝を伴なう樹枝状結晶が定常的

に成長するのが見出された｡異方性の大きさ

を 84-0,0.05,0.10,0.15と変え,

過冷却度を』-0.25,0.50と変えて,成長

速度V,先端曲率半径R,側枝周期 1の相似

則を調べた｡結果をまとめると

求-1) 表面張力に異方性がない(即ち

64-0)では,結晶の先端分裂が起こ

る.3-10)
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Fi-g1. ほぼ放物線的な樹枝状結晶成長形

を等時間間隔で描いたストロボ図｡過冷却度

A-o･25,界面張力長さd｡-0.001,界面張

力の異方性 64-0.1,先端部の長さ-25
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R-2) 64≠0では成長速度 Vはペクレ

数 p(』)の2乗に比例 し(第2図 ),

A-0極限での ｢対称 (S)模型｣の針

状結晶成長速度のほぼ2倍 となる3),20)

最近のOS模型での針状結晶に対する

solvab批y条件の解析で,この不一致は

解消された21)

0 0.1 0.2

Fig 3･実際の先端曲率半径Rと同じ速度,
過冷却度でのIva!ltSOV解の半径R｡と

の比を異方性84に対して図示.比はほ
とんど過冷却度Aに依らない｡

N tJJ
くつ ⊂⊃ ⊂⊃

Fig4･側枝周期1を安定化長さR｡ √有との比｡
過冷却度』にも異方性 £4にも殆んど依ら
ない｡
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Fig2. 成長速度Vの異方性依存.過冷却

度』は0.25と0.50であるが,ペク

レ数 p(A)の形に速度を規格化す

ると,』依存性はほぼ無くなる｡点

線は界面上の離散化を小さくし,罪

面の長さを無限大にした時の外挿｡

実線はS模形の針状結晶に対する速

度曲線｡

R-3) 第3図より,先端曲率半径 Rと

Ivantsovの解 R｡-p(A)Bとの比は,A

に依 らず 84のみの関数である｡ つまり,

Rはp(A)とVに比例 している｡

R-4) 結局 先端速度 Vと先端曲率半径

Rの2乗の積,又は2Dd｡/VR2はAに依

らず 64のみの関数である｡これは三次

元系のGlicksmann等の実験結果 12)と一

致する｡

求-5) 生成された結晶形は常に側枝を持

ってお り,その周期 吊ま過冷却度 A,異

方性 64 に依 らず,安定化の長さ仰

-R｡√㌃に比例している20)(第 4図 )我

々のシミュレーションには界面の離散化と

側枝の不規則性からノイズが含まれるの

で,ノイズなしでも側枝が形成されるか

という問いには答えられない20),22)･㌶)
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