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ブラウン運動論と量子力学 7('Iち 軍 論と量子力学 川 )

佐賀大･理工 ･化学 竹 山 尚 賢

(10月 8日受理 )

§Jl 自由粒子の併進運動

･自由粒子の一次元併進運動の波動方程式

-,･fia,@/at - (亀12m-∂2g/ax2

を●,時間の原点を 七-0にえらび,波群 とす る目的で

f雪 中難 色Ⅹ= 有限･･･-く>○

( 1)

を条件 として解 くと,パ ラメー タ a>0を用いて次uj形に塊格化された厳密解

が求 ま るol) ●

¢- (ma/qn)ya (tl･a了y2

･ exp 卜 (m/2撒-Ⅹitt_ia,L

この解は規格化因子を別にして

2

夢-.exp巨 (m/2n)aX/ta2+七2)∫

× exp i+ i(m/2丑-Ⅹ2-L/(a2十 七2)i

とな り,これ を前報の

夢-exp (A/i)exp ( iS/Tn)

に合せ ると

玉 ニ ー
ma

a2+七2

2

i'if ;

(2)

(5)

(4)

(4･a)

栄 ) 物性研究 1呈, jrad (1989) 415- 4291を (Ⅰ) とする｡
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竹 山 尚賢

m t

a2+七 2

f･-;-I-t･
(4･t))

のよ うに等置され る･O そ こで 純拡散速度 " ux と q全移動速度 " ⅤⅩ とを,そ

れぞ れ計算 し次式がえられ る｡

ux- m-1∂R/8Ⅹ

- ax/(a2+七2)

vx=m-1 as/ax

- tx/(a2+t2)

(5･a)

(5･℃)

また, これらと前向きお よび 後向きの拡散速度 #f)ぉ よび マ(b)との関係

2ux - V(fL vCb)Ⅹ Ⅹ

2vx- Ⅴ(f)+Ⅴ佃Ⅹ Ⅹ

V(I)-(t-a) x/(a2.t2)Ⅹ

vib)- (七+a)x/ (a2.も2)

に よ り,

(6)

が求 まる｡従って,量子過程 (日 は,確率過程 として位置空間におけ る

(Ei去stein-Sm｡luchowSkiprocess)Br｡wn運動 とな り,前向き過程

に対 しては

dx(t)-i(t-al/ (a2+七2-idt+aX佃 (7･a)

にお､いて X(t)が拡散係数 D-A/2mを有す る Wiener過程 とな り,一方,級

向 き過程に対しては

年Ⅹ(t'- ('七十a)A/ a2･ t2)巨 七+且Ⅹ′'7) (7･b'

にお いて Ⅹ′(ち)が拡散係数 D-Ti/2mを有す る.Wienerj跡陛とな る (いや,

対応論的に等価であ る) ｡ 従って,それぞれに対 して前向 き拡散方程式
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プ チ ウp/連動論と量子力学 (D)~

∂1P/atニー(8/axH va(f'Ⅹp)

vd(;I)xニ ー (E/2m-∂Pnp/8Ⅹ十Vfl

が p- exp(2% )に対 して成立 し,一方,後向き拡散方琴式

∂p/atニ ー (∂/8Ⅹ日 Va(デⅩp,

vciでx- (n/2m)aenP/ax+vib)

(8･a )

(8･b)

が成立す ることとなるO これらは, p- exp (2f?/-rl)に よって容易に確 めら

れ るように同 じ拡散方程式

∂p/atニ ー 8/∂Ⅹ(ⅤXp)

を与 え, (5･℃)によ り,正 しく連続の方程式

ap/at - - aiv(Sp)

とな っていることがわか るO すなわち,

･Ⅴ禁)キ Ⅴ㌘

に もかかわらず,拡散速度 として

(9)

(10)

(6･a､&6･b)

vd(:I)x- Ⅴ漂)x- m-1∂S/∂Ⅹ

が成立 し, "力学的速度 "が回復しているわけである (･.･自由粒子)｡

U J E E

§2 電磁場が存在す る1粒子系

非相対論の範囲で スピンが問題 となるパ ウljUj電子に進む前に電磁嘘が存在

す る一優 合を考察サ る｡ まず,

H - ro七 A

蛋 - - giaa¢- C-1∂A/at

=≡∃
によ り･ベク tJvポテンシャルAを用いるとき衆知o:)ように運動量 p は
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-̀> ー
p- mv+(ツ′C)A

であ り,この 首 が スカラー関数 Sの grad_

=≡∃
grad･S= p

として導出され るもa)と考えるとゲージ変換に対す る不変性を

rotp=rotgrad.S=C.

あ るいは

ro七 号 ニ ー (e/mc)rotA

-- (e/mc)H

r
i

ととることがで きる｡

∩
考察下の系の Schroainger方程式は次式で与 えられ るO

綾∂･Q/at -掴 ,

H T- (1/2m)l盲-(e/C)A12

+e¢ +u

〒言2/2m-(e/mc)A･盲

+ in (e/2mc) divA+(e2/2FIC2)A2

+e¢ + U

(15･a)

(15･℃)

(14)

(15･a′)

(15･℃)

ただ し,非電磁気的 ポテンシャ ′レU,冒-一拍 ▽ ,〔7',Å〕-一路 d-ivA

である,,

これに対 して

¢-exp.(fi/fi)eXP (iS/A) (16)

ととると,実数部分 と虚数部分 とに分れ ,それぞれから次の 2式が えられ る｡

∂S/at ニ ー (1/2m)(▽S)2- e¢ - U

+(e/mc)A･VSi(e2/2n･,C2- 2

+(1/2m-(▽封 2+(A/2m-ziR,

- 7 0 -

(17･a)



ブヲウン遵動論と量子力学 ‖り

∂R/atニ ー (71/2m-△S - (1/m-▽fi･▽S

+(e/TrlC) A･▽R + (eh/2mC1div A →(17･七一

ここで

▽S- m(守 + (a/mc)且}

とともに,純拡散速度 言 を

I-ヰ

▽fi - nll

によ り導 入し, (17･a& ℃)を整理す ると,次式 とな る｡

∂S/atニーrm/2) V2- e¢一口

+ (TTL/o)112 十 (A/21餌 vu∠....

∂R/atニー(A/2)divマ 一 m 音 .言

(15･a&℃)

(18)

(19･a)

(19･b)

上式の両辺の gごad.を とり,

-->
m ∂V/at- -(lm/2-gr組 V2 - e▽¢-▽U

己≡ョ
+ (m/21gradu2+ (了l/2)gr組 div u

- (6/C)∂A/a七

-ー･ゝ ---･事 →

一m(守 × roもⅤ)-mV･▽-V'
=≡ヨ =E

+ eE - ▽U+rnu･▽u
=≡≠コ

+ (71/ 2)grad d･LVu

ニ ー▽U 十 ei富 + (言 × 詫)/ci

→ 一--i ｢＼ ー
一m首･▽苛+mu･▽u+(B/2)grcld･aivu,

(20･a l
(̀.■(12),(14_))お よび

m∂iT/at- -(A/2)Era,a divV

一m▽(苛･盲)

一一71-

(20･℃)



竹 山 尚資
→

が え られ る.苛 は (14)に よ.り回転性であ り,uはそ うでない点に留意すれば

よい ｡ (20･al はカのバ ランスの式に他ならず, ¶加速度 "言に よる運動方程

式 としては
→

m言 -m (aV/dt一
守

･--∇U+ei題+(言×引 手
(20･C)

が成立す ることを示 し,右辺第 2項は 牧Lore,ntz力"に他ならない .当然の

ことながら,量子過程 (15･a& t)紘,依然

->

av/at-言一首･▽∇+言･▽音+(71/2m)△言

aG/at--▽(∇･G)- (?/2m- graa aiv苛

の組 と高 等であ る｡

(21)

§5 Pauli Elecもronの系

ここでは非相対論のわ く内で qspin " を登場 させて考察す るこ とにする｡電

子0_-)第 46)自由度 q)発現にふれ ることはで きないが ,全 く意味がない とい うこ

とにはなるまい｡

ス ピン0)方向を示す単位 ペ グ いレを言 として "Pauli電子"UL)Schr'Gdirl-

ger方程 式ほ
A>

ほ aQ/at-H¢,

H -(1/2m )手首-(e/C)Ai 2 +.e¢

- (e7 1/2mC日 -S'･ki) (22′)

で与 えられ る｡これに

¢ - exl日 R/A) exp (iSt/A)

を用いたg)ではスピンの意味は殆んどな く,前節aj結果に新 しい外力が現われ,

m言 -I-e四 十C-1(マXHli+ (竺/2mc)×∇㍍ ･ii)

とな るだけであるoそこで 言に代 り,Paulig)ス ピン行列 Oをと り,
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質 -(1/2m日石-re/C1Ai2 + e¢

- (eB/2mC= 0鋸

ブラウン運動論と量子力学 (E)

(22)

とす ることに しようO こ0:)場合の波動方程式担解 は,空間gI)審転に対 してス ピ

ノ7Vとして振舞い, これ迄の¢と異な り,2成分 を必要 とす る.そこで

肯-ta;)ex論 ex去(･iL?,A,,
(e/2)･eXP(-ip/2-ir/2)(e/2)･eXP(+iP/2-ir/2-＼1.1ノ

_
(251

とと8.ことにす る. ただし (8･甲,r)は Euler角で β,甲が Rspln の
. 〟

方向を与え γが spin軸のまわ りの回転角にあたる｡ (25)杏 ,ハ ミjVトニア

ン (22)に対する波動方程式に代入す ると,次式がえられ る｡

綾 aて1∂al/∂七 十 i∂軍務 も- ∂S/atI

- - (早/2m.う△ (fi十 iSl- (1/2m日 ▽ (R +isli2

+i(e/rTiC)A･▽ ほ +iSl
′ヽ

寸 i7日 e/2ITiC)divA+ (e>2 m｡2)息2

･ e¢ ｣ 竺/2mc)a7㌦ aEIHz･a2悔 - ･野 上(24･a)

~1∂a2/at + i∂R/at -∂S/at沌 a2

-(上式の第 6項 まで と等 しい部分)

- (eTi/2mc)By (a.1(Hx･ iHy ト a,Lfz i ･ (24心

(24･8,&I))の右辺第 6項迄は互いに等し く,かつ一前節で既に処聾 した項だけ

である｡

また,スピノルの成分に開す る項 は,A,Sとは別個に両辺o)対応する項 を

等置す ることにす る｡その際,･(24)のままではスピンと磁場 との相互 作用に

由来す るカの項は脱落 してしま うことが明らかである (このことは,W.･K.ち.
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竹 山 尚賢

法適用に際 して古 くから指摘 されている)O この欠陥を回避す る為にハ ミ/Vt

ニアン (22′) と (22)とを折中す る｡

すなわち,全 く形式的に

H - (1/2m)十言- (e/C)A〉2+ e¢
己≡≡コ

～ (671/2mC)(完 ･fi) + (en/2mc)(S･鋸

- (e71/2-InC･) (0酎 (251

ととり,下に波線を付 した部分を,スピノブレ成分a:)関与す る部分 として取扱 っ

ていけはよい｡ (24･a&t)に,この点を考慮してえられ る式を次に示すo

m∂V/at - m言 - mv･▽音 十 m=･･▽言

→

==∃
+ (Tl/2)△u, (26･a)

m ∂?/at--m▽(Ⅴ･u- (A/2-graa且ivV, (2,6･b)

ー→ _Jh →

ただ し,

言 -(e/m目 蓋+C~1(音×削 ‡

+ .(eTh/2m2C)▽ ｢言･H ),
I

これ らと同時に .

i ∂al/∂t ニ ー (eTi/2mcH alHz+a2(Hx- iHyH

+ (671/2mc)alr;.那 ,

i∂a,2/at ニ ー(eB/2m｡)ia-1(Hx+拍 y- a2Hz‡

+ (響/2mC1a2(て･誼)

(26･aI)

(26･C･1)

(26･C･2)

の連立式が ス ピンの存在に対応 して成立す ることになる｡ (26･C･1& 2)は ,

すでに山蛤氏が示 しておられ るように2,)これ らとして一応の物理的意義があ り

(ハ ミル トニアン (25)の人為的細工に もかかわらず),
→ ･･････事

d(7ls/2)/at - - (eR/2mc日 SX即

と正確 に対応す る

-74･-
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aO/dt- (e/mc川 平

ap/atニ ー (e/mcH fo cose.ce

に加えて,

ar/dt- - (ap/dt) cos0

- (e/mc) He co℃e

ブラウン運動論と量子力学 川 )

(27′)

(27〝)

を与え,最後の式は qspin"が決 して古典的 Spirlning に当るものや はない

ことを示すもので あ る (●/a_r--ap cose)O

ただし,

Hp = 博 l sin eo sin-(甲O- 管)I

flo- 1勘 卜 cos8o sine+sinβo cos O Cos (甲.一 甲)ト

であ り,fiの方向に関す る 餌 ler角を (Oo,90)とした o

要す るに Palヰ 1電子に対しては,

¢)- (sljinor)× exp (fi/Fl)exIC,(iS/A)

と2成分''-L,波動顔数を とることによ り, spinを分離 して 阜らえ?つ,J依然

(26･a′)が 自然に導かれ,それを外力と釣合 う加速度 として (26･a& t･)が

成立す ることがいえよ うo ただ し,非相対論 a)わ く内では,ブラウン運動論的

描像はス ピンに対 して全 く無力である｡･

今回は後向きaj姿勢を覚悟 して ,"力"a)問題をめ ぐって当然ふれ るべ きこ

とにふれた懲 りで ある｡
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