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量子ジヤンプ符号の構成法について*
(Constructions of Quantum Jump Codes)

愛知県立大学 情報科学部 城本啓介 (Keisuke Shiromoto)
Department of Information Systems

Aichi Prefectural University

1 Introduction
本稿では、 $\mathcal{H}=\mathbb{C}^{2}$ を 2次元複素ヒルベルト空間とし、 $\mathcal{H}_{\mathfrak{n}}=\mathcal{H}^{\Phi \mathfrak{n}}=\mathcal{H}\emptyset\cdots\otimes \mathcal{H}$ を $\mathbb{C}$ 上の $2^{n}$ 次

元空間とする。 $\mathcal{H}$ の要素は、ケットベクトル $|\psi\rangle$ で表し、その双対空間の要素はブラベクトル \langle $\psi|$ で

表凱 さらに、 $\mathcal{H}=\mathbb{C}^{2}$ の正規直交基底の状態を $|0\rangle$ $=(\begin{array}{l}10\end{array})$ と $|1\rangle$ $=(\begin{array}{l}01\end{array})$ で表すこととす翫

従って、 $\mathcal{H}$ の任意の状態は

$|\psi\rangle=\alpha|0)+\beta|1\rangle$ , $|\alpha|^{2}+|\beta|^{2}=1$ , $\alpha,\beta\in \mathbb{C}$ ,

で与えられ、 これをキューピットと呼ぶことにする。 $\mathcal{H}_{\mathfrak{n}}$ の任意の $n$個の $*$ューピット系に関しては、
正規直交基底の要素は $|b\rangle$ $=|b_{1}b_{2}\cdots b_{n}\rangle$ $=|b_{1}$ ) $\otimes\cdots\otimes|b_{n}\rangle$ で与えられる。 ただし、 $b_{t}\in\{0,1\}$ であ
る。 ゆえに、任意の $n$ キューピット状態は

$| \psi\rangle=\sum_{x\in\{0,1\}^{n}}\alpha ae|x\rangle$
,

$a \sum_{e\in\{0,1\}^{n}}|\alpha ae|^{2}=1$
, $\alpha ae\in \mathbb{C}$

で表されることになる。
一般に量子情報理論においては、状態の変化は線形作用素 $A:\mathcal{H}arrow \mathcal{H}$ で表現することができる。

誤りもまた環境による状態の変化として認識される。 文献 $[5, 11]$ において導入された量子誤り訂正
符号に関しては、誤りはパウリ作用素と呼ばれるもので生成されるものであるとされている。 ここ

で、 パウリ作用素 (特に行列表現では) は、

$I=(\begin{array}{ll}1 00 1\end{array})$ $X=(\begin{array}{ll}0 11 0\end{array})$ $Y=(\begin{array}{l}\text{ノ_{}0}-ii0\end{array})$ $Z=(\begin{array}{l}100-1\end{array})$

である。 さらにその後、文献 $[6, 7]$ においては、上記の量子誤り訂正符号に関する有限幾何や 4元体
上の自己直交符号を用いた構成法の提案等がなされた。
その後、文献 [9] において以下のように任意の誤りモデルに対する量子誤り訂正符号が定義された。

本研究は神保雅一氏との共同研究の一部である。
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定理 1正規直交基底 $\{|C|\rangle : i=1, \ldots K\}$ をもつ部分空間 $C\leq \mathcal{H}_{n}$ が誤り作用素の集合 $\mathcal{E}=\{A_{i}$ :
$i=1,$ $\ldots K$} に対する量子誤り訂正符号であるための必要十分条件とは、 以下の 2つの条件が成立
することである。

(i) 任意の $i\neq j$ と $k,$ $\ell$ に対して $\langle\alpha|A_{k}^{\dagger}A_{\ell}|c_{j}\rangle=0$が成立。
$(\ddot{u})$ 任意の $i,j$ と $k,$ $\ell$ に対して \langle 果 $|A_{k}^{\dagger}A_{\ell}|q\rangle$ $=\langle c_{j}|A_{k}^{\dagger}A_{\ell}|Cj\rangle$ が成立。

以後、上記の定義をみたすような様々な誤りモデルに関する量子誤り訂正符号の研究が推進されて
いる。

本稿においては、Alber ら (文献 [1]) によって導入された量子ジャンプ誤り対する量子誤り訂正
符号の一種である量子ジャンプ符号の構成法に関して、組合せ論との接点を中心に記述する (文献
[2, 4, 8] 等も参照)。

2 Quantum Jump Codes
量子ジャンプに関しては、様々な量子力学的意味が存在するが、本稿では詳細は割愛させていただ

き、 一つのキューピットに対する量子ジャンプは、 次の作用素で表現されるものとする。

$A=|0)(1|=(\begin{array}{ll}0 10 0\end{array})$ .
従ってこの作用素により、任意の状態 $|\psi$) $=\alpha|0\rangle$ $+\beta|1\rangle$ は状態 $|0\rangle$ へ変化する。 $n$ キューピット系に
おいては、 $i$ 番目の $*z$ーピットにのみこのエラーが起きたとすると、誤り作用素は以下の行列で表
現できる。

$J_{i}=I\otimes\cdots\otimes A\otimes I\otimes\cdots\otimes I$

さらに ‘ $E=\{x_{1}, x_{2}, . . . , x.\}\subseteq V=\{1,2, \ldots n\}$ に対して、 $E$ に対応した倶り作用素を

$J_{B}=J_{x}$. $\cdot\ldots\cdot J_{x_{2}}\cdot J_{x_{1}}$

と定める。 そこで、量子ジャンプ符号を次のように定義する。
定膿 2任意の自然数 $n$ と $t\leq n$ に対して、 $\mathcal{E}=\{J_{B} : E\subseteq V, |E|\leq t\}$ とする。 正規直交基底
{|果\rangle : $i=1,$ $\ldots K$ } をもつ部分空間 $C\leq \mathcal{H}_{n}l^{\dot{a}}t$-量子ジャンプ符号とは、以下の 2つの条件が成立
することである。

(i) 任意の $i\neq j$ と $J_{B}\in \mathcal{E}$ に対して $\langle c:|J_{B}^{1}J_{B}|c_{j}\rangle=0$ が成立。
$(\ddot{u})$ 任意の $i,j$ と $J_{B}\in \mathcal{E}$ に対して ( $c_{1}|J_{B}^{1}J_{B}|q\rangle$ $=\langle c_{j}|J_{B}^{1}J_{B}|c_{j}\rangle$ が成立 Q

また、 上記の定義における条件 (i),(ii) を定理 1の条件と比較することにより、 量子ジャンプ符号が
量子娯り訂正符号の一つのクラスであることが容易に分かる。
簡単な例としては、 $C\leq \mathcal{H}_{4}$ を正規直交基底

$\{\frac{1}{\sqrt{2}}(|1100\rangle+|0011\rangle), \frac{1}{\sqrt{2}}(|1010\rangle+|0101\rangle), \frac{1}{\sqrt{2}}(|1001\rangle+|0110\rangle)\}$

を持つ 3次元部分空間とする。 このとき、 $\mathcal{E}=$ { $J_{l},$ $J_{1},$ $J_{2}$ , J3, $J_{4}$ } であることから、 これらの誤り作
用素に関して条件 (i),(ii) をチエックすると $C$ が 14子ジャンプ符号の一つであることがわかる。
本研究の目的としては、組合せ論の諸分野と上記の符号との関連性を研究し、様々な量子ジャンプ

符号の構成法を提案することである。
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3 Quantum Jump Codes and Combinatorial Structures
論文 [4] において、 Beth らは量子ジャンプ符号と組合せデザインのあるクラスとの関連性を以下の
ように指摘している。
集合 $V=\{1,2, \ldots v\}$ に対して、 $\mathcal{B}$ を $V$ の $k$ 点部分集合の一つの族とする。 このとき、 以下の組

合せ構造を新たに定義する。

定義 3 $v>k>t$ とし、 $l$ を非負整数とする。 (V, $\mathcal{B}$) が $t$ -sPontaneous emission error design (以下、

t-SEED$(v, k;l)$ と言うことにする) であるとは、 $B$ の分割 $gt^{1)},$
$\ldots$ , $\epsilon^{(l)}$ が存在し、 任意の $s$ 点部分

集合 $T\subset V$ に対して

$\frac{|\{B\in \mathcal{B}^{t^{1)}}:T\subset B\}|}{|\mathcal{B}^{(1)}|}=\lambda(T)$

を満たすことである。 ここで、 $0\leq\epsilon\leq t$ とする。

前述の論文においては、 t-SEED$(v, k;l)$ が存在すれば、

$| q\rangle=\frac{1}{\sqrt{|\mathcal{B}^{(:)}|}}\sum_{B\in l(i)}|vec(B)),$ $i=1,$ $\ldots,l$

を正規直交基底とするか量子ジャンプ符号が存在することが示されている。 ここで、 $vec(B)$ は $i\in B$

ならば第 $i$ 成分が 1であり、それ以外は $0$ であるような incidence vector を表す。
従って、様々なパラメータを持つ t-SEED の構成を本研究の目的とする。現在までのところ、t-SEED
の構成法としては l.large set からの構成法 2. 直交配列からの構成法 3. 7フィン幾何からの構成法
4.線形符号からの構成法等が考えられる。本稿においては、特に線形符号からの構成法に焦点を絞り
概要を記述する。

3.1 3-SEEDs from Linear Codes

以下、 $C$ を $b_{\dot{i}}$ary $[n, k, d]$ code とする。任意の符号語 $x=$ $(x_{1}, x_{2}, \ldots , x_{n})\in C$ に対して、

$supp(x)=\{i : x_{i}\neq 0\}$

とする。 さらに、 $w\leq n$ に対して、

$S_{w}=S_{w}(C)=\{supp(x) : |supp(x)|=w, ae\in C\}$

とする Q ここで、 $Aut(C)$ を $C$ の自己同型群とすると、以下の命題が成立する。

働題 4 $G=Aut(C)$ が t-homogeneous であれば、各 $S_{w}(\neq\emptyset)$ は t-SEED$(n,w;l)$ を構成する。 この

場合、
$S_{w}=O_{w_{1}}\cup \mathcal{O}_{w_{l}}\cup\cdots O_{w\ell}$

であり、 各 $O_{w_{j}}$ は $S_{w}$ の $G$-軌道を表す。 ここで、 $w\geq t$ とする。

上記の命題をいくつかの線形符号に適応し、計算ソフト Magma による計算を行った結果、以下の
表に記載された 3-SEED が得られた。
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以上をまとめると次のようになる。

系 5 $(w,\ell)=(8,3),$ $(10,24),$ $(12,52),$ $(14,90),$ $(1\bm{6},132)$ に対して、 3-SEED$(32,w;\ell)$ が存在する。 ま
た、 3-SEED$(48,12;3)$ と 3-SEED$(48,16;19)$ が存在する。

3.2 5-SEEDs from Linear codes
$\mathcal{G}_{24}$ を

を生成行列として持つ binary extended Golay [24, 12, 8] code とする。 このとき、置換 $(1, 2, \ldots 11)$

と $(1, 13)(2,14)$ $\cdots(11,23)$ の積で生成される巡回群を $H(\subset S_{24})$ とすると、任意の $\sigma,$ $\tau\in H,$ $\sigma\neq r$

に対して、 $S_{8}^{\sigma}\cap S_{8}^{r}=\emptyset$ であることから、 $V=\{1,2, \ldots 24\}$ と

$\mathcal{B}=\cup S_{l}^{\sigma}$

$\sigma\in H$

とする。 このとき、 以下の結果を得る。

働煽 6(V, $\mathcal{B}$) は昏 SEED$(24,8;22)$ である。

なお、本講演後、原田昌晃氏や新谷誠氏らからご指摘いただいたことであるが、上記の結果は論文
$[3, 10]$ などで研究されている互いに disjoint であるようなシュタイナー系 $S(5,8,24)$ を出来るだけ
多く見つけるといった問題と重なっており、 その趣旨のもとで結果を書き直すと以下のようになる。

系 7少なくとも 22個の互いに disjoint であるような $\backslash /$ュ
$\backslash$

タイナー系 $S(5,8,24)$ が存在する。
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