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Choquet積分によって定義されるノルムについて

桐朋学園, 早稲田大学・産業経営研 成川康男 (Yasuo NARUKAWA)

Toho Gakuen, The Institute for Research in Business Administration Waseda University

1 はじめに

非加法的集合関数はその研究分野により様々な名前で呼ばれてきた。たとえば, ファジィ

測度 [26], 協力ゲーム $[2, 20]$ , 容量 (Capacity) [4], 非加法的主観確率 [23] などである。 こ

こでは, Denneberg [7] のモノグラフに従い, 非加法的測度と呼ぷことにする。

Choquet[4] は、ポテンシャル論の枠組みの中で、容量 (Capacity) を研究し、その定義

域を連続関数にまで拡張した汎関数を考察した。これを一般的な非加法的集合関数に関す

る積分と捉えたのは、 Schmeidler[23] や室伏ら [12] である。以来、非加法的集合関数に関

する Choquet積分は、非線形効用理論 [8, 22, 24] などの意思決定の分野において中心的な

役割を果たしている。また、ゲーム理論の文脈では、 Choquet積分は協力ゲームの連続化

[5] として捉えられ研究がされている。さらに、離散凸解析 $[16, 17]$ では submodular (集

合) 関数 [9] が重要な役割を果たし、Choquet積分は L. Loviz拡張 [11] と呼ばれている。

非加法的測度 $\mu$に関する Choquet積分は単調で共単調加法的な汎関数として捉えること

が出来る [7, 18, 23]. また、非加法的測度 $\mu$に連続性を仮定すると、単調収束定理やEgorov

の定理など極限に関する定理が成り立つことが知られている $[1, 15]$。また、$\mu$が submodular

のとき、積分は subadditiveであることは劣加法性定理 (Subadditivity Thmrem) として、

良く知られている $[4, 7]$。

本稿では、関数解析に用いられる、いくつかの基本的な不等式と Choquet積分の関係

について論じ、 $\mu$が submodularのとき、Choquet積分により定義されるノルム空間と $\mathcal{L}_{p}$
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空間などとの比較を行う。

2 Preliminaries

2.1 非加法的測度と Choquet積分

以下では、 $X$ を全体集合とし、 $\mathcal{B}$ は $2^{X}$ の部分集合で $\emptyset\in \mathcal{B}$ であるものとする。通常 $B$ は

$\sigma$-algebra とするが、そうである必要はないものも多い。 $\mathcal{B}$の要素を可測集合という。

定義 2.1. 非加法的測度 $\mu$ は実数値集合関数 $\mu:\mathcal{B}arrow[0,1]$ で以下の性質を満たすもの

とする。

(1) $\mu(\emptyset)=0,\mu(X)=1$

(2) $A\subset B,$ $A,B\in \mathcal{B}$ であるとき、 $\mu(A)\leq\mu(B)$ .

$\mu$ が下から連続とは、可測関数の増加列 $\{A_{n}\}$ に対して、

$\mu(\lim_{narrow\infty}A_{\mathfrak{n}})=\lim_{narrow\infty}\mu(A_{n})$

が成り立つことを言う。

定麓 22. $\mu$ は (X, $\mathcal{B}$) 上の非加法的測度とする。

(1) $\mu$ が null-additive とは、 $A,B\in \mathcal{B},$ $A\cap B=\emptyset,$ $\mu(B)=0$ であるときに

$\mu(A\cup B)=\mu(A)$

が成り立つときをいう.

(2) $\mu$ が submodular とは

$\mu(A)+\mu(B)\geq\mu(A\cup B)+\mu(A\cap B)$

が成り立つときをいう.
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(3) $\mu$ が supermodular とは

$\mu(A)+\mu(B)\leq\mu(A\cup B)+\mu(A\cap B)$

が成り立つときをいう.

$\mu$ が submodular であるならば null additive であることは明らかである。

非負可測関数の集合を $\mathcal{M}^{+}$ とおく.

定義 2.3. $[4, 7]$ $\mu$ は $(X, \mathcal{B})$上の非加法的測度とする。

$f\in \mathcal{M}^{+}$ の $\mu$ に関する Choquet積分は以下の式で定義される。

$(C) \int fd\mu=\int_{0}^{\infty}\mu_{f}(r)dr$ ,

ここで、 $\mu_{f}(r)=\mu(\{x|f(x)\geq r\})$ である。

この積分と同様の発想は 1925年に既に Vitali [27] が発表している。また、 K\"onig の

Horizontal integral [10] も同じものである。

任意の $f$ に対して単関数の列 $f_{n}(x)= \sum_{:=1}^{m}a_{nt}1_{A_{ni}},$ $a_{n}:\geq 0,$ $A_{\mathfrak{n}1}\supset\cdots\supset A_{nm},$ $f_{\mathfrak{n}}\uparrow f$

を用いて Choquet積分は

$(C) \int fd\mu=\lim_{narrow\infty}\int f_{n}d\mu$

と定義することもできる。

定義 2.4. [6] $f$ と $g$ は非負可測関数 $(f,g\in \mathcal{M}^{+})$ とする。 $f$ と $g$ が共単調 (comono-

tonic) であるとは、

$f(x)<f(x’)\Rightarrow g(x)\leq g(x’)$ for $x,$ $x’\in X$

が成り立つことをいう。

以下が Choquet積分の最も基本的な性質である。
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定理 2.5. [7] $f,$ $g\in \mathcal{M}^{+}$ とする. $f$ と $g$ が共単調であるとき、

$(C) \int(f+g)d\mu=(C)\int fd\mu+(C)\int gd\mu$.

が成り立つ。

上記の Choquet積分の性質のことを共単調加法性という。

また、非加法的測度 $\mu$ に制限を加えたとき、以下の基本的な定理が成り立つ。

定理 2.6. [4, 7, 21] $\mu$ は (X, $B$)上の非加法的測度で $f,g\in \mathcal{M}^{+}$ とする。

(1) もし $\mu$ が submodularであるなら、

$(C) \int(f+g)d\mu\leq(C)\int fd\mu+(C)\int gd\mu$

が成り立つ。

(2) もし $\mu$ が supermodular であるなら、

$(C) \int(f+g)d\mu\geq(C)\int fd\mu+(C)\int gd\mu$

が成り立つ。

2.2 Null set

ここでは、 [13] に従い、 null set を定義し、その基本的な性質を紹介する。

定麓 2.7. $\mu$ は (X, $\mathcal{B}$)上の非加法的測度とする。 $N\in B$が $\mu$ に関する null set であるとは

全ての $A\in \mathcal{B}$ に対して $\mu(A\cup N)=\mu(A)$ が成り立つときをいう。

禽題 2.8. $\mu$ は (X, $\mathcal{B}$) 上の非加法的測度とする。

(1) $N_{1},$ $N_{2}$ が $\mu$ に関する null set ならば $N_{1}\cup N_{2}$ が $\mu$ に関する null set
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(2) $\mu$ が下から連続 $N_{1},$ $N_{2},$
$\ldots$ が $\mu$ に関する null set ならば $\bigcup_{n\in N}N_{n}$ が $\mu$ に関する null

set

(3) $\mu$が null additive $\mu(A)=0,$ $A\in \mathcal{B}$ ならば $A$ は $\mu$ に関する null set

定義 2.9. $\mu$ は (X, $\mathcal{B}$) 上の非加法的測度とし、 $P(x)$ を $x\in X$ の命題とする。

$\mu$ に関する null set $N$ が存在し、 $P(x)$ が $x\in N^{c}$ で真であるとき $P(x)a.e$ . とかく。

定理 2.10. $\mu$ は (X, $\mathcal{B}$) 上の非加法的測度であるとする。

$N$ が $\mu$ に関する null set であるための必要十分条件は $f(x)=g(x)x\in N^{c}$ である

$f,$ $g\in \mathcal{M}^{+}$ に対して $(C) \int fd\mu=(C)\int gd\mu$ が成り立つことである o

このことより、通常の測度論と同じように以下の命題が成り立つ。

命題 211. $\mu$ は (X, $\mathcal{B}$) 上の非加法的測度であるとする。

(1) $f=ga.e$. $\Leftrightarrow(C)\int fd\mu=(C)\int gd\mu$

(2) $(C) \int fd\mu=0\Leftrightarrow f=0a.e$ .

(3) $f=ga.e$. and $g=ha.e$ . $\Rightarrow f=ha.e$ .

3 不等式

始めに凸関数の定義を確認しておく。

定義 3.1. $\varphi$ を閉区間 [$c$ ,司上の実数値関数とする。関数 $\varphi$ が凸 (convex) であるとは、

$x,y\in[c, d],$ $0$. $<\lambda<1$ に対して $\varphi(\lambda x+(1-\lambda)y)\leq\lambda\varphi(x)+(1-\lambda)\varphi(y)$ が成り

立つときをいう。関数 $\varphi$ が凹 (concave) であるとは $x,y\in[c, d],$ $0<\lambda<1$ に対して

$\varphi(\lambda x+(1-\lambda)y)\geq\lambda\varphi(x)+(1-\lambda)\varphi(y)$ が成り立つときをいう o
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閉区間上の実数値関数 $\varphi$が凸で連続であるとする。ここで、 $a,$ $f\in \mathcal{M}^{+},$ $A:=(C) \int ad\mu$

とする。 このとき、 $a_{n}\uparrow a,$ $f_{n}\uparrow f$ となる単関数の列 $a_{n},$ $f_{n}$ について $a_{n}f_{n}= \sum_{:=1}^{m}f_{n}:a_{\mathfrak{n}i}1_{A_{ni}}$ ,

$A_{n1}\supset\cdots\supset A_{nm},$ $f_{n:}\geq 0,$ $a_{ni}\geq 0$ とあらわすことができて、

$\varphi((C)\int\frac{a_{n}f_{n}}{A_{\mathfrak{n}}}d\mu)=\varphi((C)\int\sum_{i=1}^{m}f_{n1}\frac{a_{ni}1_{A_{n1}}}{A_{n}})d\mu$

$= \varphi(\sum_{i=1}^{m}f_{n1}\frac{a_{ni}}{A_{n}}\mu(A_{ni}))$

$\leq\sum_{i=1}^{m}\varphi(f_{n1})\frac{a_{ni}}{A_{n}}\mu(A_{ni})$

$narrow\infty$ として

$\varphi((C)\int af/Ad\mu)\leq(C)\int\varphi(f)ad\mu/A$

となる。 これより、以下の定理が成り立つ。

定理 3.2. $\mu$ は (X, $\mathcal{B}$)上の非加法的測度であるとし、

$a,f\in \mathcal{M}^{+},$ $A:=(C) \int ad\mu$ とする。

(1) $\varphi$ が convexであるとき、

$\varphi((C)\int(af/A)d\mu)\leq((C)\int\varphi(f)a/Ad\mu)$ .

(2) $\varphi$ が concave であるとき

$(C) \int\varphi(f)a/Ad\mu\leq\varphi((C)\int fa/Ad\mu)$ .

上記の定理は $\mu(X)=1$ でなくても成立するが、 $\mu(X)=1$ のときは下記の系も成り

立つ。

系 3.3. $\mu$ は (X, $\mathcal{B}$) 上の非加法的測度で $\mu(X)=1$ とする。
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(1) $\varphi$ が convexであるとき、

$(C) \int\varphi(f)d\mu\geq\varphi((C)\int fd\mu)$ .

(2) $\varphi$ が concave であるとき

$(C) \int\varphi(f)d\mu\leq\varphi((C)\int fd\mu)$ .

ここで $\varphi:[0,1]arrow[0,1]$ は単調であるものとする。 このとき、上の定理を当てはめて

$\int_{0}^{1}\varphi(\mu(\{x|f(x)\geq a\}))da\geq\varphi(\int_{0}^{1}(\mu(\{x|f(x)\geq a\}))da)$.

よって、次の不等式が得られる。

定理 3.4. $\mu$ は (X, $\mathcal{B}$ )上の非加法的測度とする。

(1) もし凸関数 $\varphi:[0,1]arrow[0,1]$ が非減少で $\varphi(0)=0,$ $\varphi(1)=1$ をみたすとすると、

$(C) \int fd(\varphi\circ\mu)\geq\varphi((C)\int fd\mu)$ .

(2) もし凹関数 $\varphi$ : $[0,1]arrow[0,1]$ が非減少で $\varphi(0)=0,$ $\varphi(1)=1$ をみたすとすると、

$(C) \int fd(\varphi 0\mu)\leq\varphi((C)\int fd\mu)$ .

定理 32の応用として, $P\geq 1,$ $q\geq 1,1/p+1/q=1,$ $\varphi(x)=x^{p}$ とすると,

$\frac{1}{A^{p}}(C)\int had\mu\leq\frac{1}{A}(C)\int h^{p}ad\mu$

ここで ‘ $a=g^{q},$ $h=fg^{q/p}$ とすると、下の H\"older の不等式が成り立つ。

$(C) \int fgd\mu\leq((C)\int f^{p}d\mu)^{1/p}((C)\int g^{q}d\mu)^{1/q}$

H\"older の不等式は $\mu$が submodularでなくても成り立つがMinkowskiの不等式は $\mu$が

submodularであることが必要である。
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定理 3.5. $\mu$ は (X, $\mathcal{B}$) 上の非加法的測度で、 $p,$ $q$ は $P\geq 1,$ $q\geq 1,1/p+1/q=1$ をみたす

ものとする。 このとき、次の不等式が成り立つ。

(1) $(C) \int$ $fgdp \leq((C)\int ffd\mu)^{1/p}((C)\int g^{q}d\mu)^{1/q}$

(2) $\mu$が submodular であるとき、

$(C) \int(f+g)^{p}d\mu\leq((C)\int fd\mu)^{1/p}+((C)\int g^{p}d\mu)^{1/p}$

4 Choquet 積分によって定薦きれるノルム

$\mu$ は (X, $\mathcal{B}$) 上の非加法的測度で、 $C_{p}(\mu):=\{f\in \mathcal{M}|(C)\int|f|^{p}d\mu<\infty\}$ とおく。 $f\sim_{a.\epsilon}$. $g$

を $f=g$ a.e. で定義すると $\sim_{a.\epsilon}$ . は同値関係で, $C_{p}(\mu)=C_{p}(\mu)/\sim_{a.c}$. とおける。

$\mu$ が submodularであるとき、 $P\geq 1,$ $||f||_{\mu,p}$ $:=((C) \int|f|^{p}d\mu)^{1/p}$ とおく。

ここで、 $\{f_{n}\}\subset C_{p}(\mu)$ が $\sum_{\mathfrak{n}=1}^{\infty}||f_{n}||_{\mu,p}<\infty$ を満たすとする。 $\mu$ が下から連続である

とすると、

$((C) \int\lim_{karrow\infty}(\sum_{\mathfrak{n}=1}^{k}|f_{n}|)^{p}d\mu)^{1/p}=\lim_{karrow\infty}((C)\int(\sum_{n=1}^{k}|f_{n}|)^{p}d\mu)^{1/p}=\sum_{n=1}^{\infty}||f_{n}||_{\mu p}<\infty$

より、 $\sum_{n=1}^{\infty}|f_{\mathfrak{n}}|<\infty$ a.e., よって, $| \sum_{m-1}^{\infty}f_{n}|<\infty$ は a.e. で存在する o また ‘

$(C) \int|\sum_{n=1}^{\infty}f_{n}|^{p}d\mu\leq(C)\int(\sum_{\mathfrak{n}=1}^{\infty}|f_{n}|)^{p}d\mu<$ 科科

より、 $\sum_{n=1}^{\infty}f_{n}\in C_{p}(\mu)$ である。 したがって、以下の定理が成り立つ。

定理 4.1. $\mu$ が submodularで下から連続であるとき、 $C_{p}(\mu)$ は完備距離空間.

$\lambda$ を (X, $\mathcal{B}$) 上の (通常の)測度とすると、 $\wedge=C_{p}(\lambda)$ である。

以下で $\lambda(X)=1$ を仮定する。 (X, $B$)上の非加法的測度 $\mu$ が distorted probability で

あるとは, 非減少関数 $\varphi$ : $[0,1]arrow[0,1]$ が存在して $\mu=\varphi\circ\lambda$ であることをいう。非加法

的測度が distorted probability であるための必要十分条件は [19] にある. 以下の命題は、

定義より明らかである。
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命題 42. [21] $\lambda$ を (X, $\mathcal{B}$) 上の (通常の) 測度とし、 $\varphi:[0,1]arrow[0,1]$ を $\varphi(0)=0,$ $\varphi(1)=1$

を満たす単調関数とする。

(1) $\varphi$ が凸であるならば, $\varphi\circ\lambda$ は supermodularである.

(2) $\varphi$ が凹であるならば $\varphi\circ\lambda$ は submodularである.

上の命題と劣加法性定理 26を用いて次の命題が成り立つ。

命題 4.3. $\lambda$ は (X, $\mathcal{B}$ ) 上の確率測度で $\varphi$ : $[0,1]arrow[0,1]$ は $\varphi(0)=0,$ $\varphi(1)=1$ を満たし

単調で凹とする。 このとき、

$(C) \int(f+g)d(\varphi\circ\lambda)\leq(C)\int fd(\varphi\circ\lambda)+(C)\int gd(\varphi\circ\lambda)$ .

$\varphi:[0,1]arrow[0,1]$ が $\varphi(0)=0,$ $\varphi(1)=1$ を満たし単調で凹とする。このとき $\mathcal{M}$ 上のノ

ルム $||\cdot||_{\varphi,p}$ を

$||f||_{\varphi,p}$ $:=((C) \int|f|^{p}d(\varphi\circ\lambda))^{1/p}$

で定義することができる。

このとき、定理 4.1より $C_{p}(\varphi\circ\lambda)$ は完備距離空間である。 ここで、 $||f||_{p}$ を通常の $\mathcal{L}_{p}$

ノルムとする。
.

$f\in \mathcal{M}^{+}$ とすると、単関数の列 $\{f_{\mathfrak{n}}\}$ で $f_{n}\uparrow f$ となるものが存在する。 こ

のとき、

$f_{n}$ $:= \sum_{i=1}^{k_{n}}a_{1}^{(n)}1_{A_{i}^{(n)}}$

for $a_{j}^{(n)}\geq 0,i=1,2,$ $\ldots k_{\mathfrak{n}},$ $A_{1}^{(\mathfrak{n})}\subset A_{2}^{(\mathfrak{n})}\subset\cdots\subset A_{k_{n}}^{(n)}$ とかける。
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Minkowski の不等式と $\{1_{A!^{\mathfrak{n})}}\}i=1,2,$ $\ldots k_{n}$ の共単調性から

$||f_{n}||_{p} \leq\sum_{i=1}^{k_{n}}||a_{i}^{(n)}1_{A_{*}^{\langle n)}}.||_{p}$

$= \sum_{i=1}^{k_{n}}(\int.p(n)1$

$= \sum_{i=1}^{k_{\mathfrak{n}}}(\int.p.$
.

$= \sum_{:=1}^{k_{n}}a_{i}^{(n)}\lambda(A_{1}^{(n)})^{1/p}=\sum_{2=1}^{k_{n}}(C)\int a_{1}^{(n)}1_{A_{i}^{(\mathfrak{n})}}d\lambda^{\frac{1}{p}}$

$=(o) \int p$

$f_{n}\uparrow f$であるから、以下の定理を得る。

定理 4.4. $P\geq 1$ に対して $\varphi(x):=x^{1/p}$ とすると $||f||_{p}\leq||f||_{\varphi,1}$ .

定理 3.4を応用して以下の系が得られる。

系 4.5. $P\geq 1$ のとき

$(C) \int f^{p}d\sqrt{\lambda}\leq||f||_{p}\leq(C)\int fd\sqrt{\lambda}$.

$||f||_{\varphi,1}<\infty\Rightarrow||f||_{p}<\infty$ であるから以下の系が成り立つ。

系 4.6. $P\geq 1$ に対して $\varphi(x):=x^{1/p}$ とすると $C_{\varphi,1}\subset \mathcal{L}_{p}$ .

例 1.

$p=2$のとき, $\mathcal{L}_{2}$ ノルムは標準偏差 $\sigma$ であり、

$(C) \int f^{2}d\sqrt{\lambda}\leq\sigma_{\lambda}(f)\leq(C)\int fd\sqrt{\lambda}$

となる。
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(注) Choquet積分についての Jensen の不等式は Simonsen らによるもの [25] が最も古い

ようである。ただし [25] は有限集合でしか議論していない。また、Minkowskiの不等式と

距離空間の完備性については Denneberg[7] が一行だけであるが、 “通常の方法でできる”

と書いている。
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