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比例的遅れを持つ微分方程式に対する選点法

東邦大学理学部 石渡恵美子 (Emiko Ishiwata)

1 はじめに

ここではパンタグラフ方程式と呼ばれる比例的遅れを持つ微分方程式に対し、選点法
を用いた際の第 1区間での誤差の達成精度について言及する。

.

遅れのある関数微分方程式に対する漸近安定性を Fox 他 [9], Kato&McLeod[17] 等が
調べ始め、 $\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}[10],$ $\mathrm{I}_{\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{r}}1\mathrm{e}\mathrm{s}\ \mathrm{T}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{j}\acute{\mathrm{e}}\mathrm{k}\mathrm{i}[15]$ 等がパンタグラフ方程式 (由来は [9,10] 参照) と

名付けられた $y’(t)=ay(t)+by(qi)+cy’(pt)$ という比例的遅れのある中立型関数微
分方程式に対して研究している。遅れが無限加算個の場合、つまり $(5.1)_{\text{、}}(5.2)$ の場合は

$\mathrm{I}_{\mathrm{S}}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}\ \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{u}[11,12,13]$ 等の結果がある (関連するものとして [6,7,8,20] 等も参照) 。
これに対して有界な変数遅れを持つ非線形微分方程式について、 $\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}[2]$ は Gauss-

Legendre 点を選点にとって陰的 m-段階 Runge-Kutta 法を用いたときの刻み幅 $h$ に対す
る誤差は $O(h^{2m})$ となることを示し、定数遅れのある volterra 積分方程式に対しては、
Baddour&Brunner[l] 及び $\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}[4]$ が選点解 $u$ の誤差は選点によらず $O(h^{m})$ であるこ

とを示した。 しかしながら、選点を Gauss-Legendre 点にとれば、反復選点解 $u_{it}$ の誤差
が再び $O(h^{2m})$ となることがわかっている ( $\mathrm{B}1_{0}\mathrm{m}\ \mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}[3]$ も参照) 。

. $\cdot$

近年、 $\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}[5]$ は任意の複素数 $a,$
$b$ に対する比例的遅れのある微分方程式 (delay

differential equation; DDE)

$y’(t)=ay(t)+by(qt)$ , $y(\mathrm{O})=y_{0}.$
’ $0<q<1$ (1.1)

及び遅れのある Volterra 積分方程式 (delay Volterra integral equation; DVIE)

$y(t)=y_{0}+a \int_{0}^{t}y(s)ds+\frac{b}{q}\int_{0}^{qt}y(S)ds$, $y(\mathrm{O})=y_{0}$ , $0<q<1$ (12)

について、特に $a=0$ とおいた (4.1) 及び (4.2) 式に対して選点法を用いた際の、第 1区間
での分点 $t_{--}h$ の誤差の達成精度に関して次の結果を得ている。 $\overline{c}_{1},\overline{c}_{2},$ $\cdots$ , $\overline{c}_{m}$ を $\mathrm{D}\mathrm{D}\mathrm{E}$ に対
する選点、 $\hat{c}_{1},\hat{c}_{2},$ $\cdots$ , $\hat{c}_{m}$ を DVIE に対する反復選点解とするとき、 $v(t)=u_{i\iota()}t$ となる必

要十分条件は $q\overline{c}_{j}=\hat{c}j,$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $m$ であるが、 $\{\overline{c}_{j}\}$ が Gauss-Legendre 点で与えられ、
$q\in(0,1]$ に対し $\{\hat{c}_{j}\}=\{q\overline{c}_{j}\}$ となるときは、 $|v(h)-y(h)|=|u_{i\}(h)-y(h)|$ は高々 $O(h^{m+2})$

にしかならない。ただし、$m=2$ での選点解 $v(t)$ が $v(h)=R_{2,2}(h)(R_{2,2}(t)$ は $y(i)$ に対す
る $(2,2)- \mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{d}\text{\’{e}}$ 近似) を満たすとき、この場合、$|v(h)-y(h)|=o(h5)=O(h2m+1)$ となるが、

必要十分条件は $\overline{c}_{j}(q),$ $j=1,2$ が $M_{2}(t;q)=P_{2(2s}-1)+r_{1}(q)P_{1}(2_{S}-1),$ $r_{1}(q)= \frac{3(1-q)^{2}}{3-2q}$

の零点になることを見つけた。 ここで $P_{n}(t)$ は $n$ 次の Legendre 多項式である。
そこで彼は次の問題を提起した。それは $\mathrm{r}_{m}\geq 3$ のときに $[0,1]$ 区間で、選点解の点 $h$

における値 $v(h)$ が $y(h)$ の $(m, m)$ -Pad\’e 近似となる選点 $c_{i}=c_{i(}q$), $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ は存
在するのか? 存在するとき $|v(h)-y(h)|=O(h^{2+1}m)$ となるが、 $v(th),$ $t\in[0,1]$ の選点多
項式 $M_{m}(t;q)=K\mathrm{I}\mathrm{I}_{i=1}^{m}(t-c_{i})$ はどういうものか ? 」 ということである。
この [5] で H.Brunner が提起した問題に対して、本稿では 2節で Pade 近似と等しくな

る選点解と反復選点解の存在性を調べ、3節では選点解 $v(t)$ の選点多項式 $M_{m}(t)$ と反復
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選点解 $u_{it}(h)$ の選点多項式 $\hat{M}_{m}(t)$ に対し、 $v(t)=u_{it}(\iota)$ となる必要十分条件を具体的に
提示し、4節で具体的に H.Brunner の問題への解答を示した。 さらに 5節では、無限加算
個の遅れのある中立型関数微分方程式 (5.1) と Volterra 積分微分方程式 (5.2) に対して、3
節までの結果を拡張している (本稿の詳細は Takama 他 [20] 及び $\mathrm{I}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a}[16]$ を参照) 。

2 選点癬と Pade 近似

2.1 選点解

DDE(I.I) 及び DVIE(1.2) の解析解は $y(t)= \sum_{n=0}^{\infty}\psi n\iota^{n}$ で表される。ただし $\psi_{0}=$

$1,$
$\psi_{n}=\frac{\prod_{\mathrm{j}=1}^{n}(a+bq^{j-1})}{n!},$ $n=1,2,$ $\cdots$ である。
ここで第 1区間での近似誤差の達成精度に着目する。 区間 $[0,1]$ 内で選点解 $v(t)$ は、

$t=hc_{1},hC_{2},$ $\cdots$ , $hc_{m}$ 上で (1.1) を満たすとする。選点 $c_{1},c_{2},$ $\cdots$ , $c_{m}$ は $[0,1]$
.
内にあると

し、 $\tilde{v}(t)=v(ht),$ $t\in[0,1]$ とおいて、 $\tilde{v}(0)=1$ とすると

$\tilde{v}’(t)=hv’.(ht)=h(av(ht)+bv(qht))+KM_{m}(t)=h(a\tilde{v}(i)+b\tilde{v}(qt))+KM_{m}(t)$

となる。 ただし、 $K\neq 0$ は定数で、選点多項式は次のようになる。

$M_{m}(t)= \sum_{i=0}^{m}\frac{M_{m}^{(i)}(0)}{i!}t^{i}=\frac{M_{m}^{(m)}(0)}{m!}\prod_{j=1}^{m}(t-C_{j})$ , $M_{m}^{(m)}(0)\neq 0$

補題 2.1 十分/J|さい $h>0$ に対し、選点解 $v(t)$ が存在する。-ただし $v(ht)=\tilde{v}(t)=$

$\sum_{n=0}^{m}\frac{\tilde{v}^{(n)}(0)}{n!}t^{n},\tilde{v}(\mathrm{o})=1$ かっ

$K$ $=$ $- \frac{(a+b)(a+bq)\cdots(a+bq^{m})h^{m}+.1}{M_{m}(m)(\mathrm{o})+(a+bq^{m})M_{m}(m-1)(0)h+\cdots+(a+bq^{m})\cdot\cdot(a+bq)Mm(0)h^{m}}$

$\tilde{v}^{(n)}(0)$ $=$ $K\{$

.

$M_{m}^{\langle)}n-1(0)+h(a+bq^{n-})1M(n-m2)(0)+\cdots+h^{n-1}(a+bq^{n-1})\cdots(a+bq)M_{m}(0)\}$

$+h^{n}(a+bq)n-1(a+bqn-2)\cdots(a+bq)(a+b)$ , $n=1,2,$ $\cdots,$ $m$ .

定瑠 2.1 (1.1) の選点解 $v(i)$ に対して ‘ $v(h)= \frac{\Gamma_{0}+\mathrm{r}_{1}h+\Gamma_{2}h^{2}+\cdot.\cdot.\cdot.+\mathrm{r}mh^{m}}{\Lambda_{0}+\Lambda_{1}h+\Lambda 2h2++\Lambda_{m}hm}$ となり、

である。特に $a=0$ かつ $b\neq 0$ であれば、係数は次のようになる。

.
$\cdot$ $n–0,1,2,$ $\cdots m$

} ’
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補題 21及び定理 2.1の証明は [20] を参照のこと。 ., :
$\Lambda_{0}$ , $\Lambda_{1}$ , $\cdot$ . . , $\Lambda_{m}$ が見つかれば、 $\Gamma_{0},$ $\Gamma_{1},$ $\cdots$ , $\Gamma_{m}$ は次のように決定できる。

$=$ (2.1)

注意 21 定理 2.1は選点多項式 $M_{m}(t)$ が–度見つかれば、 (1.1) の選点解 $v(t)$ が簡単に
定まることを意味している。選点 $\{c_{i}\}_{i}^{m}=1$ が実数で $0\leq c_{1}<c_{2}<\cdots<c_{m}\leq 1$ という条
件は $M_{m}(t)$ に対して必ずしも成り立たない。 しかしながら、$a=0$ かつ $b\neq 0$ のときは

必ず成り立つ (定理 24参照) 。

例 21($a=0$ のときは [5] 参照) $m=1$ のとき $v(h)= \frac{M_{\iota}^{J}(0)+\{(a+b)M^{J}\mathrm{t}(0)+(a+bq)M1(0)\}h}{M_{1}’(0)+(a+bq)M_{1}(0)h}$ であ

り、 $m=2$ のときは次のようになる。

v(ん) $=$ $[M_{2}’’( \mathrm{o})+\{(a+b)M’’(20)+(a+bq)2M_{2}’(0)\}h+\{\frac{(a+b)(a+bq)}{2}M_{2}^{\prime/}(0)$

$+(a+b)(a+bq^{2})M_{2’}(\mathrm{o})+(a+bq)(a+bq^{2})M2(0)\}h2]$

$/\{M_{2}’’(\mathrm{o})+(a+bq^{2})M_{2}’(0)h+(a+bq)(a+bq^{2})M2(0)h^{2}\}$ .

2.2 Pade 近似と解の存在性
$y(t)=\psi_{0}+\psi_{1}t+\psi_{2}t^{2}+\cdots$ の罧級数に対し、有理関数

$\frac{\gamma_{0}+\gamma_{1}l+\gamma_{2}t^{2}+\cdot.\cdot.\cdot.+\gamma_{m}l^{m}}{\lambda_{0}+\lambda_{1}\iota+\lambda_{2}t2++\lambda_{n}tn}$ (2.2)

が次式を満たすならば、

$(\lambda_{0}+\lambda_{1}t+\lambda_{2}t+2. .$. $+\lambda_{n}t^{n})(\psi_{0}+\psi_{1}t+\psi 2t^{2}+\cdots)-(\gamma_{0}+\gamma_{1}t+\gamma 2i^{2}+ \cdot..+\gamma_{m}.i^{m})$

$=\xi_{m+n+1}tm+n+1+\xi m+n+2t^{m++2}n+\cdots$

有理関数 (2.2) を $y(i)$ に対する $(m, n)$ -Pad\’e 近似と呼び、 $R_{m,n}(t)$ と表す。

補題 22 上記の $y(t)$ に対する $(m, m)$ -Pade’近似

$R_{m,m}(t)= \frac{\gamma_{0}+\gamma_{1}t+\gamma_{2}t2+\cdot.\cdot.\cdot.+\gamma_{m}t^{m}}{\lambda_{0}+\lambda_{1}t+\lambda_{2}t2++\lambda_{m}tm}$

が存在する必要十分条件は、 $\lambda_{0}\neq 0$ とするとき、係数 $\lambda_{1},$ $\lambda_{2},$
$\cdots,$

$\lambda_{m}$ が次の連立方程式

$=$ $\lambda_{0}$ (23)
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を満たすことであり、 $\gamma 0,$ $\gamma 1,$ $\gamma 2,$ $\cdots,$ $\gamma_{m}$ は次式より求まる。

$=$ (2.4)

このとき、 $|R_{m,m}(t)-y(t)|=O(t^{2}m+1)$ を得る。

$a=0$ かつ $b\neq 0$ ならば任意の $0<q\leq 1$ に対し、 (2.3) の係数行列の行列式の値は $0$

ではない。 -方で $a\neq 0$ ならば、 (2.3) の解 $\lambda_{1},$ $\lambda_{2},$
$\cdots,$

$\lambda_{m}$ は存在するが、 (2.3) の係数行
列の行列式の値が $0$ となる場合がある。 ここで $y(t)$ は多項式で $R_{m,m}(t)=y(t)$ である。

定理 22

$\lambda_{0}=M_{m}^{(m)}(0)\neq 0$ , $\lambda_{n}=\{\prod_{i=m-n}^{m}+1+2(a+bq^{i-1})\}M_{m}^{(n}m-)(\mathrm{o})$, $n=1,2,$ $\cdots,$ $m$

が (2.3) を満たすならば、 $v(h)=R_{m,m}(h)$ かつ $|v(h)-y(h)|=O(h^{21}m+)$ となる。 ここで
$v(h)$ は定理 21により、次の選点多項式に対して定まる。

$M_{m}(t) \equiv\frac{M_{m}^{(m)}(0)}{m!}t^{m}+\frac{M_{m}^{(m-1})(\mathrm{o})}{(m-1)!}t^{m-1}+\cdots+\frac{M_{m}^{(1)}(0)}{1!}t+Mm(\mathrm{o})$

注意 22 任意の複素数 $a,$ $b$ と $0<q\leq 1$ に対し、 $v(\text{ん})=R_{m,m}(h)$
.
は、 (2.3) の解

$\lambda_{1},$ $\lambda_{2},$

$\cdots,$
$\lambda_{m}$ が見つかれば、定理 21から簡単に求まる (例 23参照)。

例 22($a=0$ の場合は [5] 参照) $\lambda_{0}=1$ とする。 このとき、 $m=1$ では

$R_{1,1}( \iota)=\frac{1+\{(a+b)-\frac{a+ba}{2}\}t}{1-\frac{a+bq}{2}t}$ であり、特に $a+b=0$ ならば $R_{1,1}(t)=y(t)\equiv 1$ となる。

$m=2$ のとき $a\neq-(3-2q)qb$ ならば、 $R_{2,2}(t)= \frac{1+\gamma_{1}t+\gamma 2t^{2}}{1+\lambda_{1}t+\lambda_{2}t2}$ が存在し、

である。特に $a+b=0$ ならば $R_{2,2}(t)=y(t)\equiv 1$ であり、$a+bq=0$ ならば $R_{2,2}(t)=$

$y(t)=1+(a+b)t$ となる。

例 23 $a=-(3-2q)qb$ で $q\neq 1$ ならば、 Pad\’e 近似は $m=2$ のとき存在しない。

定理 2.3 $M_{m,n}(t)$ が

$\{$

$M_{m,1}(t)= \int_{0^{M_{m}}}^{t}(X)dX$

$M_{m,n}(t)=a \int_{0}^{t}M_{m,n}-1(x)dX+\frac{b}{q}\int_{0m,n}qtM-1(x)dX$ , $n=2,3,$ $\cdots,$ $m$

と定義されるとき、

$M_{m,n}(0)=0$ , $n=1,2,$ $\cdots,$ $m$ ,
$M_{m,1}’(t)=M_{m}(t)$ , $M_{m,n}’(t)=aM_{m,n-}1(t)+bM_{m},n-1(qt)$ , $n=2,3,$ $\cdots,$ $m$

$\}$ (25)

である。 さらに (2.3) 式は $M_{m,n}(1)=0,$ $n=1,2,$ $\cdots,$ $m$ と同等である。
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系 2.1 定理 23で $a=0$ かつ $b\neq 0$ のとき、

$M_{m,1}’(t)=M_{m}(t)$ , $M_{m,n}’(t)=bM_{m},n-1(qt)$ , $n=2,3,$ $\cdots,$ $m$ (2.6)

から、 $M_{m,n}(t)= \frac{b^{n-1}}{q^{\frac{\{n-1)n}{2}}(n-1)!}\int^{q^{n-}t}0(q-1t-nt\mathrm{o})n-1M_{m}(1.t0)dt0$ , $n=1,2,$ $\cdots,$ $m$

を得る。 また (2.3) は
$\int_{0}^{q^{n-1}}(q^{n-1}-t_{0})^{n-}1M_{m}(t\mathrm{o})dt_{0}=0$, $n=1,2,$ $\cdots,$ $m$

と同等である。

$y(t)$ に対する $(m, m)$ -Pad\’e 近似 $R_{m,m}(t)$ の存在性に関する次の定理を得る。

定理 24 $a=0$ かつ $b\neq 0$ を仮定する。このとき任意の $0<q\leq 1$ に対して、(2.3) の係
数行列の行列式の値は $0$ でない。 よって (2.3) は唯–解を持ち、$y(t)$ に対する $(m, m)$ -Pad\’e
近似 $R_{m,m}(t)$ が存在する。
さらに $(0,1)$ 区間で $0<c_{1}<c_{2}<\cdots<c_{m}<1$ となる $M_{m}(t)$ の解 $c_{1},$ $c_{2},$ $\cdots$ , $c_{m}$ は

$m$ 個の単根として存在し、 $M_{m,n}(t),$ $n=1,2,$ $\cdots,$ $m$ については $m-n$ 個の単根が存在す
る。 ここで、 $M_{m}(t)$ と $M_{m,n}(t)$ は定理 2.2と定理 2.3で定義されたものである。.,

注意 23 定理 2.4の証明より、$t=0$ は $M_{m,n}(t)=0$ の $n$ 重根 $(n=1,2, \cdots, m)$ となり、

$0<q<1$ に対し、 1つの単根 $t=1$ と $( \frac{1}{q}, +\infty)$ において $n-1$ 個の単根を持つことがわ

かる。 さらに、 $0<c_{1}<q^{m-1}\xi_{1}^{m},$ $c_{2}<q^{m-2}\xi_{2’-1}^{m}-1\ldots,$$C_{m}<q\xi_{m-1}^{2}$ となる
$\circ$

定理 24は $a=0$ かつ $b\neq 0$ の場合に任意の $0<q\leq 1$ に対し、定理 22の選点解 $v(t)$

に対する選点 $\{c_{i}\}_{i=}^{m_{1}}$ は唯–つ決まり、かっ $0<c_{1}<c_{2}<\cdots<c_{m}<1$ を満たしている

ことを示すものである。
これらの選点 $\{c_{i}\}_{i1}^{m}=$ と選点多項式 $M_{m}(t)= \frac{M_{m}^{(0)}(0)}{m!}\Pi^{m}j=1(t-C_{j})$ に対し、提起された

問題を完全に解くための残る課題は (4.3) の $r_{k}(q)$ , $k=0,1,$ $\cdots,$ $m-1$ の決め方である。

3 $v(t)$
.
と $u_{it}(t)$ の関係

定理 31 (1.1) の選点解 $v(i)$ に対して、選点多項式を

$M_{m}(t) \equiv\sum_{k=0}^{m}\frac{M_{m}^{(k)}(0)}{k!}t^{k}=\frac{M_{m}^{(m)}(0)}{m!}(t-c_{1})(t-C_{2})\cdots(t-c_{m})=0$ , $M_{m}^{(m)}(0)\neq 0$ ,

(1.2) の反復選点解 $u_{it}(t)$ に対して、選点多項式を

$\hat{M}_{m}(t)\equiv\sum_{k=0}\frac{\hat{M}_{m}^{(k)}(0)}{k!}mt=\frac{\hat{M}_{m}^{(m)}(0)}{m!}k(t-\hat{c}_{1})(t-\hat{C}_{2})\cdots(t-\hat{c}_{m})=0$ , $\hat{M_{m}^{(m)}.}(.0)\neq 0$

とする。 このとき $v(t)=u_{it}(t)$ となるための必要十分条件は

$\kappa M_{m}(i)=a\hat{M}_{m}(t)+b\hat{M}_{m}(qt)$ , ただし $\kappa$ は定数 (3.1)

である。 $a=0$ かつ $b\neq 0$ の場合、 $u_{it}(t)=v(t)$ となる必要十分条件は $\hat{c}_{i}=qc_{i},$ $i=$

$1,2,$ $\cdots,$ $m$ となることである $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[5])$
。
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例 3.1 $a+b\neq 0$ と $a+bq\neq 0$ を仮定する。
i) $m=1$ ならば、 $\kappa M_{1}(t)=a\hat{M}_{1}(t)+b\hat{M}_{1}(qt)$ より、

$\kappa\hat{M}_{1}^{()}(10)(t-C_{1})=a\hat{M}_{1}^{(1)}(\mathrm{o})(t-\hat{c}\mathrm{i})+b\hat{M}_{1}^{(1)}(\mathrm{o})(qt-\hat{c}_{1})=(a+bq)\hat{M}_{1}^{(1)}(0)(t-\frac{a+b}{a+bq}\hat{C}_{1})$

を得る。 よって $\hat{c}_{1}=\frac{a+bq}{a+b}C_{1}$ となる
$\circ$

ii) $q=1$ ならば $\kappa M_{m}(t)=(a+b)\hat{M}_{m}(t)$ であり、 $\hat{c}_{i}=c_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ となる。
iii) $a=0$ かつ $b\neq 0$ ならば $\kappa M_{m}(t)=b\hat{M}_{m}(qt)$ より、 $\hat{c}_{i}=qc_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ である。

4 H. Brunner の提起した問題への解答

(1.1) と (1.2) 式で $a=0$ かつ $b\neq 0$ の場合、

$y’(t)..=by(qt)$ , $y(\mathrm{O})=1$ , $0<q\leq 1$ (4.1)

$y(t)$ $=$ $1+ \int_{0}^{qt}\frac{b}{q}y(s)ds$ , $y(\mathrm{O})=1$ , $0<q\leq 1$ (4.2)

における Brunner の提起した問題への解答をここで与えよう。
$m\geq 1$ で $0<q\leq 1$ と仮定する。選点 $c_{1},$ $c_{2,}\ldots,$ c が定理 24の $m$ 次多項式 $M_{m}(t)\equiv$

$K_{2}M_{m}(t;q)$ の解として与えられるとき、 $K_{2}\neq 0$ は定数であり、

$M_{m}(t;q)= \sum_{k=0}^{m}r_{k(}q)P_{k}(2t-1)$ , $r_{m}(q)=1$ (4.3)

となる。 この,(q) が決定できれば、解答が与えられたことになる。

補題 4.1 $r_{0}(q)=0$ である。

定理 4.1 $t=h$ で $y(t)$ に対する $(m, m)$ -Pad\’e近似 $R_{m,m}(t)$ と–致する選点解 $v(t)$ が存
在する. このとき、 $|v(h)-y(h)|=O(h^{21}m+)$ である。 $r_{1}(q),$ $r_{2}(q),$ $\cdots,$ $r_{m}-1(q)$ は

$=$ (4.4)

より定まる。 ただし $\tilde{P}_{i,j}=\int_{0}^{q^{*}}(q-it)^{i}Pj(2t-1)dt$ であり、 (4.3) で $r_{0}(q)=0$ である。

(4.4) は唯–解を持ち、$v(t)$ は $M_{m}(t) \equiv K_{2m}M(t;q)=\Sigma_{i}m\frac{M_{m}^{(i)}(0)}{i!}=0t^{i}$ に対して決定され
る。 ここで、選点 $c_{1},$ $c_{2,}\ldots,$ c は $0<c_{1}<\cdots<c_{m}<1$ となる。

$qarrow+\mathrm{O}$ ならば、 $C_{1},$ $C_{2},$ $\cdots,$ $C_{m-}1arrow 0$ かつ $c_{m} arrow\frac{m}{m+1}$ となる。
$t=h$ において、 さらに (4.2) の $y(t)$ に対する $(m, m)$ -Pad\’e 近似塩,m $Q$ ) と –致す

る反復選点解 $u_{it}(t)$ が存在し、このとき $|u_{it}(h)-y(h)|=O(^{2}m+1)$ となる。 u,t(のは定理
31の $\hat{M}_{m}(t)$ により決められ、その選点 $\hat{c}_{1},\hat{c}_{2},$ $\cdots,\hat{c}_{m}$ は $\hat{c}_{i}=qc_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ かつ

$0<\hat{c}_{1}<\hat{c}_{2}<\cdots<\hat{c}_{m}<1$ である。 もし、 $qarrow+\mathrm{O}$ ならば $\hat{c}_{1},\hat{c}_{2,m}\ldots,\hat{C}arrow 0$ となる。
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例 41 $m=2$ に対して $r_{1}(q)= \frac{3(1-q)^{2}}{3-2q}$ であり、 $m=3$ に対しては

$M_{3}(t;q)=P_{3}(2t-1)+r_{2}(q)P_{2}(2t-1)+r_{1}(q)P_{1}(2t-1)=0$ , $0<q\leq 1$

ただし、

$r_{2}(q)=r_{1}(q)= \frac{3(1-q)^{2}(20-15q-30q+224q+312q-140q^{\mathrm{s}})}{\frac{5(1-q)^{2}(20-5^{-}q-18q^{2}+2^{\mathrm{a}}q+4^{4}q4060q+33^{3}q-12q^{4})}{40-60q+33q^{3}-12q^{4}}}$

,

である。
選点解 $c_{1},$ $\mathrm{c}_{2}$ , $\mathrm{c}_{3}$ は右のグラフの通り。

例 4.2 $q=1$ で $b=1$ もしくは
$b=-1$ の場合の $h=2^{-n}$ に対する 図 4.1 $c_{1},$ $c_{2},$ $c_{3}$ の解のグラフ
誤差 $e(h)=v(h)-y(h)$ を表 4.1に、
また $m=2,3$ のとき、$q=0.75,0.5,0.25$ で $b=1$ の場合を表 4.2に、 $b=-1$ の場合を表
43に示す。 尚、 各表中の数値についた $*$ 印は丸め等計算上の誤差を含んでいることを表
す。参考のため、 $\frac{1}{2^{5}}=0.03125$ , $\frac{1}{2^{7}}=0.\mathrm{o}\mathrm{o}78125$ である。

夷 4-1 $a=\rceil$ かつ $h$. $=9^{-n}$ の詔姜 $\rho/h.$)
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婁 13 $h=-\rceil$ 六|つ $h$. $=9^{-n}$ の $k$ 去の雪 [論 $\rho(h.)$

5 中立型関数微分方程式への応用

無限加算個の遅れを持つ中立型関数微分方程式 (neutral functional-differential $\mathrm{e}\mathrm{q}.$ ;NFDE)

$y’(t)=ay( \iota)+\sum_{i=1}biy(qit)+\sum_{i=1}C_{i}y’(p_{i}t)$ , $y(0)=1$ , $0<_{Pi},$ $q_{i}<1$ (5.1

と Volterra 積分微分芳程式 (delay Volterra integro-differential $\mathrm{e}\mathrm{q}.$ ;DVIDE)

$y(t)=1+ \int_{0}^{t}ay(S)dS+\sum^{\infty}\int^{t}\mathrm{o}(biyq_{i}S)i=1ds+\sum_{i=1}^{\infty}\int_{0}tc_{iy}/(pi^{\mathcal{T}})d\mathcal{T}$, $0<p_{i},$ $qi\leq 1$ (5.2)

に 2節の結果を拡張する (詳細は FOX 他 [9], Kato&McLeod[17], $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{u}[19]$ とその文献を参照) 。
級数 $\sum_{i=1i}^{\infty}bq_{i}^{j-}1$ と $\sum_{i=1}^{\infty}c_{i}p_{i}^{j}-1$ が収束し、複素数 $a,$ $b_{i},$ $c_{i}$ に対して $\Sigma_{i=1^{C}i}^{\infty}p_{i^{-}}j1\neq 1,$ $j=$

$1,2,$ $\cdots$ が成り立つと仮定すると. NFDE(5.1) と DVIDE(5.2) の解析解は $y(t)=\Sigma_{k=}\infty\psi_{k}\mathrm{o}tk$

で与えられる。 ここで $\psi_{0}=1,$ $\psi_{k}=(\Pi^{k}j=1\frac{a+\Sigma_{i=1}\infty b\dot{.}qj-1}{1-\sum^{\infty}=1c_{i}p^{-1}}\dot{.}j\dot{.})\frac{1}{k!}$ , $k=1,2,$ $\cdots$ である。

5.1 中立型関数微分方程式の選点解

DDE, DVIE の場合と同様、NFDE(5.1) の選点解 $v(t)$ と DVIDE(5.2) の反復選点解
$u_{it}(t)$ を定義する。用いる選点法は $\Pi_{N}=\{t_{n}=nh:n=0,1, \cdots, N\}$ 上で計算されると
し、 $(Nm+1)-$次元空間 $S_{m}^{(0)}(\mathrm{H}_{N})$ 上で $m\geq 1$ 次の連続区分的多項式の選点は

$X_{N}=\{t_{n,j}=t_{n}+\overline{c}_{j}h:0\leq\overline{c}_{1}<\cdots<\overline{c}_{m}\leq 1; n=0,1, \cdots, N-1\}$

により与えられる。 $v$ を集合 $X_{N}$ 上の (5.1) を満たす選点解とし、

$q_{n,j}=[q(n+\overline{c}_{j})]\in N_{0}$ , $\gamma_{n,j}=q(n+\overline{c}_{j})-q_{n,j}\in[0,1)$ , $j=1,2,$ $\cdots,$ $m$

と定義する。 ここで $[x]$ は $x\in R$ を超えない最大整数のこと。上記の定義より、 $qt_{n,j}=$

$h(q_{n,j}+\gamma_{n,j})=t_{q_{n}},j+\gamma_{n,j}h$ となり、 区間 $[t_{n}, t_{n+1}]$ では、 (5.1) に対する選点の方程式は

$v’(t_{n},j)=av(tn,j)+ \sum_{i}\infty=1biv(q_{i}t_{n},j)+\sum_{=i1}c\infty iv’(pit_{n},j)$ , $j=1,2,$ $\cdots,$ $m$ (5.3)

と与えられ、同様に DVIDE (5.2) に対する反復選点解 $u_{it}(t)$ は (1.2) の選点解 $u\in S_{m-1}^{(1}-$
)

$(\Pi_{N})$

に対し、次式で与えられる。

$u_{it}(t)=1+ \int_{0}^{t}au(S)ds+\sum_{i=1}^{\infty}\int^{t}0)biu(q_{i}sd_{S}+\sum_{i=1}^{\infty}\int^{t}0)C_{i}u’(pi\tau d\tau$, $t\in[0, T]$ (5.4)
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5.2 選点解 $v(t)$

(5.1) と (5.2) に対して、2節と同様に第 1区間 $t=h$ に着目する。 $0\leq t\leq h$ 上での

(5.1) の選点解 $v(t)$ に対して、 $\tilde{v}(t)=v(ht),$ $0\leq t\leq 1$ を考える。 このとき行 (0) $=1$ かっ

$\tilde{v}](t)=hv’(\text{ん}t)=h\{av(ht)+.\sum biv(qiht)+\sum_{i=1}^{\infty}c_{i}v(’.htp_{i})\}+KMmi=1\infty(t)$, $0\leq t\leq 1$

であり、

$\tilde{v}’(t)-\sum^{\infty}C_{i}i=1\tilde{v}(_{P}\prime ti)=h\{a\tilde{v}(t)+\sum_{i1}\infty=b_{i}\tilde{v}(q_{i}t)\}+KMm(t)$ (5.5)

となる。 ここで $K\neq 0$ は定数であり、選点多項式は次のようになる。

$M_{m}(t)= \sum_{i=0}^{m}\frac{M_{m}^{(i)}(0)}{i!}t^{i}$ , $0\leq t\leq 1$ , $M_{m}^{(m)}(0)\neq 0$ .

補題 51 十分小さい $h>0$ に対し、選点解 $v(t),$ $0\leq t\leq h$ が存在する。 ここで

$v(ht)= \tilde{v}(t)=\sum_{n=0}^{m}\frac{\tilde{v}^{(n)}(0)}{n!}t^{n}$, $0\leq t\leq 1$ , $\tilde{v}(0)=1$

$K=- \frac{(1-\Sigma_{i_{-}^{-1}}^{\infty}c_{i}p_{i}^{m})(\Pi_{j^{-}}m\frac{a+\Sigma_{i--1}^{\infty}b_{i}qj}{1-\Sigma_{i_{-}}^{\infty}-1c_{ip}}-0.j)\text{ん^{}m}+1}{M_{m}^{(m)}(0)+\frac{a+\Sigma_{i=1}^{\infty}biq_{i}m}{1-\Sigma_{i=1}^{\infty}cip_{i}^{m}-1}M(mm-1)(0)^{\text{ん}+}\cdot\cdot+(\Pi_{j=1}m\frac{a+\Sigma_{i1}^{\infty}=biq_{i}j}{1-\Sigma_{i=}^{\infty j}1^{Cp}i.-1})Mm(0)h^{m}}.\cdot$

.

かつ、 $l=1,2,$ $\cdots,$ $m$ に対して、次の関係が得られる。

$\tilde{v}^{(l)}(0)$ $=$ $K \{\frac{1}{1-\sum_{i1^{\mathrm{q}p_{i}}}^{\infty l_{-1}}=}M_{m}^{()}l-1(0)+h\frac{a+\sum^{\infty}i=1biq_{i^{-1}}l}{(1-\sum_{i=1}\infty c_{i}pl-1i)(1-\sum i\infty\iota_{-}2)=1c_{i}p_{i}}M^{()}m\iota_{-}2(\mathrm{o})$

$+ \cdots+h-1\frac{(a+\sum_{i=}^{\infty_{1}}biq^{\iota-}i)1\ldots(a+\sum_{i=1}^{\infty}b_{iq_{i})}}{(1-\sum_{i=1}\infty cip^{l}i)-1\ldots(1-\sum i\infty=1^{C}i)}lM_{m}(0)\}+h^{l}j=0\prod^{l}\frac{a+\sum_{i=}^{\infty_{1}}b_{i}q^{j}i}{1-\sum_{i1}^{\infty}=C_{i}P_{i}^{j}}-1.\cdot$

定理 51 $0\leq t\leq h$ 上での (5.1) に対する選点解 v(科に対して、

$v(h)= \frac{\Gamma_{0}+\mathrm{r}_{1}h+\mathrm{r}_{2^{\text{ん}+}}2...\cdot.+\Gamma_{m}h^{m}}{\Lambda_{0}+\Lambda_{1}h+\Lambda 2h2+\cdot+\Lambda_{m}hm}$

$\{$

$\Lambda_{0}=M_{m}^{()}m(0)$ ,

$\Lambda_{l}=(\prod_{j=m-l+1}^{m}\frac{a+\Sigma_{i=1}^{\infty}b_{i}q_{i}^{j}}{1-\sum_{i=}^{\infty}1C_{ip^{j-}}i1})M_{m}^{(}m-l)(0)$ , $l=1,2,$ $\cdots,$ $m$ ,

$\Gamma_{l}=\sum_{k=0}\frac{1}{(l-k)!}(\prod_{1=}^{-}\frac{a+\sum^{\infty}i=1biq_{i^{-}}^{j1}}{1-\Sigma_{i=}^{\infty}1c_{i}p_{i^{-}}j1}\iota\iota jk)(_{j}=m\prod^{m}\frac{a+\sum^{\infty}i=1biii}{1-\Sigma_{i1^{C}}^{\infty}=ip_{i^{-}}^{j1}})M(m-k-k+1m)(0)$,

$l=0,1,2,$ $\cdots,$ $m$ .

2節と同様に $\Lambda_{0},$ $\Lambda_{1}$ , $\cdot$ . ., $\Lambda_{m}$ が見つかれば、 $\Gamma_{0},$ $\Gamma_{1},$
$\cdots,$

$\Gamma m$ は (2.1) より求まる。

注意 5.1 定理 51は (5.1) の選点解 $v(t)$ は選点多項式 $M_{m}(t)$ が求まれば、簡単に決まる
ことを意味している。しかしながら、$M_{m}(t)$ の $\{\overline{c}_{j}\}_{j=1}^{m}$ は実で $0\leq\overline{c}_{1}<\overline{c}_{2}<\cdots<\overline{c}_{m}\leq 1$

は必ずしも成り立つとは限らない。
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5.3 Pade 近似
補題 22により (5.1) 及び (5.2) に対して 2節と同様な次の結果を得る。

定理 5.2 次式が (2.3) を満たすとき $v(h)=Rm,m(\text{ん})$ で $|v(h)-y(h)|=O(h^{21}m+)$ となる。

$\lambda_{0}=M_{m}(m)(0)\neq 0$ , $\lambda_{l}=(_{j=m}\prod_{1-^{\iota}+}^{m}\frac{a+\sum_{i=1}^{\infty}b_{iq_{i}^{j}}}{1-\sum_{i=1}^{\infty\dot{\mu}}c_{i}i-1})M(m)m-^{\iota}(0)$, $l=1,2,$ $\cdots,$ $m$

ここで $v(h)$ は定理 51より、次の選点多項式で決定される。

$M_{m}(t) \equiv\frac{M_{m}^{(m)}(0)}{m!}t^{m}+\frac{M_{m}^{(m-1})(\mathrm{o})}{(m-1)!}t^{m-1}+\cdot,$ $,$
$+ \frac{M_{m}^{(1)}(0)}{1!}t+Mm(\mathrm{o})$ .

注意 5.2 (2.3) の解 $\lambda_{1},$ $\lambda_{2},$ $\cdots,\lambda_{m}$ が複素数 $a,$ $b_{i}$ , ci と $0<p_{i},$ $q_{i}\leq 1$ に対して求まるな
らば、 $v(h)=R_{m,m}(h)$ は定理 51より簡単に決まる。

定理 23を拡張した結果を次に示す。

定理 5.3 (2.3) 式が $M_{m,n}(1)=0,$ $n=1,2,$ $\cdots,$ $m$ となるとすると、 $\{M_{m,n}(t)\}_{n}^{m}=1$ は

$\{$

$M_{m,1}(t)- \sum_{i=1}^{\infty}\int_{0}^{t}ciM_{m,1}’(p_{i}\tau)d_{\mathcal{T}}=\int_{0}^{t}M_{m}(X)dX$

$M_{m,n}(t)- \sum_{1i=,:}^{\infty}.\int_{0}^{t}CiM’(m,npi\mathcal{T})d\tau=\int^{t}0a\{M_{m},-1(nx)+\sum^{\infty}biM_{m,n}-1(qiX)\}i.=1dX$
,

$n=2,3,$ $\cdots,$ $m$ .

より求められる。 よって $k=0,1,2,$ $\cdots,$ $m,$ $n=1,2,$ $\cdots,$ $m$ に対し、次を得る。

$M_{m,n}(t)^{--} \sum_{k=0}\gamma k,ntm.k+n$ , $\gamma_{k,n}=\frac{M_{m}^{(k)}(0)}{(k+n)!\{1-\sum^{\infty k}i=1c_{i}p_{i}\}}(^{n}\prod_{j=1}^{1}\frac{a+\sum^{\infty}i=1biq_{i}^{k+}j}{1-\Sigma_{i=}^{\infty}1c_{ip_{i}}k+j})-$ .
$J$ $=$

(5.1) の有限個の多くの遅れを持つ特別な場合について、すなわち、 $c_{i}=0,$ $i\geq l+1$

の場合に対しては $\{M_{m,n}(\iota)\}_{n}^{m}=1$ は具体的に次のように表される。

$\{$

$M_{m,1}(t)$ $= \int_{0}^{t}\sum_{k=0\prime_{1}=0}^{\infty}\sum^{k}C_{1}^{kt}-1\sum_{0\Gamma 2=}c^{r_{1}-}2\ldots\cross\sum_{0}^{-}r_{2}c^{r_{l-2}}f1f\iota-1=r_{l2}l-1l-rl-1l-c^{r}1$

$\cross M_{m}(p_{1pp^{r}px}^{k\ldots r_{l^{\lrcorner}1}r}2\iota-1l)-r_{1}r1-f2l-2-\iota-1d_{X}$

$M_{m,n}(t)$ $= \int_{0}^{t}\sum_{k=0\prime 1}^{\infty}\sum^{k}C_{1}-r_{1}\sum_{=}^{r}kC^{r-f2}2\sum^{r}1\ldots\cross c_{\iota^{l-2^{-}}}^{r}-1C=0r210rl-1\iota-2=0r_{l}-1rl-1\iota$

$\cross\{aM_{m,n-1}(p1p^{r1}-r_{1}-r2\ldots\iota-2-rl-1rXp\iota_{-1}p_{\iota})kr\downarrow 2-1$

$+ \sum_{1i=}^{\infty},b_{i}M_{m},n-1(q_{i}p^{k}1^{-r_{1}r_{1^{-r}}}p_{2}2\ldots p_{\iota_{-}}r_{l-1}2-Tl-1r_{l-1}p\iota x)\}d_{X}$ , $n=2,3,$ $\cdots,$ $m$ .

特に、 $l=1$ ならば

$.\{$

$M_{m,1}(t)= \int_{0}\sum_{k=0}^{t}C_{1m}M(kkX\infty p_{1})d_{X}$

$M_{m,n}(t)= \int 01’\}\sum_{k=0}^{f}C^{k}\{aM_{m}-1(np_{1}^{k}x)+\infty 1,\sum_{i=}b\infty iM_{m}n-1(qip1kX)dX$, $n=2,3,$ $\cdots,$ $m$
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$M_{m,n}(t)=k=0 \sum m\frac{M_{m}^{(k)}(0)}{(k+n)!(1-c_{1p_{1}^{k}})}(\prod_{j=1}^{n-}\frac{a+\sum_{i}^{\infty}--1biq_{i}^{k+}j}{1-C_{1p_{1}^{k+}}j})tk+n1$, $n=1,2,$ $\cdots,$ $m$

となる。 また $l=2$ ならば、次の通りである。

$\{$

$M_{m,1}(t)= \int_{0}^{t}\sum_{k=0}^{\infty}\sum_{f=0}^{k}c1^{-r}c_{2m}M(p^{k}kr1^{-}p_{2^{X}})\mathrm{r}\prime dx$

$M_{m,n}(t)= \int_{0}\sum_{k=0r0}^{t}\sum^{k}c_{1^{-r}}C_{2}^{r}\{aMm,n-1(p_{1^{-}}p_{2}^{r}x)+\sum_{i==1}biMm,n-1(\infty\infty\}qip^{k-}1p_{2}^{r}X)dXr$,

$n=2,3,$ $\cdots,$ $m$

$M_{m,n}(t)= \sum_{k}m=0\frac{M_{m}^{(k)}(0)}{(k+n)!(1-c1p_{1}-c2p_{2})kk}(n-\prod_{j=1}\frac{a+\sum_{i_{-}}^{\infty}-1biq^{k+}ij}{1-c_{1}p_{1}^{k+j}-C2p_{2^{+}}kj})tk+n1$ , $n=1,2,$ $\cdots,$ $m$ .

例 5.1 $m=2$ について、 $3( \frac{a+\sum_{t=1}^{\infty}b_{iq};}{1-\Sigma_{*1}^{\infty}=cipi}.)\neq 2(\frac{a+\sum_{i.=1}^{\infty}b_{i}q_{i}2}{1-\Sigma_{=1}^{\infty}c_{ip}}.\dot{.})$ ならば、定理 23より、

$M_{2}(t)= \frac{M_{2}^{(2)}(0)}{2}t^{2}+M_{2}^{(1)}(\mathrm{o})t+M_{2}^{(0)}(0)$ を得る。 ここで $M_{2}^{(2)}(0)\neq 0$ かつ

$\{$

$\frac{M_{2}^{(0)}(0)}{M_{2}^{(2)}(0)}=\frac{1}{12}(\frac{1-\Sigma_{;_{=\uparrow c}}^{\infty}}{1-\Sigma_{i1}^{\infty}=c_{P_{i}^{2}}}\dot{.}.\cdot)A_{0}$ ,

$\frac{M_{2}^{(1)}(0)}{M_{2}^{(2)}(0)}=-\frac{1}{2}(_{1.p}^{1\Sigma_{=}^{\infty}\mathrm{c}}-.\overline{\varpi}_{C}^{ip}=1ii)2A_{1}$ ,

である。 よって定理 2.1より $v(h)=R_{2,2}(h)= \frac{\Gamma_{0}+\Gamma 1h+\Gamma_{2}\text{ん^{}2}}{\Lambda_{0}+\Lambda_{1}h+\Lambda_{2}h2}$ となる。 ただし
$\Lambda_{0}=1,$ $\Gamma_{0}=1l^{\mathrm{a}a}\supset$

$\{$

$\Lambda_{1}=-\frac{1}{2}(\frac{a+\Sigma_{i1}^{\infty}=b.q^{2}}{1-\Sigma_{i1}^{\infty}=c\dot{.}p^{2}}..\dot{.}’)A_{1}$ , $\Lambda_{2}=\frac{1}{12}(\frac{a+\Sigma_{i=}^{\infty}1b_{iq}i}{1-\Sigma_{i1}^{\infty}=\mathrm{c}_{ip;}})(\frac{a+\Sigma_{i=1}^{\infty}b_{iq^{2}}}{1-\Sigma_{=1}^{\infty}\mathrm{C}ip^{2}}\dot{.}.\dot{.}.)A_{0}$ ,
$\Gamma_{1}=(\frac{a+\Sigma_{i1}^{\infty}=b\dot{.}q_{i}}{1-\Sigma_{i=1}\infty c_{i}})+\Lambda_{1}$ , $\Gamma_{2}=\frac{1}{2}(\frac{a+\Sigma_{i=1}^{\infty}b\dot{.}q}{1-\Sigma_{*=1}^{\infty}\mathrm{C}}.\dot{.}\dot{\cdot})(\frac{a+\Sigma_{i=1}^{\infty}biq}{1-\Sigma_{=1^{\mathrm{C}p}}^{\infty}i}.\cdot\dot{\cdot}\dot{.})+\Lambda_{2}$

である。 $\frac{12}{M_{2}^{(2)}(0)}M_{2}(t)=P_{2}(2t-1)+r_{1}P_{1}(2t-1)+r_{0}P_{0}(2t-1)$ が成り立つとき、

$\{r_{1}=3\{1+2\frac{\frac{M_{2}^{(1)}(0)}{M_{2}M(0)7^{\mathrm{t}}2)1)(0)}}{M_{2}^{(2)}(0)}\}=(\frac{--2\{_{\infty}1-\sum i=1^{-}\mathrm{q}1.p}{1-\sum_{i1^{\mathrm{C}}}^{\infty}=\dot{.}p^{2}}..\int r_{0}=2\{1+3+6\frac{M^{(0)}(0)}{M_{2}^{(2)}(0),3\{1-}\}.1-\sum i\infty_{2)}^{-i}-\dot{.}c\}1-\sum\infty 3-(A1\}p1^{\mathrm{C}}=\dot{\cdot}\frac{\sum_{i--1}^{\infty}Ci(1-p_{i})}{1-\sum_{i=1^{Ci}}^{\infty}p_{i}2})A1$

5.4 $v(t)$ と $u_{ib}(t)$ の関連性について

3節と同様に (5.1) に対する $v(t)$ と (5.2) に対する u,t(のの関連をここで示す。
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定理 54 (5.1) の選点解 $v(t)$ についての選点多項式を

$M_{m}(t) \equiv\sum_{k0}m=\frac{M_{m}^{(k)}(0)}{k!}t^{k}$ , $0\leq t\leq 1$ , $M_{m}^{(m)}(0)\neq 0$

とし、 また (5.2) の反復選点解 u,t(のについての選点多項式を

$\hat{M}_{m}(t)\equiv\sum_{k0}m=\frac{\hat{M}_{m}^{(k)}(0)}{k!}t^{k}$ , $0\leq t\leq 1$ , $\hat{M}_{m}^{(m)}(0)\neq 0$

とする。 $v(t)=u_{it}(t),$ $0\leq t\leq h$ となる必要十分条件は

$M_{m}(t)=K_{1}$ ( $a \hat{M}m(t)+\sum_{i=1}\infty bi\hat{M}_{m}(q_{i}t)+i,=1\sum C_{i}\hat{M}_{m}\infty’$ (pit)) (5.6)

となること (ただし $K_{1}$ は定数)、すなわち、

$M_{m}^{(k)}(0)=K_{1}(a+ \sum^{\infty}biq_{i})k\hat{M}_{m}(k)(i=10)+\sum_{=i1}^{\infty}Cip_{i^{+1}}\hat{M}_{m}k(k+1)(\mathrm{o})$ , $k=0,1,2,$ $\cdots,$ $m$

である。 $R_{m,m}(t)$ が (5.2) の $y(t)$ に対する $(m, m)$ -Pad\’e 近似であり、 $v(t)$ と $M_{m}(i)$ が定
理 52により定義され、$u_{it}(i)$ に対する $\hat{M}_{m}(t)$ が (5.6) を満たすならば、$u_{it}(\text{ん})=R(m,m.h)$

かつ $|u_{it}(h)-y(h)|=O(h^{21}m+)$ が成立つ。

例 5.2 $m=3$ で $h=2^{-n}$ に対して、誤差 $e(h)=v(h)-y(h)$ を示したものが表 51で
ある。 参考までに $\frac{1}{2^{\tau}}=0.0078125$ である。

表 5.1 $m=3$ かつん $=2^{-n}$ の場合の誤差 e(ん)
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