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RANKS AND EMBEDDINGS OF
$C^{*}$ -ALGEBRAS OF CONTINUOUS FIELDS

須藤 隆洋 (SUDO Takahiro) 琉球大理

\S 0. 研究の動機 (MOTIVATION) など

次の問題が今回の講演の研究の動機である .

問題. 離散ハイゼンベルグ群 $H_{3}^{\mathbb{Z}}\text{の}C^{*}$-群環 $c*(H_{3}^{\mathbb{Z}})$ のステイブル・ランク (stable rank)

を (群の言葉で) 計算せよ。つまり、 記号では、 $\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}(H_{3}^{\mathbb{Z}}))=$ ? となる。 ただし、

$n,$ $m,$ $l\in \mathbb{Z}\}$$H_{3}^{\mathbb{Z}}=\{=(l, m, n)$ ,

この問題は、 $H_{3}$ を –般のり $-$群 $G$ で置き換えたときの Rieffel の問題 [Rfl] の特殊な

場合である。一般の $(^{1}]-)$ 群 $G$ の場合は、 コンパクトのときは簡単で、 $\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}(G))=1$

なので、非コンパクトとして、 ラフに言うと、次のように場合分けされる :

$G.\cdot$ 連結 $\dagger j-\text{群}\{$

アメナブル群

非アメナブル群

$G$ : 離散群 $\{$

アメナブル群

非アメナブル群
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ただし、 $G$ が非アメナブルのときは、 $\mathrm{G}$ の縮約 $\mathrm{C}^{*}$-群環を考える。Rieffel の問題は、 $[\mathrm{S}\mathrm{T}1$ ,

2] より巾零単連結り $-$群、 I 型単連結可解り $-$群の場合は済みで、 [Sdl,2,3] より I 型アメ

ナブル連結り $-$群、 I 型非アメナブル連結り $-$群の場合はほぼ済みで、 [Sd4,5] より非 I 型

可解リー群の重要な例である Mautner 群、 Dixmier 群を含む特殊なリー半直積群の場合

は済みである。 -方、 [DHR], [DH] より自由積群の場合は済みで、融合自由積群の場合は

部済みである。Hflよアメナブル巾零離散群であり、 今回の研究結果は、アメナブル離

散群の場合の Rieffel の問題への第–ステップと考えられる。

次に、 $\mathrm{C}^{*}$-群環 $C^{*}(H_{3}^{\mathbb{Z}})$ は、 連続場の C*環の構造をもつことを復習する。 $H_{3}^{\mathbb{Z}}$は、 上

の行列とベクトルの同–視で、半直積 $\mathbb{Z}^{2}\rangle\triangleleft \mathbb{Z}$ に同型なのと、 フーリエ変換を用いて、

$C^{*}(H_{3}^{\mathbb{Z}})$ は、 次の接合積に同型である :

$C^{*}(H_{3}^{\mathbb{Z}})\cong C^{*}(\mathbb{Z}^{2})\rangle\triangleleft \mathbb{Z}\cong C(\mathbb{T}^{2})\rangle\triangleleft_{\mathrm{Q}}\mathbb{Z}$ .

ただし、 2- トーラス $\mathbb{T}^{2}$上の $\mathbb{Z}$ の作用\alpha は、

$\alpha_{n}(w, z)=(w, w^{n}z)$ $w,$ $z\in \mathbb{T},$ $n\in \mathbb{Z}$

このとき、 各 $w\in \mathbb{T}$ に対して、 $\{w\}\cross \mathbb{T}$ は\alpha で不変で、 特に {1} $\cross \mathbb{T}$ は\alpha で不動である。

従って、次の上への $*$-準同型 $\pi_{w}$が定義できる .

$\pi_{w}$ : $C(\mathbb{T}^{2})\rangle\triangleleft_{\alpha}\mathbb{Z}arrow C(\{w\}\cross \mathbb{T})x_{\alpha}$

.
$\mathbb{Z}\equiv \mathfrak{U}_{w}\cong \mathbb{T}_{\theta}^{2}$

ただし、 $w=e^{2\pi i\theta},$ $\theta\in[0,1]$ で、 $\mathbb{T}_{\theta}^{2}$ は非可換 2- トーラス (=無理数回転環) である。 さら

に、 次の $\mathbb{T}$ 上の関数 :
\^a : $\mathbb{T}\ni w-\rangle$ $\pi_{w}(a)\in \mathfrak{U}_{w}$

は $\mathbb{T}$ 上の $\{\mathfrak{U}_{w}\}_{w\in \mathrm{T}}$をファイバーとする $\mathrm{C}^{*}$-環の連続場で、 ノルム値関数 $w[]arrow||\pi_{w}(a)||$

は $\mathbb{T}$ 上連続である。 このとき次の同型対応がある :

$C^{*}(H_{\mathbb{Z}}^{3})\ni a\mapsto\hat{a}\in\Gamma(\mathbb{T}, \{\mathfrak{U}_{w}\}_{w\in \mathrm{T}}, \mathfrak{F})$
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ただし、 右辺は \^a全体 ( $=$ 言としてよい) で定義される連続場の C*-環である (cf. [AP]).

一般には、底空間 (base sPace) として局所コンパクト、ハウスドルフ空間 $X$ と、 ファ

イバーとして $\mathrm{C}^{*}$-環の族 $\{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in x}$ と、 $X$ 上の $\mathrm{C}^{*}$-環の連続場の適当な族言 (点点の代数演

算で閉じていて、各点の局所収束でも閉じている) を与えると、 (無限遠で消える) 連続場

の C*環 $\Gamma_{0}(X, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in}X, \mathfrak{F})$ が定義できる $(\mathrm{C}\mathrm{f}.[\mathrm{D}\mathrm{X}])$ .

この連続場の C*環は、 ファイバー空間のファイバ一を、一般に非可換の C*-環にした、

ある非可換ファイバー空間の無限遠で消えるノルム値連続断面全体とみなせるが、次の意

味での局所自明性は–般にはない : 連続場の C*環の底空間の適当な開近傍 $W$ への制限

は、 テンソル積 $C_{\mathit{0}}(W)\otimes \mathfrak{U}_{w},$ $w\in W$ に同型である。 ちなみに、各ファイバーが、 同次

的 (homogeneous) C*-環の場合は、その連続場の C*-環は局所自明性をもつ。 しかしなが

ら、 $C^{*}(H_{3}^{\mathbb{Z}})$ の場合は、局所自明性がまったくなく、 これ以上の解析は、不能であると思

われ、 そのランクの計算は、 これまで成されてなかった。

\S 1. 主結果

次の命題が、今回の研究の鍵 (キ $\text{ー}$ ) である :

命題. Let $X$ be alocally compact Hausdorff space and $\{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in X}$ afamily of $C^{*\iota_{gr}}- aebas$

$\mathfrak{U}_{t}$ . Then $\Gamma_{0}(X, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in \mathrm{x},\mathrm{i}\zeta})$ is aquotient of a $C^{*}$ -subalgebra $of\oplus_{t\in \mathrm{x}}^{\mathrm{c}0}c_{0}(x, \mathfrak{U}_{t})$ .

ただし、 $\Gamma_{0}(X, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in}X, S)$ は、適当な $\mathrm{C}^{*}$-環の連続場害に附随する連続場の C*環で、

$C_{0}(X, \mathfrak{U}_{t})$ は、 $X$ から Utへの無限遠で消える連続関数全体のなす $\mathrm{C}^{*}$-環で、 $\oplus_{t\in}^{\mathrm{c}0_{X}}$ は (位

相的) 制限直和である。すなわち、 $(a_{t})_{t\in x}$ をこの直和の元とすると、任意の $\hat{\mathrm{c}}>0$ に対

して、 ある $X$ のコンパクト集合 $C$ が存在して、 $||a_{t}||<\epsilon,$ $t\in X\backslash C$ が成り立つ。 この

命題の証明のキーは、連続場の C*-環を拡大し、上の制限直和に埋め込むことである。実

際、 次の拡大を考える :
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$\Gamma_{0}(X, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t}\in x, S)\ni frightarrow\tilde{f}\in\oplus_{t\in}^{\mathrm{c}0_{X}}C\mathit{0}(X, \mathfrak{U}t)$ ,

$\tilde{f}(\cdot, t)\in C_{0}(X, \mathfrak{U}_{t})$ , $\tilde{f}(t, t)=f(t)\in \mathfrak{U}_{t}$ .

拡大の仕方は–意的ではなく、全ての $f$ に対して、 このような拡大全ての集合を $\mathfrak{B}$ とお

くと、 $\oplus_{t\in X}^{\mathrm{c}0}C\mathrm{o}(X, \mathfrak{U}_{t})$ の部分 $\mathrm{C}^{*}$-環になる。このとき、次が成り立つ :

定理 1 Let $X$ be alocally compact Hausdorff space and $.\{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in X}$ afamdy of $C^{*}$ -algebras

$\mathfrak{U}_{t}$ . Then we have that

$\{$

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\Gamma_{0}(x, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in x}, \mathfrak{F}))\leq\sup_{t\in X^{\mathrm{S}\mathrm{r}(}}C0(X, \mathfrak{U}t))$ ,
$\mathrm{R}\mathrm{R}(\Gamma_{0}(x, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in x}, \ )) \leq\sup_{t\in \mathrm{x}^{\mathrm{R}}}\mathrm{R}(C0(X, \mathfrak{U}t))$,
$\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(\Gamma_{0}(x, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in Xs},))\leq\sup_{t\in X}(\mathrm{c}\mathrm{S}\mathrm{r}(C0(X, \mathfrak{U}t))\vee \mathrm{s}\mathrm{r}(C_{0}(x, \mathfrak{U}t)))$ .

ただし、 $\mathrm{s}\mathrm{r}(\cdot),$ $\mathrm{R}\mathrm{R}(\cdot)$ , csr $()$ はそれぞれステイブルランク、 リアルランク (real rank),

連結ステイブルランク (connected stable rank) を意味し、 Vは最大値を意味する。

証明の概略 上で定義した C*-環 $\mathfrak{B}$ から $\Gamma_{0}(X,$ $\{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in x},$ $S^{)}$ の上への*-準同型が自然に

あるので、

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\Gamma_{0}(x, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in}x,\mathfrak{F}))\leq \mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{B})$ , $\mathrm{R}\mathrm{R}(\Gamma_{0}(x, \{\mathfrak{U}t\}_{t}\in X,\mathfrak{F}))\leq \mathrm{R}\mathrm{R}(\mathrm{B})$

が成り立つ。 さらに、 ランク特有の細かい議論より次を証明する :

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{B})\leq\sup_{t\in \mathrm{x}}\mathrm{S}\mathrm{r}(C0(X, \mathfrak{U}t))$
, RR$(\mathrm{B})$

$\leq\sup_{t\in X}\mathrm{R}\mathrm{R}(C0(X, \mathfrak{U}t))$ .

連結ステイブルランクの評価式は、連結ステイブルランクの基本事実 ([Rfl], [Ehl])

と上のステイブル・ランクの評価式を示す際の議論を使う。細かい証明に興味ある読者

は、 [Sd7] を参照せよ。 口
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注意. 逆の不等式として、次が成り立つ .

$\{$

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathrm{r}_{0(}x, \{\mathfrak{U}t\}_{t\in x}, s))\geq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in X\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}t)$,
$\mathrm{R}\mathrm{R}(\Gamma_{0(x}, \{\mathfrak{U}t\}_{t}\in^{x,S}))\geq\sup_{t\in \mathrm{x}^{\mathrm{R}\mathrm{R}}}(\mathfrak{U}_{t})$ ,

望ましい新事実として、次を述べたが、一般には間違いのようである。

$\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(\Gamma 0(X, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in x,s}))\geq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{C}\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}_{t})$.
$t\in X$

ここでお詫びしたい。 間違いは、 $\Gamma_{0}(X,$ $\{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in x,\mathfrak{F})}$ から Utへの上への写像が分裂して

る ( $\mathrm{s}_{\mathrm{P}^{\mathrm{l}\mathrm{i}})}\mathrm{t}$ と勘違いした所でした (分裂してる場合は上の不等式は正しい)。反例として、

$C_{0}(\mathbb{R}^{2})=C_{0}(\mathbb{R}, C_{0}(\mathbb{R}))$ より、 $\mathfrak{U}_{t}=C\mathit{0}(\mathbb{R}),$ $t\in \mathbb{R}$ とすると、

$\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(c_{0}(\mathbb{R}^{2}))=1<\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(c_{0}(\mathbb{R}))=2$.

さらに、次の完全列 :

$0arrow C_{0}(\mathbb{R}^{2}\backslash (\mathbb{R}\mathrm{x}\{0\}))arrow C_{0}(\mathbb{R}^{2})arrow C_{0}(\mathbb{R})arrow 0$

が分裂してると仮定すると、 K0群の完全列

$0arrow \mathbb{Z}^{2}arrow \mathbb{Z}arrow 0arrow 0$

が従うはずであるが、 これは矛盾である。

方、 次が成り立つ :

定理 2. $X$ を局所コンパクト、ハウスドルフ空間とし、 $\{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in X}$ を C札環の族とする。 こ

のとき連続場の C*-環 $\Gamma_{0}$ ($X,$ $\{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in}x$ , 害) は、 (フル) 直和 $\oplus_{t\in X}(cb(X)\otimes \mathfrak{U}_{t})$ に埋め込

み可能である。 ただし、 $C^{b}(X)$ は、 $X$ 上の有界連続関数全体のなす C*-環である。

証明の概略. 次の埋め込み (embedding) を考える :

$\Gamma_{0}(X, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in x,s})\ni f-\rangle\{1\otimes f(t)\}_{t\in}x\in\oplus_{t\in \mathrm{x}}(C^{b}(X)\otimes \mathfrak{U}_{t})$ .

口

定理 1の証明と同様にして、次が成り立つ :
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定理 3. Let $X$ be alocally compact Hausdorff space and $\{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in^{x}}$ afamdy of $C*- a\iota gebras$

$\mathfrak{U}_{t}$ . Then we have that

$\{$

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\Gamma^{b}(x, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in}x, \mathfrak{F}))\leq\sup_{t\in x^{\mathrm{s}\mathrm{r}}}(cb(x)\otimes \mathfrak{U}_{t})$ ,
$\mathrm{R}\mathrm{R}(\Gamma^{b}(X, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in \mathrm{x}}, \mathfrak{F}))\leq\sup_{t\in X}\mathrm{R}\mathrm{R}(c^{b}(x)\otimes \mathfrak{U}_{t})$ ,
$\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(\Gamma^{b}(X, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in \mathrm{x}}, \mathfrak{F}))\leq\sup_{t\in X}(\mathrm{c}\mathrm{S}\mathrm{r}(c^{b}(x)\otimes \mathfrak{U}_{t})\vee \mathrm{s}\mathrm{r}(cb(X)\otimes \mathfrak{U}_{t}))$.

ただし、 $\Gamma^{b}(X, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in}X, S)$ は、 有界な連続場の C*-環である。

注意. 各 $\mathfrak{U}_{t}$が単位元 $1_{t}$を持ち、言が (局所) 単位連続場 $trightarrow 1_{t}$を含めば、

$M$ ( $\Gamma_{0}$ ($X,$ $\{\mathfrak{U}_{t}\}_{t}\in \mathrm{x}$ , 言)) $\cong\Gamma^{b}(X,$ $\{\mathfrak{U}_{t}\}_{t}\in \mathrm{x},$ $\mathfrak{F}^{)}$

ただし、左辺は、連続場の C*-環の multiPlier.

\S 2. 応用

まず最初に、 以下で使うランクの公式をあげておく。

(F1): C*環の完全列 $\mathrm{O}arrow\sim \mathrm{J}arrow \mathfrak{U}arrow \mathfrak{U}/3arrow 0$ に対して、

$\{$

sr(J) $\vee \mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}/\sim \mathrm{J})\leq \mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})\leq \mathrm{s}\mathrm{r}(\mathrm{j})$ $\vee \mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}/\sim \mathrm{J})\mathrm{v}_{\mathrm{C}}\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}/\sim \mathrm{J})$ ,
$\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}/\sim \mathrm{J})\leq \mathrm{c}\mathrm{S}\mathrm{r}(\mathfrak{U})\mathrm{S}\mathrm{r}(\mathfrak{U})$ , $\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})\leq \mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathrm{j})$ $_{\mathrm{C}\mathrm{S}\mathrm{r}}(\mathfrak{U}/\sim \mathrm{J})$ ,

RR(J) $\mathrm{V}\mathrm{R}\mathrm{R}(\mathfrak{U}/\sim \mathrm{J})\leq \mathrm{R}\mathrm{R}(\mathfrak{U})\leq \mathrm{R}\mathrm{R}(M(\mathrm{J})\sim)\mathrm{V}\mathrm{R}\mathrm{R}(\mathfrak{U}/\sim \mathrm{J})$,

ただし、 V は最大値。 ([Rfl], [Sh], [Ehl,2], [NOP]).

(F2): $X$ をコンパクト、ハウスドルフ空間として、 [Rfl], [Nsl], [BP] により、

$\{$

$\mathrm{s}\mathrm{r}(C(X))=[\dim X/2]+1\equiv\dim_{\mathbb{C}}X$,
$\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(c(X))\leq[(\dim X+1)/2]+1$ , $\mathrm{R}\mathrm{R}(C(X))=\dim X$,

ただし、 $\dim X$ は $X$ の被覆次元で、 [X] は $x$ 以下の最大の整数を意味する。

(F3): C*生 $\mathfrak{U}$ 上の $n$ 次の行列環 $M_{n}(\mathfrak{U})$ について、 [Rfl], [Rf2], [BE] により、

$\{$

$\mathrm{s}\mathrm{r}(M_{n}(\mathfrak{U}))=\{(\mathrm{S}\mathrm{r}(\mathfrak{U})-1)/n\}+1$ , $\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(M_{n}(\mathfrak{U}))\leq\{(\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})-1)/n\}+1$ ,
$\mathrm{R}\mathrm{R}(M_{n}(c(x)))=\{\dim X/(2n-1)\}$ ,
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ただし、 {X} は $X$ 以上の最小の整数である。

(F4): $\mathrm{K}$ を可算無限次元のヒルベルト空間上のコンパクト作用素全体の C*環とする。

このとき、

$\{$

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\otimes \mathrm{K})=\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})\wedge 2$ , $\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\otimes \mathrm{K})\leq \mathrm{C}\mathrm{S}\mathrm{r}(\mathfrak{U})\wedge 2$ ,
$\mathrm{R}\mathrm{R}(\mathfrak{U}\otimes \mathrm{K})=\mathrm{R}\mathrm{R}(\mathfrak{U})\wedge 1$

ただし、 $\wedge$ は最小値を意味する。 [Rfl], ([Sh], [Nsl], [Rf2]), ([BE], [BP]) をそれぞれ参照。

さて、 階数 $(2n+1)$ の離散ハイゼンベルグ群 $H_{2n+1}^{\mathbb{Z}}$ は次で定義される .

$H_{2n+1}=\{=(l, m, n)$ : $n,$ $m\in \mathbb{Z}^{n},$ $\iota\in \mathbb{Z}\}$

ただし、 $1_{n}$は $n$ 次単位行列で、 $m^{t}$は、 $m$ の転置である。上の行列とベクトルの同–視よ

り、 $H_{2n+1}^{\mathbb{Z}}$は半直積 $\mathbb{Z}^{n+1}\rangle\triangleleft \mathbb{Z}^{n}$に同型である。

上の定理 1を主に用いて、

定理 4. $H_{2n+1}^{\mathbb{Z}}$を階数 $(2n+1)$ の離散ハイゼンベルグ群とし、 $C^{*}(H_{2n}^{\mathbb{Z}})+1$ をその C*-群

環とする。 このとき、

$\{$

$\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}(H_{2+1}^{\mathbb{Z}})n)=n+1=\dim_{\mathrm{C}}(\hat{H}_{2n+1}^{\mathbb{Z}})1$ ,
$2\leq \mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(C*(H_{2n+1}\mathbb{Z}))\leq n+1$ ,
$\mathrm{R}\mathrm{R}(C^{*}(H_{2+1}^{\mathbb{Z}})n)=2n=\dim(\hat{H}_{2+1}^{\mathbb{Z}})_{1}n$ .

ただし、 $(\hat{H}_{2n+}^{\mathbb{Z}})_{1}1$ は、 $H_{2n+1}^{\mathbb{Z}}$の 1次元表現全体の空間である。

証明の概略. \S 0の $n=1$ の場合を参考にして、次が成り立つ .

$C^{*}(H_{2n+1}^{\mathbb{Z}})\cong C^{*}(\mathbb{Z}^{n}+1)\rangle\triangleleft \mathbb{Z}^{n}\cong C(\mathbb{T}^{n}+1)\rangle\triangleleft \mathbb{Z}^{n}\cong\Gamma(\mathbb{T}, \{\otimes^{n}\mathfrak{U}w\}w\in \mathrm{T})$

ただし、 \otimes uよ $n$ 重テンソル積である。定理 1を直接用いて、

$\{$

$\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}(H_{2}\mathbb{Z})n+1)\leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}w\in \mathrm{T}\mathrm{s}\mathrm{r}(C(\mathbb{T}, \otimes^{n}\mathfrak{U}w))$ ,
$\mathrm{C}\mathrm{S}\mathrm{r}(c^{*}(H_{2n+1}\mathbb{Z}))\leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}w\in \mathrm{T}(\mathrm{c}\mathrm{S}\mathrm{r}(C(\mathbb{T}, \otimes^{n_{\mathfrak{U}_{w}}}))\mathrm{s}\mathrm{r}(c(\mathbb{T}, \otimes^{n_{\mathfrak{U}_{w}}})))$ ,

$\mathrm{R}\mathrm{R}(C^{*}(H^{\mathbb{Z}}2n+1))\leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}w\in \mathbb{T}\mathrm{R}\mathrm{R}(c(\mathbb{T}, \otimes^{n}\mathfrak{U}_{w}))$.
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さらに、 $w=1$ のとき、

$\{$

$\mathrm{S}\mathrm{r}(C(\mathbb{T}^{2n+1}))=n+1$ , $\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(C(\mathbb{T}2n+1))=n+2$,
$\mathrm{R}\mathrm{R}(C(\mathbb{T}^{2+}n1))=2n+1$ ,

$w\neq 1$ のとき、 $w$ によって、 $\mathfrak{U}_{w}$ が単純 AT 環か、 同次的 C*環であることより、

$\{$

$\mathrm{s}\mathrm{r}(C(\mathbb{T}, \otimes^{n}\mathfrak{U}_{w}))\leq 2$, $\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(C(\mathbb{T}, \otimes^{n}\mathfrak{U}_{w}))\leq 2$ ,
$\mathrm{R}\mathrm{R}(C(\mathrm{T}, \otimes n\mathfrak{U}w))\leq 1$ .

がわかる ( $\mathrm{c}\mathrm{f}.[\mathrm{E}\mathrm{E}]$ , [Rfl]).

よりシャープなランク評価式を得るために、次の可換図式を考える .
$0arrow \mathrm{J}^{\sim}arrow C^{*}(H_{2}^{\mathbb{Z}})n+1rightarrow C(\mathbb{T}^{2n})arrow 0$

$||$ $\downarrow$ $\downarrow$

$0arrow 3-$ $M(3)$ $arrow M(_{\mathrm{J}}’)/\mathrm{J}^{\sim}arrow 0$

ただし、 $\sim \mathrm{J}=C_{0}((\mathbb{T}\backslash \{1\})\cross \mathbb{T}^{n})\mathrm{x}\mathbb{Z}^{n}$で、 $M(\mathrm{J})\sim\cong\Gamma^{b}(\mathbb{T}\backslash \{1\},$ $\{\mathfrak{U}_{w}\}_{w\in \mathrm{T}}\backslash \{1\},$ $S^{)}$ が成り立

つ。 このとき、 [NOP, $\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}$ $1.6$] と定理 3と上の評価式を用いて、

$\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}(H_{2n+1}^{\mathbb{Z}}))\leq \mathrm{S}\mathrm{r}(C(\mathbb{T}^{2n}))\vee \mathrm{s}\mathrm{r}(M(^{\sim}\mathrm{J}))$

$\leq(n+1)$ $\sup$ $\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{b}(\mathbb{T}\backslash \{1\})\otimes \mathfrak{U}_{w})\leq n+1$ ,
$w\in \mathrm{T}\backslash \{1\}$

$\mathrm{R}\mathrm{R}(C^{*}(H_{2+1}\mathbb{Z})n)\leq \mathrm{R}\mathrm{R}(C(\mathbb{T}^{2}n))\mathrm{V}\mathrm{R}\mathrm{R}(M(3))$

$\leq(2n)$ $\sup$ $\mathrm{R}\mathrm{R}(C^{b}(\mathbb{T}\backslash \{1\})\otimes \mathfrak{U}_{w})\leq 2n$.
$w\in \mathrm{T}\backslash \{1\}$

ここで、 $C^{b}(\mathbb{T}\backslash \{1\})\cong C(\beta(\mathbb{T}\backslash \{1\})),$ $\dim\beta(\mathbb{T}\backslash \{1\})=\dim \mathbb{T}$ がなりたつことに注意す

る。 -方、 (F1) と定理 3より、

$\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(C^{*}(H\mathbb{Z})2n+1)\leq \mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(c(\mathbb{T}^{2}n))\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathrm{J})\sim$

$\leq(n+1)$ $\sup$ $(\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(c0(\mathbb{T}\backslash \{1\})\otimes \mathfrak{U}_{w})\vee \mathrm{s}\mathrm{r}(C_{\mathit{0}^{(\mathbb{T}}}\backslash \{1\})\otimes \mathfrak{U}_{w}))\leq n+1$ .
$w\in \mathrm{T}\backslash \{1\}$

口

$H_{2n+1}^{\mathbb{Z}}$ の定義において、 $\mathbb{Z}$ を $\mathbb{R}$ で置き換えると、実 $(2n+1)$ 次元のハイゼンベルグ

リ一群 $H_{2n+1}^{\mathbb{R}}$ が定義できる。 このとき、 定理 4と同様の論法で、次が計算される .
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定理 5. $H_{2n+1}^{\mathbb{R}}$ を実 $(2n+1)$ 次元ハイゼンベルグ. $1$ ) $-$群とし、 $C^{*}(H_{2n}^{\mathbb{R}})+1$ をその $C^{*}-$

群環とする。 このとき、

$\{$

$\mathrm{s}\mathrm{r}(c^{*}(H^{\mathbb{R}})2n+1)=n+1=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{m}_{\mathrm{C}}(\hat{H}_{2n+1}^{\mathbb{R}})1$ ,
$2\leq \mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(c*(H_{2n+1}\mathbb{R}))\leq n+1$ ,
$\mathrm{R}\mathrm{R}(C^{*}(H_{2+1}^{\mathbb{R}})n)=2n=\dim(\hat{H}_{2+1}^{\mathbb{R}})_{1}n$ .

注意. C*-群環 $C^{*}(H_{2n+}^{\mathbb{R}}1)$ は、 次に同型である .

$C^{*}(H^{\mathbb{R}})2n+1\cong C^{*}(\mathbb{R}^{n+}1)\rangle\triangleleft \mathbb{R}^{n}\cong C_{0}(\mathbb{R}^{n+}1)\rangle\triangleleft \mathbb{R}^{n}\cong\Gamma 0(\mathbb{R}, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in \mathbb{R}})$

ただし、 $\mathfrak{U}_{0}=C_{0}(\mathbb{R}^{2n})$ で、 $t\neq 0$ に対して、 $\mathfrak{U}_{t}=\mathrm{K}$ .

方、 定理 2と [Pm] を用いて、

定理 6. $C^{*}$ -群環 $C^{*}(H_{2n+}^{\mathbb{Z}}1),$ $C^{*}(H_{2n}^{\mathbb{R}})+1$ は、 有限次元 $C^{*}$環の適当な帰納極限に埋め込

み可能である。

さらに、次がなりたつ .

定理 7. 各 $\mathfrak{U}_{t}$が同次的 C*-環の帰納極限ならば、連続場の C*-環 $\Gamma_{0}(X, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in X}, S)$ は、

同次的 C*-環の適当な帰納極限に埋め込み可能である。

別の応用として、次が成り立つ。

定理 8. $\mathfrak{U}$ を $C^{*}$環とし、その既約ユニタリ表現の同値類の空間、 スペクトル Uがハウス

ドルフ空間とする。 このとき、

$\{$

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})\leq\dim_{\mathbb{C}}\hat{\mathfrak{U}}^{+}$ , $\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})\leq[(\dim\hat{\mathfrak{U}}^{+}+1)/2]+1$ ,
$\mathrm{R}\mathrm{R}(\mathfrak{U})\leq\dim\hat{\mathfrak{U}}^{+}$ .

ただし、 $\hat{\mathfrak{U}}^{+}$ は、 以の–点コンパクト化である。

証明. 仮定より、 $\mathfrak{U}\cong \mathrm{r}_{0}(\hat{\mathfrak{U}}, \{\pi(\mathfrak{U})\}_{\pi\in}\hat{\mathfrak{U}})$ . ただし、 $\pi(\mathfrak{U})\cong \mathrm{K}$ Or $M_{n}(\mathbb{C})(n\geq 1)$ . さらに

定理 1を直に適用する。 口
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注意. $\mathfrak{U}=\Gamma_{0}(X, \{\mathfrak{U}_{t}\}_{t\in}x)$ とし、 $\mathfrak{U}_{t}$は AF 環 (有限次元 C*環の帰納極限)l $\dim X\leq 1$

とすると、 $\hat{\mathfrak{U}}$ は–般にハウスドルフ空間ではないが、定理 1を用いると、

$\{$

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})=1$ , $\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})=1$ or 2,
$\mathrm{R}\mathrm{R}(\mathfrak{U})=0$ or 1.

また、 $X$ が可縮ならば、 $X$ の次元に関係なく、 $\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})=1$ . また、 $\dim X=0$ ならば、

$\mathrm{R}\mathrm{R}(\mathfrak{U})=0$ がW り立つ。
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