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Orientable 3-manifolds fibering over closed surfaces and
codimension 2 fibrators

筑波大学数学系 知念直紹 (Naotsugu Chinen)

1. これまでの経過と結果

$p:Marrow B$ を $|\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{a}||\mathrm{y}$ COmPaCt ANR 空間の間の properな写像とする。写像 $p$

が空間 $\chi$ [こ対して approximate $h_{omo\mathrm{f}O}py$ ljfting $proper\iota y$ (AHLP)を持つとは、

任意の $B$ の Open COVer $\epsilon$ と、 $H_{0}=p\circ h$ を満たす 2つの写像 $h:xarrow M$ と $H:\chi$

$\cross[0,1]arrow B$ に対して、 写像 $\tilde{H}$ : $X\cross[0,1]arrow M$ が存在して $\tilde{H}_{0}=h$ を満たし、
$p\circ\tilde{H}$ と仔は $\epsilon- \mathrm{c}|\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}$ となるときにいう。 PrOPerな写像 $p:Marrow B$ がすべての空

間に対して AHLP を持つとき、写像 $p$ は $\mathrm{a}pp\Gamma \mathit{0}\chi im\mathrm{a}\mathrm{t}efib\Gamma \mathrm{a}ti_{\mathit{0}}n$という。 [CD1]か

ら、 写像 p: $Marrow B$ が $\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{x}|\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{f}|\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}|\mathrm{o}\mathrm{n}$ で $B$ が $\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}-\mathrm{c}\mathrm{o}\cap\cap \mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}$ ならば、 す

べてのファイバーは Shape 同値になることが知られている。
$M$を $(n+k)-\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}|\mathrm{f}\mathrm{o}|\mathrm{d}_{\text{、}}$ properな写像 $p:Marrow B$ で各 $p^{-\rceil}(\chi)$ はある closed

n-manifold N3の shaPe typeをもつとする。 [D1] と [ $\mathrm{D}4\mathrm{j}$ から、 もし k\leq 2ならば、

空間 $B$は k-manifold with ( $\mathrm{P}^{\mathrm{O}\mathrm{S}\mathrm{S}}|\mathrm{b}[\mathrm{y}$ empty) $\mathrm{b}_{0}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}$ になることが知られている。
$k\leq 2$とき、 つぎの問題が考えられる。

$\mathrm{Q}_{\mathrm{U}\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{t}}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$. いつ properな写像 $p:Marrow \mathcal{B}$ が approximate fibration [こなるか?

Daverman は次のような定義を導入した。 $\mathrm{c}|\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{d}$ conneCted $n-\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}|\mathrm{f}\mathrm{o}|\mathrm{d}N$

が $codjm\mathrm{e}ns\dot{l}onk$ fjbrafOr (あるいは COdjmenSiOn $ko\Gamma jenr\mathrm{a}b/ef_{\dot{l}}b_{\Gamma aLor}$) であると

は、 かってな (n+k)-manifold(あるいは orientable)から有限次元な空間 $\mathcal{B}$ への

properな写像 $p:Marrow B$ で、 もし各ファイバーは $N$ と shape 同値ならば、 写像 $p$

が approximate $\mathrm{f}|\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}|_{\mathrm{o}\mathrm{n}}$になるときにいう。 この 10年間色々な人々のよって
$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{d}_{1}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}|\mathrm{o}\mathrm{n}2$ fibratorsは研究されてきた。

1次元球面 $S^{1}$は COdimension 2fibratorでないことが知られている。そこで、
$\mathrm{o}\mathrm{r}|\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}|\mathrm{e}s1-\mathrm{b}\mathrm{u}\cap \mathrm{d}|\mathrm{e}$ OVer $\mathrm{c}|\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{s}\mathrm{u}\Gamma \mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{e}$ を調べてみることした。 $[\mathrm{D}2,$ $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{p}|\mathrm{e}$

$6.1]$の中で. DaVerman はすべての $\mathrm{o}\mathrm{r}|\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}|\mathrm{e}S^{\rceil}-\mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}|\mathrm{e}$ OVer the tOruS $\mathcal{T}$ は
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$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{d}|\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}|_{\mathrm{o}\mathrm{n}}2$ fibratorでないことを証明した。 もちろん、 すべての twisted $S^{\rceil}-$

$\mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}|\mathrm{e}$ OVer the $\mathrm{K}|\mathrm{e}|\mathrm{n}\mathrm{b}_{0}\mathrm{t}\mathrm{t}|\mathrm{e}K$ は $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{d}|\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}|_{\mathrm{o}\mathrm{n}}2$ fibratorでないことは知られてい
る。 最初につぎのことを示した。

Propostion1.1. $N$ を $S^{1}$ -bundle over the torus $T$ with obstruction bとする。
このとき、
ある素数 pが存在して、〆は $b$ を割る\Leftrightarrow cyctic covering $Narrow N$ が存在する。

これは [D2, $\mathrm{C}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{o}}||\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}$ 6.3]が間違っていることを示している。 またすぐ [こつ
ぎのことがわかる。

Coro $|[\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}1.2$ . $N$を $S^{1}$-bundle over the torus $T$ with obstruction bとする。
もしある素数 pが存在して〆は $b$ を割れるならば、 $N$は Codimension 2orientable
fibrator でない。

同様な方法から、 つぎのことがわかる。

$\mathrm{p}_{\Gamma}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{t}|0\cap 1.3$ . $N\text{を}s^{\rceil}$ -bundle over the Klein bottle $K$ with obstruction $b$

とする。 もし bが奇数ならば、 $cyclj_{C}$ covering $Narrow N$が存在する。 よって、 $N$ は

codimension 2orientable fibratorでない。

郡 Gが $\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{h}_{0}\mathrm{p}\mathrm{f}|\mathrm{a}\mathrm{n}$ であるとは、 かってな準同型写像 $f:Garrow G$ に対して、
もし $\Gamma(G)$ が正規群で $G/f(G)$ が巡回群ならば、準同型写像 fは同型になるときにい
う。

R.DaVerman は次の定理を示した。

[ $\mathrm{D}2,$ TheOrem 6.4]. $N$を Nil structure を持つ向き付け可能な 3次元閉多様
体で、 $S^{1}$ -bundle over the torus Tでないとする。 このとき、 $N$は hyperhopfian
fundamental group をもつ。 よって N は codimension 2orientable fibrator にな
る。

P.SCOtt の結果から、 $N$ を $S^{1_{-}}\mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}|\mathrm{e}$ Over the $\mathrm{K}|\mathrm{e}|\mathrm{n}\mathrm{b}_{\mathrm{o}\mathrm{t}}\mathrm{t}|\mathrm{e}K$with nOnZerO
$\mathrm{o}\mathrm{b}_{\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{U}}\mathrm{C}\mathrm{t}|_{\mathrm{o}\mathrm{n}b}$ とすると、 $N$は Nil $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{u}\Gamma \mathrm{e}$ を持つことが知られている。よって、
この Daverman の結果はまちがっていることを示している。よって、 以前示したつ
ぎの結果は重要になる。

TheOrem 1.3. $N\text{を}S^{1}$ -bundle over the KIein bottle $K$ with obstruction $b\text{と}$
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する。 もし b $\neq 0$ が偶数ならば、 $N$ は $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{d}|\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}|\mathrm{o}\mathrm{n}2\mathrm{o}\mathrm{r}|\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}|\mathrm{e}$ fibratorである。

[ $\mathrm{D}2,\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$ 6.41が間違っていること [こより、 もし b $\neq 0$ が偶数ならば、 $N$

は $\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{P}^{\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{h}\mathrm{o}}\mathrm{p}\mathrm{f}|\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}|$ grOup をもつことはわからない。 よって、 つぎの問

題が考えられる : $N$を $S^{1_{-}}\mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}|\mathrm{e}$ OVer the $\mathrm{K}|\mathrm{e}|\mathrm{n}\mathrm{b}_{\mathrm{o}\mathrm{t}}\mathrm{t}|\mathrm{e}K$ with $\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{C}\mathrm{t}|0\cap b\text{とす}$

る。 もし b $\neq 0$ が偶数ならば、 $N$ は $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{d}|\mathrm{m}\mathrm{e}\cap \mathrm{s}|0\cap 2$ fibratorか ?
まず最初に次のことを示した。

TheOrem 1.4. $N\text{を}s^{\rceil}$ -bundle over the Klein bottle $K$ with obstruction b&
する。 もし b $=2^{r}$ならば、 $N$ は $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{d}|\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{S}|\mathrm{o}\mathrm{n}2$ fibratorである。

$\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{t}|\mathrm{o}\mathrm{n}1.1$ から次の予想が考えられる。

$\mathrm{C}_{\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{r}}\mathrm{u}\mathrm{e}1.5$ . $N\text{を}$ orientable $S^{1}$ -bundle over the Klein bottle $K$ with
$\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{U}\mathrm{C}\mathrm{t}|0\cap b$とする。
(1) もしすべての素数 p $\geq 3$ に対して $p^{\mathit{2}}$ は $b$ を割れないならば、 $N$ は
$\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{d}|\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}|_{\mathrm{o}\mathrm{n}}2$ fibratorである。
(2) もしある素数 p $\geq 3$ [こ対して $p^{\mathit{2}}$ は $b$ を割るならば、 $N$ [ま $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{d}|\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}|\mathrm{o}\mathrm{n}2$

fibratorでない。

2. 証明の方針

Propostion 1.1の略証明. $(\subset>)N$ を $S^{1_{-}}\mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}|\mathrm{e}$ OVer $T$ with $\mathrm{P}^{\mathrm{o}\mathrm{s}1}\mathrm{t}|_{\mathrm{V}\mathrm{e}}$

$\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{C}\mathrm{t}|\mathrm{o}\mathrm{n}b$ とし、 ある素数 pが存在して〆は $b$ を割るとする。すると $H_{1}(N)$ は

$Z\cross Z\mathrm{x}z_{b}$ と同型になることが知られている。まず、 2つの全射な準同型 $d_{1}$ : $Zarrow$

$Z_{\rho^{2}}\text{と}d_{3}$ : $Z_{b}arrow Z_{p^{\backslash }}\not\simeq\Re_{\iota}f_{\grave{*}^{j}}\sim.\not\in \text{同}\mathrm{E}^{\int}k:Z_{p}arrow Z_{2^{\text{、}}}$ 廿荻 al な準同型 $\tau:Zarrow z_{\rho^{2}}$ が存
$\Gamma\pm\not\supset^{-\text{る_{。}}}$

$\mathrm{I}_{-\text{の}^{}-}=\subsetneqq’\Pi\overline{-}\mathrm{E}^{\iota}\text{の^{}\wedge}-\mathfrak{N}\text{を}r=d_{1^{\cross\zeta\cross}}(k\circ d3]:Z\cross Z\mathrm{x}z_{b}arrow Z_{P}$と 7 $\text{る_{}0}$ $-\text{の}\epsilon\Re\backslash$

を使って、 $Ker(r\circ h)$ から導かれる〆-1 cyclic $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}|\mathrm{n}9\theta$ : $N(1)$ $arrow$ $N$が得られ

る。 ここで $h:\pi_{1}(N)arrow H_{1}$ (劫は $\mathrm{H}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{w}|_{\mathrm{C}\mathrm{z}}$ 準同型とする。 あとは、 $N(1)$ が $S^{1_{-}}$

bundle OVer $T$ with $\mathrm{o}\mathrm{b}_{\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{r}}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}|\mathrm{o}\mathrm{n}b$であることを示せば良い。
$(<\supset)$ 省略 口

PropostiOn 1 .2の略証明. $N$ を orientable $S^{1}$ -bundle over $K$ with odd
$\mathrm{Q}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{t}^{\ulcorner \mathrm{u}\mathrm{c}}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}b$とする。 すると $H_{1}(N)$ は Z$\cross$ z4と同型になることが知られている。
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よって、 $((p_{N})_{\star^{\mathrm{O}}}h)^{-\rceil}(Z\cross \mathrm{O})$ から導かれる 4-1 $\mathrm{c}\mathrm{y}_{\mathrm{C}}||\mathrm{C}\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}|\mathrm{n}_{9}\theta$ : $N(])arrow N$が存
在する。 ここで $h:\pi$

\dagger
$(N)arrow H_{1}(N)$ は Hurewicz 準同型で、 $p_{N}$ : $Narrow\kappa$は射影と

する。 あとは $N(])$ が orientable $S^{1}- \mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}|\mathrm{e}$ over $\kappa$ with obstraction $b$であるこ
とを示せば良い。 口

$N$を Closed orientable manifold とする。 proper 写像 $p:marrow B$ が N-Like
であるとは、各ファイバーが Nと Shape同値のときにいう。 proper 写像 $p:Marrow B$
$\text{の}$ mod 2 continuity set $C_{p}’\text{と}[\mathrm{h}$

$C_{p}’=\mathrm{f}^{\chi\in}B:\mathrm{x}$ の近傍 $U$ と shape retraction $R:p^{-}(1\mathrm{u})arrow P^{-\rceil}$ (めが存在
して、すべての X’ $\in U$ に対して $\deg\{R1P^{-}\uparrow(\chi’):_{P^{1}(\mathrm{X}’)}-arrow p^{-\rceil}(\chi)\}=1\in Z_{2}\}$

と定義する。
つぎの Lemma が Theorem 1.4の本質的な所である。

Lemma 2. 1. $N’\text{を}$ orientable $S^{1}$ -bundle over $T$ with obstruction $4b$. $N\text{を}$

orientable $S^{1_{-}}\mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}|\mathrm{e}$ over the Klein bottle $K$ with obstruction bとする。 さらに、
すべての素数 p $\geq 3$ に対して〆は $b$ を割れないとする。 もし次の条件を満たすなら
ば、 $N$は codimension 2fibratorである。

$(\star)$ もしすべての orientable $5^{- \mathrm{m}\mathrm{a}}\cap \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{o}|\mathrm{d}$ からの NNN’-like 写像 P: $Marrow \mathcal{B}$ で p-の
mod 2contiunity set が B と–致するならば、 $p$が approximate fibration である。

Theorem 14の略証明. $b=2^{r}$のとき、 orientable $S^{1}- \mathrm{b}\mathrm{U}\mathrm{n}\mathrm{d}|\mathrm{e}N’$ over Twith
obstruction $4b$ が Lemma 2.1の条件 (\star )を満たすことを示せば良い。 口
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