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分岐特性 Cauchy問題の解の真性特異点

HIDEsHI YAMANE 山根 英司 1

\S 1.結果

Sと Kを $\mathbb{C}_{x}^{n},$ $x=(x_{1}, \ldots, x_{n})=(x_{1}, x_{2}, x’)$の超曲面で, それぞれ $x_{1}=x_{2}^{q}$ と $x_{1}=0$

で定義されるものとする。 ここで qは 2以上の整数。 $x=0$ における多価関数のクラス

Nq,Kを導入する。 その定義は

$f(x) \in N_{q,K}\Leftrightarrow f(x)=\sum^{-1}f_{j(X}j=0q)Xj1^{/q}$ ’
$f_{j}$ は $x=0-$ の近傍で正貝 L

また,
$\lambda_{q,K}^{rl}=$ { $f(x)\in N_{q},K$ ; $f$ は $S$ 上で $l$ 回消える} $(l\geq 0)$

とおく。 さらに次のようにおく:

$\sum_{j=0}^{q-1}x^{j/}\lim_{\ni}q\mathcal{O}(X\backslash 1K)_{\circ}x0arrow$

$\tilde{N}_{q,K}$ は多価関数や真性特異点を持つ関数を含む。 Cauchy 問題を設定するために次のク

ラスを導入する:

$\tilde{N}_{q,K}^{l}=$ { $f\in\tilde{N}_{q,K;}$ $f$ は $S$ 上で $l$回消える} $(l\geq 0)$ 。

次が主定理である。

定理 1. $P(x, D)$ を原点の近傍で定義された微分作用素で次の形のものとする:

$P(x, D)=D_{12}^{A_{1}}D^{A_{2}}- \sum_{2|\alpha|<1+A}D^{\alpha}a\alpha(X)A$ ’
$A_{1}\geq 0,$ $A_{2}\geq 0_{\mathrm{o}}$

ここで $a_{\alpha}(x)$ は原点の近傍で正則で $x_{1}$ と $x_{2}$ について多項式とする。 この時, 任意の

$v(x)\in D_{1,K}^{A_{1}}N_{q}^{A_{1}}$ に対し, $\tilde{N}_{q,R^{+}}^{A_{1}A_{2}}$’ の元 $u(x)$ がただ–つ存在して

$Pu=v$

が成り立つ。

注意. $\text{もし}\sum|\alpha|<A1+A2aD^{\alpha}\alpha(x)$ が $D_{1}$に関して高々 $A_{1}-1$ 階ならば, 解 $u$ は $N_{q,K}^{A_{1}+A_{2}}$

に属する。
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定理 2. (岡田靖則-山根) $A_{1}\geq 1$ と仮定する。 この時 . $\sim$

$(A)X_{1q,K}^{-g_{\frac{-1}{q}}}N\subset D_{1,R}^{A_{1}}N_{q}^{A_{1}},$ . さらに $A_{1}=1$ の時は等号が成り立つ。

$(B)$ もし $l\geq q$ ならば $X_{1}^{-\frac{l}{q}}\not\in D_{1}^{A_{1}}N_{q}^{A_{1}},K$

。

\S 2. 浜田の例

浜田 $([\mathrm{H}|)$ は次の例を与えた。

$\{$

$(D_{2}^{2}-D_{1})u(x)=0$

$u|_{S}=\gamma_{1}x_{2}^{3},$ $D_{1}u|_{S}=\gamma_{2}x_{2\circ}$

ただし

$S=\{x_{1}=x_{2}^{2}\}$ , $\gamma_{1}=\sum_{m=0}^{\infty}(-1)^{m}\frac{\Gamma(m-\frac{3}{2})}{(2m)1}$ , $\gamma_{2}=\sum_{m=0}^{\infty}(-1)m+1\frac{\Gamma(m-\frac{1}{2})}{(2m)1}\text{。}$

解 $u(x)$ は

$u(x)= \sum(-1)^{m2m}\infty\frac{\Gamma(m-\frac{3}{2})}{(2m)1}x^{\frac{3}{12}-}mx2$

$m=0$

で与えられる。 これは分岐しており, さらに真性特異点を持っている。 この現象を我々の

観点から解釈しよう。まず問題を次の形のものに帰着する:

$\{$

$(D_{2}^{2}-D_{1})u(x)=v(x)$ , $v\in \mathcal{O}_{x=0}$ は既知

$u|s=0$ , $D_{1}u|_{S}=0$ 。

マイクロ微分作用素

$(D_{2}^{2}-D_{1})^{-1}=(1-D_{1}D_{2}^{-}2)-1D^{-2}2$

$= \sum_{j=0}^{\infty}(D1D^{-2})^{j}2D^{-2}2=\sum_{j=0}^{\infty}D_{1}jD_{2}-2j-2$

を用いて, 解を

$u(x)= \sum D_{1}^{j}D_{2}-2j-2v(x)$

$j=0$

のように表示できる。

$z=x_{1}^{1/2}$とおくと, 次を得る:

$u(z, x_{2}2, \prime x)=\sum_{j=0}^{\infty}(\frac{1}{2z}D_{z})^{j}D_{2}^{-2}j-22,,)v(\mathcal{Z}x_{2,\ldots n}X$
。
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分岐は $D_{2}^{-2j-2}$のために起きる (\leftarrow 次のセクション参照)。真性特異点が現れるのは $( \frac{1}{2z}D_{Z})^{J}$

という因子のせいである。

\S 3. マイクロ微分作用素と多価関数

$D_{2}^{-1}$ の $\mathcal{O}_{x=0}$ への作用を定義しよう。 $f(x)\in \mathcal{O}_{x=0}$ に対して $D_{2}^{-1}f$ は次の式で定義

される:

$D_{2}^{-1}f(x)= \int_{x_{1}^{1/q}}^{L2}.f(x1, y_{2}, X)\prime dy_{2}\mathrm{o}$

積分の始点がこのようであるから,f(x) が–価正則であっても, $D_{2}^{-1}f(x)$ は–価とは限ら

ない。 なお $D_{2}^{-1}f(x)$ は $x_{2}=X_{\mathrm{I}}1/q$ の上で $0$ になることに注意しよう。こうして

$D_{2}^{-1}$ : $\mathcal{O}_{x=0}arrow N_{q,K}^{1}$

が定義された。多価関数が気持ち悪ければ $z=x_{1}^{1}/q$と置いてやって

$D_{2}^{-1}$ : $\mathbb{C}\{z^{q}, X_{2}, x’\}arrow \mathcal{O}_{(z,x_{2},x}^{1}’)=0=\{g(z, x_{2}, x’)\in \mathcal{O}(z,x_{2},x’)=0 ; g|_{z=x_{2}}=0\}$

と書けば良い。積分表示は容易に判る。こう書くと評価がしゃすいし, また, $D_{2}^{-2},$ $D_{2}^{-3},$
$\ldots$

の定義もしゃすい。結局

$D_{2}^{-1}$ : $N_{q,K}^{l}arrow N_{q,K}^{l1}+$

が定義される。

定理 1も\S 2と同様に微分作用素の逆を用いて証明される。詳細は [Y2] をご覧下さい。
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