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制約付最適化同題に対する逐次二次計画法
における更新行列のサイジング

東京理科大学・理学部 小笠原英穂 (OGASAWARA Hideho)

東京理科大学 . 工学部 矢部博 (YABE Hiroshi)

1. はじめに

次のような等号制約付最小化問題

(ECP) nin $f(x)$ , $x\in R^{n}$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $h(x)=0$

を考える. ここで $f$ : $R^{n}arrow R^{1}$ と $h:R^{n}arrow R^{m}(m<n)$ は $\mathrm{C}^{2}$ 級と仮定する.

逐次二次計画 (Sequential Quadratic Programming, $\mathrm{S}\mathrm{Q}\mathrm{P}$ ) 法は, 制約付最小化問題に対し

て現在知られている数値解法のうちで, 最も有効な方法の 1つとされている.

SQP 法のアルゴリズムの基本的な枠組は, 各反復で 1) 探索方向 $d_{k}$ を $\mathrm{Q}\mathrm{P}$ 部分問題

$\mathrm{E}\mathrm{Q}\mathrm{P}(Xk, Bk)$ $\min_{d}\frac{1}{2}d^{T}B_{k}d+\nabla f(x_{k})^{T}d$
$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $h(x_{k})+\nabla h(x_{k})^{T}d=0$

の解として求め, 2) 直線探索によりステップ幅 $\alpha_{k}$ を決定した後, 次の点を $xk+1=xk+\alpha_{k}d_{k}$

で生成して, 3) 行列 $B_{k}$ を更新する, という手順である.

実際のアルゴリズムでは, $\alpha_{k}$ を決定するための直線探索評価関数と $B_{k}$ の更新公式をど

のように選択するかが問題となる. 我々は評価関数と更新公式の適合性の観点から, どちら

も拡張ラグランジ $\mathrm{n}$ 関数に基づいて構成された, 従来よりも適合的と考えられる SQP 法の
アルゴリズムを提案した [5].
ところで最近, 無制約最小化問題に対する準 $–\mathrm{n}$ 一トン法に対して, 1970年代に研究され

た更新行列のサイジングが新たな観点から見直され, その効果について再評価されっっある

[3]. SQP 法は無制約問題に対する準 $–\mathrm{n}$ 一トン法を制約付問題に自然に拡張したものと解

釈することができる. したがって SQP 法の更新公式にも同様の考えでサイジング手法を取
り入れることが考えられるが, 我々の知る限りではこれまでほとんど研究されていないよう

である.

そこで本稿では, 先に我々の提案した SQP 法のアルゴリズムにサイジングを組み込むこ
とを提案し, 計算効率を改善するためのいくっかの工夫と実際上の留意点について述べる.

2. 無制約最小化問題に対する準ニュートン法

SQP 法において基本となるのは無制約問題に対する準ニュートン法の手法である. した

がってまずそれらを概観しておくことにする.
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2.1 Broyden 公式族

無制約最小化問題 而 n $\{f(x)|x\in R^{n}\}$ に対する準 $–>$ 一トン法の反復式は

$x_{k+1}=x_{k^{-\alpha_{k}B^{-1}}}k\nabla f(Xk)$ , $k=0,1,$ $\ldots$ , (1)

である. ここで $\alpha_{k}$ は目的関数 $f(x)$ を直線探索評価関数に用いて決定されるステップ幅で
ある. $B_{k}$ はヘッセ行列 $\nabla^{2}f(x_{k})$ の近似行列であり, 新しい近似行列 $B_{k+1}$ はセカント条件

$B_{k+1}S_{k}=yk$ , ただし $s_{k}=x_{k}+1-x_{k}$ , $y_{k}=\nabla f(x_{k}+1)-\nabla f(x_{k})$

を満たすような更新公式によって生成される. 特に DFP 公式と BFGS 公式が有名である.

Broyden はこの両公式を含む 1 パラメタ公式族を提案した.

$B_{k+1}$ $=$ Broyden$(S_{k,yB}k,k, \emptyset k)$ (2)

$=$ $B_{k}- \frac{B_{k}s_{k}S^{\tau}B_{k}k}{s_{k}^{T}B_{k}S_{k}}+\frac{y_{k}y_{k}^{T}}{y_{k}^{T}s_{k}}+\emptyset k(S^{T}kBksk)vkv_{k}^{T}$ .

ただし 賑 $=y_{k}/y_{kk}^{\tau_{s_{k^{-BS}}}}k/S_{k}^{T}B_{k}s_{k},$ $\phi_{k}\in R^{1}$ である. これを $B$ 公式の Broyden 公式族と
よぶ. (2) で $\phi_{k}=0$ にとると BFGS 公式が得られ, $\phi_{k}=1$ とおくと DFP 公式が得られる.

準ニュートン法の大域的収束性を考える上で近似行列 $B_{k}$ の正定値性の保存は重要であ
る. これについては

$\phi_{k}^{*}=\frac{(y_{k}^{T}s_{k})^{2}}{(_{S_{k}^{T}}B_{k}Sk)(y^{T}kB1yk^{-}k)-(y^{\tau}k^{S_{k}})^{2}}$ (3)

とおいたとき, $B_{k}$が正定値で $y_{k}^{T}s_{k}>0,$ $\phi_{k}>-\phi_{k}^{*}$ ならば (2) で生成される $B_{k+1}$ も正定値
となることが知られている. Cauchy-Schwarz の不等式から $\phi_{k}^{*}>0$ であることに注意され
たい. 通常は直線探索によって $y_{k}^{T}s_{k}>0$ を満たすような点列が生成されるので, 初期近似
行列を正定値にとり, $\phi_{k}$ を例えば $0$ 以上にとっておけば以後の正定値性は保証される.
特に $0\leq\phi_{k}\leq 1$ の場合を convex class という. この class は DFP と BFGS 公式を含むこ
とから, 多くの研究者たちによって関心がもたれ, 種々の理論的・数値的研究がなされてい
る. しかしながら convex class 以外はあまり研究されておらず, その特性はまだよくわかっ
ていないのが現状である.

パラメタ $\phi_{k}$ を 1から $0$ へ減少させるにつれて DFP から BFGS へと段々効率がよくなる
傾向にあるので, さらに減少させて負の値まで考慮に入れると BFGS よりもさらに効率のよ
い更新公式が得られるのではないかと期待するのは自然な発想であろう. $-\phi_{k}^{*}<\phi_{k}\leq 0$ の

場合を preconvex class とよぶ [10]. 最近そのような着眼から preconvex class に対する関心
が高まりつつあり, 大域的収束性や局所的超 $-$次収束性などの研究が行われている $[10, 1]$ .

22 サイジング付 Broyden 公式族とサイジング因子
Oren and Luenberger [8] は Broyden 公式族 (2) にさらにパラメタ $\gamma_{k}>0$ を導入し, $B_{k}$

を筆倍 (サイジング) してから更新する公式族

$B_{k+1}$ $=$ Broyden$(s_{k}, y_{k}, \gamma kBk, \phi_{k})$ (4)

$=$ $\gamma_{k}(B_{k}-\frac{B_{k}s_{kk}s_{k}^{\tau}B}{s_{k}^{T}B_{k}S_{k}}+\phi_{k}(s^{\tau\tau}kk^{S}Bk)vkvk)+\frac{y_{k}y_{k}^{T}}{y_{k}^{T}s_{k}}$
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を提案した. 彼らは $f(x)$ を特に狭義凸 2次関数に限定したとき, $Q^{-1}B_{k+1}(Q=\nabla^{2}f)$ の

条件数が 1 っ前の条件数よりも小さくなるように物を選ぶことを考え, 次式を導出した.

$\gamma_{k}^{OL}=\frac{y_{k}^{T}s_{k}}{s_{k}^{T}B_{k}S_{k}}$ , $\gamma_{k}^{IOL}=\frac{y_{k}^{T-1}B_{k}y_{k}}{s_{k}^{T}y_{k}}$ . (5)

(5) の $\gamma_{k}$ を順に Oren-Luenberger $(\mathrm{O}\mathrm{L})$ , 逆 Oren-Luenberger (IOL) サイジング因子とよぶ.

最近 Dennis, Gay and Welsch [4] によって, 一般の関数に対しても $\mathrm{O}\mathrm{L}$ 因子の意味づけが

なされた. すなわち $\mathrm{O}\mathrm{L}$ 因子は $\gamma_{k}B_{k}$ の固有値分布が $x_{k}$ の近くにおけるヘッセ行列 $\nabla^{2}f(x)$

の固有値分布と重なるように, Rayleigh 商を利用して決めたものと解釈される.

23 逆行列版サイジング付 Broyden 公式族

ヘッセ行列の近似行列 $B_{k}$ は反復式 (1) からわかるように, 逆行列の形で利用される. そ

こでヘッセ行列の逆行列自体を直接近似行列でおきかえるという考え方もある.
$B$ 公式のサイジング付 Broyden 公式族 (4) において $B_{k+1}^{-1}=H_{k}+1,$ $(\gamma_{k}B_{k})^{-1-}=\gamma kH_{k}1$ と

おく と $H$ 公式とよばれる逆行列版の更新公式族

$H_{k+1}= \gamma_{k}^{-1}(H_{k^{-}}\frac{H_{ky_{k}}S_{k}^{\tau_{+S}}ky_{k}^{T}H_{k}}{s_{k}^{T}y_{k}}+\frac{y_{k}^{T}H_{k}yk}{(s_{k}^{T}yk)^{2}}s_{k^{S^{\tau}}}k^{+(}\psi_{k^{-}}1)(y_{kk}^{\tau}Hyk)wkw^{T}k)+\frac{s_{k}s_{k}^{T}}{s_{k}^{T}y_{k}}(6)$

が得られる. ただし $w_{k}=s_{k}/s_{k}^{T}yk-Hky_{k}/y_{k}^{\tau_{H_{k}}}y_{k},$ $\psi_{k}\in R^{1}$ であり, $\phi_{k}$ と $\psi_{k}$ の関係は

$\psi_{k}=\frac{\phi_{k}^{*}(1-\phi_{k})}{\phi_{k}+\phi_{k}^{*}}(=1-\frac{\phi_{k}(1+\emptyset^{*}k)}{\phi_{k}+\phi_{k}^{*}})$ (7)

である. ここで $\phi_{k}^{*}$ は (3) で $B_{k}$ 1こ $H_{k}^{-1}$ を代入したものである. (7) から $B$ 公式の preconvex
class $-\phi_{k}^{*}<\phi_{k}\leq 0$ は $H$ 公式の $\psi_{k}\geq 1$ に 1対 1対応していることがわかる.

3. SQP 法におけるサイジング因子

(ECP) に対するラグランジュ関数乏, 拡張ラグランジ $\mathrm{n}$ 関数 $L$ はそれぞれ以下の式によっ

て定義される.

$l(x, \mu)$ $=$ $f(x)+\mu Th(X)$ ,
$L(x, \mu;r)$ $=$ $f(x)+ \mu^{T}h(x)+\frac{1}{2}rh(x)^{T}h(x)=\ell(x, \mu)+\frac{1}{2}r||h(x)||2$ .

ただし $r>0$ はペナルティパラメタで, $\mu\in R^{m}$ は等号制約条件に対するラグランジ $\mathrm{n}$ 乗数

である. また $||\cdot||$ は $\ell_{2^{-}}$ノルムを表す.

通常の SQP 法では, $B_{k}\mathfrak{l}\mathrm{h}$ ラグランジュ関数のヘッセ行列 $\nabla_{x}^{2}l(xk, \mu_{k})$ の近似とみなされ

るが, 我々は, Tapia (cf. [2]) に従って, 拡張ラグランジ $\mathrm{n}$ 関数のヘッセ行列 $\nabla_{x}^{2}L(Xk, \mu_{k} ; r)$

を近似する行列とみなし, $B_{k}^{L}$ で表す. なお $\mu_{k}$ } $\mathrm{h}$ (ECP) に対するラグランジ $\mathrm{n}$ 乗数の $k-1$

反復目の近似ベク トルで, 我々のアルゴリズムでは $\mathrm{Q}\mathrm{P}$ 部分問題 $\mathrm{E}\mathrm{Q}\mathrm{P}(Xk-1, B^{L}k-1)$ のラグラ

ンジ $\mathrm{n}$ 乗数にとっている.

Tapia は解におけるヘッセ行列の構造を考慮し, 次の構造化セカント条件を与えた.

$B_{k+1}^{L}s_{k}$ $=$ $y_{k}^{S}$ , (8)

$s_{k}$ $=$ $X_{k+1^{-}}X_{k}$ , $y_{k}^{t}=\nabla_{x}\ell(x_{k}+1, \mu_{k1}+)-\nabla x\ell(_{X_{k}}, \mu k+1)$, (9)
$y_{k}^{S}$ $=$ $y_{k}^{l}+r\nabla h(x_{k}+1)\nabla h(xk+1)\tau_{s_{k}}$ . (10)
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$B$ 公式のサイジング付 Broyden 公式族 (4) で $y_{k},$ $B_{k}$ をそれぞれ $y_{k}^{S},$ $B_{k}^{L}$ とおけば, Tapia
のセカント条件 (8)$-(10)$ を満たす次のようなサイジング付更新公式が得られる.

$B_{k+1}^{L}=\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{y}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}(Sk, y_{k}^{sL}, \gamma kB, \phi_{k}k)$ . (11)

これをサイジング付構造化 Broyden 公式族 (SSB) とよぶことにする. この逆行列版である
$H$ 公式も (6) から同様にして得られる.

それぞれに対応する $\mathrm{O}\mathrm{L}$ , IOL 因子筋は (5) から次のようになる.

$[B/\backslash \text{ム式}]$ $\gamma_{k}^{OL^{-}s}$ $= \frac{(y_{k}^{S})^{\tau}s_{k}}{s_{k}^{T}B_{k}^{L}s_{k}’}$ $\gamma_{k}^{IOL- s}=\frac{(y_{k}^{s})T(B_{k}L)-1y_{k}s}{s_{k}^{T}y_{k}^{S}}$, (12)

$[H\text{公式}]$ $(\gamma_{k}^{oL-S})-1$ $= \frac{s_{k}^{T}(H^{L}k)-1s_{k}}{(y_{k}^{S})^{T}s_{k}}(=\frac{s_{kk^{S_{k}}}^{\tau_{B}L}}{(y_{k}^{s_{)}\tau}s_{k}})$ , $( \gamma_{k}^{IoL^{-S}})-1=\frac{S_{ky_{k}}^{TS}}{(y_{k}^{S})^{T}H_{k}^{L}y_{k}^{S}}$ . (13)

ここで $B$ 公式の IOL 因子には逆行列が含まれている点に注意する. このため簡単に計算
できる場合を除いて, この因子を採用するのは計算量の観点から得策ではない. この因子の
使用は, 例えば初期近似行列を単位行列にとって初期サイジングとして用いる場合などに限
られることになる.

$H$ 公式の $\mathrm{O}\mathrm{L}$ 因子にも見かけ上逆行列が含まれているが, $\mathrm{Q}\mathrm{P}$ 部分問題の KKT 条件から

$B_{k}^{L}d_{k}=-(\nabla f(Xk)+\nabla h(X_{k})\mu_{k1}+)=-\nabla_{x}\ell(x_{k}, \mu_{k}+1)$

が成り立つので $B_{kk}^{L_{S_{k}=\alpha_{k}}}BLdk=-\alpha_{k}\nabla xl(xk, \mu k+1)$ を利用すれば, 逆行列を回避してこの
サイジング因子を計算することができる.

さて無制約問題に対するのと同様に SQP 法においても, preconvex class が BFGS 公式
より効率的な更新公式となるか興味のあるところである. しかし $B$ 公式で近似行列の正定

値性を保持するためには (3) で与えられる閾値 $\phi_{k}^{*}$ を気にしなくてはならず, 計算量の点か
らやはり実際的ではない. ところが先述のように $B$ 公式の preconvex class は $H$ 公式の

$\psi_{k}\geq 1$ に対応するので, $H$ 公式によれば閾値を考える必要がない. これも $H$ 公式を用いる

際の有利な点といえる.

サイジングには最新情報を用いて少しでもヘッセ行列の近似をよくしてから更新しよう
という狙いがある. そこでサイジングに用いる $y_{k}^{S}$ の近似を高めるためにさらに, 以下の補
正を行うことが考えられる. この補正項は解から離れている場合には必ずしも無視できな
いヘッセ行列の付加的構造を考慮して導出される.

$y_{k}^{A}=y_{k}^{S}+r[\nabla h(x_{k+1})-\nabla h(xk)]h(X_{k+1})$ . (14)

(12)$-(13)$ で $y_{k}^{S}$ の代わりに $y_{k}^{A}$ を用いるサイジング因子を $\gamma_{k},$$\gamma_{k^{O}}oL^{-}AIL-A$ と記すことにす

る. なおサイジング因子だけではなく, セカント条件 (8)$-(10)$ そのものに $y_{k}^{A}$ を用いること

も考えられよう.

無制約問題に対する準 $–\mathrm{n}$ 一トン法では Shanno and Phua [9] が毎回サイジングを行う
より, 初回だけのほうがむしろ全体の計算効率がよいという実験結果を報告して以来, 初期
サイジングが $-$般に広く受け入れられてきた. しかし最近 Contreras and Tapia [3] によっ
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て, ある採択基準に従い選択的にサイジングを行ったほうがより効果的であることが実験的
に示された. 彼らはまた $\mathrm{O}\mathrm{L}$ 因子や IOL 因子とは別のサイジング因子を提案し, BFGS 公式
を改良する試みも行っている. これらは Broyden のパラメタ $\phi_{k}$ を preconvex class で調整
することによって BFGS 公式を凌駕しようという試みとともに, いずれも SQP 法に取り入
れる意義があると思われる.
最後に近似行列の正定値性について注意しておく. 正定値性の保存は無制約問題に対す

る準 $-\wedge \mathrm{D}$ – トン法と同様 SQP 法においても重要であり, 特にそれは $\mathrm{Q}\mathrm{P}$ 部分問題が–意解

をもっための条件にもなる.

正定値性保存のための条件 $y_{kk}^{\tau_{S}}>0$ は無制約問題の場合には適当な直線探索法によって

達成されるが, 制約付問題の場合, ラグランジ $\mathrm{n}$ 関数 $\ell$ は解において必ずしも正定値ではな

いため, $y_{k}=y_{k}^{t}$ に対してこの条件は解の近くでさえ常に満たされるとは限らない. しかし

我々は拡張ラグランジ $\mathrm{n}$ 関数に基づ $\langle$ Tapia の構造化セカント条件 (8)$-(10)$ を用いている

ので $\nabla h(x_{k+1})Ts_{k}\neq 0$ である限り, 十分大きなペナルティパラメタ $r$ に対して $(y_{k}^{S})^{\tau_{s_{k}>}}0$

が成立することに注意されたい. ただしセカント条件に $y_{k}^{A}$ を用いた場合には必ずしもそう

はならないので, アルゴリズムに相応の防止策を組み込んでおく必要がある.

4. おわりに

本稿では制約付最適化問題に対する SQP 法にサイジングを組み込むことを提案した. $B$

公式によるサイジングについては既に我々は $[6, 7]$ の予備的実験から, 一般に効率が悪いと

されている DFP 公式も適当なサイジングによって十分 BFGS 公式に匹敵し得るという結
果を得ている. これは無制約問題に対する報告 [3] と同様の結果である.

今後の課題は前節で述べたいくつかの効率改善の工夫を数値実験によって検証すること
である. 特に $H$ 公式によるサイジングは $B$ 公式にはない有利な点をもっているので, 検討

する価値が十分あると思われる.
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