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ゲージ場における古典力学系と量子エネルギー

徳島大総合科学部 桑原類史 (Ruishi KUWABARA) \dagger

Dept. of Integrated Arts and Sciences
The Univercity of Tokushima

はじめに

ゲージ場における力学系とは, Riemann多様体 $(\mathrm{A}I, m)$ 上の主 $G$ 束 $\pi$ : $Parrow M$ の

接続 $\overline{\nabla}$ から定義されるものである.
$M$ の局所近傍系 $\{U_{\alpha}\}$ および対応する変換関数 $\varphi_{a\beta}$ : $U_{a}\cap U_{\beta}(\neq\phi)arrow G$ を用いる

と, 接続▽の曲率は, 各 U\alpha 上で定義された g 値 2次形式 \Theta -\alpha で, 変換則

$_{\beta}-=\mathrm{A}\mathrm{d}(\varphi_{\alpha\beta}^{-1})_{\alpha}-$

を満たすものとして定義される. この様な g値 2次形式の族 {e,a を (M 上の) ゲー
ジ場という. $G=U(1)$ (可換群) の場合は, $_{\alpha}=\overline{\Theta}_{\beta}-$ となり, $M$ 上の 2次形式が定
義され, 磁場と呼ばれる.
ゲージ場 (Yang-Mil玩場) における古典力学系 (古典粒子の運動) や量子力学系

(Schr6dinger作用素) のエネルギー分布 (スペク トル) の研究は, 1980年代から大域
解析学のテーマの–つとして, 超局所解析, 表現論, 数理物理学などの視点から研究
されてきている ([2], [3], [7], [8] など). ここでは, 古典量子対応 (量子化条件) の

視点から, ゲージ場の力学および幾何学を考察する. 特に, 量子化条件をみたす古典
エネルギーと量子エネルギーとの対応に関する (予想される) 定理を述べ, 証明の筋
書きを示すことにする.

1 古典力学系
$G$ をコンパクト半単純 Lie 群とする. $G$ の Lie 代数 $\mathfrak{g}$ 上の (正定値) 内積 $m_{\mathfrak{g}}$ を

(-l)xKilling形式とすると, $\text{内積}m_{\mathfrak{g}}\text{は}\mathrm{A}\mathrm{d}(g)(g\in G)\text{で不変だから}$ , これより, $G$

上の両側不変計量 $m_{G}$ が誘導される. $M$ 上の主 $G$束 $\pi$ : $Parrow\Lambda\prime I$ に対して, $\mathrm{A}\prime I$ の計量

$m,$ $G$ の計量 $m_{G}$ , および $P$ の接続 $\overline{\nabla}$ から, $P$ 上の Riemann計量抗 (Kaluza- Klein
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計量と呼ばれる) が, ファイバーの接空間 $V$ と水平部分空間 $H$ が直交するように定
義される. 計量説から自然に, $T^{*}P\text{上の}\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}\text{関数}\overline{I- I}\text{が定義され}$ , Hamilton力
学系 $(T^{*}P, \Omega_{P},\tilde{H})$ が定義される. ここで, $\Omega_{P}$ は $T^{*}P$上の標準シンプレクティック形
式である.

◇力学系の簡約 (cf. [1])
群 $G$ の $P$ への (右) 作用は自然に $TP$ 上りフトされ, その作用で $\Omega_{P}$ , 互は不
変である. G の (\Omega P を不変にする) シンプレクティック作用に対応する運動量写像
$J:T^{*}Parrow g^{*}$ ($\mathfrak{g}$ の双対空間) が

$\langle J(p), A\rangle=\langle p, A^{P}\rangle$ $(p\in T^{*}P_{1}A\in \mathfrak{g})$

によって定義される. ここで, $A^{P}$ は $A\in \mathfrak{g}$ から (無限小 $G$-作用として) 定義される
$P$上のベクトル場を表す. このとき, $.J$ は力学系 $(T^{*}P, \Omega_{P},\overline{II})$ の不変量であり, $\mathrm{A}\mathrm{d}^{*}-$

同変, すなわち
$J\circ R_{g}^{*}=\mathrm{A}\mathrm{d}^{*}(g)\mathrm{o}J$ $(g\in G)$ (1.1)

が満たされる. ただし, $R_{g}$ は $g\in G$ による $P$ 上の右移動 $Parrow’ p\cdot g$ を表し, 場:
$T_{p}^{*}.{}_{g}Parrow T_{p}^{*}P\text{である}$ . また, Ad’(g) はず上の余随伴作用であり,

$\langle \mathrm{A}\mathrm{d}^{*}(g)\nu, X\rangle=\langle\nu,\mathrm{A}\mathrm{d}(g^{-1})X\rangle$ $(\nu\in \mathfrak{g}^{*}, X\in \mathfrak{g})$

で定義される.
運動量写像 $J$ に対応して, 力学系の簡約プログラムが適用される : 任意の $\mu,$ $\in g^{*}$

に対して, $J^{-1}(\mu)$ は $P$ の部分多様体である.

$G_{\mu}:=\{g\in G|\mathrm{A}\mathrm{d}^{*}(g)\mu=\mu\}$

とおくと, $J^{-1}(\mu)$ は $G_{\mu}$-不変である. 商多様体 $P_{\mu}:=J^{-1}(\mu)/C_{\mathit{1}}\mu$ 上には, $\Omega_{P}$ から誘
導されるシンプレクティック形式 $\Omega_{\mu}$ , および $\tilde{H}$ から誘導される Hamilton関数 $H_{\mu}$ が

定義される. このようにして, 簡約化された Hamilton力学系 $\mathcal{H}_{\mu}=(P_{\mu}, \Omega_{\mu}.H_{\mu})$ が
得られる. これをゲージ場における “charge”\mu の粒子の古典力学系という.

註 商空間 $G/G_{\mu}$ はずにおける $\mu$ を通る余随伴軌道 $O_{\mu}=\{\mathrm{A}\mathrm{d}^{*}(g)\mu|g\in G\}$ と同
視できる. よって, (1.1) より, $P_{\mu}=J^{-1}(O_{\mu})/G$ が成り立つ.

◇力学系 $\mathcal{H}_{\mu}$の接続形式による表現
$G_{\mu}\neq G$ とする. 商多様体 $M_{\mu}:=P/G_{\mu}$ を考える. このとき, 自然な射影 $\pi’$ :

$\mathrm{A}f_{\mu}arrow \mathrm{A}I(=P/G)$ は $O_{\mu}$ をファイバーとするファイバー空間の構造を与える.
射影 $\pi’$ : $M_{\mu}arrow\Lambda I$ による余接束 $\pi_{M}$ : $T^{*}Marrow\Lambda I$ の引き戻しを $\pi_{M_{\mu}}’$ : $\mathrm{A}.I_{\mu}\#arrow M_{\mu}$

とする :
$\Lambda I_{\mu}^{\#}=\{(q, \xi)\in\Lambda.I_{\mu}\cross T^{*}M|\pi’(q)=\pi_{M}(\xi)\}$ .

$\mathrm{A}f_{\mu}\#$ は $T^{*}M_{\mu}$ の部分ベクトル束と見なせる. 実際, $M_{\mu}\#$ の $T^{*}M_{\mu}$ への埋め込みを
$(q, \xi)\mapsto\pi^{\prime*}(\xi)\in T_{q}^{*}\mathrm{A}/I_{\mu}$ とすればよい.
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$T^{*}P\underline{J}\mathfrak{g}^{*}$

$P\sim^{\pi_{P}}\uparrow \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}1J^{-1}(\mu).\subset J^{-1}(O_{\mu})$

$\downarrow\pi_{\mathit{1}^{\pi’}}\backslash _{M_{\mu}-}$

$\tilde{\pi}\backslash$
’

$\pi_{M_{\mu}\#}^{J\cup}\chi_{\mu}T^{*}\Lambda’I_{\mu\pi_{\mu\downarrow\nearrow\pi_{\mathcal{O}_{l^{l}}}}}M_{\mu}\sim\approx P_{\mu}(=J^{-1}(\mu)/G_{\mu}=J^{-1}(O_{\mu})/G)=$

$M\underline{\pi_{M}}T^{*}\mathrm{J}I$

図 1: 力学系の簡約化

接続 $\tilde{\nabla}$ の接続形式 ( $P$ 上の $g$ 値 1次形式) を $\theta$ とし, $\theta_{\mu}=\langle\mu, \theta\rangle$ とおく.

補題 11. $G_{\mu}$ の Lie代数を $\mathfrak{g}_{\mu}$ とする. $\mathfrak{g}$ の要素 $A$ に対して,

$\Lambda\in \mathfrak{g}_{\mu}\Leftrightarrow$ 「 $d\theta_{\mu}(\Lambda^{P}, X)=0$ for $\forall X\in TP$ 」.

この補題より, d\theta \mu は \Lambda f\mu 上の閉 2次形式と見なせる. そして, ルサ上の 2次形式
$\Omega_{\mu}^{*}:=(\tilde{\pi}’)^{*}\Omega_{M}+(\pi_{M_{\mu}}’)^{*}(d\theta_{\mu})$

は閉かつ非退化であり, $\Lambda\cdot I_{\mu}^{*}$ 上のシンプレクティック構造を与える. ただし, ぞ: $M_{\mu}\#arrow$

$T^{*}\Lambda I$ は $\pi’$ : $\mathrm{A}I_{\mu}arrow\Lambda\cdot I$ から自然に定義される射影, $\Omega_{M}$ は $T^{*}\Lambda I$ の標準シンプレク
ティック形式である. ( $\Omega_{\mu}\#$ が非退化であることは, $\Omega_{M}$ の非退化性および補題 1.1の
$\Leftarrow$ から従う.)

註. $M_{\mu}\#$ のシンプレクテイック形式 $\Omega_{\mu}\#$ は $T^{*}\Lambda \mathit{1}_{\mu}$ のシンプレクテイック構造 $\Omega_{M_{\mu}}+$

$(\pi_{M_{\mu}})^{*}(d\theta_{\mu})$ をルゲに制限したものになっている. ただし, $\Omega_{M_{\mu}}$ は $T^{*}M_{\mu}$ の標準シ
ンプレクティック形式, $\pi_{h\mathrm{f}_{\mu}}$ : $T^{*}M_{\mu}arrow\Lambda\prime I_{\mu}$ は自然な射影を表す.

$M$ の Riemann計量 $m$ から自然に定まる $T^{*}M$ 上の Hamiltonn関数を $H$ とする, す
なわち, $H(x, \xi)=\sum m^{ij}(x)\xi_{i}\xi_{j}$ . そして, $\mathrm{A}I_{\mu}\#$ 上の Hamilton 関数を $H_{\mu}\#:=(\tilde{\pi}’)^{*}H$

と定義する. このようにして, Hamilton力学系 $(\Lambda^{J}I_{\mu}\#, \Omega_{\mu}\#, H_{\mu}\#)$ が得られる.

命題 1.2. 力学系 $\mathcal{H}_{\mu}$ は力学系 $(\mathrm{A}/I_{\mu}\#, \Omega_{\mu}\#, H_{\mu}\#)$ と同値である. すなわち, 微分同相
写像 $\chi_{\mu}$ : $P_{\mu}arrow M_{\mu}\#$ が存在し,

$\Omega_{\mu}=\chi_{\mu}^{*}\Omega_{\mu}^{\#}$ , $H_{\mu}=\chi_{\mu}^{*}H_{\mu}^{\#}+||\mu,||^{2}$ .

$\text{◇}$ 局所座標系による表現 $-\mathrm{W}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g}$ の方程式
力学系 $(\Lambda f_{\mu}\#, \Omega_{\mu}\#, H_{\mu}\#)$ を局所座標を用いて表現してみよう. $P$ の局所自明構造

$U\cross G(U\subset M)$ による局所座標系を $(x, g)=(x^{1}, \ldots, x^{d};g^{1}, \ldots, g^{f})$ とする. $\mathrm{A}f_{\mu}$
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の局所自明構造は $U\cross(G/G_{\mu})\cong U\mathrm{x}O_{\mu}$ である. 余随伴軌道 $\mathcal{O}_{\mu}(\subset g^{*})$ の要素
は, $\nu=\mathrm{A}\mathrm{d}^{*}(g)\mu(g\in G)$ と表される. 従って, $M_{\mu}$ の局所座標として, $(x, \nu)=$

$(x^{1}, \ldots, x^{d};\nu^{1}, \ldots, \nu^{r})$ を用いる. $X\in \mathfrak{g}$ に対して, $\mathrm{a}\mathrm{d}^{*}(X):\mathfrak{g}^{*}arrow$ ずを

$\langle \mathrm{a}\mathrm{d}^{*}(X)\nu, Y\rangle=\langle\nu, \mathrm{a}\mathrm{d}(-X)Y\rangle=\langle\nu, -[X, \mathrm{Y}]\rangle$ $(\nu\in g^{*}, Y\in g)$

とし, {X, $\nu$} $:=\mathrm{a}\mathrm{d}^{*}(X)\nu$ と定義する. $\nu\in \mathcal{O}_{\mu}$ における $O_{\mu}$ の接ベクトル $\eta$ は, $\mathfrak{g}^{*}$

の要素として, ある $X\in g$ によって, $\eta=\{X, \nu\}$ と表すことができる.
$P$ 上の接続 $\tilde{\nabla}$ の接続形式 $\theta$ を

$\theta(x, g)=\sum_{j}\theta_{j}(x,g)dx^{;}+\sum_{\alpha}\theta_{\alpha}(x, g)dg^{\alpha}$

と表す. このとき, 曲率 $$ は

$=d \theta+\frac{1}{2}[\theta, \theta]$

で定義される $P$ 上の $g$値 2次形式であり, 局所的に

$\Theta(x.g)$ $=$ $\frac{1}{2}\sum_{1,j}\Theta_{lj}(x, g)dx^{:}\wedge d\prime i$

$\frac{1}{2}\sum_{i,j}\{(\frac{\partial\theta_{j}}{\partial x^{1}}-\frac{\partial\theta_{l}}{\partial x^{j}})+[\theta_{i}, \theta_{j}]\}dx^{i}\wedge d\dot{\theta}$

と書ける. $\Theta_{\mu}:=(\mu,$ $\ominus\rangle$ とおくと, $_{\mu}$ は $A,f_{\mu}$ 上の 2次形式であることが容易に確か
められる.

命題 1.3. 力学系 (ルゲ, $\Omega_{\mu}^{*},$ $H_{\mu}\#$ ) における粒子の運動は, $M_{\mu}$ 上の次の方程式 (Wong
の方程式と呼ばれる [6] $)$ で記述される :

$\ddot{x}^{i}+\sum_{j,k}\Gamma_{jk}^{:}(x)\dot{x}^{;}\dot{x}^{k}-2\sum_{j,k}m^{ij}(x)\Theta_{jk}^{(\mu)}(x, g)\dot{x}^{k}=0\}$

$\dot{\nu}=\{\sum_{j}\theta_{j}(x, g)\dot{\theta}, \nu\}$

ただし, $\Theta_{jk}^{(\mu)}(x, g):=\langle\mu, \Theta_{jk}(x, g)\rangle,$ $\nu=\mathrm{A}\mathrm{d}^{*}(g)\mu(g\in G\rangle$ である. ここで, $_{jk}^{(\mu)}(x,g)$

および第 2式右辺は $g(\in G)$ の同値類 $[g]\in G/G_{\mu}\cong O_{\mu}$ にのみ依存する.

2 量子系 (Schr\"odinger作用素)

◇ $G$ のユニタリ表現
Lie代数 $\mathfrak{g}$ の複素化を $\mathfrak{g}\mathrm{c}$ とし, $\mathfrak{h}$ をその Cartan部分代数とする. $(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}, \mathfrak{h})$ のルート
の全体 $\Delta$ に対し, $\mathfrak{h}_{\mathrm{R}}:=$ { $H\in \mathfrak{h}|\alpha(H)\in \mathbb{R}$ for $\forall\alpha\in\Delta$} とする. このとき, $\mathfrak{g}$ の

Cartan部分代数 $\iota\simeq$-Rl(l=rankG) に対して, hR=it であり, また, 双対空間にっ
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いて娠 $=il^{*}\subset\sqrt{-1}\mathfrak{g}^{*}$ が成り立つ. (9の内積を経由して, $\mathfrak{g}^{*}\cong \mathfrak{g},$
$\mathrm{t}^{*}\cong \mathrm{t}$ と考えてい

る.) A $:=\mathfrak{h}_{\mathrm{R}}\cap\exp^{-1}(e)$ ( $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}:\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}arrow G_{\mathbb{C}}$ で, $e$ は G。の単位元) とおくと, Aは娠の
格子
$(\cong i\mathbb{Z}^{l})$ である. $\Lambda$ の双対格子を $\Lambda^{*}(\subset \mathfrak{h}_{\mathrm{R}}^{*})$ (整形式 (integral form) と呼ばれる) と

する. すなわち,

$\Lambda^{*}:=$ { $\lambda\in \mathfrak{h}_{\mathrm{R}}^{*}|\langle\lambda,.H\rangle\in 2\pi \mathbb{Z}$ for $\forall H\in\Lambda$ } $\cong 2\pi\sqrt{-1}\mathbb{Z}^{l}$ .

娠において, 正のWeyl chamber を $C^{+}$ とすると, $G$ の既約ユニタリ表現の全体 $\hat{G}$ は
$C^{+}\cap\Lambda^{*}$ と同–視される. また, 任意の $\mu(\neq 0)\in \mathfrak{g}^{*}$ に対して, $iO_{\mu}(\subset$ $\sqrt$-lv戸ま,
$C^{+}$ と 1点で交わる.

◇量子状態空間, Schr\"odinger作用索
$\mu\in g^{*}$ が $\lambda:=\sqrt{-1}O_{\mu}\cap C^{+}\in\Lambda^{*}$ を満たすとする. $\lambda$ を最高ウエイトとする $G$ の

既約ユニタリ表現を $(\rho_{\lambda}, V_{\lambda})$ とすると. $P$ に同伴する Hermiteベクトル束 $\mathcal{E}_{\lambda}=P\mathrm{x}_{\rho_{\lambda}}$

$V_{\lambda}arrow M$ が定義される. Hermiteベクトル束 $\mathcal{E}_{\lambda}$ の $L^{2}$切断のなすHilbert空間 $L^{2}(M, \mathcal{E}_{\lambda})$

を古典力学系 $\mathcal{H}_{\mu}=(P_{\mu}, \Omega_{\mu}. H_{\mu})$ に対応する量子力学系の状態空間と考える.
さらに, $P$上の接続 $\overline{\nabla}$ から, $\mathcal{E}_{\lambda}$の接続 (共変微分) $\tilde{\nabla}$ : $C^{\infty}(M, \mathcal{E}_{\lambda})arrow C^{\infty}(\Lambda,f.,$ $T^{*}M\otimes$

\mbox{\boldmath $\delta$}\mbox{\boldmath $\lambda$}p\leq 誘導される. これにより, $\mathcal{E}_{\lambda}$上の Laplacian $L^{(\lambda)}=\tilde{\nabla}^{*}\overline{\nabla}$ : $L^{2}(M, \mathcal{E}_{\lambda})arrow L^{2}(M, \mathcal{E}_{\lambda})$

が定義される. 作用素 $L^{(\lambda)}$ を Schr\"odinger作用素と考える. $L^{(\lambda)}$ は非負値, (形式的)

自己共役 2階楕円型微分作用素で, 局所的に

$L^{(\lambda)}=- \sum_{j,k}m^{jk}(\nabla_{j}+A_{j})(\nabla_{k}+A_{k})$
(2.1)

と表される. ただし, $\nabla$ は Levi-Civita接続, $\Lambda=\sum\Lambda_{j}d.\prime r^{j}$ \iota 2接続 $\tilde{\nabla}$ から定まる $M$

上の局所 $\mathrm{u}(V_{\lambda})$ 値 1次形式である.
$M$ をコンパクトとすると, $L^{(\lambda)}$ のスペクトル (量子エネルギー) は, 非負の固有

値列
$\nu_{1}^{(\lambda)}\leq\nu_{2}^{(\lambda)}\leq\cdots\leq\nu_{k}^{(\lambda)}\leq\cdots\uparrow+$ 。

から成る.

$\text{◇}P$ 上の $L^{2}$ 空聞, Laplacian
$P$上の琉値 $L^{2}$ 関数 $f$ で, 任意の $g\in G$ に対して

$f(p\cdot g)=\rho_{\lambda}(g^{-1})f(p)$ $(p\in P)$

を満たすもの ( $G$ 同氏関数) の全体から成る空間を $L_{\lambda}^{2}(P_{\backslash }V_{\lambda})$ とする. このとき,

$L^{2}(M, \mathcal{E}_{\lambda})\cong L_{\lambda}^{2}(P, V_{\lambda})$

が成り立つ (内積を適当にとれば, ユニタリ同型である).

表現 $\rho_{\lambda}$ の指標を $\chi_{\lambda}$ とするとき, 写像 $P_{\lambda}$ : $L^{2}(P)arrow L^{2}(P);frightarrow f_{\lambda}$ を

$f_{\lambda}(p):= \dim V_{\lambda}\int_{G}\chi_{\lambda}(g^{-1})f(p\cdot g)dg$ $(p\in P)$
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と定義し, $P_{\lambda}$ の像を $L_{\lambda}^{2}(P)$ とする. 局所的に, $P\ni p=(x, g)\in U\cross G(U\subset \mathrm{A}I)$ と
するとき,

$f_{\lambda}(p)=f_{\lambda}(x, g)= \sum_{i,j}\rho_{\lambda}(g)_{j}ff_{0}(x)_{i}^{j}$

の形で表せる. ここで, $\rho_{\lambda}(g)_{j}^{1}\text{は表現の行列成分である}$ . Peter-Weyl の定理より,

$L^{2}(P)= \sum_{\rho\lambda\in\hat{G}}\oplus L_{\lambda}^{2}(P)$
.

が成り立つ.
$\rho_{\lambda}(g)(.q\in G)$ は $V_{\lambda}^{*}\otimes V_{\lambda}(=\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathbb{C}}(V_{\lambda}))$ の要素と考えて, 写像 (Fourier変換) $F_{\lambda}$ :

$L^{2}(P)arrow L^{2}(P, V_{\lambda}^{*}\otimes V_{\lambda});f\mapsto F_{\lambda}$ を

$F_{\lambda}(p):= \dim V_{\lambda}\int_{G}f(p\cdot g)\rho_{\lambda}(g)d.q$ $(p\in P)$

と定義し, F」の像を $L_{\lambda}^{2}(P, V_{\lambda}^{*}\otimes V_{\lambda})$ とする. 局所的に,

$F_{\lambda}(p)=F_{\lambda}(x, g)=\rho_{\lambda}(g^{-1})F_{0}(x)$

と書ける. ただし, F0(x) は d次正方行列である. このとき, $F_{\lambda}(p\cdot g)=\rho_{\lambda}(g^{-1})F_{\lambda}(p)$

が成り立つことに注意すると, 鷲の正規直交基底 $\{v_{1}, \ldots, v_{k}\}(d_{\lambda}:=\dim V_{\lambda})$ に対し
て, $f_{\lambda}^{j}(p):=F_{\lambda}(p)v_{j}\in V_{\lambda}(i=1, \ldots, d_{\lambda})$ とすると, $f_{\lambda}^{j}(p)\in L_{\lambda}^{2}(P, V_{\lambda})$ である. こ

のようにして, 次の同型が成り立つ :

ハ $\in L_{\lambda}^{2}(P, V_{\lambda}^{*}\otimes V_{\lambda})$ に対して ( $F_{\lambda}(p)$ を $d_{\lambda}$ 次正方行列と考えて),

$[\Phi_{\lambda}(F_{\lambda})](p)=\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ $[ t\overline{F_{\lambda}(p)}]$ $(p\in P)$

と定義すると, $P_{\lambda}=\Phi_{\lambda}\circ \mathcal{F}_{\lambda}$が成り立ち, $\Phi_{\lambda}$ は $L_{\lambda}^{2}(P, V_{\lambda}^{*}\otimes V_{\lambda})$ から $L_{\lambda}^{2}(P)$ への全単
射を与える $(\Phi_{\lambda}^{-1}=F_{\lambda})$ . $f_{\lambda}(p)\in L_{\lambda}^{2}(P),$ $F_{\lambda}(p)\in L_{\lambda}^{2}(P, V_{\lambda}^{*}\otimes V_{\lambda})$ は

このようにして, 以下のような 1対 1対応関係が成り立つ :

$L_{\lambda}^{2}(P)$ $\cong$ $L_{\lambda}^{2}(P, V_{\lambda}^{*}\otimes V_{\lambda})$

$\cong$ $L_{\lambda}^{2}(P, V_{\lambda})\oplus\cdots\oplus I_{J}^{2}(\lambda P, V_{\lambda})$

$\cong$ $L^{2}(M, \mathcal{E}_{\lambda})\oplus\cdots\oplus L^{2}(\mathrm{A}f,\mathcal{E}_{\lambda})$ .

具体的に次のような対応をつけられる :

$L^{2}(M, \mathcal{E}_{\lambda})$ $L_{\lambda}^{2}(P, V_{\lambda})$ $L_{\lambda}^{2}(P, V_{\lambda}^{*}\otimes V_{\lambda})$ $L_{\lambda}^{2}(P)$

$\mathrm{u}J$ (V (V $\mathrm{t}\cup$

$\psi_{1},$

$\ldots,$
$\psi_{d_{\lambda}}$ $rightarrow$ $\psi_{1},$

$\ldots,$
$\psi_{d_{\lambda}}$ $rightarrow$ $\Psi:=(\psi_{1}, \ldots,\psi_{d_{\lambda}})$ $rightarrow$ $\psi_{P}:=\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ $[ {}^{t}\overline{\Psi}]$
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Kaluza-Klein計量 $\tilde{m}$ から定まる $P$ 上の Laplace Beltrami 作用素を $\Delta_{P}$ とすると,

\Delta P は L2\mbox{\boldmath $\lambda$}(P) を不変にする. G上の両側不変計量から定まる Laplac\sim Beltrami 作用素
$\Delta c$ に対して, $\Delta_{G}\rho_{\lambda}(g)_{j}^{i}=(||\lambda+\delta||_{\mathfrak{h}}^{2}. -||\delta||_{b^{*}}^{2})\rho_{\lambda}(g)_{j}^{i}$ が成り立つ. ただし, $\delta\in$ 城は
(gC:h) の全ての正のルートの和の 1/2であり, $||$ . llb‘は Killing形式から定まるノルム
を表す. 従って, 計量抗による直交分解 $T_{p}P=H_{p}\oplus V_{p}\cong T_{\pi(p)}M\oplus T_{e}G$ に注意し
て, 次の補題が得られる.

補題 2.1. 上の対応関係 $L_{\lambda}^{2}(P)\ni\psi_{P}-\rangle\psi_{j}\in L^{2}$ ( $M$,へ) $(J’=1, \ldots 1d_{\lambda})$ において,

$(\Delta_{P}\psi_{P})_{j}=L^{(\lambda)}\psi_{j}+(||\lambda+\delta||_{\mathfrak{y}}^{2}. -||\delta||_{b^{*}}^{2})\psi_{j}$

が成り立つ.

系. $\Delta_{P}|_{L_{\lambda}^{2}(P)}$ のスペクトルは

$\{\nu_{k}^{(\lambda)}+(||\lambda+\delta||_{\mathfrak{y}}^{2}$. $-||\delta||_{\mathfrak{y}*}^{2})|k\in \mathrm{N}\}$ (d\mbox{\boldmath $\lambda$} 重)

で与えられる.

3 量子化条件とスペクトル
$\lambda:=\sqrt{-1}O_{\mu}\cap C^{+}\in\Lambda^{*}$ とする. 古典力学系 $\mathcal{H}_{\mu}=$ ( $P_{\mu},$ $\Omega_{\mu}$ , H\mu )\cong (ル $\mu\mu\mu\#,$$\Omega^{*},$ $H\#$ )
における量子化条件を満たす Lagrange多様体と量子エネルギーの対応関係を考察す
る. 磁場における力学系 $(G=U(1))$ の場合の類似から, 自然に以下のような定式
化, 定理が考えられる.

定義. (A$f_{\mu}\#,$ $\Omega_{\mu}^{*}$ ) の Lagrange 部分多様体 $L$ が量子化条件を満たすとは, $(TP, \Omega_{P})$

の Lagrange部分多様体 $L_{P}$ が存在し, 次の (i), (ii) が満たされることである :
(i) $L_{P}\subset J^{-1}(O_{\mu}),$ $\chi_{\mu}\circ\pi_{\mathrm{O}_{\mu}}(L_{P})=L$ . ただし, $\pi_{Q_{\mu}}$ : $J^{-1}(O_{\mu})arrow P_{\mu}=J^{-1}(O_{\mu})/G$

は射影を表す.
(ii) $L_{P}$ 上の任意の閉曲線 $\gamma$ に対して,

$\frac{1}{2\pi}\int_{\gamma}\omega_{P}-\frac{1}{4}m_{L_{P}}([\gamma])\in \mathbb{Z}$ (Q-C)

が成り立つ. ただし, $\omega_{P}$ は $T^{*}P$の正準 1次形式 (i.e., $\Omega_{P}=$ ムノ P), $m_{L_{P}}\in H^{1}(L_{P}, \mathbb{Z})$

は $L_{P}$ の Maslov類を表す,

このような設定で, 自然に予想される量子-古典対応は以下のようになる.
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4 定理の証明の筋書き

◇概略
群

$\overline{G}:=S^{1}\cross G=\{(e^{1t}, g);0\leq t<2\pi, g\in G\}$

を考える. Peter-Weyl の定理より, $L^{2}(\overline{G})$ の要素 $f(t, g)$ は次で与えられる :

$f(t, g)= \sum_{\ell\in \mathrm{Z}}\sum_{\rho\in\hat{G}}\sum_{j,k}\hat{f}_{\ell,\rho}^{j,k}e^{:\ell t}\rho(g)_{k}^{j}$
(4.1)

ここで, $\rho(g)_{k}^{j}$ は表現 $\rho$ の行列成分である.
$n_{k}=dk+1(k=0,1,2, \ldots)$ とするとき, (4.1) において, $(\ell, \rho)\neq(n_{k}, \rho_{n_{k}\lambda})$ に対し

て, $\hat{f}_{l};_{\rho}’=0$ となるような $f\in T_{\lrcorner}^{2}(\overline{G})$ の全体を $L_{\lambda}^{2}(\overline{G};\{n_{k}\lambda\})$ と書く.
$G$ 上の 1次擬微分作用素 $D_{G}:=(\triangle c+||\delta||\mathfrak{y}*)^{1/2}$ に対して,

$D_{G}\rho_{\lambda}(g)_{k}^{j}=(||\lambda+\delta||_{\mathfrak{h}}\cdot)\rho_{\lambda}(g)_{k}^{j}$ . $D_{G\beta_{n\lambda}}(g)_{k}^{j}=(||n\lambda+\delta||_{\mathfrak{h}}\cdot)\rho_{n\lambda}(g)_{k}^{j}(n\in \mathrm{N})$

が成り立つことに注意する. さて, 連続線形作用素 $A$ : $\mathcal{D}’(\overline{G})arrow \mathcal{D}’(P)$ で以下を満
たすものを考える :

(A-i) $\tilde{E}^{-1}\Delta_{P}\Lambda-\Lambda D_{\overline{G}}$ が $L^{2}(\tilde{G})$ から $L^{2}(P)$ への有界作用素を誘導する.
ここで, $\overline{E}:=E+||\mu||^{2}(=E+||\lambda||_{b}\cdot)$ で, $D_{\overline{G}}$ は次で与えられる $\tilde{G}$上の作用素である :

$D_{\tilde{G}}:=- \frac{1}{4}(\frac{\partial’}{\partial t}+\frac{i}{||\mu||},D_{G})^{2}$ .
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(A-ii) $A_{i}L_{\lambda}^{2}(\tilde{G};\{n_{k}\lambda\})arrow L^{2}(P)$ は等長的である.
(A-iii) $(w_{k})_{l}^{j}(t, .q):=(d_{k}/2\pi)^{1/2}c^{in_{k}}$ .${}^{t}\rho_{n_{k}\lambda}(g)_{l}^{j}(d_{k}:=\dim V_{n_{k}\lambda})$ とするとき, $(\psi_{k})_{l}^{j}$ $:=$

$A[(w_{k})_{l}^{j}]$ は $L_{n_{k}\lambda}^{2}(P)$ の要素である.

このような $A$ が存在したとする. $w_{k}=(w_{k})_{l}^{j}$ に対して,

$D_{\tilde{G}}w_{k}=\overline{n}_{k}^{2}w_{k}$ , $\overline{n}_{k}:=\frac{1}{2}(n_{k}+\frac{||n_{k}\lambda+\delta||_{b}}{||\lambda||_{\mathfrak{h}^{\wedge}}}.)$

に注意すると, (A-i) より

$||(\overline{E}^{-1}\Delta_{P}-\overline{n}_{k}^{2})\psi_{k}||_{L^{2}(P)}$ $=$ $||(\tilde{E}^{-1}\Delta_{P}A-AD_{\overline{G}})w_{k}||_{L^{2}(P)}$

$\leq$ A,利|wk||L2(G- $\rangle$

$=\Lambda.I$ .

-方, $\{\varphi_{j}\}_{j=1}^{\infty}$ を $\Delta_{P}|_{L_{n_{k^{\lambda}}}^{2}(P)}$ の固有関数の正規直交基底とすると, $L_{n_{k}\lambda}^{2}(P)\ni\psi_{k}’=$

$\sum_{j}\hat{\psi}_{j\varphi_{j}}$ と書けるから, $\tilde{\nu}_{j}^{(n_{k}\lambda)}:=\nu_{j}^{(n_{k}\lambda)}+||n_{k}\lambda+\delta||_{\mathfrak{h}}^{2}$ . $-||\delta||_{\mathfrak{h}}^{2}$. として,

$||(\overline{E}^{-1}\Delta_{P}-\overline{n}_{k}^{2})\psi_{k}||_{L^{2}(P)}^{2}$

$=|| \tilde{E}^{-1}\sum_{j}\hat{\psi}_{j}\tilde{\nu}_{j}^{(n_{k}\lambda)}\varphi_{j}-\sum_{j}\overline{n}_{k}^{2}\hat{\psi}_{j\varphi_{j}}||_{L^{2}(P)}^{2}$

$= \frac{1}{\overline{E}^{2}}\sum_{j}\{\tilde{\nu}_{j}^{(n_{k}\lambda)}-\overline{F_{\text{ノ}}}\overline{n}_{k}^{2}\}^{2}|\hat{\psi}_{j}|^{2}$

$\geq\frac{1}{\overline{E}^{2}}\inf_{j}\{\tilde{\nu}_{j}^{(n_{k}\lambda)}-\overline{E}\overline{n}_{k}^{2}\}^{2}\sum_{j}|\hat{\psi}_{j}|^{2}$

$= \frac{1}{\tilde{E}^{2}}\inf_{j}\{\tilde{\nu}_{j}^{(n_{k}\lambda)}-\overline{E}\overline{n}_{k}^{2}\}^{2}$.

ここで, 条件 (A-ii): \Sigma j|吻 $|^{2}=||\psi||_{L^{2}(P)}^{2}=||w_{k}||_{L^{2}(\overline{G})}^{2}=1$ を使った. 上の不等式と
合わせて,

$\inf_{j}\{\tilde{\nu}_{j}^{(n_{k}\lambda)}-\tilde{E}\overline{n}_{k}^{2}\}^{2}\leq\overline{E}^{2}\Lambda I$, $i.c.$ , $\inf_{j}|\tilde{\nu}_{j}^{(n_{k}\lambda)}-\tilde{\Gamma^{\mathrm{t}},}\overline{n}_{k}^{2}|\leq \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}$ .

この式を整理すれば, 定理の式が得られる.
このようにして, 上の条件 (A-i) $-(\mathrm{A}- \mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ を満たす作用素 $A$ を構成できれば主定

理が証明されたことになる. この様な $A$ を, 量子化条件をみたす Lagrange部分多様
体 $L(L_{P})$ から定義される canonical relation $C\subset(T^{*}P\backslash \mathrm{O})\cross(T\tilde{\mathfrak{B}}\backslash 0)$ によって定ま
る Fourier積分作用素 (cf. [4]. [9]) として構成する. その手法は [5] で $G=U(1)$ の場

合に遂行されたものの拡張である. (元々のアイデアは [10] および [9, Ch.XII, \S 4] で議
論された自由粒子 (測地流) の力学系の場合に帰着する.)

$\text{◇}$ 作用素 $A$ の構成
$m_{L_{P}}\in H^{1}(L_{P}, \mathbb{Z})$ を mod 4で考えて, $m_{L_{P}}$ : $\pi_{1}(L_{P})arrow \mathbb{Z}_{4}$ で定まる連結 ( $d$ 重) 被

覆空間
$p$ : $\overline{L}_{P}arrow L_{P}(\subset T^{*}P)$
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を考える. $\overline{\ell,0}\in\overline{L}_{P}$ を固定し, 写像 $\alpha:\overline{\Gamma_{J}}Parrow S^{1}$ を

$\overline{\ell}rightarrow\exp(i\int_{\overline{c}}p^{*}\omega_{P})$ ( $\overline{c}:\overline{\ell}_{0}$ と $\overline{\ell}$ を結ぶ曲線)

と定義する. 量子化条件 (Q-C) により, \alpha が well-definedであることが分かる. 更に,

$j$ : $\overline{L}_{P}\cross \mathbb{R}^{+}\cross Garrow(T^{*}P\backslash \mathrm{O})\cross(T^{*}\overline{G}\backslash 0)=(T^{*}P\backslash 0)\cross(T^{*}S^{1}\cross T^{*}G\backslash 0)$

を
$j(\overline{\ell}, \tau, g)=(\tau l, (\alpha(\overline{\ell}\cdot g^{-1})$ . $-\tau),$ $(g, -\tau J(\ell\cdot g^{-1})))$

と定義する. (ここで, 群の左移動により, $T^{*}G\cong G\cross \mathfrak{g}^{*}$ としている.) 像

A $:=i(\overline{L}_{P}\mathrm{x}\mathbb{R}^{+}\cross G)$

を考える.

補題 4.1. $\Lambda$ は $(T^{*}P\backslash \mathrm{O})\cross(T^{*}\overline{G^{\gamma}}\backslash 0)$ の conic な Lagrange部分多様体である.

作用素 $A$ を

$C:=\Lambda’=\{(\tau l;(\alpha(\overline{P}\cdot g^{-1}), \tau). (g, \tau J(\ell\cdot g^{-1})))|\overline{l}\in\overline{L}_{P}, \tau\in \mathbb{R}^{+}, g\in G\}$

を Canonical relation とする Fourier積分作用素, すなわち, $A$ の核が (局所的に) 振
動積分

$(2 \pi)^{-(d+2t+1)/4-N/2}\int e^{i\phi(x,y,\theta)}a(x, y, \theta)d\theta$ $(x\in P, y\in\tilde{G}, \theta\in \mathbb{R}^{N})$

(Fourier integral distribution) であたえられる作用素として構成する.
$A$ に対する要請 $(\mathrm{A}- \mathrm{i}),(\mathrm{A}- \mathrm{i}\mathrm{i}),(\mathrm{A}- \mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ は, それぞれ, より具体的に以下のような方針

でチェックしていく :
(A-i) について :Fourier積分作用素 (擬微分作用素) の積 (合成) のシンボル計算
をもとに, 作用素の order を考察し, 有界性を示す.

(A-ii) について : $\Lambda^{*}l4$ が $L^{2}(\overline{c_{J}^{\gamma}})$ から $I_{J}^{2}(\mathrm{t}_{X}^{\gamma};\sim\{n_{k}\lambda\})$への直交射影であることを示す.
(A-iii) について :canonical relation $C$ が “G-字突”であることから示せる.

このような方針での証明において, もっともデリケートな議論を要するのは (A-ii)
についてである. まず, $L^{2}(\tilde{G})$ から $L^{2}(\tilde{G};\{n_{k}\lambda\})$ への直交射影 $\Pi$ が order $-r/2$ の

Fourier積分作用素であること, その Canonical relationが A*A のそれと等しいことを
示す. これより, A の principal symbol を適当に定めることによって, lower0rder を
無視すれば� =A*A が成り立つようにできる. さらに, lower order部分を修正して
正確に� =AA*A が成り立つようにする. このような–連の議論について, 完全な考
察を現時点では行っていないが G=U(l) の場合の議論 ([5]) と同様な筋道で遂行で
きると考えられる. このようにして, 作用素 $A$ が (H\"ormanderの意味で) クラス

$I^{-\frac{1}{4}(d+2r-1)}(P\cross\tilde{G}, C)$

$(d=\dim\Lambda I, r=\dim G)$ に属する Fourier積分作用素として構成される.

78



5 量子系についての再検討, 課題

◇半古典近似
磁場の場合, $n\in \mathrm{N}$ に対して,

$L^{(n\lambda)}=- \sum m^{jk}(\nabla_{j}+nA_{j})(\nabla_{k}+nA_{k})$

( $\sum\Lambda_{j^{(}}l.x^{j}$ : $\lambda\in \mathbb{R}$ に対する局所接続形式) で与えられるから, $1/n=h$ と考えると,

$\hat{H}_{\hslash}=\frac{1}{n^{2}}L^{(n\lambda)}=-\sum_{j,k}m^{jk}(\hslash\nabla_{j}+A_{j})(\hslash\nabla_{k}+A_{k})$

が (P\mbox{\boldmath $\lambda$}, \Omega \mbox{\boldmath $\lambda$}, H\mbox{\boldmath $\lambda$}) に対応する (本来の) Schr\"odinger 作用素といえる.
この見方の類似として, ゲージ場の場合も $\hat{H}_{\hslash}=L^{(n\lambda)}/\tilde{n}^{2}$ と考えると, $\nu(\hslash)$ $:=$

$\nu_{j_{k}}^{(n_{k}\lambda)}/\overline{n}_{k}^{\mathit{2}}$ は $\hat{H},$, の固有値と考えられる. このとき, 定理の主張は

$\nu(\hslash)=E-C\hslash+O(\hslash^{2})$ ,

すなわち, 『Eが半古典エネルギー (すなわち, 量子化条件を満たす Lagrange 部分
多様体があって, その上で $H\equiv E$ となる) であれば, $E$ は対応する量子エネルギー
の $O(h)$ の近似値を与える.4

◇課題 : 量子系の定式化の再検討
磁場 ( $G$ が可換群 $U(1)$ ) の場合は, [5] で示したように, 半古典エネルギー $E$ は量

子エネルギーの O(fv2) の近似値をあたえる. ところが, 非可換群 G の場合は, G のユ
ニタリ表現のウェイトに関する定数が余分に関係してくるために $O(\hslash)$ の近似になっ
てしまう. このことは古典系に対する Schr\"odinger 作用素として, ベクトル東上の単
なる Laplacianではなく, 低階項にゲージ場に関わる項を付け加えた作用素を考える
のが自然であることを示唆している.
例えば, 定数項を付け加えた作用素

$\overline{T_{J}}^{(\lambda)}=T_{J}^{(\lambda)}+\frac{||\lambda+\delta|.|_{\mathfrak{h}}}{||\lambda||_{\mathfrak{h}}}$

.
$(\lambda\eta\overline{\delta})_{\mathfrak{h}}\cdot t$

を考え, $\hslash=(n_{k}\tilde{n}_{k})^{-1/2}(\sim n_{k}^{-1})$ とおくと, 対応する固有値に関して, $\nu(\hslash)=E+O(\hslash^{2})$

が成り立つ. ここで, 作用素 $\tilde{L}^{(\lambda)}\text{について}$ , 定数項が出てくる幾何学的 (あるいは物

理的) に自然な定式化 (意味付け) は何か? あるいは, もっと違った原理に基づい
て妥当な Schr\"odinger 作用素を導くことができるか ? という問題が興味ある課題と
して残っている.
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