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1 はじめに

言語 $\mathcal{L}$ をもつ理論 $T$ に対し, 新しい関数記号 $\sigma$ を導入し, $T$ に $\mathrm{r}_{\sigma}$ は $\mathcal{L}$ 自己同型」

を意味する論理式を加えたものを $T_{\sigma}$ と書く. $T$ がモデル完全かつ不安定で PAPA を

もつならば $T_{\sigma}$ にモデルコンパニオンがない [2]. ここで, $T$ が $\mathrm{R}\mathrm{U}$ A(la Propri\’et\’e
d’Amalgamation Pour les Automorphismae)[4] をもつとは, $T_{\sigma}$ が融合性をもつことで

ある. すなわち. 理論 $T$ の 3 つのモデルとそれらの自己同型写像 $(M0,\sigma 0),$ $(M_{1},\sigma_{1})$ ,

$(M_{2},\sigma_{2})$ が与えられて, $M_{1}$ と $M_{2}$ が $M_{0}$ の拡大モデルで. $\sigma_{1}$ と $\sigma_{2}$ がともに $\sigma_{0}$ の拡

張になっているとき, $T$ のモデル $M_{3}$ とその自己同型写像 $\sigma_{3}$ が存在して, $(M_{1}, \sigma_{1})$ と

$(M_{2}, \sigma_{2})$ が同時に $(M_{3},\sigma_{3})$ に埋め込め, さらに $M\mathit{0}$ の部分では両方の埋め込みが一致し

ているように必ずできることである.
$T$ が不安定でモデル完全ならば $T_{\sigma}$ にモデルコンパニオンがないと予想しているが, 完

全な解決には至っていない. $T$ が strict order property をもつ場合にも $T_{\sigma}$ にモデルコン

パニオンがない [3].
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$T\hslash^{\mathrm{i}}$ PAPA $\epsilon\not\in)^{\prime\supset \mathrm{g}-}1^{\backslash }\overline{\mathcal{D}}arrow k\ ,$ $T\hslash^{\theta}\mathrm{l}$ strict order property $k\mathrm{t}’\supset k\mathrm{V}^{\backslash }\overline{2}-\sim k\mathrm{t}\subset 1\mathrm{Z}$

関係がない. また, PAPA をもたないことがわかつている自然な理論はまだ無いようで
ある.

不安定な理論 $T$ に対して, $T_{\sigma}$ にモデルコンパニオンがないという現象が最初に見つ

かったのは $T$ がランダムグラフの理論のときである. この理論は単純不安定理論なので,

単純不安定理論に対してこの予想がまず証明できるのではと期待されたが, 実際はこの場

合が難しいようである.

Hrushovski は $T=\mathrm{A}\mathrm{C}\mathrm{F}\mathrm{A}$ に対して $T_{\sigma}$ のモデノレコンパニオンがないことを示している

(未発表). この証明は体論をかなり使っており, この証明の一般化には成功していない.

ACFA は代数的閉体の generic 自己同型の公理系である. さらにこの構造の上の generic

自己同型のクラスを考えると, それは 1 階のクラスでないということである. ACFA が

PAPA をもてば桔梗屋結果からもこの事実が導かれる. しカルながら, ACFA が PAPA
をもつかどうかは知られていないようである.

モデル完全で安定な任意の理論は PAPA をもつ. したがって, PAPA をもたないモデ
ル完全な理論は不安定である. PAPA をもたない理論の例は Ziegler によるものと坪井に

よるものがあったが, 定数をいくつか固定すると PAPA をもつようになる. 定数をいく

つか固定すると PAPA をもつ場合は桔梗の結果が使える場合になるので, これらの例を

$T$ とすると $T_{\sigma}$ のモデルコンパニオンはない.

定数をいくつ固定しても PAPA をもたない理論があったので, ここに報告する. この

理論を $T$ としたときの $T_{\sigma}$ にもモデルコンパニオンはない.

2PAPA をもたない理論

言語は $\mathcal{L}=\{R(x, y), f(x)\}$ で, 1 つの 2 項関係記号と 1 つの 1 変数関数記号からなる.
$T$ は次の 5 種類の公理からなる理論とする.

1. $f(x)\neq x$ かつ $f^{2}(x)=x$ ($f$ は involution).

2. $\neg R(x,x)$ .
3. $R(x,y)$ ならば $R(y,x)$ . (公理 2, 3 は $R$ が無向グラフの辺という意味)

4. 異なる 4点 $a,$ $a’,$ $b,$ $b’$ に対し, $f(a)=a’$ かつ $f(b)=b’$ ならば, この 4点の中で $R$

で結ばれているのはちょうど 2 組で, $R(a, b)\wedge R(a,b’)$ または $R(a’,b)\wedge R(a’,b’)$

または $R(a, b)\wedge R(a’, b)$ または $R(a, b’)\wedge R(a’, b’)$ のどれか 1 つが成り立つ. と

く $|^{}.$ , いつも $\neg R(a, a’)$ かつ $\neg R(b, b’)$ である.
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5. $x_{1},$ $\ldots,$ $x_{m},$ $y_{1},$
$\ldots,$

$y_{n}$ が互い Iこ $f$ で対応していないとすると, ある $z$ が存在し

て, $R(z,x:)\wedge R(z$, f(x�) が $1\leq i\leq m$ [こ対して成り立ち, $R(z,y_{i})\wedge R(f(z)$ ,y�
が $1\leq i\leq n$ [こ対して成り立つ.

命題 2.1 $T$ は整合的かつ可算範噴的で. 量記号消去ができる.

証明 $T$ の有限部分を考えると, それらを満たす有限モデルが簡単に作れる. 可算範噴性

と量記号消去は通常の badc-and-forth method(往復論法) で示せる. 口

この命題は次のようにも証明できる. (1) から (4) までの条件は全称命題で書ける. こ

の理論を $T_{0}$ とする. $T_{0}$ の有限モデル全体のクラスは, $\mathrm{H}\mathrm{P}$ (Hereditary Property), JEP
(Joint Embdding Property), AP (Amalgamation property) をもつ. また, このクラ

スは皿. onffiy locally finite で, 任意に大きな有限構造を要素にもつ. Hodges の Model
TheoIy [1] 定理 7.1.4 により, $T_{0}$ の有限モデル全体のクラスに対する “generic 構造”

($\mathrm{R}\dot{\mathrm{a}}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{s}\acute{\mathrm{e}}$ limit) $M_{0}$ が存在し, $\mathrm{T}\mathrm{h}(\mathrm{M}_{0})$ は可算範噴的で量記号消去もできる. $\mathrm{T}\mathrm{h}(M_{0})$ は

$T_{0}$ の model completion になっている. (5) が $M_{0}$ で成り立つことがわかるので, $T$ の可

算範噴性から T=Th(Af\rightarrow がわかる.

また, $f$ を忘れると $T$ のモデルはランダムグラフである. $T$ は単純理論で, $SU$ 階数 1
をもつ.

関数 $f$ の代わりに $f$ の軌道を同値類とする同値関係 $E$ を基本的な関係として導入して

も同じ (interdefinable な) 理論ができる. しカル, 量記号を完全に消去するには f(定義
可能な関数である) を導入する必要がある.

定理 2.2 $T$ は PAPA をもたない. さらに強く, 要素をいくつ固定しても PAPA をもた
ない.

証明 $T$ の巨大モデル $\mathcal{M}$ の中で議論する. $M\prec \mathcal{M}$ を任意のモデルとする. 固定する要

素がいくつあっても, それらはこの $M$ の中にあると仮定できる. 以下, $M$ 上で恒等写像

になる自己同型のみが登場する.

さて, $f$ が involution なので, $M=A\cup B,$ $A\cap B=\emptyset,$ $B=\{f(a) : a\in A\}$ と書け

る. すると次のような $e\in \mathcal{M}$ が存在する:

任意の $a\in A$ に対し

$R(e,a)\wedge R(f(e),a)\wedge\neg R(e,f(a))\wedge\neg R(f(e), f(a))$ . (1)

量記号消去ができるので, $e$ と $f(e)$ は $M$ 上同じタイプをもつ. したがって, $N\supset$

$M\cup\{e, f(e)\}$ なる $T$ のモデノレ $N$ と $N$ の $\mathcal{L}$ 自己同型 $\sigma$ で, $\sigma(e)=f(e),$ $\sigma|M=\mathrm{i}\mathrm{d}_{M}$
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となるものがある. このとき, $\sigma(f(e))=f(\sigma(e))=f(f(e))=e$ である.

同様に, $e’\in \mathcal{M}$ で, 任意の $b\in B$ に対し,

$R(e’,b)\wedge R(f(e’),\overline{b})\wedge\neg R(e’,f(b))\wedge\neg R(f(e’),f(b))$ (2)

となるものがある. この $e’$ に対しても, $N’\supset M\cup\{e’, f(e’)\}$ なる $T$ のモデノレ $N’$ と $N’$

の $\mathcal{L}$ 自己同型 ’で, $o^{J}(e’)=f(e’),$ $\sigma’(f(e’))=e’,$ $d|M=\mathrm{i}\mathrm{d}_{M}$ となるものがある.

主張 $(N,\sigma)$ と $(N’,d)$ は $(M, \mathrm{i}\mathrm{d}_{M})$ 上融合できない.

これらが融合できたとし, $(N^{*},\sigma^{*})$ を融合した $T_{\sigma}$ のモデルとする. $N,$ $N’$ を $N^{*}$ に埋

め込んだときの $e,$ $e’$ の像を改めて, それぞれ $e,$ $e’$ と書く.

(1), (2) より, $f(e)\neq e’$ かつ $e\neq e’$ である. $T$ の公理 4 より,

$R(e,e’)\wedge R(e, f(e’))\wedge\neg R(f(e),e’)\wedge\neg R(f(e), f(e’))$

と仮定してよい. しカル, $\sigma^{*}(e)=f(e)$ かつ $\sigma^{*}(e’)=f(e’)$ で $\sigma^{*}$ が自己同型なので,

$R(e,e’)$ より, $R(f(e), f(e’))$ である. しかし, これは矛盾である. 口

定理 2.3 $T_{\sigma}$ はモデルコンパニオンをもたない.

証明 $T_{\sigma}$ のモデルコンパニオン TA が存在すると仮定する.

$T$ の公理 4 と公理 5 から, 論理式 $R(x,y)\wedge R(x, f(y))$ が order property をもつこと
が容易にわかる. すると, $T$ のあるモデル $M$ の中に可算列 $a_{\dot{*}}(i\in \mathbb{Z})$ がとれて,

$i<j\Leftrightarrow R(a:, a_{j})$ かつ $R(a:, f(aj))$

となる. Ramsey の定理より, $M$ を取り直して, $a:(i\in \mathbb{Z})$ が空集合上の一様列 (indis-

cernible sequence) であると仮定してよい.

さらに $M$ を取り直して, $M$ の $\mathcal{L}$ 自己同型 $\sigma$ で, $a_{*}$
. $=\sigma^{:}(a\mathrm{o})(i\in \mathbb{Z})$ となるものがあ

ると仮定してよい. さらに, $(M,\sigma)$ を拡大して TA のモデルにできるので, $(M,\sigma)$ がす

でに TA のモデルであると仮定してよい. さらに初等拡大しても TA のモデルになるの
で, $(M,\sigma)$ は $\aleph_{1}$ 飽和的であると仮定してよい.

$a=$ 句とおくと, 任意の $:<j$ に対し,

$i<j\Leftrightarrow R(\sigma^{:}(a),\sigma^{j}(a))$ かつ $R(\sigma^{:}(a), f(\sigma^{j}(a)))$

である.

$\Psi(y)=\{R(\sigma^{:}(a),y)\wedge R(\sigma^{:}(a), f(y)):i\in \mathbb{Z}\}$ とおく.
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主張 $(M,\sigma)$ において,

$\Psi\cdot\langle y)\vdash\exists x[R(a,x)\wedge R(a, f(x))\wedge R(x,y)\wedge R(x, f(y))\wedge\sigma(x)=x]$.

$b$ を $\Psi(y)$ の $(M,\sigma)$ における任意の解とする. すると, $T$ の公理 4 から. 任意の $n\in \mathbb{Z}$

[こついて $\sigma^{n}(a)\neq b,$ $f(b)$ である.

$M$ 上の $\mathcal{L}$ タイプ $p(x)$ を次のような論理式の集合とする.

$\bullet$ $R(\sigma^{n}(a),x)$ と $R(\sigma^{n}(a), f(x))$ ( $n$ [ま整数)
$\bullet$ $R(x, c)$ と $R(x, f(c))(c\in M$ で, 任意の整数 $n$ について, $\sigma^{n}(a)\neq c,$ $f(c)$ となる

もの)

$f$ の軌道 $(\{x, f(x)\})$ で分類して考えるとわかり易いだろう.

すると, $p$ は整合的で $M$ 上の完全 $\mathcal{L}$ タイプになり, $\sigma(p)=p$ となる. これから, 主

張のような要素 $x$ が $p$ の解として $(M,\sigma)$ の $T_{\sigma}$ に関する拡大モデルでとれる. $(M,\sigma)$ が

TA のモデルであること (generic であること) により, 主張の結論の $x$ が $M$ でとれる.

主張と $(M, \sigma)$ におけるコンパクト性より, 主張の右辺は左辺のある有限部分 $\psi(y)$ か

ら導ける. $\psi(y)$ に現れるどの $\sigma^{n}(a)$ の $n$ よりも大きい自然数 $k$ をとる. すると, $\sigma^{k}(a)$

は $\psi(y)$ を $(M,\sigma)$ で満たす. したがって, $(M,\sigma)$ において

$R(a,c)\wedge R(a, f(c))\wedge R(c,\sigma^{k}(a))\wedge R(c, f(\sigma^{k}(a)))\wedge\sigma(c)=c$

となる $c\in M$ が存在する. $\sigma$ が $\mathcal{L}$ 自己同型なので, $(M,\sigma)$ において

$R(\sigma^{k}(a),c)\wedge R(\sigma^{k}(a), f(c))$

が成り立つ. $R(c, f(\sigma^{k}(a)))$ でもあるので, これは $T$ の公理 4 に反する. 口
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