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乱遼での縦と横の構造関数の局所的 ESS にょる解析
中大理工物理 中野徹 (Tohru Nakano)
中大理工物理 深山大元 (Daigen Fukayama)
中大理工物理 Alexander Bershadskii

Department of Physics, Chuo University
名工大生産システム 後藤俊幸 (Toshiyuki Gotoh)

Department of Systems Engineering, Nagoya Institute of Technology

乱流での揺らぎの統計的性質のスケール依存性を調べるために、最もよく用いられて
きたのが縦速度差のモーメントであった。その理由は、実験においても、ティラーの凍
結仮説を用いることにより、 1 点での流れ方向の速度の時系列データが空間列データに
近似的に読み替えられるからである。 しかし最近は実験でも横速度が測定できるように
なり、横速度差の構造関数を求めることが可能になりだした。そのような雰囲気の中で、
縦と横の構造関数のスケーリングに違いがあるのか、それともないのかとの疑問が問題
になってきた。 この問題はまだ決着してぃない。スヶ– リングが同じという主張もあれ
ば [1]、違うとの主張もある [2]。

2 次と 3 次の構造関数は非圧縮条件を通じて、縦と横は関係付けられてぃるので、ス

ケーリングは同じである。 しかし 4 次以上になると、縦と横の構造関数の間には、単純
な関係はない。本講演では、シミュレートされた強制乱流の縦と横の構造関数の ESS ス
ケーリング指数の間には、どのような違いがあるのかを調べた結果を報告する。
まず結果をまとめておく。(1) 縦速度差の絶対値 $u_{\mathrm{r}}$ と横速度差の絶対値 $v_{r}$ の $p$ 次モー

メントでもって、 縦と横の構造関数 $S_{p}^{(L)}(r),$ $S_{p}^{(T)}(r)$ を定義し、 これらより ESS スケー
リング指数 $\zeta_{p}^{(L)}(r)$ と $\zeta_{p}^{(T)}(r)$ を計算する。 (2) \mbox{\boldmath $\zeta$}p(句 (r) が、 $u_{f}$ が対数正規分布 (lognormal
distribution, LD と呼ぶ) に従うとして求められた公式

$\zeta_{p}^{(L)}(r)=\frac{p}{3}-\frac{\mu(r)}{18}p(p-3)$ (1)

をよく満たすのに対して、 $\zeta_{p}^{(T)}(r)$ はその公式を満たさないことを示す。 (3) $v_{f}$ の確率密
度分布が、対数正規分布より一般的な引き伸ぼされた対数正規分布に従うと仮定すれば、
$\zeta_{p}^{(T)}(r)$ の振舞いが、公式

$\zeta_{p}^{(T)}(r)=\frac{p}{3}-\frac{\nu(r)}{18}p(p^{\alpha(f)}-3^{\alpha(\mathrm{r})})$ (2)

でうまく説明できる。ここで $\alpha(r)$ は Hこ依存するパラメターである。

\S 1. 乱流の縦構造関数の ESS スケーリング指数

シミュレーションは理研と名大のスーパーコンピュータを用いて行われた。乱流は外
部からランダムな力を加え続ける強制乱流であり、メッシュ数は $256^{3}$ から $1024^{3}$ まで、
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マイクロレイノルズ数 $R_{\lambda}$ は 69 から 459 までの値を取る。最大レイノルズ数 459 は実
験室のレイノルズ数とそれほど遜色ない。シミュレーション詳細は参考文献 [3] を見て欲

しい。

乱流が統計的に等方的であることを確かめるために、等方的乱流が満たさなければな
らない 2 次と 3 次の縦と横の構造関数の関係式をチェツクした。さらに等方的乱流が満た
さなければならない 3 次構造関数に対する Karman-Howarth-Kolmogorovの関係式も確
かめた [4]。
まず $r$ だけ離れた 2 点の縦速度差の絶対値 $u_{r}$ の $p$ 次モーメント $S_{p}^{(L)}(r)$ を計算する。

出来るだけ長時間に渡っての平均値を求めなけれぼならない。計算された $S_{p}^{(L)}(r)$ を用い

て、局所的な ESS 勾配 [5] を計算する .$\cdot$

$\zeta_{p}^{(L)}(r)=\frac{\partial 1\mathrm{n}S_{p}^{(L)}(r)}{\partial 1\mathrm{n}S_{3}^{(L)}(r)}$ . (3)

$\zeta_{p’}^{(L)}(r)$ を $r$ に対してプロットすると、図 1 のようになる。

図 1

図 1 から引き出せるポイントは次のようにまとめられる [6]。

・ある値より大きなレイノルズ数では、 $\zeta_{p}(r)$ には $r=14\eta$ 付近に極小値があり、そ

の位置はレイノルズ数によらない。すなわちこのあたりのスケールでは、乱流の散
逸構造は非常に間欠的で、その性質はレイノルズ数と共に強くなる。

・レイノルズ数が 459 の場合は、 $100<r\sim/\eta\leq 300$ にスケーリング指数が平坦な領域が見

いだされる。 $R_{\lambda}=69$ でも $10<r\sim/\eta\sim<30$ に平坦な領域が見られるが、 この領域はレ

イノルズ数の増加と共に消滅するので、普遍的な領域と考えられない。
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52. 対数正規分布に基づいた縦構造関数のスケーリング指数

次に $\zeta_{p}^{(L)}(r)$ の $p$ 依存性について注目しよう。その依存性を説明するモデルとして、沢
山のモデルが過去に考えられた。代表的なものとしては、対数正規、$\beta-$ モデル、p一モ
デル、対数ポアッソン等がある。そのいずれも $\zeta_{p}^{(L)}(r)$ の慣性領域での平均的なスケーリ
ング指数 (したがって以後これを大域的な指数と呼ぶ) に対して定義されている。しか
しここでは、 $r$ を固定した局所的な指数 $\zeta_{p}^{(L)}(r)$ がどのような $p$ 依存性を持つかに注意を
払う。局所的指数の特徴は大域的指数にも反映されるのに対して、反対は必ずしも成り
立たないから、局所的指数の特徴の方がより一般的である。

$u_{r}$ の分布が対数正規分布

$P(u_{r})= \frac{u_{r}^{-1}}{\sqrt{2\pi\sigma_{f}^{2}}}\exp(-\frac{(\ln u_{f}-a)^{2}}{2\sigma_{f}^{2}})$ (4)

に従えば、
$\langle u_{r}^{p}\rangle\sim\langle u_{f}^{3}\rangle^{p/3+b(\mathrm{r})p(\mathrm{p}-3)}$ (5)

の関係が満たされることは容易に示される [7]。 ここで $b(r)$ は任意の関数である。これ
より $b(r)=-\mu(r)/18$ と置き換えれぼ、ESS スケーリング指数は (1) と表される。
シミュレートされた乱流の ESS スケーリング指数が、. (1) を満たすかどうかを調べる

ために、 (1) を

$\frac{\zeta_{p}^{(L)}(r)}{p}=(\frac{1}{3}+\frac{\mu(r)}{6})-\frac{\mu(r)}{18}p$ (6)

と書き変える。すなわち $\zeta_{p}^{(L)}(r)/p$ 対 $p$ のプロットは直線になるはずである。

$\hat{\triangleleft}\mathrm{Y}_{\lrcorner}^{\vee}\vee\S\llcorner$ $\triangleleft-^{\mathrm{k}}*\vee\S$

$p$ $p$

図 2 図 3

種々のレイノルズ数に文$1\backslash$ $\llcorner$ て、 $r$ を変えながら $\zeta_{p}^{(L)}(r)/p$ を $p$ に対してプロットした。
その結果は、散逸領域から慣性領域、それにエネルギー保持領域までの殆ど全てのスケー
ルで、 $1\leq p\leq 6$ の範囲で $\zeta_{p}^{(L)}$ $(r)/p$ は $p$ に対する直線性を示した。その勾配と切片から
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間欠指数 $\mu(r)$ を $r$ の関数として求められる。図 2 と図 3(よ $R_{\lambda}=69$ と $R_{\lambda}=459$ の場

合の $\zeta_{p}^{(L)}(r)/p$ プロットと $\mu(r)$ の振舞 $\mathrm{A}\mathrm{a}$である。

$\mu(r)$ の振舞いを要約すると次の通りである。 (1) $\mu(r)$ (よ 2個の極大値 kFつ。 (2) $\prime \mathrm{J}\backslash$ さ

なスケールでのピークは $r/\eta=14$ の所にあり、この位置 $\ell_{1}$ (よレイノ)レズ数!こよらな $|_{\sqrt}\mathrm{a}_{\text{。}}$

(3) $\mu(\ell_{1})$ の値は $R_{\lambda}$ と共に、 $\mu(l_{1})\sim R_{\lambda}^{0.26}$ のよう (こスケーノレする。 (4) テイラーのマ $\text{イ}$

クロスケール $\lambda$ は、 $\ell_{1}$ でのピークの右下がりの傾斜 (こ位置して $\mathrm{A}\mathrm{a}$ る。 (5) $R_{\lambda}=459$ の場

合のみ、 $100<r/\sim\eta<300\sim$ に $\mu(r)$ の一定の領域があり、その一定値 0.25 &よ.頃’比領域での舌 L

流の間欠指数として知られている値 [8] と一致する。
上で導かれた結果は、最近明らかになりつつある発達した乱流の描像「発達した舌 L流
では, 渦管が局所的に分布しており、渦管の半径 (よレイノノレズ数 (こよらず、 $t\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} 10\eta$ で

ある [9]。 また渦管の間の平均距離は、 $\lambda$ とほぼ同じである [10]」 と矛盾 $\text{し}$ を $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\text{。}}\lambda$ より

大きなスケールで乱流を眺めると、渦構造に伴う散逸構造 (よ個 $\mathrm{E}1$」$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{h}\backslash$ (こ見えず (こ、全体と

して散逸の強い所と、弱い所が分布している。一方 $\lambda$ より小さなスケーノレで舌 L流を見れ
ば、個々の渦管が見えて、構造関数はそれらから直接的な影響を受 $t$} る。

\S 3. 横構造関数の ESS スケーリング指数

縦構造関数と同じように、横構造関数の ESS スケーリング指数力\sigma

$\zeta_{p}^{(T)}(r)=\frac{\partial 1\mathrm{n}S_{p}^{(T)}(r)}{\partial 1\mathrm{n}S_{3}^{(T)}(r)}$ (7)

より求められる。直ぐに浮かぶ疑問は、
$\zeta_{p}^{(T)}(r)$ も $(_{p}^{(L)}(r)$ と同じ振舞いをするかどう
かである。それを確かめるために、$\zeta_{p}^{(T)}(r)/p$

を $p$ に対してプロットする。 $R_{\lambda}=459$ に發
対する結果が図 4 に示される。慣性領域の $\check{\mathrm{R}\mathrm{X}p^{4}}$

スケール $r/\eta=237$ では、対数正規分布の
公式をよく満たすが、それ以外のスケーノレ
では対数正規分布の公式を満たさない。 こ

の傾向は他のレイノルズ数でも見られる。
$p$

図 4

\S 4. 引き伸ばされた対数正規分布
通常の空間でのブラウン運動の変位の分布は、中央極限定理Gこよりガウシアンとなる

が、 フラクタル空間でのブラウン運動の変位の分布 (よ、

$P(x) \sim\exp(-\frac{|x|^{2d}}{2\sigma^{2}})$ (8)
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となると Bershadskii [11] は主張する。ここで $d$ は branching dimension と呼ばれ、$d=1$
はガウス分布に帰着する。この議論を用いれば、対数正規分布は

$P(v_{f}) \sim\frac{1}{v_{f}}\exp(-\frac{|\ln v_{f}-a|^{2d}}{2\sigma^{2}})$ (9)

に拡張されるはずだ。 この分布による $v_{f}$ の $p$次モーメントの計算は厳密には出来ない
が、最急降下法によりその値を評価できる。詳しいことは他に譲ることにして [12]、結
果だけを書くと、 ESS スケーリング指数は

$\zeta_{p}^{(T)}(r)=\frac{p}{3}-\frac{\nu(r)}{18}p(p^{\alpha}-3^{\alpha})$ . (10)

ここで

$\alpha=\frac{1}{2d-1}$ (11)

である。今回は、パラメターは 2個である。すなわち $\alpha(r)$ を上手く選んで、 $\zeta_{p}^{(T)}(r)/p$

を $p^{\alpha(r)}$ に対してプロットすれば、やはりデータ点は直線に乗るはずである。
図 5 は、 $R_{\lambda}=459$ のシミュレーションのそ

のようなプロットである。例えば、 $r/\eta=9$

では、 $\alpha=0.782$ と選べば、直線に乗る。
種々のレイノルズ数に対して、 $\alpha$ を $r$ の

関数として計算された結果を図 6 に示す。 $\check{\mathrm{c}}\mathrm{x}.P\mathrm{X}^{\mathrm{R}}$

$r/\eta\sim 20$ 位では、 $\alpha$ は 1 より少し小さく、
08 程の値を取る。しかし $r$ が大きくなる
と、 $\alpha$ は 1 に近くなる。すなわち分布は対
数正規分布である。

$p\propto’)$

図 5

$\hat{\check{\mathrm{c}_{8}^{\mathrm{k}}\backslash }}$

$\check{\hat{\triangleleft \mathrm{B}}}\wedge$

.

内 内

図 6 図 7

$\zeta_{\mathrm{p}}^{(T)}(r)$ に対して、 (10) のプロットが有効なら、 $\zeta_{p}^{(L)}(r)$ に対しても同様のプロットが出
来るはずである。そのようにして得られた $\alpha$ の振舞いが図 7 に示される。明らかに、縦
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速度差に対する $\alpha$ は、横速度差に対するものより 1 に近かく、縦速度差の分布を対数正
規分布 ( $\alpha\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{y}$ と最初に仮定したことと矛盾しない。

\S 5. 対数正規並びに引き伸ばされた対数正規分布の正当化

我々が示したことは、殆ど全てのスケールに対して、 $u_{r}$ の分布は中間ぐらいの振幅
領域で、対数正規或いは、引き伸ぼされた対数正規分布に従うことである。従来からよ
く喧伝される対数正規分布の根拠は、 「スケール $r$ の空間的拡がりの中で平均された
散逸率 $\epsilon_{r}$ は、 $\epsilon_{r}=\epsilon_{L}a_{1}a_{2}\cdots a_{n}(a_{i}=\epsilon_{L/2}:/\epsilon_{L/2^{i-1}}, r=L/2^{n})$ のように書けるから、
$\ln\epsilon_{r}=\ln$ \epsilon 。 $+\ln a_{1}+\ln a_{2}+\cdots+\ln a_{\mathrm{n}}$ となる。 もし $\ln$

$a_{i}$ が独立なランダムな量であり、
慣性領域が無限に長けれぼ中央極限定理が成り立ち、 $\ln\epsilon_{r}$ は正規分布に従うことが期待
される」 というものである。このために必要な条件は、 (1) $\ln a_{i}$ が $i$ に依らない、 (2) 沢
山の $i$ tこついて和を取る、である。 しかしこのような条件は実際の乱流で満たされる可
能性は小さい。条件 (2) が満たされるレイノルズ数を評価しよう。最も緩い条件を導くた
めに、 $r=\eta$ としよう。 $L/\eta\sim R_{e}^{3/4}.\sim R_{\lambda}^{3/2}$ であるから、 $\ln a$ の総数 $N$ は $(3/2)\log_{2}R_{\lambda}$

の大きさである。最もレイノルズ数が大きい $(R_{\lambda}\approx 10^{4})$ 大気乱流でも、 $N=20$ であ
る。 $r\sim 1\mathrm{O}\mathrm{O}\eta$ をとれば、 $N=13$ である。そのうえ、和に寄与する領域はエネルギー領
域に近いから $\text{、}\ln a_{i}$ が垣こよらない領域の拡がりは一層限定される。このような理由で
よく引用される対数正規分布の根拠は薄弱である。
以下で、対数正規分布を正当化する根拠について述べる。 2 点 $x_{1}$ と $x_{2}$ での速度差の

$i$ 或分 $w_{i}$ は、方程式

$( \frac{\partial}{\partial t}.+V_{k}(X, r, t)\frac{\partial}{\partial X_{k}})w_{i}(X, r, t)=-w_{k}(X, r, t)\frac{\partial}{\partial r_{k}}w_{i}(X, r, t)$

$- \frac{\partial}{\partial X_{i}}\delta p(X, r, t)+\nu(\frac{1}{2}\nabla^{2}X+2\nabla_{r}^{2})w_{i}(X, r, t)$ , (12)

により記述される。 ここで $X=(x_{1}+x_{2})/2,$ $r=x_{2}-x_{1}$ である。 $\delta p$ は 2 点間の圧力
差である。また $V$ は $(u_{2}+u_{1})/2$ で定義された平均速度である。この方程式の中で最も
重要な項は、右辺の第 1 項である。その項だけを残すと、

$\frac{\partial w_{i}(X,r,t)}{\partial t}=-S_{ik}(X, r, t)w_{k}(X, r, t)$ (13)

である。 ここで $S_{ik}$ は

$S_{ik}(X, r, t)= \frac{\partial w_{i}(X,r,t)}{\partial r_{k}}=\frac{\partial V_{i}(X,r,t)}{\partial X_{k}}$ (14)

で定義された平均速度場の勾配である。 $S_{ik}$ が対角化された座標系に移ると、

$\frac{\partial w_{i}(X,r,t)}{\partial t}=-a_{i}(X, r, t)w_{i}(X, r, t)$ (15)
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となるが. $\ln w_{i}=Y_{i}(X, r,t)$ と置け}f、

$\frac{\partial Y_{i}(X,r,t)}{\partial t}=-a_{i}(X, r, t)$ (16)

となり、 $a_{i}$ が相関時間ゼロのランダムな変数であれば、 $\mathrm{Y}_{\dot{l}}(X, r)$ はランダムな量の和で

表され、 $\mathrm{Y}_{i}$ の分布はガウシアンになる。 もし $a_{i}$がフラクタル的な性質を持てぼ、 $\mathrm{Y}_{i}$ の分

布は引き伸ばされたガウシアンになることが期待される。縦或分と、横或分で分布が異
なる理由は、 $i=1$ と、 $i=2,3$ では $a_{\dot{\iota}}$ の分布が異なるためと考えれぼよい。
最後に圧力の寄与を考えよう。圧力勾配は、 $w_{i}(X, r)$ の振幅の小さな領域では、外の

空間から揺らぎを流入させ、 $w_{i}(X, r)$ の振幅の大きな領域では、外へ流出させる働きを
するであろう。したがって、振幅の小さな領域と、振幅の大きな領域では圧力の寄与が
重要となり、 (13)が成り立たないのであろう。
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