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SUMARIO

Apresenta-se uma metodologia de volumes finitos para solugio de problemas convectivos-
difusivos, que pode ser aplicada a escoamentos envolvendo quaisquer valores de nimeros locais
de Peclet. O método tem por base a integracdo do termo de advecgdo ao longo da linha de
corrente e uma integragio especial dos termos difusivos, pela utilizagdo de médias de fluxos nas
fronteiras dos volumes de controle. O método proposto mostrou-se bastante eficaz e acurado
para resolver problemas complexos que normalmente levam a dispersdes e difusdes numéricas.

SUMMARY

A finite volume method for the solution of convective-diffusive problems is presented, which
can be applied to flows with any Peclet numbers. The method is based on the integration of the
advective term along a stream line and a special integration of the diffusive terms, using average
flow at the boundary at the control volumes. The proposed method has shown to be efficient
and acurate in complex applications normally leading to numeric dispersion and diffusion.

INTRODUCAO

O método de volumes finitos, MVF, (Spalding'”), desenvolvido visando a solugdo
numérica das equagoes de Navier-Stokes e de problemas convectivos-difusivos, mostrou-
se bastante competitivo em relacio aos métodos de diferengas finitas (MDF) e de
clementos finitos (MEF). As solugbes numeéricas obtidas por meio de técnicas do MVF
(Patankar’, Raithby!*'?, Sharif e Busnaina'®; Patel et al.>*), MEF (Rice e Schnipke'?,
Brooks e Hughes') e MDF (Hoffman®), apresentam problemas (erros) numéricos,
chamados de falsa difusdo e dispersao numérica. Sharif ¢ Busnaina®® fazem distingao
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entre difusao e dispersdo numéricas: pode-se definir difusdo numérica como qualquer
efeito que tende a suavizar ou amortecer gradientes ou descontinuidades presentes na
solugdo exata de um problema, enquanto que dispersao numérica € o efeito que resulta
em oscilagoes na solugdo aproximada.

Um grande nimero de métodos ou esquemas visando a diminui¢do de difusdo e
dispersdo numéricas encontram-se disponiveis, na literatura, em revisdes abrangentes
aplicadas ao MDF (Hoffman*), MVF (Patankar”, Patel et al.?, Marchi®) e MEF (Rice e
Schnipke'®, Brooks e Hughes'; Zienkiewicz e Taylor'®). As técnicas de MDF, MVF
e MEF mais citadas na literatura referente a solugbes de equagdes de convecgio-
difusdo, levaram aos esquemas de Diferengas a Montante (Upwind Difference Scheme
ou UDS) (Brooks e Hughes', Patankar”; Patel et al.?) , de Diferencas Centrais (Central
Difference Scheme ou CDS) (Brooks e Hughes', Patankar”, Patel et al.?; Nieckele®),
Exponencial (Locally-Exact Difference Scheme ou LEDS) (Spalding'’, Patankar’) ;
Hibrido (Hybrid Difference Scheme ou HDS) (Spalding'”); Lei de Poténcia {(Power
Difference Scheme ou PDS) (Patankar”, Patel et al.?); de Diferencas a Montante
Assimétrico (Ske Upstream Difference Scheme ou SUDS) (Raithby'*'?); de Diferengas
Ponderadas a Montante (Weighted-Upstream Difference Scheme ou WUDS) (Raithby
e Torrance'®); de Interpolacdo Quadritica a Montante para Cinemdtica Convectiva
(Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics ou QUICK); Diferencial
Adaptavel (Adaptable Difference Scheme ou ADS) (Marchi®); MEF com formulagao
de Galerkin (Brooks e Hughes'); MEF do tipo montante (Upwind) na diregio das
linhas de corrente, que utilizam a fomulagido de Petrov-Galerkin, minimos quadrados,
esquemas de interpolagao de alta ordem e outras aproximagées (Brooks e Hughes?, Rice
e Schnipke'?)

Como tem sido evidenciado na literatura (Brooks e Hughes!, Smith e Hutton'®,
Patel et al.®, Marchi®; Zienkiewicz e Taylor'®), praticamente todos os esquemas
numéricos de MDF, MEF e MVF introduzem difusio e dispersdao numéricas nas
solugoes.

Tendo por base a revisdo sucinta apresentada acima e os seguinte argumentos:

¢ njo foi encontrado, na literatura revista, um esquema que pudesse ser considerado
6timo, em termos de minimizagao de falsa difuséo e dispersdo numérica para uma
vasta gama de numeros de Peclet;

® que existe a possibilidade de exploraco de técnicas envolvendo todos ou dois dos
MVF, MEF e MDF;

® que existem problemas que tém sido aceito, pela literatura de diferencas, volumes
e elementos finitos como padrdes (benchmark), que, embora néo permitam inferir
que um método é “6timo”, permitem, por outro lado, comparar os resultados a
serem obtidos por um determinado esquema com vérios outros propostos € em uso
corrente, os objetivos especificos deste trabalho sdo:

— apresentar uma metodologia de volumes finitos para a solucdo de problemas
convectivos-difusivos, tendo por base um esquema a montante, na dire¢do das
linhas de corrente;
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— apresentar um conjunto de solugdes de problemas padrdes (benchmark) e
comparar as solugoes obtidas pelo método proposto com outras solugoes
numeéricas disponiveis na literatura.

METODO

O objetivo deste trabalho é a solucdo numérica da equacao de difusdo-convecgao
ou equacao de transporte
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em que u e v sao as componentes da velocidade nas diregoes das coordenadas x e y, p
¢é a massa especifica, ¢ é a varidvel dependente, S € o termo fonte e I' é o coeficiente
difusivo.

Obtengao de varidveis a montante

Neste trabalho, desenvolveu-se uma técnica de discretizagao dos termos de
adveccdo, que possui algumas semelhangas com a técnica desenvolvida por Rice e
Schnipke®®, num esquema do MEF, visando a sua aplicagdo por meio do MVF.

Os termos convectivos da equacdo (1) podem ser reescritos em coordenadas de
linha de corrente (s,n), Figura 1 , na forma

5 98 _ 3
Yoz T Vay T “3s 2)

em que s é uma coordenada de linha de corrente e us, o vetor velocidade tangente a
linha de corrente, é dado por:  us = Vu? + v?
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Figura 1. Coordenadas de linhas de corrente

Substituindo a equagao (2) na equagao (1), tem-se
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A malha computacional mostrada na Figura 2 define quatro volumes de controle,
que possuem, em comumi, o ponto nodal P. Admite-se, a priori, que o ponto P seja
um ponto nodal “downwind”, isto é, um ponto a jusante de uma linha de corrente do
campo de escoamento. Supde-se ser conhecido o vetor velocidade no ponto P. O critério
de escolha do volume de controle referente ac ponto nodal P pode ser exemplificado
como segue. Se o vetor velocidade no ponto P estiver dirigido para o quadrante I da
malha computacional, Figura 2, as coordenadas {x’,y’} estardo, necessariamente, nos
lados s ou w do quadrante III (ou coincidirdo com S ou W). Neste caso, o quadrante
III torna-se o volume de controle para a integragdo da equagao (2). Raciocinio andlogo
pode ser aplicado no casc das outras diregbes plausiveis de V.
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Figura 2. Esquema para visualizagido do ponto a montante (upwind) de um ponto nodal P

A localizagdo do ponto (x,y’) a montante da linha de corrente pode ser avaliada a
partir de fatores de interpolagdo, como feito por Schnipke e Rice'®. Os valores de Fp e
Fn sao definidos pelas expressoes abaixo, em funcio das vazdes méssicas nas fronteiras
do volume de controle (Figura 3):

Lado 1: Fp= max(min(abs(%, 1),0) e Fn= max(min(abs(%—j, 1),0)  (4)

As vazbes méssicas podem ser avaliadas por expressoes da forma (Figura 3)

ys ys
= / pu dy — / ov dx (5)
ysw Ysw )

Neste trabalho supde-se que toda propriedade (varidvel) dependente (u,v,¢ por
exemplo) pode ser interpolada por um polinémio linear em todo o volume de controle
e em sua superficie. Para o caso de fluidos incompressiveis, a integracido da expressio
acima leva a

F = —%p(vsw + vs)(zs — zsw) (6)
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A Figura 3 mostra como Fp e Fn sdo orientados no volume de controle em relagao
ao né “downwind” P. Os fatores de interpolagao variam de zero a um. Se o ponto a
montante estiver no lado 1, o valor Fn serd um nimero entre zero e um e Fp sera igual
a um. Se o ponto a montante estiver no lado quatro Fn serd igual a um e Fp tera valor
entre zero e um. Se o ponto a montante coincidir com o ponto nodal SW, entao, Fp e
Fn serzo iguais a um.
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Figura 3. Vazdes méssicas e fatores de interpolagio relativos a um volume de controle
no terceiro quadrante

Apés calcular os fatores de interpolagio, podem-se determinar as coordenadas (x,y)
do ponto “upstream” e o valor da propriedade ¢ neste ponto. Se o ponto nodal P for um
ponto “downwind” para a linha de corrente que passa pelo terceiro quadrante, entéo,
supbe-se, neste trabalho, que

=(1— Fp)ew + (1 = Fn)zs + FpFnzsw (7)
y = (1— Fp)yw + (1 — Fn)ys + FpFnysw (8)
¢ = (1~ Fp)pw + (1 — Fn)gs + FpFnosw 9)

Expressoes similares podem ser obtidas para outros nds situados em quadrantes
diferentes.

Discretizagao da equacao de transporte

A fim de obter um algoritmo de discretizagdo da equagdo (4), deve-se definir o
quadrante no qual serd feita a integracdo. Para isso analisa-se a diregdo e o sentido
do vetor velocidade. Considere a malha computacional apresentada na Figura 2.
Integrando a equagio (4), no terceiro quadrante dessa figura, tem-se

//pus— davcly—//aac da:dy+//88y dmdy+//5 dzdy (10)
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Nesta equacao, o termo advectivo pode ser aproximado por

jjpusg—f; dwdy:uswp_igﬁj]; dody = A(gp — ¢) (1)

sendo Az e Ay sao as dimensdes do volume de controle e

2 "2
ASZ\/(xP‘w) +Wp—y) sus=yJuptvh e A-pAsAacAy (12)

Integrando a equagdo (10}, tem-se

8¢ _ 8¢ 8¢ 8¢
Alpp =) = My(Tg =~ T5=) + Aal g - — Fays

y+ 5 (13)

onde

://S; dzdy (14)

Admitindo-se que as propriedades nas fronteiras em e, w, n e s sejam obtidas pela
média aritmética das propriedades nos pontos nodais adjacentes, a equagao (13) pode
ser reescrita na forma

Alop — &) = 15 0n + 652) = 50+ 09) = T 5 (6p + 65)
~ Low + bsw) + ﬁg (5(On + dvw) = 5(6p + dw)l- (15)
Azl 1

R [ (¢P+¢W)“—(¢S+¢sw)]



FORMULAGAO DE V. F. PARA PROBL. CONV.-DIF., PARA QUAISQUER N. DE PECLET 675

Fazendo
D, = Ayf(g;)-ers) D, = Ay(z?g;;fsw) (16)
onde
(6z)e=zp—zp e (6z)y =zp—zw (18)
(6y)n=yn—yp e (6y)s =ypr —us (19)

Substituindo as equagdes (16) e (17) em (15) tem-se

Algp — (1 = Fp)pw — (1 — F'n)és — FpFngsw]| = De(¢r + ¢sE — ¢p — ¢s)—
— Dy(dp + bs — ¢w — dsw) + Dn(én + dvw — ¢p — dw)— (20)
— Dy(dp + dw — s — dsw) + S

Reagrupando os termos nesta equagéo, obtém-se

appp = agPr + awodw +andn +asds + b (21)

em que

ag =D, aw =Dy + Al —-Fp) an=D, as=Ds+ A(l - Fn)

22
ap=A+D.+ Dy + D, + D; (22)

b= (AFpFn+ Dy + Ds)psw + Dnonw + Dedsp— -
— (Dn + Ds)¢w — (De + Dy)ps + S

RESULTADOS E DISCUSSAO

A fim de validar o modelo proposto, solucionaram-se dois problemas que tém sido
considerados como padrées (benchmark) para se avaliar a capacidade de um método
qualquer (MDF, MEF ou MVF) minimizar falsa difusdo e dispersdo numéricas.
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Escoamento laminar puramente convectivo

Este problema teve o objetivo de analisar a capacidade de o método proposto neste
trabalho predizer o transporte puramente convectivo de uma propriedade ao longo de
uma linha de corrente. O dominio do problema é uma regiao quadrada, como mostrado
na Figura 4. Presume-se que o campo de velocidade seja uniforme no dominio™®?; &
entrada da regiao, em y < ¥y, a propriedade ¢ do fluido vale 1 e em y > y., ¢ = 0.

Figura 4. Esquema do problema de escoamento puramente convectivo

Sendo nulo o coeficiente difusivo I' , a equacao de transporte para o problema,
equacdo (4) torna-se

pus—ag =0 emque u=cosf e v=send (23)

em que u e v sdo os componentes do vetor velocidade e 8 é o angulo de inclinagdo do
vetor velocidade em relagao eixo de coordenadas x.
As condigbes de contorno sao

Em y=0 e 0<z<1=>¢=0
(24)
Em z=0 e 0<y<l=¢=1

As condig¢Ges de contorno nos lados de saida do escoamento ndo devem, em
principio, ser especificadas, pois a equagao (23) é uma equacio diferencial hiperbélica
de primeira ordem. O problema foi simulado para valores de € iguais a 22.5, 45 e 67.5°.
A regido do escoamento foi discretizada numa malha com 21x21 pontos nodais.

Os resultados estdo plotados nos graficos das Figuras 5 e 6; os dados para 67.5°
ndo foram mostrados pois coincidiram (simetricamente) com os dados para 22.5°.

Viérios autores (Brooks e Hughes', Rice e Schnipke', Fernandes e Lemos?,
Zienkiewicz e Taylor'®; Patankar”) publicaram solugbes numéricas para este problema,
obtidas pela aplicacao de varios esquemas dos MEF e MVF para o tratamento do termo
convectivo da equagao de transporte. A maior parte dos esquemas, neles incluidos
o de Galerkin e Petrov-Galerkin (Zienkiewicz e Taylor'®) e SUDS, apresentaram
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oscilacOes espaciais nao fisicas e os modelos CDS, UDS, LEDS e seus assemelhados
(Patankar”, Brooks e Hughes') apresentaram problemas de difusdo numérica. O
modelo, apresentado neste trabalho, ndo mostrou problemas de oscilacGes espaciais nao
fisicas. Para o angulo 6§ = 45°, a solucdo numérica coincidiu com a exata, nao ocorrendo
qualquer difusdo numérica. Para 6 = 22.5° e 67.5° ocorreu uma pequena falsa difusao,
que, no entanto, foi igual ou menor que o apresentado por todos os esquemas citados.
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Figura 5. Solugdo do problema puramente convectivo para = 22.5°
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Figura 6. Solugdo do problema puramente convectivo para = 45°

O problema de Smith e Hutton

Este caso-teste foi proposto por Smith e Hutton'® com a finalidade de avaliar a
performance de varios métodos numéricos ao serem aplicados para obter aproximagoes
para a solugdo de problemas convectivos-difusivos com linhas de corrente curvas
(recirculagdo), condigdes complexas de contorno e sob toda a faixa de niimeros de Peclet
(Figura 7) O problema de Smith e Hutton, portanto, permite avaliar o desempenho
de esquemas computacionais quando da solu¢do de problemas altamente difusivos e
problemas puramente convectivos.

A equacdo (3) foi avaliada no dominio mostrado na Figura 7, onde o campo de
velocidade é dado pelas relagbes abaixo:

u=2y(1-2%) e wv=-20(1-y?) para —1<z<1 e 0<y<1l (25
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As condigbes de contorno para o problema s&o

em y =0 e —1<z<0 (entrada)= ¢ =1+ tanh[10(1 + 2x)]
em r =-1 e 0<y<1l e —-1<z<1l e z=1 e 0<y<l1
= ¢ = 1 — tanh(10) (26)
o9

em y =0 e 0<z< —1(saida)

Iz

= nlet 0 outlet x=1

Figura 7. Diagrama da linhas de corrente do problema proposto por Smith e Hutton®®

O dominio foi discretizado numa malha de 61x31 pontos nodais. O problema foi
resolvido para nimeros de Peclet iguais a 10, 100, 1000 e 1x108 . Os resultados, plotados
nos graficos das Figuras 8 a 12, foram comparados com os obtidos por Schonauer,
cujos dados foram considerados por Smith e Hutton'® como padrdes (benchmark).
Os resultados foram, também, comparados com os simulados por Gurgel® que usou
a metodologia proposta por Rice e Schnipke'®; os dados de Gurgel® nao sao mostrados.
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Figura 8. Solugdo do problema de Smith e Hutton para Pe = 10

Os dados apresentados por Smith e Hutton® referem- se a solugdes numéricas
obtidas por varios esquemas de MEF, MVF e MDF; a principal conclusido de Smith e
Hutton foi que os métodos que apresentam 6tima performance para baixos niimeros de
Peclet mostram-se inadequados para simular problemas envolvendo altos nimeros de
Peclet e vice-versa. Os dados mostrados nas Figuras 8 a 12 mostram que, mesmo para
a malha ainda nao bem refinada, os dados aproximam-se bastante dos de Schonauer,
que foram obtidos por uma técnica de diferengas finitas de alto custo computacional.
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Os dados aproximam-se mais dos dados de Schonauer que os obtidos pela aplicagao do
método de Schnipke e Rice'®, por Gurgel®.
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Figura 9. Solucao do problema de Smith e Hutton para Pe = 100
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Figura 12. Solucdo do problema de Smith e Hutton para Pe = 106
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CONCLUSOES

O esquema diferencial a montante, na direcdo das linhas de corrente, (“ Streamline
Upwind”), desenvolvido neste trabalho, mostrou-se estivel para uma ampla faixa de
numeros de Peclet e ndo apresentou oscilagoes ou dispersdes numéricas aprecidvels para
qualquer numero de Peclet, quando submetido a dois testes criticos. O método mostrou-
se mais eficiente que o método de Rice e Schnipke', cuja estrutura de discretizagio dos
termos convectivos fol utilizada.
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