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SUMARIO

Neste trabalho apresenta—se uma estratégia h—adaptativa para problemas de elasticidade
bidimensional, discretizados por elementos finitos triangulares lineares, considerando a néo
linearidade do material. Esta estratégia é baseada na técnica de remalhamento (remeshing)
onde, através de estimativa de erro a posteriori, se prediz o tamanho do elemento necessério
para atingir um nivel de precisdo pré—especificado. O comportamento néo linear do material é
tratado através do modelo de subcamadas, ndo se limitando portanto a modelos bilineares.

SUMMARY

In this work an h—adaptive strategy for 2D elasticity is presented, using linear triangular
elements and considering material non-linearity. This strategy is based on a remeshing
technique where the size of the required element for a specific accuracy is provided by an a
posteriori error estimation. The non-linear material behaviour is considered using a layered
model and is not limited to bilinear models.

INTRODUCAO

Apesar do método de elementos finitos ser a técnica de aproximagao de maior
impacto na drea de métodos numéricos, aplicados a problemas de engenharia, suas
andlises convencionais exigem grande esforco e experiéncia por parte dos analistas,
principalmente em aplicacoes industriais envolvendo analises ndo lineares. Sendo assim,
a automatizagdo de procedimentos, visando a anélise de erro e refinamento (automatico)
adaptativo, torna-se uma questio fundamental para o aperfeicoamento e consolidagio
do método.
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A estratégia h—adaptativa apresentada € utilizada ao longo do processo incremental
de problemas de elasticidade, considerando a n#o linearidade fisica do material. A
malha final, discretizada por elementos triangulares lineares, deverd atingir um nivel
de erro predeterminado pelo usuirio. Duas alternativas de implementagdo do método
h sao freqiientemente utilizadas. Na primeira, a malha é sucessivamente refinada até
a obtencao do nivel de precisio desejado. Neste caso, o elemento a ser refinado é
identificado através de um critério apropriado. A outra prediz o tamanho do elemento
necessario para que o nivel de precisdo preestabelecido seja atingido. No caso nao
linear optou—se por esta ultima técnica, pois é, a principio, computacionalmente mais
econdmica, ja que evita a analise durante os sucessivos passos necessarios para a
obtencao da malha final. Utilizou—se uma estimativa de erro a posterior: baseada
nos conceitos propostos por Zienkiewicz e Zhu, que implica na recuperacdo de um
campo continuo de tensdes suavizadas para substituir o campo exato de tensdes nao
conhecido. Neste trabalho, adotou-se a técnica conhecida como superconvergent patch
recovery (SPR) para a recuperagao do campo de tensées. Finalmente, o comportamento
do material foi tratado através do modelo de subcamadas.

MODELO MATEMATICO

As equagOes basicas necessarias para a resolucdo de um problema estético
bidimensional ndo linear podem ser deduzidas através do principio dos trabalhos
virtuais. Considera-se que para um corpo em equilibrio (dominio 2), sob a acdo de
forgas de volume b, e forcas de superficie t em I'o, o trabalho virtual das forcas externas
é igual ao trabalho virtual das forgas internas, para todo campo de deslocamento virtual
du que se anule no contorno Iy, onde o deslocamento u é prescrito (u=0 em T,).
Entao,

/&T.adQ:/ sul -bd+ [ 6ul-Edr (1)
) Q Q T'o

Em (1) € representa as deformagcdes e o as tensdes.
MODELO DISCRETO

Utilizando os procedimentos normais de discretizagdo do método de elementos
finitos foram obtidas as seguintes expressées para os deslocamentos e deformagcdes no
elemento:

bu=N-é0a (2)

be =L 6u (3)

onde a matriz N contém as fungdes de interpolacdo, @ sdo os valores nodais da solugao
aproximada e L é o operador diferencial linear. Substituindo—se (2) e (3) em (1),
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considerando que a expressao assim obtida é valida- para qualquer valor arbitrario de
éu, tem-se ‘

/(LNﬂTadQ::/'NT-bdQ+ NT . §dr S
Q Q . L Jle. . ;

Devido a nao linearidade do material existirao forcas residuais ¥, tais que

T=P-F+#0 - ~ (5)

onde P and F representam os vetores de forcas internas e os de forcas externas
determinados, respectivamente, pelas parcelas do lado esquerdo e do direito de equagao
(4). Neste caso, para que se obtenha o equilibrio estdtico, a andlise deve ser realizada
até que as forcas residuais se anulem.

Técnicas de solucao

O método utilizado para a obtencao da resposta ndo linear de um problema, estatico
é essencialmente incremental. Assume-se que para uma determinada intensidade de
carga (am), a solugdo (u,,) é conhecida e procura-se a solugao (u,, + Au,,) para o
nivel de carga posterior (am + Aam). : .

A solucao através de método puramente incremental estd sujeita a erros que vao
se acumulando a cada passo da andlise. Para contornar este inconveniente, pode-se
utilizar um método iterativo tangente. Este método consiste em se obter uma melhor
aproximagao de u, utilizando uma expansao de ¥ através de séries de Taylor. Obtém—
se, entao, uma formulacao incremental—iterativa para solucionar problemas nao lineares
na forma

K: (unm+1) : Au?nﬂ = 41 - F — P(unm+1) (6)

onde m e n representam, respectivamente, um contador de incrementos de carga e um
contador de iteracoes e K; é a matriz de rigidez tangente.
Os novos deslocamentos sdo obtidos por

n+l _ ..n . - s
U = Uy AU : (7)

A andlise ¢é realizada para este nivel de carga até que se obtenha a convergéncia
para uma tolerancia pré—especificada.
Critério de escoamento

O critério de escoamento de Von Mises (Owen, Hinton?) é dado por

f:ae—a():\/g-le/Q—ao ' (8)

onde o ¢ a tensao efetiva; oo, a tensdo de escoamento da superficie e Jy, o segundo
invariante do estado desviatério. '

Foi considerado um endurecimento linear para o material, isto implica que, apés
o escoamento, as superficies subseqiientes possuem uma tensao.de escoamento maior



522 R.C.C. SILVA, L. LANDAU E F.L.B. RIBEIRO

do que a da superficie anterior. Além disso, considerou-se que o material com
carregamento ciclico, possui um comportamento cinemadtico, isto €, as superficies de
escoamento preservam sua forma e orientagao, mas transladam no espago das tensoes
como um corpo rigido. ‘

Para que o fluxo pldstico ocorra (AN # 0), as tensGes devem permanecer na
superficie de escoamento (A f = 0). Pode-se considerar, utilizando uma lei associativa,
que as deformagOes plésticas (Ae, = AMX - a) ocorrem em uma dire¢do normal a
superficie de escoamento (a = §f/60). Encontra—se demostrado (Crisfield') que para
as consideracoes acima € valida a expressao

Af=al Ao —H -AX=0 (9)
com
Ax=aT . D -Ae/(aT D-a+H)=al D Ae/(3u+ H) (10)

onde D é a matriz constitutiva, Ae € o incremento total de deformacao, H' é o médulo
pléstico e p = E/2(1 + v) é a constante de Lamé, onde E representa o médulo de
elasticidade e v o coeficiente de Poisson. '

Modelo elasto—plastico de subcamadas

O comportamento cinemético pode ser simulado através do modelo de subcamadas.
Este modelo consiste em assumir que o sélido seja composto de vérias subcamadas,
sendo cada uma constituida de um material elasto—plastico perfeito. Estas subcamadas
possuem propriedades diferentes (espessura e tensdo de escoamento), porém estdo
sujeitas a uma mesma deformagao (Owen et al?). Optou-se pela utilizagdo da curva
caracteristica de um material bilinear para exemplificar a dedugdo das espessuras das
subcamadas, embora o modelo permita a andlise de materiais com curva tensido-
deformagéo complexa. Neste caso, um estado de tenséo (o) superior ao estado limite
de escoamento (o) pode ser escrito na forma

0p201+A0'1=¢71+D'(A6—A)\'a) (11)

Considerando Ae = €, — €1, onde ¢, e €1 sdo as deformagbes correspondentes as
tensoes o, € 01, e substituindo (10) em (11), tem-se

op=D -1+ [H/Bu+H')-D-(ep —€1) (12)

que pode ser reescrito de uma forma genérica como

op =01 -t +03- 1 (13)

onde t e o para cada subcamada representam, respectivamente, a espessura e o estado
de tensao.

ti=1-[H'/Bu+H)] e to=[H/Bu+H (14)

o1=D g e o2=D g (15)
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Considerando um estado de deformacao total € qualquer, obtém—se um estado de
tensdo teste (0') com o' = D -e. A tensdo total (¢) é obtida somando as diferentes
contrlbulgoes de cada subcamada. Podem ocorrer duas situagdes: se a tensdo efetlva
teste o} (8) for menor do que a tensdo de escoamento (o,;), entdo o material tem um
comportamento eldstico e a contribuicio para a subcamada i é o) se at for malor
do que a tensdo de escoamento (o), entao houve plastificagdo e o estado de tensao
deve retornar a superficie de escoamento da subcamada i. O retorno & superf1c1e de
escoamento foi realizado através da técnica de retorno radial (Crisfield").

ESTRATEGIA ADAPTATIVA

Com o intuito de aprimorar a qualidade da solugdo numeérica, utilizou-se uma
estratégia h-adaptativa via remeshing, baseada em estimativas de erro a posteriori.
Esta estratégia consiste em predizer o tamanho necessdrio de alguns elementos,
identificados através de um critério apropriado, de tal forma que a malha final atinja o
nivel de erro predeterminado.

Estimativa de erro

A estimativa de erro desenvolvida por Zienkiewicz e Zhu e conhecida como Z2
consiste em substituir o campo de tensées exatas (o), desconhecido, por um campo
suavizado continuo (¢*) obtido segundo uma interpolagio de seus valores nodais (6*),
aproximacao esta igual & realizada para os deslocamentos em (2). O erro aproximado,
associado a solugao numeérica, pode ser definido como sendo a funcao que determina a
diferenga entre o campo continuo e o campo de tensdes aproximadas (g )- Utlhzando
a norma de Ly para determinar a magnitude do erro aproximado, tem-se

€2 = 0" =anll* = [ (0" ~on)" - (0" =~ on) a2 (16)

Sendo ||é|| um escalar positivo, ele pode ser avaliado em todo o dominio ou em
subdominios (elementos) do problema. :
Pode—se definir um erro médio aproximado como sendo

n

_ A112
= llel?/n (17)

i=1
onde o indice ¢ refere-se aos n elementos da malha. Como a ordem de grandeza da
norma do erro depende das unidades empregadas no problema, procurou- se utlhzar o
conceito de erro relativo

_ ém/n

o (18)
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Suavizagao das tensoes

A estimativa de erro adotada depende da estratégia utilizada para a obtengao do
campo continuo de tensdes. Optou—-se pela técnica conhecida como superconvergent
patch recovery (Zienkiewicz, Zhu®). O campo de tensées suavizadas, no interior de
cada patch (conjunto de elementos que circundam um né), é determinado através de
uma expansdo polinomial completa de grau p

o*=P-c (19)

onde P é uma base do conjunto de todos os polinémios de grau p e ¢ contém os
parametros a serem determinados para o problema em questdo. Para fungoes lineares
(p=1) tem-se

P(z,y) =11, z, 9 (20)

¢ = e, ¢, 03]T (21)

Os parametros ¢ sdo determinados através de um procedimento de ajuste, pelo
processo dos minimos quadrados, visando minimizar o quadrado das diferencas entre'a
expansdo polinomial e o campo de tensbes aproximadas nos pontos da amostragem
(pontos de superconvergéncia). Para o elemento linear triangular, o ponto de
superconvergéncia coincide com o baricentro do mesmo, ou seja, a tensao obtida através
da analise numérica é mais precisa no baricentro do que em qualquer outro ponto deste
elemento. O processo dos minimos quadrados envolve a avaliagao das derivadas parciais
em relagdo a cada uma de suas varidveis, impondo—se a nulidade das mesmas. Obtém se
assim um sistema de equagdes que pode ser escrito de uma forma matricial

A-c=b (22)
A= ZPT(%’, yi) : P(xi, yi) (23)
b= 3 PT(x, 41) - onles 1) (24

i=1

onde o Indice ¢ refere—se aos n pontos de superconvergéncia do patch considerado para
o né 7. O valor da tensdo nodal do campo continuo para este né pode ser obtido
diretamente por

G*(xj, y;) =c1+cazj+c3y; (25)

Para a determinacdo dos coeficientes, € necessdrio que, no minimo, trés elementos
concorram para o né analisado. Para os nds de contorno, esta condigao nem sempre ¢
satisfeita, neste caso, utilizou—se a tensdo média nodal.
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Refinamento

Deseja-se obter uma malha h-adaptativa via remesﬂihg que atenda a um nivel
de erro relativo preestabelecido (7). Determinou-se entdao um pardmetro (&;), por
elemento, que é capaz de: identificar os elementos que devem ser subdivididos; prever
o nimero de subdivisdes necessarias (Ribeiro, Landau®). Sabe-se que o tamanho (h)
do elemento decresce na taxa de 2"°, onde ns é o numero de subdivisdes, e que, para
elementos lineares o erro é proporcional ao tamanho. Ou seja,

hi_ lélls

2= =& =2 (26
Rt .

onde h; e &, representam, respectivamente, o tamanho e o erro médio de uma malha
que satisfaz o erro relativo predeterminado 7. Obtendo o valor de €,, através de (18) e
substituindo em (26) temos

o]l

O ndmero de subdivisées por elemento foi determinado por:

se & <2 ns = 0; [
se 2<&E <4 ns=1,;
se 4 <& <8 ns = 2;
se 8 <& <16 ns = 3;
se & > 16 ns = 4.

Caso a malha nao atinja o erro predeterminado,  uma nova andlise e,
consequentemente, novas divisées deverao ser efetuadas.

ANALISE DE RESULTADOS

Para a andlise numérica realizada, foi considerada uma viga curta em balanco
(Figura 1), no estado plano de deformacdo, discretizada através de elementos
triangulares lineares.. A curva tensdo-deformacao do material, aproximada por seis
trechos lineares, encontra—se representada na Figura 2, onde também foram indicadas
a espessura (t;) e a tensdo de escoamento (o,;) de cada subcamada.

As andlises adaptativas (estimativa de erro e refinamento) foram realizadas ao longo
de dez incrementos-de carga, sendo cada incremento igual a 0.1 (Ao = 0.1). Estas
analises foram executadas em cada passo de carga (aF5,), com excecao do primeiro,
a partir da malha final obtida no passo anterior. Para o primeiro passo utilizou-se a
malha inicial indicada na Figura 4. ‘

Se a malha inicial for pouco refinada, provavelmente apenas uma andlise nao serd
. suficiente para que a malha atinja o erro relativo predeterminado. Isto porque o critério
de refinamento utilizado limita o nimero de subdivises por analise. Observou—se que
para o material elasto—plédstico o erro relativo nao se mantém constante durante todos os
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passos de carga. De uma forma, geral, este erro aumenta com a evolugéo da plastificacéo.
Sendo assim, em algumas etapas da analise incremental o erro relativo preestabelecido
foi ultrapassado, acarretando uma nova subdivisdo da malha.

o Fgo
T Estado plano de deformacgao
10m carregamento- Fo =1.0 N/rn2
médulo de elasticidade E =1.0 N/m
1 coeficiente de Poisson- Vv =0.3
1.0m

| |
I !

Figura 1. Viga curta em balango

5 Overlays :
: s 1 2 3 4 5 6
s3 t; 0.5357 0.2862 0.0604 0.0594 0.0293 0.0290
i Co; 1.2 3.6 8.6 14.6 236 75.0

0 10 20 30 40 50 60 70 80

deformacgdo

Figura 2. Curva tensdo—deformagao aproximada por seis overlays

5 -10 -15 -20
0 5

Figura 3. Curvas carga—deslocamento

Estao indicados na Tabela I, para todos os passos de carga, os erros relativos obtidos
durante cada andlise realizada, objetivando satisfazer o erro relativo predeterminado
de 10%. O ndmero de nés (NN) e o nimero de elementos (NE) para as malhas finais
(dltima andlise) encontram-se na mesma tabela.
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Outras duas andlises foram realizadas com o ‘objetivo de atingir erros relativos de
35% e 25%. Encontram-se representadas na Figura 3 as curvas carga—deslocamento
para as malhas adaptativas finais (Figura 4) e para a malha inicial. Foi considerado
o deslocamento (§) na diregéo vertical do né situado no canto superior direito da viga
curta. -

Analise
o 12 22 32 42 NN "NE-
0.1 | 58.30 22.62 11.13 8.86 532 964
0.2 8.89 v 532 964
0.3 8.98 532 964
0.4 9.11 532 964
0.5 9.36 532 964
0.6 9.73 532 964
0.7 10.29 8.71 653 1199
0.8 9.27 653 1199
0.9 9.90 653 1199
1.0 10.59 9.14 834 1552

TABELA 1. Erros relativos (%) e malhas obtidas durante a anilise adaptativa com
erro relativo de 10% :

Malha inicial- Malha 01- m=35%
NN=9 NE=8 © NN=52 NE=82

Malha 02- m=25% Malha 03- mn=10%
NN=94 NE=158 NN=834 NE=1552

Figura 4. Malha inicial e malhas adaptativas finais
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CONCLUSAO

A estratégia adaptativa utilizada neste trabalho para a analise elasto—plastica
bidimensional, onde a evolucdo das regiGes plastificadas ao longo do carregamento
implica na variacao dos erros relativos, mostrou—-se capaz de manter e recuperar o
padrao de refinamento necessario para o nivel de erro desejado. A utilizacdo do modelo
de subcamadas, em conjunto com elementos triangulares lineares, possibilitou que a
redefinicdo da malha fosse realizada de forma agil e versatil, atendendo & estratégia
adaptativa proposta.

Os resultados obtidos permitem e exigem que se dé continuidade & investigagao de,
por exemplo, outras alternativas para os estimadores de erro e suavizagdo (recuperagéo
através de pds—processamento) do campo de tensdes (Peri¢ et al*) e esquemas de
desrefinamento para o carregamento ciclico. Com isso serd possivel em futuro préximo
a implementacao de procedimentos numéricos capazes de realizarem analises dinamicas
elasto—pldsticas através, também, de técnicas adaptativas.
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