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RESUMEN

Este trabajo presenta por un lado una breve sintesis de algunas importantes contribuciones
dirigida a la unificacién de cédigos computacionales para flujos tanto compresible como
incompresible y por otro un eficiente precondicionador local para todo el rango de niimeros
de Mach y Reynolds implementado sobre un esquema iterativo tipo GMRES con una estrategia
que evita el ensamblaje de matrices llamada matriz-free usando como discretizacién espacial
una formulacién en elementos finitos. El principal objetivo de esta investigacién es lograr
un tratamiento unificado de flujo de fluidos tanto compresible como incompresible, viscoso o
inviscido apto para simulaciones a gran escala y capaz de ser utilizado sobre plataformas de
hardware paralelas. »

CFD PRESENTS: COMPRESSIBLE + INCOMPRESSIBLE,
A CONVENIENT MARRIAGE

SUMMARY

This paper presents a brief review of important contributions towards the unification of
compressible and incompressible flow solvers and an efficient local preconditioner for all Mach
and Reynolds numbers implemented with a matrix-free GMRES iterative scheme and a finite
element method. The main goal of this research is the unified treatment of fluid flow at all
speeds for large scale simulation capable of being implemented over parallel platforms.
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INTRODUCCION

Tradicionalmente las ecuaciones de gobierno para flujo de fluidos incompresible
contienen a la presién como una de las variables incégnitas del problema. Estos
métodos son comunmente denominados pressure based methods. Ellos fueron usados
con éxito durante mucho tiempo y consisten en resolver la ecuacién de continuidad y
las ecuaciones de momento en forma desacoplada. De esta forma estos métodos estan
por su naturaleza precondicionados ya que las incognitas se resuelven de a una por
vez sin los inconvenientes asociados con las grandes diferencias de velocidades entre las
ondas sénicas y aquellas que se mueven con el fluido. Estos métodos han mostrado
tambien buena performance para flujo casi incompresible. Algunos de los cédigos mds
populares y muy referenciados en la literatura que usan esta técnica son el SIMPLE!,
MAC? y el PISO®. No obstante, estas buenas caracteristicas se pierden cuando el
dominio cuenta con regiones en su interior donde el patrén fluidodindmico cambia a
otros regimenes, como por ejemplo subsénico, transénico o supersénico. El método
basado en presiones usa como variables dependientes a las llamadas variables viscosas,
definidas méas adelante (2).

Por otro lado, los esquemas para flujo compresible emplean a la densidad como una
de las variables primarias y reciben el nombre de density based methods. Estos esquemas
trabajan muy bien desde un régimen subsénico (M =~ 0, 3) hasta hipersénico, pero no
pueden ser aplicados al caso incompresible o flujo con muy bajo nimero de Mach, ya que
la variacién de densidad resulta ser muy pequeiia y el acoplamiento entre la presién y
la densidad es muy débil. Otra de las razones del deterioro de la performance a medida
que el numero de Mach tiende a cero estd asociado con la gran relacion entre las escalas
de tiempo de las ondas acisticas respecto a las correspondientes a los fenémenos de
conveccién d ifusién. Los métodos basados en densidad se implementan generalmente en
conjunto con esquemas de marcha temporal para alcanzar soluciones tanto transitorias
como estacionarias, usando métodos explicitos o implicitos para resolver un sistema
de ecuaciones completamente acoplado. Este acoplamiento es la causa del mencionado
deterioro de la velocidad de convergencia, especialmente cuando las ondas sénicas y
del fluido viajan a muy distintas velocidades. Esta clase de esquema empeora aiin mas
cuando el nimero de Reynolds de la malla se aproxima a cero. Estos métodos usan por
lo general variables conservativas que serdn presentadas en la siguiente seccién (2).

Por lo tanto, la propuesta de una simple combinacién de resolvedores para flujo
compresible e incompresible no representa una solucién para el tratamiento unificado
de flujo a todas las velocidades. Histéricamente se desarrollaron dos grandes lineas
de investigacidn en pos de brindar una solucién a este problema. La primera y
mas antigua ha tratado de obtener un modelo para flujo incompresible a partir de
uno compresible mediante una expansién de las variables respecto al ntmero de
Mach. Esta idea es véalida para problemas donde el dominio entero estd sometido
a patrones fluidodindmicos incompresibles o cercanamente incompresibles. Nosotros
caracterizamos a estos como métodos particulares, ya que dan respuesta parcialmente
al problema mejorando la condicién del problema en las zonas donde el niimero de Mach
es muy bajo. Uno de los primeros intentos en este sentido fue la propuesta de Chorin®
quien dio origen al método artificial compressibility, muy referenciado en las ultimas
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décadas. Como hemos dicho el inconveniente de este método es la imposibilidad de
extenderlo al tratamiento de flujo de fluidos a muy diferentes regimenes de velocidad
a lo largo del dominio. La segunda linea de investigacién explorada fue aquella que
nosotros llamamos la de los métodos generales, del cual métodos como el de paso
fraccional o los de matriz de masa precondicionantes son algunos de sus mds fieles
representantes.

Los métodos de paso fraccional consisten de descomponer el operador en varios
operadores mas simples, desacoplando el sistema de ecuaciones y resolviendo en cada
paso algunas de las variables. Esta estrategia surge como muy natural si uno trata
de mezclar los métodos basados en densidad con aquellos basados en presién. Esta
clase de métodos han mostrado dar buenos resultados aunque es nuestra opinién la
descomposicién del operador no es obvia y la especificacién de las condiciones de
contorno en cada uno de las etapas del procedimiento no es inmediata®®”.

Los métodos del tipo de matriz de masa precondicionantes se basan en modificar
la matriz de masa de forma de mejorar el nimero de condicién del problema sin alterar
el significado fisico de las variables a resolver. Esta metodologia mantiene la esencia
de los métodos basados en densidad resolviendo el problema en forma acoplada con un
precondicionador actuando localmente y acorde a los pardmetros del flujo. El hecho
que la matriz de masa se altere, no impide la resolucién de problemas no estacionarios.
En esta situacién se definen dos lazos, uno externo temporal y uno interno pseudo
temporal. En el primero no se altera la matriz de masa, mientras que el segundo
contiene el precondicionador. Algunas de las mds importantes contribuciones que
podemos citar son las de Turkel®, Viviand y Peyret® y Viviand'®. En 1985 Choi y
Merkle!', en 1990 Feng y Merkle*> y en 1991 van Leer, Lee y Roe'® han propuesto
diferentes esquemas basados en densidad para las ecuaciones de Euler que son de alguna
forma equivalentes al método de la compresibilidad artificial para bajos ntimeros de
Mach y ademds mantienen sus buenas propiedades a medida que el ntimero de Mach
crece.

Simultdneamente y en forma completamente independiente con este desarrollo
Storti, Nigro e Idelsohn' han obtenido resultados equivalentes con una matriz de
masa precondicionante obtenida como extensién de un trabajo preliminar realizado
por Storti, Baumann e Idelsohn en 1992'° para las ecuaciones de Euler en régimen
transénico. Aplicaciones de esta clase de precondicionadores al caso de flujo viscoso
fueron realizadas con resultados muy buenos siempre que el nimero de Reynolds de
la grilla no fuera muy pequefio. El deterioro de la velocidad de convergencia con
el nimero de Reynolds resulta ser secundario frente a la influencia que tiene sobre
ella el nimero de Mach, segin lo confirman los experiementos numéricos realizados.
De todas maneras en el caso de flujo con capas limites muy delgadas o flujos
turbulentos la correccién viscosa resulta ser muy importante sobre la performance del
precondicionador. Esta contribucién fue hecha por Venkateswaran, Weiss, Merkle y
Choi en 1992'¢, Choi y Merkle en 1993'" y Shuen, Chen y Choi en 1993'® . Ellos
encontraron una forma elegante de lograr un cambio de variables que de alguna forma
es equivalente a transformar un método basado en densidad en otro basado en presién
y viceversa. Ellos lo aplicaron sobre métodos explicitos e implicitos usando direcciones
alternadas (ADI). Posteriormente Buelow, Venkateswaran y Merkle'® trabajaron sobre
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la influencia de la relacién de aspecto sobre la velocidad de convergencia y encontraron
un precondicionamiento éptimo para mallas altamente refinadas, como aquellas que
aparecen en flujo turbulento.

Los mencionados autores han usado este precondiconador en una formulacién
en volumenes finitos usando un esquema de integracién temporal ADI aplicado a
un problema bidimensional de propulsién por reaccién quimica de un combustible
utilizando las ecuaciones de Navier-Stokes.

Por otro lado desde que Saad en 1986%° extendid los métodos basados en subespacios
de Krylov al caso no simétrico e indefinidos a través del'método GMRES, cada dia més
investigadores en el mundo han adoptado a este como resolvedor, especialmente cuando
los recursos computacionales son superados por la complejidad del problema. Mas ain,
la, versién denominada matriz-free que evita el ensamblaje de matrices® resulta ser una
de las mejores soluciones del momento para su adaptacién al cémputo paralelo. Esta
clase de métodos iterativos requieren en forma imperiosa de buenos precondicionadores
para obtener una performance razonable, caso contrario su convergencia resulta muy
deteriorada. Este es uno de los temas candentes del 4rea y la comunidad cientifica
estd esperando de grandes avances para poder abordar los grandes desafios del préximo
siglo.

La contribucién de este trabajo estd orientada a mostrar algunos resultados
promisorios obtenidos mediante la adaptacién del precondicionador de Choi y Merkle'”
a una formulacién tridimensional mediante elementos finitos, utilizando espacios
funcionales de igual orden para todas las variables, estabilizada mediante SUPG en
conjunto con un resolvedor iterativo GMRES utilizando una estrategia del tipo matriz-
free.

Maés atn, aqui se presenta esta metodologia como altamente recomendable para el
caso de computacién paralela por las caracteristicas locales del precondicionador.

DEFINICION DEL PROBLEMA

Las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo compresible modificada por la
introduccién del precondicionador sobre el término temporal se puede escribir
comote1722

0Q,
ot
El precondicionador T, introducido en el término temporal se presenta

posteriormente. Hay dos variables involucradas en la definicién, las variables viscosas
Q, v las conservativas Q, definidas como

T, +A-VQ=KV?Q+F (1)

Q = {p; pu; pv; pw; pe}’;  Qy = {p;u;v;w; T} (2)

Las variables viscosas son necesarias para obtener un buen niimero de condicién en
el limite viscoso. Algunos detalles relacionados con esto se presentan mds adelante.
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FORMULACION VARIACIONAL

La formulacién variacional del problema definido en (1) asociada al método SUPG
usando variables conservativas se escribe como

Encontrar Q" € S*  tal que YW" € V? (ref. 22)

ot

numel h h h
8W 8Q 0Q 19} oQ
N7 I AV h .
+ §j/ )T (Al AT+ Al g (KU a@) F}dQ+ (3)

h h h h
QWh. (rdQ Ath )dQ+/ ow K a QL o+

numel h h
oW 0Q
5 h h
E = | W*FdQ W Q
+ / shc 811'/'% 8.’1)1 /Q dQ + 20 hdo

conI'= I‘UF%—

DEFINICION DEL PRECONDICIONADOR

El precondicionador introducido en (1) se define como

@m0 0 0 0
ez e 0 0 0
T, = BT 0 p 0 O (4)

;%5 0 0 p O
,(,,%—+1\§% -6 pu pv pw zi’—}f

Detalles de la forma en que fue deducido se inclyen en el paper de Choi y Merkle'”.
Esta clase de precondicionador ha mostrado tenmer convergencia uniforme para todo
nimero de Mach y Reynolds a través de varios experimentos numéricos. La introduccién
de las variables viscosas le confiere cierta similitud con los métodos basado en presiones
con el precondicionador manteniendo las escalas actisticas y viscosas lo mds similares
que sea posible en tamano cuando la difusién domina. Por otro lado, cuando la
adveccién domina es mejor cambiar a un método basado en densidad donde el rol del
precondicionador es igualar las velocidades de la particula con la sénica. El pardmetro
B a través de su definicién permite unificar la formulacién y conferirle al método una
flexibilidad para acomodarse a todas las situaciones. Siguiendo la definicién de Choi et
al.'”, tenemos lo siguiente
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BM? = ec? con €= max(€ny, €vis)

€iny = M,? Mmin M < Muyin ( )
| ele-1) M, =< M Mpin < M<1 5
€vis = MaX; |:(Ozj-1+c2/u?)] i 1 Mm;nl
L _CFL . _
J_O_Reij J=T,Y,%

M, es un nimero de Mach de referencia que se usa para evitar singularidades cuando
la velocidad local es nula. En este trabajo hemos usado Mpin = 1078, o representa el
nimero de Fourier y Reag; es el nlimero de Reynolds del elemento con Az; su longitud
caracteristica. § es una constante arbitraria que juega el rol de un coeficiente para la
derivada temporal de la presién.

DETALLES DE LA IMPLEMENTACION

El precondicionador afecta la definicién de la matriz de tiempos intrinsecos, las
condiciones absorbentes y el esquema temporal. A continuacién presentamos una breve
descripcién de estas alteraciones.

Matriz de escala de tiempos intrinsecos

Como puede verse en (3), la conjuncién del método SUPG con el sistema
precondicionado da origen a un par de pardmetros 7' y 6., . que son diferentes a
los correspondientes pardmetros del sistema no precondicionado. En este trabajo
nosotros presentamos una aproximacién analitica para el computo de esta matriz de
tiempos caracteristicos evitando el uso de costosas rutinas de cdlculo de autovalores
y autovectores. Sin entrar en detalle acerca del &lgebra® arribamos a la siguiente
expresion para esta matriz

96
aiL’j

Q
0Qu

La extensién al caso de las ecuamones de Navier-Stokes se completa modlante la
correccién de 7 por efectos viscosos®

7L 7 =Byt By, = A, conA,=T;'A (6)

Condiciones de contorno absorbentes

El operador absorbente asociado a las condiciones de contorno se define mediante
la. solucién de un problema de autovalores sobre el jacobiano advectivo proyectado en la
direccién de la normal exterior. Si observamos (1), vemos que para ello se requiere que
la descomposicién se lleve a cabo sobre el jacobiano modificado por el precondicionador
en lugar del original. De esta forma es factible usar la misma estructura de calculo para
T que para las condiciones absorbentes.
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Matrix-free GMRES

Todo lo visto hasta aqui es védlido para la generalidad de los resolvedores. La
modificacién de la matriz de masa y sus influencias sobre la estabilizacién y las
condiciones absorbentes nada tienen que ver con la eleccién del esquema de paso
temporal usado. Una implementacién explicita es directa salvo cuestiones relacionadas
con la estabilidad del esquema temporal. En esta seccién detallamos la aplicacién
del precondicionador a un resolvedor implicito tipo GMRES. Como es sabido, el
algoritmo GMRES necesita de un precondicionador para que pueda lograrse una
aceptable velocidad de convergencia. Es muy usual en mecénica de fluidos usar o
un precondicionador diagonal o uno diagonal en bloques. Estos precondicionadores
funcionan como una especia de escaleo entre los grados de libertad del sistema. En
nuestro caso y para evitar confusiones nosotros hemos usado un precondicionador
en bloques aplicado sobre el sistema previamente precondicionado por la matriz T
Evitando entrar en detalles, ya que esta fuera de los objetivos de este tabajo, podemos
sintetizar el método diciendo que se basa en la creacién de una base ortogonal en el
espacio de Krylov mediante un proceso de Arnoldi en donde se plantea la minimizacién
del residuo a través de la solucién de un sistema lineal.

RESULTADOS NUMERICOS

El objetivo de este trabajo es mostrar la efectividad del precondicionamiento
presentado en (1) para resolver una gran variedad de problemas de mecdnica de
fluidos involucrando cualquier combinacién de juego de pardmetros representado por los
ntimeros de Mach y Reynolds usando una formulacién SUPG con elementos finitos y una
version matriz-free® del resolvedor implicito GMRES. A continuacién presentamos una
serie de ejemplos numéricos que sirven para validar los argumentos tedricos expuestos.
Los casos a mostrar son: 1) flujo a través de un perfil NACA 0012, 2) flujo alrededor
de un cilindro circular, 3) flujo alrededor de una esfera. La grilla empleada para el caso
del perfil NACA 0012 consiste en una malla tipo C con 39 nodos sobre el perfil, 20
nodos en la estela y 31 nodos en la direcciéon normal. El dngulo de ataque es nulo y el
tamafio de la cuerda del perfil se extiende a dos unidades, mientras que los contornos
computacionales se hallan a 28 unidades. Para el caso inviscido las condiciones de
contorno fueron: 1) condiciones deslizantes (slip) sobre el perfil, 2) condicién de Kutta
en el borde de fuga, 3) condiciones absorbentes en el borde exterior. En el caso viscoso
las dos primeras condiciones cambian por una condicién de no deslizamiento y flujo
térmico nulo sobre el perfil.

En el caso del cilindro circular la malla cubre el dominio completo pero repartida
en dos zonas, la primera consiste de un cuadrado centrado en el cilindro y una malla
tipo O con 80 nodos alrededor del cilindro y 20 nodos en la direccién radial, mientras
que la segunda zona se ubica aguas abajo del cilindro y estd formada por una malla
tipo H de 20 x 20 nodos. El didmetro del cilindro es unitario y la entrada se ubica a
nueve unidades del centro del cilindro mientras que la salida se halla a 27 unidades del
mismo centro.
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Las condiciones de contorno usadas fueron de no deslizamiento con flujo térmico
nulo sobre el perfil, todas las variables impuestas a la entrada y traccién nula con flujo
térmico nulo a la salida.

Para la esfera hemos usado una malla de 19.942 nodos con 15.840 elementos
distribuidos en un dominio computacional formado por una caja definida por —3 <
z <10, -3 <y <3, -3 < 2 <3 con una esfera de didmetro unitario. Las condiciones
de contorno fueron similares al caso del cilindro.

El costo computacional asociado con todas las operaciones que involucran al
precondicionador se estima que ronda un 30 % del costo inicial. Las figuras relacionadas
a la velocidad de convergencia que a continuacién se presentan se organizan de la
siguiente forma: sobre la izquierda se grafica el incremento de la variable de estado AQ
en funcién de las iteraciones, mientras que a la derecha se hace lo propio con el residuo
|R|. Comenzamos mostrando los resultados de flujo inviscido alrededor del perfil
NACA 0012 para un nimero de Mach de 0,001. La Figura 1 muestra no solamente una
buena convergencia, sino también un buen condicionamiento del problema ya que todas
las ecuaciones convergen con la misma tasa de convergencia (pendiente). Es importante
resaltar que el problema fisico tiene caracteristicas que viajan con velocidades muy
dispares, por ejemplo las ondas acusticas viajan aproximadamente 1000 veces més
rapido que las ondas de entropia y las de vorticidad.

R dQ convergence o Residual Convergence
10 T Y T
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0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

iter iter

Figura 1. NACA0012 — Euler — Ma = 0,001 - convergencia
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NOTA:

Los graficos correspondientes al caso no precondicionado no se
muestran ya que la solucién numérica es espacialmente inestable. Este
es otro de los factores que favorecen al precondicionamiento, el de no ser
s6lo un remedio para acelerar la convergencia sino que en algunos casos

es hasta necesario para solucionar las inestabilidades asociadas con la
incompresibilidad.

La Figura 2 muestra los coeficientes de presion a la izquierda y el coeficiente de
presion total a la derecha para la solucidn precondicionada. A pesar de utilizar una
malla gruesa se obtienen valores del coeficiente de presion total cercanos a la unidad,
que es la solucién exacta del caso inviscido. A continuacién presentamos resultados

sobre el mismo perfil pero para el caso viscoso. Hemos usado un Ma = 0,001 y un
Re = 200. ’

Pressure coefficient Total pressure coeff
1
1.2 ...........................................
0.5 £
0!1'1 P O A N
E
|
8 o 5
£
~
[o%
-0.5 <
0.8 ............ ................. ........ ..
1 : : : : :
-2 -1 0 1 2 -1 05 0 0.5 1
chord (x] chord [x]

Figura 2. NACA0012 - Euler — Ma = 0,001 - solucién

La Figura 3 muestra que las buenas propiedades de convergencia del caso inviscido
no se pierden cuando aparecen efectos viscosos. Miés aun la solucién sigue siendo
numéricamente estable en contraste con la solucién no preconcicionada que pre$enta
numerosas oscilaciones.

La Figura 4 muestra un resumen con algunos de los resultados en velocidad de
convergencia cuando se fue variando el nimero de Reynolds frente al obtenido con el
caso inviscido. Se observa un factor de aproximadamente dos entre el caso inviscido y el

viscoso y una muy pareja performance del método para todos los nimeros de Reynolds
utilizados.
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dQ convergence Residual Convergence
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Figura 3. NACA0012 — NavierStokes — Ma = 0,001, Re = 200 - convergencia y
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Figura 4. NACAQ0012 - Ma = 0,001 — convergencia

Las Figuras 5 y 6 muestran los resultados en el caso del cilindro circular para
Ma = 0,001 y Re = 20,1 respectivamente. Las conclusiones son similares a las
anteriores salvo en el caso del Reynolds mas bajo donde la primera ecuacién se satura
casi inmediatamente. No obstante, observando el residuo vemos que éste continia
descendiendo en forma monétona.
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dQ convergence Residual convergence
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Figura 5. Cilindro -- Ma = 0,001, Re = 20 — convergencia

dQ convergence Residual convergence
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Figura 6. Cilindro — Ma = 0,001, Re = 1 - convergencia
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El dltimo ejemplo se trata de un caso tridimensional representado por flujo
alrededor de una esfera. Este ejemplo tiene solucién analitica en el caso de Stokes
y algunas aproximaciones asintéticas en el caso de Reynolds bajos o altos. También
existe una correlacién entre el niimero de Reynolds y la extension o tamafio del bolsén de
recirculacién aguas abajo de la esfera. La Figura 7 muestra la historia de la convergencia
para el caso con Ma = 0,002 y Re = 10, notdndose el mismo comportamiento que
los casos anteriores, mientras que la Figura 8 muestra las lineas de corriente para
este mismo ejemplo. El residuo se reduce 6 érdenes de magnitud en 100 iteraciones
de GMRES con una velocidad constante. Después de 100 iteraciones los errores de
redondeo dominan y la convergencia de la solucién se estanca. Para este valor del
numero de Reynolds no existe recirculacién en la zona posterior de la esfera siendo
este patrén confirmado por los resultados mostrados en la Figura 8. El ultimo ejemplo
consiste de la misma. esfera pero a un Reynolds de 100. La convergencia no se presenta
por razones de espacio pero su comportamiento no difiere basicamente de los anteriores.
La Figura-9 muestra las lineas de corriente para el plano z = 0 y la zona de recirculacién
aguas abajo de la esfera tiene una extensiéon de aproximadamente 3 veces el radio
de la esfera contado desde el centro de la misma. Esta observacién coincide con los
experimentos de laboratorio de Taneda y los calculos computacionales via métodos de
expansiones de Jenson®.

. dQ convergence 0 Residual convergence
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Figura 7. Esfera — Ma = 0,002, Re = 10 — convergencia
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Figura 9. Esfera — Ma = 0,002, Re = 100 — lineas de corriente
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