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RESUMEN

Se aborda el problema del contacto eldstico haciendo uso del método de los multiplicadores
de Lagrange, dando lugar a un modelo de elementos finitos mixtos. Se introduce explicitamente
una ley de friccién no-lineal e implicitamente un cardcter no local para la misma. Para evitar
oscilaciones de la variable tensién en las proximidades de puntos singulares, se considera la
formulacién de un funcional lagragiano perturbado. Los algoritmos propuestos liberan posibles
dependencias nodales de los cuerpos contactores, permitiendo la discretizacién independiente de
ambos, y el contacto simultineo en zonas distintas de geometria cualquiera. La implementacién
en el ordenador se ha limitado a los casos plano y axisimétrico.

SUMMARY

The static elastic contact problem is faced up through Lagrange multipliers, leading to a
mixed finite element problem. A non linear friction law is introduced explicitly and the non
local character of the friction phenomena is taken into account in an implicit way. In order
to avoid stress oscilations near singular points a perturbed lagrangian functional is considered.
The algorithms herein proposed do not impose nodal dependencies over the contacting surfaces,
letting the independent discretization of both bodies. The method is able to model simultaneous
contact over different regions of any geometrical shape. Computer code, examples and results
here presented, are restricted to axisymmetrical and bidimensional cases.

INTRODUCCION

Los elevados indices de prestacidn exigidos en la actualidad a numerosos conjuntos
mecénicos imponen fuertes requerimientos al disefio de sus elementos componentes.
Esto es motivo para que aspectos del disefio en los que antes no era preciso profundizar
deban ser contemplados con gran rigor en la actualidad. La deformacién local de las
zonas de contacto, y la mutua adecuacién de las formas de las superficies donde éste
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se establece, puede afectar de forma importante las relaciones cinematicas establecidas
entre dos o0 més s6lidos, ligados por restricciones de contacto. Entre los numerosos casos
de interés, pueden destacarse como caracteristicos, el contacto entre los elementos de
un rodamiento, entre elementos de unién o el contacto rueda-carril.

El andlisis del contacto entre sélidos interesa en la actualidad bajo una perspectiva
mds amplia que la de los problemas mecanicos tradicionales del contacto estatico. El
estudio de los procesos de impacto requiere el conocimiento de la evolucién temporal
de las dreas de contacto y conduce a algoritmos mas generales de contacto dinamico,
desarrollados para el modelado del impacto. Estos algoritmos encierran mayor
complejidad que los orientados especificamente al andlisis del contacto estatico, puesto
que ademds de preservar la no penetracién, deben considerar la movilidad de la interfase
y los efectos masicos. Para ello, en los sucesivos pasos que discretizan la evolucién en el
tiempo, deben evaluarse los desplazamientos, velocidades y aceleraciones, manteniendo
la cantidad de movimiento de la interfase de contacto.

El método de los elementos finitos ha proporcionado una importante herramienta
de trabajo para abordar los problemas de la mecanica del continuo. El método se
ha aplicado al problema del contacto a través de distintos algoritmos. Entre éstos
cabe destacar los basados en procedimientos incrementales “prueba-error” tales como
[Chan et al.!, Wilson et al.?] en los que se determina el tamafio del incremento de
carga tal que hace cambiar las condiciones de contorno del problema. Los que emplean
elementos imaginarios de muy pequefio espesor, llamados elementos “frontera”, que
dispuestos sobre la posible zona de contacto modifican su rigidez de acuerdo a las
relaciones cinematicas alcanzadas sobre la zona de contacto [Desai et al.?, Ostachowicz?,
Urzua et al.’]. Y métodos que minimizan un funcional con restricciones mediante
multiplicadores de Lagrange o por introduccién de términos de penalizacién [Bathe et
al.®, Friedriksson’, Oden et al.®, Pian et al.?, Yagawa et al.!°]. Tradicionalmente la
friccién se ha introducido en la formulacién del problema del contacto por aplicacién
de la ley de friccién de Coulomb, dando lugar a un funcional convexo no diferenciable.
Oden y Pires'* han desarrollado recientemente leyes de friccién de los tipos denominados
“no local” y “no lineal” estableciendo la existencia y unicidad para la formulacién
variacional. _

En el campo del contacto dindmico los algoritmos existentes no consideran los
efectos de la friccién que son secundarios en los procesos generales de impacto. Son
importantes los estudios bidimensionales [Wilkins'?], encaminados al andlisis de la
penetracién y perforacién de proyectiles y los tridimensionales [Hallquist'®], donde
el contacto se impone nodo contra superficie, mediante el método de penalizacién y
una técnica de doble paso que permite un tratamiento simétrico de ambas superficies
de contacto. Recientemente Miquel y Bonet'* han presentado un procedimiento que
permite la estimacién adecuada de las rigideces ficticias del método de penalizacién con
objeto de evitar las inestabilidades numéricas de los procesos explicitos de integracién.

En este trabajo se presentan procedimientos para el estudio del contacto estatico
mediante técnicas de elementos finitos donde las restricciones de contacto se imponen
mediante multiplicadores de Lagrange. Este método conduce a un nimero de ecuaciones
superior al que se obtiene mediante el método de penalizacién, pero sin embargo es
mas sistematico y carece de los inconvenientes numeéricos (modos no energéticos de
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deformacién) que conlleva la integracién reducida propia del método de penalizacién.
En linea con los trabajos més recientes [Hallquist'®, Bathe®, Simo*®] los algoritmos
desarrollados carecen de las dependencias nodales que anteriormente no han permitido
la libre discretizacién de las interfases de contacto, ni la posibilidad de representar
directamente procesos evolutivos de acomodacién. Frente al contacto nodo contra
superficie, impuesto por Bathe® mediante multiplicadores de Lagrange puntuales con
significado fisico de fuerzas, en este trabajo, los multiplicadores han sido formulados
en forma continua, correspondiéndoles el significado fisico de la tensién de contacto.
Ello conduce al concepto de compatibilidad integral, obteniéndose de forma directa
resultados similares a los obtenidos por Hallquist'® mediante el contacto nodo contra
superficie y el tratamiento simétrico de la interfase mediante la técnica de doble paso.

La formulacién del problema del contacto se ha realizado mediante un funcional
lagrangiano perturbado, que ha permitido eliminar las oscilaciones de la variable
tensién (multiplicadores) en las proximidades de puntos singulares, de forma similar
a los resultados obtenidos por Simo'®, mediante el método perturbado de penalizacién,
aplicado para obtener una compatibilidad de nodo contra superficie de doble paso. En
este marco definido por la imposicidén de la condicién de no penetracién mediante
multiplicadores de Lagrange, se ha experimentado el comportamiento de leyes no-
lineales de friccién consideradas explicitamente, a quienes se ha dotado en forma
implicita de mecanismos de comportamiento no local. La implementacién en el
ordenador de la formulacién descrita en este trabajo, se ha limitado a los casos plano
y axisimétrico.

FORMULACION DEL PROBLEMA

Se presentan a continuacién las formulaciones del problema del contacto eldstico
correspondientes a los casos con y sin friccién. Se ha optado por consolidar la
formulacién del problema sin friccién y realizar posteriormente un desarrollo paralelo
para el problema con friccién. Las razones para este desarrollo estin basadas en
las importantes dificultades que en su planteamiento, tanto fisico como matemadtico,
presenta el problema con friccién frente al caso en ausencia de la misma.

CONTACTO ELASTICO SIN FRICCION

La formulacién del contacto eldstico se basa en las ecuaciones generales de la
elasticidad y en las especiales condiciones de contorno sobre la superficie de contacto.
Las condiciones cinematicas para el caso de contacto de sélido eldstico con superficie
rigida se expresan a través de la denominada [Oden y Kikuchi®] “Condicién de contacto
linealizada”:

uN +gN <0ouy+gn <0 (1)
con g = gis = (X3 — Y _(X1))iz (2)
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‘cuya representacién grafica bidimansional se muestra en la Figura 1, y donde:

Xz 32(X1) es la ecuacién de la superficie rigida de contacto.

X1yX? (i = 1 — 2) las coordenadas iniciales de las superficies elastica y rigida
respectivamente,

N es el vector normal a la superficie rigida, en el punto R.

S es un punto genérico de la superficie eldstica. La direccién RS es paralela a la
direccién X,.

g es la distancia SR, y u el vector desplazamiento en el punto S.

4
X,
®
ke
S
X
% -
(XD
@ N 1
Figura 1. Geometria del contacto. Figura 2. Ejes locales.

El desplazamiento u debe ser tal que después de la deformacién el punto S esté
situado en o por encima del plano tangente a la superficie 3 (X, ) por el punto R. Esta
ecuacién establece en forma aproximada la condicién de “no penetracién”, con una
precisién dependiente en cada punto S de la orientacién del eje X,. Por esta razén es
conveniente tomar los ejes locales (X7, X3) en forma tal que el problema aproximado
tenga sentido, en particular podrian tomarse los correspondientes a lanormal y tangente
en cada punto a la superficie de contacto (Figura 2).

L.as condiciones en tensién son:

— Condicién de contacto unilateral
on = 0N < 0 siexiste contacto
. . (3)
ox = 0 sino existe contacto
—  Superficie perfectamente lubricada. Ausencia de friccién:
Or == O — UNNZO (4)

En el caso de contacto entre dos sélidos elésticos, las condiciones se plantean
formalmente en la misma manera, sin mas que llamar: -
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2
N

gn = gzlv - .‘]12\1 = (19(X11) - Z(X%))izN

uN:u}v—u

donde J9(X1) es la ecuacién de la segunda superficie de contacto.

Problema de contorno

Puesto que las condiciones de contorno sobre la superficie de contacto se pueden
expresar en forma equivalente para el contacto con sélido eldstico o sobre base rigida,
escribiremos la formulacién para esta ltima.

Se trata de encontrar un campo de desplazamxentos u = {u;} sobre el dominio
elastico 2 que satisfaga:

ij5 + fi =0 en € _ (6)
;=0 en T, (7)
oij(u)n; =t; en T, (8)

y las condiciones de contacto unilateral

uN+gNSOaUNISOaUN(uN'i'gN):OaUT:O en I, (9)

Formulacién variacional

Haremos uso en este apartado de algunas relaciones que al respecto se 1nd1can en
Viafio'®. Introduzcamos en primer lugar el espacio de Hilbert

V={v=[veH@Q)Pv=0e T,, 1<i<3} (10)

donde H*(Q) es el espacio de Sobolev usual de funciones Lj(2). Supongamos ademads
que las fuerzas de masa f; y de superficie t; son tales que

fi€Ly(Q), t; €Ly(T,), 1<1<3 (11)

Finalmente supondremos que la funcién distancia g, verifica
gn € Ly(T.) (12)
Las restricciones (1) imponen el siguiente conjunto de desplazamientos admisibles

K={veEV]vy+gn <0 sobre T.} (13)

K es un conjunto convexo, cerrado y no vacio de V. Duvaut-Lions'” mediante la
aplicacién de la férmula de Green, prueban la equivalencia formal de (6 — 9) con la
siguiente inecuacién variacional
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uevV

a(u,v-u)>Gv—-u), VweK (14)

Donde a(v,v) es la forma bilineal habitual en elasticidad y G(v) el trabajo de las
fuerzas externas. Glowinski'® prueba que en las hipétesis (12 — 13) el problema (14)
admite una y sélo una solucién que, siendo a(e, ¢) simétrica, coincide con el problema
de minimizacién con restricciones siguiente

J(v) =min J(v}, ve K (15)

donde J es el funcional de energia potencial

J(v) =1/2a(v.v)— G(v) , Vv eV (16)

Funcional lagrangiano

Podemos relajar las condiciones para el espacio de bisqueda de soluciones
formulando mediante el método de los multiplicadores de Lagrange, el funcional
aumentado

Ly(v,7n) = J(v) = (vyon+9n) , vEV , Ty €M (17)

Con (e,e) producto interno en L,. El multiplicador de Lagrange 7y representa -
fisicamente la tensién normal sobre la zona de contacto y por tanto ésta debe verificar
la condicién de contacto unilateral

M = {ry € Ly(T)|7y <0 en T.} (18)

FEl punto estacionario (u,Ayn) del funcional lagrangiano se determina por la
condicién de minimo del mismo respecto a las variables del problema, dando lugar
al siguiente sistema:

a(u,v) — (Ay,vy) = G(v) YveVvV
(19)
(Tw, un) > "‘(TN,!]N) Vry € M

Funcional lagrangiano perturbado

No siempre es posible garantizar la existencia de un punto de ensilladura para el
funcional langrangiano (17). Las dificultades nacen de la posible falta de cumplimiento
de la condicién de coercividad negativa respecto del multiplicador [Oden y Carey'®].
Para asegurar el cumplimiento de esta condicién se introduce el funcional lagrangiano
perturbado
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Le(v,7w) = L(v,7w) = (1/2)e| 7 |3 (20)

Donde £ es un mimero positivo arbitrario. Se demuestra, que bajo ciertas condiciones
(Condicién de Babuska?-Brezzi®') las soluciones perturbadas convergen a la solucién
original haciendo tender ¢ — 0.

Las soluciones perturbadas se obtienen del siguiente problema variacional:

a(ue,v) — (An,,vn) = G(v) YveV
(21)
(7N> ?-‘NC) - 5(”'}\:;)\&) > _(TN; gN) Vry €M

CONTACTO ELASTICO CON FRICCION

Ley de friccidn

La ley de friccion de Coulomb, habitualmente empleada en los trabajos de contacto,
puede ser representada en la forma mostrada por la Figura 3.

Gr Ar Ot ﬂi
| luT o Ur
loN— Lo
M N 'u’r' 2 N |UT|
uy v/2 U;'
Figura 3. Ley de friccién de Coulomb. Figura 4. Ley de friccién no-lineal.

Siguiendo a Oden y Pires', se puede argumentar que la Ley de Coulomb no es una
base de partida adecuada para los problemas de contacto en la teoria de la elasticidad,
ni desde un punto de vista fisico ni matematico. Estos autores proponen incorporar a
la ley de friccién un término “no-local” de manera que un punto dado esté influenciado
en su comportamiento de friccién por lo que ocurra en un entorno® del mismo, a
diferencia del planteamiento punto a punto establecido por la ley de Coulomb. En la
formulacidn presentada en este trabajo no se considerard explicitamente este caracter
no-local del mecanismo de la friccién. Las relaciones que expresan el comportamiento
del mecanismo de friccién conducen siempre a ecuaciones constitutivas no lineales. La
informacién experimental muestra que siempre existen, incluso en zonas de supuesta
adherencia, pequefios desplazamientos tangenciales de los puntos de la superficie de
contacto, debidos a las deformaciones elésticas y elastopldsticas de las “uniones” entre
las rugosidades de dichas superficies. Cuando estas uniones se rompen se produce el
deslizamiento entre ambas superficies. Las leyes de friccién que recogen esta conducta
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de la unién, previa al deslizamiento, se denomina “no-lineales”. En la Figura 4 se
muestra graficamente una ley de las mas simples que pudieran proponerse.
La ley se escribe como:

2
Ich < _‘“vUN p——t Up = _LGT
plow| (22)
|oer] = —poy => existeun a > 0, tal que uy = —aor

Donde p es el coeficiente de friccién. Es evidente que para v = 0 se tiene la tradicional
ley de Coulomb. En la formulacién que se propone para el contacto con friccién, se
considerard una ley de friccién de este tipo.

Formulacién variacional

El problema de contorno se establece sin mas que modificar en el problema
planteado por (6 — 9) las condiciones de contorno para or, introduciendo las propias
de la ley de friccién empleada (22).

En el planteamiento del problema del contacto eldstico con friccidn se produce una
situacién fuertemente no-lineal. Por una parte la forma y tamafio de la superficie de
contacto I'. es desconocida, por otra, la particién de esta superficie ha de realizarse
en funcién de las tensiones normal y tangencial sobre la misma, ambas incégnitas
de nuestro problema. Consideremos pues la formulacién variacional del problema del
contacto eldstico con friccién en el marco de un proceso iterativo, y supongamos
conocida la forma y tamano de la superficie de contacto, y también la particién
de la misma en dos zonas de adherencia y deslizamiento, realizada en base a las
tensiones normal y tangencial que sobre la superficie de contacto se hubieran obtenido
en iteraciones anteriores. El funcional lagrangiano para este problema se escribe

L(v, v, 77) = Ln(v,7n) = Jx(v,72) (23)

donde Jg(v, 77) representa el trabajo virtual dado por las fuerzas de friccién:

v
Je(v,72) = (77,90 + ——07) para jop| < —puty
Hltn] (24)

Jr(v,7) = (—pltn], ve) para |op| = —puty

El punto estacionario (u, Ay, Ar) para este funcional se determinan de la condicién
de minimo del mismo respecto de las variables del problema (v, 7y, 7r), y donde las
superficies de adherencia y deslizamiento se determinan por la condicién:

I'.s, zona de adherencia donde se cumple [tr] < —uty (25)
T'.q, zona de deslizamiento donde se cumple [tr] = —puty (26)

y donde las tensiones tangencial y normal t; y t, estidn determinadas en iteraciones
anteriores.
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APROXIMACION CON ELEMENTOS FINITOS

La formulacién en multiplicadores de Lagrange conduce a un modelo de elementos
finitos mixtos. Realizando las aproximaciones habituales sobre los elementos finitos y
definiendo ademaés las siguientes relaciones para las variables de contacto:

Aut, = N*TH°Au* (27)
AXgy, = ¢°AX (28)

supuesta formulacién isoparamétrica: g, = N*THeg? (29)

Aus, = T*TH° AW’ (30)
AN, = BEAX; (31)

(Donde: N°¢,T¢, matrices de cosenos directores de la normal y tangente a la
superficie de contacto; He, ¢°, 8%, matrices de funciones de forma para aproximar los
desplazamientos, las tensiones normales y las tangenciales; Au?, Az\f\,) A/\;, vectores
en forma incremental de desplazamientos, tensiones normales y tangenciales sobre los
nodos de aproximacién; g*, vector de distancias nodales.) Se obtienen las matrices y
vectores propios del M.E.F.(K, matriz de rigidez del o los sélidos elésticos; Ry, Ry, Ps,
vectores de fuerzas de volumen, de superficie y fuerzas internas de la iteracién anterior)
y ademds, como caracteristico del problema del contacto aparecen [Gallego®?] las
denominadas:

“Matriz de contacto” elemental en el estado (n):

H™N°¢°ds = K™ (32)
re

“Matriz de friccién elemental en el estado (n):
/F CHTTgds = K5 (33)
“Matriz de Regularizacién” elemental en el estado {n):
v [ BB ults + Ats]ds = Ki (34)

El punto estacionario del funcional lagrangiano (23) se obtiene de la solucién del
siguiente sisterma de ecuaciones, que escrito en forma incremental toma la forma:

— RE;"“) L R(Tn+1)
+
< 0

K™ kM _ g Au’

-k -kl kY AN, + AX;
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KON + KON - Kults, + Aty ] [P )
Kg(n)(u'l + g‘l) + Kz;((zn)uz(n) + Kgn)A;gn) 0

ui(n+l) — u’i(n) + Aui
AL = Al 1 aag, (36)
A = a3 4 axg

donde los vectores y matrices que representan las restricciones del contacto con y sin
friccién se han orlado de manera que se introduzcan en forma adecuada.

Sobre la aproximacién en elementos finitos realizada, la influencia del término de
perturbacién se reduce a la introduccién en la matriz de rigidez del sistema, para los
g.d.l. en tensién, de un término adicional denominado “Submatriz de perturbacién”,
que en términos de las integrales sobre la superficie de contacto se escribe:

Mca

KW= S KM, KO =c [ (4,8)(8.8)ds (37)

€
ex1 ca

PROCESO DE SOLUCION

Para obtener soluciones al problema del contacto elastico es necesario resolver
el sistema de ecuaciones en forma incremental (35). En este sistema aparecen
desigualdades provocadas tanto por la falta de conocimiento de la superficie real de
contacto como por la particién de ésta en subzonas de adherencia y deslizamiento.
Estamos pues ante un problema no-lineal que precisa de un proceso iterativo que en
sucesivos pasos “Prueba-Error” nos acerque a la solucién correcta. El esquema iterativo
propuesto se muestra en la Figura 5.

El esquema iterativo parte de unas condiciones de contorno iniciales que determinan
1#n primer tamafio y particién de la superficie de contacto. La resolucién del sistema
de ecuaciones (35) obliga por una parte al cumplimiento de las condiciones de
contorno para el contacto “normal” (Contacto sin friccién) a través de las restricciones
cinematicas impuestas por los Ay, y por otra, al cumplimiento de las condiciones
impuestas por ley de -friccién aplicada. Sobre la superficie de adherencia, la ley
de friccién no-lineal permite un pequefio desplazamiento tangencial de acuerdo con
la relacién tensién normal-tangencial existente en la iteracién anterior y en funcién
del parametro de regularizacién v empleado. Sobre la superficie de deslizamiento se
introduce como carga exterior la correspondiente a una tensidén tangencial cuyo valor
es el producto del coeficiente de friccién por la tensién normal. La solucién obtenida
en cada iteracién proporciona la base para determinar:

— El cumplimiento de las condiciones del contacto normal, que determina un nuevo
tamafio de la superficie de contacto.
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Condiciones de
contorno iniciales

Incrementode | o
Carga

Y

Solucién del Sistema
(35)

A

Chequeo Compatibilidad
Nuevas condiciones de contorno

v

Solucién del Sistema
(35)

Chequeo Contacto Unilateral
Nuevas condiciones de contorno

A 4
Particién de la zona de contacto
¢ imposicién de las condiciones
de la ley de friccion sobre cada
subzona.

Solucién del Sistema
(35)

Carga total
Aplicada ?

Convergencia

Figura 5. Esquema iterativo.

Una nueva particién de la zona de contacto antes determinada, en zonas de

adherencia y deslizamiento.

Este esquema iterativo, introducido en un proceso de carga incremental, tal como
muestra la Figura 5, permite obtener la solucién al problema del contacto para una
secuencia de carga establecida en base a causas cualesquiera, externas al propio

problema de contacto.
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ELEMENTO DE CONTACTO

Las matrices elementales K¢ y K¢ definidas por (32)—(33), se obtienen integrando
sobre un elemento definido sobre la superficie de contacto. La malla de elementos
finitos proporciona en las superficies de contacto una simple y cémoda discretizacién
para estos elementos. Se toman como valores nodales respecto de los que interpolar
la variable desplazamiento, los correspondientes a los nodos sobre el contorno de cada
elemento finito. Los valores nodales para interpolar la variable tensién (Multiplicador
de Lagrange) se eligen, en nimero y posicién, de acuerdo con la eleccién del tipo
de funciones de interpolacién que se decida emplear para aproximar el espacio de
bisqueda de soluciones. En definitiva, esta discretizacién para representar la superficie
de contacto real, supone la aceptacién implicita, para la formainicial de dicha superficie,
de una de las dos superficies en contacto antes de la deformacién. Puesto que se realiza
un proceso iterativo en el que se tiene en cuenta el cambio de geometria en cada iteracién
al calcular las matrices Kz(i) y K;(i), la integracién final se realizara sobre la verdadera
superficie de contacto, tanto en tamafio como en forma.

Las ideas vertidas en el epigrafe anterior sugieren definir en la superficie de contacto
lo que denominaremos “Elementos de Contacto”, sobre los que se fundamenta
todo el proceso de computacién y para los que en paralelo con los “elementos finitos”
habituales pueden establecerse sus caracteristicas de aproximacién.

La matriz de contacto elemental obtenida de la suma de K¢ y K¢ se escribe como

K, = K:+Ki = [ (Hy, —Hy)"(N, T)($,8)ds (38)

donde los subindices A y B hacen distincién entre los cuerpos “contactor” y
“contactado” respectivamente. Sobre el cuerpo contactor se define directamente el
elemento de contacto, realizindose sobre el mismo la integracién y estableciendo su
geometria la direccién normal N¢. Esta integral se realiza numéricamente, de manera
que en los puntos de integracidn estan implicadas las funciones u y g sobre el contactor,
y en funcién de los ejes locales elegidos para imponer la condicién de contacto linealizada
se determinan los puntos que implican a las funciones u y g sobre el contactado, tal
como se muestra en la Figura 6.

La matriz elemental tendra una dimensién variable de acuerdo al nimero de puntos
de integracién, G, utilizados en su célculo (Figura 7).

KEFA,B A K, — Ko — ~ Ko (39)
Las aportaciones a la integral, del elemento contactor y de los elementos implicados
por los puntos de integracién sobre el contactado, se introducen en la matriz de contacto
elemental en forma de submatrices K.z,, Kc.rpi, ccupando distintas posiciones, de tal
manera que en principio se supone que cada submatriz sobre el contactado corresponde
a un elemento distinto. En el ensamblaje de la matriz elemental sobre la matriz de
rigidez global, los términos con g.d.l. comunes se sumaran para obtener asi la aportacién
total a los coeficientes de las ecuaciones de restriccién de los elementos contactados.



ELEMENTOS FINITOS MIXTOS PARA CONTACTO ELASTICO 175

Figura 6. Puntos de integracién. Figura 7. Matriz de contacto elemental.

El uso de diferentes funciones de interpolacién para las variables tensién y
desplazamientos da lugar a distintas matrices de contacto. De la necesaria conformidad
entre las funciones que interpolan los desplazamientos sobre la malla de elementos
finitos y los correspondientes elementos de contacto, se deduce que ambas han de ser
del mismo orden. Puesto que las tensiones se obtienen de la derivada primera de
los desplazamientos, una aproximacidn consistente para los mismos se realizara con
funciones de interpolacién de un orden menor que las utilizadas para éstos tltimos.
Ascgurando el cumplimiento de estas directrices se han desarrollado tres aproximaciones
distintas. La aproximacién L-C, lineal para los desplazamientos y constante para las
tensiones, la aproximacién Q-L, cuadratica para los desplazamientos y lineal para las
tensiones y la aproximacién 3L, en la que sobre cada dos elementos finitos bilineales se
dispone un elemento de contacto con aproximacién también lineal de las tensiones. La
imposicién de restricciones en sentido tangencial sélo se ha conseguido con elementos
que rompian la “consistencia” de su aproximacién, elementos con igual grado de
aproximacién para las tensiones que para los desplazamientos. Por su simplicidad, se
desarrollaron en todos sus aspectos computacionales los elementos plano y axisimétrico
con aproximacién L-L, aproximacién lineal para los desplazamientos y también lineal
para las tensiones.

El cédigo de ordenador implementado se ha organizado con el objetivo de mantener
la generalidad de un programa de elementos finitos, donde sea posible combinar
diversos comportamientos con las condiciones de contacto planteadas. La imposicidn
de restricciones sobre la zona de contacto se realiza mediante nuevos “elementos”,
elementos de contacto, que se organizan, como es habitual en elementos finitos, con
su propia conectividad, sus propiedades especificas, y se localizan a partir de la
“libreria” general de elementos del cédigo de ordenador, previendo asi las necesidades
de crecimiento del programa.

Se define una matriz de conectividad para los elementos de contacto en la que se
introducen, por entrada de datos, el tipo de elemento y la numeracién de los nodos
sobre los que en el elemento base se interpolan los desplazamientos y las tensiones. En
el proceso de cdlculo posterior y a partir de las distintas condiciones de contorno, se
llena el resto de la matriz de conectividad con los nimeros de los nodos de los elementos
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finitos que sobre el cuerpo contactado corresponden a los puntos de integracién sobre
el contactor.

Esta matriz de conectividad nos permite ensamblar los términos de la matriz
de contacto elemental en la matriz de rigidez global del problema a partir de los
niimeros de ecuaciones correspondientes a los g.d.l. de los distintos nodos. Lo que
podriamos asimilar con las propiedades geométricas o del material de los elementos
finitos habituales, se corresponde en esta organizacién con las coordenadas naturales
que determinan sobre los elementos contactados los puntos de integracién sobre el
contactor (Figura 6). Estas coordenadas se recalculan en el proceso iterativo para cada
modificacién de las condiciones de contorno.

Esta concepcién de las restricciones como elementos de contacto permite generar
una estructura paralela y muy similar a la habitualmente realizada para los elementos
finitos tradicionales proporcionando una muy cémoda y sistematica metodologia de
trabajo para la programacién en el ordenador.

PARTICION DE LA SUPERFICIE DE CONTACTO

La particién de la superficie de contacto en dos subzonas de adherencia y
deslizamiento requiere de la comprobacién, para cada iteracién, de las condiciones
impuestas por la ley de friccién mediante las relaciones (25,26). La ley de friccién
establece una condicién punto a punto, de manera que una primera opcién para tomar
las decisiones (25, 26) podria ser considerar en cada nodo de la zona de contacto esta
relacién, e introducir o liberar el g.d.1. de tensién tangencial segin se cumpla la primera
o la segunda relacién. Otra opcién consiste en asignar al elemento y no al nodo, la
posibilidad de encontrarse en adherencia o en deslizamiento. Esto confiere ademds un
cardcter no-local, tal como el propuesto por Oden y Pires'!| si bien no de una forma
explicita, al mecanismo de friccién implementado. Asi se permite deslizar al elemento si
el producto del coeficiente de rozamiento por la fuerza normal total que sobre el mismo
se ejerce es mayor o igual que la fuerza total tangencial acumulada. Esta posibilidad ha
sido apuntada por Bathe y Chaudhary®, donde también se imponen las restricciones de
contacto a través de multiplicadores de Lagrange aunque no de forma integral. En el
algoritmo propuesto se implementaron las dos opciones y se comprobé que esta ultima

era la que proporcionaba mejor convergencia al algoritmo como también se reconoce
en [Bathe y Chaudhary®].

RESULTADOS

Compatibilidad integral

En este apartado mostraremos el significado fisico de la compatibilidad integral,
desarrollada en este trabajo, comparando con los métodos mads frecuentemente
utilizados en la resolucién del problema del contacto, en los que la compatibilidad se
impone nodo contra nodo o nodo contra superficie. Los resultados obtenidos empleando
el procedimiento integral se comparan con los expuestos por Simo et al.’*, empleando
un método de penalizacién tradicional en el que se impone la restriccién nodo contra
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superficie con dos técnicas diferentes de simple y doble paso. En la Figura 8a se muestra
la geometria indeformada de un bloque elastico indentado por un punzén rigido. Sobre
la zona de contacto se emplearon dos elementos de contacto del tipo L-C. Las Figuras
8b y 8c muestran los resultados obtenidos con el método de penalty, con simple y doble
paso respectivamente. El perfil obtenido corresponde a una situacién intermedia entre
la penetracién total que se alcanza con la técnica de simple paso, y la ausencia de
penetracién que se obtiene con la técnica de doble paso. Posteriores refinamientos de la
" malla se muestran en las Figuras 9 y 10. Se observa que los métodos de simple y doble
paso se acercan a la solucién integral a medida que aumenta el grado de refinamiento

de malla.
l ]’ﬂ/’ r?/’ [\Qj/’
Figura 8.
-
Figura 9.
[TTTT1 N
i | I
(a) () () @
Figura 10.

Parametro perturbador

Se considera a continuacién un problema de contacto entre dos cuerpos eldsticos con
superficie de contacto conocida de antemano. El problema se representa en la Figura
11 y trata de la compresién de un dominio eldstico rectangular sobre una cimentacién
también eldstica y rectangular.

Una importante caracteristica de este problema es la presencia de la singularidad
propia de la esquina de contacto. Las presiones de contacto, obtenidas directamente de
la resolucién del sistema de ecuaciones, son muy sensibles a la aparicién de este tipo
de singularidades produciéndose oscilaciones en la tensién normal. La introduccién de
la submatriz de perturbacién (37), relaja las condiciones de compatibilidad sobre la
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Figura 11. Definicién del problema. Figura 12. Tensiones normales.

superficie de contacto, dando lugar a un efecto regularizador de las presiones normales
sobre la misma. Con parametros de perturbacién suficientemente pequefios se puede
obtener una adecuada compatibilidad y evitar el perjuicio que para la variable tensién
supone la existencia de importantes gradientes de la variable desplazamiento. En la
Figura 12 se muestran las tensiones normales sobre la zona de contacto, oscilantes, sin
parametro perturbador, y regularizadas, con un parametro de perturbacién ¢ = 5 1074,

comparandose estas iltimas con las obtenidas para el mismo problema con otro método
[Garrido®].

Superficie de contacto desconocida

Se considera a continuacién un problema recogido en numerosas publicaciones de
Oden y Kikuchi [Kikuchi**, Oden et al.®, Oden®®| que trata de la indentacién de una base
eldstica rectangular, infinitamente larga, por un cilindro totalmente rigido, también
infinitamente largo, sobre el centro de la misma. Las caracteristicas del material son
E=1000, v=0.3. La situacién se representa en la Figura 13. Sobre la posible zona de
contacto se dispusieron elementos de contacto del tipo Q-L.
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Figura 13. Definicién del problema. Figura 14. Tensiones normales.
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La distribucién de tensiones normales sobre la zona de contacto se muestra en la
Figura 14 comparandose excelentemente con los resultados obtenidos por Kikuchj?.
En la Figura 15 se muestran la geometria inicial y deformada, aprecidndose la buena
compatibilidad obtenida sobre la zona de contacto.

Figura 15. Mallas inicial y deformada. Figura 16. Mallas inicial y deformada.

Algoritmo multizona

El algoritmo y su implementacién practica en el ordenador conducen a una
estructura de programacién paralela a la de los elementos finitos tradicionales. Esta
estructura aporta gran generalidad de cara a la resolucidn de muchos y variados
problemas practicos. En pos de esta generalidad se ha considerado en la programacién
del algoritmo la posibilidad de trabajar sobre uno o varios cuerpos y con una o varias
zonas de contacto sobre cada uno de ellos. La formulacién integral que se ha realizado
del problema de contacto es evidente que abunda en la posibilidad de definir en forma
cémoda tantas submatrices de rigidez como cuerpos interrelacionados por zonas de
contacto estén presentes en el problema. Los elementos de contacto, como ejecutores
en ultima instancia de las restricciones de contacto sobre las distintas zonas, se afiaden
de forma natural en la formulacién integral en ndmero igual al definido sobre las
distintas zonas de contacto. Se contempla a continuacién el caso de un cilindro eldstico
infinitamente largo y rigido. Por simplicidad se considera sélo un cuadrante sometido
a una carga uniformemente repartida en direccién normal a cada una de las direcciones
de los lados del dngulo recto. En la Figura 16 se muestran las geometrias inicial y
deformada de la malla de elementos finitos utilizada. El empleo de una fuerte carga
frente a la rigidez del material da lugar a importantes deslizamientos en cada una
de las zonas de contacto, zonas perfectamente lubricadas, manteniéndose sin embargo
perfectamente la compatibilidad de desplazamientos en la direccién normal. El proceso
iterativo que describe el algoritmo y la reforma de la conectividad y de las coordenadas
naturales que para cada iteracién se efectiia sobre cada elemento de contacto, permiten
el mantenimiento de la adecuada compatibilidad ain con estos grandes desplazamientos.
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Jontacto elastico con friccidon

Se presenta a continuacién un ejemplo con friccién en que el tamaiio de la superficie
de contacto es desconocida a priori. Este caso es el mas complejo que pudiera producirse
puesto que es necesario realizar iteraciones tanto para determinar el tamafio de la
superficie real de contacto como la particién de las misma en zonas de adherencia y
deslizamiento. El problema ha sido resuelto por Oden y Kikuchi®, para el caso de la
indentacién de un bloque eldstico infinitamente largo por un cilindro totalmente rigido
y también infinitamente largo. La situacién se muestra en la Figura 17.
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Figura 17. Definicién del ejemplo. Figura 18. Tensiones normales y

tangenciales.

Se ha resuelto el problema con una profundidad de indentacién de 0.4 y un
coeficiente de rozamiento g = 0.3. Como pardmetro de regularizacién se considerd
un valor de v = 2.6 E — 0.6. La distribucién de tensiones normales y tangenciales sobre
la zona de contacto se muestra en la Figura 18 comparandose excelentemente con la
obtenida por Oden y Kikuchi®. En la Figura se distingue la particién en dos zonas, una
de adherencia y otra de deslizamiento.

Contacto rueda carril

La aplicacién de los métodos propuestos en este trabajo, para la resolucién del
problema del contacto rueda-carril, es una buena oportunidad para comprobar la
eficiencia de los mismos y su capacidad para tratar un problema tecnolégico de interés,
tanto por la obtencién de relaciones cinematicas para los g.d.l. sobre el eje montado
(Figura 19), desplazamiento vertical (Z) frente al desplazamiento transversal (Y),
como por la adecuada descripcién del contacto de la pestafia con el carril, que bajo
la consideracién de comportamiento como sdélido rigido conduce a unas relaciones con
puntos angulosos y grandes pendientes, que perturban de forma irreal la solucién del
analisis dindmico completo del vehiculo. Para representar con una modelizacién plana
el problema del contacto rueda-carril, se determina, en forma analitica y mediante una
serie de hipdtesis simplificativas, un espesor para una seccién transversal ficticia, que
permite establecer la carga vertical que por unidad de longitud soportard el modelo
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plano propuesto. Se consideran dos zonas de contacto, disponiendo sobre las mismas
elementos de contacto del tipo Q-L.

Pequefias faltas de conformidad entre las superficies contactantes debidas a la
presencia en la aproximacién geométrica efectuada de esquinas y puntos angulosos,
junto con la elevada rigidez del material que conforma la zona de contacto, determinan
picos de tensién normal que afectan de maneraindeseable a la regularidad de la solucién
en tensiones. La introduccién de un término de perturbacién permite, relajando las
condiciones de compatibilidad para estos puntos singulares, suavizar la solucién en
tensiones alcanzada. Se ha comprobado que la magnitud del pardmetro de perturbacién
necesario decrece, como cabia esperar, con el aumento de la discretizacién del 4rea de
contacto.

En la Figura 20 se muestra la evolucién de los desplazamientos verticales frente
a los desplazamientos horizontales. La curva trazada sobre los puntos (z) expresa la
relacién cinemadtica establecida bajo la hipdtesis de contacto rigido del eje montado con
ambos carriles [Garcia-Vadillo et al.**]. La curva trazada sobre los puntos (o) expresa
la misma relacién, calculada con el algoritmo de contacto eldstico propuesto. De la
comparacién de ambas curvas se deduce la superior calidad de la eldstica frente a la
rigida, como cabia esperar. Ello se refleja en la suave evolucién de la primera frente a
la segunda, sobre todo en el intervalo (5-7mm) que corresponde al inicio del contacto
pestana-carril.

CONCLUSIONES

Las condiciones de contorno sobre la superficie de contacto se introducen de
manera integral. Esto mejora notablemente la compatibilidad cinematica frente a otros
métodos, permitiendo el tratamiento de problemas en los que la falta de conformidad de
las superficies de contacto indeformadas o los desplazamientos experimentados por las
mismas, hacen dificil y en algunos casos imposible el uso de los métodos tradicionales
en los que las condiciones se fuerzan directamente sobre los nodos.

La introduccién de un término de perturbacién permite regularizar la solucién
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en tensiones sobre la zona de contacto, en los problemas donde la presencia de
singularidades harian esta solucién oscilante para puntos cercanos a la misma.

Para forzar el cumplimiento de las condiciones de contorno en sentido tangencial
se ha utilizado una aproximacién que rompe la consistencia establecida en sentido
normal. Ambas variables independientes, desplazamientos y tensiones, se aproximan
por funciones de interpolacién del mismo orden.

La ley de friccién de tipo “no-lineal”, introduce un parametro de regularizacién que
permite un reacomodo sobre la zona de adherencia para los puntos de ambos cuerpos
obligados a permanecer sobre la misma. Este término, modulado por la relacién entre
las tensiones normal y tangencial sobre la zona de contacto, es crucial [Gallego®| en
la regularidad de las tensiones tangenciales y en la convergencia del proceso iterativo
implementado para resolver la no-linealidad del problema con friccién.

El concepto de “elemento de contacto” se introduce como un ingrediente natural
dentro de la formulacién con elementos finitos. Este concepto es pieza fundamental
tanto para la formulacién del problema como para su implementaciéon en el ordenador.
El elemento de contacto permite su tratamiento aislado del resto del problema y abre un
gran nimero de posibilidades respecto a la utilizacién de diferentes tipos de funciones
de interpolacién. La simple implementacién practica a que da lugar proporciona una
herramienta de trabajo cémoda y facil de generalizar, para la consideracién de multiples
y variados problemas en los que el contacto se introduce como un componente mas en
cualquiera de las situaciones que se presentan en el estudio de la mecanica del sélido
deformable.

APENDICE

Lista de simbolos

u  vector desplazamientos.
ty  componente normal de u
N  vector unitario normal a la superficie de contacto.
g vector distancias.
gn  componente normal de g.
i;,i;  vectores unitarios en direccién de los ejes coordenados.
X,,X, sistema local de coordenadas.
X2 Xi  coordenadas del cuerpo i.
S (X1) funcidn que representa la superficie rigida.
¥(X}) funcién que representa la superficie elastica.
o  vector tensidén.
oy componente normal de o.

o, vector tensidn tangencial.
€ tensor lineal de deformaciones.

C  matriz de relaciones tensién-deformacion.
0 dominio del cuerpo eldstico.

I’ contorno de contacto.

T', contorno con tensiones prescritas.
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(u,Yy) punto estacionario del funcional langrangiano.

10.

11.

12.

f  vector de fuerzas de volumen.
t  vector de fuerzas de superficies prescritas.
N¢ matriz elemental de cosenos directores de la normal a la superficie de

contacto.
H¢ matriz de funciones de forma locales para aproximacién de los
desplazamientos.
e . . . . .
¢ matriz de funciones de forma locales para la aproximacion de las tensiones
normales.

Aui vector de desplazamientos nodales incrementales.
AX},  vector de tensiones normales, nodales e incrementales.
K™  matriz de rigidez global en el estado (n).

vector global de fuerzas de volumen en el estado (n + 1).
vector global de fuerzas de superficie en el estado (n + 1).

P vector global de fuerzas internas en el estado (n).
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