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RESUMEN

En este articulo se proponen dos métodos numéricos para resolver un sistema de ecuaciones
en derivadas parciales formado por una ecuacién del tipo parabdlica, y otra hiperbélica. Estos
métodos estan basados en dos aproximaciones tedricas de la solucién de la ecuacién parabélica
del sistema, y en un uso adecuado de un esquema de diferencias finitas para aproximar la
solucién de la ecuacién hiperbdlica. El sistema de ecuaciones en estudio tiene su origen en un
problema real proveniente de la fisico-quimica, que se explica en detalle en el articulo. En este
problema concreto, ambos métodos fueron implementados computacionalmente, presentidndose
aqui los resultados numéricos obtenidos.

SUMMARY

In this paper, we propose two numerical methods for solving a system of partial differential
equations in which, one of the equations is parabolic, and the other is hyperbolic. These methods
are based on two theoretical approximations of the parabolic component of the system, and on a
suitable use of a finite difference scheme to approximate the hyperbolic equation. The origin of
this system of equations is a real problem from physical chemistry which is stated in the paper.
In this specific case, both methods were computarized and numerical results are presented.

INTRODUCCION

En este trabajo se detalla como se aplican algunas técnicas cldsicas del analisis
numérico en la obtencién de soluciones de un problema fisico-quimico real, cual es, el
lavado de una resina macroporosa.

Considérese una columna hueca de altura L y seccién transversal A en cuyo interior
se encuentra un lecho de resina de intercambio i6nico (véase Figura 1 y Figura 2).
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Se supone que la resina estd compuesta de particulas uniformes, de forma esférica
y radio R. El sistema de coordenadas espacio-temporales a considerar es aquel formado
por

r: coordenada radial al interior de cada particula de la resina.
z: coordenada axial, medida a partir del extremo superior de la columna.
t: tiempo

resina de inter-

<> cambio iénico

A — L
R

————

seccién longitudinal
de la _columna

Figura 1. Figura 2.

Un esquema que permite visualizar esta eleccién de coordenadas viene dado en las
figuras 3 y 4.
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Figuré 3. Figura 4.

Asi, el dominio matemadtico ‘en el cual se estudiard este problema es
10, B[ x 10, L[ x ]0, +o0[.
Definamos las funciones siguientes:

Cp:]0,R[ x ]0,L[ x ]0,4+00[ = R
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Cb:10,L[ x 0,400 = R

que representan las concentraciones de cobre de la solucién al interior y al exterior de
las particulas, respectivamente. El problema a resolver (y modelar) es determinar la
concentracién a la salida de la columna, es decir, determinar la funcién:

Cb:10,+00[ - R
t — Cb(t) = Cb(L,t)

que se obtiene, cuando ésta es alimentada por su extremo superior, con un flujo de
solucién de lavado cuya concentracién de cobre estd determinada por la funcién CO:

C€0:]0,400[ = R
t— CO(t)

que supondremos verifica la condicién inicial CO(t = 0) = Co, donde Cy es una
constante real estrictamente positiva que representa la concentracién inicial de cobre
de la solucién (tanto en el interior de las particulas como en el resto de la columna de
lavado).

El modelo matemadtico que gobierna el proceso que se estudia lo proponen M. Young
y R. Muifioz en?, y se resume en el siguiente sistema de ecuaciones

90p _ [1 9 20Cr

5 D [7'2 87'(7‘ o )] en |0, R[ x ]0, L[ x ]0, +o0[ (la)

edCh 0Cb (1-€)p,d<Cp>
_—r 3, T - o =0 en]0,L[ X ]0,+oo[ (18)
Cpli=o =C1 en )0, R[ X ]O,L[_ (1e)
Cpl,=r = Cb en ]0, L[ x ]0,+00] (1d)
Cbli—o = cte en 0, L[ (Le)
Cbl,—0 = C0 en ]0,+o00] (1f)

donde C1 = C1(r,2z)y C0 = CO(t) son funciones conocidas; D, ¢, €,, v son constantes
fisicas dadas y < Cp(z,t) > es el promedio de Cp(r, z,t) entre 0 y R, esto es

R
< Cp(z,t) >= %/0 r2Cp(r, z,t)dr (2)

La ecuacién (la) es la ecuacién clasica de difusién con simetria esférica. Esta
ecuacién es muy conocida en lo que a propiedades se refiere, sin embargo, el problema
(1) es particularmente interesante, pues a dicha ecuacién se le acopla la ecuacién (1b)
(que es una ecuacién de balance de masa) a través de la condicién (1d).

Se trata entonces de un sistema de dos ecuaciones, una parabdlica de segundo orden
y la otra hiperbélica de primer orden.
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Para resolver numeéricamente el problema (1) se encuentra, previamente, una
solucién analitica del problema (1a) y las condiciones (1¢,d). Ello se logra al considerar
alguna de las dos aproximaciones siguientes:

— La aproximacién de orden cero, en la que se supone que Cl = cte y que
Cb(z,t) = CBO = cte.

~ La aproximacién de orden uno, en la que se considera que C1 = C1(r) es una
funcién conocida y que Cb(z,t) = C B0 = cte.

La solucién anterior se utiliza en el desarrollo de un esquema de diferencias finitas
aplicado a la ecuacién (1b) junto a las condiciones (1e,f), el que origina una solucién
numérica del sistema.

En el primer apartado se entrega la solucién analitica del problema (1) y las dos
aproximaciones antes mencionadas. El segundo apartado estd abocado al estudio del
modelo matema3tico que gobierna el proceso en cuestién. En el tercer apartado se
precisa el esquema de diferencias finitas que se usa en la resolucién efectiva de cada
una de las aproximaciones obtenidas en el primer apartado. Finalmente, en el 1ltimo
apartado se muestran los resultados de las experiencias numéricas.

SOLUCION ANALITICA DE LA ECUACION DE DIFUSION

En este apartado se revisara resumidamente la resolucién analitica de la ecuacién de
difusién en una esfera. Comenzamos en la primera seccién recordando la expresién de
esta ecuacién en coordenadas esféricas. En las secciones siguientes daremos la solucién
analitica del problema general de difusién, para el caso en que se esti en presencia
de condiciones de superficie (o condiciones de borde) independientes del tiempo, y se
aplicara al problema en cuestidn, el cual se refiere a la concentracién de cobre en la
solucién de lavado.

Ecuacién de Difusiéon en Coordenadas Esféricas

Como se explicé en la Introduccidn, el problema fisico en estudio estd gobernado
por la ecuacién de difusién:

a_u = DAu (3)

ot
Dado que se supone que existe simetria esférica, la difusién se considera como un
fenémeno sélo radial, lo cual hace indispensable expresar el operador de Laplace en
términos de coordenadas curvilineas. Como se sabe, al hacer el cambio de variables a

coordenadas esféricas, se obtiene la expresién:

1 0 O0u 0 Bu 0, 1 Ou
Au = 0-—-— — =
¢ send 3r(r S o )+ 30(se )+ 8¢ *send 8¢)
en la cual, al suponer ademds que la solucién es radJa.l, se obtiene
Ou

& = D a) ®)
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Problema General de Difusién

El problema general de difusién, con condiciones de superficie independientes del
tiempo, es: Encontrar una funcién v definida en ©x ]0, +00[, a valores en IR, tal que

1 0v
Av— D =A(z1,22,23) en, V¢>0 (5a)
v(21, 22,23,0) =g(21,22,23) en O (5b)
v(z1, 22, 23,t) =¢(21,22,23) sobre 49, Vt > 0 (5¢)

donde Q2 es el dominio sobre el cual se estudia la difusién (variables espaciales); 4, ¢, ¢
son funciones dadas a valores en IR.
El método clasico de resolucién de (5) consiste en descomponer (5) en dos
subproblemas, mas simples de tratar. En primer lugar, se resuelve el problema:
Encontrar una funcién u de X ]0, +oo[ en IR, solucién de

Au =A(z1,22,23) en Q, VE> 0 (6a)
u(z1, 22, 23,t) =4(21,22,23) sobre 09, V¢ >0 (6b)

Luego, se resuelve el problema de encontrar w de 2x ]0, +oo[ en IR, satisfaciendo
las ecuaciones

1 dw
Aw— =¥ _
w- 5o 0 enQ, VE>0 (7a)
w(zy, €2, 23,0) = g(21, 22, 23) — u(21,22,23,0) en N (79)
w(2y,22,23,t) =0 sobre 9Q, Vt > 0 (7e)

Asi, por el Principio de Superposicidn, resulta evidente que
Proposicién 1

u solucién de (6)

w solucién de (7)] <> v =w+ usolucién de (5) =

Como se mencionara mdés arriba, lo anterior es el procedimiento estandar que
permite desacoplar (5).
La Difusién en una Esfera
En esta seccién abordamos el caso particular de un dominio esférico. Suponiendo
que el dominio Q es
Q= B(0, R)\{0},

que las condiciones de borde son constantes, y que la difusién es un fenémeno radial,
el problema (5) se puede reformular como sigue. Encontrar v definido en 2x ]0, + o0,
a valores en IR, de modo que
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ov v

a DE—Z enl, Vt>0 (8a)
v=1 r=0, Vt>0 (8d)
v=v; r=R, V>0 (8¢c)
v =g(r) Vr €]0,R[,t=0 (8d)

donde v;, v, son constantes reales estrictamente positivas y g es una funcién dada. La
solucién de (8) se obtiene ocupando la equivalencia establecida en la Proposicién 1. En
este caso, notemos que (6) no es mas que una ecuacién diferencial ordinaria y que (7)
- puede ser resuelto mediante el método de separacién de variables. De alli que se tenga

2.2

P vy cos(nw) — v nwr n’r
v=v1 4+ (v —v1)= + — Z 2 (n) Lsen( 7 )exp(—DFt

)+

':c

+~ Z sen ———)exp( p2> t)/ :c)sen(—)dm (9)
que es la solucién analitica de (8)

La Ecuacién de la Concentraciéon

Usando un procedimiento andlogo al desarrollado en secciones anteriores, en esta
seccion obtendremos la solucién analitica para la ecuacién de la concentracién de cobre
al interior de cada particula de resina. Denotando por C' = C(r,t) esta concentracién,
es sabido que ésta se rige por la ecuacién de difusién

ac 620 280C
ot D{ ra-}

Identificando los términos de esta ecuacién con los de (8), esto es, si definiéramos
v=rC, v1 =0, v, = RFy, g = rf, entonces se tiene que C debe satisfacer

(rC) . 0*(rC)

5 D ez n {2, vVt >0 (10a)
C=0 r=0, vVt >0 (100)
C=F r=R, Vt>0 (10(:)
C = f(r) 0<r<a,t=0, (10d)

donde Fy es la concentracién constante en la superficie de la esfera. Aplicando
posteriormente la férmula (9) se concluye que

2R o= (1) n’r?
C:‘Fo-}--’;FoZ sen(—) ( D

n=1

—t)+
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2 & nwr nix? (R nwe
+-R;';sen(—R—-)exp(—DFt)/o zf(z)sen(T)dz (11)

La igualdad (11) define la solucién de (10) que, de aqui en adelante, recibira el
nombre de aprozimacién de orden uno.

Si la esfera inicialmente estuvo a concentracién uniforme F y la concentraciéon
superficial se mantiene constante Fy, la solucion es

nir?

C-F
=

F-F

2R . X (-1)*  mmr
=1+ =RY " exp(~D
+ - 0n=1 " sen( 7 Jexp(

que es la solucién de (10) que llamaremos aprozimacién de orden cero.

EL MODELO DE LAVADO DE UNA RESINA MACROPOROSA

En este apartado se detalla el modelo de lavado de una resina macroporosa de
M. Young y R. Munoz'. EIl modelo pretende predecir la concentracion de salida
en el flujo de percolacién (o filtraje) a través de un lecho de resina de intercambio
iénico, en la fase final de la operacién de elusién, cuando se reemplaza la alimentacién
normal, proveniente de electro-obtencién con una concentracién fija de cobre, por un
flujo caracterizado por un perfil de concentracién que decrece en el tiempo desde la
concentracién de electro-obtencién hasta cero.

Formulacién del problema

Los supuestos fisicos del problema son los que a continuacién se describen:

(1) En el modelo, el tiempo se mide a partir de un instante inicial arbitrario,
caracterizado por las siguientes condiciones:

— todo el cobre se ha desligado ya de la resina,

— tanto los poros de la resina como los huecos exteriores a ella estan llenos de
una solucién a concentracién uniforme de cobre y acido,

- la concentracion de cobre se puede tomar igual a la concentracién de la
alimentacién proveniente de la electro-obtencién (aunque en la prictica es
levemente mayor).

Bajo este supuesto, de continuar la misma alimentacién, la curva de elusiéon
mostraria concentracién de cobre constante e igual a la de la alimentacién (estado
estacionario).

(2) El flujo en los huecos del lecho es de tipo pistén, sin efectos de dispersion axial.

(3) La extraccién del cobre contenido en los poros de la resina es por difusién molecular,
sin resistencia a la transferencia de masa en la superficie de la particula (o sea, se
supone que la etapa controlante estd en la difusién de la particula).
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Notacién
En el desarrollo del modelo se usara la siguiente notacién

(a) Para el lecho:

: coordenada axial

: tiempo

: velocidad superficial del flujo de solucién

: 4rea de la columna transversal al flujo

: longitud total de la columna

: volumen total de la columna (= AL =V, + V})

: volumen total aparente de sélidos

: volumen total de huecos exteriores a la resina

: fraccién de huecos del lecho (= V¢/V)

Cb : concentracién de cobre en la solucién en los huecos exteriores a la resina
(masa de cobre por unidad de volumen de solucién}).

m$s<t”’1:3>€ o~ N

(b) Para la particula en la posicién axial z:

7 : coordenada radial
R :radio de la particula
VR :volumen de una particula (4w R3/3)
AR : 4rea superficial de una particula (47 R?)
a : 4rea superficial de particulas por unidad de volumen de lecho (= 3(1 — ¢)/R)
V, : volumen total de poros de la resina (en todo el lecho)
: fraccién de poros de la resina (= V,/V,)
q : densidad de flujo mésico de cobre que atraviesa la superficie de la particula
(por unidad de &rea total de la particula)
Cp : concentracién de cobre en la solucién contenida en los poros de la resina
(masa de cobre por unidad de volumen de solucién)
D . difusividad efectiva del cobre dentro de la particula, que toma en consideracién
la tortuosidad de la estructura de sus poros.

La ecuacién diferencial para la particula

Para la particula se aplica la ecuacién de difusién con simetria esférica (Segunda
Ley de Fick). Entonces, para la particula, el problema es

0Cy(r, 2,t) D 19d 7'-b,ac',,('r‘,z,t)

a5t " 81‘( o )| en]0,R[ x ]0,L[ x ]0,+o00[ (13a)
Cp(r,2,0)=Cl(r,z) en]0,R[ X ]0, L[ (13b)
Cp(R,2,t) = Cb(z,t) en ]0,L[ x 10, +oo[ (13¢)

donde D, constante real estrictamente positiva, representa la difusividad efectiva,;
C1(r,z) es una funcién conocida (que puede ser constante) que representa la
concentracién de cobre en el interior de la particula de resina; y Cb(z,t) es la
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concentracién exterior a la particula, que no es conocida, pero que debe satisfacer
la ecuacién de balance de masa para todo el lecho, y que presentamos en la seccién
siguiente.

La ecuacién diferencial para el lecho

Para encontrar esta ecuacién conviene esquematizar la situacién como si la fase
sélida (porosa) y la fase liquida (exterior) fueran continuas (ver Figuras 5 y 6).

A (1-e)4 €A

Uy? 42 =y I

@@IU@Z 7 |

q q 7‘—. -1 dz
______ T T
/

situacidn real situacion esquematica

liquido

Figura 5. Figura 6.

Para un elemento de volumen Adz, el balance de masa para el cobre es

eAdz BC’I(;(tz,t) + vAaC;(zz’t)dz — (aAdz)q(z,t) =0 (14)

de modo que el problema para el lecho queda definido por

0Cb(z,t) 0Cb(z,t)
eAdz 1 +vA Ep

dz — (aAdz)q(z,t) =0 en ]0,L[ X ]0,+o0[ (15a)

Cb(z,0)=Co en]0, L[ (15b)
Cb(0,t) = CO(t) en]0,+oo[ (15¢)

en que el flujo ¢ que atraviesa la superficie de la particula se obtiene de la ecuacién (13a)
como se indica mas adelante; Cy es la concentracién inicial en estado cuasi-estacionario;
y CO(t) es una funcién prescrita del tiempo (el perfil escogido para la alimentacién)
que satisface C0(t = 0) = Cy.

La densidad de flujo masico ¢(z,t) se evalia a partir de la solucién obtenida segin
la ecuacién (13a), mediante una integral de volumen

( t)__VRep8<C,,(z,t)> __Rep 0 < Cplzt) >
N5 =""4r at B at

(16)

donde
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r=R

< Cp( / Cp(r, 2, t)4mridr = —1%3- / r2Cp(r, 2,t)dr (17)
»=0
Reemplazando A y ¢ en la ecuacién (15a) se obtiene que el problema para el lecho
es

€9Cb(z,1) N 9CH(z,t) + (1—€)ep 0 < Cpl2,t) >
v Ot 0z v ot

Cb(2,0)=Co en 0, L] (18%)
Cb(0,t) = CO(t) en ]0,+oo] (18¢)

=0 en]0,L[ X ]J0,+o0[ (18a)

Las soluciones del problema

Como se vid en el primer apartado, es posible obtener dos soluciones aproximadas:
la aproximacién de orden cero y la aproximacién de orden uno. Ambas aproximaciones
hacen uso de la solucién analitica del problema antes planteado.

EL ESQUEMA DE DIFERENCIAS FINITAS

En este apartado se analiza el esquema de diferencias finitas usado para resolver el
problema planteado en el apartado anterior.
El esquema fisico real se representa a continuacién en la Figura 7.

Cb(0,t) = CO(t) : perfil de alimentacidn

Iz Co(ry2,t) concentracion de cobre
IS en la particula

C, (R, z,t) = Cb(z,1)

(2,1) : concentracidn de
/ cobre en el lecho

b(L,1) : perfil de salida
Figura 7.
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Las condiciones iniciales y de borde que se imponen al modelo se resumen en las
siguientes igualdades

C b(Z, 0) = Co
Cp(;',z, 0) = C1(r,2)
Cb(0,t) = CO(t)
Cpo(R, z,t) = Cb(z,t)
Es crucial observar que la iltima de estas expresiones gobierna la interaccién entre
las particulas de resina y el medio exterior, lo cual representa la ligazén que existe
entre la ecuacién de la concentracién y la ecuacién de balance de masa en el lecho

(acoplamiento entre las ecuaciones parabdlica e hiperbdlica).
Se puede entonces definir el dominio del problema como sigue:

10, B[ x 10, L{ x 10, T,

donde T es un tiempo (o un volumen) que permita que el proceso de lavado llegue
a su fin (es decir, que el volumen de lavado atraviese todo el lecho). Ademis de las
funciones:

Cp:1]0,R[ x ]0,Z[ x ]0,T[ = IR : concentracién de cobre en la particula,
Cb:]0,Z[ x ]0,T[ — IR : concentracién de cobre en el lecho,

se consideran las mallas {r;}/I,, {z; 3"__’1 y {te}XX para los intervalos [0, R}, [0, Z] y
[0, T] respectivamente, definidas por

ri=(i-1h i=1,2,--,1I
zi=(G-Dh, j=1,2,---,JJ
th=(k—1)h, k=1,2,---,KK

rrr=(II -1)h, = R

zjy=(JJ-1)h, =2

tkg = (KK — l)ht =7
donde h,, h, y h; son los pasos de la discretizacién de estos intervalos. El paso h, se
escoge segin el criterio expuesto en una seccién anterior. Las experiencias numéricas
que presentamos consideran distintos pasos de discretizacién en tiempo, mientras que
h, es fijo en todas ellas.

Por lo anteriormente expuesto, es posible calcular explicitamente los valores de las

funciones Cby Cp en los nodos de la discretizacion, esto es

Cb(z1,t,) = conocido Vk=1,2,---,KK

Cb(zj,t;) = conocide Vj=1,2,---,JJ
C’P(Ti, Zj,t1) = conocido Vi=1,2,-.-,II, Vj=1,2,--+-,JJ
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El esquema de diferencias finitas para la ecuacion de balance de masa

El esquema de diferencias finitas que se usa para resolver el problema (18), comienza

por la discretizacién de la ecuacién para el lecho (18a). Este esquema es:

£ Cblzj tia) = Cblzjnti) | Cb(zj, thr) — Cb(zi-1,tern) |

v ht hz
(1 - €)ep < Cp(z5tk1) > — < Cp(zj,tk) > _
4 =0
v ht
==
€ 1
;‘,;[Cb(zjatkﬂ) = Cb(zj, th)] + 7=[C(zj, thsr) = Cb(2j-1, tes1 )1+
1-¢)e
$ 0D 0l 1) > - < COplazte) 1 =0
Si se define
£
A=
1
>
(1—¢)ep
C =
'Uht

entonces la ecuacién (19) se escribe:

A[CH(zj,trs1) — Cb(zj, tx)] + B[Cb(25, tht1) — Cb( -1, trp1 )]+
+C[< Cp(zj,tes1) > — < Cp(z:;,tk) >]=0

(A + B)Cb(zj,tr+1) + C < Cp(2j,tes1) >=
= ACb(Zj,tk) +C< Cp(Zj,t;c) > -{-BCb(Zj_l,tk.*.l)

Asi, el problema (18) en este esquema de diferencias finitas se resuelve por
(A + B)Cb(zj,tet1) + C < Cp(2j,tes1) >=

= ACb(Zj,i;c) +C< Cp(Zj,tk) > -f-BCb(Zj_l,tk.*.l)
j=2,3,---,JJ k=1,2,---,(KK—-1)

Cb(z;,t1) = conocido  j=1,2,---,JJ
Cb(z;,t) = conocido k=1,2,---, KK

(19)
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El esquema de diferencias finitas y el orden cero

Se utilizard como aproximacién de la solucién de (13), la aproximacién de orden
cero (12) con Fo = Cb(z,t) y F = C1 constante, esto es:

Cp(r,z,t)-C1 _ 2R (-1)" nrr nir?
Chzt)-C1 T m i sen (=) exp(=D—7771) (22)
y entonces |
_ 2R — (-1)" nxr n?mr?
Cp(r,z,t) = Cl1+ (Cb(z,t)— C1)[1+ — ; ~ sen ( 7 )exp(—D 72 t)]
=
5 R
_ 2
< Cp(z,t) >= ﬁ/r Cp(r,z,t)dr
0
sc1 [
= F/ﬁd‘r-{- (Cbd(z,t) - C1)== [/ 2dr+
0
2R E( 1) rsen ( —1)051']
n>1
3 R3 2R -1)" n27r
= 014 (Ob(z,1) - 1) gt & By C o pP 2 B oy
n>1 ,
3 R3 2R 3 -1 2n+1 n27I'2
= C1+4 (Cb(z,t) - Cl) = Z ) exp(—D 77 t)]
n>1
C1+ (Cb c nor?
=Cl+ z,t)—-C1 1— ——ex —t
(©(e10) = Ot = 53 5% 2 exp(-D 0]
Luego, si definimos
E(t)=1- 2 )
n>1
se obtiene
< Cp(z,t) >= C1+ (Cb(z,t) — C1)E(t) V(z,t) € [0,Z]x ]0,T[ (23)

Al considerar el esquema de diferencias finitas en la igualdad (22) se consigue:

<Cp(2j,tk) >=C1+ (Cb(z;,t,) —C1)E(t,) V=1,2,---,JJ Vk=1,2,---,KK
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resultado que puede introducirse en la ecuacién de balance de masa (21a) para obtener:

(A+ B)Cb(2j,te41) + CC1 4 C(Cb(2j,tey1) — C1)E(ty41) =
= ACb(‘Zj,tk) +CC1+ C(Cb(Zj,tk) - Cl)E(tk) + BCb(Zj_l,tk+1)

=
(A + B + CE(tk+1))Cb(Zj,tk+1) - CCIE(tk.H) =
= (A + CE(t))Cb(z;,tk) + BCb(2j-1,te41) — CC1E(ts)
—
1
Ch(z3,tur) = (A + CE(6))Cb(z5, )+

" A+ B+ CE(trs1)
+ BCb(Zj_l,tk.H) + CCl(E(tk_H) - E(tk))]

de modo que el problema (18) queda resuelto usando el esquema

1
= A+ B 1 OBy (AT CBt)CH =i )+

+ BCb(2j_1,tks1) + CCL(E(trs1) — E(ts))]

Cb(Zj, tk+1)

§i=2,3,,J] k=12, (KK —1) (24a)
Cb(z;,t1) = conocido j=1,2,---,JJ (240)
Cb(zy,tx) = conocido k=1,2,--- KK (24¢)

Notese que en este esquema no es necesario el cdlculo explicito de Cp.

El esquema de diferencias finitas y el orden uno

Se utiliza como aproximacién para la solucién de (13), la aproximacién de orden
uno (11) con Fy = Cb(z,t) y F = C1(r), esto es

2R (=) nrr nir?

- p— - t
Cp(r,t) = Cb(z,t)[1 + - ; - sen ( R Yexp(—D 77 N+
2 nwr n2n? # nxr
+;—R—§sen ("R—) exp(—D 77 t)O/rCI(r) sen(T)dT

El uso de esta expresién en el esquema (21) pasa por reemplazar C1(r) por la
funcién Cp(r, z,t) obtenida en el paso anterior. Esto es

nwr TL27('2

2R -1)"
Cp(r, z,t) = Cb(z,t)[1 + Fnzz:l LT)_SQH(_R_) exp(—DFt)]-f-
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2.2 R

+ﬁn2>:1 sen( —) exp(— "R: t)o/GC(r,z,t)sen(n—}‘;i)dr (25)
Si se define
R
I(n,z,t)= /GC(r, z,t)sen(%f—r)dr, (26)
0
entonces

R
3
< Cp(z,t) >= F/TZCp(r,z,t)dr =
0

n n2ﬂ.2

R
Rs{Cb z t)/ r2dr + 2: E -(——:)—exp(—DFt)

n>1
R

/ rsen (%;)dr]

0
2 2

+ — Z exp(~D
RnZl

3 RS
:E{Cb(z,t)[—é— = Tyl

n>1
2R (=1)~t? n2 2
L (D

n>1

2 7 nrr
t)I(n,z,t)/rsen (T)dr}

)2n+1

]

—t)I(n,z,t)}

R)_

= Cb(z,t)[1- = Z > exp(—D

n>1

szg( exp(— D t)I(n z,t).

Al considerar, ahora, el esquema de diferencias finitas y las definiciones

nin?
= Z exp(—D——h:)
1l'2 n>1 R?
n’w
E(z,t) = Z ( 77 Y (n, z,t)

n>1

se llega a

< Cp(Zj,tk) >= Cb(Zj,tk)E— E(Zj,tk_l) i=12,---,JJ k£=23,--- KK
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que al introducirse en la ecuacién (21a) da origen a

(A + B)Cb(zj,tet1) + CECb(Zj,tk+1) - CE(Zj,tk) =
= ACb(Zj,tk) + CECb(Zj,tk) — CE(2zj,tp—1) + BCb(Zj_1,tk+1)

=
(A+ B + CE)Cb(zj,tp+1) = (A+ CE)Cb(zj,te)+
+BCb(2zj—1,tes1) + ClE(zj,t,) — E(Zj,tk_l)]
=
1
Ch(zjstir) =g opl(A + CE)CH(z, te)+

+ B(zj-1,tes1) + C(E(2, t) — E(25,tk-1))]
i=23,-,J] k=23, (KK-1)

Para el célculo de Cb(z;,t5)(k = 1) se considera que
E(zjvtO)EE(Zj,tl) ]: 1,2,...,JJ

de modo que

1 .
Cb(Zj,tz) = m‘[(x‘l + CE)Cb(Zj,tl) + BCb(Zj_l,tz)] ] = 2,3, e ,JJ

Asi, el problema (18) se resuelve usando el esquema

Cb(z;,t3) = m[m + CE)Ch(zj,t1) + BCh(zj_1,t2)]  (27a)
i=2,3,,J7
Cblzs,ton1) = g gpl(A + CEICH(53,t4) + BOM(35o1, tsa )+
LC(E(z,t0) - E(z3ytet))] G=2,3,--J] k=23, (KK-1)  (27)
Cb(z;,t1) = conocido j=1,2,---,JJ (27¢c)
Cb(z1,t,) = conocido k=1,2,---, KK (27d)

Notemos que la utilizacién de este esquema requiere el célculo de Cp(r, z;, tx), €l
cual puede ser obtenido considerando la aproximacién siguiente (modificacién) de la
ecuacién (25)

nir?

5 0 sen( P56 exp(~ DZ )1+

2R

a>1

Cp(rs, zj, tesr) = Cb(z5, te)[1 +
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2
E en( ) i»tk)
?‘,‘R n>1 R R
de manera que, al definir
)
g(n,r) = sen( )ex (- -p2l p, )

R?

fry = 2 CEL°

Tr;

(nv 7'1')

n>1

se obtiene

Cp(r;, zy,tk-f-l) = Cb(zs’tk)[l + f("z)

i tx) (28a)

i=1,2,- I j=1,2,---,JJ k=12 (KK -1)
Cp(ri, z;,t1) = conocido i=1,2,---, I §=1,2,---,JJ (280)

El término I(n, z;,t), definido en (26), puede ser calculado ocupando una férmula
de cuadratura adecuada.

Determinacién del mimero de puntos (nodos) a utilizar en la malla del
intervalo [0, R] (valido sélo para la aproximacién de orden uno)

Cabe destacar que en la préactica las series se calculan truncadas, es decir, se
considera que

TRUNC

Z an ~ Z Gn < QTRUNC+1 =~ 0
n>1 n=1

de modo que, al considerar que la funcién

TRUNCrwr

—z )

es fuertemente oscilante si TRUNC es muy grande, el nimero de nodos del intervalo
[0, R] debe ser tal que

7 — sen(

R .
/GC(r, z, t)sen(?}%Lm)dr

0

sea calculado con un error tolerable.
El periodo de



156 C. CONCA, M DURAN Y M. LEVET

e (TRUNC'm')
n(—=_"~""
R
se calcula tomando en cuenta que
TRUNC’7r7'__2 — e 2R
R " "TTRUNC

de manera que, si se impone, por ejemplo, que en cada periodo hayan 8 puntos, entonces
b - 2R R
"7 8TRUNC 4ATRUNC
es decir, deben haber I = 4TRUNC + 1 puntos (incluyendo los bordes). .

LOS RESULTADOS DEL MODELO COMPUTACIONAL

Haciendo uso de las aproximaciones numéricas de orden cero y uno presentadas
en el primer apartado y del esquema de diferencias finitas presentado en un apartado
anterior, se hicieron experiencias numéricas. En éstas, se supuso que el lecho con
la resina se encuentra inicialmente en equilibrio con una concentracién uniforme de
solvente igual a 32.26 (¢grCu/{) y que la solucién lavante tiene concentracién CO0(t)
conocida y un volumen total VOLTW. La dindmica del sistema fisico-quimico, bajo
estas condiciones, produce a la salida del lecho una solucién teérica cuyo perfil de
concentracién tiene las caracteristicas dadas en Figura 8.

Co(L,t)
[Cu(gr/o)) concentracién de la solucién
1 a la salida del lecho
32.26 |

[N AU NS S

0. 1.0 Volumen de
salida [BV]

efecto pistén

Figura 8.

En los primeros cuatro décimos de la unidad de volumen (1 BV) la concentracién
permanece practicamente constante. Este efecto es lo que denominamos efecto piston,
y tiene su origen en el hecho que las interacciones axiales son muy pequeiias (de hecho
en el modelo son despreciadas). Una vez terminado este efecto, la concentracién de la
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solucién a la salida del lecho comienza a decaer, como lo muestra la Figura 8, a partir
de la linea punteada y ello, debido a la forma como se ha escogido la solucién lavante.

Notemos que los volimenes considerados son siempre relativos a la unidad de
volumen BV.

La informacién de entrada

Las experiencias estudiadas consideraron los siguientes pardmetros asociados al
problema de partida: '

R :radio equivalente de la particula
D : difusividad efectiva
V' : velocidad superficial del flujo de solucién
AREA : irea de la columna transversal al flujo
EPS :fraccién de huecos en el lecho
EPSP :fraccién de poros en la particula
Z :largo de la columna
VOLTW : volumen de lavante

Ademads deben entregarse
Co : concentracién de cobre de la solucién que establece el equilibrio en el
lecho después de la elusion
CO : concentracién de cobre para la solucién lavante

La informacidén de salida

Interesa tener la concentracién de la solucién de salida en funcién del volumen de
solucidn, a la salida de la columna.
Datos utilizados en las experiencias numéricas

Para las pruebas del modelo se usaron los siguientes valores de las constantes fisicas
en cuestion:

R = 3.4x107?

D = variable entre ]0,+o00[
V=05
AREA = 2.22 x1072
EPS = 04
EPSP = 0.45
Z = 100
VOLTW = 3
Co = 32.26
CO = funcién continua que para t = 0 vale 32.36 y que decae rapidamente
a cero.

Este tltimo dato fue necesario entregarlo asi, pues el modelo tedrico no admite
condiciones de borde discontinuas. La funcién CO es una regularizacion de la
distribucién
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CBBOR(t) = {32.26 t= 0}

0 t>0

Se usaron varios valores del pardmetro D (difusividad efectiva) pues se deseaba
hacer un estudio del comportamiento del modelo en funcién de este pardmetro. En
particular, resulta interesante estudiar las respuestas del modelo cuando D — +o0
y cuando D — 0, para determinar la influencia de la parte parabdlica respecto de
la hiperbdlica y viceversa. Desde un punto de vista tedrico, la respuesta del modelo
debiera ser la esquematizada en la Figura 9. Esto es, cuando D — 400, se observa
experimentalmente que la concentracién de la solucién de salida tiende a mantenerse
constante por un determinado intervalo de tiempo para luego decaer bruscamente a
un valor cada vez mds cercano a cero. Esto se explica fisicamente, pues si D es
grande las particulas de resina estdn muy propensas a ceder, al medio exterior, el
cobre que pudiesen contener. Inversamente, cuando D — 0, el perfil de salida decae
inmediatamente a valores pequefios, lo cual se explica pues si no hay difusividad, no
hay intercambio entre las particulas y el medio exterior. Esquemdticamente, ésto se
resume en la Figura 9.

D — 400

Ch(L,1)
(Culgr/e]

e

Volumen de
salida [BV]
0t <Dy, < D; <D3 < +o0
Figura 9.

Resultados de las experiencias numéricas

La primera conclusién que obtuvimos de las experiencias numéricas fue que el
modelo es relativamente insensible a las aproximaciones de orden cero y uno que se
utilizaron. No hay una diferencia significativa, ni cualitativa ni cuantitativa, entre los
resultados obtenidos con una aproximacién o con la otra. Asi, en el analisis de los
resultados no distinguiremos de cual aproximacién se trata.

Las Figuras 10, --,14 muestran los resultados numéricos que obtuvimos para
distintos valores del pardmetro D y distintas discretizaciones, tanto en la variable axial
como temporal. Comparando resultados numéricos con medidas experimentales se
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Figura 10. Resultados obtenidos considerando 30 puntos de discretizacién tanto en la
variable z como en la variable ¢, y un volumen de lavado de 1BV.

D € [10-%,10-2)
D=10"°

D=10""

Figura 11. Resultados obtenidos considerando mallas como en Figura 10, pero un
volumen de lavado de 1.5Bv.

D € [10-%,10-2]
D =10-°
D=10"
D=10"%

] 6.4 0.9

Figura 12. Resultados obtenidos considerando 30 puntos de discretizacion en la
variable z, 60 puntos en la variable ¢, y un volumen de lavado de 1BV.
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- N D e [107%,1072)
24 3 ';23
% | FU D=10"°
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Figura 13. Resultados obtenidos considerando 30 puntos de discretizacién en la
variable z, 90 puntos en la variable ¢, y un volumen de lavado de 1BV.

ra
<«
L
o
o

\/DG [10_5’10—2]

% D =10-°

D=10""

2.4 pa:

Figura 14. Resultados obtenidos considerando 30 puntos de discretizacién en la
variable z, 120 puntos en la variable ¢, y un volumen de lavado de 1BV.

concluyé que el rango de validez del modelo son los valores de D comprendidos en el
intervalo [1076,1072]. Para valores de D fuera de este intervalo los valores que arroja el
modelo comienzan a discrepar notoriamente de los valores experimentales. Las curvas
correspondientes a los valores D < 1077, no tienen mayor relevancia, mientras que las
otras curvas proporcionan una satisfactoria simulacién del problema, pues los valores
numéricos poseen un error de discretizacién en la variable temporal. El nimero de
puntos de discretizacién en la variable z no tiene mayor importancia pues la solucién
no depende del eje axial, dado que los datos y las condiciones en los limites utilizados
en estas experiencias numéricas son independientes de esta variable.
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