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RESUMEN

Actualmente el desarrollo de software para el andlisis de sistemas de ingenieria a través del
método de los elementos finitos estd notablemente influenciado por la solucién al problema “EL
METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS ADAPTABLE”. Una estimacién confiable del
error es el punto central en el planteamiento de la solucién a este problema. A partir de 1987
con la publicacién de Zienkiewicz y Zhu', numerosos trabajos han sido publicados tratando
de proponer estimadores de error y estrategias de refinamiento que sean computacionalmente
aceptables para resolver este problema. En esta publicacién se presenta una solucién al método
de los elementos finitos adaptable, basada en un nuevo tipo de estimador de error, obtenido
de los trabajos de Johnson y Hansbo 2. Este nuevo estimador constituye una generalizacién al
propuesto por Zienkiewicz y Zhu y la idea central es comparar ambos estimadores.

SUMMARY

At the present time, the development of software for analysis of engineering systems,
through the finite elements method, is notably influenced by the solution of the problem
of “ADAPTABLE FINITE ELEMENT METHOD”. A trustly estimation of the error is the
central pointin getting a solution to this problem. After the publication of Zienkiewicz and
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Zhu', in 1987, many publication have been made trying to propose estimators of the error and
computational strategies of refinement that are acceptable to resolve this problem.-In this work
is presented a solution to the problem of adaptable finite element method, which is based on
a new type of error estimator, obtained from the work of Johnson and Hansbo® and that is a
generalization of the one propose by Zienkiewicz and Zhu. Aditionally a comparison among
both is presented.

INTRODUCCION

El método de los elementos finitos adaptable, ademds de dar respuesta numérica
a un problema especifico pretende resolver uno de los aspectos mas dificultosos del
modelaje numérico, como lo es la validacién de los resultados y en consecuencia la
confiabilidad de la solucién. Dentro de este panorama, la evaluacién del error cometido
en la solucién aproximada juega un papel fundamental.

Las estimaciones de error clésicas, tanto por diferencias finitas como para elementos
finitos, se basan en cotas superiores de error que tienen convergencia asintética cuando
el tamafio de malla tiende a cero. Desafortunadamente, estas estimaciones dan poca
informacién sobre la magnitud del error para un tamaio de malla fijo.

Los primeros trabajos para establecer un error a-posteriori (obtenido de la solucién
aproximada), fueron publicados por Babuska y coautores®**¢!11213  Los métodos
presentados en estos trabajos conducen a buenos indicadores de error pero son
computacionalmente costosos y no son generales.

El estimador de error propuesto por Zienkiewicz y Zhu (Z?), puede ser considerado
como una técnica de interpolacién, un tanto mds general por se independiente de la
formulacién del problema, aunque menos precisa. Este estimador fué obtenido en forma
intuitiva y funciona solamente cuando la derivada de la solucién aproximada, presenta
saltos en la interface de los elementos.

El objetivo de este trabajo es implantar un nuevo tipo de estimador basado en los
trabajos de Johnson y Hansbo?(J&H), el cual constituye una generalizacién del método
Z? y es aplicable a una gama mds extensa de problemas.

Para obtener resultados numéricos, que permitan la comparacién de los
estimadores, se resuelve el método de los elementos finitos adaptable aplicado al
problema de Poisson para campos escalares.

EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS ADAPTABLES

Un enfoque para encontrar soluciones aproximadas es el siguiente: dado un
problema P cuya solucién exacta u pertenece a un espacio de funciones H con norma
| -|, construir un subespacio Hy de H, la solucién aproximada up serd la funcién de Hy
que satisface:

lu—up| <|u—v| VveH, (1)

A grandes rasgos el método de los elementos finitos es una técnica sistematica
para encontrar el espacio de aproximacién Hy. Para construir este espacio, el método
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define una malla 75, con tamaifio de malla A, la cual constituye una particiéon de la
region de definicién del problema, sobre esta malla se define un conjunto de funciones
de interpolacién que constituyen una base del espacio Hy. La Figura 1a muestra una
representacion grafica de este problema.

&)Solucién de b) Métods de Tos elementos
elementos finitos finitos adaptable

Figura 1. Representacién grafica del método de los elementos finitos y el método de
los elementos finitos adaptable.

Por otro lado, el método de los elementos finitos adaptable puede ser planteado en
los siguientes términos:

Sea P un problema que se pretende resolver por elementos finitos y que tiene
solucién exacta u perteneciente al espacio H, con norma |- |. Denotemos por {F;} a
la familia de problemas de elementos finitos asociada al problema P, que consisten en
aproximaciones polinomiales a trozos sobre una familia de mallas {7,} con tamaifio de
malla local #;. Cada malla junto con los polinomios asociados a ella, define un espacio
Hy, C H, teniendo asi una familia de espacios de elementos finitos {Hp,}.

Sea {up,} la familia de soluciones aproximadas correspondiente a la familia de
mallas {75, }. Finalmente sea 5 una tolerancia prefijada.

Basados en estos datos, el objetivo consiste en implantar un algoritmo que conduzca
a una malla Tpep que define Hpope, de tal manera que la solucién correspondiente de
elementos finitos up.p: cumpla con:

lu = whopt] < 7 (2)

y el trabajo para calcular 75, sea minimo, esto dltimo define la eficiencia del método.

Una medida del trabajo computacional estaria representada por el nimero de grados
de libertad. La Figura 1b muestra una representacién grafica de este problema.

En otras palabras, el objetivo del método de los elementos finitos adaptable es

obtener un algoritmo para resolver en forma aproximada el siguiente problema de

optimizacién lineal: encontrar una malla 6ptima Thept con la restriccion |u — wpope] <.
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Este problema es dificil de resolver ya que la solucién exacta # no estd disponible
y no existe una relacién directa entra h y |u — up|.

Teniendo presente que no se conoce el error |u — uy|, el punto central del método
de los elementos finitos adaptable es disponer de estimaciones de error confiables para
poder implantar el algoritmo de refinamiento. Mds adelante enfocaremos nuestra
atencién hacia la bisqueda de estimaciones de error.

ESQUEMA DE REFINAMIENTO

Los procedimientos para el refinamiento de malla parten de una discretizacion muy
somera, que se enriquece sucesivamente hasta alcanzar una solucién con una tolerancia
predefinida. Cuando se dispone de una estimacién del error, los métodos de refinamiento
de malla adaptable se basan fundamentalmente en lograr una distribucién uniforme del
error. Es decir, evaluar la estimacién del error a nivel de cada uno de los elementos de
la malla y refinar seglin su magnitud.

Se pueden plantear otros esquemas donde no es necesario conocer el error®®, por
ejemplo, para el caso donde el problema pueda ser modelado como la minimizacién
de un funcional, se puede implantar un proceso de refinamiento en la direccién del
gradiente. Esto consiste en dividir cada uno de los elementos y evaluar la variacién
del funcional en esa direccién y posteriormente refinar segin la magnitud de estas
variaciones®. Esta técnica es computacionalmente costosa.

El algoritmo de refinamiento propuesto sigue un esquema de distribucién uniforme
del error. Para encontrar una malla éptima Thept, en la cual se satisface que le| =
[u — un| < n, y donde el trabajo computacional para conseguir Thop¢ Sea cercano al
minimo, se siguen los siguientes pasos:

P1) Dada la regiéon Q de definicién del problema, construir una malla 73,,,;, lo mas
“gruesa” posible, pero que de una aproximacién aceptable de ), esta malla define
un h;,,,., y asocia polinomios de grado menor o igual que p a cada elemento. Sea
N, y N, el niimero de nodos y el nimero de elementos, respectivamente. Calcular
la solucién de elementos finitos u en esta malla.

P2) Dada la tolerancia porcentual 7 (en el sentido [e] / |u]):

P2.1) Calcular el error permisible a nivel de cada elemento:

lelpermisibfe - nv Eﬂj\;}iﬂ- (3)

P2.2) En cada elemento calcular:

lel;

permisible

& = I i1=1,2,..... , N, | (4)

el

Si £; es menor que uno se desrefina y si £; es mayor que uno se refina la malla.
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P3) Refinar o desrefinar en cada elemento segin:

hi.. .
: — viejo
h*nueeo - 1/p (5)
&
p representa el orden de convergencia de la solucién aproximada. Asi tendremos

construida una nueva malla 7, ..

P4) Calcular el error porcentual actual 7gcsyq1 €n la nueva malla:

Nactual = ____'2'_ (6)
lunl® + Jel®

Si Nactual < M parar, sino repetir el proceso.

Se pretende que este algoritmo sea confiable y eficiente en el sentido de que el
control del error quede garantizado y que el trabajo computacional sea lo mds pequeiio
posible.

En la prictica |e| no estd disponible y por esta razén debemos utilizar estimadores
del error.

EL PROBLEMA DE POISSON: TRANSFERENCIA DE CALOR

El problema de Poisson para campos escalares se modela de la siguiente manera.
Dada una regién £ del plano con contorno I' = I', UT', como se muestra en la Figura 2.

Figura 2. Regidn Q.

Sea Ly(Q) el espacio de las funciones cuadrado integrables dotado con la norma y
producto interno

71, = [ £°a9 ™
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(f.9)= [ f.940 (®)
y sea H(R) el espacio de Sobolev de orden uno con la norma

1fl5: = 113, + VAL, 9)

El problema de conduccién de calor para régimen estable en dos dimensiones se
modela matemdticamente de la siguiente manera: encontrar una funcién u que satisface

(sTDS)u = f en (10)
U = Up en Iy (11)
n’(DSw) =0, en T, (12)

donde

g d k. O
T__ (X Y. = z
S _(azay)’D (0 ky)

ug € Lo(T,) es la temperatura prescrita en I,
ks,k, son las conductividades térmicas.

n es la normal a I’

f son las fuentes de calor internas en 2.

El flujo de calor asociado a este problema esta dado por
o = (0,0,)F = -DSu (13)

Al problema anterior se le puede asociar una formulacién variacional. Para ello es
necesario considerar los siguientes espacios afines de funciones

H={ve HY Q) :v=uo en T,} (14)
Ho={ve H'(Q):v=0 en I,} (15)
y los operadores funcionales:
B(u,v) = f (Su)TDSwd® (16)
Q
L(v) = /I‘a oovdl — /vadQ (17)

La formulacién variacional, basada en estas definiciones, se expresa en los siguientes
términos: encontrar v € H tal que:

B(u,v) = L(v), Yv € Hy (18)
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Adicionalmente, la norma energfa asociada a este problema esta definida por:

vlg = B(v,v)'/?, ve H'(Q) (19)

Una vez formulado el problema variacional (18), para implantar la solucién
aproximada se necesita construir un espacio de dimensién finita Hy al cual pertenece la
solucion aproximada uy. Para ello, en el método de los elementos finitos se introduce
una malla 7, que consiste en una particién de  en elementos finitos K de didmetro
hk. Adicionalmente sea P;(K) el espacio de los polinomios de grado uno sobre K € 73,
y sea V), el espacio definido por:

Vi = {ve H\(Q); v/K € Py(K),YK € 1} (20)

Los correspondientes espacios de elementos finitos Hy, y Hyg quedan definidos por:
H,=V,nH (21)

Hyo =V, 0 Hg (22)

De esta forma se suele formular el problema de elementos finitos siguiente:
Encontrar u;, € Hj, tal que '

B(up,v) = L(v), Yv € Hpp (23)

Aplicaremos el método de los elementos finitos adaptable, descrito anteriormente, a
este problema particular de Poisson, utilizando la norma energfa “B para la evaluacién
del error.

Definido el problema que nos ocupa y teniendo presente que la solucién exacta u
no es conocida, y por lo tanto el error |e] = |u — up| no est4 disponible, a continuacién
se plantean estimadores de error que permitan implantar el método de los elementos
finitos adaptable.

De aqui en adelante se considera a Q como un dominio con contorno poligonal.

ESTIMADORES DE ERROR

Los primeros trabajos para establecer un error a posteriori; es decir, obtenido de
la solucién aproximada wup, se formularon en base a criterios de superconvergencia.
Babuska y coautores se basan en esta orientacién. Posteriormente se origina el método
7%, considerado como una técnica de proyeccién. Mds recientemente Johnson y Hansbo
proponen una estimacién de error que da origen al método que denominaremos J & H,
este ultimo método pretende englobar los de Babuska y Z2.

Otro tipo de estimador de error es el propuesto por Beltran y Alarcon’® basado en
la diferencia de ciertos funcionales que definen formulaciones diferentes de un mismo
problema.

A continuacién daremos una resefia de los trabajos de Babuska y Kelly en lo que
respecta a estimadores de error, y posteriormente plantearemos los estimadores de Z2

y J & H.
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Para la deduccién de los estimadores denotaremos S, = {s} la coleccién de lados
s de los elementos K € 1, que pertenecen a I', para cada s € S, el cual es comun a
dos elementos finitos, definimos ng como la normal unitaria a s.

En los trabajos de Babuska®**®, kelly'*'? y coautores se pone de manifiesto que el
error en la solucién de elementos finitos estd relacionado por una parte con el residuo:

(STDS)u - f (24)

~ y por otro lado con el salto en el flujo normal asociado a la frontera inter-elemento
|InZ - ol|, de finido por:

[nI.o] = xligh nl.o- xlim nl.o (25)

-

Para ver esto, tomemos la formulacién variacional (23) que establece:

/Q (Sup)TDSvdQ = /F oovdl’ — /ﬂ fod@ Vv € Hpo (26)

Si las funciones que definen el espacio de elementos finitos Hj son los polinomios
Py(K), tendremos discontinuidad en la derivada de us sobre la interface de los
elementos. Integrando por partes (26) a nivel de cada elemento, obtenemos:

ZK: /k (STDSup, — f)vd€ - Xs: /s [0l - ofvdl =0 Vv e Hy (27)

donde:

0 siseTy,
[InZ - o4]| = { salto del flujo sis€ Q
oo+nka, sisel,

Esta tdltima expresién pone de manifiesto la aparicion del residuo de la ecuacién
diferencial y el salto del flujo.

Adicionalmente se puede establecer, Kelly*!*2, que el error satisface el problema
auxiliar:

STDSe=R en (28)
e=10 en T, (29)
n(DSe) =0 en T, (30)

Donde R incluye tanto el residuo como el salto del flujo. Esta es una forma de
evaluar el error, pero evidentemente es poco prictica y computacionalmente costosa.
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Estimador de error de Zienkiewicz-Zhu (Z?)

En general los estimadores de error de Babuska requieren de la solucién de un
problema auxiliar y su implantacion computacional es costosa. Si se trabaja con
elementos de Py(K), y en el caso particular de que las fuentes de calor f sean nulas, de
acuerdo con los operadores que modelan el problema de Poisson, el residuo STDSu;, — f
es nulo y el salto pasa a jugar un rol preponderante en el cilculo del error, esto puede
generalizarse a otros problemas. Zienkiewicz y Zhu introdujeron un estimador que toma
en cuenta este hecho, adicionalmente es simple y ficil de incorporar en los cédigos
existentes de elementos finitos. Sin embargo las bases sobre las cuales el estimador
fué derivado son euristicas. A continuacién daremos los lineamientos generales del
estimador Z2.

La definicion de la norma energia dada por (19) puede ser escrita como:

uf, = /Q (Su)TD(Su)dQ = /9 oTD"1dQ (31)

Siendo uy y on la solucién y el flujo aproximados por elementos finitos, la norma
del error e = u — uy, sera:

le] = / (Se)TD(Se)d = / (0 = 01)TD Yo — 04)dQ (32)
Q Q
La solucidén de elementos finitos u; puede ser escrita como

up, = NTU, (33)

donde Ny, es el vector de las funciones de interpolacién relativas a 7, y Uy, es el vector
que contiene los valores nodales de u;. En consecuencia la aproximacién para el flujo
es:

o, = -DSNTU, (34)

El estimador de error Z?2 se basa en sustituir el flujo exacto o por una funcién
pos-procesada o* obtenida de o,. Una alternativa es el flujo suavizado:

=N, % (35)
donde los valores nodales ¥} se obtienen a través de la proyeccién de o}, es el espacio
de elementos finitos Hj es decir, ¢* debe satisfacer:

/ P(0* — 04)d2 = 0 (36)
Q

donde P es un vector de funciones peso que constituyen una bas de Hp; en particular P
puede ser Nj. En la prictica los valores nodales S} puede obtenerse como el promedio
de los valores de o}, de los elementos que concurren en los nodos.

La estimacion del error toma la forma:

jéf? = /Q (0* = 63)TD" (0" = 03)dQ (37)
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Estimador de error basado en Johnson y Hansbo (J&H)

En esta seccién se propone un estimador de error basado en los trabajos de Johnson
y Hansbo, que engloba los propuestos por Babuska y ZZ2, presentando una mayor
generalidad. La norma energia del error e = u — u, estd dada por:

lel3 = B(e,e) = B(u — up,€) = B(u,€e) — B(un,€) (38)

por definicién de e (se supone que u), satisface exactamente las condiciones de contorno
(11)), se tiene que e € H, y podemos utilizar (18) con v = e, obteniendo B(u,e) = L(e),
sustituyendo este valor en (38), se obtiene:

lels = L(€) = B(un, e) (39)

Sea 7, : H — H}, el operador interpolacién nodal cldsico, usando la identidad (23)
con v = mpe € Hy, tenemos que:

B(up,7he) = L(mpe) (40)
Utilizando (40) en (39):

le|% = L(e) — B(un,€) + B(un,7he) — L(mne) = L(e — The) — B(up,e — mpe)  (41)

donde:

L(e - mhe) = /F o,(e — mpe)dl — /Qf(e — mpe)d) (42)

B(up, e — mhe) = /Q (Sup)TD[S(e — mhe)]dR (43)

Haciendo una integracién por partes a nivel de cada elemento K en (43) e
introduciendo el resultado en (41) obtenemos:

el =3 [ (5™DS)us - fi(e - med®
+/F (6o — n"TDSuy)(e — mhe)dl

-3 /s InZDSus|(e — mhe)dl (44)

donde para todo ¢ € s — |[nTDSuy|| = [nf0}) representa el salto del flujo definido en
(25). :
En la ecuacién (44) estdn representadas las tres fuentes de error que aparecen en
la solucién de elementos finitos, es decir:
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a) El residuo, al no satisfacerse exactamente la ecuacién diferencial en el interior de
la regién, representado por:

T
; /K [(STDS)up — fl(e — 7he)dR

b) El hecho de no satisfacerse exactamente la condicién de contorno natural
representado por:

/ (0o — n"TDSuy)(e — mhe)dl = / (00 + nTop)(e — mpe)dl
| To

c¢) El salto inter-elemento en el flujo representado por:

5> [ In5DSunlie - mac)ar

A esta altura podemos decir que la estimacién de error de Z2, que estd basada
dnicamente en el salto del flujo, constituye un caso particular de esta iltima, que es
més general. Por ejemplo en el caso de utilizar elementos de clase C!, las estimaciones
de Z? no tendrian sentido puesto que no existirfa salto de flujo. Sin embargo, la
estimacion de error propuesta tendria validez a través de los términos de las partes a)
y b).

Para fines de resolver el problema del método de los elementos finitos adaptable es
necesario asociar un error a cada elemento, con este objetivo podemos reordenar (44)
de la siguiente manera:

]e}:‘,; = ;/K Ri(e — mpe)dQ + ;/@K hx Rox(e — mre)dl (45)

Ry representa el residuo en el interior de cada elemento dado por:

Rk = Rg(up) = (STDS)up — f (46)
Rk representa el residuo en el contorno de cada elemento. Teniendo presente que
algunos elementos tienen su frontera en el contorno de la region y otros en el interior de
Q (el contorno I'y no entra en juego en nuestro analisis de error puesto que suponemos
que la solucién aproximada uj satisface exactamente la condicién de contorno en T'y),
Rsx(ur) se puede definir como:
Llngonll 0K e S
3 3
Raok(un) = { 2 hx (47)

o +nTo;, . ~
-°—}LK5— si 6K €T,

El paso siguiente es dar una estimacién del error de interpolacién e — 7, e, sabemos
que:

Ie — Wh6|L2(K) < Cl,th(lelB,K (48)

le - 7Th€|L2(aK) < Cz,Kh}{/zleln K (49)
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donde
sup hx'le — maplLa(K)
Cik = 50
M peH lels,x (50)
Mo —x
Cox = sup ‘g lo h‘Ple(aK) (51)
peH lels,x
con:

I¥ls.x = [ (S¢)"D(S¢)d0 (52)

Por la teoria de interpolacién sabemos que las constantes Cy x ¥ Co K, las cuales
dependen de P(K) y de las constantes de la matriz D, estan acotadas. Una estimacién
de estas constantes para el problema de transferencia de calor es”:

0.57 1.56
Cik < — (g <—F4= 53
1,K \/E 2,K \/5]-; ( )

Para mayorar el término correspondiente al interior de los elementos en (45), se
utiliza (48) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obteniéndose:

;Ahkwmms;Mmmwwm

< E lele(K)’e - ”hele(K)
K

< Y IRk, () Crichilelg
K

(54)
= Y |C1xhx Rilp, o) lels x
K

1/2 1/2
< (Z ICI,KhKRKlzz(K)) (Z |€|2B,K)
K

K
< |CrhRIL, q)lels

donde C; =Cixen K,R=Rxen Kyh= hx en K.
Para el término correspondiente a la frontera en (45) tenemos:

> / hi Rox(e — mhe)dl| < 3~ |hk Rok|p,ox)le — Thelp,(ox)
K 70K K

< Z |hx Rok|p,0)C2.K h}(ﬂlelB.K
K

1/2
< [Z C3 khi|hk Rox ﬁ',z(aK) lels
K
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Sabemos que:

Whk Rox\p,ak)1,(x) = 1hi Roklp, om0V (K)

donde V(K) es el 4rea de K, por tanto:

] ) 1/2
lhk Rok|p, (o)1, (k)
_ < 2 : -
> [, hacRox(e = m)ar] < 2 Chrh ) s

B 2
Caxchil?

1/2
=2 vy 1 Roxl ooy ] lels (55)

L2 (K)

= Z 2K | Rkl o lels
VI(K) 2(9K)

B Lz(K)
= |C2hR*|p,(q)lelg

donde:

Cz = CQ,K en K
h = hK en K
h1/2

= WlRalez(ak)en K

*

De esta forma hemos expresado el residuo en el contorno del elemento referido al
interior del mismo.

Utilizando los resultados obtenidos en (54) y (55) en (45) podemos obtener la
mayoracién del error:

lelg < |C1hRIL, gy + |C2RR"|L, (o) (56)

El estimador de error en este caso puede ser escrito como

|élg = |C1hR]L,(q) + IC2hR"| 1, ) (57)

De esta forma se ha logrado una cota superior del error que tiende a cero cuando
h tiende a cero, por tanto se puede afirmar que el término de la derecha en (57) es una
estimacién confiable del error y por tanto el M.E.F.A. basado en este estimador debe
ser confiable. Esto mismo no puede ser afirmado directamente utilizando el estimador
de Z2.
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CRITERIOS DE COMPARACION PARA LOS ESTIMADORES

Aparte de comparar las estimaciones de error de Z? y J & H con el valor del
error en problemas donde existe la solucién exacta, se puede establecer un criterio de
comparacién basado en problemas con singularidades.

En problemas con singularidades el error en la norma energia estd acotado por:

lelg < CN;*P (58)

donde C es constante, N, es el nimero de grados de libertad y (3 es el orden de
convergencia dado por:

§ = min (A,p) (59)

En esta tltima expresién p es el orden de los polinomios usados en las funciones
bases y A estd asociado con la regularidad de la solucién exacta.

En el caso de irregularidades en el dominio del problema, los valores de A varfan
entre 0.5 para una grieta y 2 para una esquina®. La Figura 3 muestra los valores de A
en los casos particulares de la esquina saliente, esquina entrante y la grieta.

A=2 A=1/2
A=213

Figura 3. Regiones con esquina.

Se sabe que el orden de convergencia se afecta solamente en una regién cerca de la
singularidad. Por esta razén se puede decir que para la solucién obtenida en una malla
de elementos finitos, en los elementos lejos de la singularidad el orden de convergencia
no es modificado.

Partiremos de la hipdtesis de que en un refinamiento adaptable, para un problema
con singularidad, el error es mayor cerca de la singularidad, produciéndose en esa zona
el mayor refinamiento. De esta forma, se obtendran cada vez mds elementos que no
estén afectados por la singularidad. Se esperea que la malla refinada tiende a alcanzar
el orden de convergencia maximo; es decir, el que tendria el problema sin singularidad.



EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS ADAPTABLE

EJEMPLOS NUMERICOS

431

A continuacién daremos algunos ejemplos numéricos del método de los elementos
finitos adaptable, la idea central es comparar el estimador de error de Z2% con el de J

& H

Inicialmente daremos dos ejemplos cuya solucién exacta es conocida y mediante un
refinamiento uniforme compararemos numéricamente los estimadores, posteriormente
daremos dos ejemplos del método de los elementos finitos adaptable en problemas con

singularidades.

Para la obtencién de la solucién aproximada por el método de los elementos finitos

se utilizaran tridngulos lineales de tres nodos.

EJEMPLO 1. Sea la regién §) mostrada en la Figura 4 y sea el siguiente problema

de Poisson:

yl
u=sennx/Lx

u

IR
Q)

Lg u=0

Lx
u=0 X

Figura 4. Regién bidimensional.

sTDS u=0 en )
u=0 enz=0
u=10 enz =1L,
w=10 eny=10
u=sen 7z/L; eny=1L,

La solucién exacta de este problema con k; = £y, toma la forma:

_ senh ny/Lysen mx/L,
senh wL, /L,

En el caso particular con L, = L, = 1, el valor exacto de ||u|p es:

T coshn

2 S — ———
IUIB " 2senhT

(60)
(60a)
(600)
(60¢)
(60d)

(61)

(62)
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Los resultados numéricos para el estimador Z2, |é| = |e| 2, en (37) con Y} tomado
como el promedio de los o, que concurren en un nodo, y el estimador |&] = le|;4 5
dado por la ecuacién (57) pueden observarse en la Tabla I. Esta tabla fué obtenida para

un refinamiento uniforme.

No | Tunlis | lellBesacto | llellzz | llellian

9 | 1.322876 | 0.93593 | 0.855267 | 0.972624
36 | 1.269025 | 0.375726 | 0.361265 | 0.417037
127 | 1.258650 | 0.184129 | 0.181128 | 0.227010
257 | 1.256774 | 0.117856 | 0.119283 | 0.146560

Tabla I. Resultados numéricos del ejemplo 1. ||u||Beracto=1.255656819.

La ecuacién (58) para este ejemplo particular, sin singularidad toma la forma:

lelp < CN;MV* (63)
En la Figura 5 puede observarse que este orden de convergencia es seguido tanto
por el estimador Z2 como por el de J & H.

02 1

..
EJEMPLO 2.
0+
0.2
-ﬂ—! ———&— || e || exacto
=04
] — & — [tellZ82
S
S - -fiellJaH
06
EJEMPLO 1
038 N
[}
A+ -t =t 1 t t + — — —t o —
05 07 09 11 1.3 15 17 1.9 21 23 25
LOGN

Figura 5. Tasa de convergencia de los estimadores Z% y J & H.

EJEMPLO 2. Sea la regién Q = [(r,0), 0 <7 < R, 0 < 8 < 3/27] mostrada en la
Figura 6 y el siguiente problema de valor de contorno:

sTD,Su=0 en Q (64)
u=20 en Iy (64a)
u = RY? send/3 en Ty (64b)

c=0 en I's (64c)
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Figura 6. Regidn circular con singularidad.

En este caso la matriz S es la misma dada en (10) y D, = rD. La solucién exacta
con ky = ky es:

u=r'"3 send/3 (65)

La norma de u toma el valor ju]z = v/7/2R'/3. Los resultados numéricos para un
refinamiento uniforme con R = 10 se muestran en la Tabla IIL.

No | lunlls llellBezacto llell 22 llellye g
18 | 2.307576 1.223256 1.123183 | 1.428320
81 | 2.009506 | 0.810457 | 0.733273 | 0.942098
138 | 2.059622 | 0.726615 | 0.641103 | 0.797071
157 | 2.052500 | 0.695738 | 0.621047 | 0.780225

Tabla II. Resultados numéricos del ejemplo 2. |[|¢|Bezacto=1.909318031.

En este caso tenemos una singularidad A = 2/3, la ecuacién (58) seré:

le|g < CN;Y3 (66)

En la Figura 5 se observa nuevamente que el orden de convergencia establecido por
la teorfa es seguido por los estimadores en estudio, para un refinamiento uniforme.

' Seguidamente aplicaremos el método de los elementos finitos adaptable al problema

del ejemplo 2. En la Figura 7 se muestra la secuencia de mallas obtenida con el

estimador Z2? y el estimador J & H. Podemos observar que el orden de convergencia

con el refinamiento adaptable tiende al maximo de 1/2. El valor de la tolerancia es

7= 0.2.

EJEMPLO 3. Sea una chimenea cuadrada como muestra la Figura 8a. Se quiere
conocer la distribucién de temperatura en la pared. Por simetria se estudiard solamente
un cuarto de la chimenea como se muestra en la Figura 8b.
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Figura 7. Secuencia de mallas adaptables con los estimadores de Z%y J & H. Orden
de convergencia. Regién circular.

u=0

U=1 U=0 a=0

u=0

u=0 u=0

a) b)

Figura 8. Distribucién de temperatura en una chimenea.
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La ecuacion diferencial es la misma del ejemplo 1 y las condiciones de contorno se
dan en la Figura 8. En la Figura 9 se muestran los resultados; esta figura corresponde
al método de los elementos finitos adaptable con n = 0.1. Se puede apreciar que el
estimador de J & H concuerda mejor con lo establecido por la teoria de aproximacion.

1]
o 2) Malla inicial
-0.2
N=36
=03 . E erorZ2 =018
S 04 ) w error J&H=0..26
= ... 05
8 0s I\
-~ \
06 N
o7 —=—-nenzsz| -
A
08 ---=-- JJollJaH .
09 e
1 1,2 14 16 1.8 2 22 24 26
LOGHM
\ // b)MallaZ
/ 72 I&H
N=56 N=128
N error=0.11 error=0.13
|
©)Malia 3
2 1&H
N=ST N=301
error=0.10 R emror=0.09

Figura 9. Secuencia de mallas adaptables con los estimadores de Z2 y J & H. Orden
de convergencia. Chimenea.
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CONCLUSIONES

Tanto las estimaciones de Zienkiewicz-Zhu como la de Johnson-Hansbo son
adecuadas para implantar el Método de los Elementos Finitos Adaptable (M.E.F.A.)
en el caso de problemas elipticos. Como puede observarse en las tablas I, Il y en la
Figura 5, las estimaciones de error de Z2 y J & H proporcionan valores cercanos a los
exactos, el estimador de J & H constituye una cota superior del error, mientras que el
estimador de Z2 no lo es.

En cuanto al orden de convergencia en problemas con singularidad, que constituye
otra forma de comparar los estimadores, el estimador de J & H presenta un
comportamiento similar al establecido por la teoria de aproximacion; es decir, en
el refinamiento adaptable el orden de convergencia tiende al correspondiente a un
problema sin singularidad. El estimador de Z? presenta este mismo comportamiento
en el ejemplo 2 pero difiere en el ejemplo 3.

En lineas generales se puede decir que el estimador de Z? es mas eficiente (més
facil de implantar y obtiene el error deseado con menos trabajo computacional), pero
menos confiable que el basado en la propuesta de J & H. Adicionalmente este ltimo
tiene mayor generalidad, cubriendo una gama de problemas mds extensa.
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