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RESUMEN 

No presente trabalho estuda-se a estabilidade de membranas axissimetricas homogeneas, 
isotrópicas e incompressíveis, sujeitas & deformacóes finitas. Nestas membranas inicialmente 

4 

planas, atuam cargas axiais distribuídas f e rñ. As equacóes de equilíbrio e condicóes de 
contorno sao obtidas através do principio da energia potencial estacionária. Considera-se o 
material da membrana como sendo neo-Hookeano. Através da teoria de pequenas perturbacoes 
fez-se o estudo da estabilidade da membrana, comprovandese com um modelo experimental 
rudimentar. 

SUMMARY 

The present work studies the stability of homogeneous, isotropic, incompressible 
membranes, subjected to finite deformations. In those initially flat membranes, vertical and 
moment loads fand m, acts. The general equilibrium equations and boundary conditions were 
stablished through the principle of stationary potential energy. The material was considered as 
being neo-Hookean. Through small perturbations theory the stability was studied and checked 
with a simple experimental model. 

O estudo de membranas sujeitas a grandes deformacóes fez-se cada dia mais 
necessário. Seu emprego é imprescindível no estudo de balóes metereológicos, n a  
bioengenharia estudando cartilagens e artérias, só para citar algumas das inúmeras 
aplicacoes. 

A referencia clássica na  teoria nao linear de membranas é Green e Adkinsl. Porém, 
atualmente existem muitos trabalhos envolvendo membranas em grandes deformacoes. 
Enquanto muitos pesquisadores estáo preocupados com as equacóes de equilíbrio das 
referidas membranas, este trabalho enfoca a instabilidade e o estudo pós-crítico. 

O presente trabalho estuda membranas anulares de material homogeneo, isotrópico 
do tipo neo-Hookeano. Estas membranas esta0 sujeitas a cargas transversais 
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Figura 1. Superficie média d a  membrana. 

axissimétricas do tipo forca e momento, estando as configurac0es de equilíbrio obtidas 
em2. 

A carga momento ao agir, provoca uma distorciio e consequente mudanca das 
direc8es principais. Devido i hipótese de membrana, esta nao apresenta resistencia 
compresiio, o que provocará o aparecimento de rugas na membrana deformada. 

Através da teoria de pequenas perturbacóes elásticas3, pode-se obter o número de 
rugas que ocorrerá na membrana após a bifurcacao. 

Um trabalho experimental qualitativamente comprova os resultados obtidos 
numericamente. 

Com os materiais geralmente utilizados em grandes deformacóes siio elastómeros, 
assume-se o material isotrópico, elástico e incompressível do tipo Neo-Hookeano, cuja 
funciio densidade de energía W é: 

Sendo o primeiro invariante de deformaciio, Ii: 

onde Xi sáo as extensóes principais. 
Como assume-se uma completa simetria, elástica e geométrica da membrana 

deformada e indeformada. A superfície média será tomada como superfície de 
referencia. 
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Considerando-se o sistema de coordenadas (p*,  O )  fixo no espaco, as coordenadas 
de um ponto genérico, Po, da superfície indeformada sáo: 

21 = pcose , 
22 = psen 8 .  

+ 

Após a deformacáo, provocada pelos esforcos f e 6, as coordenadas do ponto 
genérico da superfície média da membrana deformada, P, sáo: 

X' = r cos (8  + P), 

x2 = T sen (8 + p), 
3 X = 2, 

sendo: 

grandezas estas que quando é o caso foram adimensionalizadas, através de sua divisáo 
pelo menor raio da membrana T;. 

Utilizando-se os tensores métricos como em4, é possível obter o primeiro invariante 
de deformacáo, 

aonde foi levada em consideraciio a incompressibilidade do material e sendo: 

A energia elástica de deformacáo, E, é a integral volumétrica de funcáo W em Ro, 
isto é: 

onde ho = ho(p) é a espessura. 
O termo referente ao trabalho realizado, T,, pelos esforcos f e  rñ é: 

.senda: ds = r; de. 
A energia potencial total, IT, definida como a diferenca entre a energia elástica, E, 

e o trabalho realizado, T,, pode ser escrita 
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11 = E - T,, 

Equacóes de Equilíbrio: 

Condicóes de contorno: 

sendo: 

O problema foi solucionado através de métodos numéricos, utilizando o método 
de Runge Kutta de quarta-ordem, método do tiro e das aproximacóes sucessivas, 
exaustivamente comentado em4. 

INSTABILIDADE 

Diz-se que há estabilidade elástica na membrana se em todos os pontos da mesma, 
a menor tensáo principal a for maior que E, sendo E positivo e táo pequeno quanto 
se deseje. A partir de entáo um acréscimo na carga momento Ir", provocará o 
aparecimento de rugas, já que pela hipótese de membrana esta náo apresenta resistencia 
i compressáo. 

Em4 foi observado que até uma determinada carga momento, r, a tensáo amin 
ocore no bordo externo p = r - 2, a partir desta carga surge um ponto de mínimo 
relativo, P,  próximo ao menor bordo, r = 1. 

A base da teoria de perturbacóes elásticas é que qualquer parametro, v, pode ser 
escrito com a soma da solucáo conhecida, v, com o parametro perturbadoü. Obtém-se 
entáo novas equacóes para ü, que podem ser mais fáceis de solucinar que a equacáo 
original. 

Neste estudo utiliza-se teoria de perturbacóes linearizadas, sendo ü muito pequena 
os termos das equacóes que contiveram potencias das quantidades perturbadas seráo 
ignorados. 
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Com. o aparecimento das rugas o problema deixa de ser axissimétrico. Sendo 
necessário determinar as equaqoes de equilíbrio para o novo problema. 

Utilizando-se a mesma formulaciio variacional do ítem anterior, onde: 

sendo: 

a (  1 
( ) P = F  e ( )e = y, obtém-se 

W = W ( T ,  r e ,  T ~ ,  B., Be, B p ,  Z ,  z e ,  Z P ,  P ,  O), (18) 

e a energia potencial total pode ser escrita. 

= Jl, T; pho Wdpdb' - il f r ds - gol rnpds. 

Por ser II estacionária, obtém-se: 
Equacóes de equilíbrio: 

a a 
PWT - -[pWT,] 8~ - -[pwT,] db' = 0 

d d 
-[PWz,] 8~ - -[pWz,] = 0 db' 

Condicóes de contorno: 

47-11 = P(7-2) = 0 

p Wp, + pwp, - M = 0 

em C2 
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a desprezando-se as potencias de ordem superior das grandezas perturbadas, obtém-se: 
Equacóes diferenciais 

+ ~ F T ;  + 2fip2jpp = O 

condic6es de contorno: 

T(1) = F(r2) = O 

, 4 7 7 2 )  = O 6, = -Po em p = i 

Supondo-se as perturbacóes da forma: 

p = V* COS [-T n ( p - p ) l c o s n ( ~  - T) e 
2 (P - 1) 

T = Vcos [-- " (P - ') sen n(0 - T). 
2 (p - l ) ]  

onde 

- p é a coordenada do mínimo relativo da menor tensáo principal, referido anteriormente. 
Utilizando-se o método de Galerkin, nas equac6es diferenciais (30) e (31) com a 

substituicáo de (34) e (35). Obtém-se após a integracáo, uma equacáo relacionando a 
carga momento K* e o número de rugas n, supondo-se a existencia de uma solucáo náo 
trivial para o 

Denominaremos de carga crítica Ii' % menor carga momento das acima obtidas, 
e com isso torna-se possível obter o número de rugas ñ que ocorrerá na membrana 
deformada. 
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RESULTADOS 

Com a formulacáo matemática até aqui desenvolvida, torna-se possível obter o 
número de rugas para a membrana de borracha, com as seguintes dimensoes: 

em que foi aplicada uma forca T* de 10.387, obtendo-se para deslocamento máximo 
z = 7.78 cm. 

Através da metodologia descrita, obtém-se a tabela abaixo: 

Tabela 1. Relaciio entre rotacáo e número de rugas. 

indi'cando a carga momento crítica, Ii'+ = 3.54, que corresponde A formaciio de 10 rugas. 
Rugas estas que podem ser visualizadas na Fotografía 1 e 2. 

Nos exemplos rodados observou-se uma total concordancia entre os resultados 
obtidos para carga momento crítica e os resultados em4, onde utilizou-se o critério 
da menor tensa0 principal. 

A pequena discrepancia entre o número de rugas obtido experimentalmente e 
numericamente deve-se i diversos fatores, sendo os dois mais importantes, a modelagem 
do material como sendo neo-Hookeano, o que foi feito devido a simplicidade das 
equacoes em detrimento do pequeno "necking" observado na membrana, típico dos 
materiais de Mooney-Rivlin e a precariedade do trabalho experimental, que tinha como 
objetivo somente uma análise qualitativa do problema. 

Em futuro próximo pretende-se incorporar ao problema matemático, maior nao 
linearidade do material a fazer um estudo experimental cuidadoso do problema aqui 
estudado. 
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Fotografia 1. Membrana deformada. 

Fotografia 2. Membrana deformada com rugas imprimidas. 
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