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RESUMEN

No presente trabalho estuda-se a estabilidade de membranas axissimétricas homogéneas,
isotrépicas e incompressiveis, sujeitas & deformagdes finitas. Nestas membranas inicialmente
planas, atuam cargas axiais distribuidas f e m. As equagles de equilibrio e condiges de
contorno sao obtidas através do principio da energia potencial estaciondria. Considera-se o
material da membrana como sendo neo-Hookeano. Através da teoria de pequenas perturbagdes
fez-se o estudo da estabilidade da membrana, comprovando-se com um modelo experimental
rudimentar.

SUMMARY

The present work studies the stability of homogeneous, isotropic, incompressible
membranes, subjected to finite deformations. In those initially flat membranes, vertical and
moment loads f and 77, acts. The general equilibrium equations and boundary conditions were
stablished through the principle of stationary potential energy. The material was considered as
being neo-Hookean. Through small perturbations theory the stability was studied and checked
with a simple experimental model.

INTRODUCAO

O estudo de membranas sujeitas a grandes deformagdes fez-se cada dia mais
necessario. Seu emprego é imprescindivel no estudo de baldes metereoldgicos, na
bioengenharia estudando cartilagens e artérias, sé. para citar algumas das intimeras
aplicacdes.

A referéncia cldssica na teoria ndo linear de membranas é Green e Adkins'. Porém,
atualmente existem muitos trabalhos envolvendo membranas em grandes deformagdes.
Enquanto muitos pesquisadores estao preocupados com as equagdes de equilibrio das
referidas membranas, este trabalho enfoca a instabilidade e o estudo pds-critico.

O presente trabalho estuda membranas anulares de material homogéneo, isotrépico
do tipo neo-Hookeano. [Estas membranas estdo sujeitas a cargas transversais
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Figura 1. Superficie média da membrana.

axissimétricas do tipo forca e momento, estando as configuragdes de equilibrio obtidas
em?.

A carga momento ao agir, provoca uma distor¢io e consequente mudanga das
direcbes principais. Devido a hipétese de membrana, esta ndo apresenta resisténcia a
compresio, o que provocara o aparecimento de rugas na membrana deformada.

Através da teoria de pequenas perturbagdes eldsticas®, pode-se obter o nimero de
rugas que ocorrera na membrana apés a bifurcagao.

Um trabalho experimental qualitativamente comprova os resultados obtidos

numericamente.
EQUACOES DE EQUILIBRIO

Com os materiais geralmente utilizados em grandes deformagdes sdo elastomeros,
assume-se o material isotrépico, eldstico e incompressivel do tipo Neo-Hookeano, cuja
funcdo densidade de energia W é:

W = Ci(l — 3) (1)

Sendo o primeiro invariante de deformagao, Iy:

I = X + A2+ 2, )

onde A; sdo as extensdes principais.

Como assume-se uma completa simetria, eldstica e geométrica da membrana
deformada e indeformada. A superficie média serd tomada como superficie de
referéncia.
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Considerando-se o sistema de coordenadas (p*,6) fixo no espago, as coordenadas
de um ponto genérico, Py, da superficie indeformada sao:

i

T1

pcost | (3)
T, = psenéf. (4)

Apé6s a deformagdo, provocada pelos esforcos f e mi, as coordenadas do ponto
genérico da superficie média da membrana deformada, P, s3o:

X! = rcos (8 + B), N6
X? = rsen (6 + B), (6)
X3 = ¢, (7N

sendo:

r=r(p),B = B(p) ez = 2(p),

grandezas estas que quando é o caso foram adimensionalizadas, através de sua divisao
pelo menor raio da membrana rj.

* Utilizando-se os tensores métricos como em*, é possivel obter o primeiro invariante
de deformagdo,

I = ?'12 + ?2ﬂI2 + zIZ + ,,._2 + ____i__ (8)
L= ' o2 r2(r? + 212)

aonde foi levada em consideragio a incompressibilidade do material e sendo:

a( )

r_

() = e 9)
A energia eldstica de deformagdo, E, é a integral volumétrica de fungao W em Ry,

isto é&:

E:// i3 phoWdpdo (10)
ho

onde hg = ho(p) é a espessura.
O termo referente ao trabalho realizado, T, pelos esforgos femé:

T, =]r;fzds+/ mpBds (11)
&1 1

sendo: ds = r] df.
A energia potencial total, II, definida como a diferenca entre a energia elastica, F,
e o trabalho realizado, 7, pode ser escrita



364 DJENANE C. PAMPLONA

M=E-T,, (12)
Equacoes de Equilibrio:
R 2 T p?
3,0_2]—2p{r'3 +;5—m} (13)
2 = T . (14)
2p{1 — oy}
, K
p = 2r2p (15)
Condigdes de contorno:
r(l) = 1
m(ry) = 1o
16
2{ry) = 0 (16)
B(rz) = 0
sendo:
F M
T* = I,’* —
2Mr2Cihe . 2I173C1he

O problema foi solucionado através de métodos numéricos, utilizando o método
de Runge Kutta de quarta-ordem, método do tiro e das aproximagbes sucessivas,
exaustivamente comentado em®. '

INSTABILIDADE

Diz-se que hd estabilidade eldstica na membrana se em todos os pontos da mesma,
a menor tensdo principal ¢ for maior que ¢, sendo ¢ positivo e tdo pequeno quanto
se deseje. A partir de entdo um acréscimo na carga momento K™*, provocard o
aparecimento de rugas, ja que pela hipétese de membrana esta ndo apresenta resisténcia
a compressao.

Em* foi observado que até uma determinada carga momento, K , a tensio Omin
ocore no bordo externo p = r — 2, a partir desta carga surge um ponto de minimo
relativo, g, préximo ao menor bordo, r = 1.

A base da teoria de perturbagdes eldsticas é que qualquer pardmetro, v, pode ser
escrito com a soma da solugdo conhecida, v, com o parametro perturbado?. Obtém-se
entdo novas equagbes para ¥, que podem ser mais ficeis de solucinar que a equagio
original.

Neste estudo utiliza-se teoria de perturbagoes linearizadas, sendo ¥ muito pequena
os termos das equagbes que contiveram poténcias das quantidades perturbadas serdo
ignorados. »
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Com. o aparecimento das rugas o problema deixa de ser axissimétrico.
necessario determinar as equagoes de equilibrio para o novo problema.
Utilizando-se a mesma formulagdo variacional do item anterior, onde:

2 4 2 2,2
R R T R L e R
sendo:
() = 9 e( ) = TR obtém-se

W = W(T7T@arp'lﬂ‘yﬂg’ﬂpaz720$zp$p70)7

e a energia potencial total pode ser escrita.

m = // vt pho Wdpdd — ¢ fzds — ¢ mpds.
Ry . 1 é1

Por ser II estaciondria, obtém-se:
Equagdes de equilibrio:

0 0
pW:r -"5;[PVV%A — ZglPWrdl = 0

0
PW.)) = 55lpWal = 0

9
dp
o 0 .

-5;[97pr] - 55[09Vbe] =0

Condicbes de contorno:

Arg) = B(r2) = 0
(1) = 17(r) = 7o
pWg, + pWg, — M =0

szp+pW29‘F:0

Considerando-se as perturbacoes

-
I
=30
+
~31

N
1l
N©o
+
an

365

Sendo

(17)
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(20)
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o ~
B=p8+58 (29)
a desprezando-se as poténcias de ordem superior das grandezas perturbadas, obtém-se:
Equagoes diferenciais

02A 0 o . o=
P27y + Py + Top — i(pzﬁp +1) - 2rp2ﬁp,89 —-2r8 = 0 (30)

02 o= 02 = ~ 2 0 2 o . . .
70 Bop + 7 Bos + Bo(pr + 27r,0%) + 2ﬂp(r,,rp2 + 77p + Fipp%)+

+277% + 207p2B,, = 0 (31)

condicoes de contorno:
(1) = #(r) = 0 (32)
B(ry) = 0 B, = —fgemp=1 (33)

Supondo-se as perturbagdes da forma:

B = V*cos [2 gf p;] cosn( —T) e (34)
- _ I (0o —7)
7 = V cos? [2 7= 1)] sen n(9 T). (35)
onde
T *2
T = _[;02'*' 4]+Qn(p+[p2+T__]l/'2)+Ctee

4

7P é a coordenada do minimo relativo da menor tensdo principal, referido anteriormente.

Utilizando-se o método de Galerkin, nas equagdes diferenciais (30) e (31) com a
substituicao de (34) e (35) Obtém-se apos a integragio, uma equagao relacionando a
carga momento K * e o nimero de rugas n, supondo-se a existéncia de uma solugio nio
trivial para o problema.

Denominaremos de carga critica K* & menor carga momento das acima obtidas,
e com isso torna-se possivel obter o nimero de rugas @ que ocorrerd na membrana
deformada.
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RESULTADOS

Com a formulagio matemdtica até aqui desenvolvida, torna-se possivel obter o
nimero de rugas para a membrana de borracha, com as seguintes dimensdes:

ro = 5.20cm
r1 = 1.08cm
ho = 0.10cm

em que foi aplicada uma forca 7* de 10.387, obtendo-se para deslocamento maximo
z=7.78 cm.
Através da metodologia descrita, obtém-se a tabela abaixo:

K* 3.67 3.57 3.56 3.54 3.62 3.70 3.80
n 7 8 9 10 11 12 13

Tabela I. Relagio entre rotagao e niimero de rugas.

indicando a carga momento critica, K * = 3.54, que corresponde 3 formagio de 10 rugas.
Rugas estas que podem ser visualizadas na Fotografia 1 e 2.

CONCLUSOES

Nos exemplos rodados observou-se uma total concordincia entre os resultados
obtidos para carga momento critica e os resultados em*, onde utilizou-se o critério
da menor tensdo principal. ‘

A pequena discrepancia entre o nimero de rugas obtido experimentalmente e
numericamente deve-se a diversos fatores, sendo os dois mais importantes, a modelagem
do material como sendo neo-Hookeano, o que foi feito devido a simplicidade das
equagbes em detrimento do pequeno “necking” observado na membrana, tipico dos
materiais de Mooney-Rivlin e a precariedade do trabalho experimental, que tinha como
objetivo somente uma andlise qualitativa do problema.

Em futuro préximo pretende-se incorporar ao problema matemadtico, maior nao
“linearidade do material a fazer um estudo experimental cuidadoso do problema aqui
estudado.
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Fotografia 1. Membrana deformada.

Fotografia 2. Membrana deformada com rugas imprimidas.
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