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RESUMEN

Se presenta una formulacién para las relaciones constitutivas viscoeldsticas de sélidos
estructurales basada en el concepto de variables de estado, enfatizando algunas caracteristicas
particulares del hormigén. Combinando estas ecuaciones con un método variacional adecuado
para representar procesos incrementales en deformaciones finitas se obtiene la correspondiente
formulacién de elementos finitos que es aplicada a problemas de estabilidad, de estructuras no
homogéneas y de relajacién térmica.

SUMMARY

A unified formulation for the viscoelastic constitutive relations of structural solids based
in the state space concept with emphasis in concrete-like materials is presented. The equations
are combined with a variational principle adequate for finite deformations in order to obtain
a Finite Elements formulation, which is applied to stability problems, to non-homogeneous
structures and to the analysis of thermal relaxation.

INTRODUCCION

Las técnicas de andlisis viscoeldstico pueden ser reunidas en tres grupos principales:

i) soluciones cuasi-estaticas
ii) técnicas operacionales
ili) métodos discretos

Las soluciones cuasi-estaticas utilizan propiedades elasticas “equivalentes a” o
“reducidas de” las propiedades viscoelasticas reales, para ciertas condiciones de carga,
tiempo o temperatura. Al desconocer los detalles de las historias de carga y condiciones
ambientales, estos métodos introducen aproximaciones en general no acotadas, pero son
muy ttiles en circunstancias especiales o para andlisis preliminares®

Recibido: Junio 1988

©Universitat Politécnica de Catalunya (Espafia) ISSN 0213-1315 125



126 G.J. CREUS

Las técnicas operacionales y en particular las transformadas de Laplace y Fourier
son aplicables a materiales lineales y sin envejecimiento. La inversién de las
transformadas puede ser realizada en forma numérica?®.

Las formulaciones directas, que llevan en consideracién la historia del proceso,
son generales y pueden expresar las relaciones constitutivas en forma diferencial o en
forma integral. Los métodos numéricos y programas computacionales para el analisis
de estructuras complejas sometidas a cargas arbitrarias han tenido en los 1ltimos veinte
afios un desarrollo explosivo. Muchos programas de interés practico para el andlisis de
problemas reales pueden ser utilizandos en ordenadores de bajo costo; de esta manera
resulta actualmente méas expeditivo realizar un andlisis con procedimientos numéricos
en base a teorias “exactas” que intentar alguna solucién simplificada - generalmente
correspondiente a las aproximaciones denominadas cuasi-estdticas.

En este trabajo que es una extension de la referencia 3 presentamos una formulacién
unificada para el andlisis computacional de estructuras construidas con materiales
viscoeldsticos lineares (en particular hormigén bajo cargas de servicio), basada en el
método de los elementos finitos y en el formalismo de las variables de estado.

En la segunda Seccién partimos de la formulacién funcional que para el caso lineal
es introducida a través del teorema de Riesz como una relacién integral, que tomamos
como referencia, pero dando mayor énfasis a la representacién diferencial en base a
variables de estado, basada en trabajos de Onat* y que puede ser obtenida de la anterior
en forma matematica y termodindmicamente consistente y es mdas adecuada para el
analisis incremental en el tiempo. Esta formulacién contiene como caso particular las
representaciones clasicas en base a modelos reolégicos pero es mas amplia y puede ser
generalizada al caso de la viscoelasticidad no lineal. Son incluidas algunas expresiones
usadas para representar la fluencia del hormigén y conceptos bésicos sobre analisis en
presencia de deformaciones finitas.

En la Seccién siguiente se generaliza la formulacién viscoeléstica introduciendo
como variables adicionales medidas del estado higrométrico, a fin de modelar efectos
como retraccién y fluencia de secado (“drying creep”). Se muestra nuevamente la
conveniencia de utilizar desde un principio formulaciones con variables de estado, para
su posterior generalizacién inclusive al caso no lineal. Desde el punto de vista numérico
esta formulacién conduce a problemas similares a los estudiados en consolidacién de
materiales porosos con difusién, bastante comunes en ingenieria de terrenos. En el caso
del hormigén, investigaciones pioneras en ese sentido han sido realizadas por el grupo
de Argyris®. .

En la cuarta Seccién presentamos la formulacién en elementos finitos utilizando
un principio variacional debido a Hill® que es particularmente conveniente para analisis
incrementales. Se muestra que de esta manera los efectos viscoeldstico y no lineal se
desacoplan permitiendo una solucién simple del problema.

Finalmente, en la dltima Seccién se presentan varios ejemplos resueltos con
diversos programas, pero siempre con el método incremental y aplicacién de cargas
viscoelasticas. Estos ejemplos incluyen analisis de estabilidad en el tiempo de
reticulados planos con deformaciones finitas, andlisis de estructuras de porticos
homogéneos y no homogéneos (con vigas mixtas acero-hormigén) y estados planos de
tensién con no homogeneidad decorrente de distribucién no uniforme de temperatura.



VISCOELASTICIDAD LINEAL EN HORMIGON ‘ 127

RELACIONES BASICAS DE LA VISCOELASTICIDAD LINEAL

La forma mads general de relacidn constitutiva para un material ineldstico es

t
5(2’ t) =D [o(f> T)] i (1)

que simplemente indica que la deformacién e{z,t) en el punto = y en el instante ¢
depende de la historia de tensiones o(z,7) aplicada en ese punto desde un tiempo 7o
inicial asumido como referencia y el instante actual ¢.

0,6 pueden ser interpretados como tensores (con componentes cartesianos
0ij,€i5;%,7 = 1,2,3) o como componentes aislados. Qué caso corresponde quedard
claro por el contexto y cuando sea necesario, los subindices serdn usados explicitamente.
Asimismo, la dependencia sobre la particula z serd en general sobrentendida.

Esta representacién se torna simple y 1itil en el caso de la viscoelasticidad lineal. El
conjunto de todas las historias de tensidén es un espacio de Hilbert y de acuerdo con el
teorema de Frechet-Riesz cada funcional lineal acotado en un espacio de Hilbert tiene
una representacién como producto interno™®. |

e(t) = l t D(t,7) do(r) 2)

o bien

et) = /;: D(t, 1) o(r)dr + Z D(t,n)Ao(m)

:

El segundo término en el segundo miembro lleva en consideracién el efecto de
variaciones bruscas de tensién para las cuales la derivada o no esta definida, y es
normalmente sobreentendido. '

Consideremos ahora una historia especial, el caso de un impulso de tensién, dado
por

0 , t<T
He-my={] {57

En esta historia el material es mantenido descargado hasta un cierto tiempo r cuando
es suibitamente cargado con una tensién unitaria que es mantenida constante de alli en
adelante. En (1) tenemos ahora una funcién de dos variables en lugar de un funcional
porque esta historia es completamente especificada por dos valores, el valor del impulso
de deformacién og y el tiempo 75 en que tomé lugar. Substituyendo la (3) en la (2)
tenemos

(3)

e(t) = D(t,7,)
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donde la funcién de fluencia D(t,7) puede ser interpretada comoD(t — 7,7) en el caso
general (con envejecimiento) y como D(t —7) en el caso invariable. Otras formas ttiles
pueden ser ficilmente obtenidas. Por ejemplo, integrando (2) por partes tenemos

e(t) = Z—((% + / : d(t, 7)o (r)dr (4)
donde

E(t) = 1/D(t,1)

aD(t, )

d(t,7) = — 5,

También puede ser tutil la relacién

é(t) = %% + /T t D(t, 7)do(r) (5)

obtenida derivando (2) con relacién al limite superior mediante la férmula de Leibnitz.
Existe una formulacién dual equivalente, que coloca las deformaciones como variables
de control. Asi tenemos, por ejemplo

o) = [ B(t,7) de(r) )

donde E(t,7) es denominada funcién de relajacién. De (2) y (6) podemos establecer

¢
/ D(t,7)dE (1,7,) = H (t — 7,)
To

que permite calcular una de las funciones bésicas una vez conocida la otra. Vemos que
en general (caso de materiales con envejecimiento) D y E dependen de dos argumentos:
el tiempo t de observacién y el tiempo T en que es aplicada la solicitacién. En algunos
casos (materiales sin envejecimiento o invariantes) dependen sélo de la diferencia (t—7).

Representacién mediante variables de estado

Representaciones funcionales del tipo (1), etc. demandan el conocimiento de toda
la historia pasada de deformacién a fin de predecir la respuesta futura. Esta es una
demanda filoséficamente exagerada y fisicamente irrealizable. Algunos materiales reales
pueden ser representados mediante expresiones del tipo (2), si se introduce el concepto
‘de memoria evanescente (“fading memory”), como postulado adicional que establece
que las solicitaciones ocurridas en el pasado mas lejano no tienen importancia. Adn
asi, la necesidad de considerar largas historias en cada uno de sus detalles significativos
resulta costoso desde el punto de vista computacional. Particularmente para analisis
numéricos resulta conveniente el uso de una representacién en funcién de variables de
estado. Para fundamentar heuristicamente esta representacidn se debe aceptar que las
propiedades ineldsticas del material pueden ser descritas (al menos aproximadamente)
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por medio de un conjunto de cantidades tensoriales que en un sentido de promedio
global miden las mudanzas microestructurales que toman lugar en un dado material
durante una dada historia de deformacién. El estado de una particula material es
definido a través de la tensién y de otras funciones de estado y variables internas,
consideradas como variables de estado.

Este concepto es aplicable a materiales que en el curso de su deformacién sufren
cambios microestructurales que resultan en propiedades mecanicas que dependen de la
historia porque la historia altera el material; es evidente que en estos casos la estructura
interna debe contener a cada instante informacién sobre sobre la parte significativa de la
historia de deformacién pasada. Los metales en relacién a la plasticidad y el hormigén
en relacién a la plasticidad y la viscoelasticidad pertenecen a esta categoria. Podemos
esperar entonces que el efecto macroscépico de estas modificaciones microscépicas
pueda ser representado por medio de un conjunto de n variables internas £ que en
un cierto sentido promedio representan los cambios microscépicos. Las £ son en
general cantidades tensoriales de diferentes érdenes. El espacio de los estados es
S ={o,6} ¢ RY. Un punto en S es indicado por un conjunto ordenado de N nimeros
reales. Se asume que el estado de una particula es completamente determinado por un
punto en S. Un proceso de deformacién aneléstico es representado por una trayectoria
en el espacio de estados. En este caso o y £ son las variables de estado. Otras cantidades,
como el tensor de deformaciones ¢ son funciones de estado definidas sobre S. Al igual
que en el caso de la representacién funcional podemos usar a € como variable de estado
en lugar de o.

Lo anterior es expresado formalmente

€= f(O’,f)
é: 9(0’5)

donde la segunda expresién es conocida como ley de evolucién. Notamos que las
ecuaciones clasicas de la plasticidad incremental vienen dadas en esta forma. La
elasticidad corresponde al caso en que no existen variables de estado aparte de € o de
o. Una transicién eldstica es la que toma lugar para valores constantes de £ (sobre el
hiperplano £ = const. en S). Muchos materiales viscoelasticos bajo cargas o descargas
rapidas y materiales elastoplasticos bajo cargas reducidas se comportan (al menos en
un sentido aproximado) elasticamente. En el caso lineal, las relaciones anteriores toman
la forma

=a 0+ az €

L (7)
b10’+bg§+b30’+b4£=0

A continuacién veremos como se puede colocar a una formulacién viscoelastica de
tipo (4) en la forma (7).
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Relacién con la representacién integral

Consideremos por simplicidad el caso invariante de la expresién uniaxial (4).
Desarrollando el nicleo d(t — ) en la forma

d(t—1) Z a; et~ ~ITi

de serie exponencial podemos obtener una aproximacién tan buena como sea necesario
incluyendo suficiente nimero de términos. Si definimos las n cantidades

t
&,:/0 g~ T g(r)dr ; i=1,...,n (8)

podemos ver que

( n
e(t) = —=
FY (©)
Por otro lado, derivando la (8) con relacién al extremo superior tenemos

fi-i-é

Ti:aia' : i=1,...,n (10)

Vemos que (9) y (10) junto con condiciones iniciales obvias equivalen a la
representacién (4). Cabe notar con relacién a esta representacién que:

i) Hemos reducido una ecuacién integral a un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales desacopladas; este cambio es favorable, especialmente desde el punto de
vista computacional, siempre que n no-sea demasiado grande; como veremos mas
abajo éste es el caso del hormigdn.

ii) La (10) representa un modelo reoldgico de tipo Kelvin-Voigt con muelle (a; T;)™*
y amortiguador a; 1. Otras representaciones similares correspondientes al modelo
de Maxwell pueden ser ficilmente obtenidas.

iii) El conocimiento de, o hipétesis sobre la microestructura del material pueden
ser utilizadas para escribir directamente ecuaciones del tipo (7) (Ver la préxima
Seccidén). :

Para el caso de materiales con envejecimiento podemos partir de la (5) y con un
procedimiento similar llegaremos a ecuaciones del tipo

. o e
€=W+; &

51'*"6_1_01‘7

‘l
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Fundamentacién termodinamica

La energia libre complementaria en um elemento material, indicada por G(o,¢)
es definida como una funcién de la tensidén ¢ y de las variables internas £. Puede ser
demostrado en base a consideraciones termodindmicas® que es

0G '
e(t) = 5; (11)
y que cada proceso de deformacién admisible debe satisfacer la desigualdad
0G ; '
—-£2>20 . 12
¢ (12)
Si postulamos para G la expresién cuadratica
o? 1 2
G'—2E-+-Al§,a'-{-2Blz (13)
y si adoptamos
oG
=H ¢ , H >
2%; ¢ \ 0 (14)
a fin de satisfacer la (12), tendremos de (11)
o
e=gtA

en tanto que (13) y (14) determinan
Hi&i+Biti=Aio

De esta manera hemos obtenido nuevamente las relaciones bésicas mostrando
que éstas cumplen con las limitaciones impuestas por las condiciones de disipacién
termodindmica. La forma lineal deriva del uso de una funcién cuadratica en (13), y
puede ser generalizada.

Generalizacién al caso de tensiones maultiaxiales y temperatura no
homogénea

En la representacién integral (2) la generalizacién al caso en que o es una teénsién
multiaxial se obtiene substituyendo D(t,7) por un operador tensorial de cuarto orden
con las simetrias correspondientes. Con la representacion en base a variables de estado
podemos escribir, para el caso isotrépo

0 ¢ 0 . ‘0 _
50=3—X+;€i ; ,~+§,3—ao?'o

- ,

8ij d a4, €

eij=22+26i ; it g = aisi;
=1
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donde ¢, s y €9, e indican las tensiones y deformaciones esféricas y desviadoras
respectivamente. Mas usual, al menos en aplicaciones en estructuras de hormigén
en el rango lineal, es asumir con buena aproximacién que el médulo de Poisson v es
constante, y que podemos escribir en la ecuacién (4) diju = E d{t,7) D;ji donde D;jp
es la matriz constitutiva eldstica.Por ejemplo, para una situacién de estado plano de
tensiones tenemos

1 —v 0
d,’jkg(t,‘r) =|—-v 1 0 d(t, T) (16)
0 0 14w

Con el método de las variables de estado podemos utilizar simplemente las (10) y
las pseudo-tensiones

011 = 011 — V 022
O33 = 032 — ¥ 011
T19 = 2(1 + v) 012

El concepto de variables de estado permite también la representacion de los efectos
térmicos de una manera bastante natural. Asi, es posible hacer que tanto el tiempo de
retardacién T; como la viscocidad 7; sean funciones de la temperatura §. Ajustando
convenientemente esta dependencia, podemos obtener variaciones en los valores iniciales
y finales y en las tasas de deformacién de acuerdo con los datos experimentales. En el
caso del hormigdn es conveniente recordar que cuando existe una historia variable de
temperatura ésta influye en el proceso de envejecimiento del material, que puede ser
acelerado o retardado. Por tanto, es mdas conveniente usar, en lugar de la edad o la
temperatura, a la “madurez” m como variable de estado adicional, escribiendo

m-{—%:ag

donde a y T,, son constantes. En lugar de la (10) tendremos ahora

§i

&+ T 8) - a;(m,0) o (17)

Relaciones empleadas para el hormigén en estructuras simples

Obviamente, las ecuaciones anteriores comprenden como casos particulares a las
férmulas de Dischinger y Arutyunian que corresponden respectivamente a un modelo
de Maxwell y a un modelo standard con coeficientes variables’.

En el analisis de estructuras simples son corrientemente utilizadas relaciones dadas
por normas , basadas en resultados experimentales sobre gran cantidad de especimenes
y que llevan en cuenta de manera aproximada las caracteristicas generales de los
materiales empleados y las condiciones ambientales. Naturalmente, no cabe esperar



VISCOELASTICIDAD LINEAL EN HORMIGON 133

una aproximacién exacta de los resultados reales, mas pueden ser usadas para proyecto,
particularmente si se trabaja considerando hipdtesis de maxima y minima deformacién
asumiendo un intervalo de conflanza estadistico adecuado. El Cédigo Modelo CEB-FIP
establece una relacién basada en la férmula de Dischinger mejorada'®, que puede ser
aproximada con la formulacién presentada en este trabajo de la forma

D(t,7) = E% + z:; /T: Ei,(l - e_(t_f")"T") a;—g_r)d‘r + /: U(r)o(r)dr  (18)

El primer término del segundo miembro corresponde a la deformacién inicial.
Este término incluye una parte no reversible que puede ser considerada como una
deformacién viscoeldstica con tiempo de retardacién muy reducido, para acomodarla
dentro de una ley lineal.

El segundo término es la deformacién eldstica diferida. Para representarla fueron
utilizados elementos Kelvin, con constantes determinadas en forma computacional.
Para garantizar un error maximo del 5% con relacién a los valores del CEB es suficiente
utilizar una cadena con dos elementos Kelvin'®*. Un ejemplo de esta aproximacién es
indicada en la Figura 1. El dltimo término de la (18) corresponde a las deformaciones
irreversibles correspondientes aun elemento tipo Maxwell con viscocidad variable.

T T T T

DESPLAZAMIENTO AXIAL

A :Expresidn analitica del CEB
4 4 B: Programa

0 LOG { TIEMPO} |
0 3DIAS 1 28DIAS 2 365DIAS 3 4

Figura 1. Comparacién de los resultados computacionales con las curvas del CEB.

Deformaciones finitas

Las formulaciones anteriores pueden ser generalizadas al caso de deformaciones
finitas con relativa facilidad definiendo las variables adecuadas®. [Este tipo de
generalizacién formal debe ser validado con verificaciones experimentales para los
materiales de interés. Consideramos procesos de deformacidéncaracterizados por la
relacién
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z(t) = &(X)
donde z indica la posicién actual (deformada) de una particula originalmente en
posicién X. La velocidad correspondiente es indicada con ¢ = wv. Localmente
aproximamos la deformacién mediante el gradiente de deformacién
o}
F=—
0X
y el gradiente de velocidad
v .
L=-—=FF"
Oz

El gradiente de deformacién pude ser descompuesto multiplicativamente en la forma

F=RU=VR

donde U y V representan cambios de forma referidos a la configuracién original y
deformada respectivamente y R es la correspondiente rotacién rigida. Los tensores de
Cauchy-Green C' y B y el tensor de deformacién especifica de Green F estdn dados
respectivamente por

C=FTF=02
B=FFT = y?
2E=(C-1)

donde I es el tensor unitario.

En este trabajo estamos interesados en formulaciones de tipo lagrangiano
actualizado que son convenientes del punto de vista numérico. Estas formulaciones
toman el estado actual de deformacién (en el instante t) como configuracién de
referencia. En estas circunstancias

FE=R=U=V,=1

y las partes simétrica y antisimétrica de L ,

2D =(L+LT) =1,

oW =(L-LT) =R,

coinciden con los valores instantaneos de la velocidad de deformacidn y la velocidad de
rotacion.
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Indicamos con o el tensor de tensiones reales (Cauchy) en la configuracién actual y
con Py S el primero y segundo tensores de tensién de Piola-Kirchhoff respectivamente:

P =(detF)o FT
(19)
§=(detF) F'o F7T

Derivando (19) con relacién al tiempo y haciendo F = I para la configuracién de
referencia obtenemos las tasas '

P=octrD-Lo+o¢o
S:atrD—La—ULT-{-(f
de donde
P=5+oIT (20)

Observamos que para la configuracién de referencia ¢ = P == § pero las tasas de
tensiones correspondientes no son iguales.
Con esta notacidn las relaciones viscoeldsticas pueden ser colocadas en la forma'®

E(t) = /: D(t,7) dS

o en una forma equivalente en funcién de variables de estado. En cualquier caso
podremos colocar, en forma incremental

S=E (D - D,) (21)

donde D, corresponde a las deformaciones diferidas y la matriz constitutiva eldstica M
serd en general diferente de la usual.

EL HORMIGON COMO MATERIAL ADSORBENTE-POROSO

Es bien conocido el hecho de que las deformaciones lentas del hormigén tienen
caracteristicas que las diferencian del comportamiento viscoeldstico de los materiales
simples. Para comenzar, existen deformaciones lentas que toman lugar en ausencia de
tensiones externas y son debidas a mudanzas en el estado higrométrico de la atmédsfera
que rodea al hormigén: fenémenos de retracciéon e hinchamiento (entumecimiento).
Estas deformaciones son no homogéneas y dependen del tamaiio del espécimen. Las
deformaciones bajo carga también dependen del tamafio del espécimen cargado y
de sus condiciones higrémetricas. Este tipo de comportamiento es caracteristico de
materiales denominados en general “adsorbentes porosos”. Existen numerosas hipétesis
microestructurales que intentan explicarlo y un cierto consenso de que es resultado de
la interaccién de varios mecanismos no bien comprendidos. Un estudio completo de
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esos procesos debe incluir las interacciones con moléculas del sélido y el fluido y la
geometria de las interfases. En estas circunstancias, parece conveniente desarrollar
una formulacién fenomenoldgica que no dependa de cualquier teoria microestructural
en particular, pero permita formular ecuaciones adecuadas a ciertos mecanismos
particulares conocidos o supuestos. En lo que sigue, estableceremos relaciones
constitutivas generales en forma funcional, basadas iinicamente en ciertas hipétesis muy
generales. A continuacién las colocaremos en el formalismo de las variables de estado.
Finalmente mostraremos como puede ser modelado el comportamiento correspondiente
a un modelo microestructural especifico.

Hipdtesis y variables basicas

Consideraremos las deformaciones isotérmicas y cuasi-estaticas de un cuerpo poroso
en presencia de un fluido (gas o liquido) adsorbible de concentracién no homogénea, en
general variable con el tiempo. En esta situacién, el cuerpo en general se deformara
de manera no homogénea, la distribucién de fluido dentro del sélido serd inhomogénea
y existird difusién dentro de los poros. Este esquema parece incluir todas las ideas
generalmente aceptadas con relaciéon al fenémeno en estudio. Para describir esta
situacién debemos introducir ecuaciones constitutivas y leyes de conservacién en funcién
de las variables apropiadas. Estas variables serdn introducidas como campos continuos,
en la hipdtesis que el tamafio de los poros es mucho menor que la dimensién del
cuerpo. Ademds estaremos interesados en medir y predecir cantidades que representan
localmente promedios tomados sobre un volumen V que es mucho menor que la
dimensién del cuerpo y cuya variacidn sobre el volumen V es suave.

La formulacién serd restringida al caso de deformaciones pequeiias. El contenido
especifico de fluido es indicado con w(z,t) y es la relacién entre la masa del fluido y la
masa del esqueleto sélido que ocupa el mismo volumen V en la vecindad de z. El fluido
contenido en V estd parcialmente adsorbido y parcialmente libre. Contenidos parciales
de fluido adsorbido y fluido libre pueden ser definidos cuando sea necesario.

La concentracién h(z,t)} del fluido libre dentro del sélido es definida como la masa
de fluido por unidad de volumen de fluido libre. En el caso particular del hormigén,
h serd en general una funcién de la humedad. Para definir de manera operacional la
concentracién dentro del sélido, podemos usar un método similar al empleado para
definir el estado de tensiones. Asi, podemos imaginar aislado un cubo elemental
dentro de la masa del sélido, centrado en el punto z, sujeto a las tensiones que
mantienen su equilibrio estatico y sujeto a una concentracién h que determina balance
de concentracién en ese punto. Dado que los poros estdn en contacto con el fluido, la
concentracién en el contorno del sélido es la concentracién del fluido que que lo rodea.

El flujo de masa del fluido es representado por un campo vectorial g(z,t), sujeto a
la ley de conservacién usual. '

Finalmente, consideramos fuerzas de contacto sobre el sélido, que pueden ser
aplicadas sin interferir con el fluyjo de gas. El tensor de tensiones de Cauchy o(z,?)
es definido dentro del dominio ocupado por el cuerpo, satisfaciendo las condiciones de
equilibrio interno y la condicién de equilibrio con las fuerzas exteriores sobre el contorno.
Asumimos la hipétesis de que el movimiento del sélido es cuasi-estatico y que las fuerzas
de inercia asociadas con el movimiento del fluido son también despreciables.
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Relaciones basicas

Las consideraciones fisicas y fenomenolédgicas anteriores conducen a la hipétesis
de que, para los materiales considerados la tensién o(z,t) y el contenido especifico de
fluido w(z,t) son funcién de las historias de deformacién y concentracién, es decir'?

t
o(z,t)= F E(Z,T);h(z"")]

T =T

(22)

t
w(z,t)= G e(:c,r);h(w,‘r)]

T =7

donde F y G son funcionales de los argumentos indicados. Las ecuaciones (22)
pueden ser consideradas como una generalizacién de la (1). La dependencia sobre
la deformacién e(z,t) introduce el efecto de acoplamiento observado en fenémenos
reales. La dependencia sobre la historia aparece por causa de la presencia de fenémenos
de relajacién interna y/o por causa de la existencia de procesos irreversibles. Para
completar esta formulacién debemos considerar el flujo de fluido. Aqui introducimos
la hipétesis de que

g(z,t) = C grad h(z,t) ’ (23)

donde C es un funcional de las historias de deformacién y concentracién. Para un
material dado debemos especificar los funcionales de interés, F,G y C. Para este
propésito debemos hacer algunas hipétesis adicionales. Comenzaremos por analizar el
caso de materiales con respuesta lineal e isotrépica.

Materiales isétropos lineales

Asumimos ahora que el material es isétropo en su estado inicial y también que la
dependencia de la tensién o(t) y el contenido de fluido w(z, t) sobre las historias de e(t)
y h(t) es lineal. Puede ser mostrado que con esta hipStesis y para el caso de materiales
invariables los funcionales en (22} aceptan la representacién

t t T .
o(e,t) = /0 OM(t — r)dr + I /0 L(t - m)tr é(r) + T /0 Ay (t - T)h(r)dr o

w(z,t) — wo = /Ot Ax(t — T)tr E(T)dT + /Ot as(t — )h(7)dr

donde los nucleos son funcién de los argumentos indicados e I es el tensor identidad. La
forma isétropalineal de la ecuacidn de flujo (23) es obtenida simplemente substituyendo
C con una constante. Notamos que si la (24) hubiera sido establecida en la forma dual
con tensiones como input, estableceria en forma natural la separacion de la deformacién
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total en componentes que pueden ser interpretadas como fluencia bésica y fluencia de
secado (“basic creep” y “drying creep”).

Representacién mediante variables de estado

Aplicaremos la misma metodologia de la seccién anterior, asumiendo que los niicleos
en (24) pueden ser representados por una suma de exponenciales. El primer niicleo,
por ejemplo, con la forma

J
M@Et)=Y" M, et

oa=1

Definimos un conjunto de variables

t
o = /0 e~ (t=7)/Ta é(r)dr ; a=1,---,j7

y procedemos de la misma manera con los otros nicleos, introduciendo los conjuntos
de variables £g (B =7+ 1,..,k); & (y=k+1,..,L); & (6 =L +1,...,m); &
(v = m+1,...,n). Entonces las (24) pueden ser escritas, en funcién de las nuevas
variables, en la forma

J k L
0=2% Muba+I( Y Lpts+ Y Asty)

a=1 B=7+1 y=k+1
. ; (25)
w-wo=2 Y, Awl+ Y, An &
§=L+1 v=m+1

Las correspondientes leyes de evolucién son obtenidas, de nuevo, diferenciando (25)
con relacién al tiempo, por ejemplo

éa = _f_a + €
T
Ecuaciones similares pueden ser obtenidas para las otras variables. Cuando las
variables de estado son introducidas sin referencia a una representacién integral,
obtendremos en lugar de las formas candnicas una ley de evolucién que incorpora
ecuaciones lineales acopladas de las coordenadas de los vectores de estado y las
cantidades que definen la tasa de la variable input.

Material adsorbente poroso con relajacién interna

Cuando se usa una representacién basada en el concepto de estado, el conocimiento
de la estructura interna del material o las hipdtesis hechas con relacién a esa estructura
permiten estimar la forma de la representacién y el nimero de variables internas a
considerar. Para mostrar esto postularemos un material con una dada estructura
interna y procederemos a la obtencién de las correspondientes ecuaciones constitutivas.
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Sea un material adsorbente poroso compuesto de un esqueleto sélido eldstico que
contiene poros de dos tipos diferentes. Asumimos que una red de poros relativamente
grandes se extiende sobre el cuerpo; la mayor parte del flujo de fluido adsorbible a
través del cuerpo y entre el cuerpo y el exterior toma lugar en esos poros. Ademds,
postulamos la existencia de un gran ntimero de poros menores que son tributarios
de los mayores. Esta hipdtesis microestructural sugiere que las siguientes variables
pueden ser apropiadas para la descripcién del estado local del material en un instante
dado t: h(t), la concentracién promedio del fluido libre dentro de los poros mayores;
we(t), el contenido especifico de fluido adsorbido; €(t), la deformacién especifica del
material sélido. h(%) y w,(t) definen el estado del fluido en los poros grandes y pequefios
repectivamente. En un elemento que ha alcanzado el estado de equilibrio, w,(t) serd una
funcién de los valores actuales de h(t). Pero en un elemento que no estd en equilibrio
(de difusién y adsorbsién) la difusién del fluido de los poros grandes a los pequefios
continua , dando lugar a un proceso de relajacion interna. Esta observacién indica que
wq(t) debe ser considerada una variable de estado independiente.

Considerando entonces que en ¢ = 0 el material es isdtropo y estd en equilibrio
rodeado por un fluido de concentracién h{t), que los correspondientes valores en
equilibrio para los contenidos total y adsorbido de fluido son wp y weo respectivamente
y que estamos interesados en el estudio de pequefias desviaciones desde ese estado de
equilibrio, podemos escribir, en base a (7)

o = 2#6 + )A(t'f‘ 5)} + Ibl(wa et wag) + .{Cl(h et }Zo)

(26)
w — wg = (Wg — Wao) + b2 tr £ + b3(h — hy)
y como ecuaciones de evolucién
E=E€.
h=h (27)
Wy = —wL_,fzﬁ‘ﬁij‘; tr € +bs(h—h)+cotr é+csh
Notamos que las constantes A\, p y b1,...,b5, ¢1,...,c3 son en general funciones

del estado inicial. En particular, si hg = 0 y wo = 0 entonces los coeficientes by y by
deben ser nulos pues de otro modo las ecuaciones (26) y (27) predecirfan el incremento
de contenido de fluido para un material “seco” en atmdsfera “seca”. Podemos todavia
reducir el ndmero de constantes en las relaciones constitutivas (26) y (27) tomando
€1 = ¢3 = ez = 0. Las hipdtesis adicionales introducidas de esta manera son consistentes
con las hipétesis originales relativas a la estructura del material y al tipo de problema
considerado. Por ejemplo, ¢; = 0 corresponde al hecho que la presién del fluido libre
es del orden de la presién atmosférica y por lo tanto su efecto mecdnico directo es
despreciable. Por otro lado, ¢ = ¢3 = 0 indican que un cambio brusco en h y € no
producen un cambio brusco en w,. Esto es consistente con nuestras hipétesis, dado
que un aumento de w, toma lugar mediante la difusién a través de los poros pequefios
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y este proceso necesita de un periodo de tiempo del orden de T'.
Integrando (27) para un par de historias ¢ y h y con las correspondientes condiciones
iniciales y combinando las expresiones resultantes con (26) obtenemos

¢
o(z,t) = 2ue(z,t) + I(A tr (e, t) + b1b4T/0 (1- e"(t_rl)/T)tr é(z, T)dT)
t .
+ I(bbsT / (1 = e~z 1)dr)
0
(28)

w(z,t) — wo = by tr e(z,t) + ba(h(z,t) — ho)
t 3
+ T/ (1= e TYou tr é(z,7) + bsh(z, 7)dr
0

Notamos que las (28) son de la forma (24), indicando que las hipétesis hechas con
relacién a la estructura interna del material nos han permitido construir los nicleos
de la correspondiente representacién integral. Estructuras internas mas complicadas
que asignen comportamiento viscoelastico al material del esqueleto e introduzcan
varios tipos de relajacién adicional para la difusién del fluido en los poros producirdn
ecuaciones constitutivas del tipo (24) con nidcleos mis complejos. La formulacién
anterior puede también ser extendida al campo no lineal fisico, considerando por
ejemplo un esqueleto de material elastoplastico y/o leyes no lineales de difusién. En
este caso no obtendremos relaciones del tipo (24), pero podremos trabajar directamente
con la representacidén en variables de estado.

FORMULACION PARA ELEMENTOS FINITOS

A continuacién presentamos en forma resumida la formulacién correspondiente al
analisis por elementos finitos. Para aplicarla en un ejemplo que considera deformaciones
finitas, estableceremos las ecuaciones para este caso general, cuando la estrategia de
solucidén es del tipo denominado “lagrangiano actualizado”, que toma la configuracién
actual como configuracién de referencia. La formulacién normal, correspondiente a
deformaciones pequefias aparece como caso particular.

Principio variacional incremental
La condicién de equilibrio en la configuracién de referencia puede ser colocada en

funcién del primer tensor de tensiones de Piola- Kirchhoff en la forma

divP+b=0

Integrando esta relacién sobre un campo de velocidades compatible obtenemos el
principio variacional propuesto por Hill® que para el caso en que la configuracién de
referencia coincide con la actual puede ser escrito
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/P .6Ldv:/ t. 6vds+/ b .6vdv (29)

o en vista de la (20)

/{5 5D + %o‘ .5(LTL)}dv':/ i.&vd5+/ b. §v 6v (30)

El punto superpuesto indica como de costumbre tasas con relacion al tiempo, b es
el vector de fuerzas de cuerpo por unidad de volumen y f es el vector de fuerzas de
contacto por unidad de superficie, siempre para la configuracién, de referencia. En el
caso de pequefias deformaciones substituyendo P = ¢ en la (29) tenemos la relacién
usual

/zf F) édv:/ i.6vdS+/ b .5v §v (31)

Elementos finitos

Interpolando las velocidades dentro del elemento en funcién de las correspondientes
incégnitas nodales V en la forma

v(z) =N(z)V
podemos también escribir
D=BYV
L=NYV

Substituyendo éstas y la (21) en la (30) obtenemos, para un elemento genérico, una
matriz de rigidez de la forma

K :/ BT E B do, +/ ¥ oW do, (32)

El primer término K§ representa la parte lineal y el segundo término K§ la parte
no lineal corrientemente denominada matriz de rigidez geométrica. El vector de fuerzas
nodales es dado por

p;:/ (BT B D, + NT b)dv,_.+/ NTi ds (33)
|\ 8o

donde estan incluidas las fuerzas derivadas de la deformacién viscoelastica. La ventaja
de este planteamiento es que separa los efectos de tipo geométrico de los efectos
viscoeldsticos y por lo tanto puede ser resuelto computacionalmente con métodos
convencionales.
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Integracién en el tiempo

Consideremos ecuaciones de evolucién del tipo

E+5=g (34)

El algoritmo de integracién mas simple es el proceso directo de Euler:

€nt1 = (1 - %)fﬂ + gn Al

que necesita unicamente de los valores de las variables de estado al principio de cada
intervalo, que son al mismo tiempo las condiciones iniciales. Su principal inconveniente
es que para garantizar estabilidad de la solucién el maximo intervalo de integracién
debe ser del orden del menor tiempo de retardacién. Por otro lado, considerando a
la funcién g(¢) como sectorialmente lineal podemos integrar (34) en forma analitica
exacta, encontrando la relacién

At _
. —At[Ty _ ,—At/Ty, it —-At[Tn _ Initl — In 2
bnpr = e 8 Tngy 4 (1 - e T) g, T 4 (Tn +e 1) et ng:
Para valores constantes de g(¢) en cada etapa podemos también escribir
bni1 = e ATng 4 (1— e BM/Te) g, (35)

Otros métodos de integracién mds sofisticados pueden ser encontrados en la
referencia 13 entre otras.

EJEMPLOS

Deformaciones finitas y estabilidad de reticulados viscoelasticos

Para el caso de una barra de longitud L, drea A y mddulo eldstico E, originalmente
en la direccién del eje z , las funciones de interpolacién estan dadas en la forma

U1
[u] _ [l—z/L 0 z/L 0 i| _ N Ue
v] 0 (—=z/L) 0 =z/Lj|Uy| "~

Va

donde u y v son las velocidades en las direcciones 2,y y U; ,V;3 y U2,V2 son los
correspondientes valores nodales. Determinando las correspondientes matrices B y
N , substituyendo en (32) e integrando tenemos las matrices de rigidez
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10 -1 0 1 0 -1 0
e _EA]l 00 00 ] e N 0 1 0 -1
Kp = L |-1 0 10 ’ KG‘L -1 0 1 0
00 00 0 -1 0 1

donde ¢ fue substituido por N ,V fuerza axial en la barra (traccién positiva). Aplicando
la (33) obtenemos la carga viscoeldstica

P,=EAD,

O = O =

“Snap through” de un sistema de dos barras

Este ejemplo, indicado en Figura 2 es corrientemente empleado para la validacién
de métodos de analisis no lineal; aqui compararemos nuestros resultados con la solucién
viscoelastica de Hult'*, que usa una aproximacién en que se substituyen las funciones
trigonémetricas por el primer término de sus desarrollos en serie y por tanto sélo es
valida para valores pequefios del dngulo 6.

300 T T T T T T T T T T

Programa
200 -

100 A Analitico 4

CARGA P
(Kqg)
(o]

-100 1 4
B8,=5°
- - ” 4 -
2004 T Lrz g L2 Y
A=1cm2 E=1-106 Kgicm?
-300 =¥
s 3 1 -1 -3 -5

Figura 2. Estructura analizada y comportamiento eljstico.

La Figura 2 indica los resultados correspondientes al comportamiento eldstico,
obtenida por un proceso incremental (sin iteraciones) comparados con los resultados
tedricos.

La solucién viscoelastica tedrica puede ser obtenidos con relativa facilidad en el caso
del comportamiento correspondiente al modelo de Maxwell con ecuacién D = &+ %,
en la forma de una relacién entre el tiempo ¢ y el correspondiente valor de 8
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=T~ - 214

e -0 (36)

donde T y 7 son el tiempo de relajacién y el coeficiente de viscosidad del modelo y 6,
es 1a deformacién eléstica dada por AEG. (6% — %) = P.

4.0 T T T

3.6 4 4

s,

3.2 | MODELO DE MAXWELL

L]
o UTILIZADO
- - -
3 E 1106
2 28] E=1- ]
N=1-107
) BV 4
2.4 4 /| i
4
’I
7 4
e alls A
20 T T T o T
0 2 4
TIEMPO

Pigura 3. Comportamiento para el caso viscoeldstico. A: solucién exacta, B: Solucién
numérica.

Los resultados numéricos obtenidos y los correspondientes a (36) son comparados
en la Figura 3. El andlisis de esta estructura para el caso de un elemento tipo Kelvin
asi como el de estructuras reales con modelos reoldgicos mds complejos puede ser
encontrado en's.

Analisis de estructuras con viga mixta

Podemos analizar estructuras con barras mixtas'® (acero-hormigén) como la
indicada en la Figura 4, con las hipdtesis normales en el andlisis técnico de
vigas: deformaciones y desplazamientos pequefios, hipétesis de Navier (excluyendo el
deslizamiento entre acero y hormigdn, lo que es razonable en el periodo lineal), secciones
y propiedades constantes entre puntos nodales. En este caso la relacién variacional
se reduce al caso usual de pequenas deformaciones; por otro lado debemos llevar en
consideracién la presencia de dos materiales, uno solo de los cuales tiene deformaciones
viscoelasticas.

Para determinar las matrices de rigidez correspondientes al acero y al hormigén
interpolamos los desplazamientos llevando en cuenta las distancias al eje baricéntrico
de la seccién compuesta. Para la placa de hormigén, por ejemplo, es

BN i
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A
"] bc
+— 1
.ﬁu—
he _EC_ _____
T I 1 Ye
y
GR T
‘ Yd
ha e
,— | I
Figura 4. Pardmetros para el anilisis de la viga mixta.

donde y,. es la distancia entre el centro de gravedad de la placa y el del conjunto.
Interpolando los desplazamientos a lo largo del eje baricéntrico en la forma usual

u=v U*® v=2® V*

?

donde ¥ y @ son las funciones de interpolacién “exactas” para barras prismdticas

obtenemos de (37)

u, = N, U®
donde
RIS I
y de ahi
du,
S AR I s B
T bz?

donde €g. es la deformacién axial baricéntrica y x es la curvatura del eje de la seccién

de la placa.
Substituyendo el valor de B. en la expresién de la matriz de rigidez lineal e

integrando obtenemos
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r  Ag _ AL 0 _YcAc 0 Yche A
L L L L
_4A _Ac 0 YeAe 0 =y Ae
L L L L

0 0 128 6Ly 1255 6L
K¢ =E, i B B B
A A I I I I
i s A - ARSI 7
0 0o -12f -6l 125 6l
A A I I T I
[ wfle —wfhe 6y 2 -6l 4f |

donde E. es el mddulo de elasticidad del hormigdn e I.=I1+ Y2 Ac.

De la misma manera podemos obtener la matriz de rigidez para el acero que es
semejante a la anterior sélo difiriendo en los indices ¢ y a. La suma de las matrices de
rigidez K. y K, es la matriz de rigidez total. Para el caso de una seccién homogénea
recuperamos como es natural la matriz normal de barras homogéneas.

Las cargas viscoeldsticas son calculadas de acuerdo con la (33), donde para el caso
de barras en flexién es ¢ = {M, N}. Interpolando los valores de M y N en funcién de

los valores nodales

N =AN°®

M=T M*®
donde

A=[-1+z/L,z/L]
N®= [Nl,Nz]T
I'=[-2/2,1/2,-1/2(L — z),—1/2]

M® = [Q1, M1,Q2, Ma)T

Con estas substituciones y el valor de B, de la (38) tenemos

-




VISCOELASTICIDAD LINEAL EN HORMIGON 147

g'T 0 A 0

X, =0C, / de
L _yCQIIT _@IIT 0 T

Realizando las operaciones indicadas obtenemos P, = C, X, donde

i le - 'st 1
_(le - NZs)
le - QZ:
Mls - Q23 L— MZs

_(le - QZ.’)
L (M1, — Q15 L — Ma,) |

o
e
I
N —

Los esfuerzos que entran en el cdlculo de X, son determinadas con la en la forma

Xca:KcU‘Xcv—Xcr_Xct

donde el subindice s indica esfuerzos debidos a los desplazamientos descontando la parte
viscoeldstica, de retraccién y de temperatura.

Durante el andlisis incremental en tiempo, la rigidez de la barra varia por causa
del cambio en la localizacién de la linea neutra, debido a las deformaciones lentas
del hormigén. Este cambio determina la aparicién de esfuerzos normales parésitos
(no reales) debidos a los términos no equilibrados en K, y K.. En cada paso del
analisis temporal ese esfuerzo normal parasito debe ser anulado mediante un proceso
iterativo. La convergencia de este proceso es rdpida y en todos los ejemplos analizados
dos iteraciones fueron suficientes.

Efecto viscoeldstico en una viga mixta con carga constante: Este ejemplo,
indicado en la Figura 5 fue tomado de la referencia 16, y analizado mediante un modelo
standard sin envejecimiento para poder comparar los resultados, que en la referencia
son obtenidos en forma asintética. El andlisis numérico da los resultados indicados
en la Figura 5b, con dos iteraciones en cada intervalo, para el movimiento del plano
neutro.

Viga continua homogénea con descenso progresivo del apoyo central: Este
ejemplo fue tomado de la referencia 17 y estd indicado en la Figura 6 donde se indica la
variacién en el tiempo de la reaccién en el apoyo central dividido por el valor F,, que es
el valor de la reaccién instantdnea cuando el desplazamiento es introducido stibitamente
considerando el material como eldstico. En la referencia este ejemplo es analizado por
un método aproximado del tipo cuasi-estatico.

Consideramos dos casos: cuando el desplazamiento é es introducido subitamente en
To = 7 dias y mantenido constante hasta £ = 1000 dias, y cuando ese desplazamiento
es introducido gradualmente entre ¢o y el valor § en t; = 24, 104 y 379 dias y mantenido
luego constante hasta t;. Las propiedades mecénicas del material fueron tomadas del
CEB para una condicién ambiental CA=3 y espesor efectivo hp=40 cm, y un médulo
elastico de 250000 Kg/cm2. Se asume que la variacién del desplazamiento del apoyo
con el tiempo sigue la ley
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60 —3(t—tg)
— =1 — e(to.os—to)
oo

siendo t; = tg.95 el valor en que es completado el 95% del desplazamiento.

C
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Figura 5. Viga mixta simplemente apoyada con carga constante.
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Figura 6. Viga con descenso del apoyo central.
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Los resultados del andlisis son indicados en la Figura 6b en que el periodo t; — ¢
es igual a 0, 10, 90, 365 dias y 5 afios. El grafico muestra la variacién de de F/F,
con el tiempo, donde F, es la reaccién instantidnea para un desplazamiento aplicado
integrente a los 14 dias. La curva superior representa el caso en que t; — to es 5 afios y
no hay deformaciones viscoelasticas.

Estado plano de tensiones

Redistribucién de tensiones en la tapa de un reactor: La Figura 8 muestra la
importancia de la no homogeneidad en la distribucién de temperaturas, indicada en la
Figura 7.

Figura 7. Distribucién de temperatura.

Figura 8. Distribucién de tensiones equivalentes con y sin redistribucién viscoelastica.
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Se trata de la tapa de un vaso de presién, sometida a una carga repartida de 30
kg/cm2 sobre el perimetro exterior. Los valores graficados corresponden a tensiones
equivalentes (criterio de von Mises). Este ejemplo fue resuelto utilizando el mismo
método incremental con la matriz de ecuacién (16) y los efectos de temperatura
modelados con ecuacién (18). Mayores detalles pueden ser encontrados en la referencia
17.
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