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SUMARIO

Neste trabalho discute-se a utiliza¢ao da técnica de relaxagdo viscosa para a solugio de
equagdes do método dos elementos finitos, visando-se a sua implementagdo em computadores
de processamento paralelo/vetorial. Os problemas de convergéncia e nimero de iteragoes
foram minimizados de modo a obter-se um algoritmo segurc e versatil, que oferece as
seguintes vantagens: simplicidades de implementagédo , reduzida memdria central e facilidade de
refinamento e modificagbes da malha. Sdo apresentados estudos relativos a dois casos classicos
de leitura, tanto em regime linear quanto elastico plastico.

SUMMARY

This paper discusses the implementation of the accelerated viscous relaxation technique to
be used in nonlinear finite element analysis on vector/parallel computers. The resulted approach
have significant advantages: reduced central storage, great efficiency and the suitability for
adaptative finite element analysis. Two classic elasto-plastic cases are studied and the obtained
performance are examined for the linear and nonlinear ranges. Is the authors opinion that the
generated software can be considered as an engineering tool to treat complex problems with
economy and versatility.

INTRODUCAO

Os métodos de solugdo iterativas das equagdes do método dos elementos finitos
ficaram legados a segundo plano por longo tempo devido principalmente ao seu
desempenho computacional e caracteristicas de convergéncia. Porém, com o advento
dos grandes computadores de processamento paralelo/vetorial, surgiu a necessidade de
se desenvolver algotitmos que pudessem aproveitar todas as potencialidades oferecidas
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por este tipo de computador. Com isto, renovou-se o interesse pelo uso de solugdes
iterativas, que permitem uma abordagem do problema num esquema elemento-por-
elemento em computadores de processamento vetorial/paralelo.

Entre os métodos mais utilizados para a solugido de sisteas de equagdes algébricas
pode-se citar o método dos gradientes conjugados, o método de jacobi e as relaxagses.
Dos métodos relaxacao , destacam-se a relaxagdo dindmica, que se utiliza das equagdes
de analise dindmica (2) e a relaxagao viscosa que se utiliza das equagdes da viscosidade
(3). Assim, a solucdo do sistema de equagoes,

KU+F=0 (1
pode ser obtido através de:
MU+ KU+F=0 (2)
ou através de:
CU+KU+F=0 (3)

onde:

K=matriz de rigidez global

F=vetor de cargas nodais aplicadas

C=matriz de amortecimento ou caracteristicas viscosas
M=matriz de massa

U=vetor de deslocamentos nodais

U=vetor de velocidades nodais

U =vetor de aceleragdes nodais

Em ambos os métodos, as derivadas dos deslocamentos em relagio ao tempo sdo
aproximadas por diferencas finitas e as equagdes (2) e (3) sdo integradas ao longo do
tempo até que a solugdo estaciondria seja alcangada com U = 0 e U = 0. As matrizes
M e C sio escolhidas artificialmente na forma diagonal para que sua inversdo seja
imediata e conduza a solugio com o menor nimero de iteragdes possivel.

A solucdo exata da equac¢do homogénea do problema dindmico

MU + KU =0 (4)
¢ do tipo
U=a cos A+ bsen At (5)
enquanto que a solugdo da equagio homogénea do problema viscoso
CU+KU=0 (6)

é do tipo




ANALISE ESTRUTURAL NAO LINEAR UTILIZANDO-SE RELAXAGAQ VISCOSA 13

U =ae™ (M

e o tipo de convergéncia obtida nestes métodos estd mostrado na Figura 1.a e 1.b.

Embora ambos os métodos possam explorar a capacidade de processamento em
computadores paralelos/vetoriais, necessitam de uma criteriosa escolha de At, que
deve obedecer a seguinte inequagdo (8), para que ndo ocorra problemas de instabilidade
numeérica.
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1l.a Relaxac¢ao Dinamica. 1.b Relaxagdo Viscosa.

Figura 1. Convergéncia dos Métodos.

2
<
At< A max

(8)

_ O cédlculo de A max requer a solugdo do problema de autovalores de (4) ou (6)
dependendo do método utilizado. Em geral isto € contornado utilizando-se férmulas
expeditas, que levam em conta as caracteristicas fisicas e geométricas do elemento finito
utilizado na discretizagdo do problema. Ou, pelo teorema de Gerschgorin expresso por:

n ,
Amax € max Y _ |ayj| 9)
=1
sendo a;; os coeficientes da matriz A decorrente do problema de autovalor associado a
(4) e (6).

Estas formas de avaliacio de At embora resultém em valores seguros, superestimam
o valor de A max, tornando a solugdo demasiadamente lenta.

Quando se deseja uma andlise estatica em regime elasto-plastico, as matrizes M e C
da relaxagdo dindmica devem ser escolhidas o mais préximo possivel do amortecimento
critico da estrutura, para que nio ocorram oscila¢bes que deteriorariam os resultados.

J4 este problema ndo ocorre na relaxagio viscosa (R.V.) visto que sua convergéncia
é assintotica. Este fato torna a R.V. particularmente atrativa para a andlise estatica
em regime elasto-pldstico e tem passado aparentemente desapercebido pela maioria dos
pesquisadores que trabalham com procedimentos de relaxagdo .

Neste trabalho procurou desenvolver-se a R.V. propondo-se artificios que eliminam
as dificuldades de escolha de At e minimizam o nimero de iteragdes.
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IMPLEMENTACAO DO METODO DE RELAXACAO VISCOSA

Partindo-se da equagdo (3), transcrita abaixo,

CU+KU+F=0

a velocidade U ¢ aproximada por diferengas ﬁnitaé por:
U = (U4t _ Ut/ At
e chega-se a seguinte expressao:
UtAt = U - At-C™' - (KU' 4 F)
ou equivalentemente

Ut+At — Ut + AU

sendo

AU = —AtC gt

O vetor ¥* (vetor de residuos de forgas) é avaliado por:

NE
V' = [BTodv+F =) [Bl -0l -dV.+F

e=1
com a notagao :
o = vetor de tensc¢des do elemento
B = matriz das rela¢des geométricas entre tensdo deformacéao
D = matriz de caracteristicas fisicas do material
V. = volume do elemento
e = indice de elemento

NE = nimero de elementos

ou

NE
¥ =) KU.+F

e=1

Uma escolha apropriada para C é:

(10)

(11)

(12)

(13)

(14.a)

(14.)
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C = diag (K) (15)

Assim vé-se claramente que a equagdo (13), torna-se um produto de vetores e as
equagoes (14.a) e (14.b) sdo avaliadas a nivel de elemento por elemento o que propicia
a sua utilizagdo em processadores vetorial/paralelo, sem a necessidade de armazenar os
coeficientes do sistema de equagdes.

Convém ressaltar que as matrizes de rigidez de elemento calculadas para a
montagem do vetor C, sao utilizadas para a avalizacido de ¥ em regime linear elastico
através da equagao (14.b), com grande reducdo do tempo de processamento em relagio a
equagao (14.a). A equacgdo (14.a) é entdo utilizada apenas em regime elasto-pldstico.

O valor de At inicial é tomado igual a 1.0, e caso ocorra uma divergéncia no
processo, que é constatada pelo crescimento das normas de ¥ ou de AU, propde-se
corrigir seu valor para:

- |‘I,t—At|
At = ———— - At (16)
2|
A obtengao da equagdo (16) é comentada no Apéndice. Nos exemplos analizados,
apenas uma correcao de At foi eficiente para a convergéncia da solugio sem que
ocorresse instabilidade numérica. E, se a estrutura encontra-se ainda em regime elastico,
o algoritmo autocorrige a solugéo .
E possivel ainda acelerar o processo, introduzindo-se corregdes no valor de AU?
quando a sua magnitude torna-se aproximadamente constante e os residuos atingem
valores pequenos em relagio as cargas aplicadas. Assim escreve-se,

Ul = U2 o AU (17)
sendo « um escalar calculado por:

_(auT.au
T (AUHT . A(AUY)

(18)

Desta forma a solucdo é acelerada cada vez que |Aa|/a for menor que uma
tolerancia TOLS pré-estabelecida. A obtencdo da equagdo {18) é mostrada com detalhes
no Apéndice. _

Nas formulagées incrementais de plasticidade a carga é aplicada em incrementos.
Na R.V., a cada incremento de carga, um numero igual ou maior de iteracdes é
requerido, dependendo do nivel da plastificagdo da estrutura. Como o carregamento
é monotdnico e os incrementos de carga sdo idénticos, os deslocamentos AU, sio
utilizados como vetor de partida para as iteragbes do incremento ¢t + At. Com isso,
a solugdo para o incremento de cargas t + At é obtida com um reduzido nimero de
iteragoes.

Desta forma o algoritmo de relaxagdo viscosa como proposto neste trabalho esta
mostrado no Diagrama 1.



L.A. DE SOUZA E N.F.F. EBECKEN

INICIALIZACAO

At=1.0

(NINCR=ndmero de incrementos)
AF = F/NINCR

(NITEMAX= ndimero méximo de iteragdes)

_ para N = 1,NINCR

=8t = 0.0

AUg=U/(N-1) e U'=U"+AU, p/ N>1
FY = AF-N

[T 44 = ||FY|

__parak=1,2,- -~,NITEMAX‘

NE | KU, elistico
Q/}t — FN +

; / BYg.dV (elasto—plastico)
AU = —AtC7 ¢!

- Aceleragio da solugao
at = —AUT - AU/(AUT - A(AD))

Ao =of —a'™®

se |Aa|/a <TOLS
entio Ut = U4 4 aAU?

sendo Ut = U4t 4 AU!
- Verificagdo da Convergéncia

el A "
se ——- < TOLF ou “—— < TOLD entédo pare
(P2l U]

- Atualiza¢do do Intervalo de tempo

se [[9*]l 2 [l9"~4|

w2
entio At = ———— At
2 ||t

CONTINUE

Diagrama 1.
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Estudo de Casos

a) Chapa Perfurada

O primeiro caso analisado é a chapa perfurada centralmente, que é um dos
problemas bastante utilizados em benchmarks do método dos elementos finitos. A
geometria e propriedades do material estdo indicados na Figura 2.

G Mt

T

18mm

10mm

= 7000 Kgf/mm?

=03

oy = 24.3 kgf/mm?

= 0.645 mm (espessura)

= 0.0

H' = 225 Kgf/mm? (endurecimento)
87 equagoes

<
|

o
ot

Figura 2.

A titulo de comparagdo , calculou-se os valores do maior e do menor autovalores,
utilizando-se iteracio inversa, obtendo-se:

Amax = 2.75257 ¢ Amin = 5.37446 F — 3,

A max

=51
A min 513
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At(6timo) = 0.727

O valor de At foi inicializado igual a 1.0 e corrigido na 82 iteragao para 4.25009 E —
1, em todoas as andlises realizadas, e a tolerancia para residuos e deslocamentos foi
adotada igual a 1074, v

Na andlise eldstica sem aceleragdo foram necessdrios 1229 iteragdo . A seguir
analisou-se a chapa com aceleragio do algoritmo, variando-se os valores de TOLS.
Os resultados estdo mostrados na tabela 1.

Aafa 0.05 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

NITER 198 176 132 109 140 141

Tabela I. Nimero de Iteragées x Tolerancia para Aceleragio.

Para as andlise em regime elasto-plastico, utilizou-se TOLS = 0.30 e a carga foi
dividida em 10 incrementos. Os resultados, considerando-se o material sem e com
endurecimento, convergiram para resultados coerentes com os de Zienkiewicz'. A tabela
2 mostra o nimero de iteragGes necessarias para cada incremento sem endurecimento.
O critério de plasticidade adotado foi o de Von-Mises.

200/0y | INCREM [ NITER

0.1 1 109

0.2 2 2

0.3 3 2

0.4 4 2

0.5 5 2

0.6 6 11 (OBS.: Comega a plastificagao)
0.7 7 11

0.8 8 24

0.9 9 48

1.0 10 150 |Atingiu a norma de TOLD mas TOLF > 10~2

Tabela II. Incremento x Iteracoes, Sem Endurecimento do Material.
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A seguir, analisou-se a chapa com 20¢/0y = 0.9 aplicando-se a carga com 1 e
posteriormente, 2 incrementos. Com 1 incremento de carga a solugio foi obtida apds 201
interagOes, e para 2 incrementos com 109 iteragdes no 12 incremento e 93 incrementos
no segundo incremento.

Finalmente analisou-se a chapa considerando-se 20¢/cy = 0.98 e um pardmetro
de endurecimento H' = 225. kgf/mm?. A carga foi colocada em 1 incremento, e a
solugao foi obtida apds 209 iteragdes.

b) Cilindro Espesso

O segundo problema analisado trata-se de um tubo de parede espessa sujeita &
pressao interna p. A geometria, malha e propriedades fisicas estio mostradas na
Figura 3, a espessura do tubo foi discretizada por elementos lineares de estado plano
de deformacio .

p = 18dN/mm?
E =3.1x10* dN/mm?

v =03
oy =24.0 dN/mm?
H =00

144 equacgdes
Figura 3.

Os valores de Amax e Amin foram calculados apenas para comparacio , sendo
encontrados:

Amax = 3.8518 e Amin = 4.765E 3
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Amax

Amin = 808

At(6timo) = 0.5192

Para a analise eldstica adotou-se: At = 1.0 e a tolerancia TOLS = 0.30; TOLD =
1074 TOLF = 10~%. O valor de At foi corrigido na 3¢ iteracio para 0.31658 e este
valor permaneceu até a solucgao final, apds 178 iteragbes.

A seguir, procedeu-se a andlise plastica. A carga foi dividida em 18 incrementos, e
os resultados parciais foram comparados com os obtidos por Owen e Hinton’, obtendo-
se respostas idénticas. A tabela 3 apresenta o nimero de iteragoes necessarias para
cada incremento. '

INCR.} INTER
1 178
2-11 2
12 6 (Inicio da Plastificacdo)
13 30
14 40
15 49
16 74
17 94
18 116
Tabela III.
CONCLUSOES

Da forma como implementado, a solu¢io de equagdes do método dos elementos
finitos por meio da relaxagdao viscosa, apresenta-se como alternativa simples e segura
tanto para andlise em regime linear, quanto elasto-plastica. Alia-se a isto, a
vantagem do método adequar-se a utilizagdo em computadores de processamento
paralelo/vetorial, necessitar de reduzida memoria central e, permitir facilidades de
adaptagdo da malha a nivel de processamento.

Recomenda-se inicializar o problema com At = 1.0 e escolher uma tolerdncia para
a entre 0.2 a 0.3. Para a andlise em regime elasto-plastico, aconselha-se a dividir a
carga em um ndmero suficiente de incrementos de forma a garantir pelo menos um
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incremento em regime eldstico, para que a corre¢do do valor de At nio modifique a -
resposta plastica.

A estratégia descrita neste trabalho estd sendo utilizada na solugido de problemas
complexos, bi e tridimensionais. Os resultados da performance em um computador
IBM 3090 600 E/6VF serao motivos de publicagio futura.

APENDICE I - CALCULO DO ESCALAR o DE ACELERACAO

Reescrevendo-se a equagio (17):
U' = U4t 4 oAU (17)
a pode ser associado a um vetor W de forma que minimize a equagio (24),
wT.g(Ut) =0 (24)
Assim sendo W ¢ escolido como:
W =AU (25)
que resulta na seguinte equagio :
AuT YU 4+ aAU) = ~-AUT(KU2 + aKAU + F) = 0 (26)
ou: |

3 AUT . q,(Ut—At)

AUTKAU (27)

derivando-se a equagdo (6) em relagio ao tempo obtém-se
CA(AU)+KAU =0 (28)

e sabendo-se que

CAU' = ¥(UY) (29)

tem-se a equagao (18), utilizada para acelerar o algoritmo.

—(AU? T A t

o= —BUY AU (18)

(AU - A(AUY
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APENDICE II - CORRECAO DO INTERVALO DE TEMPO At

O intervalo de tempo At é corrigido fazendo-se uma ponderagido entre a norma de
¥t e UI-Bt como:

_ t-At
At = i : |
12

AN (30)

Com isto tem-se certeza que At serd menor que At, entretanto tal fato ndo garante
a convergéncia. Assim, a cada vez que occorrer W W2 nova correcio devera ser feita,
~até que a solugdo seja obtida.

Nos casos relatados neste trabalho e outros estudados pelos autores, constatou-se
que a adogdo de um coeficiente dividindo a equagdo (30) diminui o nimero de corregdes
necessdrias & se obter a convergéncia da solugao . Notou-se que: um coeficiente igual a
2 conduzia a valores adequados de At, e este valor foi adotado. Assim a equagdo (30)
ficou:

_ “I’t_Atk
At =1"—1 At

T A (31)
REFERENCIAS

1. O.C. Zienkiewicz e R. Lohner, “Accelerated Relaxation or Direct Solution? Future
Prospects for F.E.M.”, International Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol.
21, pp. 1-11, (1985).

2. J.L.D. Alves, A.L.G.A. Coutinhjo, L. Landau, ¢ N.F.F. Ebecken, “O Algoritmo de
Relaxagdo Dinamica Acelerada para Andlise de Estruturas pelo Método dos Elementos
Finitos”, Colloquia 87, Porto Alegre, Brasil, (1987).

3. P. Underwood, “Computation Methods for Transient Analysis, Dynamic Relazation”, Cap.
5, Ed. by T. Belytschko and T.J. Hughes, North-Holland, (1983).

4. C. Farhat e L. Crivelli, “A General Approach to Nonlinear FE Computations on Shared
Memory Multiprocessors”, Comp. Meth. Applied Mech. and Eng., Vol. 72, pp. 153-172,
(1989).

5. R.F. Kulak e C. Fiala, “NEPTUNE - A System of Finite Element Programs for Three-
Dimensional Nonlinear Analysis”, Nuclear Engineering and Deszgn Vol. 106, pp. 4768,
(1988).

6. O.C. Zienkiewicz, “The Finite Element Method”, Cap. 18, Ed. Mc Graw Hill, (U.K),
(1977).

7. D.R.J. Owen e E. Hinton, “Finite Element in Plasticity”, Cap. 7, Ed. Pineridge Press
Limited (U.K), (1980).

8. L.A.Souza e N.F.F. Ebecken, “Relaxacdo Viscosa Acelerada para a Solugao de Estruturas
em Regime Elasto-Plastico”, Relatdrio de Pesquisa do Programa de Engenharia Ciuvil,
COPPE/UFRJ, (1990).

9. J.L.D. Alves, A.L.G.A. Coutinho, L. Luiz e N.F.F. Ebecken, “A Vector/Parallel Multi-Step
Algorithm for Transient Finite Element Analysis”, in Parallel Computing: Achievements,
Problems and Prospects, Napoles, Italia, {1990).



ANALISE ESTRUTURAL NAO LINEAR UTILIZANDO-SE RELAXACAO VISCOSA 23

10. J.L.D. Alves, “A Vector/Parallel Multi-step Algorithm for Structural Finite Element
Analysis”, D.Sc. Thesis, COPPE/UFRJ, (1990).

il. J.H.F. Patarroyo, “The Adaptative Dynamic Relaxation Nonlinear Analysis of 3D
Structures by the Finite Element Method”, M.Sc. Thesis, COPPE/UFRJ, (1990).





